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I. GENERALITATI.

A) Elemente de constructie. .

Toate constructiunile ce le avem de ficut le confecfionim
din diferite corpuri ce le avem la indemana. Materiile prime sau
prelucrate, de cari ne servim la facerea constructiiilor, sunt: lemnul,
piatra, cirimida, cimentul, fierul, fonta, ofelul, arama, bronzul,
aluminiul, ete. Ele poartd numele de materiale de construcfie. Cu
ajutorul lor confectionam piese de diferite forme, cu cari, combinin-
du-le intre ele in anumite moduri, legindu-le §i imbinindu-le dupi
anumite norme, ajungem si facem orice constructic de care avem
nevoie, precum: case, poduri, masini, etc.

Formele geometrice ale acestor piese diferd dupd nevoile ce le
avem si dupd proprietigile materialclor din cari le facem. In acest
mod, avem o varietate nemisurat de mare de forme de piese.

Toate acestea le putem grupa in trei mari categorii:

1. Piese cari au o lungime relativ mare iar la{imea §i grosimea
micd. Aceastd categorie de piese poartd numele de bare, grinzi,
stalpi, coloane, cable, fire, etc. Daci facem o sectiune plani trans- .
versald in piesd, normald pe axa ei, accasta poartd numele de sec-
fiunea piesei. Ea are o valoare oarecare, pe care o notim cu
litera greceasca 2 si care se exprimi de obiceiu in cm?, mm?® si
uncori in m2 Secfiunea aceasta are si diferite forme ca: drept-
unghiu, cerc, coroani circulard, in forma literilor L, U, T sau Z, etc.

Forma sectiunii se misoard, dupd cazuri, prin momentele ei
statice, prin momentele de iner{ie equatoriale sau polare, sau prin
alte elemente cari se vor vedea ulterior in curs.

Succesiunea centrelor de greutate, a diferitelor sectiuni a unei
bare, ne fixeazd aza barei. Aceastd axd poate fi o linie dreapta



4

sau curbi §i vom avea corespunzitor: bare drepte, lare curbe,
in p]an sau in spafiu, cirora le zicem tot asa de bine grinzt drepte,
grinzt curbe, etc.

Scc;lunzlc plane transversale le vom considera totdeauna normale
pe axa pleset.

Prin urmare, clementele cari vor caracteriza din punct de ve-
dere geometric o grindi sau o bari vor fi: aza, ca lungime si formi
si secjiunea, ca valoare si formd.

Exemplu: o bucati de lemn de 4 m lungime i cu o secfic trans-
versali in formi de dreptunghiu si cu laturi de 20 X 15 em, este
o grmda sau o bari.

2. A doua categoric de piese sunt acelea la cari lungimea si la-
timea lor este mare fatd de grosime. Ele poartd numele de pldci,
table, tole, dale, pdrefi, tuburi, etc. Suprafaja care fmparte peste
tot grosimea plicii in doudl parti egale, este suprafafa mediand
a plicii Grosimea se misoarii totdeauna normal pe aceastd su-
prafajd. Suprafata mediani a plicii poate fi un plan, un cilindru,
un con, o sferdi, etc.

Elementele cari vor caracteriza din punct de vedere geometric
o placa vor fi: forma si dimensiunile suprafefei mediane §i gro-
simea.

O piesd de oel pland, de 3 m lungime, latd de 1,50 m §i groasd
de 8 mn, este o placd sau o tabla.

3. A treia categoric de forme de piese sunt acelea cari au o lun-
gime, latime §i grosune cam de acelasi ordin de marime. Ele poarta
numele de piese masive sau blocuri. Exemplu o bucati de piatrd
de forma paralelipipedica, de 1,20 m X 1,00 m X 0,80 m, este un
bloc sau un masiv. Acelasi lucru este si cu o bila sfericd plini.

Sunt insd multe cazuri, cind nu putem hotéri limite distincte
pentru fiecare categorie de piese, si nu o si putem spunc dela in-
ceput dacd o piesa face parte din cutare sau cutare categorie. Dupd
oarecare practici vom putca face accastd clasificare, riminandu-ne
totugi un mare numir de cazuri in cari nu ne vom putea pronunfa.

Accasti clasificare este necesardi, din punctul nostru de vedere,
fiinded pentru ficcare categorie de piese avem o anumitd norma
de calcul.

Datele geomectrice, aritate mai sus, nu sunt suficiente pentru
a caracteriza o piesﬁ oarccare. Pentru a o caracteriza complet va
trebui sa spunem_§ si materialul din care este fiacutd. Fiecare ma-
terial are o serie de constante, cari rezulta din proprietatile sale.
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Aceste constante, fmpreuni cu cele ce rezultdi din  dimensiile

geometrice ale piesei, o vor caracteriza complet din punctul de
vedere al Rezistenfei ﬂ[alcrmlelor.

B) Notiuni asupra vectorilor.
1. Definitii si notatii.

In toate stiingele aplicate avem de ficut operatiuni asupra unor
mdrimi sau cantitdft.

Acestea se pot grupa in doui categoriiz marimi scalare si mdrime
veclortale.

a) O mdrime scalard sau un scalar este acea mirime sau cantitate
care este complet definité numai prin valoarea ei.

Valoarea unui scalar este numirul care ne arati de cite ori acel
scalar cuprinde unitatea de misuri respectivi,

Cantitﬁgi scalare sunt: masa, densitatea, temperatura, lucrul
mecanic, cantitatea de cildurd, ete.

Scalarul fiind un sxmplu numir urmeazi legile algebrei si analizei
obisnuite.

b) O mdrime vectorialé sau un vector este acea mirime sau can-
titate care este complet definiti prin valoarea st direcliunea ei.

Prin urmare pentru a defini un vector avem nevoie de doud
elemente.

Valoarea vectorului este, ca i la cantititile scalare, numirul
care ne aratd de cite ori unitatea de misurd respectiva se cuprinde
in mirimea vectorului.

Dtrcc;umca ne aratd sensul in care, sau linia dupa care, cste
dirijatd mirimea vectoriali. Exemple de vectori avem: drumul
parcurs de un mobil, iufeala, acceleratia, forta, fluxul magnetic,
fluxul de cildura, ete. '

Vectorul care are ca valoare unitatea poartd numele de vector
unitate sau pur si simplu direcfiunea vectorului.

¢) Ca sa facem diversele operatiuni asupra mirimilor trebue si

le reprezentim sau si adoptim o notapunc care si reprezinte acele
cantititi.

Pentru cantititile scalare s’au adoptat notatiunile din algebri-

cari reprezintd numerile. Se intrebuinfeaza literile mari sau mici
ale alfabetului latin. De exemplu 3° temperaturd se noteaza in mod
general cu t°; 7 m? se noteazi cu V m3, etc.

T S
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Vectorii au o valoare sau. o parte scalard. Aceasta este natural
si fie notatd intocmai ca si cantititile scalare.

In privinta notirii sau reprezentirii directiunilor vectorilor nu
s’a ciizut pAnd acum de acord asupra unei notafiuni unitare.

Pentru a putea reprezenta direcfiunea vectorului evident ca nu
se¢ dispune de alte semne decdt tot de literile diferitelor alfabete.

Pentru a marca direcfiunea vectorului §i a o deosebi de canti-
tafile scalare, se intrebuinfeazi diferite semne distinctive ce se
aplicd literilor alfabetulul.

Autorii germani, in cirtile tipirite, noteazd directiile vectorilor
cu literile grase ale alfabetului lor () ; altit cu literile grase ale alfa-
betului latin cu indicele (a,), al{ii cu notatia de mai sus cu o liniufa
sau o sigeali mici deasupra (a), alfii cu literile alfabetului
grec (a), ete. :

Fiecare din ele au avantagiile §i inconvenientele lor. In cele cc
urmeazi vom nota o direciiune oarecare in spatiu, cu o literd a
alfabetului grec cu o liniuta deasupra, de ex. a. O altd directiune
s¢ reprezinti de exemplu cu f.

Dacit vectorul care are valoarca 1 se notcazd astfel, atunci
vectorul a cirui valoare va fi a se va nota a a.

Aceastd notafiune are §t ea inconvenientul ci pentru a repre-
zenta un vector avem nevoie de doud litere, §i avantajul cd ne
aratd distinct elementele. componente” ale unui vector. Se no-
teazd atunci prescurtat acest vector cu o literd cu o liniuja dea-
supra, deci
(1) a =aa

d) Grafic un vector se reprezintd printr’o dreaptd pe carc se
ia la scara stabiliti un segment egal cu a. Dreapta are un sens
positiv, sensul opus fiind cel negativ. Scgmentul de dreapta are
doudi capete A si B. Daci sensul pozitiv este dela A spre B se zice
ci A este originea vectorului iar B extremitatea lui. Pe desen sensul
se fnsemneazd cu o sdgeatd-pusid chiar pe directia vectorului.

2. Algebra vectoriald.

a) Egalitatea vectorilor.

. Doi vectori unitate sau doud directiuni- se zic cd sunt egale
atunei cand sunt paralele.

Doi vectori sunt egali cind au aceeasi valoare si aceeasi di-
recfiune adicd sunt §i paraleli.
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Dot vcctori sunt egali si de sens contrar, atunci cind au acecast
valoare 1 msa direcfia unuia este opusi directici celuilalt,

Daci a este un vector, atunci vectorul egal §i de sens contrar
va li —a.

b) Adunarea si sciiderea vectorilor,

Daci la extremitatea unui vector a punem originea altui vector
b, atunci vectorul ¢ care uneste ormmcq Iui ¢ cu extremitatea lui &
este, prin definifie, suma vectorilor @ si b si se scrie:

c=a+1b
Diferenta @ —1b cste suma lui @ cu—7b. In insumarca mai
multor vectori recunoastem daci ii adunim sau ii scidem, par-
curgiind in acelast sens, din origine spre extremitate, atit vectorul
sumi ciit si vectoril adunatl sau sciizuti. Vectorii parcursi in sens
positiv se adund, cei in sens negativ se scad.

Fig. 1 ne reprezinta:

c=a+b—c+d

- Figura 1

Se demonstreazi ci suma vectorilor este independentd de or-
dinca in care se face insumarea §i ci putem inlocui doi sau mai
multi vectori prin sumele lor partiale, adica:

a+b=b+4q
a+b4-c=at+d
daca: d=0-+c

Insumarea mai multor vectori este o operafic comutativi st
asociativi sau distributiva. .

Dacd, insumédnd mai mulfi vectori, ajungem cu extremitatea ul-
timului in originea celui dintiiu suma este nuli.

Pentru un contur inchis avem totdeauna:

(2)  fds =o,

cind integrala se face plecdnd dintr’'un punct si parcurgind intreg
conturul in acelasi sens, revenim in punctul de plecare.




¢) fmmulfirea unui vector cu un scalar.

Cand vectorul are valoarca egald cu unitatea el se reprezinta
numai prin direc{iunea lui: a.

Daci are valoarea a atunci vectorul va fi:
(1 a = aa

Dec aci rezultd chiar regula immuliirii unui vector cu o canti-
tate scalard oarecare m.

Rezultatul va fi:

maa

Vectorul va fi paralel cu vectorul inifial, insd valoarca lui va
fi de m ori mai mare.
Rezultd evident si:

mada =ama
m (—(; +B) =matmp
(m + a)—(; =mataa.

Operajiunea este comutativdi si asociativi.

d) Immulfirea scalari a doi vectori.

Produsul scalar a doi vectori este o mirime scalard care re-
zultd din immulirea valorilor numerice a cclor doi vectori cu co-
sinul unghiului pe care il fac intre ele directiile lor positive. Este
exact definitia care se dd lucrului mecanic.

Acest produs se noteazi

(3) ab'sau (a b)
Asa dar: : -
(4) - ab = ab cos (g, p),
Din aceasta rezulti imediat:
ab = ba

(@+b)¢c=ac+ be
S& consideram in special doua directiuni, vom avea:
a f = cos (, )
deci produsul scalar a doudt directiuni este egal cu cosinul unghiului
celor doud directiuni, bine inteles a sensurilor positive.
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Avem deci:
9

=1

=a’a’® =a

Al

2 2

a
Daci doud directiuni sunt paralele, avem evident:
(5) aff =1
Se mai zice in acest caz, ci cele doui direc{iuni sunt cgale.
Aceasta este si condifia de paralelism a dous directiuni.
Daca doi vectori sau doud direcfiuni sunt perpendiculare, avem
iariisi evident:
(5') ab = 0 uﬁ == 0,
care reprezintd condifia de perpendicularitate a doi vectori sau a
doud directiuni.

¢) Immulfirea vectoriald a doi vectori.

Produsul vectorial a doi vectori este vectorul definit precum
urmeaza: :

@) Are ca valoare numerici produsul dintre valorile vectorilor
asib multiplicat cu sinusul unghiului ce direcfiunile lor positive
fac intre ele, adici:

¢ = absin (a, f) = ab sin (a, b)

b) Este normal pe planul determinat de a si b.

¢) Aresensul pozitiv
asa fel incat, un obser-
vator, cu picioarele in
originea lui ¢ §i cu
capul in- extremitatea
lui, parcurge cu ve- - :
derca conturul a + b (fig. 2) in sensul acelor unui ciasornic, sau
pentru a suprapune a peste b, observatorul vede rotindu-se @ spre b
tot in sensul acelor unui ciasornic. '

Ori, aceasta este tocmai definijia momentului unci forte in ra-
port cu un punct. ‘

Daca directiunea normali pe planul determinat de @ si b este 7,
atunci . :
(6) ; ¢ =y absin (a, D)
§i se noteaza:

(7) ¢ = ab = [ab]

Figura 2

rnpay
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Din figurd i din definifie se vede ci daci schimbim in produs
ordinea vectorilor se schimbd sensul de rotire si deci si semnul
lui ¢, §i avem:

Te=tn = B3]

Ordinea factorilor nu este indiferentd in acest produs, deci
operatia nu este comutativi.

Valoarca numerici ¢ este egali, dupd definitie, cu suprafata
paralelogramului format de vectorii @ si b, sau cu dublul supra-
fetei triunghiului format de accleasi laturi st suma lor.

Daci cei doi vectori sunt paraleli, dupi definifia datd, avem:
(8) ab =o af =o
care reprezinti condifia de paralelism a doi vectori.

Sa consideram doud directiuni a si f, atunci vectorul

y=af
este vectorul normal pe planul format de cele doui direc{iuni si
are ca valoare numerici sinusul unghiului celor doud dircetiuni.

Si presupunem cit luiim un element de suprafald df2 §i cd ne
fixim un sens in care parcurgem conturul ei. Suprafata are o mi-
rime dQ si o direcfiune. Directiunea ei este perfect cunoscutd cind
cunoastem direc{iunea normalei 7 la aceastd suprafatd. Direcfiunea
pozitivd a normalei » va fi aceea, din extremitatea cireia privind
conturul, il parcurgem cu vederea in sensul acelor unui ciasornic.
Prin urmare, §i suprafata este un vector §i se poate reprezenta
prin: '

_ »dQ

Orice suprafati are doud fefe: una pozitivi, alta negativi. Fata
pozitivii se considerd totdeauna aceea dela suprafafa corpurilor
si ca fajd negativdi aceca dinspre interiorul lor. In acest condifii:

a = [rdQ
reprezintd jardigi un vector.
Pentru o suprafatd inchisd, cum ar fi suprafata ce mirgineste
un corp oarecare, avem in virtutea relatiei (2):

(9) | frdQ =o

Cu ajutorul acestei relafii se demonstreazi ci produsul vecto-
rial a doi vectori este o operafic distributivi si asociativi, deci:

ac+be=(a+bec=[a+1Dbe
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f) Immulfirea "a trei vectori intre ei.

Aci avem mai multe cazuri, ciici intre trei vector] putem face
mai multe combinafiuni in ce priveste operatiile de $mmulfire.
a) Doi dintre vectori putem si-i immultim scalar intre ei si
rezultatul va fi evident un scalar. Accastd cantitate immultitd cu
al treilea vector ne dia un vector paralel cu acesta din urmi. Deci:
d =a.be
este un vector paralel cu directia a si a ciirui valoare numerici este:
d == abc cos (b, c)
§1 putem deci scrie:

.\
f

=3
5
~
=
S
o
o
v

=
=

R

Cu totul altceva este:

a cdrui valoare numerica este:
d, = abe cos (a, b)
§i ca vector este:’
dy = y.abe cos (a, b)
paralel cu y.
Aceste doudt produse n’ar putea fi egale decit atunci cind «
ar fi paralel cu . ’
Prin urmare produsul depinde de ordinea in care facem ope-
rafiile de immulyire, '
Pozitia punctului din produsele:
d=a.lc,d =ab.c, dy=ac.b
indicd modul cum grupam aceste operatit.
Produsele de mai sus sunt trei produse diferite. :
b) Doi dintre vectori putem si-i immultim vectorial intre ei

si rezultatul va fi un vector. Acesta putem si-l immul{im scalar
cu al treilea vector si rezultatul va fi un scalar. Deci:

(10) V =a.be =a[b]
Insd e este suprafata paralelogramului format pe laturile ¥ si ¢
§i e reprezentati printr’un vector normal pe aceastd suprafati.
Aceastd suprafatd immulfita scalar cu a, adici cu proiectia lui a

pe bc, ne di tocmai volumul paralelipipedului format de latu-
rile a, b, c.

P —

i T



Acest volum este unul si acelasi, deci:

V =a.bc =b.ca =c.ab
(107) =
=ab.c =bc.a = ca.b
trecand dela o expresic la alta prin permutiri circulare. Daci schim-
bam ordinca factorilor se schimbi si semnul volumului, deci:

ab.c =—la.c, cte.

Pentru ca expresia volumului se poate scri conform formulei (10)
in 12 moduri diferite, se obisnueste a se nota mai simplu si anume:

V = abc

in carc se suprimid complet punctul §i liniuta.
Daci cei trei vectori sunt complanari, V = o, deci

(11) abe = o,
exprima condifia ca cei trei vectori si fie cupringi in acelagi plan.
¢) Doi dintre vectori ii immuljim vectorial intre ci si obfinem
un vector. Acesta la randul lui putem si-l.inmuljim vectorial cu
al treilea. Rezultatul va fi evident un vector. Acest produs se no-
teazi:
d = a.bc = [a.bc] = [a[bc]],

Pozitia punctului sau parantezelor ne indici modul de grupare
al operajiunilor. Formula ne arata i produsul vectorial be il mul-
tiplicdm vectorial cu a.

Vectorul d este pervendicular pe planul determinat de vectorii
a si be. Insd vectorul be, la randul lui, este perpendicular pe planul
determinat de vectorii b i ¢ si deci vectorul d este cuprins in planul
determinat de b si ¢. Descompunand pe d in acest plan dupd cele
doud directii b §i ¢ vom avea o expresic de forma: :
d=yb+ze
y si z fiind doudt cantitifi scalare, deci:
a.be =yb+sc

Sa fnmultim aceastd relatie scalar cu a.
Produsul @.a.bc = o in virtutea relafiei (11), deci:

y.ab + z. ac = o,
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din care rezulti: e
y/ac + z/ab =o
y =k.ac, z =—Fkab

In care k este un factor de proportionalitate care trebue determinat.
Yom avea deci: :

a.be. =k (b.ac—c.ab)
Aceasti relatic este adevirata oricari ar fi valorile si direcgiile

celor trei vectori, deci si fntr’un caz special, si anume cind b este
normal pe ¢ si cdnd a coincide ca directie cu ¢. Atunci:

a.bc = B.abe '
k (b.ac— c.ab) = k (B.abc — o)
de unde rezultd & =1, si deci: '
(12) a.bc =b.ac—c.ab
Formula aceasta este foarte importanta si servi de bazii pentru

Immultirea grupelor mai mari de trei vectori.
In rezumat avem trei operalii distincte de immultire a trei
vectori:
a.bc , a.be si a.be
Sd se observe ci pentru deoschirea operatiilor plasarea punc-
tului joacd un foarte mare rol, precum si intinderca liniufei de
deasupra literilor. Notaiunea bc insecamni ci fac produsul scalar
al vectorilor b §i ¢, far be sau [be] inseamna ci fac produsul lor
vectorial. _
Plasarea punctului sau parantezei ne arati ci produsul a.be =
a (bc) este distinct de ab.c — (ab) c. Primul ne di un veetor pa- !
ralel cu g, al doilea unul paralel cu y, prin urmare ciapiatdm rezul-
tate complet deosebite. ' -
De asemenea produsele: _ N
a.bc =b.ac—c.ab :

b.ca =c.ab—a.bec

c.ab =a.bc—b.ac
sunt complet diferite unul de altul: !
In treacit se observd ci suma lor e nuli, deeci: ,

a.be + b.ac + c.ab = o
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Descompunerca unui vector dupd o direcjie oarecare gi o normald
la aceasta (fig. 3).

Componenta vectorului b dupid directia a cste a.ba. Compo-
nenta dupd normala la a este «.ba, deci:

b =a.ba+ a.ba

= Daci. se efectuiazii produsul vectorial
din ultimul termen se ob{ine o identitate.

Figura 3

¢) Immultirea a patru vectori.

Produsele a trei vectori:

a.be , ae s1 a.be
le putem immulii cu al patrulea vector scalar sau vectorial.

a) Produsul a.bc este un vector paralel cu a. Acesta multi-
plicat scalar sau ve ctorial cu d ne va da:

ad.be st ad.be

cari sunt respectiv un scalar §i un vector. N'au nimic deosebit
in ele in afarda de faptul, ci nu putem schimba intre ei vectorii
din cele doud grupe, fard ca rezultatul si nu se schimbe. Produsele
ad.bc 5i ab.cd sunt complet diferite intre ele. Ele nu sunt cgale
dect in cazul special cind a este paralel cu ¢ sau cand b este pa-
ralel cu d.

b) Produsul a.bc care este un scalar, multiplicat cu vectorul d
ne di un vector paralel cu d.

Acest produs (a bc) d = abc.d se poate pune §i sub altd forma.

Daci notez be = ¢, avem: ae.d care dupd formula (12) ne da:

insi :
¢c.ad =c.bad—Db.cad

si deci:

(13) abo.d = a.5ed b, cad + c.abd

sau: ,

(13) a.bed — b.cda + ¢.abd — d.abc = 0

Aceasta ne scrveste la descompunerea vectorului d dupd direc-
tiunile a, b, <.

¢) Produsul a. 2.bc se poate multiplica scalar cu d. Daci notdm
bc = e, vom avea:

d.ae =da.e = da.be
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Pe de altd parte in virtutea relatiei (12) avem:

Tade —bdas—zdar = 4 lal
led ca]
st deducem:
(14) d.abe =a. be — |1 b]
|C ca

Coloanele determinantului le formeazi factorii produsului da
iar liniile factorii celuilalt produs be.

Se poate acum da o reguli simpli pentru memorarea produsului
vectorial a trei vectori. Presupunem ci avem simbolul o — 1 i ca
acest simbol nu opercazi prin imultire asupra vectorului.

Avem:

{
lcuu—lw =’1—(l.-b_(:' = :;1..1_).
lab

Putem face acum si ab®. Vom avea:
()= it — 1 ‘;f)} T (e
d) Se vede de asemenea numaidecat cﬁ:
[ab.cd] =b.acd —a.bed = c.dab— d.abe
Acesta este un vector dirijat dupd intersectia planclor deter-
minate de a cub si ccu d.

h) Produse de mai mult de patru vectori.

Mai interesant este produsul:
V V,= abe.abye,
a cirui valoare se gisecste:
laa, ab, ac
(15) VVi=lba, bb, be
ca; ¢b ¢
in care liniile sunt formate din termenii luj V,iar coloancle din ter-
menit lui V.

Pentru a efectua acest produs procedim astfel: produsul scalar
a,.bye, trebue multiplicat cu scalarul V. Pentru aceasta e suficient
sa multiplicim unul din vectori §i vom avea:

a0V
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conform formulei (13) avem:
bor.V = a.be.byet buca.byeyt c.ab.bie;
—3.5e. b+ bucabyer+ c.ab.bey
VV,=3a.0e. b+ b ay.ca.byey+ cay.ab.biey
Daca se desvoltda produsele be.bye, dupa formula (14), se gasesc
termenii determinantului ardtat.

Observafie.

Cu cunostintele cipitate pind acum putem transforma orice
expresie vectoriald in una scalara.

Pentru ca din expresiunile vectoriale si deducem valort nu-
merice, se caut@ a le transforma prin operafiile indicate pdnd aci in
expresiunt scalare. Accasta este norma generald §i este totdeauna
posibild.

S presupunem cd am gisit vectorul . Ca si-i avem valoarea
i1 multiplicam scalar cu o dirccfie cunoscutd si zicem B. Atunci
ciipatam aff = a.af adicd proiectia lui a pe f. E mai simplu daci
ridicam la patrat: a® = a*a® = a®.

De asemenca @ b ridicat la patrat ne da a%b*— (ab)?, expresie
scalara.

Avand doud directiuni @ si B.

Vectorul

cy=ap
are valoarea egald cu sin (a, ).

In cazul nostru ajungem la rezultat ridicind expresia de mai sus
la patrat §1 avem:

B PE = (7173)2 o l%_z

=1— (af)?

el

i Tl

Deci
I ¢ =1 — cos? (a, f) =sin® (a. f)
cunoscuta relatie trigonometricd,

Analog V = abc pentru a o transforma in o expresie scalard

navem decit sd o ridicam la patrat §i avem dupd formula (15):
aa ab ac

V|l Bb Do = a2 ab.he.ca —a (b—D* (ca—ai(aby’
ca cb cc

Asa putem proceda cu orice expresie.
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3. Operatiuni diferentiale.

Operatiunile diferentiale se fac asupra miirimilor scalare sau

_vectoriale. Acestea la randul lor sunt functiuni de o mirime scalari

sau vectoriali.

Chestiunea care se pune este de a giisi cresterea cantititii scalare,
sau vectoriale, cind variabila de care depinde, scalarit sau vecto-
riald, a crescut cu o cantitate oarecare. ;

Se vede ci aceste operatiuni sunt de natura caleulului diferential.

Se deosebesc doud cazuri principale: cind variabila este o can-
titate scalarid sau vectoriali.

Operatiuni difereniale tn raport cu o variabild scalari.

Aci vom deosebi jardsi alte doud cazuri.

a) Cdnd funcfiunea este o cantitate scalard. Si presupunem cit
miirimea scalard b este funcfiune de cantitatea scalari a. i

Se poate gisi in acest caz o functic db/da = U asa fel inct,
multiplicatd cu cresterea da a variabilei si ne dea cresterea func-
tiunit b, adicd pe db.

Litera d, pusa inaintea funciiunii b, inseamni ci trebue s facem
0 anumitd operafiune asupra functiunii b.

Raportul db/da poarti numele de derivata functiunii b in raport
cu a, iar db este diferen{iala functiunii b.

Aceasta nu e decit caleulul diferential obisnuit.

b) Cdnd funcfiunca este un vector oarecare b. Si presupunen ci
vectorul b=1073 este functie de scalarul a. Dacit variabila a crescut
cu cantitatea da, atunci vectorul a crescut cu o cantitate oarecare db.

Se defineste: ]

dbjda =¥, d?b/daz=10", ete.
Si vedem mai de aproape cresterea veetorului b. Avem cvident:
db=(b+db) B+dB)—bf =db.f+ b.dB

daci se neglijeazi infinitul mic: db.d § (fig. 4).

Dacit impar{im ambele pir{i ale egalitdfii cu da, avem:
(16) F=UF+bF =@F) = dBb)/de

e
2. 1934%, Gh. Em. Filipescu, Statica constructiunilor si Rezistenta m:\tcrialclnm\
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Din aceasta se vede cit diferenfierea, sau derivarea unui vector
in raport cu un scalar, urmeazi regula obisnuitd a calculului di-

ferential.
Sa considerdm in special un vector de lungime constanti, avem:
3 _ TR pr= 7
db.di .
=] De act rezulta:
(7). dbr=2b.db =

sau daci am considera o direciiune f§ a
ciirel lungime este egald cu 1, atunci

(17) B.df=0
Relatiile (17) i (17') aratd cd dife-
_ rentiala, sau cresterea unei direcfiuni sau
Figura 4 vector, este o direcjic sau un vector
normal pe direciia data.
De pe fig. 4 se vede cit partca scalard a lui d § este unghiul do,

care-l fac intre ele dircctiunile bsib+d b, sau ceea ce este tot una
cu unghiul intre § §i § -+ dB.

Tot de pe figura rezultd ci db este suma celor doi vectori
bdf -+ B db, daci se neglijeazii infinitul mic db. d B de care am
pomenit mal sus.

O aplicatie. Si avem o curbd oare-
care. Ea este perfect determinatd dacii cu-
noastem, in ficcare punct al ei, valoarea si
directiunea razei vectoare r, ce pleaci dintr'un
pol O arbitrar ales, la fiecare din punctele P
ale curbei. Cind trecem dela punctul P la P,
arcul s misurat dela o origine oarccare a
variatl cu cantitatea ds. La limitd cind punc-
tele se confundid directia P P, coincide cu
tangenta 0 la curbi, (fig. 5) si putem scri: Figura 5

dP=0ds=dr
sau dP[ds=10=dr|ds
sau (18) PP=0="7
ciici putem scri ¢d §i un punct este un vector de o directiune oarccare §i a ciirui
valoare sau mirime este zéro.

Daci mai derivim inci odatdi, avem:
(19) &P [ds* = d*r[ds* = d 0 [ ds
T)u » r'l = '61
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insi vectorul d 0 este normal pe 0, deci coincide cu normala v la curba si are
ca mirime unghiul de, ce-l fac tangentele 0 st 0 + d0 inlinit vecine,

ceea ce
cste tot una cu unghiul normalelor in punctele P si P

1 deci
(20) di =S de

Pe de altdi parte, dacii notaim cu re raza de curburi, se stie ¢i avefn:
(21)

Rezultd deci

ds =re do

d0 [ ds = o [r

31 atunei relatiile de mai sus se completeazdi precum urmeazii:

{199 P [ds* = d*r [ ds* = o [ r.
/ { »
P
ecuatia generald a oricirei curbe plane.

Alti aplicatie. Si avem un arc de curbi si un sistem de axe rectangular
format din tangenta 0, normala principali ¥ si binormala # la curbi, mobil
pe curbi. Se stie ¢i planul determinat de 0 si v este planul o:cul

ator.
Avem evident:

f=0v , v=p0 , G=vp
Cind parcurgem arcul in sensul lui positiv aceste directiuni vor v

aria,
Din prima relatie deducem:

0 fiind paralel cu », produsul 6% =0, deci

B = Oy

Aceasta ne aratii ca g, perpendicular pe f, deci cuprins in planul osculator
¢ normal si pe 0, deei dirijat dupii nermala ¥ la curba.

Unghiul intre § si f + df il notim cu d ¥, i dacd rr este raza de rasu-
cire, atunei se defineste:
‘ ds =ry dy
‘si deei:

2
B=v|r )
Daci derivim relatia doua si finem cont de ralafiile de piani aci, avem:

v=—0[rc—f/r
In rezumat pentru orice curbii avem:

=vlre ; B =v[rr ; v =—0/rc — B/r
Acestea sunt formulele lui Frenet.
Am avut si avem:

r=0 ; r'=vir ;r'=v]r— vric/re
Dacd formam produsul r v’ 7", edsim:

LN

-ecuatia gencrali a curbelor in spatiu.
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C) Fortele care actioneazi constructiunile.

Cu a]utorul pieselor ardtate mai sus facem orice constructic.
Ceea ce trebue si avem in vedere, este ca ea sit nu se dirdme sau
si se distrugd. Aceasta are loc, sau din faptul ¢ii ea nu are stabi-
litate si atunci se miscit intr’o direcfiune oarccare, sau din cauzi
cii ¢ prea slabii si atunm se rupe in un punct oarccare, fapt care
determind dlstrurrcrca unei porfiuni sau a constructiei intregi.

Pentru ca accasta si nu se intdmple, trebue ca in orice moment
construcfia si fie in echilibru, sub acliunca fortelor cari lucreazi
asupra el.

Sa evaluiim aceste forge:

1. Inainte de toate, orice construclic are o greutate a ei, pentru
ci e fAcutd din materiale cari toate au proprictatea de a fi grele.
Prin urmare, o construciic va trebui si nu se darime sau s nu
sc turtcascd, cel pujin sub actiunca forfelor cari rezultd din
orcutatea eci. Aciiunca acestor forfe este continuii, permanenta
(tot timpul cat durcazi construc;mnca) si de aceca ele se numesc
forfe permanente, sau sarcini permanenle sau inci incdredry per-
manenle.

2. Orice construcfic are o utilitate oarccare, nu e ficuta numai
pentru a-gi sustine greutatea e, ci trebue si sustind § si alte inciircari.
De ex. un pod trebue si mai susfind §i greutatea trenului sau a
camioanelor cari trec pe el. Aceste for;e poartd numele de forfe
mobile, sau sarcini mobile, sau incdrcdri mobile. Se numesc aga pentru
¢it ele s miscd pe constructie. Ele nu lucreazi continuu ci inter-
mitent.

3. In afari de acestea mai avem o seric de forfe cari lucreazd

“in mod inutil pentru noi, dar pentru a asigura stabilitatea i soli-
ditatea constructiunilor trebue neapiirat si {inem seami de ele.
In aceastd categoric intrdt greutatea zipezii §i presiunca véntului,
In special aceasta din urmd, pentru unele construciii, precum co-
suri de fabrici sau poduri de mari deschideri, are o importanii
covirsitoare. Ele poartd numele de forfe accidentale.

4. Mai exista o serie de forte, cari lucreazi in mod deosebit asupra
constructiunilor sau numai asupra unor pirti din ele. In special
organcle in miscare ale maginilor dau nastere, datorita acceleratiel,
la forfe ce actioneazd asupra diferitelor piese. Acestea poartd nu-
mele de forfe dinamice. Exemplul il avem in o tocild' de gresie, ci-



reia i se da miscarea de rotafie cu un motor. Dac am invirti-o
prea repede, forta centrifugi ar provoca ruperea tocilei. _

Uneori avem piese cari lucreazi la incirciri cu totul speciale,
necesitate de natura destinafici lor. Asa avem cildarea cu aburi,
teava de tun, ete. $i solicitirile acestor fel de piese le putem clasa
in una din categoriile de mai sus. '

La calculul pieselor, cari compun o construcfiune, va trebui
s {inem seami de toate aceste incdreiri, sarcini sau forfe, cum
le numim noi.

Cu toate acestea, de foarte multe ori neglijim una sau mai multe
din cle, din cauzi ci sunt mici, fayi de altele cari au o valoare re-
lativ mare. Aceasta o putem face, intru cit calculele noastre, dupi
cum vom vedea, nu sunt riguros exacte si suntem nevoiti a face
unele aproximatii. In aceste condifii, ne este permis a face chiar
dela inceput unele neglijiri, cari dau erori inferioare aproximatiei
calculelor. De ex. o coloana de ofel, care susjine un percte de 40 t
de deasupra unei vitrine de pravilie, are’ dupd cazuri, si zicem,
cel mult o tonad greutate. In caleulul coloanei nu vom fine cont
de greutatea ci proprie pentru ci ¢ mici. Pentru un incepitor nu
se pot da indicafii cind anume si se faci cutare suprimare, {ira
a nu face un calcul prea de tot aproximativ. Dupi oarecare
experien{d de caleul, se capita o astfel de practici incat, dupi’ un
timp, putem face suprimirile juste, fird a face erori apreciabile
pentru calcul.

Toate incircirile sau sarcinile aritate mai sus se exprimi’ in
tone, kilograme, tone pe metru, kilograme pe metru, tone pe metru
patrat, kilograme pe centimetru patrat, etc., dupdt natura re-
partitiei lor, notdndu-le respectiv: t, kg, t/m, kg/m, t/m?
kg/em?, etc.

Aceste incircari sunt aplicate in mod continuu, pe anumite su-
prafefe sau volume. Cand cle se aplica pe suprafete, pot avea di-
ferite valori in diferite puncte ale suprafetii. Cind dela un punct
la altul ele variazi continuu fira discontinuitati, zicem c¢i avem
de-a-face cu fncdrcdri continuu repartizate. Uncori ele se reparti-.
zeaza pe suprafefe mici, cum ar fi de exemplu greutatea unei rofi.
de locomotiva care ar transmite 12 t sinei pe o suprafatd de cijiva.
mm? Acl avem tot o sarcini continuu repartizatd. Pentru calcule
este comod, de foarte multe ori in aceste cazuri, de a presupune
cd aceastd incircare a rofii se transmite sinei printr’un singur
punct. Aceasta este numai o ipotezd simplificatoare, adoptati in
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calculele noastre, insi aceasta nu este in realitate. Cind facem
aceastd simplificare zicem ci avem o sarcind concentratd. E bine
s se stic dela fnceput cd aceasta este numai o convenfiune.

Cum cvaluim aceste forfe?

Greutitile proprii ale constructiei le evaluim in modul urmitor:
Facem volumul ei, descompunénd-o in figuri geometrice simple pe
cari le calculim cu usurin{d. Volumul multiplicat cu greutatea spe-
cificd respectivi ne di greutatea, deci forfa cutati. In manualele
de inginerie gisim greutitile specifice ale materialelor de constructie.
Mai mult, pentru bare sau plici, cari se intrebuinjeazii curent, gisim
in aceste manuale direct greutatea pe m sau m? Aga gisim ci o
barid de ofel, de 4 cm X 4 cm secjiune, cintireste 12,56 kg/m.
Mai mult, pentru construcfiuni curente, gisim direct in manualele
speciale chiar greutatea pe m? a construefiei, sau pe metru liniar,
5. a. m. d.

Incircirile mobile ar trebui si le evaluim prin cintirire. Nu
se face asa ci de obiceiu manualele de ingineric §i regulamentele
de politie tecnicd, prescriu, pentru fiecare fel de constructie i dupd
destinatia ei, ce incdrciri mobile trebue si luam.

In aceleasi manuale gisim datele necesare i asupra incircarilor
accidentale.

Toate aceste incarcari, sarcini sau forte, pe cari le aflim imediat
ce ni se di constructia ce avem de calculat §i menirea ce are si o
tndeplincascd, poartd numele de fncdredri, sarcini sau forfe date.
In problemcle de stabilitate §i rezistenta constructiilor, acestea vor
fi datele problemelor noastre.

D) Echilibrul constructiunilor.

Construciunile pe cari le facem se gisese, dupd cum am spus,
sub acjiunea forfelor date. Pentru ca echilibrul s existe va trebui,
ca asupra construcfiunii, si mai lucreze o seric de forie: reacfiunile.
Natura acestor reactiuni depinde de modul de rezemare sau spri-
jinire a construciei date, pe pimint sau pe reazim anume ficute.
Oricum s’ar dezvolta aceste reaciiuni, pentru ca construcfiuneca
noastri sii fie in echilibru, trebue neapirat ca ecuatiile:

(1) SR —10 T 2 T =)
sd fie satisfacute. | B
Sub semnul sumei intrd evident forjele date si reactiunile.
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Aceste condifiuni sunt necesare, in cazul corpurilor reale din
naturd, dar nu si suficiente.

O constructie, chiar din cele mai simple, nu se face din o sin-
gurd bucatd ci din mai multe, cari se leagi sau se imbini intre cle.
La legitura intre ele si dupd natura acestor legituri, uncle piese
dezvolti asupra celorlalte niste ac{iuni, egale evident cu reactiunile
acestora din urmi asupra primelor. Or, si ficcare piesi in parte
trebue si fie in echilibru sub acfiunea forfelor date si a reackiu-
nilor cari actioneazi numai asupra ei; cu alte cuvinte, ficcare piesa
in parte trebue si satisfaci ccuatiile (1). In definitiv, pentru o
constructiune din mai multe piese, va trebui si aplicim de atitea
ori ecuatiile (1) cite picse avem. Rezolvand acest sistem de ecuatii,
vom giisi condifiile de echilibru a ficciirei piese constitutive si a
constructiei intregi.

Pentru corpurile reale din naturd, aceste condifiuni sunt de
asemeni necesare dar nu si suficiente.

Se mai stie, din mecanicd rajionali, ¢i pentru determinarea
reactiunilor la legituri putem si aplicim s§i ecuajia deplasarilor
virtuale sau a lucrului mecanic virtual:

(2) SFj+ZM.o=0,

care ne permite cu ajutorul deplasirilor infinit mici, compatibile
cu legaturile sistemului de piese, s aflim valoarea reactiunilor sau
a fortelor de legatura.

Daci in ccuatiile (1) punem in evidenti reactiunile, fic ele forte
pe cari le notim in mod general ¥ sau momente pe cari le notam
M, vom avea:

EF+IV =0, SaF+3aV=3M,+2M8, =0,
Insi 2 F si T 3, sunt forta si momentul rezultant al sistemului
de forte dat. -

Din ccuatiile acestea rezulti ci pentru a gisi reacjiunile (fie
ele forte sau momente) intr’o constructiune datd, sau intr'un grup

de piese, va trebui si gasim mai intaiu forfa §i momentul rezultant
al fortelor date.

Vom vedea in urmi cum din acestea putem gisi reactiunile.



Il. COMPUNEREA $I DESCOMPUNEREA FORTELOR.
A) Coordonatele fortei.

Vom reaminti ci o for{d are o mdrime, o direcjiune si o posifie
oarccare in spafiu. ,

Pentru ca si putem supunc ca]cu]ulul aceste nofiuni, va trebui
sd giisim un sistem de reprezentare a lor. Fiecare din aceste notiuni,
fiind reprezentatd prin unul sau mai multe simboale, calculele se
vor face asupra acestora. Simboalele vor trebui astfel alese ca si
le putem introduce in sistemul obisnuit de calcul, pe care ni-l da
algebra, geometria, analiza, ete.

Alegerca simboalelor, cari vor reprezenta aceste no{iuni, nu este
altceva decit alegerea sistemului de reprezentare a forfei.

. Numirul simboalelor- cari- vor defini forfa complet, deci no-
pum]e indicate mai sus, este numirul de coordonate ce vor defim
forfa in fiecare sistem de reprezentare.

Putem avea mai multe astfel de sisteme.

1. Sistemul cartezian.

O for{d e definita complet prin:

a) Mirimea si direcfiunea ei, cari se pot fixa prin:

a) valoarea numericd a forfei si cosinurile directoare ale dirce-
tiunii ei @, B, y intre cari existd relafia a®+4- B+ y*=1, sau

B) prin componentele fortei dupa directiunile celor 3 axe.

Oricum ar fi, avem 3 coordonate.

b) Pozitiunea ei in spatiu, care se fixcazii prin:

a) Coordonatele 7, y, zale unui punct a liniei de actiune a fortei.

f) Dreapta care leagd originea cu un punct oarecare al liniei
de actiune a forfei §i care se fixeazit prin mirimea ei §i cosinurile
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directoare 2, p, v, intre cari existi relatia 724 g2+ »2=1, sau prin
momentul forfel in raport cu reperul si care se fixeazi prin:

7) o valoare numericii §i o direcfiune, sau prin

0) componentele acelui moment dupi cele 3 axe.

Prin urmare pozitia se fixeazi inca prin 3 coordonate.

Deci avem in total 6 coordonate.

Daci se urmeazit acelasi rafionament, se giseste cii in acest
sistem de reprezentare o forfd raportatd la un sistem de axe din
planul ce contine fora are in total 3 coordonate, s1 anume: doua
pentru mirimea §i direciiunea ei §i una pentru pozitia ei. Celelalte
trei coordonate definese pozifia si direcfia planului in spatiu.

Acest sistem se preteazi bine calculului numeric.

2. Sistemul vectorial. '

Mirimea forfei este o cantitate scalara st sc misoard, ca §i in
sistemul precedent, in unitdtile din mecanici, adica in kgr. sau
multiplii si subinultip]ii sdi. Mirimea forfei o vom nota in genere
cu litera F sau orice alta litera majusculd a alfabetului latin. Di-
rectiunca forfei-este un vector pe care il vom
nota in genere cu ¢ sau orice alti literd a al-
fabetului grec. Forfa in mirime si directiune
se noteazi:

() F=ry

Pozitia forfei se fixcazi fata de un reper
oarecare. Dacd ne alegem punctul O (fig. 6) ca
reper si daci @ =a @, este vectorul care leagi
punctul O cu un punct oarecare de pe directia
fortei, atunci pozifia ei- este complet fixata
fafd de reperul 0. In acest sistem de reprezen- Figura 6
tare, for{ad are patru coordonate: F, ¢, a si a.

Pozitia forfei F¥ mai poate fi fixata $1 prin momentul ei in raport
cu punctul 0, adicd prin produsul vectorial:.

2) M =aF = Mg,

in care:

M =alF |, p=ao

Am putea reprezenta forta si pozitia ei numai prin F si a. In
acest caz ea are numai-doui coordonate.
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3. Sistemul grafic.

Si presupunem ci avem de-a face cu o serie de forfe cuprinse
intr'un plan. Dacid pe o foaiec de hartie, care ar reprezenta acel
plan, tragem o directic i pe ea fixaim un segment, la o scarad
oarccare, proporfional cu mirimea forfei, atunci acel segment, in
mirime, direcjic §i pozilic, ne fixcazi forfa datd. Tot asa, pe
alti direcjiune fixam alta fortd, cte.

Pe foaia de hirtie, planul inchipuit, avem mirimile, directiunile
st pozijiile relative ale fortelor.

In acest sistem de reprezentare ficcare forfd din plan are cite
o coordonati.

Pentru foriele din spajiu, dacd dupd norma din geometria de-
scriptiva intrebuintim doud plane de proiecie, o for{d va fi de-
finitd prin doud coordonate.

Se vede, din ccle de mai sus, ci numirul de coordonate al
unei forfe, depinde de sistemul de reprezentare. Cu c¢it vom avea sis-
teme cu mai pujine coordonate, cu atét calculele noastre se vor sim-
plifica. Grafic, in genere, vom lua sistemul urmdtor: Valoarea i
direcfiunea forjei o coordonatd si pozifia forfei altd coordonatd. Acesten
la randul lor, cind va fi nevoie, le vom fixa prin altele.

Din cele de mai sus, se vede care este avantajul calculului grafic
asupra calculului numeric. In calculul grafic o for{a fiind fixatd
prin, si zicem, doudi coordonate, vom opera numai asupra ace-
stora, pe cind in cel numeric asupra a 6 coordonate. Prin urmare,
chiar din modul de reprezentare, rezulta o concentrare a opera-
{iilor de calcul.

In cele ce urmeazi vom ciuta a face compunerea §i descom-
punerea de forte prin metode grafice §i prin calcul veetorial, lisind
pe .cit posibil de o parte rezolvirile in coordonate carteziene.

B) Forte concurente.
1. Compunerea fortelor concurente complanare.

Toate for{ele trecind prin un acelagi punct si rezultanta lor va trece
prin acel punct, prin urmare, pozifia rezultantei este fixatd, deci cu-
noscutd. Ceea ce trebue aflat este numai mirimea si direcfiunea ei.

Pe o foaie de desen, care inchipue planul ce confine fortele,
luim din un punct O, in o directie paraleld cu directia forjei I,
un segment de dreaptd egal cu Fy. Pe desen acest segment nu se



poate misura decit in em sau mm, pe cind forjele se misoard in
kg. Pentru a putea face aceastd reprezentare ne vom fixa o asa
numitd scard de reprezentare a for{elor, de ex. 1t =1 cem. Dacit
am o forti de 7,35 ¢, pe desen vom lua o lungime de 7,35 cm. Aceasta
este scara: for{clor.
Compunerea se face dupi
legea paralelogramului. Com-
punem Iy cu F, (fig. 7a) si
capatiam rezultanta R, aceasta
la randul ei 0 compunem cu
I’y si cipitim rezultanta R, l’
si asa mal departe pani com- |
1
|
]
i

0:

Ra

punem si pe F, si capitim re-
/ultantd Ry, Ry, in marime s 0 / b
directiune, ne reprezinti re- *-. /
zultanta sistemului de forfe o
Plan. oI,

Din modul cum s’a ficut
construcpa se vede ci nu este nevoie si completdm paralelogramul,
ci n'avem decit, prin extremitatea lui F, si ducem o paraleld
egald cu F,, la cxtremitatea acesteia o paraleld egald cu Fj si
asa mai departe.

Dreapta care uneste originea, adici punctul de plecare al fortei
I'y, cu extremitatea lui Iy, este tocmai rezultanta R,,.

Daci facem o analogic cu insumarea c'mtlta;llor algebrice, care
se face adiogind la o cantitate oarecare o alta st suma lor fiind
valoarea acelor cantxtap la un loc, se vede si aci cd la forfa ) am
adiogat, in mirime si directiune, forfa I, far la capitul acesteia
pe Iy si asa mai departe. Prin urmare, rezultanta forfelor concu-
rente nu este altceva decit suma lor.

Aceastd sumd mai poarti numele §i de sumi geometrica.

Avem de ficut trei observafii:

a) Aceastd construcjie, in loc si o facem incepand din punctul O,
putem sa o incepem din orice alt punct Of (fl" 7 b) arbitrar ales, re-
zultanta sau ceca ce este tot una cu a zice suma cidpatati, este
aceiasi, insd va trebul s o aplicim in O.

Figura 7

Accasta ne aduce adesea simplificari in operapumle noastre,

b) Daca insirim fortele una dupa alta asa cum s’a spus si dacd
cu extremitatea lui I, ajungem in originea lui 1'1, atunei suma
fortelor este nula.
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Aceastd constructie grafici a adunirii forfelor, asa cum s’a
ariitat, poartd numele de poligonul fortelor 7, pentru ci ingirind
fortele una dupi alta se cap@ti un poligon, evident de  forte.

Aceastd sumd, o vom denumi poligonul forfelor si prin caleul
o vom nota:

). T —3F

¢) Pentru ca punctul de concurentd al forfelor sa fie in echi-
libru, va trebui ca SF = o sau, ccea ce este tot una cu a zice, ca
poligonul forfelor si fic un poligon inchis.

2. Descompunerea unei forte dupi directiuni concurente
complanare.

In acest caz, pozijia fortelor dupid care vom face descompu-
nerea, este cunoscutdi (trec prin punctul de intersectic) si prin ur-
mare nu putem face uz de aceastd datd, pentru cii aceastd po-
zific rimine aceeasi oricare ar fi valoarea componentelor dupa
directiile date.

Ceeca ce trebue aflat este va-
loarea fortelor dupi directiunile date.
Observam insd, ca in acest caz forfa
datd are doud coordonate, mdarimea §i
direcfiunea et sau, ceea ce este tot
una, componentele er dupd doud aze
de coordonate date. Nimic nu ne im-
piedica si luim ca axe de coordo-
nate douit din direcyiunile date. Prin
urmare, o for{@ nu se poate descom-
pune in planul et decit numat dupa
doud direcjiunt concurente. Putem des-
compune o for{d §i dupd mai multe
directiuni, insd atunci avem o infinitate de solujiuni. Statica, in
acest caz, nu ne di un numir suficient de ecuatii sau date pentru
a rezolva problema, adicd de a gisi componentele forei dupa mat
mult decdt doud direcjiuni §i se zice ci problema este static ne-
determinati.

Descompunerea numai dupid o singurii directiune este o impo-
sibilitate. '

Constructia grafici este simpli. Prin extremitatile forfei R
(fig. 8) se duc doud paralele respectiv la directiunile o, si' ¢, dupa
-care vrem si descompunem forfa R. Acestea se tae intr’'un punct

]

Figura 8

.
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care determind pe ¢; un segment Fy si pe ¢, segmentul F,. Seg-
mentele I7) si F,, miasurate la scara adopt'\ta, ne dau respectiv mi-
rimea componentelor Iy si Iy, ale fortii B, dupd ¢, si ¢

Conslrucgm aceasta ne di valori infinite cand 91 §1 ¢, sunt
paralele, adici sunt accleasi.

Putem face aceasti descompunere si prin caleulul vectorial. Avcm'
(4) n=T, +1'-,SQUR(D=F1(.«1+I0(%,
care multiplicatii vectorial succesiv cu ¢, si ¢, ne da:

(9) Roce) =T,

¢ §1 R o =F) ¢

pentri ¢d ¢ ¢y = ¢» ¢ = 0. Ecuatiile (5) sunt scalare, pentru ci
vectorii ¢, @ si ¢ fiind complanari, vectorii ¢¢;,0¢, si ¢ o

sunt dirijaji dupd normala la planul lor comun. Din cle, deducem

-alorile componentelor Fy si F, calculind in prealabil produsele
\cctoxnle o, O St _¢1 ¢2 dind scnsuri arbitrare dlrccgulor
¢ st g, sensul directiel ¢ fiind determinat de sensul fortei I, Daca
pentru Iy si I, vom cipita valort pozitive, inscamna ca ele a
acelagi sens cu directiile alese, jar daci vom capita valori ne-
gative, “cle au sensuri contrare.

3. Compunerea fortelor concurente in spatiu.

Yom urma exact metoda aritati la fortele in plan. Dacd com-
punem pe Iy cu I, capitam rezultanta Ry, care putem si o ci-
patam direct, du-
cind in extremi-
tatea lui Iy un
segment egal si
paralel cu Iy si
asa mai departe.
Rezultanta va fi
st aci linta de in-
chidere a poligo-
nu]u1 de forte

158 Pl i
Vom scri aceasta

totdeauna

BINR== 3T, Figura 9

Poligonul de forte va fi un poligon in spatiu. Constructia lui
se face cu ajutorul a doud plane de proteciie (fig. 9), intocmai cum
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se arald in geometria descriptivii. Valoarca mumericd a rezultantei
se va gisi proiectiind, prin o rotatie, pe unul din planele de proiectic
rezultanta in adevirata ei marime.

Se  evaluiazii apoi aceasta numeric cu ajutorul sciirii for-
telor.

Vom avea si aci de facut observatia ci daci poligonul foryelor
se inchide rezultanta este nuld, deci X I = o.

4. Descompunerea unei forte in spatiu dupi directiuni
- concurente.

Pozitiile fortet £ si a componentelor ¢i I7y, I9,. .. I, sunt cunos-

cute, trec prin acelasi punct. Direcfiunile lor ¢, ¢, ¢s,... o, sunt
date, deet cunoscute. Ceea ce nu cunoastem sunt valorile compo-
nentelor Iy, F,,...I,.

Pozifia forfei R si a componentelor ei fiind cunoscuti, pentru
determinarea acestora dispunem numai de tret coordonate: mdrimea
st direcjiunca jorjei R, saw ceca ce este tot una cu a zice: com-
ponentele et dupd trei wae de coordonate oarecari. Nimic nu
ne impiedica si luim ca axe de coordonate trei din direciiu-
ntle date. Dect forja nu se poate descompune decit numat dupd lret
direcfiuni. o

Putem descompune for{a si dupi mai mult de trer direcfiuni
date, insdt atunet problema este static nedeterminati.

Dacit cele trei direcliuni ¢, ¢, ¢3 sunt intr’un plan, sau dacd o
este paraleld cu oricare din cele trei directiuni, problema este res-
pectiv imposibila sau componentele dupi celelalte doud direcfiuni
sunt nule.

Dacit doud din directiunile date si cu ¢ sunt in acelasi plan,
problema se reduce Ja descompunerea forfelor in plan, dind pentru
cea de-a lreia o componentd nuli.

Dacia toate cele patru direcjiunt sunt intr’un plan, problema
arc o infinitate de solufiuni, deci este static nedeterminata, asa
cum s’a ardtat la forfele in plan.

Pentru executarca graficd a acestor descompuneri intrebuin{am
mai multe cii, dupi cum se arald mai la vale, utilizind cunogtin-
tele din geometria descriptivi.

a) Putem da oricind o rotatie intregului sistem asa ca pe unul
din planele de proiectic, una din direciiunile date si se proiccteze
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intr'un punct (fig. 10). In acest plan de proieclic vom avea de des-
compus o for}da numai dupid douit directiuni, ceea ce putem face
foarte usor. Acestea fiind cunoscute, le transpunem in celilalt plan
si inchizdnd poligonul

vom avea §l compo-

nenta dupi directiunca

ultimd. Gasim acum

prin metode deserip- .
tive cunoscute miri-

mile adevirate.

b) Putem dease-
menea face ca un plan,
determinat  de doui
din directiunile date,
si se prolecteze dupi
o linie dreapti pe unul
din planele de pro-
iectie. S& presupunem Figura 10
(fig. 11) ca planuldeter- :
minat de ¢, §i ¢, se proiecteazi dupd o linic dreaptid pe planul
vertical. In planul vertical, componenta lui F; va fi evident dl‘e'lpt.l

care pleaci dm extremitatea lui i la planul determinat de ¢ ¢,
paraleld cu ¢,

Prin urmare, in
planul vertical, fa-
cem descompunerea
dupa doud dirce-
tiuni si avem pe Iy,
pe care o raportam
in planul orizontal
cu o linie de ordine.
In planul orizontal
rezultanta  fortelor
R s5i— I'; o descom-
punem dupa cele
Figura 11 ' doud directii ¢;5i 92
: §i capdtdm pe I'

si Iy, pe cari le raportim in planul vertical.
Aceste doud metode sunt foarte simple, insi necesitid opera-
{iuni prealabile de aducere a sistemului in pozifiile indicate.



32
!

Nu vom intrebuinta aceste metode deciit atunci cind problema
propusi direct prezintd una din aceste doudi particularitifi, pentru
motivul ci avem §i alte metode mai simple indicate mai la vale.

¢) Ducem cite _un
plan prin dlrcc;xlle Pyes
§1 ¢, ¢3, cari se taie
cvident dupi o dreapti
04 (fig. 12).

Inplanul ¢ ¢y, , putem
descompune pe R dupa
OA si ¢ si avem
astfel pe F,. Com-
ponenta dupit O A,
care este i in planul

¢s ¢35, o0 descompu-
Figura 12 nem dupi ;;2 st ;:3
si astfel avem §i com-

ponentele dupit aceste directiuni.

Metoda este foarte simpla si convine mai ales atunci, cind putem
lesne construi intersecyia celor doui plane. Pe fig. 12 se vede foarte
lesne mersul operatiilor. .

d) Putem construi poligonul for;clor direct, care fiind unul si
acelagi, are proicctiile varfurilor lui, pe cele doudt plane de > proiectie,
pe acelca<1 lmu de ordine. Ducem prin e\tremltagllc lui R (fig. 13)

paralele cu 91 si ¢, atat in planul vertical ¢dt §1 in planul orizontal.

In poligonul forelor, din planul orizontal, ducem o dreapti
paralc]a cu ¢, 5i formim, in acest plan, , poligonul de forte R=F, +

o + I'y. Punctul de mterscc;xe a lui Iy si I, il raportim in planul
\ertlcal pe forfa Iy’ si din acest punct — in planul vertical — du-
cem o paraleld cu ¢, :
 Accastd dreapta se taie in punctul A cu linia de ordine dusa
prin intersectia lui I, si I¥; din planul orizontal. Daci cumva acest
punct A ar fi cizut, in proiectie verticald, pe Iy, atunci problema
ar fi fost rezolvata. Ori accasta, in genere, nu se intampla pentru ci
pe [, din planul orizontal l-am luat arbitrar. Vom lua atunci un
alt F, §i vom repeta aceeasi constructie. Cind repetim aceastd
noui construc’;ie, observam ci poligonul format de cele doud linii
de ordine, cari trec prin interseetiile lui Ty T, i I, Iy, precum si drep-
tele F, si FF) raméin mereu _paralele §i ci trei dm viarfurile lui se
misci pe trei drepte date, Ify, Iy si Fy.
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Existi o teoremi, pe care o vom demonstra mai tarziu si care
sund astfel: Dacit in plan — aci planul epurei — un poligon de n
laturi se deformeazi astfel incit, toate laturile sale riman para-
lele cu ele insisi si daci n— 1 varfuri se misci pe niste drepte
date, atunci si virful al n-lea se va misca pe o dreapta, si reeiproc.

Vom face uz aci de aceasti proprietate.

In cazul nostru, patru-
laterul format de cele doui
linii de ordine, de Fj si Iy,
dnd trecem dela prima con-
structie la a doua, se defor-
meazi asa fel incit laturile
lui rdmadn mereu paralele
intre cle si trei din varfurile
lui se miscd pe niste drepte

date, atunci si cel de al pa-
trulea varf, adica punctul
A, se va misea pe o dreapta.

Un punct al acestei
drepte este A, e destul si
mai gasim fnci unul. Am

Fizura 13

putea repeta  aceeasi construclic si si gisim alt punct, A,.
Putem simplifica si aceasta ducind pe Fy in planul orizontal prin
intersectia tui I} si /73 atunci cele doua linii de ordine se confundi
in una singurd si la intersectia lor cu F din planul vertical
gisim pe ;. Dreapta AA, tac pe Iy, in planul vertical, in
punctul i,

Daca prin A, ducem o dreaptd paraleli cu ¢, capitim in
proiectie verticala pe I, limitat la cele doud drepte, I/ si Iy, Co-
borim acestea in planul orizontal prin linii de ordine §1 gisim pe
Fa. Pentru controlul constructici, Iy, astfel obtinut, in planul ori-
zontal trebue si fie paralel cu ¢,

Cu toate cd expuncrea acestei metode este cea mai lungi, in
practicd insd ne di rezultatele cele mai repezi si cu cel mai mic
numir de constructii auxiliare, daci ne raportdm, bine inteles, la
cazul general.

e) Analitic cu ajutorul vectorilor putem proceda astfel:
Ecuatia:

(6) Re=F e+ F g+ Fy ¢

3. 193%, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezisten{a materialelor.
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o multiplicim scalar cu produsul vectorial "¢ ¢, §i pentru ci:

cipatim:
() Rogia=F; ¢3¢1 ¢

Produscle ¢ ¢y ¢» §i ¢; ¢p ¢, fiind niste cantitifi scalare, de-
ducem numai deciit pe I

Produsul ¢ ¢; ¢, nu este alteeva decit volumul paralelipipe-
dului format cu directiunile ¢, ¢;, ¢, si ale ciirui laturi sunt cgale

-

cu unitatea.

Ecuajia (7) ne mai arati el proiecjia lui Iy pe normala pla-
nului format de celelalte doud direcjiuni (¢, si ¢) este egald cu
proicciia lui R pe aceeasi normala.

Din aceste douid interpretiiri se poate scoate incd doud con-

struclii grafice pentru determinarca componentelor Iy, F, si Is.

Multiplicind ca mai sus ccuafia (6) cu ¢ o5 §1 ¢35 ¢, gisin

pe Iy si Fa.

C) Forte oarecari in plan. Poligon funicular.

1. Compunerea unui sistem de for{e oarecari in plan;
poligonul funicular.

Sa presupunem ci avem fortele I, F,...F, ale ciror valori nu-
merice sunt Fy, F,...F, si ale ciror direc{iuni si pozijiuni oarecari
i sunt ;1 A ;'2 cer One

Pentru ale putea
compune procedim
in modul obisnuit
(fig. 14 a), adica,
aflam intersecyia lui
I, si Fy s le com-
. punem ca doud for{e
concurente, gasind
in madrime, dircctie

s1 pozijie pe Iy,

- ' Aflam  apoi inter-
secfia Jui Ry, cu I i le compunem intr’o rezultanti Ry, a
cirei mirime si direcfiune rezulti din construclie, iar ca po-
zifiune trece prin punctul de intersectic a lui Ry, si Fy. Conti-



3

nuind astfel putem gisi rezultanta unui sistem oarccare de forte.
Examinénd modul cum am aflat rezultanta, observim cii valoarea
st directiunca ei putem s’o cipitim direct 1 anume, construind
poligonul forfelor (fig. 14 b). Ccea ce ne di in plus constructia in-
dicatd mai sus este pozifia rezultantei.

Aceastd construcfie insi are desavantaje, precum ar fi cazul
cdnd o seric de forfe s’ar intdlni in afara cadrului desenului sau
am avea de-a face cu forfe paralele. In aceste cazuri si in general
se procedeazii cum se indici mai la vale.

polgonul de pozilie polgonul Frtelor
Figura 15 1

Se construeste poligonul forgelor (fig. 15 b) si in planul lui se ia
un punct arbitrar 0, pe care il numim pol si pe care il unim cu vir-
furile poligonului forfelor. Fie N, si IV, laturile ce pleacd din pol
la cele doud extremitati ale forjei Fy. For{a F; putem si o consi-
deram fnlocuitd cu componentele sale Ny si IV, ale ciror sensuri
sunt indicate cu sigeti in figura si din care rezulta

T’H e lv.o 4= NI
Procedind Ia fel cu celelalte forte, avem:
' Fz = 1\—1 3 Nz
F_n ='—'1vn—1+ Arn-
pe cari adunindu-le, ob{inem:

(8) EF=R=—0N,+ N,

3¢
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Prin urmare, mtlenul poligon de for{e se poate inlocui cu doui
componente,— Ny §i N, alese absolut arbitrar, pentru cé si polul O
a fost luat arbitrar. Aceste forfe — Nos s N, sunt evident compo-
nentele lui 1%

Si facem operatia corespondentd in figura in care este indicata
directiunca si pozifia forjelor. Accastd figuri o vom denumi poli-
gonul de pozifie al forfelor.

In aceastd figurd, forta F, fiind rezultanta lui — Ny si N, va
trece neapirat prin intersecfia lor.

Daca prmtr un punct arbitrar ales pe ¢, ducem doud direc-
tiuni 0, si 01, paralele cu Ny si Ny, am realizat condifia cerutd §i
anume ci ¢ si treacd prin intersecjia lul 0, si 0,. Prin punctul
de intersecjic a lul 0, cu ¢, ducem o dreapta 0, paraleld cu Ne.
Am realizat §i aci condiia ca F, si treacd prin punctul de inter-
sectie a lui Ny si N

Sa con51demm grupul de forfe I, -+ I,. In virtutea relatiilor
de mal sus avem:

=11+E_=—X’-0+1—\?2

Prin urmare, rezultanta qu,a forfelor T, si Fy,a fost inlocuitd
numai cu componentele — Ny si NV, dirijate dupa directiunile 0, si 0,,
pentru i dupa 0, actioneazi doud forfe egale 5i de sens contrar
N, si — N, a ciror rezultantd este nula.

Dacit continudim aceastd operajie pani la fine, ajungem la
rezult'ltul cd intregul grup de forfe I‘l...F,, avand pozitiile
ol. o8 gp,, Fam inlocuit cu doui forfe —N, st 1\ » avand pozitiile
0, si 0,. :

Pozitia rezultantei @ va trece evident prin intersecfia direc-
tiunilor O, 510, si va fi paraleld cu R.

Polwonul format din dlrecnlle 0,.. .0, care reazimi pe ¢;... ¢n
si paralele cu razele polare N,...N, poartd numele de poligonul
funicular al forfelor F.

Directiunile 0, si 0,, adica prima i ultima laturd, poartd nu-
mele de laturi extrenie ale poligonului funicular. Asa dar, rezultanta
trece prin intersecjia laturilor extreme de poligon funicular.
Constructia este gencrald si se poate aplica la orice sistem de
forte. :

In rezumat, polmonul forfelor ne fizeasd mdrimea §i direcjiunea
rezultantei, iar poligonul funicular pozifia et.
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2. Cateva observatiuni asupra poligonului funicular.

a) Momentul unui sistem de for{e in raport cu un punct.

Sa luim, in poligonul de pozitie (fig. 16 a), un punct A in
raport cu care si luim momentul tuturor forfelor. Dach sc no-
teazii distanta dela A la un punct oarccare de pe ¢, cu ay, si in
mod analog respectiv la' ¢ 5i 0 cu a si b, afectati de indici vom avea:

(9) Ya; Fi =— by Ng+ b, N, =aR

Din ecuatia (8) pag. 35 se vede ci putem considera oricind N,
ca rezultanti a forfelor R - N, iar din (9) vedem cd b, N, este
momentul rezultant al momentelor aRR + by N,.

Figura 16

Accastd observatie isi are importania sa, cici ne di posibili-
tatea si impunem poligonului funicular anumite condxt,n. De ex.
Poz:;m lui G, fiind arbitrara, putem s "o facem si treacd prin punctul
A §i momentul grupului de forfe 4N, in raport cu A este nul.

b) Calcularea grafici a momentului.

S& ducem prin A o dreaptad paraleli'cu @ pe care si o mir-
ginim la directiile 6, si 0,. Si notim segmentul astfel interceptat
cu m. Din punctul de intersectie a lui Oy cu 0, coborim o perpendi-
culard a pe m, iar in poligonul fortelor (fig. 16 b) ducem din pol o
perpendiculari pe R, a cirei valoare este H, si care poarti nu-
mele de distanjd polard. ‘
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Oy, Or, a si m fiind respectiv paralele.cu N gl omel s 5, rezulta
imediat:
a/ll =m/R
(10) sau a R =m Il

adicd: momentul unui sistem de forfe in raport cu un punct oarecare este
egal cu segmentul de dreaptd, paralel cu resultanta sistemului, trecdnd prin
punctul considerat, interceptat intre laturile extreme de poligon funi-
cular, ale acelut sistem, multiplicat cu distanfa polard corespunzditoare.

E de obscrvat cii dacdi am fi considerat numai sistemul de forfe
11...1,, atunci am avea rezultanta Ry; dlstfmt'l polari ar fi
normala din O pe R,., iar m ar {fi paralela la Ry; ce trece prin A
si marginita de 0, i 0z, cari sunt laturi extreme de poligon funicu-
lar al grupului ;. ..F.

Deci putem calcula grafic, cu ajutorul poligonului funicular,
expresiuni de forma X a,-_F.i = (m, in care oricind putem considera
cantitafile F; ca niste forfe la distanfele @; de un punct oarccare.

Se ma1 observd ci I, din poligonul forjelor, se misoarda pe
scara fortelor, iar m, din poligonul de pozitie, pe scara lungimilor.

Se vede usor, ci valoarca momentului nu se schimbi dacid ma-
surim pe Il pe scara lungimilor §i pe m.pe scara forfelor. E bine
insd si pistrim norma ca II, care este o for{ii §i m carc este o lun-
gime, si fie misurate ficcare pe scara lui. .

Sc obisnueste foarte adesea si facem o scark §i pentru mio-
mente. Jati cum facem acecastdi scard. Si presupunem ci 1 cm
de pe desen reprezinti @ c¢cm din naturd si f kg, se zice atunci ci
scara lungimilor este 1/a, si scara fortelor este 1 ecm =jfkg. A
gisi o scard pentru moment, este a o gési astfel incat m, masurat
pe acea scard, si ne dea direct valoarea momentului. Observam,
ci daci distanta polard ar fi 1 e¢m, atunci 1 ecm de pe m ar
reprezenta af kg cm, cum insid distanfa polard este de h cm, atunci
momentul va fi afh kg cm. Prin urmare, 1 ¢cm, de pe epurd masurat
pe m, reprezintdi afh kg cm. Aceasta este scara momentelor.

.

¢) Reducerea unui sistem de forf{e’n plan.

In cazul cAnd rezultanta R ecste nuld, atunci

1\0 = N,

=

-

deci laturile extreme din poligonul fortelor se. suprapun caci =
este un poligon inchis.
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In acest caz ecuatia (9) se reduce la
(bn—1bo) Ny =aR

Putem avea doud cazuri:

@) by — by 5 05 in acest caz laturile 0o si 0, sunt paralele intre
ele, insd in poligonul de pozijie nu se suprapun, riminind fntre
cle distanfa b, — by, rezultanta se reduce la un moment a cirut -
expresic este (b, — bg) N,

B) bn—1by = 0; in acest caz laturile O si 0, sc suprapun si in
poligonul de pozitie, asa ¢i poligonul O, 0;...0, formeazi un po-
ligon inchis si se vede ¢ X q; I'; = o.

Stim ci, pentru ca un sistem de forfe si fie in echilibru trebuesc
satisfacute ecuatiile (1) pag. 22, ceen ce grafic se traduce prin: po-
ligonul de forfe si poligonul funicular s fie doud poligoane inchise.

d) Alte observatii.

1°. Din modul de construcic al poligonului funicular si al po-
ligonului fortelor, rezulta: ca:

a) fiecdret laturi din poligonul forfelor fi corespunde in poli-
gonul funicular o alta paraleld.

B) unui poligon inchis din poligonul forfelor ii corespunde in’
poligonul funicular un punct §i réciproc. De ex. (fig. 16), triunghiului
N, F, N, din poligonul fortelor, ii corespunde, in poligonul de
pozifie, punctul de interseciie a directiilor 0O, o, 0 §i reciproc,
triunghiului. format din laturile ¢y, 0,, &2, punctul, de intersecyic al
laturilor Iy, IV, Fy; poligonului 0,, 0,...0, ii corespunde polul O.

O figurd, care se giiseste fagd de alta in aceeasi corespondentd,
ca poligonul funicular fati de poligonul fortelor, se zice c¢i una este
reciproca celeilalte. - “uk : ‘

2°. Rezultanta unui sistem de forfe, cind nu se reduce la un mo-
ment, este o forfd unicii atat ca mérime si direcliune cat §1 ca pozitic.

'S& presupunem ci am construit poligonul funicular al acestui
sistem de forte. Cind am ficut aceasti constructiune n’am impus
nici-o restricfiune poligonului funicular. Prin urmare, putem con-
strut o infinitate de poligoane funiculare cu acelasi pol 0. Observam
ci toate laturile acestor poligoane funiculare sunt paralele cu ra-
zele polare respective, iar virfurile lor se misei pe directiile ¢;... o,

Laturile extreme ale acestor poligoane funiculare se vor intilni
pe direcjiunea rezultantei care este deasemenea o dreaptd. Asa
dar, putem enun{a: cind un poligon se deformeaszd astfel cd, latu-
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rile lut rdamdn mereu paralele cu nigte direcfiuni date §i n-1 vdrfuri
descriu nigte drepte, gt vdrful al n-lea va descrie o dreaptd, §i reciproc.
De aceastd proprictate am ficut uz la descompunerca fortelor

concurente in spatiu.
3° Si presupunem'ci am construit poligonul funicular al unui
stem de fortc cu ajutorul unui pol oarecare O, cu razele polare
1 o Ni... si laturile, polmonulux funicular 0y, 0,...0, (fig. 17).
Sd presupunem cd am construit si un al doilea poligon funi-
cular cu un pol ocarecare 0, cu razele Vg, N}, V', si laturile poli-
gonului funicular &y, 0,', etc. Vom demonstra ci punctele A, B, C...

¢

Figura 17

de intersectic a laturilor corespondente, se gisesc pe o dreapta D,
paraleld cu linia polilor 0O'.

‘In adevar, daci considerim in poligonul fortelor perechile de
triunghiuri Ny F; Ny si N F; Ny, cu baza comuni Iy, iar in po-
ligonul fumcuhr perechile de ‘triunghiuri 0y ¢, 0, si0; ¢, 0, cu
baza ‘comuni ¢;, observim ci ele sunt ascmenca ca avind toate
laturile paralele. Urmeazd atunci ci §i dreptele unind varfurile
acestor perechi de triunghiuri vor fi paralele §i deci AB | 00'. Deci
punctul B se giseste pe o dreaptid paralela cu OO trecind prin A.
Tot aga demonstrim ca §i punctul C se gaseste pe o dreapti para-
lela cu OO trecind prin B, si asa mai departe.

Asa dar: toate laturile corespunzitoare a doud poligoane funi-
culare, construite cu doud poluri diferite, se mtalnesc pe o dreapld
paralelé cu linia polurilor.

Invers. Sa presupunem cd luém intersectiile A, B, C... alaturilor
poligonului funicular, descris cu polul O, cu o dreapti ¢ oarccare.
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Prin punctele A, B, C. .. ducem laturile unui al doilea poligon
funicular 00, 0, 05... asa ca varfurile lui si fie respectiv. pe
€1y €2re v+ @n. Dack in poligonul forelor se duce prin polul O o
dreaptd D paraleld cu 6 si daca, din varfurile poligonului funicular,
se duc drepte respectiv paralele cu 0j, 0}, 0,... se poate demon-
stra foarte usor, urmand exact calea mdlcam mal sus, ci toate ra-
zele polare Ny, N, N,'... se taie intr’ un punct O, situat pe dreapta
D. Din cele de mai sus se dcsprmdc urmitoarea proprictate:

Daci un poligon se deformeazd astfel incdt, n vdrfuri ale lui de-
scriu niste drepte date gi n — 1 laturi se rotesc in jurul a n — 1 puncte
fize situate pe o dreaptd, atunci §i latura n® se va roti in jurul unui
punct fiz situat pe aceastd dreapti §i reciproc:

Daca un poligon-se deformeazi astfel incdt, toate laturile lui ro-
tindu-se trec prin nisle puncte fize situate pe o dreaptii §i dacé n— 1
sdrfurt descriv niste drepte, atunci si varful al n-lea va descrie o
dreapla.

Daci se considerd ci dreptele paralele se rotesc in jurul unor
puncte fixe, situate pe dreapta dela infinit, se vede numaidecit
¢d prima proprictate nu este decit un caz particular al celei
de-a doua.

De aceasti proprictate, sub oricare din. formele enunfate, vom
face foarte des uz in problemele cec vom avea de rezolvat cu aju-
torul poligoanelor funiculare.

Mai sunt si alte proprietiti, insi cele indicate pand aci ne sunt
suficiente pentru trebuintele noastre curente.

3. Cateva aplicatiuni asupra poligoanelor funiculare.

Din modul de constructie al poligonului funicular rezultd. ci
n’am impus nici o restricfie in ce priveste pozitia polului si nici
pozitiei vreuneia din laturile poligonului funicular, acestea fiind
cu totul arbitrare. Prin urmare, putem construi poligoane funicu-
lare carora si le impunem anumite conditii.

a) Poligon funicular trecdnd printr'un punct dat.

Poligonul funicular, a cirei latura 0; trece prin punctul dat J,

se construeste incepind cu latura 0;. Avem o infinitate de so-
lutiuni.
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b) Poligon funicular trecind prin doui puncte date.

N

53 se construiascd un poligon funicular ale carui doud la-
turi U,- §1 U, si treaca prin doua puncte date B 51 C.

Construim un poligon funicular 03, 0}... cu un pol oarecare O'.
(fig. 18). Laturile 0/ si 0,’, fiind laturi extreme de poligon funi-
cular pentru fortele }',*,. ..F,, se vor intilni totdcauna pe rezul-
tanta acestui grup de for;e. Daci, prin intersectia 0! cu 0,,, ducem
0 parale]a la rezultanta 1{,+,, » din poligonul for(c]or, avem pozifia
a,Tl, » @ ei. Dacd printr’un punct oarecare al ei (©it1, n) ducem
0; 5i Up, prin punctele B s1 C, avem poligonul funicular cerut.

Figura 18

In poligonul fortelor, ducénd paralelele respective 1V, si N, gisim
polul O cerut. N’avem decdt sia completim restul de poligon
funicular.

Dupi cum se vede avem o infinitate de solutiuni.

Se mai observi, cit dacid prin acest pol, astfel determinat, ducemn
o dreaptd paraleld cu BC si dack cu poluri situate pe aceasti
dreaptd construim  poligoane funiculare, toate laturile cores-
pondente se vor tiia pe drepte palalcle cu BC. In special poligoa-
nele funiculare a ciror laturd 0; trece prin B, vor avea punctele
de intersectie a laturilor corespondente pe BC si latura 0, va trece
prin C, aceasta conform celor demonstrate anterior.

¢) Poligon funicular trecdnd prin trei puncte date.

.~ Sa& se construiascd ‘un poligon funicular ale cirui laturi
0y, 0;, 51 0, si treaca prin trei puncte date 4, B si C.
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Construim un poligon funicular 03, 0;...0%...0, cu un pol
oarecare O (fig.- 19).

Laturile 0p, 0,, fiind laturi extreme de poligon funicular al _gru-
pului de forte Fy...I;, se vor intdlni pe pozitia 1czu]tantel ‘«m a
acestui grup de forte. In mod amlon laturile 0%, 0, si 0, 0, sec
intédlnesc respectiv pe w,_H,, 5i °1n Aceste lczultdntc le avem
din poligonul fortelor, iar pozitia lor o fixaim imediat cu poli-
gonul funicular.

Figura 19

Putem oricind inlocui un.grup de forfe prm rezultantele lor
partiale, adicd putem reduce poligonul for;elor la R, ; Jis 1?14_1 »§l R
cand poligonul {funicular se reduce la. - dreptele. 05, 0%, 0.. Oricum
am construi polwonu] fumcular trlunglnul format de 05, 0, 0°,
ist are varfurile pe ¢y, w,+1 ,,,yl,,,.

Construim un al doilea poligon funicular 07, 07, 0., asa ca
latura 0y si 07 _S& treacd prin punctele A §i B, §1 \'drfunlc Il sa
fic evident pe ¢y, @it1n§i ¢ Latura treia, 0, evident nu va
trece prin C, pentru cii acest poligon a fost luat la intdmplare.
Luam intersectia D a dreptei. AB cu 0}, Observim, .dupi o teo-
remd demonstrati, ci la toate poligoanele funiculare a ciror laturi
04’ si 07 vor trece prin A 5i B, latura 07 va trece totdeauna prin D.
Prin urmare, dreapta DC va fi tocm'u 0, ciutat.. Completam poli-
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gonul funicular cu restul de laturi 0;, 0,, cari vor trece evident
prin punctele A si B. Acesta este poligonul funicular cerut, ciruia
putem si-i completam restul de laturi 0, 0,... daci am cunoaste
polul care i corespunde.

Dac#, in poligonul fortelor, ducem razele polare corespondente
No, N;y N, acestea ne determind polul ciutat. Pentru controlul
construcyiet, aceste trei laturi trebue sit se taie intr’un singur punct
0. Daci aceasti conditie nu este indeplinitd executarea desenului
a fost gresita.

Putem rezolva aceastd problemd aplicind de doud ori solu-
tiunca dela problema precedentd, adicd gisim o dreapta 0”0 pe
care trebue si se miste polul astfel ca laturile 0o 51 0; sa treacd prin
A 5i B, si apoi dreapta 0’0 pe care trebue si se miste acelag pol
pentru ca 0;si 0, si treach prin B si C. La interseciia lor O se gi-
seste polul ciutat.

Se vede de aci c& existda o singurd solujie.

4. Descompunerea unei forte dupd directiuni
neconcurente si complanare.

Am spus ci for{a in plan are tret coordonate. Ficcare dirccfiune
are o pozitic §i o direcjiune, deci doud coordonate. Prin urmare,
putem utiliza, pentru aceasti descompunere, cele trei coordo-
nate ale fortei, decci descompunerca
nu putem sd o facem decit dupi
trei directiuni neconcurente in plan.
Dupa mai putine direcfiuni pro-
blema este imposibild, dupd mai
multe este nedeterminata.

a) Solutii grafice.

a) Cdnd forfele seintdlnesc in cadrul

Figura 20 epuret se procedeazi astfel (fig. 20).

‘ Se descompune forfa data R,

dupd una din directiuni -El si dupd dreapta ce uneste punctele

de intersectie ale lui ¢, ¢; cu | ¢ ¢a. Aceastd ultimd componenti

o descompunem dupd ¢, si ¢;. Ducdind paralele respective in
poligonul - forfelor avem cele trei componente.

b) In cazul cdnd cele patru direcjiuyni nu se intdlnesc tn cadrul
epuret vom utiliza poligonul funicular (fig. 21).
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Luam un pol oarecare O, si ducem razele polare Ny, Ny, laturile
extreme de _poligon fumcu]ar 0Oy, 05 §1 in poligonul forfelor direc-
tille ¢, si 2 prm C\tremltat,l]c lui R.

Directiile 0, si 0,,
in poligonul fumcular,
trehue sa se intél-
neasci pe ¢ Ducem
in poligonul funicular
doui directiuni oare-
cari 04 si 0} si ducem
si in poligonul for{elor
Nisi N}, respectiv pa-
ralele. Prin intersectia
lui F; cu N; ducem Figura 21
o paraleli cu [, care
se tac cu N3 in punctul A. Dacd punctul A ar cidea pe Iy, pro-
blema ar fi rezolvata. Dar in genere nu este aga. Atunci repetim
aceeasi constructie, luind alte laturi de poligon funicular, si zicem
g si 04" si vom cipiata alt punct, A;. Observim, cind trecem la
aceastd noud constructic ca laturile N, si N, trec prin punctul
fix O (polul) si ci I, rimane paralel cu el insusi, deci se roteste in
jurul punctului fix dela infinit, §i deci toate laturile se rotesc
in jurul unor puncte fixe situate pe o dreapti. Mai observim ci un
varf descrie dreapta I, al doilea rdmane fix, ccea ce este tot
una din punctul nostru de vedere ca §i cind s’ar misca pe o
dreaptd, atunci rezultd, dupd o  teoremd demonstrata,
ci i A va descri o dreapti. Un punct al ei il avem, este
A, ne mai trebue unul. Luim de prcferin;‘{x 0y 51 05 in prelungire
§i atunci capiatdm pe 4, pe dreapta I}, Unind A cu A, si luind
mtersccpa lui AA; cu F; am rezolvat problema, ciiei avem pe I'
si deci ne intoarcem si aflam pe I si I7,.

Putem proceda si invers (fig. 22).

Luém in polmonul fortelor pentru 7, o valoare oarecare, atunci
pentru I si 1, completind acest polmon, rezultd niste valori
bine definite. Ducem razele polare N7, 51 . N, si laturile de poligon
funicular 0, si 07. Daca intersectia lui U, cu 0; ar cadea pe N
problema ar fi rezolvati. Daci nu, repetim aceeasi construcfie cu
altid valoare a lui I} si vom capata alte laturi de poligon funicular

07 si 03’ Observim finsi ci 0, st 0, trec mereu printr'un punct
fm, iar virfurile poligonului funicular, astfel construit, rimin mereu
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pe douit drepte (¢, §i ¢), atunci si intersectia laturilor 05, 07,
va fi un punct fix 4. Daci unim acest punct cu inter-
secfia dreptelor ¢,
cu 0, obiinem pe
0, cautat. Avem
atunci numaidecit
si pe 0. Ducind
in poligonul forte-
lor paralelele N, si
N,, obiinem com-
ponentele Iy, Iy, Fy

ciutate.

In cazul parti-
cular cind avem de descompus o for{d dupd direcyiuni paralele
cu forta, se vede ci nu putem utiliza coordonata de directic
c1 numai celelalte doud, adicd miri-

Figura 22

'
mea §i pozijia. Deci o forta n'o | 2wy m e
B men O LR : e

putem descompune decit numai dupi . | £h L

- o o 2 7, | 6y 7,
doud directiuni paralele. S R SN

A N . Wiz -t
Fortele neintilnindu-se in cadrul » |
. . - H ‘ °, = £ls 2
epurei, evident ¢ suntem forfati a a7 |1 A
utiliza constructia cu poligonul fu-- #
nicular, exact ca in cazul precedent, Ficura 23
gura 2

insd mult mai simplu (fig. 23).

In poligonul fortelor ludm un:pol O si.ducem Ny si Ny, dar in
poligonul funicular 0, si 0. Latura 0, rezultd imediat. Daca in po-
ligonul forfelor ducem pe N,, gisim pe I si F,.

b) Solutia analitici.
Cazul gencral este foarte simplu. Avem evident:
R=F,+F,+F,
s1 momentul in raport cu un punct A, arbitrar ales:
aR = ‘1'1-_1-’11 F &2_1’12 . 5;-1—73

Punctul A, fiind cu totul arbitrar, putem sa-l Juim la inter-
secfia dlrccpumlor ¢ §1 @3 §1 atunci a, = az; = o, §i din ecuatia
de mai sus ne raméne

m— =a1F1



din care deducem pe I';. Asa procedim s1 pentru celelalte com-
ponente £, si I,

In cazul cand nu putem utiliza punctele de mtcrsccpe pro-
cedam astfel,
Luiam momentul tuturor fortelor in raport cu un punct A si-

tuat de exemplu pe direcfia ¢, si vom avea:

aRR = ay Iy + a; I,

Cdpalam 0 a doua ccuafic multiplicind poligonul forfelor vec-
torial cu ¢; si avem:
all=¢ F,+4 ¢ I,
Din aceste ecualii deducem pe I, si IFy. In cazul forfelor paralelc
chestiunea se snnphflca si mai mult Distanta intre directiile K2
$1 @y 0 notim cu liar cu a si b distantele dela ¢ la ¢ si respectiv ¢,

Dacid luaim momentele in raport cu un punct situat pe ¢, avem:
aR=1F,

Cind a si ! sunt normale pe ¢, atunci avem ccuatia scalarii:
iy d i == 13 /{1

din care deducem pe F,. In mod analog deducem pe [7;. Pentru
control trebue si avem:

Qi ittt

D) Forte oarecari in spatiu.

1. Compunerea fortelor in spatiu.

a) Considerafiuni generaie.

In general, un sistem de forfe in spatiu se reduce la o rezul-
tantd unicd §i un moment. Numai in cazuri particulare se poate
reduce numai la o rezultanti sau numai la un moment.

Un sistem de forfe se mai poate reduce si la un grup de doud
forte nesituate in acelasi plan.

In primul caz se procedeazd asa cum s’a indicat in meeanicd,
adied, se alege un _punct arbitrar O, si in el se aplic forte egale
si de sens contrar F, — I, F,—F,.... Forta —F, din punctul 0
si cu forta data F; ne dau un moment @Iy, a cirui valoare s di-
rec{iune este perfect determinati.
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Daci procedam la fel si cu celelalte forfe, vom avea in definitiv
o seric de forfe I}, I'y... aplicate in punctul arbitrar O, pe cari
le compunem dupé regulile cunoscute, si o seric de momente aF,,
ayF,, pe cari le compunem dupd aceleasi reguli.

Se observi c&, oricare ar fi punctul O arbitrar ales, rezultanta 2
va riimine mercu aceeasi pentru ¢ este rezultanta aceluiasi sistem
de forte I, 10,... concurente in punctul O ales.

Ceca ce se schimbd cu alegerea punctului O, este valoarea si
direciiunca momentului.

S presupunem ci luim un alt punct 0y, asa ca distania 00, =a,
51 aflam valoarea momentului in raport eu el, vom avea:

(12) M, (a,—-—as)I',_.....aF —Ya,lF;=M—a,R.

Sa multipliciun aceastid ccuatie, scalar cu R, vom avea:

RM = M,

pentru ca: a, LR=o

Prin urmare, proiecfia momentului pe direcfia rezullantei este
constantd, oricarc ar fi punctul ales 0. Se vede deci ci R este
un invariant al sistemului de forfe dat.

Din cele de mai sus se vede ci 3, va avea o valoare minima,
st anume atunci cind direc{iunea lui va coincide cu directia lui R.
In acest caz avem aga zisul rdsucitor sau dinam. Axa lui va fi evi-
dent paraleli cu R si se numeste aza centrald a sistemului.

Sa-1 gisim pozifia. Dacd multipliciun relajia (12) scrisd sub
forma:
(12) M =1, + a.ft

veetorial cu R, avem:
RM = RM, + a,.*— R.a,R,

Daci M, este momentul care are direcfia lui &, atune i RM
dacd misurim pe a, pe o direcfie normala lui I, atuncisi a,
deci:

(13)‘ a, = RM/R?

Ori R este un vector, normal pe planul determinat de R si M
si a cirui valoare este R.M. sin ¢, dacd notez cu R valoarea nu-
mericd a rezultantei, cu M valoarea numerici a momentului §i «
unghiul ce fac intre cle directiile lor in sensul dela R catre M.
Atunci valoarea numerici a lui aq, va fi:

o =Msina/R.

1,
1_2_—_
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Sensul in care misurim pe a, este dat de formula (13).

Daecd_prin punctul astfel determinat, ducem o dreapta para-
lela cu R, accasta va fi axa centrald a sistemului. Valoarea mio-
mentului dupid axa centrald va fi evident M cos a.

Din ccuatiunca (12') se mai vede ca M, = M, ori de cite ori
a8 = o, adici ori de cite ori 0, se misci pe o dreaptd paralela
cu R trecand prin O.

Cind RM = 0, atunci sistemul de forte sc reduce la o singura
rezultantd Pozifia ei este data de ccuatia (13) si este tocmai axa
centrali a sistemului. ]

In al doilea caz se procedeazi astfel: momentul putem si-linlocuim
en doud forte egale side sens contrar, si-
tuate in planul normal pe axa lui, plan
pe care-1 vom denumt planul momentului
si-l vom nota cu s Fie F; si— I
cele doud forfe echivalente momentului,
situate in planul x care trece prin O
(fig. 24). Aceste douid forfe sunt
supuse. la singura conditie: M = af;, Figury 24
ddci @ este distanfa intre ele. Pozifia
lor este de asemenca arbitrari in acest plan s Daci facem
ca — I; sa treaca prin O, si dacit o compunem cu R, obtinem:

I, =R—I;

£

In acest mod, sistemul, compus din o rezultanta R sl un
moment M, l'am inlocuit cu un sistem echivalent de doud forfe
F,5i Fi, nesituate in acelasi plan si neconcurente, ‘pentruci
distanja a este diferiti de zero. Marimea st direcfia lui 7,
din planul s, sunt cu totul arbitrare. Oricare ar f acestea,
forfa I, va trece mereu prin punctul O iar F; va fi meréu
continuti in planul g.

Planul g se zice ci este conjugat punctului O, iar I, conjugat
Iui I¥;. Pentru un acelasi punct O avem un singur plan conjugat si o
infinitate de valori I, F; conjugate.

Daci alegem un alt punct O, acestuia ii corespunde un alt plan
2 si alta serie de drepte conjugate Iy si F. :

Se mai observii ¢d, pentru un sistem dat de forfe §i un punct
dat O, existi o singurd valoare pentru R si M.

Invers, daci ne dam perechea de valori F, s1 F, i un punct 0,
putem deduce pe 7 si M. '

4. 193%, Gh, Em. Filipescu. Statica constructiunilor i Rezistenta materialelor.
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Se mai observii cii pentru orice dreapld, care trece prin punctul
O si e continutd in planul g, momentele lui Fy si IY; sunt nule.
De aceea sc zice cii punctul O si planul g formeazi un sistem nul.
Aceasta este foarte important, ciici ne aratdi ci eaistd oricind un
grup de dreple in raport cu care momentul intregului sistem de forfe
este nul.

I, este evident in planul determinat de R si— F;, iar proicclia
lui I, pe planul g, prin un plan confinind pe R, va fi o dreapta
paralela cu T; din planul z. Acest paralelism subsista si atunci
cand proiectam F, si F;, prin plane paralele cu planul determinat
de I si F,, pe un plan oarecare. ’

In planul g si considerim o serie de forfe F; cari formeazi
un poligon inchis. Conjugatele ace-
stor forje, anume I, vor forma un
fascicol trecind prin 0. Si consi-
derim un al doilea punct O ciruia
1l corespunde planul conjugat p'.
Interscctia acestui plan cu fasci-
colul F, determini un poligon inchis
cu laturile I/ ciruia ii corespunde
un fascicol F, trecand prin punctul
0’ (fig. 25). Am format doud pira-
mide conjugate §i se poate foarte
usor ardta cd fiecdirui varf din o
piramidd i corespunde in cealaltd
o faja §i reciproc. Tot asa putem .
forma doud poliedre oarecari conju-

Figura 25

gate intre ele.

Daci proiectiam muchiile celor doui poliedre, pe un plan oarecare,
prin plane paralele cu planul trecind prin R, vom cipita douit
figuri in cari proiectiile laturilor conjugate vor fi paralele, iar laturile
concurente intr’o figurd formeazii poligoanc inchise in cealaltd si
reciproe. '

Aceste doud figuri se zic c& sunt reciproce §i aceasta este chiar
definitia lor.

Asa dar, figurile reciproce in plan sunt proicctia a doud poliedre
conjugate din spatiu.
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b) Executarea grafici a compunerii unui sistem de for{e din spatiu.

Nu vom face altceva decit si traducem grafic operatiunile de
mai sus.

Solufia I-a: Pentru aceasta utilizim planele de proicctie deter-
winate de 3 axe de coordonate Oxyz (fig. 26).

Si presupunem ei avem trei forfe I, I,, Iy, cari actioncazii
dupa directitle ¢y, ¢, ¢; In planul de proiectie y o z, adici normal
pe oz, cele trei direcfiuni ca pozific si direcjiune se proiccteazi

Iy

Figura 26

dupd ¢1s, ¢2:851 ¢3.. In mod analog pe celelalte plane. Cu fortele
date formam, in planul y o0 z, poligonul de forte Fy,+Fo,+Fy,=R,.
Cu aceeasi normi de a nota fortele, obtinem si in celelalte doua

plane de proiectic:

| =l

<
+
=l

g
+
=]

¢

I
=

Se stie c¢i rezultanta unui sistem de forte oarecare riméne
aceeasi, ca mirime si_directiune, oricare ar fi punctul in raport cu
care am face reducereca sistemului. Asa dar, avem cea mai mare

4%
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libertate in alegerea pozifici unde vom desena aceste poligoane
pe cpura noastrdi. Odatd ce amn gisit cele trei proiectii, putem gasi
mirimea rezultantei gi- direc{iunca ¢i §i prin urmare, prima parte
a problemei e rezolvati.

Si trecem la partea doua. Se stic c¢i momentul in raport cu un
ax, a unui sistem de forfe, este egal cu momentul proiccfici forfelor
pe un plan normal pe axul dat, in raport cu punctul unde axul
inteapd planul. Daca vrem si gisim momentul in raport cu un ax
paralel cu ox §i trecind prin punctul A, vom proiccta forjele pe
planul y 0z §i vom lua momentul lor in raport cu punctul A,, adica
punctul unde axul paralel cu oz, trecind prin punctul A, injeapa
planul yoz.

Acest moment putem sd-l aflim numaidecat, cu ajutorul unui

-poligon funicular. Cu un pol oarecare O,,
construim poligonul funicular 00,.... 03,.
Dacd prin A, ducem o pam]c]a cu R,
atunct segmentul m,, interceptat’ intre la-
turile extreme de poligon funicular, multi-
plicat cu distanta polard I/ ne di valoarea
momentului A, in raport cu un ax paralel
cu O &, care trece prin A. In mod cu totul
analog deducem pe Al si M.

Odati ce avem cele trei componente ale
‘momentului M putem si-i gisim valoarea
absoluta si direcfiunea lui.

Alegerea polurilor O, 0, st 0., in cele trei plane de proiectic,
este-absolut arbitrard. E comod a alege asa ca in toate plancle de
proiectie si avem acceasi distan{d polard H.

Gasirca momentului necesitd utilizarea celor trei plane de pro-
iectie. _

Solufia’ 2-a.se bazeazi pe observatia c¢i momentul este egal cu
dublul suprafetei triunghiului format de for{#, luatd la scara si pe:
direc;ia respectivi; si punctul in raport cu care luim momentul
(fig. 27).

Prin urmare, pe planul de proiectie, de ex. yos (fm' 28), pe
linia de acfiunc a lui ¢y, luim o lungime Fy; din poligonul forfelor
respective. Dacd unim extremitifile “acestui segment cu 4, avem
un triunghiu. Dacd facem acelasi operafie si pentru celelalte forte,
cipitim alte triunghiuri, toate cu virful in A . Pentrucd pozitia-
segmentului I7;,, pe linia- lui de actiune, este indiferenti putem

Figura 27
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oricind si ne aranjim asa, ca si cipitim o suprafald mirginita
In un poligon. Daci evaluim dupd normele obisnuite aceste supra-
fefe si luim dublul lor, avem momentul in raport cu axa paralela
cu O,, ce trece prin A, deci pe ..

|

Figura 28

Daci operdm si in celelalte plane la fel vom avea pe A1, si:dl..
Metoda este foarte clari insa evaluarea suprafefelor da loc la, ope-
rafii de calcule mai multe, asa ca se. preferd metoda. precedenti,
cu ajutorul poligonului funicular. Acestea sunt singurele . metode
practice de compuncre a unui sistein’ de forte in spatius _

2. Déscoihpimeréa unui sistem de for§e7 in spai;iil."

Am vizut ci un sistem de forte in spajiu; se reduce la o rezul-
tantd unicii §i un moment, prin urmare are in sine 6 coordonate.
Rezultd de aci c&, dacd ni se dau 6 direcfiuni ca pozitie si directiune,
adicd avand numai cite o nccﬁnoscutz’x,.putcm giisi componentele
sistemului dupi cele 6 directiuni. Dupi inai pufine direcfiuni pro-
blema este imposibild, dupd mai multe este static nedeterminat.
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Mai intaiu vom face citeva observatii. Aceastd descompunere este
postbild numai atunci cind cel mult tret din direcfiunile date sunt
concurente intr'un punct, paralele intre ele sau confinute in acelasi
plan.

In adevir, si presupunem deocamdatd ci am avea 4 direcfiun
concurente in acelasi punct. In acest caz, oricind putem duce o
dreaptd prin punctul dat care si intdlneasci celelalte doud direc-
{iuni. Momentul necunoscutelor in raport cu aceastd dreapti esle
nul. Or, momentul sistemului dat, in raport cu aceastd dreapta,
nu este nul, prin urmare descompunerea este imposibila.

Momentul acesta ar fi nul numai in cazul cand aceastd dreapti
ar face parte din sistemul nul al fortelor date, ceea ce in ge-
nere nu este cazul, pentruci foricle date sunt oarecari ca mi-
rime, directic §i pozitie. Aplicim acelasi rafionament cind drep-
tele sunt paralele considerind punctul dela o ca punct de
intersectie. In cazul cind 4 directiuni sunt in acelasi plan atunci
putem duce o dreaptd in plan care evident intilneste toate cele 4
directiuni §i care s treaci prin punctele unde celelalte doud direc-
{iuni ramase infeapd acest plan. In raport cu aceastd dreaptd mo-
mentul necunoscutelor este nul, pe cind momentul fortelor date in
genere arc o valoare.

Prin urmare, in aceste cazuri speciale, descompunerea dupid 6
directiuni este imposibila. ‘

k a) Solutii grafice.

Un caz simplu de descompunecre este urmitorul: trel din direcfiunt
sunt concurente, iar alte trei sunt situate intr'un plan dat. :

Reducem sistemul de forte la o rezultantd trecind prin punctul
A, dat de concurenfa a trei din directiuni, si la un moment al cérui
plan este planul g, conjugat lui A. Luidm intersecjia acestui plan
cu planul dat. Intersectia va fi o dreaptd la distanta a de punctul A
si con{inutd evident in ambele planuri. Daca presupunem cit dupi
directia ci acfioncazi o forti I';, atunci din relajia M = al;, de-
ducem valoarea si sensul ei. ' ;

Aceasta fori F; o descompunem dupd cele trei direcfiuni, con-
tinute in planul dat. Dacd acum compunem pe — I;, aplicatd in
punctul A4, cu R capatam pe Iy =R—TF; pe care o descom-
puncm, dupd regulele obisnuite, dupi cele trei direcfiuni con-

curente in A.
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Sa presupunem ci- trei direetiuni sunt concurente in A (A 71 ks
in planele de proiectie), (fig. 29), si cari direcfiuni nu sunt figurate
pe cpurd pentru a nu o complica. Alte trei direcfiuni sunt cuprinse
in planul a0y, de asemenca nefigurate.

S& presupunem ci reducem sistemul la o rezultanti R (R, It.)
aplicatd in A si la -un moment
M ale ciirui valori si dircctiuni sunt
insemmnate pe epurd cu M. si

M,. Dicem planul g normal pe
moment si treciind prm A. Ur-
mele lui sunt Oy, si Op., adica
chiar intersectiile lm cu cele doua
plane de proicetie.

Distanta dela A pina la inter-
sectia cu planul orizontal este per-
pendiculara dela A. la Oy, care,
prin o rotatie, o aflam in adevarata
marime in planul zoz §i are va- Figura 29
loarea a. Din expresia M = aI; de-
ducem sensul si valoarea lui T,, care in planul orizontal este I,
iar in planul vertical F,. In planul orizontal este in adevirati mi-
rime. Pe Fi: din planul orizontal il descompunem dupi cele trei

directiuni neconcurente in acel plan.

Daci acum pe—T, aplicat in
punctul A, 1l compunem cu R, avem

4 Fo=R—T; care in plancle de pro-
iectie ne da pe Fy, si Iy pe care, dupa
regulele obisnuite, o descompunem dupa
cele trei directiuni concurente in punctul

A, descompunere care nu s’a mai facut
" pentru a nu complica epura. -

Aceastd problemd se mai poate re-
zolva si asa:

Prin for{a IF; dati si punctul A ducem
Titra’ 30 un plan care taie planul 4, al eclor trei di-

rectiuni ¢, 95, §i ¢, dupd o dreapti oare-

care (fig. 30). In planul determinat de F; 5i A descompunem forfa I¥
dupid intersectia celor doud planuri si dupi dreapta care uneste punctul
A cu punctul unde I, inteapa planul 4. Procedam la fel sicu celelalte
forfe F,, F;.... Yom capata, in definitiv, o serie de componente

o
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ale forjelor I}, F,. .., concurente in A, a ciror rezultantd va fi I,
si o altd serie de.componente, conjinute in planul 4,a ciror rezul-
tantd este I7;. Le descompunem pe fiecare dupi regulele obisnuite.

Fie A, 5i A proiectiile punctului A, prin care trec cele trei

directiuni concu-
rente si nefigu-
rate pe epuri (fig.
31). Fie ¢, ¢
proiectiile direc-
fiunii si linier de
actiune a forfel

Figura 31

cud va fi dreapta ¢; (@, o)

I’y pe cele doud
plane de proicc-
tic. Prin punctul
A forfa I

ducem planul a

s
ciirul urme sunt
Py §i p= Intersec-
fia acestui plan
care sc va tiia cu forfa I in

punctul D (D,, D.). Descompunem forja I dupa direcjia ¢;, evident

continuti in planul 4, §i dreapta

@a (Cay, Ca:) care uneste punctul

D cu A. Am obfinut astfel in cele doui plane de proieciic o com-
ponentd trecand prin A §i alta confinutd in planul 4. Procedam la

fel si pentru celelalte forje F.,
F, ... sise urmeazii cum s’a spus
mai sus. '

b) Solufia analitica.
Accasti problemd se poate
rezolva in mai multe feluri.
1°. Prin punctul A, ducem
dreapta a, care trece §i prin in-

tersectia B a directiilor ¢, §1 o5,

conjinute in planul- 4 (fig. 32).

Fic ¢ distanta dela Bla forta F,.-

Momentul tuturor forjelor in

Tigura 32

raport cu A va fi:

ﬂ:(t_f"4+ﬁ5+(a+c)l78

pentrucd momentele for{elor #7y, Iy, I’y concurente in. A sunt

nule.
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Multiplicim aceasta ecualie scalar cu a si vom avea:
aM =ack,
Daci @ = aq, ¢ = ¢y, M = My, Fy = I, gg, avem:
M.ap =¢ Fg.aye,
care nu este altceva decit momentul tuturor fortelor in raport
eu dreapta @ si din care deducem pe I,

In mod cu totul analog deducem pe Iy si 5. Daci notim
ENE -17'5 + T, =TI din relatia: R — ;= o Tt Iy deducem,
dupit norma indicata anterior, valoarca celor trei forle concurente
in A, ‘ _

2°. Vom traduce analitic solufia indicatd la inceput. Luim in-
tersectia planului g, al momentului, cu planul 4, care contine di-
rectiunile ¢, o, si o (fig. 33). Inter-
secfia va fi o dreaptd paralela cu
dreapta s, -

Sinusul unghiului .planelor nosioA
cste partea scalara a produsului A
adicd mod. pd, prin urmare, cantitate
cunoscuta. 5a notim cu d distanta
dela A la planul 4 misurata dupi nor-
mala la acest plan. Valoarea distantei
a dela punctul A Ia dreapta pud va fi:

= d/mod ud.

~ Prin urmare am fixat direcfiunca si pozifiunca-dreptei de in-
tersectic a planelor g si 4. Din relatian M = al”; deducemn pe F;
din planul 4. Deci I7; este complet determinat. Prin urmare des-
compunem pe I%; dupi directiile ;,4’ st st g, iar pe Fo=R—T,,
dupa directiile ¢, ¢, si @4

~ Produsul ud se desvolta potrivit datelor problemei si se pre-
teazd la tot felul de desvoltari in functie de elementele cari defi-
nesc pe u si pe 4.

' Figura 33

* Ll

- 3% In cele de mai sus s’au dat exemple de cazuri cind descompu- -
nerea este imposibild sau cind aceasta se face foarte usor.

In cazul general chestiunea nu este asa de simpla.

Pentru a gisi cu usurin{d componentele, dupi cele 6 directiuni,
ar trebui si gisim o axii care si intdlneasci 5 directiuni.
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Luand momentul tuturor for{elor in raport cu aceastd axi i
al componentei dupi a sasca direc{iune, gisim o relatie intre forele
date si o necunoscutid. Accasta insd in genere nu este posibil.

Se stie ci prin trei drepte oarecari se poate duce un hiperboloid
riglat, care va intersecta a patra directiune in doud puncte. Daci
prin aceste doui puncte ducem céte o dreaptd apar{inind hiper-
boloidului, si le luim drept axe de momente, vom putea scri douit
eccualii de momente si deci vom avea doud ecuatii intre cele doud
componente dupit direcfiunile neintilnite de cele doud axe.

‘Si aceastd metod, practic, este greu de aplicat. Atunci se re-
curge la altele. Sc duce un plan prin direcjiunca @1, care
“este injepat de directiile ¢, §i ¢5 in doud puncte. Dreapta care
trece prin aceste doud puncte intdlneste trei directiuni si deci mo-
mentul componentelor respective in raport cu ea este nul. Luam
momentul celorlalte trei componente (dupi o4 ©5 ¢o) in raport
cu aceasti dr(.'\ptd. Facem acecasi operatiec duciind suceesiv plane
prin ¢, si ¢ §i vom avea fincd doud ccuatii intre Fy, F55i Fe.
Vom avea pe [y, F5 si Fg prin rezolvirea a trei ecualii cu trei
necunoscute. ' :

In practici chestiunea se prezintd mai simplu cici, de foarte
multe ori, douit sau trei direcfiuni sunt concurente sau complanare
si putem gisi usor axe de momente cari si intdlneascd ciit mai
multe direcfiuni §i si avem simplificiri si reduceri in rezolvire.

Analitic chestiunea, cu toate cd necesitd calcule lungi, insd este
simpla din punctul de vedere al rezolvarii, si nu este altceva decit
o traducere in, calcul a metodel indicatd mai sus.

Si presupunem ci luim momentul tuturor fortelor in -raport
cu un punct A situat pe directiunea gal. Sia notdm cu (12=aoao,
az = asay. . . distantele tuturor celorlalte forfe dela acest punct A.

Si presupunem ci momentul forjelor date in raport cu A este
M,.

- Vom avea:’

(14) M, =, Fy.0,¢ ...+ agFyageg

Dacii multiplicim scalar aceasta ecuape pe rand cu @ §i @
obfinem: '

—_— -

.11. asrs.aqasba-l"....-+06F6.aoa606

L — — —_ e~ -

A 1+ €2 ——-a3F3- an303+...--+ aGFG. 0"(16 "‘6



Daca intre aceste doud ccuatii climinam pe f3sau pe a,F,,
ceea cc este- tot una, cipitim o ecuafie intre necunoscutele F,
Fg si I, :

Putem cipita direct aceastd ecuajic daci, dela inceput, mul-
tiplicim ecuafia (14) scalar cu produsul vectorial d,@,.a;¢;, lucru
ce se poate verifica foarte usor.

Alegem acum un punct B situat pe direcfiunca ¢, si notam
cu by = b, By, Uy = byfy. .. distantele la celelalte directiuni si cu M,
momentul forfelor date in raport cu B. Eliminind in acelasi mod
ca mat sus pe I] st Iy, giisim o altd ecuatie in Iy, F; si I Facem
aceeasi operatie in raport cu un punct C situat pe direclia o, si
vom gisl o noud ccuatic in Iy, Iy si Fy. In acest mod avem trei
ccuatii cu tret necunoscute, pe cari le rezolvam dupd regulile cu-
noscute.

Pentru aflarea lui Fy, F, si Iy proceddm absolut analog. Pentru
control facem verificarea utilizind poligonul for{elor:

R=F +4.....4+ T

proiectindu-l dupa o dirccfiune oarecare.

3. Cateva consideratiuni de refinut.

a) Cdnd un corp este supus numat la o singurd forfd, echilibru
nu poate exista.

b) Cdnd un corp este supus la doud forfe, pentru ca echilibri sd
extiste trebue ca ele sa fie egale, de direcfiv contrare §i sd acjioneze
dupa aceeasi linie de acjfiune. ‘

c) In cazul a trev forfe, pentru ca echilibri si existe trebue ca ele
s fie concurente in- acelagi punct gt situate in acelagi plan.

In adeviir, trebue si avem I_"; + F, 4 Fy = o, adica poli-
gonul fortelor trebue si fie inchis §i aceasta nu poate avea loc de-
cit atunci cind acest poligon este plan. Cele trei forje nu pot fi
in doud sau trei plane paralele, pentru ¢i momentul lor n’ar mai
fi nul, deci ele trebue sa fie neapirat situate in acelasi plan.

In alte conditiuni echilibru intre cele trei forfe nu poate exista.

d) Sd considerdam cazul a 4 forfe. Pentru ca echilibru si existe
trecbue ca poligonul de forfe sa fie inchis, adicd sd avem:
Fi+F+F,+F, =o0 si momentul lor s& fie nul.

Aceasta nu poate avea loc decdt atunci cind cele 4 direcfiuni
aparjin unei suprafefe riglate.
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Aci avem doui cazuri particulare, cind suprafata 1iglati se re-
duce la un punct si atunci cele 4 direct{iuni sunt concurente in acel
punct sau la un plan cind cele 4 direcjiuni sunt continute in acelasi
plan, fard sa fie concurente.
In alte conditiuni, echilibru intre 4 for{e nu existi.

E) Reazime si Reactiuni.

La contactul intre doud corpuri se desvolti niste reactiuni.
Aceste reacjiuni depind numai de natura contactului intre corpuri,
care se poate face in urmitoarele moduri.

1. Reazime simple.

Doud corpuri se pot sprijini unul pe altul in asa fel, ci o de
plasare in planul tangent celor doud corpuri nu este prin nimic
impiedicatd si o rotire in jurul punctului de
contact este de asemenea liberii, in orice di-
reciiune. Singura deplasare, care nu este posi-
bild, este numai aéc_ca dupi directiunea normalej
v, fie intr’un sens fie in celalalt. Este evident
cdi, Intr'un asemenea caz, o reacljiune se va
desvolta numai dupi aceasta directiunc (fig. 34).

Aceastd reacfiune are prin urmare un punct
de aplicajie cunoscut gi" o direcfiune cunoscutd.
Ceca cc nu cunoastem este -numai valoarca: c¢i numericd; prin
urmare, -are un singur e¢lement necunoscut. Acest fel de sprijinire
sau contact poartd numele de reazim simplu. Prin urmare pentru
un corp in spajiu este nevoie de¢ G astfel de reazime, pentru a-i

Figura 34

asigura - echilibru. ‘

Dacid vom intrebuinja numai 5 reazime simple, corpul va avea
posibilitatea unei misciiri ce depinde de un parametru; dacia vom
intrebuinta numai 4 reazime simple, corpul va avea un grad de
libertate mai mare. Dacdi insi am avea 7 reazime grupul (1) de
ecuatii (cap. I) nu ne di posibilitatea de a le gisi §i in acest caz
se zice cii reactiunile sunt-static nedeterminate. ;

Pentru un corp in plan este nevoie-numai de trei astfel de rea-

zime simple.
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. 2. Articulatii.

Doui corpuri se pot sprijini astfel intr’un punct, incat o depla-
sare in nici o dircctie nu este posibild, fnsi o rotatie in jurul punc-
tului de contact, in orice directiune, este posibila. Prin urmare,
in punctul de contact se va desvolta o reacfiune, al cdrei punct de apli-
cafie il cunoagtem, dar nu-i cunoastem valoarea gi direcjiunea, si nu
se va desvolta nici un moment, pentru ci rotirea
este liberd. Un astfel de contact, rezemare sau
sprijinire poarti numele de articulagie, La un
asemenea contact avem trei necunoscute (valoarea
st direcfiunea) ale reactiunii (fig. 35).

In spatiu ar fi deci suficient doud asemenca
articulatii pentru a asigura echilibrul unui corp.
Observim insid ci; daca luiim momentul tuturor
fortelor in raport cu linia articulatiilor, momentul
reacfiunilor este nul, pe cind al fortelor date in genere nu este nul,
asa dar nu vom putea utiliza doud articulatii, ci o articulatic si -
altfel de reazime, de ex. 3 reazime simple.

In plan, articulatia are in sine dous necunoscute, deci cu o ar-
ticulafie si un reazim simplu putem asigura echilibrul unui corp.

3. Incastriri.

Cind doud corpuri se sprijind intre ele prin suprafetele lor de
contact in un punct, si dacd nici o deplasare sinicio rotatie in orice
direcjiune nu este posibila, atunci in_acel
punct se va desvolta ca reactiune o for{d, al
cirei punct de aplicatie il cunoastem (punctul
de contact), dar nu cunoagtem valoarea st di-
recfiunea ei’ (3 elemente), si un moment, a cirui
direciune §i valoare de asemenea nu o cu-
noastem (dect alte 3 elemente). In acest mod

Figura' 36 se vede ¢ o incastrare, prin reactiunile ce le
: desvolta, asigurd echilibrul corpului (fig. 36).

Daci fn acel punct de contact se desvolti un moment, inscamni
cd reacfiunca nu trece prin punctul de contact. Valoarea momen-
tului ne da posibilitatea de a gisi punctul prin care trece reac}iunca.

Din cele de mai sus se vede ca o articulajic in spafiu este echi--
valentd cu tret reazime simple, iar o incastrare cu sase reazime simple. .
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In plan o articulajic este echivalentd cu 2 reazime simple, iar
incastrarea cu trei reazime simple sau cu o articulafie plus un reasim
simplu. i

4. Reazime diferite.

In cele de mai sus am avut articulajii complete sau incastrirt
complete. Am putea avea insi articulaiii sau incastriri incomplete.
De ex.: o incastrare care permile o rolire
dupd o singurd direcjie (fig. 37). Asta in-
seamni ci momentul dupi acea directie este
nul. O asemenea legiturd are in sine cinci
necunoscute. Pentru a-i asigura echilibrul ne
mai trebue un reazim simplu. Alt ex.: putem
avea. o articulafic intr'un plan, deplasarea

Figura 87 dupd normala la plan fiind posibila (fig. 38).

O asemenea legituri are in sine doud necu-

noscute (componentele din plan), deci cu trei asemenca reazime
sau legituri putem asigura echilibrul unui corp. '

Pentru ca sd putem gdsi reacfiunile, va
trebui si alegem astfel de reazime, in cdt
suma elementelor necunoscute si fie in numdr
de 6 in spajiv st 3 in plan. .

Dacid aceasti sumi este mai mici de 6
in spatiu si 3 in plan, corpul va avea mis-
ciri; iar daci este mail mare, reactiunile
nu se pot determina cu ajutorul .ecuatiilor Figura 38
(1, cap. 1), sistemul fiind static nedeterminat.

Daci tinem cont de freciri, nimic esential nu se schimba, ci
se¢ modifici numai direcfia reaciiunilor, intervenind unghiul de

frecare.

Incheere. Din acest capitol deducem cd vom urma in calcul
urmitoarea norma: Tl

Vom evalua mai intdiu forfele exterioare date, cari le vom com-
pune dupd indicafitle date, grafic, analitic sau utilizind dupa cazuri
ambele norme, dupi cum vor rezulta simplificiri de calcul.

Vom fiza apoi reazimile, natura st numdrul lor suficient pentru
asigurarea echilibrulut corpului. .

Dupi indicatiile date la descompuncrea unui sistem de fore
dupd mai multe directiuni, vom gdsi reacfiunile in cazul cind sunt
static determinate.
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Odatd reacfiunile gisite, ain gisit grapul de forfe exterioare
care actioneazi corpul si-i asigurd echilibrul.

Nunmai dupi aceasta putem trece la studiul echilibrului jnte-
rior al corpului.

Aplicatii.

Aplicatia Nr. 1. Si se descompuni for{a verticala F = 1000 kg. dupi direc-
(iunile?x, e st s (lig. 39). O dreapti orizontala taic directiunile ¢, o, ;71
“¢3 in punctele 1, B,C, D, asa ¢ca AB=2m, BC=CD =1 m.

Directiunea pozitiva A B, pe carc o

notim g, face cu directiunile pozitive ale

lui ¢1, ¢ o5 ¢, socotite de sus in jos, / l ‘
respectiv unghiurile 1109, 1009, 90° si 75°, /. ']L A R
Avem poligonul forfelor: AT P ISR JERRAN
P I T = ‘ T Ty
W) Fe=F ¢+Fg+F e [ e Lowor Lo\
$i luind momentele in raport cu ’” ’3/ ¢ %
punctul -1, avem: /,, 4
(2) 3.1000.a ¢ =2 F, ag, + 4 Fyag, L
Din ecuatia (1), inmulfiti vectorial cu D
€1, avem:
() 1000 ¢ro="F, ¢;¢, + F5 ¢y
si cu:
¢y = sin (a,¢) = sin 90°=1,00000 ¢ =sin (a, ¢} =sin100°=0,98481
a¢; = sin (a4, ¢)=sin 75°=0,96593 ©1¢ =sin (;,,;) =sin 20°=0,34202
¢1¢=sin (¢, ¢;)=sin 10°=0,17365 € S3=sin (e—l, ;:,)=sin 35°=0,57358
introduse in ecuatiile (2) si (3), obtinem prin rezolvare: F, = 870 kg., F; =

333 kg. Daci luim momentele in raport cu B, gisim o relafie intre Fy si F,.

Procedind la fel gisim Fy; = — 190 kg.

Pentru control multiplicim ccuatia (1) scalar cu ¢ si avem:
(4) F=Foea+Feoa+Fee

in care: :

= cos (¢, ¢;) = cos 200 = 0,93969

= cos (¢, ¢) = cos 10° = 0,98481

= c0s (¢, ¢3) = cos 15° = 0,96593
Introducand aceste valori si valorile lui

Iy, F, si I in ecuatia (4) se obtine F = 1000

kg. cu o aproximatie mai mici de 1 kg.

cl6|6Gl
Srsisl

Aplicatia Nr.2. Un punct este fixat de
un perete vertical cu ajutorul a trei bare
0A, OB si OC (fig. 40). Bara OA de % m.
lungime este orizontali §i normald. pe perete. Punctul B este mai sus
si la stinga punctului A, Ia distantele A E=2 m. si BE =3 m.,
punctul C este mai sus si la dreapta punctului .f, la distanele A D = 1 1.

Figura 40
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si DC=2 m. Punctele -, B,C sunt in planul peretelui. In O se aplicd
o fortd wverticala de 7 1. Si se giseasci eforturile in cele trei bare O,
OB si OC.

a) Solufia graficd. Asezim dela inceput sistemul de bare in plancle de
proicctic asa ca O si “fie normal pe planul vertical (fig. 41 a) si notiim dirce-
tiile barelor si sensurile lor
ca in figurd. In planul ver-
tical al fortclor, (fig.41 b)
descompunem forta, 1—{"
11 dupi directiile ¢," si
<y siocapitam Iy s 1.
In planul orizontal forta

I se proiccteazit intr'un
punct 1. Cu ajutorul liniilor
de ordine st cu proiectiile
verticale deducem, in pro-
icctie orizontald, pe I5 si
F,. Ca si aflam pe Jin
n’avem decdt si inchidem
poligonul fortelor in planul
orizontal si asa giisim pe

Scara forlelor

/e 5 T
LI Sy I, care se prfnccteaz.x in
. adevaratd miarime in acest
Figura 41 5
plan.
Dand o rotatic forielor
E. Iy le gdsim in planul orizontal proiectate in adevarati mdrime. Astfel

2 §1
gisim 11 =1998t, ¥, = 10,88 t si Iy, = 13,58 t.

b) Solufia analiticd. Vom aplica de trei ori ccuatia (7) dela pag. 34. Pentru
aceasta ne trebue volumul paralelipipedelor formate de directiile :’;, ;1, Ca
si o5 luate cate trei si pentru lungimi de laturi egale cu 1 (unitatea).

* Avem lungimile laturilor OA, OB, OC:

OA=4m;0B =14+ 2"+ 3= 5385m;0C=Y 4 + 13 Rk = gl
Iar volumele ciutate, tinind scami si de sensul directiilor o, ul, ‘-v, ‘-:n
aritate in fig. 40, sunt:

Greaga=—(BX14+2x24/6 x4 X 5385 x 4,583
¢ Cr¢a=—h x5 x1/6 %1 x 4583 x 5,385
o o= +hX2X1/6X4x1 x 4583
cae=+3X4x1/6x4x1x 538
Deducem:: r e
Hh=F.¢ ‘r’z S—'s/"x ¢ €3 = + 20,000 ¢
“2=F-;:‘.-’s;1/:;2;’.3:’1=_"10r7701
Fo=F.0 ¢ ¢/ s o1 g2 = — 13,749 t

Se vede deci c¢d pe figurd trcbue schimbat sensul directiunilor ¢ si ¢,
pentru c¢d le-am cidpitat aci cu minus,

Comparind rezultatele obtinute pe cale grafici cu cele obtinute analitic
se constatdi o deosebire variind intre — 1,29, si + 1,09%. .\cc:le dilerente sunt
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incvitabile, cici in calculul grafic se fac erori de aseziri de punete, de evaluiri
de distante, de paralelism, ete. Calculul grafic are insd avantajul ci operalille
sunt simple, se pol urmdri cu usurin{d si nu este asa de supus erorilor grosolane,
Calculul analitic, are avantajul ci pulem impinge aproximaliile pind unde voim;
insd este supus crorilor grosolane; este suficient si uitim o cifri din noianul
de cifre de mai sus, pentru ca rezultatul s fie complet eronat. Mai are des-
avantajul ¢i eroarea nu se poate urmiiri asa de usor ca in calculul grafic.
Sc intrebuinfeazi dupd imprejuriri unul sau altul,

Aplicatia Nr. 3. In aplicafia Nr. 2 sa presupunem ci for{a 12 este constanti
ca mirime si variabild ca direcfiune, Se cere si se gaseascd dircctiunca ci asa
fel incat efortul Iy, in bara OA, si fic maximum.

Din expresiunea lui Fy, adici:

sc vede cd singurul termen variabil este ¢, si pentru ca Fy sii fie maxim trebue

€t ¢ ¢ ¢y si fic maximum. Acecasta are loc cind cei doi veetori O Sl ¢
sunt paraleli, adicd atunci cind ¢ este normal pe planul determinat de ¢,
s .

Constructia grafici care rezultii este foarte simpld: descompun pe R dupi
@ si dupi o dreapti normali pe 1. Dacit unghiul intre ¢ (normal pe planul
determinat de ¢, si <) si ¢ este 0 atunci Fy= R/cos 0.

Analitic, va trebui si giisim volumul paralelipipedului ¢ @ 3. El este
cgal cu baza (triunghiul OBC) inmultit cu /3 din indl{ime, adica din 1.

Suprafata triunghiului de baza cu laturile OB — 5,385 m., OC = 4,583 m.,
BC = 5,099 m. este 10,7788 m2.

Deci:
_ 10,7788 x 1 6 X 4 X 35,385 X 4,583 P
M= T s as s X TX & W

Putem proceda Ia fel §i cu celelalte directiuni.

Aplicatia Nr. 4. Un trepied, 0ABC, sustine in punctul O o for{a de 10 tone
(lig. 42). Lungimea picioarclor 0A, OB, £i OC este de 6 m.

Distantele intre picioarele A, I si C sunt:
AB=6m., BC=5m & CA=17 m. Sa se
decompuni  forta verticala de It = 10 t dupit
cele trei directiuni OA, OB si OC.

a) Solufia analiticd. Notim dircetiile 0.1, OB
st OC respectiv cu oy, o, §i 2 iar AC, CB st
BA respectiv cu a, o si a;. Forta I descom-
pusit dupd cele trei direcfiuni ne di:

Ro=F ¢+ Fy ¢ + Fy €3

Dacit se multiplica aceasti ccuatic scalar cu

@ ¢, avem: Figura 42

Reae=Feaes : .
asa, dar o singurid ccuatic cu o singuri necunoscuti.
In mod analog avem:

R—S’ ¢s 1 =1,
Ry

Slgl
s]6!

1) &
Gl6l
€

5. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcfiunilor §i Rezistenf{a materialelor.
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Deci, avem cele trei componente dupid cele trei directiuni.
Raméne sit cvaluim volumele ficute pe unititile de directiuni ¢, ¢, etc.

Si evaluim mai intdiu volumul ¢, ¢, ¢;. Nu-l putem evalua direct ci eva-
luim patratul lui a cdrui valoare este:

¢1 €1 2 €1 ¢3 1
. s = 5 =
(¢1 ¢2 ea)* = €1 P2 €2 2 €3 €2
€1 ¢3 €2 €3 ¢3 ¢3

Ne trebuese produsele scalare indicate aci. Din triunghiul AODB avem de
exemplu:

663: =16 ‘.?z + 6 .‘.;1.
sau:
Uy = Ex i n Ez
care ridicati la patrat ne da:
1=1+1—2¢ &
din care deducem:
‘.?1 ;:.1 =1

In mod: absolut analog din triunghiurilc BOC si COA, deducem:

F1 @3 = 47/72 si g,;, ol = 23)/T2
Dacii dezvoltim determinantul, il evaluim si extragem radicina patrala,
gisim: :
¢ ¢ ¢3= 0,656 m®,
Si evaluim volumul

Vectorul ¢ este vertical si lmy\t de sus in jos, adicd normal pe planul ori-
zontal determinat de triunghiul . B C.

“(;l
-G
P
~(;|

Dupit sensul siigetilor din fig. 42 si vectorul a3 a; este normal pe planul
orizontal si identic dirijat. Acesti doi vectori diferd numai cu partea lor sca-
lari, ciici o are lungimea egalid cu unitatea pe cind a a, arc ca parte scalari
sinusul unghiului acestor doi vectori.

Or, din triunghiul A B C putem deduce cosinul un"luulm dintre a, si 15y

In adeviir, ecuatia:

Tuy=—6a,—3aq
ridicatid la patrat ne di

49 =36+ 25 + 60 ay ¢y
de unde:

aa;=—1/5
din care scoatem

sin (ay, @) = 216/5 = 1/1,0206

Pentru ca vectorul gz a; si aibd lungimea egald cu unitatea trebue impirtit
cu sin (ay, gy} st deci avem:

Prin- urmare:

3¢5

= i W a
¢ & o0 = 1,0206 G5 ay. ¢z g5 = 1,0206 |

ay¢3

SIS

w

a,
Ne trebuesc produsele scalare indicate de detcrmmant.



Procedind cum s’a ariitat, obtinem produscle din alituratul tablous:

o al
a |

Cu ajutorul acestor valori, o

g1 gl

G

¥, = 5,402 ¢,

b} Solufia graficd. Yom dispune epura asa ca si av
structie (fig. 43 a). In planul orizontal luim B C perpendiculari pe lini

pimint si construim cu laturile
date triunghiul 4 BC. In plan
punctul O este punctul de inter-
sectie al medianclor. In  pro-
icetie verticali O’ este la- o
iniltime asa ca OC si fie cwal
cu 6 m,

In aceste conditii «, si ¢y in
proicctie verticald se proiceteazi
dupi o dreaptd si ¢; prin altd
dreaptia. In planul vertical des-
compunem sarcina de R = 10¢
dupit cele doui direetii, avand
astlel proiectia verticala a lui F,.
In planul orizontal o deducem
numai decit. In acest plan des-
compunem Iy dupi ¢ si v pe
cari le ridicim si in planul ver-
tical, terminand astfel epura.
Prin  rotatii deducem valorile
forfelor in adevirati marime,

Sa obtinut:

Fi=5,52t, I,=212t, F,=4,96t

Eroarea maximi este de 2,29

(21 2
3/60 | 5/12
1/2 | —1,2
dsim:

C2 ¢y = 0,354
¢a @ = 0,139
¢ ea=|0,323

F, = 2,118 1,

3

—5/12

—1/3

em simplificiiri de con-

a de

pentru cd in planul orizontal ¢,

talnesc sub un unghiu relativ ascutit,

Figura 43

¢y se in-

Aplicatia Nr. 5. O grinda OABC, facuta dintr'o singurid bucati, este arti-
culatd in O (fig: 44), sprijinita in A §i B de proptelele A D si B E (articulate



68 \

la extremititi) si solicitati in C de o for{d verticalid, 1t = 3 tone. Dandu-se:
Od=mAB=BC=1mAD=2m BE=3m0D=4m, OF = §
msi DI =3 m, sistiind cii punctele O, D
si I2 sunt intr'un plan orizontal, se cer efor-
turile in proptele si reactiunea din O.

a) Solufia graficd. Punem mai intdiu con-
structia in epurd (fig. 45 a). Luind ca plan
orizontal planul triunghiului O D E, construesc
acest triunghiu. Consider punctul [7;, care
imparte pe O E in acelasi raport in carc .1
imparte pe O B. Construese acum triunghiu-
rile O, D si DA, By (cari sunt rabaterile
triunghiurilor O A D si D A E; respectiv in
jurul latueilor O D si 1) E;, pe planul orizontal), cunoscindl toate laturile.
Observ ci punctul A, projectia orizontali a articulatici A, in rabaterile
cfectuate, s’a miscat pe dreptele A, ay si 1, a;, normale respectiv pe O D si
D E,, in jurul cirora s’a ficut rabaterea si deei A se va gitsi la intersectia
lor. Pentru controlul construetici, sc poate considera si triunghiul O .4 I,
rabitut in jurul laturci O E; si punctul A va trebui sii se giscasci pe nor-

Tigura 44

i
i
A" i
/’/ / 1
) // -]
0 A, 4
bl
A
\ 1
‘\
\ {
\ ok
‘\
\ b
\
\\N}
\ &
\l
\
i -4
\
! ;
/ SN i
Y oM i

Figura 45

mala prin 4; la OE;, (in epuri nu este aritat). Odati aflati proicctia
orizontali .4, gisim pe B si C utilizind relatiile metrice date si avem
intreaga constructic in proiectic orizontali. Aleg planul vertical astfel ca
propteaua A D si fie o frontali. Cotele punctelor O, D si. E fiind nule,
proiectiile lor verticale sunt in 0', D’ si E’, pe linia de pamint. Cota punctului
4 este egald cu distanta dela A la cercul cu raza A4, q,, cu centrul in ay,
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misurati paralel cu OD, lucru ce se vede usor, Ca verilicare, in epuri am gisit
cota aceluiasi punct, ca distanta dela -1 la cercul cu razi A, a;, cu centrul in
@, misurati paralel cu D Ej, st am gisit aceeasi coti, pe care ludnd-o pe linia
de ordine a Iui A am gasit pe A’ si apoi foarte usor intreaga protectie verti-
~cali a constructici.

Si trecem acum la chestiunca de statici. Bara O A B C este in echilibru
sub actiunea for{ii verticale R ;gi a reacliunilor: F, aplicati in O dupi o
directie oarecare ¢, I aplicatd in A dupi dircctia proptelii A D (o2) si I,
aplicatii in B dupi directia proptelii B E (¢a)- Problema generald revine deci
la descompunerea unei forfe R o in spatiu dupd directiile cunoscute ¢ si ¢,
si dupd directia "¢, necunoscuti trecind prin 0. $tim ci poligonul fortelor
isi péstreazdi proprietdtile prin proiectic. In planul orizontal R are proiectia
nuli si deci proiectiile Iy, IYy si Fy trebuind sd-si faci echilibru vor fi concurente.
Prin urmare, proiectia orizontala ‘¢o rezulti unind pe O cu intersectia propte-
lelor. Si trecem la poligonul fortelor (fig. 45 b). In proiectic orizontald el se
reduce la un triunghiu cu laturile paralele directiilor Cor @2 §i Z‘;, In proicctie
verticald gisese numaidecat directia rezultantei proicctiilor I’y si Iy, &,
utilizind Wn triunghiu oarccare {asemenea cu cel real) ca poligon de forte in
plan, deoarcee directiile o, si ¢'3 s cunosc. Accastd rezultanti va trece in
proiectic verticald prin intersectia d a directiilor Pasicy si dacii ea ar intalni in ca-
drul epurei directia ¢’ a fortei R, ar rezulta ¢, unind aceasti intersectic cu O’.
In general nu se intampli asa, si nici acum. Problema s'a redus la descom-
punerea unei forte R’ (in planul vertical) dupd o directie o'y si o alta ¢,
necunoscutd, insi care trece prin 0', Facem acest lucru cu un poligon funi-
cular trecind prin O° cu 0, orizontal. Pentru a nu maij complica figura n'am
pus in poligonul de pozitic nici pe ¢, deoarece impun poligonului funicular
sil treacd §i prin d si am astfel si directia 0, care se intdlneste cu 0, in b pe o',
Trecind la poligonul fortelor gisesc polul 0y, ducand prin extremititile fortei
R’ paralelele N si V) la 0, si 52.

Directia 0y, rezeménd pe @' si ©'53, rezultd unind pe O’ cu d si deci NV, de-
termind, in poligonul fortelor prin intersectia cu ¢’y pe I’ si R'y;. Descom-
punind pe ultima dupd ¢'s i ¢’y am si pe I, si I*';. Prin linii de ordine re-
zultd poligonul de forte in plan. ‘

Prin rotatii in jurul unei axe verticale pentru Fy si I si citire directdt pentru
I (fiind frontald) am adeviirata valoare la scari:

F, = 2,1 tone, 'F; = 4,08 tone, si F; = 1,14 tone

b) Solufia analiticd. Forta R este cchilibrata de T, si Fy din proptelele AD
si BE si de reactiunea F, din O.
Vom avea deci: L
R4+ Fy+ I, +F=o0
Toate acestea ficandu-si echilibru trebue ca §i momentul lor, luat de ex
in raport cu punctul O, si fic nul, deeci:
@l + agFy + alt = o,
distantele @ putandu-le misura oricum deci §i dupa dreapta OC.
Insd dupi figuri:

v‘;=6?u a=7;h E=Fz;’;’ ITa:Fs‘?z: E=RS’

a; =35

9
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.

si atunei ultima ecuatfie se transformi in:
SFyerea+6F ¢ g+ TR ¢ o=o,

care multiplicatdi scalar cu g:_-, st ¢ ne di:

Sk, $¢s+713s;x;9’—a—0v

51’3;’1;;.5;:‘*'71‘5?1;?——2:0’ ,
sau:

Shaan=TRoq o

6 I ; ‘.’25_—:3=7R;;"z‘r_'1-

Pentru a giisi valorile lui Iy si Iy n’avem decat si evaluam volumele in-
dicate in aceste formule.

-

In expresia volumelor vor intra produse de forma &1 ¢ $1¢,, ele. a ciror
191 ¥1¢2
valori va trebui si le ca]\.ul.nn din dimensiunile geometrice alc fig. 44.

Mai intdiu se stic ci ¢ ¢ = ONE = oo =il
Apoi din triunghiul 01D, de ex., dupi sensurile din figurd, avem:

Sei—2a—ha=o,
care pusii sub forma:

Se=2a+ha

61

si ridicatd la patrat ne da:
25 =4 +16 + 16 ¢, a,
din care deducem: ¢, a3 = 5/16
Aceecasi ecuatie pusi sub forma:
5 a—2 m—in
si ficind acecasi operafic ne da h;z 13/20.
Daca operim in acest mod asupra triunghiurilor 0AD, OBE si ODE pre-

cum i asupra patrulaterului ABED a cirui ecuafie este:

2 + @i—3 ¢s—3a=o,
prin multipliciri scalare convenabile sau ridiciri la patrat, gisim toate produ-
sele cari ne intereseazii si cari sunt trecute in tabloul ce urmeazi:

as . ay ¢s ¢
= 37/40 =y 1/4 13/20
- 5/16 —19/48 61/120
= 7/120 1/4
I —43/48

Si evaluim deocamdatd volumul €1 ¢ Ca
Cu datele de mai sus putem calcula patratul lui, care este:

—_— - -

141 F1¢2 “¢s
(—91:’2 S';a)2 = Y21 (2] ;’z ¢ags | = 0,4218,
@ Ge ,éaE:
deer: 3
1 ¢ ¢ = 0,650
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Sa evaluim volumul ¢ ¢, ¢,

Vectorul ¢ este normal pe planul ODE; vectorul aa, este de

ascmencea
nermal pe acelasi plan si dirijat in sens contrar.

Am putea sit inlocuim unul cu altul, insi ¢ are lungimea 1 pe cind ayay
are o altn Partea scalari a acestui vector este sinusul unghiului vectorilor
a; sioay si deci:

11— a2 = V455/48 = 1/2,250

Asa dar., vectorul a cirui lun"nnc este 1 _ya fi — 2,250 a,a, si deei avem:
203

99 =;— 29250 azn,.
Volumul cerut va fi:
T e = — 2250 wa. e = — 2,250 | = 7 80 L g6s
; I3 ¥ a3 ¢3
Analog gisim:
¢ ¢2 1= 0,209
Cu aceste valori -ciipitiam: . I gis :
F,=4103¢t , Iy=1125t¢.
Ne mai rimine si aflim pe I, cireia nu-i cunocastem nici valoarea nici
directiunea. ‘Ecuatia:

-—l"(,:o: R g:+1', ety Ca

multiplicatd sealar suceesiv cu g:), o 9,, ne di componentele lui Fy dupi aceste
directiuni. Chestiunea este clari, e vorba numai de calcule.

Ne propunem aci sid-i gisim numai valoarca numerici. Daci ll(]lLdlll la
patrat ecuatia precedenti avem:

I‘o’= AYJH SR A G0l 1)

By 3@ €2
care ne dia pe F.
Ne trebuese produsele de forma ¢ ¢,
Avem: .
0 ¢ = — 2,250 @33 03 = — 0,013
p 0 ¢ = — 2,250 aay 93 = — 0,731
iar din tablou avem: :
¢ ¢ = 617420 = 0,508

Cu aceste valori eipitim:
F, = 2,093 t.

Aproximatia cu care am giisit aceste rezultate este aceca care rezultid din
faptul ¢ am ficut caleulele cu trei zecimale.

Comparind aceste rezultate cu cele grafice se observa deosebiri pini la
2% ceea ce este admisibil.



IlI. CURBE FUNICULARE.

A) Ecuatia curbei funiculare.

Am vizut cum se construeste poligonul funicular al unui sistem
de forfe finite I" cari ocupd anumite poziii in plan.

S& presupunem ei am avea un sistem de forte infinit mici,
dIY, intre cari distantele, misurate dupi o curba oarecare S A
fi ds, (fig. 46).

In aceste conditii, daci se
construeste poligonul de forte,
s¢ capitd o curbd a forfelor
dF, iar poligonul funicular se
transformit intr’o curbda funi-
culari s. !

Din curba forjelor rezulti

imediat:

(1) dF =dN =d(N0)

Figura 46

S& presupunem ci raza vecloare care unestc un pol Oy, luat
ca reper, cu un punct oarecare al curbei funiculare s, este r. Se
stic ed avem:

@) drfds =0 , d&/dst =7/,

Or, ficcirei raze polare N, care are directia 0, ii corespunde
un clement ds de aceeasi dlrcctle in curba funiculard si deci
valoarca lui 0 din (2) putem s’o ducem in (1) §i capatim:

3) dF =d (N dr/ds)
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sau:
(4) dFF = dN + » N ds/r,

Eecuatiile (1) si (2) sau numai (3) sau (4), definesc curba funi-
culard in cazul cel mai general.

Ecuatia (4) di componentele lui dFF dupa tangenta si normala
la curba funiculara.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa numai de cazurile simple
cari le intilnim in practici si anume cind avem de-a-face cu sar-
cini dFF verticale st cdnd raportim curba funicularid la un sistem
de axe rectangulare, format dintr’o
orizontald si o verticala. 0 x

Daci sistemul de axe este ales

RatH

£df
ca in fig. 47, avem cvident: o
(5) dF =9 dF %

‘Ducind aceastd valoare in (1),
avem:

i/

Iigura 47

(6) 7 dF = d(N0)

Dacid multiplicim aceastd ecualie scalar cu &, avem:

(7 d(N.0§) =o

insd expresia din parantezi nu este decit proicctia lui NV pe o ori-
zontald, pe care o notdm:

() N.OE =11

si care in cazul nostru nu este altceva decét distanta polard, pentru
- X 24 -y : . oy s 1
ci poligonul de forfe s’a redus la o dreaptd verticala. -

Din ecuatiile (7) si (8) rezulta:
(9 dll =0 , deci II =(C4

Aga dar, in cazul forfelor verticale, pentru toate curbele funiculare,
proiecfia lut N pe axa orizontald & este o constantd.

Daca multiplicim ccuatia (6) scalar cu 7], avem:

(10) dF = d(N.0y)
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Din modul cum s’au ales axele de coordonate, avem:

(11) 0% = cos (0,&) = dx/ds
7 = cos (0;7) = sin (0,) = dy/ds

Daci se tine scamid de (8) si (11) eccuatia (10) se tran-
sforma in:

(12) dF = 11 d (dy/dz)

Aceasta este ecuajia generald a tuturor curbelor funiculare in
cazul incircirilor verticale situate intr’un plan.

Observatie.

Yom presupunc _totdeauna for;a dF dirijata de sus in jos.

Daci luiim axa 7 dirijatd de jos in sus st dacd refacem calculul
ca mai sus, gisim aceleasi ecuatii (10) sau (12) fnsd cu semnul minus
fnaintea lui dFI,

Este bine sd se precizeze dela inceput cind obtinem plus si
cind minus.

Mai intdiu se observit ci de indatd ce ne-am fixat direcfia po-
zitivi a Iui N, rezultd i sensul pozitiv al arcului ds de curba fu-
niculara,

Si notam cu 0 unghiul ‘pe care directiunca - 0 il face
cu + &

Se mai observit ¢i atunci cind parcurgem curba funiculard in
sensul pozitiv, daci avem 0y = &, unghiul 0 creste §i obfinem
scmnul - plus  inaintea ecuatiilor (10) si (12) si minus cdnd
Or=—&. » '

Asa dar, vom avea:
+ dF = d (N.0y) = Il d (dy/d=)
dupa cum avem:
0r = + &

Cu aceastii observatie, ccuatiile (10) si (12) sunt generale.
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B) Curba funiculard a unei suprafete de
inciredri verticale.

1. Generalitati.

Vom lua cazul foarte simplu cind suprafata de incireiri re-
prezintii nigte sarcini verticale, cari se distribuese oarccum dupa
o dreapta orizontala Oz (fig. 48).

Daca valoarea incércirii intr’un
punct oarecare este p kg/m, atunci
avem dFf = p dz.

Introducind aceasti valoare in
ecuatia (12) avem:

p dx =11 d (dy/dx)

sau
(13) Hd*y/dz* = p _
care este ccuafia diferenfiald a
curhet. funiculare.

Si  integrim aceastd ccualie ,
intr’un interval oarecare O — z, 0 Figura 48.
fiind luat ca origine.

Vom avea:

(14) I (dy/dv—tg0p) = F

in care 130, este valoarca lui dy/dz in origine, iar
. A
(15) Ir =S pdz
' (/]

adicd suma forfelor intre O si .

Ecuatia (14) ne arata ci diferenta tangentelor, intre doud puncte
oarccari, este egala cu I/11.

Dacid integrim i ecuafia- (14), avem:

I (y — yo — atg 0,) =S:Fdx

Partea doua integrati prin parti si {inind seami de (15), ne da: -

»

e g::vdl" = ‘.1: F ——S:x pdx

.

x
>

Spux=}xp

pentru cd in origine atat z cit si F sunt nule.
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p
Insﬁ.S z p dz este momentul fortelor p dz in raport cu. originea.

Dacii rezultanta lor, F, este la distania a de origine, atunci

g::vp dz = al’

o o

si decl

\'Fdz=(z—a)F =M

(4

nu este altceva decdt momentul fortelor din intervalul o — z in
raport cu punctul a cirui abeisd este z, si avem deeci:

(16) C H(y—yo—=zitgl) =M

Cu ajutorul eccuatiilor (13), (14) si (16) putem rezolva o serie
intreagdi -de probleme. ’ '

Observatiuni importante.

1° Pentru calculul diferitelor elemente ale curbei funiculare,
adesea este comod a lua ca variabili cantitatea .¢ definiti de
relatia:
(17) she =180 = dy/dx
care ne di:
17) dy = she.dx

- In functiune de ¢ putem exprima si celelalte elemente ale curbei

funiculare.

De ex. dacd {inem seami ci:

chto—shte =1

deci 1/eos 0=]/1+1g0 =che
(18) cosO.cho =1 |
iar expresia lungimii arcului este:

(19) ds = dz/cos 0= cho.dz
ecuafiile (12), (14)-si (16) se transformd in:
(20) Hcho.do =dF

(21) I (sho —'shoy) = F

(22) CH(y—yo—axshe)) =M



2° De asemenca adesea este comod a raporta curba funf:
culari la un sistem de axe oblice, format precum urmeazi: axa 7
rimédne verticald iar axa & face cu orizontala g, unghiul g, -
Abcisele z se masoari dupi axa £ si ordonatele y, Lot dupi 7,
insi dela dreapta &,.
Dupa fig. 49 avem:
y=mn+aigp

care derivatd in raport cu x si notind dy,/da = sha, ne di:

(23) sho =tgf+ sha
st prin diferenficrea acesteia:
(24) chodo = chada

Ecuatia diferenfiali a curbei funiculare
pastrind forma neschimbati si ccuatiile
(20), (21), (22) vor ramine identice, insi
unghiurile corespunzand lui a se vor
miisura in raport cu axa &, iar ordonatele,
dela aceastd dreaptd luatid ca reper.

3°. Prin integrarea ccuatici diferentiale
(13), care are doud constante arbitrare,
tg 0y §i 11, se mai introduce o constanti arbitrard, y,. Asa dar,
avem in total trei constante arbitrare i deci putem impune curbei
funiculare tret condifii, ca de ex. s treacd prin tret puncte date.

4°. Ecuatia (13) ne aratd ci poligonul funicular ne di posibili-
tatea si integram grafic, ecuafii diferenfiale de accastd formd.

5% Grafic nu putem olbfine o curbi funiculard pentru ci nu pulem
face diviziunile dx infinit mici. i

Este o imposibilitate materiala,

Figura 49

Practic se ia diviziuni finite Az, cari multiplicate cu p, ne
dau niste forte concentrate, AF, finite si aplicate in centrele de
greutate ale suprafefelor de incdrciri respective. Prin urmare, su-
prafatacontinui de incirciri o inlocuim cu o serie de forte con-
centrate. , ‘

6°. Din ecuatia (14) se vede ci tangenta intr'un punct oarecare
al curbei funiculare, este dati de suma fortelor cuprinse intre ori-
gind st punctul considerat. Ori suma fortelor concentrate AF este
aceeasi cu suma forfclor continui, p dz, numai in dreptul punc-
telor de diviziune. Asa dar, tangenta la curba funiculari coincide
cu latura poligonului funicular, ficut cu fortele concentrate, AF
numai in dreptul punctelor de diviziune.
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Mai mult. Ecuatia (16) ne arati ¢ momentul forfelor concen-
trate, 4F, este acelagi cu momentul forjelor continui, pdz, numai
in dreptul punctelor de diviziune. Deci si ordonatele curbet funiculare
in dreptul punctelor de divisiune sunt aceleagi cu ordonatele poli-
gonului funicular. Prin urmare atit tangenta cit i ordonata curbei
funiculare coincid cu latura si cu ordonata respectivi a poligonulul
funicilar in punctele de diviziune.

Acest fapt isi-are importania sa, cici poligonul funicular ne
dit ordonatele exacte si tangentele exacte ale curbei funiculare, in
dreptul punctelor de diviziune.

Prin urmare, curba funiculari este o curbia inserisa in poligonul
funicular, punctele de contact fiind bine stabilite.

Aceasta ne permite, pe de o parte si luim diviziunile dx de-
stul de mari, far pe de altd parte si trasam curba funiculard cu
usurinti si destuli exactitate.

Se intdmpla adesea ¢ e intereseazi numai anumite puncte
ale curbei funiculare.

In aceste cazuri, observagia aceasta ne da posibilitatea sit facem
mari simplificiri, atdt in caleulul grafic cat si in cel analitie.

2. Parabola.

In cazul cand Incircitura p este uniform distribuitdi, deci con-
stantd pe unitatea de lungime misurati dupd &, atunci curba fu-
niculard este o parabola,

In acest eaz dI' = pdx si ccuajia (20) se transforma in:

(25) el do == nat
Dacii notiam:
(26) H/p=c
atunci eenatiile (25), (17) st (19) se transformi in:
27 dv =cchgdo
(28) dy =cshochede
(29) ds =cchtody -
cari integrate nedefinit, ne dau: |
(30) x =csho + C,
(31 : y=1Lecsh*o + C,

(32) ' s

I

te(o+tsh2e) + G
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Daca raportam parabola la axcle &, 9, {inind cont de relatia (24)
avem:

(33) dz = ¢ cha da
(34) , dy, = c sha cha da
(33) ds = ¢ chochada

S presupunemn ¢i parabola trece prin punctele A si B intre
cari distanfa este l;, difcrenta de nivel k, jar distan{a orizontali
intre ele I. Lungimea parabolei este s. Ordonata maximi misu-
rati dela axa & o notim cu o, iar dela axa & cu vy, originca
fiind in A (fig. 50).

Daca integram ecuatiile (33) si (34) in intervalul A B, avem:

l = ¢ (sha; — shay)
0 =3 c(sh*ay — sh®ay) = L I (sha, + shay)
in care ¢4 st a; sunt valorile lui «
in A si B. Din ultima relafic de-
ducem ci ap §i a; sunt egale si
de sens contrar. Notim cu a, va-
loarea lor comuni. Dacé in origine

3
o
i
\
LN

are valoarea — ag, in B va avea
valoarea - @y, si in acest caz
prima relatie se reduce la:
(36) Il =2 ¢ sha,

Ordonata maxima ¢, va fi
acolo unde tangenta la parabola Figura 50
este paralela cu AB. Integrand’ Al
ccuafiile (33) si (34) intre A si acolo unde tangenta este 0, avem:

oo L

vy

T =c(04 shay) =cshay=1/2
(37) " =—1Lcshlag = —Llshay=—12/8¢
Ordonata maximi ¢ va fi acolo unde tangenta la paraboli cste
orizontala. . ;
Tinind seama de seminul lui ¢4 in origine, avem:
shey = tg f—.sha,
(38) shey =tg f + sha, -

Abscisa i ordonata punctului unde ¢ este maxim sunt:

(39) T =—csheg,
v =—1cshio,

cari tinind seama de (38), ne dau:

(/‘O) [ A ‘l-S]lv(lo =h—9 + W !/ 4] (p_-T-)

’
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S& exprimiun lungimea arcului s in functie de sh a,.
Daca scrim lungimea arcului s mlle A si B, adici intre ¢, si ¢
avem din (32):

(41) s=1clor— g0+ 4 (sh2e— sh2g,)]

Daci se {inc seama de (306) §1 (38) si se formeazd si noteazi ex-
presia:

G (s— 0/t =
se obtine:
(43) ¢1— @0t (sh2¢ —sh2¢)) —4 (1 + &) shag = 0

o ccuajie transcendentii in o, care se rezolvi prin incerciri, corec-
tiunile facindu-se cu formula:

(450 1 A shay = A& [1 4 & — L (chgy + chgy)]

Metoda da rezultate exacte, insi nceesitda caleule multe.

In cazul cind «, este mic, putem face un caleul aproximativ in
modul urmitor. Din ecuatia (23), ;mdnd scamil cit avem g f= h/I,
deducem:

chto = (L,/1)* + sh*a 4 2 b sha/l

care pentru valori mici ale lui a, ne da:
(43) cho = (/1) + (I sh*a + 2 h sha) /21,

Introducind aceastd valoare in (33) si. integrand intre A si B
qdicd intre — aq si + @ i daci notim:

([lG) K l (S —Il) 11/ = &
obtinem:
(47) sh*ay = Gg,

Aceastd formuld, pentru valori apreciabile ale lui shag, ne da
aproximalil prea mari.

*) Ecuatia (43) este de forma- (a) f (shay) = 0. Luind o valoare apro-
piatd, inseamni ci avem: (b) sha,'= sha, — dsha, .§i prin inlocuire f (sha,’) =
f (shay — Ashay) = A =£ 0, care prin scidere membru cu membru din (a) si
impdrtire cu dsha, conduce la:

[f(shao)— f (shay — A shay)) [Ashay = — A[A sha,

si fiindcd suntem in veciniitatea solutiei avem valoarea corectiunii ce rezulti
din (b): Asha, = — A[f'(sha,).
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Avem si o formuli intermediara intre (43) 51 (47) si anume:
(48) o + shag [chag—2 (1 4 &)] = 0

care este exacld pentru cazul, h = 0. Si aceasta se rezolvi prin
incereiri corectiunile ficindu-se cu formula:

(49) A shag = 4/2 (1 4 &, — chag)

Gradul de aproximatic al formulelor (47) si (48) il apreciem com-
pardnd rezultatele cu cele date de formula (43) (vezi aplicatia Nr. 6).
Cum se vede, cu oricare din ecualitle (43), (47) sau (48) giisim
valoarca parametrului a, care introdusa in cc. (36) nc da valoarea
constantei ¢ i din ec. (26) avem tensiunea orizontala If — p-¢, cte.

3. Lantisorul.

a) Cind incircitura p este uniform distribuiti pe unitatea de
lungime de are, atunci dFF = pds, si ecuatia (20) sc transforma
in:

(50) I chegdo = pds,
care este ecuatia diferenfiatd a lantisorului.

Dacit se {ine seama de (26) atunci ecuatiile (50), (17) si (19) se
transformit in:

(51) dz =cde

(52) dy =cshedo
(53) ds =ccheodg
cari integrate nedefinit, ne dau:

(54) z=co¢ +C,
(35) y=cohgC,
(56) s = cshe +C,

Dacii langisorul trece prin punctele A st B cirora corespund
o S1 ¢, alunei avem: : '
’ k) 4

(57) I=c(e1— ¢
(58) h = c(chgy—chey)
(59) s =c (sh¢y — sheg)

6. 193%, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenta materialelor.
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In loc de variabila ¢ luam alta, «a, asa fel ca:

G

=1+ «
Co = Yo —
(60) Co Yo 0

1 =yo + qg

In aceste condifii ccuatiile precedente in intervalul A B, adici
intre — aq $t + g, iau forina:

(R ' I'=2¢cd,
(Gl) ' h=2¢ s]n/ro' s)tao
(63) s = 2 ¢ clhpy sha,

Daca se ridici la patrat ultimile doud ecuatii, se %'1(1 una din
alta, se {ine cont de (61) si se noteazi:

(64) VsE—RE/l=1+¢
cipatim:
(65) ' shay — (1 +&)ay =0

ccuajie transeendentd care se rezolvdt prin incerciri. Odatd ce am
giisit o valoare aproximativa a lui g, corectiunca o facem cu ajutorul
formulei:

(G6) A ag = A/(L+ & — chay)

Pentru valori mici ale lui @y, avem aproximuiiv:
(67) ay® =0 &

Dacii se fmparte (62) prin (61) sau (63), se obine:
(68) - shyg =tg B/(1 + &) sau thy, = h/s

Cu ajutorul formulelor (60)— (68) putem gisi toate eclementele
curbei funiculare.

- b) Lintisor trecind prin trei puncte, A, B si C.

. Vom aplica ecuatiile (Gl) — (63) punctelor B si C. Daci punctului
C, de coordonate z, ¥, i1 corespund clenentele zp sl a, atunci, din
primele ccuatii (61), rezulta:

(69) Ay Lr=Ne =" 2=0 /2 ¢

de unde:

(69) ay = Ik, a = ak
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conform ecuatici (60), in origine avem:
{60y Co=TYo— 0y =P —a
Dacd pentru ambele punete (B si C) impirgim (62) prin (61) si
jinem seama de ecuatiile (69) si (60), avem:
hk/shilk = sh (¢, -+ k)
yle/sh ok = sh (¢y + k)
care ne da ecuaia in /:

(1) arsh (hle/sh k) — ar sh (yk/sh ak) —(l—2) I =

(70)

Ol)lmom o valoare aproximativi a lui k desvoltand (/l) in serie,
si pastrind termenii la puterea intaia:

(g%, hil—y/e =(1—a)k

Daci voim valori mai exacte, rezolvim prin incerciri ¢c. (71)
corcetind pe k& cu ajutorul formulei aproximative:

(73) Al =4/ [(h1+ ay) k/6+ 1 — 2]

Din cel mult doud incerciiri ajungem la valoarea aproape exactit
G lm k.

¢) Linfisor trecand prin punctele A si B siecu tensnunea
N tn B cunoscuti.

Avem N =1II ch (y, + a5). Dacit notiim cantitatea cunoscuts
N/p = ¢;, atunci:

¢ = c1/ch (o + a,).
Din ccuatiile (61) si (62), deducem
Leh (wo + ag) =2 ¢, a4
hch (o + ag) =2 ¢, shy, sha,
Eliminidnd pe #, intre aceste ccuafii obfinem ecuatia:
(74) B/ag® 4+ 12 /sh*ag— (2 ¢, — h)2/ch?ay = o
in a,, care se rezolva prin incerciri.
O valoare aproximativi a lui a,, pentru valori mici ale lui, este:

(75) ag* = (P 4+ W) /(2 ¢, — h)?
Corectiunea lui a4 se face cu ajutorul formulei

(76) 4 ay=4/2[B/ag + I* chay/sh3a, — (2 ¢y — h)* shay/ch3ay]
Calculul urmeazi dupi norma indicati mai sus.

Avand pe ¢ din formula (68) deducem sh o, I, etc.

0*
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4. Alte curbe funiculare.

a) Si se giiseascdl curba funicularid pentru o incirciturd de formit:
P=p+FMmX+p.X>+....
asa fel ca in originea A, s@ avem: x = o, y = o, lg Oy = o, tar in
punctul B, « =1, y =h.
Avem
(77) Hd*y/da® =py+pra+ pa®+.....
care in conditiile problemei, ne di:
(78) I dy/dax = pyx 4+ pya*/2 4+ py28/3 +.....
(79) Hy=pea*/2 4 pya®/6 4+ pyat/12 +.. ...
 Pe I il determinam din condifia:
(80) - Hh=pol2/2 4+ p,B/6+p, /12 .. ...
Avem deei toate elementele pentru determinarea curbei funi-

culare.

b) Si se giiseascit curba funiculardi ale ciirei ordonate, misurate
dela o linie orizontali, multiplicate ca un factor oarecare, si
reprezinte chiar fneiireditura curbei funiculare.

Vom avea deci

(81) I dy/da* =y y
Daci punem

(82) y/H = d®

clipiitiun ecuatia

(83) dy/da*—a*y =o

a carel integrald este: :

(84) y = A chaz 4 B shax

in care A §i B sunt doud constante de integrare. Dacit ne impunem
condifia ca in origine si avem: y = y, si dy/dx = tg 0, gisim:

A =y, st B=1ig0,/a
St dachi in B avem « =1 si y = h rezulti:
(89) h = yq chal + tg 0y shal/a
ecuatie In @, care se rezolvi prin incerciri. Cind tg 0y = 0 avem:

(86) ' y = yochaz si h = yychal
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C) Aplicatii.

Aplicafia Nr. 6. Se di un cablu (fig. 51) suspendat intre punctele A si B
situate la distanti orizontald si verticali respectiv de ! =10 m §i k=1 m
§i care trece prin punctul C, situat la mijlocul deschiderii I si cu 0,5 m sub ori-
zontala lui A, Ll este inciircat cu o sarcini verticald uniform distribuiti p = 1¢/m
de proiectic orizontala si cu trei forte concentrate: 7y = 3¢, I', = 5¢ si iy =Tt
situate respectiv la 2, 3 si 7 m de punctul . Se cere: a) Tensiunea orizontald
I i tensiunile in A si B. b) Ordonatele cabluluj in dreptul fortelor concentrate,
¢) Coordonatele punec-
tului cel mai de jos al
cablului. d) Punctul cel 7 h3t
mai depirtat al cablu- S
Iui de dreapta A B,

a) Luam originea 4 \‘\1
axclor de coordonate T |:
in A, cu axa 7 verti- [ ﬂ"”_mf RN T =y
cali de jos in sus si £ L T B Y Liom ;

orizontala., Avem astfel 4 . '
iy Figura 51

Ovr =259 si vom lua

semnul plus  inaintea

forfei clementare d F, Ecuatia (22) in punctele B si C, cu:

Mp=301004.10 + 3.7 & 7.5 4 3.8/= 130 tm;

Mc = 3.5.1.5. 4+ 2.5 + 3.3 — 31,5 tm.
ne di:

11 (1,00 — 0 —10 sheo) = 130 si 1T (— 0,50 — 0 — 5 sh ¢o) = 31,5
din cari:

shey = —193/670 = — 0,288 i 11 = 33,5 t.
Avem apoi:
chgo = 1/1+ sh¥¢, = |/T T 0,288 = 1,041
Si din ec. (21) aplicata punctului B, cu F=1.10 + 3 +5+7=251¢
shey=shey + F/I = — 0,288 + 25/33,5 = 0,458

$1

chey =11+ shig; = |/T + 0,458 ~ 1,100
§i cu acestea:

Na = Hch ¢, = 33,5.1,041 = 3487 63 N = 36,85 t.
Componentele verticale le gisim u56r cu:
Vi = U1l = I she,— 33,5.0,288 = 9,65t 5i Vp = 15,35 1.

sau, pur §i simplu, luind momentele in raport cu A si B.

b) Ecuatia (22) ne di ordonatele in dreptul celor trei forfe. Cu: M, =
32.1,2=2 G2\ = 2o 8L ) o g 7,5 tm si M= 48,5 tm avem:
Y= My/H + 2ish ¢ = 2/33,5 — 2.0,288 = — 0,516 m.
i analog: '

$o=—0060m ; y,= — 0,240 m.
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¢) Punctul cel mai de jos al cablului este caracterizat prin dy/dx = tg 0 =
sh¢ = 0 si ecuatia (21) ne da: i

It =1 (0 — sh¢g) = 33,5.0,288 ~ 9,65 ¢

Accasta are loc in dreptul forfei F,, deoarece pinit la ea av cmf =3.1+3=
6 tone si dupda ea [ = 6 + 5 = 11 tone.

d) Punctul cel mai depiirtat al cablului de dreapta .1 B este caracterizat
prin dij/dx = g 0 = sho = I/l si ce. (21) ne di:

F=1U (h/l—she¢) = 33,5 (1/10 + 0,288) = 13 ¢

si punctul, in dreptul ciruia avemn aceasta, este din intamplare chiar C. Dis-
tanta cdutatd este 1 m misuratd pe verticala.
Curba se compune din patru arce de paraboli.

Aplicafia Nr. 7. Se da un cablu, lung de s = 600 m, suspendat intre pun-
ctele A 5i B, situate la distan{ii orizontala
si verticald respectiv de: = 400 m si
h =100 m, care suporti o incircare
p=11/m orizontal (fiz. 52). Se cere:
a) tensiunca orizontald II; b) sigeata
maximi ¢ §i ¢} tensiunea maximi iV,
Calculim mai intdiu parametrul a,.
Vom utiliza pe rind cele trei formule (47),
(48) si (43} in ordinea aproximatiilor ce

Figura 52

ni le dau.
1) Prima formuld cu

L=VTE+ I =|/%00F + 100 = 412,311 m.

& = (s— b I/I2 = (600 — 412,311) 412,311 /4002 = 0,48%

ne di:

shag=1/6¢ = 1/6.0,484 = 1,7

2) Aceastdt valoare aproximativi o introducem in a doua formulid apro-
ximativid (48), Pentru ¢i e vorba de un calcul aproximativ ne multumim cu
valori cu cite douit cifre zecimale si cu calculul cu rigla. Avem:

sha, = 1,70; ao = 1,30, chay = 1,97
4 =130+ 1,70[1,97 — 2 (1 + 0,484)] = — 0,40
A shag = — 0,40/2 ([1 + 0,484 — 1,97) = 0,41

Asa dar shq, = 1,70 4+ 0,41 = 2,11

Pentru e este vorba de calcul aproximativ pentru sha, vom lua va-
loarea din tabele care se apropie cel mai mult de 2,41. Asa avem \'1lonlc

sha, = 2,106; ap = 1,490; cha, = 2,331
pentru carl avem: )
4 = 1,490 + 2,106[2,331 — 2,968] = 0,148

 shay = 0,148 /21,484 — 2,331) = — 0,088
care ne di sh ay = 2,106 — 0,088 = 2,018.
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Aceasti valoare sau una apropiati cum ar fi de exemplu sh a, = 2,02,
casid avem calcule numerice mai usoare, o introducem in formula (43). Tindnd
cont de (38) avem:

sh¢q = 100 /400 — 2,02 = — 1,770 ; ch Cor=2,033,
sh2egl= — T196);  ¢g=t—1,336
sh €1 = 100/400 + 2,02 = 2,270; ch ¢; = 2,481
s =SS GO0 o F=Rii55R
si cu &= (600 — 400) /400 = 0,5, avem:
A = 1,336 + 1,558 + L (7,196 + 11,262} — 4 (1 + 0,5).2,02 = 0,003
< shag = 0,003/4 [1 + 0,5 ,5— (2,033 + 2,481)] = — 0,001
Obtinem deci:
shay = 2,019

Ne oprim Ia aceasti valoare.

Se observii cii formula aproximativi (48), da rezultate foarte apropiate de
cea exactd, (43).

a) Din formulele (26) si (36) deducem:
H=pc=pl/2shay = 1.400/2.2,019 ~ > 39,05 t
b) Din ccuatia (39) si (26) cu:
sh¢o = 100/400 — 2,019 = — 1,769 S

rezulti: y
¢ = —Ush?* ¢/4 shay = —400.1,769%/4.2,019 = — 155 m
¢) Cu relatiile (38) avem:

' shep = 100/400 + 2,019 = 2,269 st cheg, = 2,4780

Np=1Ilch ¢, = 99,05.2,4780 = 2456 t
Aplicatia Nr. 8. Se di un cably, lung

de s = 370 m, suspendat intre .1 si B ?9—

.

(fig. 33), situate la distanjele [ = 330 m R

si b= 50 m, misurate respectiv orizontal b \:

si vertical si incircat cu o sarcini uniform ]

distribuitd pe unitatea de lungime a ca- i .
!

blului p= 2 kg/m. Se cere: a) Tensiunile
I, Ny i Np, b) Coordonatele varfului.

a) Ne alcgem axele ca in fig. 53, Figura 53
Ecuatia (64) ne defineste: »

1+ e =1s*—l2/l=]/370°— 502/350 = 1,04745
si cu accasta, formula aproximativi (67) ne da:
a= V6 =1/6.0,04745 = 0,53%
Rezolvim acum ecuatia {65) incepind cu:

. a4y = 0,53; shay, = 0,55516; chay, = 1,14377
Rezulta:

4 = 0,55516 — 1,04745.0, 53 = + 0,00001
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si din (66):
4 aq = 0,00001/ (1,04745 — 1,14377) = — 0,00010
si deei ‘
a, = 0,53 — 0,00010 =2 0,52990
iar formula (61) ne da:
c=1/2aqy= 3a0/- 0,52990 = 330,24 m
si
II = cp = 2.330,24 = 660,5 kg
Din (68) avem:
tghype = h/s = 50/370 = 0,135135; .. y, = 0,13583
si deci:
¢o = o — o = — 0,39410; sh ¢, = — 0,40438; ch¢y = 1,07868
¢1= o + o= 0,66570; sh¢) = 0,71598; ch ¢, = 1,22990

Na=Hchey = 660,5.1,07868 ~ 712 kg, analog N = S11 kg,
b) Pentru virl avem: tg 0 = sh¢ = 0 si ccuatiile (54) si (53) ne dau:

a=c(¢— ¢ = 330,24.0,39410 ~ 130,148 m
¥y = c(cho—chegg) = 330,24 (1 — 1,07868) ~ — 25,933 m

-

2o
]

ta- Kn

4]

Aplicatia Nr. 9. Se dau trei puncte A, B si C prin cari trece un cablu ce
gine, sunt: x = 100 m §i y = — 100 m.

este iInciirecal cu o sareind unilormii
g 7»
Se cer: a) Tensiunile If, N.qsi Np,

distribuitd pe lungimea cablului, p=5
kg/m. Distanta intre punctele A si B
__fadoo™ o b) lungimea cablului s si ¢), coordona-
tele punctului cel mai de jos al cablului.

este de I= 400 m i h= 100 m, mi- .
surate pe orizontald si verticald (fig. 54).

Figura 54 a) Aplicand formula aproximativi
(72) avem:

Coordonatele lui €, fati de A ca ori-
k= (100//100 + 100/100) /(200 — 100) ~ 0,0042

ar (71) st (73) dau succesiv:

A = ar. sh[0,62/sh (0,42.4)] — ar. sh[— 0,42 /sh (0,49}]
— (400 — 100).0,0042 = — 0,238 .
4k = — 0,238 /[(100.400 — 100.100) 0,0042/6 + 400 — 100] = — 0,0007

si deci:

Ik = 0,0042 — 0,0007 = 0,0035

analog avem:

4 =—0,000156; Ak =-—510—7<0

si deciz

k= 0,0035
Rezulta:
c=1/2k=1/2.0,0035 = 142,9 m

I = cp=142,9.5 = 714,5 kg
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Din {69) avem:
g = Lk = 400.0,0035 = 1,4 si sha, = 1,90430
si din (62):
shipg = Il /sh ¢y = 100% 0,0035/1,90130 = 0,1838; 37, = 0,1828
siocu:
Co= Yo — tg = — 1,2172; ch ¢y = 1,8369
€1 = Yo + dp = 1,3828; ch¢, = 2,5370
avem: 3
Na = I chey = 714,5.1,8369 = 1312 kg; analog Np = 1813 kg
b) Cu tgh ypy = 0,1808, formula (68) ne da:
s = h/tgh ye = 100/0,1808 = 553,1 m
¢) Pentru varf avem: 30 = shg = 0 si formulele (54) si (35} ne dau:

T=c(g— ¢ = 142,9.1,2172 = 173,8 m
¥ =clch ¢ —che) = 1462,9 (1 —1,8369) = — 119,6 m

Aplicafia Nr. 10. Un cablu este suspendat intre punctele A 'si B situate
la distantele = 300 m si =120 m,
miisurate respectiv pe orizontald si verti-
cali (fig. 53). El este inciircat cu o sarcini
p =8 kg/m de cablu si rezisti la o ten-
siune maximi de NV = 3000 kg. Se cere:
a) tensiunca orizontald in cablu, I, b)
lungimea cablului s si ¢} coo.donatele
varlului. & ~(-300™ -

N

a) Ciutim mai intaiu valoarea para-
metrului ¢q. O valoare aproximativi ne-o
di ec. (75).

a6t = (300° + 120%) /(2.3000 /8 — 120)% = 0,263; @, = 0,51

Figura 55

Formulele aproximative ne dau totdcauna valori mai mici pentru a, Ele
ne indicd numai regiunca in care se giseste solutia exacti. Deci vom incerca
cu valori ale lui ¢, > 0,51,

Transcrim incercarea ficutii cu

ay = 0,6; shay = 0,63665; ch a, = 1,18547
O parte din caleule sunt ficute cu rigla de 25 em. Avem:

4 = 300%/0,6* + 120%/0,63665* — (2.3000/8 — 120)2/1,185%7* — 3104
4 ao = 3104 /2[300/0,6° + 120°.1,18547 /0,63665° — (2.3000/8 —
120)2 0,63665/1,18547%] = 0,0047

Daci incercim a, = 0,6047 gasim:
a, = 0,60475; sha, = 0,64230;
solutie la care ne oprim.

Din formula (61) avem:

¢ = 1/2 a, = 300/2.0,60475 = 248,04 m; Il = cp = 248,04.8 = 1984 ke,
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b) Din formula (63) si (68) avem:
shyy = ag hflsh ay = 0,60475.120/300.0,6 230 = 0,37662
si cu
Yo = 0.36824; 1g y, =0,35244
din (68) avem:
s =h/tgy, = 120/0,35244 = 340,48 m

c) Virful ¢ caracterizat prin (20 = sh ¢ = 0.

Cu ¢g = yp—ay = — 0,23651; h ¢, == 1,02811 din (3%) $i (33)rezulta:
T = c (¢ — ¢,) = 248,04.0,23651 = 58,66 m
y=c(cho—ch ¢} = 248,04 (1—1,02811) = — 6,97 m

Aplicatia Nr. 11. S se construiasci curba funiculard, raportata la DE ca
ax &, trecand prin oA (Omslm) si B (6, 3m), cu tangenta in A orizontald {fig.
56), a incircirilor proportionale cu or-
donatele ci proprii, p= yy = 1,8 yt/m
orizonta!, Aceasta reprezinti o incir-

ciituri de piamint. Voip presupune ci
normal pe planul curbei luam o grosime
de pamint cgali cu 1.

a) Solufia analitici. Luim axa 7
verticali de sus in jos pentru ca Oy = ;:;)-
Ecuatia (86) aplicatid in B ne da:

3=1.ch6a
care prin rezolvare ne di:
a = 0,29379
Aplicind ccuatia (86) y = y, char din metru in metru avem:
=0 1 3 3 4 5 6 m
y=1; 1,043; 1,178; 1,414; 1,774; 2,287; 3,000 m

Figura 56

Impingerca orizontala cste datd de formula (82):
Il = y/a* = 1,8/0,29379% = 20,854 t

Putem evalua si inecdreitura totali:

1 l
{87} = g wydz = py, g chavde = yy,shal/a
Jo Jo
sau numerie:

F=18.1.1/37"1/0,29379 = 17,329 ¢

b) Solufia graficd. Pe cpurd (fig. 57) s’au dus dreptele AC si DI paralele
la distanta de 1 m. Curba funiculari va treee prin 1 si B si va fi tangentd in
A Ta dreapta AC.

Pentru curba ADB ludm o curbi absolut arbitrard, care insi si corespunda
conditiilor de mai sus. In aceste conditii luim cercul tangent in .1 si care trece
prin B. Dacd aceasta este curba funiculard, atunci inciircitura este datd de
ordonatele y, mirginite la dreapta DE si acest cerc. Impirtim DE in 6 pirti
st vom lua ordonatele la mijlocul jum;‘ila’nt_ii diviziunilor. Acele ordonate y mul-
tiplicate eu 1 m dau fortele Fy, Fy, 1., .F,, dupit ce le-am multiplicat cu 9.

In poligonul fortelor am luat jumitate din aceste ordonate pcnlru a nu
esi. poligonul prea mare.
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Aceste forfe le vom presupune aplicate la mijlocul fiecirei diviziuni, desi
de fapt cle ar trebui aplicate in centrul de greutate al ficcirui trapez, cici su-
prafata individuald este un ‘trapez cu 2 laturi verticale, o laturi orizontali
5i alta arcul funicularului. Acea"td aproximatie, dupi cum se va vedea, n’are
mare importan{i asupra rezultatuluj. 3

Cu ajutorul polului O.si deci cu distanta polari OC, = 4,5 m, construim
poligonul auxiliar A, B,, Misuram pe epurd la scara B, C; = 2,64 m. Pentru
ca si avem B C; = 2 m, trebue si luam alti distantd polard /1, asa fel ca:

C2.H = 2,6% % 4,50

de unde:
H = 5,94 metri

Luim deci C,0, = 5,94 si ‘construim
al doilea poligon funicular— in figura de sus— care trece prin A si B,
Se observid ci acest poligen funicular este foarte apropiat de cere,
Dacii se miisoari ordonatele din metru in metru.se giseste:
£ =5 (8) it R 4 5 ¢
y=1; 1,04; 1,48; 1,40; 1,77; 2,28; 3,00

deci valori foarte apropiate de cele caleulate, - wll %

Ar trebui sd luim ca incirciri ordenatele nouii curbe funiculare. Dacd
se evaluiazii aceastd incireiiturd, pe baza ordonatelor de mai sus, se giiseste
9,67.9, cand prin calcul s’a gisit 9,63 p:5i ar trebui si construim un nou po-
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ligon funicular AB. Cind douii asemenca poligoane funiculare coincid, atunci
acestea reprezintd solutia definitiva.

Diferentele fiind mici, ne multumim cu poligonul funicular AB ca solutie
definitivi,

Avem deeci:

ySyd:c= 1,8.9,63 = 17,33 t

iar I =2.50%.y= 2138t
care diferd cu 2,59 de valoarea exacti.

Aplicatia Nr. 12, Si se giiscasci
_ - curba funiculard a incircirilor cuprinse

intre o dreaptit orizontala si curba fu-
niculari ACB (fig. 58}, care are ordo-
natele in - si B, distantate orizontal cu

i)

i
%
e
& 100 m, egale respectiv cu 25 si 15 m. In
i punctul C, unde tangenta ecste orizon-
I tali, ordonata este 1 m, Ordonatele
Figura 58 reprezinti o inciircituri de pimint
cu y=18t/md.
a) Solufia analiticd. Yom lua originca
axclor in O, pe verticala Iui C si aplicind ecuatia (86) punctelor A §i B avem:
2 =1.chaxr, si 15 =1.chan
de unde:
ar, = 3,911625 si ax, = 3,400084
si deci tindnd scami i . -+ ;=100 m avem:
a=0073117 si 2,=53498m ; = =46502m si JI=336,7¢
S’au calculat ordonatele curbei din 10 in 10 m cu formula (86) st s’a trasat
curha prin puncte {fig. 59) numai ca ochiul si se deprindd cu alura unor astlel

25.000
12.049
5833
2,877
1528
1.033
1000
1,415
1821
=1 5%
T.247
15,000

R A Xt 537498 -~ X, 467502

£a100m ----

Figura 59

de curbe. Pini la ordonata y = 15 m curba este simetrici in raport cu ver-
tizala punctului €. Valoarea inciirciiturii conform formulei (87} dela aplicatia
Nr. 11, este:
F = yy, (sh a xy + sh axy) Ja= 983,41 t
Observatie. Am avut ccuatia:
I dy/det —yy=o
care trebue sii fie omogend. Primul termen are dimensiunile:
. t.m/m* = t/m
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Al doilea termen, pentru ci 7 este exprimat in {/m® are dimensia:
Lin/m® = {/m?.
Pentru ca sit se faca formula omogend, vom presupune ci luim normal
pe figurd o figic de incdrciturd de 1 m Iatime si atunci avem:
Lm/m* = t/m
ceea ce face formula omogeni.
Astizi cind podurile in arc, cu deschideri mari, sunt curcnte, metodele
grafice, pentru determinarea curbelor funjculare necesare, nu sunt suficiente

D.

~

~

o
!

Byt
R

i H
! :
] ! f ;
3 H ! .
B el :
P v ;
S ¥ : : :
A
' 4 i i i
i : i i '
; : : Figura 60 :
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(%
‘penlru a ne da aproximatia ce ni se cere. Din exemplele date se vede ca
se poate intinde aproximatia oricat de departe voim, atunci cind intre- .

buintim calculul analitic in locul celui grafic.

b) Solufia graficd. Prin punctcle ACB facem sii treacd o curbi arbitrar3,
de ex. un cere (fig. 60 a). Acest cere trece prin A si B si este tangent la o dreapta
orizontalit paraleli cu DE si situati ¢cu 1 m mai jos ca aceasta.

Ordonatele intre DE si cercul ACB le luim ca incireiri. Masurand pe desen
aceste ordonate, la scard, gisim respectiv:

20.4; 12,8; 7,55 3,8; 1,6; 1,0; 1,45 3,4; 6,8; si 12,0 m.



Suma lor este 70,6 ceca ce ne dit o suprafatd de 706 m?, pentru ci ordo-
natele sunt misu ate la mijlocul panourilor de cite 10 m. Aceasta ne di o in-
cicciitura totala de 706 X 1,8 = 1271 tone, in loc de 983,41 t cat este in rea-

litate,
Cu aceste forte construim poligonul de for{e 12 si cu o distantii polari oare-
care construim poligonul funicular 8y, 0,,...0, aviind polul in O (fig. 60 b).

Dupi regulile ariitate la poligoanele funiculare gisim polul 0y, asa cii po-
ligonul funicular si treacd prin punctele A, C; By si gisim poligonul funicular
0., 0, 0,... (lig. 60 c).

Luim ordonatele acestui funicular mirginite la dreapta D, £, ca incirciri
si gisim:

18,4; 8,3; 3,25 1,3; 1,0; 1,15 1,7; 3,1; 5,8; si 11,3 m.

Suma lor este 55,2 m ceca ce reprezinti o incirciturd de 552x1,8=99% ¢t
in loc de 983,41 t, ciit s’a gdsit prin caleul. Cu acest poligon de forte si polul
O’ descrim poligonul funicular 8,"', 6,", 0,"" (fig. 60 d) cu ajutorul ciruia ga-
sim polul 0" aga ca poligonul funicular 0,"", 0,"", 0,""’. .. si treaca prin punc-
tele A, C; B, (fig. 60 ¢). Noua distan{d polard este 19,6 m sau 19,6 x 1,8= 3531
in loc 336,7 t, cit s'a gisit prin calcul.

Prin urmare la incircituri avem piand acum o ecroarc de 1,19, iar pentru
distanta polard o croare de 4,3%.

Luim din nou ordonatele poligonului funicular -A; C; B, ca incircitura
“§i repetim aceeasi operatie, ca mai sus, pand cind ajungem la doud po]moano
funiculare consccutive, ale ciror ordonate sunt sensibil erale.,

Constructiile nu trebuesc impinse prea departe, fiindea din cauza erorilor
sistematice, incrente unor astfel de operatii, nu putem obfine doui polwonne
funiculare riguros identice. :

Aproximatiile obtinute pe desenul nostru sunt destul de mari dar nu re-
zultd ci, pe un desen de 10 ori mai mare, se vor obfine si aproximatii de 10
ori mai mari,

Calculul grafic ne poate servi ca un control al calculului analitic, pentru
a evita erorile grosolane ce se pot face la acesta.



IV. CALCULUL MOMENTELOR STATICE
SI DE INERTIE ALE SUPRAFETELOR.

Pentru suprafefele regulate se stie cum se calculeazii aceste
clemente. Pentru suprafetele neregulate, poligonul funicular ne
pune la indiméind o metodd simpli st expeditivi.

Si presupunem ci volm si gisim aceste clementé pentru o su-
prafatda oarecare £, in raport cu o axi A (hg. Gl).

Imparfim suprafaja in fagii paralele cu axa A, asa ca si le
putem usor determina suprafefcle si centrele de greutate. Fasiile
trebuesc s fie destul de mici, asa ca fiecare din cle sa le putem
asimila cu un paralelogram sau trapez si deci eroarea ce o facem
asupra valorii suprafetei si a pozifici centrelor de greutate, fala
de adevirata forma a figurii, si fic destul de mici.

S& presupunem cit suprafefele clementare ale suprafetei date

sunt df2y, d02,, etec. si ci cle se gisesc la distantele x,, x,, ete. de
axa AA, '

1. Momentul static.

Momentul static alsuprafefei intregi in raport cu axa A va fi:
1) S =2 12,dQ,

Ca si putem utiliza proprietafile poligonului funicular vom
presupune cd df2, sunt niste for{e paralcle cu axa A si deci vom
afla momentul lor in raport cu aceasti axi. '

~ Construim poligonul forfelor d2,, etc. si cu o distan{a polara,
oarecare Il, construim un poligon funicular.

- Pentru prima for{d elementard df2,, momentul static, in raport
cu axa- A, este egal cu distan{a polara II, multiplicatd cu
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segmentul interceptat de laturile extreme de poligon funicular
corespondente acestui element, pe axa A, care pe figurd este dag.
Deci: '
(2) 7o d82y = Il da,
Asa dar: '

(3) 2 2ydQy = H Zday = I1.CD

cici de pe figuri se vede cit
A 2 day = CD.

Daci voim si gisim centrul
de greutate al suprafetei, n’avem
decdt si gisim intersecfia latu-
' rilor extreme de poligon

N¢---6-----= funicular, al intregei su-
prafete (punctul L) si prin

E

|
\.  acel punct si ducem o pa-
N iraleld cu axa . Pe acea
de greutate, pentru ca
segmentul interceptat pe
laturile extreme de poli-

gon funicular a intregei suprafele,
este nul.

2. Momentul de inertie.

Momentul de inertie in raport
cu acceasi axi, A, este:

(4) I =X a2, d8,

In virtutea relatiei (2) avem:
(3) I'=2a.2,d02, =

L 3 a9, Ml dag = 1l Xz da,

Moo ST

Figura 61

Insd, 29 da, este dublul suprafefei triunghiului care are drept
baza latura day si ca indl{ime pe aq.

Notiam aceastd suprafafd cu d i3, Pentru df2; vom avea analog
2d1* = z, da,, etc.

Suma suprafetelor acestor triunghiuri elementare o notim cu
%, si nu este altceva decdt suprafata cuprinsd intre poligonul
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funicular, intre prima lui laturi BC si segmentul CD de pe
axa A. '

Deci:
(6) ot iy =S,

Punand aceasta in ecuajia (5) avem:

IS==\ 2001

Daci luam distanta polari egald cu 2/2, deei H = £2/2, atunci

rezulta:

(7) I =0

In acest caz (Il = 02/2), 2, adici suprafafa limitatd de conturul
BCD, reprezinta péitratul razei de girajie a suprafefei 2 in raport
cu aza A. .

Accasti metoda de a determina momentul de inertie se dato-
reste lui Mohr, si-i §i poarti numele.

Mai putem determina momentul de inertie si In alt med.
Relatia:
(3) I =11 3 zyda,

ne aratd ci putem, cu ajutorul unui poligon funicular, determina
2 zo day considerind da, ca niste forte la distantele x, Poligonul
forjelor da, il avem gata ficut si n’avem decit si ludm un pol Oy,
si cu ajutorul acestui poligon de forfe, si construim un nou po-
ligon funicular. Segmentul interceptat intre laturile extreme de
poligon funicular pe axa A, multiplicat cu distanta polard res-
pectivd, ne di X xyda,. S& notim aceasti noui distan{a polara
cu b, si segmentul interceptat pe A cu ¢, atunci avem:

' 2 xydag = be

51 deci:

I =1 b

Aceastd metodi se datoreste lui Culmann. Metoda Iui Culmann
se poate generaliza §i si ne serveasci pentru determinarca de ex-

presii de forma: X 23,dQ,, X z4,dQ,, ctc.
Observatie.

Expresia exacti a momentului de inerfic al suprafetei d2,, in
raport cu axa A, este:

Io + 2% d&2,

7. 193%, Gh, Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezisten{a materialclor.,
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in care I, este momentul de inerfic al fasiei in raport cu un ax pa-
ralel cu A si care trece prin centrul de greutate al fagiei.
Momentul total al suprafetei intregi este:

) I =21+ 3 22 dQ,

Prin urmare, metodele grafice arditate mai sus §i cari dau va-
loarea expresiei (4), nu daurezultate exacte ct aproximative, pentru
ci si formula (4) este o formuld aproximativi.

Pentru ca cele douid formule si dea rezultate sensibil egale,
trebue ca X I si fie neglijabil fata de X 23, d€2, si aceasta nu se
intAmplid decit in cazul cind fasiile sunt foarte inguste.

In cazul cand aceasta nu se poate realiza, va trebui ca la re-
zultatele cipitate pe cale graficd, §i cari nu reprezintd decdt va-
loarca formulei (4), si addugim termenul de corectiune X I,, daci
acesta are o valoare mai mare decdt accea a aproximatiilor ce se
obtin de obiceiu grafic.

Aplicatia Nr. 13. @) S3 presupunem ci vrem si gisim momentul static al
suprafetei din fig. 61 in raport cu axa A.

Impir{im suprafata in fasii largi de cite 500 mm in realitate. Valorile su-
prafctelor calculate sunt: ‘

0,83; 1,05; 1,12; 1,12; 1,06; 0,9% si 0,53 m?

Suprafata intreagi este 6,65 m?.
2
2

Luim un poligon de forte, si cu o distan{d polard If = -~ = 3,325 m* des-

crim poligonul funicular BD.
Momentul static este:
S = IH.CD = 3,325 m®.4,46 m = 14,3 m3,
b) Si gasim momentul de inerfie. Evaluim de pe epurii cantititile z,, da,
ete. si facem suprafata coprinsi intre poligonul funicular si laturile BC si CD

si avem:
o dag = 3,66 m. 0,94 m = 3,440 m*
xyday = 3,18 m. 0,9 m= 2,988 m
zyda; = 2,68m.0,88m = 2,360m
rydag=218m.0,72m = 1,568 m
ayday, = 1,68m.0,52m= 0,873 m
2sda; = 1,18 m. 0,36 m = 0,425 m
xg dag = 0,70 m. 0,10 m = 0,070 m
11,724 m?

I

Srgday, =
Deci:
2= 11,724 m*®

= 3,812 m?
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Prin urmare:
I=202=665.5812 = 38.64 m?
{calculele ficute cu rigla).
Accasta prin metoda lui Mohr,
Cu ajutorul poligonului de forte si cu o distantd polard b = 2 m, construim

al doilea polizon funicular si obfinem ¢ = 5,93 m. Avem dupit metoda lui Cul-
mann:

I=H.b.c=3325.2.593 = 39,43 m!
Existd o diferentd intre ele, de aproape 2%, diferentd inerenti, care pro-
vine din aproximatiile de aprecieri de distante si de constructic grafici.
Sd evaludm valoarea maximd al lui £ I,. Cea mai ma ¢ fagie este de 2,24 m x
0,50 m al cirei I, este:

I, = 2,24 x 0,50%/12 = 0,0233 m*

Chiar daca ficcare fagic ar avea acest I,, cele 7 fagii ar avea cel mult:
=", = 0ylA"m®

deci mai pufin deeat 0,369, si deci inferior aproximatici cu ente a calculului
grafic ingrijit, caze este de 19%,.



V. GRINZI DREPTE.

A) Momente incovoietoare si forte tiietoare.

Chiar la fnceputul cursului s’a definit ceea ce este o grindi. S’a
mai ardtat ¢ii, dandu-se for{ele exterioare si modul de sprijinire al
grinzilor, pe consideratiuni de cchilibru putem gisi valoarca si
directiunile reacfiunilor. '

Aceasta nu este suficient. Pentru ca echilibru sa existe trebue ca
si ficcare parte din grindi si fie de asemenca in echilibru.

Pentru a studia aceasti chestiune ne servim de o metodi gene-
rald numitd metoda secfiunilor.

1. Metoda sectiunilor. Definitii.
Iatd in ce constd aceastd metodd. Ne inchipuim ¢i tdiem grinda
in doud par{i printr’o sec{iune normali la axa grinzii (fig. 62). Grinda
va fi separatd astfel in doui bued{i. Pentru

" ca echilibru si subsiste si mai departe, va
’ / trebui ca bucata din dreapta, de ex., si se
’ {

giseasci 1ardst in echilibru sub actiunea
fortelor ce actioneazii asupra ei. Pentru
aceasla este absolut necesar ca in secjiuneu
consideraté sa aplicaim un sistem echi-
valent grupului de for{e si momente dela stinga acestei secfiuni.

Sistemul echivalent este rezultanta tutulor forjelor dela stinga
secliunii §i momentul rezultant al tutulor momentelor si forfelor

Figura 62

dela stanga sectiunii.
Momentul for{elor se ia totdeauna in raport cu centrul de greutate

al secprunii.
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Asadar in rezwmat, asupra secfiunii considerate aclioncazi o
rezultantd R, aplicati in centrul de greutate al secfiunii si un mo-
ment, M, luat in raport cu acest punct (fig. 63).

In acest mod am asigurat din nou echilibrul parfii de grinda
din dreapta sectiunii. -

Orice secfiune din grindi va trebui sa satisfaci si aceasta condilic.

In  scefiunea  considerati,
descompunem pe R in doui
componente: una normald pe
secfiune pe care o notim cu N si
alta cuprinsd in planul secfiunii
pe care o notdm cw T. Prima
poartd numele de forfé axiala,
pentrucd are direetia axei piesei
sau  forfé normald, pentruca
este normalid pe planul sectiunii,
care sectiune am spus cit se
ia totdeauna normali pe axa
piesei. A doua poartd numele
de forfd tdatetoare pentruca fiind
in planul sectiunii are tendinga
de a tdia bara.

Figura 63

Momentul la ridndul lui il descompunem intr'o componentd dupd
axa barei pe care o notdm M, si alta in planul secfiunii pe care o
notim M;. '

Prima componenti, M,, poartd numele de moment de rédsucire
saw de torsiune pentruci are tendinta de a rasuci ba a, tar a doua
componentdt, Mi, poartd numelé de moment incovoietor saw de inco-
volere pentrucd are tendinga de a incovoia bara.

2. Fixarea semnelor cantititilor N, T, M: si M.

Pentru aceasta este nevoie si raportam bara la un sistem de
axe de.coordonate. Axa barei o vom lua ca axi Oz, si trece evident
prin centrul de greutate al secfiunii. In planul sectiunii luim axele
0 y 51 O z, normale intre ele. Aceste axe se iau de obiceiu axele prin-
cipale ale secfiunii. Axele se jau asa ca si parcurgem extremitafile
T, ¥, = in sensul miscirii acelor unui ceasornic.

Semuele se fixeazi precum urmeazi si ulterior vom da justifi-
carca necesard..
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N este pozitiv atunci cind este dirijat din interiorul corpului citre
exterior, adicd asa cum este in fig, 64.

In acest caz N poartd numele §i de forfa de tensiune, pentruei
are tendinta de a intinde, de a lungi bara. — N poartd numele de
forta de compresiune si este dirijati evident in sens invers.

Forja taictoare T o des-
compunem’ in  doud compo-
nente: una normald pe aza Oy,
pe care o notam 7T, si alta nor-
mald pe O z, pe care o notim 7.
Semnele lor sunt positice atunci
cdnd sunt dirijate citre—s si—y.

Momentul de risucire A,
este pozitiv cdnd inedrtegte sec-
fiunea in sensul pozitiv adicdi
dela y cdtre =. '

M, adicd momentul inco-
voietor il'descompunem in douit

Figura 64 componente: una dupa Oy, M,,
st alta dupd Oz, M.,

Semnele lor vor fi positive, ori de cite ori rotesc secfiunea in sen
positiv. Pe fig. 64 sunt indicate sensurile lor pozitive. '

In secfiunea opusd, adicd in secfiunea care aparfine partii din
stinga, sensurile lor pozitive vor fi tocmai sensurile contrare, aceasta
in virtutea principiului acfiunii §i reactiunii.

3. Teoreme generale.
a) Definitii

In cele ce urmeazit ne vom ocupa de grinzile drepte actionate de
sarcini cuprinse in planul vertical al grinzii. In acest caz, toate
forfele sunt cuprinse in planul vertical
al grinzii, iar momonectul va avea tot-
deauna aceiagi directiune normald pe
planul fortelor.

In acest caz, cchilibrul grinzii este

asigurat prin o articula{ie si un reazim
simplu (fig. 63). Articulatia mai poarta
si numele de reazim fix, iar reazimul
simplu se mai numeste sireazim mobil pentruci punctul de sprijin
al grinzii pe acest reazim se poate deplasa dupi o dreaptd oarccarc.

Figura 65



103

Sistemul este static determinat. In cazul special cind avem
deaface numai cu grinzi orizontale, solicitate numai de sarcini
verticale si daci reaciiunea din reazi-

reacfiunea din articulatic va fi tot

mul simplu este verticald, atunci si l lF ' '
verticalid si deci articulafia se com-

portd ca un reazim simplu care di o - 4 e
reacfiune verticald. Fieura 66

In acest caz special, pentru pres-
curtare, vom zice ci avem o grindd simplu rezematd in doud
puncte 5i schematic o vom desemna ca in fig. 66.

b) Teoreme generale.

Inainte de orice aplicatic vom demonstra citeva teoreme genc-
rale cari se aplici tuturor grinzilor drepte.

S presupunem ci, dintr’o grindd dreapti orizontal, separim o
portiune de lungime dz (fig. 67). Pentru ca si restabilim cchilibrul
in care se gisea acest element de grindd, vom introduce in sec{iunea
din capatul stang for{a taictoare T §i momentul M, cu sensurile lor
pozitive. In extremitatea din dreapta vom avea accleast elemente,
cu sensurile lor pozitive ea in figurd, insa valorile lor vor fi respectiv,
T4 dT si M+ d)M,

Vom presupune grinda incircati cu o sarcini uniform distribuiti
p kg/m. Chiar dacd sarcina nu s’ar distribui uniform, putem pre-
supune intervalul dz asa de mic, ca si putem considera pe acest
interval ci p este constant. Mai mult. Chiar daci pe grindd avem
sarcini concenirate, acestea nu se aplicd intr’un punct, ci pe un interval
oarecare. $i in acest caz putem presupunc pe dz, mai mic decat

intervalul pe care se distribuc forta

YT 7:4r concentrata.
T Sa proiectim toate forfele pe o ver-
/( >/‘/d."l &
’ ticald. Avem
T ——dz d — T4 pde+ T+ dT =o
Figura 67 sau
(1 dT/dz=—p

Adicd derivata forjel taietoare in raport cu z este egali cu — p-
Luiam momentul tuturor fortelor in raport cu extremitatea din
dreapta a elementului de grinda si avem:

Tdr+4+M—pda?/2—M—dM =o
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Se observi ca p da?/2 este infinit mic de ordin superior in raport
cu celelalte cantitati si se poate neglija. Ne ramane deci

@) dM/dz =T

adicd derivata momentului incovoictor in raport cu x este eguli cu
forfa tdietoare din secfiune.

4 Sa presupunem ci bucata de grinda ar
oo [ wav i supusd si la o sarcind uniform distri-
G i

buita in lungul grinzii ca in fig. 68. Daca
Figura 68 proicctam totul pe axul grinzii avem:
— N+ pde+N+dN =o0
care ne di

(3) dN/dx = —p,

ceia ce se interpreteazii ugor prin vorbe. Relatiile (1), (2) si (3) se
pot generaliza, insi pentru nevoile noastre, deocamdati, nu avem
trebuinta.

4. Curbele fortelor tiietoare si momentelor incovoietoare.

S& ludm o dreapti oarecare asa fel, ca la ficcare punct A
de pe axa grinzii, si corespundd un singur punct A, pe dreapta
consideratdi, pe care o numim dreaptd de reper.

Daca in A, ridicim in ordonata valoarca for{ei taietoare din
secfiunca A a grinzii, vom cipata un punct oarccare B. Daca
facem acelas lucru pentru toate punctele A “ale axei grinzii,
punctul B va descri o curbd pe care o numim curba fortelor
tiietoare. Daci purtam in ordonatd valoarca momentului oblinem
curba momentelor.

Accastd definitic sc poate generalizi la grinzi de o formi
oarecare.

In gencre, dreapta de reper se ia paraleld cu directia grinzii
cind aceasta este dreapta.

In cele ce urmeazi nu sc face altceva de cat se aplicd pur si
simplu definitiile date pana acum.

Aplicafia Nr. 14. O grindid simplu rezemald incdrcald cu sarcini verlicale
concenltrale.

Sa considerim o grindii simplu rezematd pe reazimile (1) si (2) (fig. 69).
Distanta intre axele reazimilor o numim deschidere si 0 notiim totdeauna cu l.

Grinda este inciircatii cu sarcinile Fy, Fa, Fy... cari se gisese la distantele
ay, by; ag by, .. de cele doud reazime, (1) si (2). Asa vom nota totdeauna aceste
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distante. Modul de rezemare fiind dat, rezulti neapdrat directiunea reactiu-
nilor, adicd vor fi verticale, normale pe suprafata de contact a grinzii cu rea-
zimul.

a} Solufia analiticd, Ca sit gisim reacfiunca din reazimul {1) luim momentul
tuturor forfelor in raport cu (2) si avem:

Vi=ZX Fibi/l

Cu V7 vom nota totdecauna reactiunile F g IE I3
reazimelor. Reacfiunea din reazimul (2) ”, A :
va fi: |

’ A ; G
V=X Fia /1 OF « &

S4 presupunem ci vrem si gasim forfa 7z x = Y

tdietoare in sccfiunea carc se giseste la
L= z

distantele z 5i 2’ de cele douid reazime si
cireia i vom spune scurt: secfiunes z.
Vom presupune aplicatii in acea secliune

Figura 69

rezultanta tuturor forfelor ce lucreazi asupra pértii din stinga, adici a tuturor
forelor ce se gisese la stinga sectiunii. Aceasti rezultanti este:

T=V,—F,—F, pe carc o notim si
T=V,—J3Fs

in care prin X' I infelegem suma forfclor dela stinga sectiunii, exclusiv re-
actiunea,
S vedem ce cste eu momentul incovoietor. Cind transportim rezultanta
in centrul de greutate al scetiunii, rezulti un moment in raport cu acest punct.
Valoarea momentului este:

M=V, a—F\(z—a,) — Fy{r—ay)
pe care de multe ori il vom insemna prescurtat:
M= Vir— M,

intelegind prin. My momentul forfelor dela stinga scctiunii, exclusiv nio-
mentul reactiunii. ‘

Si presupunem c¢i voim si construim curba dupii care variazii aceste
doud cantitifi in lungul grinzii. :

For{a tdictoare. Pentru toate sectiunile coprinse intre reazimul (1) si
forta F,, valoarca forfei taictoare este constanta si egali cu V,. Pentru
sectiunile coprinse intre F, si F, forfa taictoare este Vi—F, si ra-
mine constantd pe acest interval (fig. 70). In dreptul fortet F; avem un
salt egal cu — Fy, Intre I, si F; forfa tiietoare este Vi—F,—F, si asa
mai departe. Intre ultima forti si reazimul din dreapta forta tdictoare este
Vi— X F. Insd avem:

Vi+ Ve=XF si deci T=—V,
Deci curba reprezentativia a fortei tdictoare va fi compusid din o serie de
drepte paralele. Pentrucit in dreptul reazimului (2) forta taictoare este negativa,

ea schimbii undeva de semn, deci trece prin zero, si acolo va fi momentul maxim,
pentruci am avut dM/dr = T.
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Momentul incovoictor. Pentru o seciiunc cuprinsi intre reazimul (1) si forta
F,, avem M = V, x, deci momentul variazi liniar, dupi o linie dreapti (fig. 70).

Expresia momentului intre forta Fy si F, este M = V, x — F,(2—a,), deci
tot o dreapti. Din ordonatele
V,z se scad ordonatele Iy (z—a,).

Intre fortele F, si I, expre-
sia este

£ l,,f

M=Vy2—F, (x—a)—F,; (r—a,)

adicd tot o dreapti.
In  dreptul reazimului (2)

avem:
M=V, l—%F; (I — ai) =
ViI—XFibi =0

pentrucia tocmai aceasta a fost

conditia cu ajutorul eiireia am

determinat reactiunca V.
Prin urmare, curba momente-
lor variazi dela 0 la 0, trece

evident printr'un maxim si se
compune din o linie poligonali.
Suprafata cuprinsd intre curba
momentelor si axa abciselor poarti numele de suprafafa momentelor.

b) Solufia graficd. Ca si determinim reactiunile trebue si aplicim o ecuatic
de momente. Construim deci un poligon de forte F,+F, +F, +F. (tig. 70)
care trebue sa fie egal cu V, + Ve, deci: ‘

»
Vit Va=Fi+ Fo + Fy + Fy L= 4
Ceca ce nu cunoastem sunt valorile V, ¥ [—< = K
si V;. Construim un poligon funicular a 4

cirui laturi sunt 0,... 0,. Latura 0, rea-
zimd pe Iy si V. Latura 0 reazimi pe
V) st Ve

Pentru ca momentul in rapert cu rea-
zimul 2 si fie nul, trebue ca 0 si 0; si se
intersecteze pe verticala reazimului (2), cici ;
numai atunci momentul tuturor fortelor in L=t
raport cu acest reazim este nul, Am de- '
terminat astfel dircctiunea laturei 0 si deci, Figura 71
ducind o paraleli in poligonul fortelor, avem
valorile Iui ¥, si V,. In acest mod avem
curba momentelor. Cu ajutorul poligonului de forte, construim curba Iorfelor
tiictoare aga cum se aratd in fig. 70.

Aplicafia Nr. 15. O grindd simplu rezematd incdrcald cu o sarcing uniform
distribuité, p kg/m. (fig. 71).
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Avem Vy = 1, = pl/2. Forfa tdietoare in sectiunca z este:

Momentul  forielor din
stinga sectiunii cste:

M=pl x/2—p 232 =

P ol(l—la) R E=Np ka2

Momentul incovoictor va-
riazd  dupid o paraboli., Va-
loarea lui maximd este la
mijlocul  grinzii, unde forfa
tiietoare cste nuli si unde
momentul are valoarea

Muaz, = I’[z/s

Variatia forfei tiictoare
si a momentului incovoietor
sunt ariitate pe fig. 71 con-
struite prin puncte.

Fig. 72 aratd solutia gra-
ficd respectivi.

»

k4

Se obisnueste adesea a s
PUneNRG /L= = i)
- ERSnE | g
care § §t § variazd intre 0 si

T = pl/2—pzx
si variazia dupii o linie dreapta.

1, cu condifia evidentd & 4 &' = I

Expresiile fortei tiietoare si a momentului incovoictori au forma:

§¢ fl—

T

|
Wil | —

—
i

4 '

T={1—2&pl/2
M=§§ pl/2=¢ (1—§) pi2/2
& st & Liind niste numere, cocficientii
de mai sus se pot calcula independent
de valoarea deschiderii si inciirciturii.

Aplicatia Nr. 16, O grinda incircati
cu o sarcini continudt variind liniar
dela un cap la altul, avind intr'o extre-
mitate valoarca zero. Grinda este simplu
rezematd la ambele extremititi (fig. 73).

Presupunem ¢d valoarea sarcinei la
distanta x = 1 este p kg/m?, atunci la
distanta z va fi pz kg/m iar la dis-
tanta I va fi pl kg/m.

Valoarea intregei incircituri va fi
pl/2 si se aplicit in centrul de greutate
al triunghiului. Avem:

Vil— pB/6 =0, deci V, = pl2/6, V,= 2pl2/6
Forta tiietoare in sectiunca z este:

T = pl/6—p a?/2 = plE(1 — 3 22/I%) /6 = (1—3 £2) pl2/6
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care se vede ¢ variazi dupi o paraboli. Momentul incovoietor este:
M= pltr/6—pi/6=px(lP—a?)/6= 5 (1 = &) pl/6
Yariaza dupd o paraboli cubica.
Momentul maxim este acolo unde 7'=0, deci pentrn § = 1/]/3 =
sioarve valowrea Muyar, = 0,385 pls,

¢,l
\I

Variatia forfei tiaictoare si a momentului incovoictor este yritati in fig. 73.

Pentru usurinta caleulelor diam i valorile expresiilor 1—3 £2, § (1 — §)
si $(1— &) pentru diferite valori ale lui &.

Ultima coloanit se referid la parabola care rezultid din incirearca uniform
distribuiti (aplieatia 13).

§ | 1=sE -85 0—3)
, :
0,0 1,00 | 0,000 0,00
0,1 0,97 | 0,099 0,09
0,2 0,88 | 0,192 0,16
0.3 0,73 | 0,273 0,21
04 0,52 | 0,336 0,24
0,5 0,25 | 0,375 0,25
/3 /3 0,00 | 0,385
0,6 | —0,08 | 0,384 0,24
0,7 | —0,47 | 0,357 0,21
0,8 '| —0,92 | 0,288 0,16
0,9 | —1,43 | 0,171 0,09
1,0 | —2,00 | 0,000 0,00

Aphcatm Nr. 17, Aceiasi grindi inciircatit cu o sarcinit variind liniar insi
a\.md §i inciirciiri negative, in punctul A incirciitura fiind nula (fig. 74).
Inciircitura totali este:
R = pb*/2 — pa*/2 = pl(b— a) /2
Deci:
Vi+ Ve=plib—a)/2

Pentru a giisi pe V; luam momentele

in raport cu reazimul (2) si avem: el
, ] g
Vild pa(b+2a/3)/2—pB/6=0, o 4 T
= . ‘ v THs ! [ .JL_@
Vi=—pl—0 4+ 2a+3a2b)/6l = A !
e 7 7]
—pBlat—a®— ) /61 o S K
5 : l

2= p(—a® + 203 + 3 ab?) /61 = . .

. Figura 74
pBIG—a—1)/61

Forfa ‘tiietoare si momentul incovoietor in scefia A sunt:

Tu=1p (@+ /6l si My=pab (b—a)/6
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Acum putem seri expresia lorfei tdictoare si a momentului incovoictor in

o seetie oarceare luind originea in A. Pentru porfiunca A2 avem (fig. 75).
T="Tq—p2?2, M =Mz + Tax— pat/e
Pentru portiunca 1.1, avem:
T'=Ta—pa*/2l si M= Mqg—Tux + pa’ /6

Se vede ed forfele tiietoare variazi dupi niste parabole, iar momentele
dupit niste parabole cubice, cari se pot usor construi.

Se mai observi ci reactiunca V, este
nuld atunci cind b=2a s atunci V,=pl2/6,

Cind a < /3 reactiunea ¥ este positivi,
adica dirijatd de jos in sus, cind a > I/3,

reactiunea este negalivi adied dirijata de sus
in jos.

In cazul special cind a=b, avem R=0,

Vi=—pl/12, Vi=pB/12, Ta=pi/2t O "
Ala = 0. 4

Forfa tiietoare si momentul incoveictor
pe portiunea dela dreapta Iui A au ca Figura 75

expresie:

T= pl/25 — px*/2, M = pal*/24 — p2*/6
iar pe porfiunca din stanga luj .1:
T=pl/2h — pe*/2, M= — palt/24 + pa3/6
Dacii utilizim notatia z/l = &, avem
T = (1—12 &) pl2/24
M= 1 & (1—4&) pB/24
in care § variazd intre 0 si 0,5.

Cu ajutorul acestor cocficienti s’a trasat
curba forfelor tiictoarc si a momentelor
incovoictoare (fig. 76).

Forfa tiictoare maximi este 7T =
— pl*/12, jar momentul maxim

M = + 0,00804 pP.

In cazul cind b = 24, avem:

a=1/3, b=21/3, V,=0, V,=pl:/6.
Tq = pl*/18, Mq = pi3/81
For{a tdietoare este
T= Ta— px*/2 = plt/18 — pa/2 =
(1—9 &) piz/18

in care & variazi dela 0 la 1/3 pentru
portiunca din stinga lui A, si dela 0 1a 2/3

pentru portiunea din dreapta. Momentul
pentru portiunea din stinga lui A este: -
M = plP/81 — plx/18 + px’/6 = (2 —9 & + 27 &) pl*/162
iar pentru partea din dreapta este:
M = pl'/81 + plPx /18 — p 23/6 = (2 + 9 &— 27 &) pB® /162

Figura 76
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Pe fig. 77 sunt trasate curba fortelor tdietoare si a momentelor incovoictoare.

Valoarea maximi a fortei tiietoare este — pl?/6 = Thaz, iar a momen-
tului Mpaz. = 2 pl3/81.

Aplicaia Nr. 18. O grindi, simplu
rezematd, partial incitrcati cu o sar-
cind uniform distribuiti p. kg /m
{fig. 78).

Presupunem ¢i lungimea ineiireata

este ¢. Distantele dela centrul de greu-

tate al inedirciiturti la cele doud reazime.
sunt a si b.
Avem V', = peb/l

Forta tdietoare pe

i Vo= pea/l.
1

ntervalul 1 .1

este constantid si egaldi cu 17,

Intre A st B are valoarea

T=V,—pux

S

q

H socotind x; dela punctul .f.

';l{ Capt Aceasti expresie este valabili pind
! in punctul B, unde T are valoarea
—V,. In acest interval variazi liniar.
Dela B la 2 rimdne constanti.

Momentul incovoietor intr'o sectie .r cuprinsi intre 1 si -4 este:

) 1
Figura 77

Al gy :
intre 2 5i B este -

W= 170t
iar in intervalul A B are valoarea

M=Viz—pa/2 g E - 5
viriind dupit o paraboli. In dreptul mijle- —fc f fc—
cului incirediturii avem { ! !
A : 18 2

_ M = peab/l— pc*/8 @ : @

Se vede usor ci dacdt sarcina pe ar fi
concentratd atunci momentul incovoictor
ar fi ordonata CC, = pcab/I.

Se vede ifariisi usor cii parabola este
tangenti in ., si B, la dreptele 1C, si
2 C,. Ordonatele parabolei raportate Ia
coarda A; B, sunt aceleasi ca si cind por-
tiunea ¢ ar fi o grinda simplu rezemati
in Ay st By

Forta tiictoare este nuld in punctul in
care pcb/l— p ;=0 adicit pentru punctul
xy = cb/l unde M are valoarca:

Mmaz. = peab (I —¢/2) /12

In cazul special cind a =3 I/4, b =1/4,

c=1/2, avem Muqz = 9 pl2/128.

Figura 78

Aplicafia Nr. 19. O grindi este inciircatd cu o sarcini uniform distribuiti
P kg/m pe o porfiune ¢ al ciirei mijloc se giiseste la distantele a si b de cele
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doud extremitdti ale grinzii. Grinda reazima pe teren. Presupunind grinda
rigidd si se giscascd presiunile pe teren admitand ca aceste presiuni  va-
riazi liniar dela un cap la celilalt al grinzii (fig. 79).

Fie presiunile Ia cele doud capete ale grinzii p, ¢ $i pal. Prin urmare p, si
P: sunt exprimate in ke/m®,
Pentru echilibru trebue ca:

pe={p: + p,) /2
Mai trebue ca si momentul tuturor fortelor si fie nul, deci: luind mo-
mentul in rapert cu punctul (1) avem:
pe. a=p B/6 + 2p,B/6
Asa dar, avem doudl ecuatii cari ne dau:
Pr=2pc(Bb—U/F 5 py=2pc(3a—1)/P

Se observa e py = 0 pentru b = 1/3. Pentru b < 1/3, py are valori negative
ceea ce nu este conform realititii. Vom presupune b > 1/3,
Si gasim forfa tdietoare pe intervalul 1 A,
Avem
T=pyat/2 —p,2/2 + p 22
Forta tiictoare variazi dupi o parabola

care se poate construi usor daci se pune
sub forma:

T=8&p (1 + &)+ psél/2

Pentru portiunea B2 avem:
T=—0P§ [I’z (1 S E) + E'J/i-
Pe intervalul A B este egali cu prima expresie mai putin p z;, in care:
H=zr—a+c¢/2=1[—(a—c/2)/]]
Momentul incovoictor pe intervalul 14 este:

M="PE [p (24 &) + p, &]/6

Figura 79

pe B2:
M="PE?[py (2 + &) + py £1/6

iar pe -4 B este egal cu prima expresie din care se scade p 1,%/2.
Variazi dupid parabole cubice.

Momentul maxim este acolo unde 7T =0, si are loc totdeauna in inter-
valul A B.

Exemplu numeric.

I=2m, a=120m, b=080m, c=—= 080m, p=2¢/m
Avem py = 0,16 t/m?, p,= 0,64 t/m? &, =2 (& — 0,40)
Forta taictoare este nuld pentru & dat de expresia

650,16 (2—&) + 0,64 8] —2,2 (§—0,40) =0

care ne da:
652—215420=0

a cdrei singurd ridicind acceptabild este &= 0,56855.
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Deci forfa tiiietoare este nuli pentru
z =&l =2, 0,56855 = 1,1371 m
r=x—a+ ¢/2 =0,3371 m
Mpaz = 0,324 tm

In cazul ¢ind b < /3, p; nu poate avea decit cel mult valoarea zero, ciici
pimantul nu di reactiuni negative. .
Din relatia

pi=2pc 3b—U/BP=0

deducem ! = 3 b, Prin urmare contactul intre grindi si pimint se face pe o
lungime [ = 3 b, cind presiunea p,= 0 iar p, = 2 pc/9 b?, distributia lor fiind
dupd un triunghi. Presiunea maxima pe teren este 3 b p, = 2pc/3 b= 2pc/,
deci dublul presiunii medii.

Aplicafia Nr. 20. O grindi, articulatd la o extremitate si simplu rezemati

la cealaltd, suportd o sarcink orizontali p kg/m, care se aplici la distanta

I deasupra grinzii (fig. 80). Grinda este

P la indlf{imea /,; deasupra reazimelor.

—--—-----—-—--———m--z" Reactia din reazimul (2) este verti-

7 cald, si o determinim luind momentul

@7 _[ in raport cu articulatia reazimului (1).

K Avem:

! pl.ih+h)—Vyl=0

Ve=p (b + Iy)
Vi=—V,=—p(h+ 1)

For{a orizontald in articulatic este

I (3 H=pl

Forta taietoare este constantii pentru
toate sectiunile grinzii §i egald cu:

T T =V, = — pifipeE

oz o) Forta axiald este:
=]
N=1I—px=pz
Momentul in sectiunea x este:
M=Voz'—pas'h=(V,—ph) a’=ph 2’
Aplicatia Nr. 21, O grindi simplu rezematd este actionati de doud forfe
egale si de sens contrar, agezate la distanta ¢ intre ele (fig. 81}.

Reactiunea V, de ex. este:
—Fc=V,l,
Deci
Vo= —F¢/l

Vi=—V,=Fc/l
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Forta tiietoare pe intervalul dela 1 pind la prima for{d este:

T'=V,, intre cele doud forfe este

T=V,—F
iar intre ultima fortd si reazimul 2 =
s
Momentele pe cele trei intervale sunt: ‘:" _a__i_ f Fuly :D
M=V,z=Fecux/l + PR B
M=Viz—F.(zt—a+ c/2) -
M= Vis'=—Fez AN
Momentul este nul la extremititile grinzii ‘””%H“"
i in punctul: 2
xi=1 (a— ch)/‘([.—. c) i ;l | ‘“q|| T
- KRR il ! ‘Ii!“
! §’lls‘3:';7!h;:.r g
. . I
Al
{ milH
Exemplele acestea se pot inmulti la infinit. ﬁ;;"ﬂl”f:ii “l

S'au dat acestea numai pentru a se vedea -

norma dupid care se urmeazi pentru a gisi
pe T si M.

Figura 81

B) Sarcini mobile si linii de influenta.
1. Generalitati.

Panid acum ne-am ocupat cu gasirea forfei taictoare §i a mo-
mentului incovoietor in o secfiune oarccare a grinzii, cind am avul
un sistem de sarcini care stau imobile pe grindd. In majoritatea
cazurilor sarcinile se miscid pe grindi. Atunci se pune intrebarea,
ce pozitie trebue si ocupe sarcinile pentru ca fortele taictoare st
momentele incovoictoare si fie maxime sau minime, in o secjiune -
datd oarecare.

Pentru a raspunde la aceastd chestiune utilizam liniile de in-
fluenta. Aceste linii sunt tot asa de importante ca si poligonul funi-
cular. . ;

S& ne ocupim de un caz concret, dupd care vom arita in ce
constd o linie de influenta.

Forta taictoare, intr’o secfiune oarecare a unci grinzi simplu
rezemate a avut expresia:

R
.1

8. 1934, Gh. Em, Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenja materialclor,
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cind sarcinile sunt la dreapta sec{iunii si

T=3F, bl —2F,
1 1 1

i , ‘
cind sarcinile 2 F), se gisesc la stinga sectiunii. In orice caz, forfa
1

titetoare ‘T este o funcjiune liniard de forfele I), si deci putem s’o
punem sub forma:

(,‘) T=t:11'1+1121’2+ +t.riFi+---+anFn-

liniard §i omogend in I,

Cocficien{ii ¢;; poartda numele de coeficieni de influenjd, si in
acest caz sunt fard dimensiune. Si vedem care este semnificarca
acestor coeficienti. S& presupunem F; =1, si restul forfelor Iy =

FIRERSINE W SR N,

Prin urmare avem:

T =y

adica ;.1 este forja taictoare care se produce in seejiunea =z, cind
in secfiunca 1 calcd o sarcind F; = 1. In mod analog t. .1 este
forta taictoare care se produce in sec;iunea x, c¢ind in secfiunea i
caleii o sarcind I7 = 1. . 3

Dacé facem ca forja I --1 sd ocupe “toate pozifiile poszbllc st
dacd in dreptul forfei, ridicim in ordonatd t;; .1, atunci succesiunea
punctelor astfel gdsite, formeazi linia de influenji a for{ez ldtetoare
din secfiunca z.

Daca avem linia de mflucnta construitd, ca.sa gasim forfa tiie-
“toare in secliunca z, navem decit si aplicim formula (4), adica
multiplicim Iy, Is.... cu ordonatele {;, f;5.... cetite in dreptul
lor. Acesta este mijlocul cel mai comod pentru gisirea forfelor
tiietoare maxime §i minime. :

Daca e vorba de moment, in mod analow avem:

B) M=mngli+meul,4.....4+my Fi+ ...mgy Iy

In acest caz m este exprimat in unitiji de lungime. Semnificarea
cocficientilor de influenla este aceeasi, sianume, m,,.1 este momentul
care se produce in sec;mnca xz, clmd in sectiunea 2 este aplicatd o
forfa F, = 1.

Construcgn liniei de mfluentd este identici cu cea precedentit.

Putem avea si:

6) M=mgM +mypdly+...4+m'y Mi-+...+ m'y My
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cind pe grindd s’ar aplica momentele My, M,....ete. Aci m’ sunt
evident niste numere. . |
In cazul cind avem deaface cu sarcini continui, atunci putem
considera fiecare sarcinit p dx ca o sarcini concentrati. Dacit aceasti
sarcind ocupd pe grinda intervalul ¢ dela 2y la 2y, atunci daci ar fi
vorba de forfa taietoare din secliunea z, vom avea:
Iy
L] L4 Al
(7) L =\" pdziy
. L o3 . .
iar daci ar fi vorba de momentul din secfiunea , avem:
T
(8) : M, =S pdv my;
Iy
In cazul ¢cind p este constant, adica avem de a face cu o sareini
uniform distribuitd, avem in cele doud cazuri

™) ) i

X

‘l“d:v 5 111,¥pS=n1,i(lx

g
Iy Iy
Ori cele doud sume nu reprezinta altceva.decit suprafafa liniei
de influenf@ respective pe intervalul c.

2. Linia de influen{d a fortei tiietoare T.

S considerdm o seciune z, in o grindi- simplu rezemata la
extremitdtile sale (fig. 82). s =

Sd presupunem ci forja I'= 1 calca
in sectia i, atunci 1.¢,; = 1.b/1, deci:
(9) i =0/l

Cand forta caledi la stanga sectiunii,
avem: ’ '

L tr: = Tr S gl

Fei

o T

deci

() i =—a/l L
Cand forta se miscd pe grindi deci LiniaT -

cind variazd a §i b, {;; variaza dupi 1:- . .

cite o linie dreapta. Constructia este igura 82

foarte simpla’ (fig. 82) 1

3. Forta tiietoare maximi..
a) Solutia analitica.
Considerind o sectiune in o grinda simplu rezemata la. extre-
mitati, avem: |
B =tIlF1+...... =D/ Il,/l

deci vom inciirca numai regiunea pozitivi_a liniei de influenfd si
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vom grupa asa for{ele, incat cele mai mari si fie cat mai aproape
de secfiune, ciici acolo ordonatele sunt mai mari (fig. 83).

Prin urmare, ca for{a taietoare si fie maxima trebue ca F, sa
calce chiar in secfiunea x. Si presupunem ci acest convoi avan-
seazii spre stdnga cu cantitatea ¢, foarte mici, asa fel ca forja 7,
si treacd la stinga secfiunii. For{a taietoare in acest caz va fi:

Ty = 2 (b -+ &) Fy/l — F,

Diferenta intre cele doua fore tiictoare va fi:
T'—T=¢ZF;/l—F,

Cum ¢ este foarte mic, diferenta este
p_la ‘F— negativi, deci for{a tdietoare este mai

b Oy —— 04

micd, cind prima sarcind, oricare ar fi

valoarea ei trece la stinga secfiunii. Se
observii insdi cd aceastd diferentd creste
cu & Dacd ¢ creste pina atinge valoarea
¢y, care este distanfa intre prima si a doua
Figura 83 forta, atunci se poate sa ajungem la:
aqZF/l—F, >o0
deci forfa taietoare si fie mai mare cind F; este la stinga secjiunii
considerate §i aceasta are loc evident cand:

(10) S P> Fyjes
1

Aceasta are loc cind F, este micd in raport cu celelalte forte.
Pentru ca rezultatele si fie comparabile in cele doud cazuri
-trebue ca X I';, si fie aceleasi, adicit nici o for{# si nu intre pe grinda.
Sid presupunem cid inegalitatea (10) este satisficuti pentru o
secfiune 2. A fortiori va fi satisficutd pentru toate sectiunile dela
stinga sectiunii z, ciici X I’ creste sau cel mult rimane constanta,
pe cind F, /¢, rimane mereu constant. Prin urmare, daci pentru o
sectiune x, forta tdietoare este maxima, atunci cind sarcina F, este
in sec{iune, atunci pentru toate sectiunile dela stinga ei, maximum
‘de for{a tiietoare va fi cdnd sarcina F; calcd la stianga sectiunii
- respective. k '

Se pune chestiunea dacd nu avem maximum cind Fj calea in
sectiune, Fy §i F; fiind la stinga sectiunii. Notim cu ¢, distan{a
intre forta I, 5i Fg, siavem: :

To,=20bi4c¢;,+e)F /l—F,—F,

Avem: :

Tz"—' Tl =022F‘/1_‘1"2
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Pentru ca T, sa fie mai mare decat T trebue satlsfdcuta relatia:
(107 : ZF [t >F,/c,

cu conditia evidenti ca si fnc satisfacuta si (10..
Se vede usor ci daca inegalititile (10) si (10") sunt satisficute

pentru o sectic oarecare x, atunci vor fi satisficute §i pentru oricare
alta sectiune situati la stinga el.

Pentru calcul este comod a se ,r S
intocmi tabloul dela aplic. Nr. 22 ‘I lwl‘ __"' "l
cind ni se did convoiul de sarcini.

El se bazeazi pe urmitoarca ob-

servafie. Momentul tutulor fortclor
dela stinga fortei F;, in mport ¥ aceasta forta, este (fig. 84).

Zrhdh

Figura 84

Si luim momentul for;elor deh stinga lui F;; in raport cu
aceastd forta, vomiavea: '

Mi+1 =21" (dn + ¢y + Fi ¢, = M; + ¢; EF/.
formula de altfel evxdenta

Aplicafia Nr. 22, Sd presupunem cd avem o grindd de 2
,ﬂ‘l cd voim sd gdsim reacfiunea mazximd V, gi

0 m deschidere
for{a tdietoare mazima in secliunea

2’ = 15 m, cind avem sarcinile aritate in tabloul aliturat.
Nr. F tone | ¢ metri | d metri | ZF tone M t-metri
1 E0% 0,0 20 0,0
1,5
2 20 ' 1,5 40 30,0
1,5 ;
3 20 3,0 60 90,0
. 1,5
4 20 4,5 80 180,0
1,5
5 20 ) 6,0 100 300,0
4,0
6 15 e 10,0 115 700,0
5
7 15 T 11,5 130 8.72,5_
8 W ' 13,0 145 1067,5
3,0
9 15 X 16,0 160 1502,5
10 = ' 19,0 175 1982,5
3,0
11 15 22,0 190 2057,5
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Cea mai mare lungime-care se cuprinde in 20 m-este 19 m si deci ¢ = 20 —
19 = 1 m. Momentul in raport cu reazemul (2) este:

10
M= M +1XZF, =1982,5 + 1.175 = 2157,5 tm
: 1 -

iar reactiunca din. (1):
Vi= M/l = 2157,5: 20 m = 107,875 1.

Cea mai mare lungime care se cuprinde in 15 m este 13 m, deci ¢'=15—13=2m
. S = .
M = Mg + ¢ T Fr = 1067,5 + 2.145 = 1357,5 tm si .
1
T'= V=M /l=1357,5: 20 = 67,875 .
Si vedem dacit a doua forti in secfiune, nu di o for{d tiictoare mm mare

Pentru asta trebue satisficuti neegalitatea (10).

Insi cum:
SFi/l=145 /20 < 20 /15 =13,3=F, / ¢,,
deci nu este cazul.

Astfel procedim pentru toate secfiunile. Observim insi ci

T F =20 x 13,3 = 266 t, ori pe deschiderea de 20 m nu incap decat 175 t,-
deci pentru loalc secfiunile prima sarcing dd for{a tdietoare maximd in acea
sectiune,

b) Solutia grafici.

Se bazeaza pe faptul cii segmentul interceptat fintre laturile
extreme de poligon funicular — paralel cu rezultanta — si trecind
priutr’un punct oarecare,
multiplicat cu distana
polard Il, nc di momen-
tul fortelor in raport cu
acel punct.

b JAl

Avem:

T=3Fbifl=ml/l
1

in care m este segmentul
Figura 85 interceptat. Daci distan{a
polard se ia J/I= [, atunci
(11) | T T'=m.

Cum aci pe /I il masurim la scara lungimilor, m va trcbui

masurat pe scara forfelor (fig. -85). :
Or, segmentul m raméne acelosi dacd intorc convoiul cap la
cap, punz‘md for;a Fy in reazimul din dreapta, apoi F, la stinga

el si a. m. d. (fig. 86).
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In acest mod, in dreptul sec{iunii capit chiar ordonata m, deci
chiar forta taietoare, T. Poligonul funicular astfel cipitat, este chiar
curba forjelor tdictoare, care poarta si numele de curba lui Winkler.

In fig. 86 s’a
luat chiar convo-
iul din aplic. Nr.
22. Dupi desen se
obfine V,=10S¢.
Prin caleul s’a
obtinut 107,875 ¢.

¢) Sa presupunem
ciiinloc de un con-

voi de sarcini am
avea o sarcini uni-
form distribuita p.

Avemdin (7°):
T=p2Zt,;ds

Incazul acesta

suprafata pirgii

SEaE

e LT s

>

>

W >

l[ r,' lb' Ll‘i

20

Figura 86

pozitive a lintei de influen{ este:

T = pa2/21

Deci curba forfelor tijetoare variazi dupd o paraboli.

4. Linia de influenti a momentului incovoictor.

Fie o sccfiune & in o grinda simplu rezematii la ambele extre-

mitati (fig. 87).

I3
g -‘- bom

Lina M
Figura 87

Urmam exact mersul indical pentru
forfa taietoare. Presupunem F = 1 ase-
zatd la dreapta sectiunil considerate,
. Avem: e
(12) CLlamg =101

Cind sarcina se miscid pe grindd
variazd b, deci linia de influenta este
) drcapld In mod analog cand sarcina
e la stanga sectiunii, avem'

(l‘)') m,;:ax/l

Constructia liniei de influenti este aritata pe fig. 87 sinu e
nevoe de nici o explicafie. Punctul A descric o paraboli. .
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5. Momentul fncovoietor maxim.

Fie sectiunca z a unei grinzi parcurse de un convoi de sarcini.

Se observa ci momentul in secfiunea z este totdeauna positip,
deci vom avea momentul cel mai mare, cind cAt mai multe sar-
cini vor fi pe grinda.

Ordonatele cele mai mari sunt in apropierea secfiunii, deci
vom grupa forfele cele mai mari cdt mai aproape de secfiune,
punind una din ele chiar in secfiune.

a) Solufia analitici.

Sa presupunem ci am asezat convoiul pe grindi asa ca forta
F; si calce chiar in secfiune.

Momentul va fi: .

Myl s o=,
1

insemnand cu M, momentul fortelor dela stinga lui I, in raport
cu aceasta.

S& presupunem ci avansim convoiul spre stinga asa ca forfa
Fity s& calce in sectiune. Dacd distanfa intre I; §i F; .y este c,
atunci momentul in secfiune va fi

Migy = ZFy (b + afl—M, — ¢ 3 Fy
1 1
Diferenta lor este
n i
l‘li +1 —J‘I,' = (4 98 [ZF’,/I—EF',/:E]
1 1
Prin urmare M; 1, > M; cind:

(13) S Ffl> 2 Fyfx
1 1

Accastid ncegalitate ne da rezultate numai atunci cind nici o
for{d nu intrd sau nu ese de pe grindd, cici in aceasta ipotezi
s’au scris expresiile momentelor A; si M; ., si s’au comparat.
Ea serveste pentru a afla cu preciziune sarcina, in dreptul cireia
are loc maximum,
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S& presupunem ci am pus F, in sectiune si ci gisim:
n i
(13) ZEl < 2Fx
1 1
atunci M; . ¢ < M,

S presupunem ci
(13'") S < 2 Fys
1 i

atunci inseamna ca
.‘1,’_1 < .“1,'

st deci M; este momentul maxim.

Daca se noteaza:
(14) %F"/l=p’§F’l/x=P: i :Fh/x’=l’z'

din neegalitatile (13) si (13") rezulti c¢i daca pr > p convoiul
trcbue mutat spre dreapta, daci p,’ > p convoiul trebue mutat
spre stamga.

In acest mod gisim cu preciziune forja care trebue pusi in
secfiune, pentru a avea momentul maxim.

Aplicatia Nr. 23. Si presupunem ¢i avem o grindi de 20 m deschidere
parcursi de convoiul aritat in tabloul dela apl. Nr. 22 si ¢l vrem sd gisim
momentul maxim in sectiunca =5 m, &’ = 15 m. )

Pe grindd pot inciipea n = 10 forfe pentru cari d =19 m.

Agezdm forta Fy in sectiunc.

In acest caz relatiile (14) ne dau:

4
ZFn/z=80/5= 16,00 = pz
1

10
2 Fu/z’ = 115/15 = 7,67 = p,’
; :

Cum p: > p convoiul trebue mutat Ia dreapta, si p > p«’ ne arati ci trebue
si-l mutim tot spre dreapta.
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Punem for{a F; in sectiunc. In acest caz intrd pe grindd numai n = 9 forte
si avem:
pz=60/5=12, p=160/20 = 8,00,. p: = 120/15 = 8,00
Aci , pz>p pzr =p

Prima ne arati ¢it trebue si mutiim convoiul la dreapta, egalitatea doua ne
aratd cd trebue lisat pe loc, deci in dreptul fortei Iy este un maxim.
Si incerciim si cu forta I,.

pz=40/5=8,00, p=140/20 = 7,00, pr= 140/15 = 9,36

Inegalitatea p: > p ne arati cit trebue si mutim convoiul spre dreapta,
iar pz’ > p ne aratici trebue si-l miseim spre stinga, deci momentul maxim
are loc in dreptul fortei F,.

In adevir, momentul in dreptul lui F, se giseste precum urmeazi (vezi

tabloul)
35— 1,50 = 3,50 m, d=20—3,50 =16,50 m, ¢=16,5—16 = 0,50 m
V= M/l = (1502,5 + 160.0,5) /20 = 79,125 t

M= Viz— M, = 79,125.5 — 30 = 365,625 tm

Un maximum s’a vizut cii poate avea loc si in dreptul fortei F,. Si cal-
culim s§i acest moment.

Avem:
5—3=2m, d= 20 ——2‘= 1I8m; ¢=18—16=2m
Vi =(1502,5 + 2.160) /20 = 91,125 ¢
M§ = 91,135.5 — 90 = 365,655 tm

Aci s'a intdmplat ca cele doui momente si fie egale. In cazuri similare,

de dubiu, ca in cazul nostru, pentru a evita orice indoiald, se vor calcula am-
bele momente.

Se poate intdmpla ca mai multe forte si indeplineasci neegalitatea de mai

sus. Atunci se vor calcula momentele respective si dupa valoarea lor se va de-
duce momentul maxim.

b) Solufia grafici.

Vom utiliza, bine injeles. poligonul funicular. Cu un poligon de
forfe si un pol oarccare, construim poligonul funicular al tuturor

fortelor (fig. 88).
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Ca si gisim momentul incovoictor, ar trebui si asezim con-
voiul de sarcini pe grindi si pentru fiecare pozilic a lui si con-
struim cite un poligon funicular. Ajungem la acelasi rezultat daca
presupunem convoiul fix si mutim grinda in diferite pozifii. In
acest mod utilizim un singur poligon . funicular. Grinda o vom
ageza asa ca si satisfacd conditiile aritate anterior si anume: o
sarcum sd calce in scc{mne cdt mai multe sarcini sd fie pe grindd
U sarcinele cele mai grele s fie grupate pe lingd secfiunea in care
cdutdm monientul,

Ne rimdne si gisim sarcing in dreptul cireia are loc momcntul
maxim in seclia z.

Pentru aceasta se face urmitoarea construciic. Se imparte dis-

tanfa polard /I in raportul z/l si se ducc dreapta D paralcla cu
poligonul for;clor.

Vom urméri construc-
tta pe fig. 88. Si presupu-
nem cii punem secliunea
z in dreptul for{ei F5. In
acest caz pe grindi intri
fortele Iy, Fy, Fi... F,.

BT )

™ m>™

Prin punctul D, de in- 5
tersectie a dreptei D cu £
raza polari N,, ducem g
dreapta D E  paralela %
cu A“g. :
N, i Ny sunt laturi extreme de poligon funicular, pentru grupul

de forge ce intri pe grinda. Daca dr(:'lpta D E tae forja Iy atunci
in dreptul Iui /'y avem un maxim. Se recunoaste imediat ci aceastit
constructie” satisface neegalitijile cari le-am avut la calculul mo-
mentului maxim. Ficand construciia, adici luind linia de in-
chidere a poliﬂonului funicular cipitam ordonata m.

Facem aceiasi construcgle pundnd secfiunea z in dreptul
fortei FFg. Se vede ci si F, satisface condlgm de ma\nn. Aceasta
se explici prin aceia c¢i unele sarcml ies de pe nmnda 1ar
altele intra.

Pentru a le compara, si deduce care este cel mai mare, n’a-
vem altd cale decit a compara m ‘cu my. Compamnd acestea s
gaseste — pe desenul nostru — ci m este mai mare.

Sa ineercim el si punem for;a F, in dreptul secliunii. Daci
facem acciasi construcjiunce gisim ¢ dreapta D E tac forja- Fg
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nu [, deci in dreptul lui F; nu are loc un maximum. Aceastd
construcfic nu s’a mai indicat pe figura. -

Daca grinda este incircatd cu o sarcini uniform distribuita
pe toatid lungimea ei, atunci am avut in (8'):

]W=pgm,,-dx

Ori S mzi dz este suprafaja liniei de influen{d a carei valoare

este xz’(2, si deci:
M=pads|2

expresie care s'a gasit si direct.

C) Determinarea liniilor de influen{d cu principiul
lucrului mecanic virtual, sau al deplasirilor virtuale.

Cind un sistem de forfe I este in echilibru, daci punctului de
aplicafie al fiecirei forfe, ii dim o deplasare J, infinit micd, compatibili
cu legdturile sistemului, atunci conform principiulut déplasd'rilor
virtuale avem: I Fj =0.

Sa aplicim acest principiu la gisirea
liniei de influen{d a momentului incovo-
letor §i a forfei tdictoare in o sectiune a
unei grinzi. »

Céind facem o secfiune intr'o grindd,

b e pentru a restabili echilibrul va trebui sd
Ty introducem o for{i tdietoare §i un moment
Ficura 89 incovoletor in acea secjiune.
i=1

. Ne ocupiam deocamdatid de acest caz.
In mod gencral am vazut c& trebue si introducem si o fortd axiala
N si un moment de risucire Mr, \ 4
S& dam o deplasare oarecare celor doui capete astfel taiate ale
grinzii (fig. 89).

Si presupunem ci cele doud secfiuni, astfel separate intre ele,
se rotesc una fajd de alta cu unghiul 0 i ci ele se deplaseazi una
faid de alta, in sensul Iui 7, cu cantitatea .

Lucrul mecanic, virtual, "datorit acestor cantitd{i, cste:

Ty + MO. ‘

Daca deplasarea ¢ n’ar fi paraleli cu T si nici 0 n’ar fi paralel

cu M, atunci am avea in general T ¢ -~ A 0,
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Daca celelalte forte de pe grindi se deplascazi cu cantitatea Js
atunci avem:
(15) To+M0+3Fj=0

Aceasta in mod general:

a) Si presupunem ci facem 0 = 0. Aceasta are loc atuncia cind
cele doud secfiuni se’ deplaseazi asa fel incat si dupd deplasare,
sa rdmdnd parelele intre ele (fig. 90) Daci sectiunile ramén paralele

atunci raméan paralele intre ele si axele celor doui piese. In aceste
conditiuni formula (15) se reduce la:

(15 To+32Fj=0 Mdr_,__

adicd am o relaie intre for{a tiietoare din . P
secfiune si restul forfelor de pe grinda. ’}_l_
b) Sa presupunem c¢i facem ‘7—0 (fig. 91), Tl M
adicd cele doud seciiuni parcurg acelagt drum, T
atunci lucrul mecanic al lui 7T este + To

si—T9v a ciror sumi este zero si ne ramine numai M 0,

si avem deci:

(15") MO+ZF;=0 .
o relatie intre momentul incovoictor si fortele pe grinda.

In cele ce urmeazi, pentru simplificare,

~ vom presupune 0 paralel cu 3, ¢ cu T si IF

cu’j. Acestea fiind zise si ne ocupam de li-

niile de influentd a lui T si M. Pentru aceasta

Figuradg vom lua o sarcind F =1 pe care o vom
: plimba pe grinda.

1. Linia de influentd a fortei tiietoare T.

Grinda fiind simplu rezemata, vom da o deplasare bucatilor de
grinda asa fel ca extremitifile si riménd mereu pe reazime si axele
celor doud buciti si riménd paralele intre ele (fig. 92).

Lucrul mecanic virtual total al grinzii este dupa (15')

Vy0+Tv—Fj+ V,.0=0
dect :

(16) T =Fj/e =(1/0).]

Am luat —Fj pentrucd deplasarea j a fortei, cind este la
dreapta secfiunii date, este dirijata catre — F.
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Asa dar, T va varia precum variazi j, pentruci v rimdne acelagi
oricare ar fi pozifia forfei F = 1. Cantitatea 1/¢ poatla numele
de multiplicatorul liniei de influenya.

Sa ardtdm cd accastd linie de influen{d este tocmai cea giisité
anterior pe alti cale. Dacd notam cu 0 unghiul intre directia grinzii
‘ ' ; delﬂS‘lld fata de cea inmifiald, atunci

Fre
; = 4—  avem:
-4 ] i A o 5 -
. 22 ooy, T J=00 : o=1[0
o 2 . deci T =1b/1
Cind for{a este in stinga secti-

unil avem

A ' C j=—al

s N

dect T =—a/l
T adicd tocmai relatiile (9) si (9) ce
Figura 92 L s’au giisit anterior.

Observatie ixbsolut generala.,
Deplasirile sistemului le considerdm infinit mici, si pentru acest
moliv avemn:
o/l =j/b=0=sin 0 =1g0
Prin urmare, cantitiilor v si j le aplicim calculul care se aplici
infiniilor mici. Asa dar. unghiurile.de pe desen nu comc1d cu un-
ghiurile reale. )

2. Linia de influenti a momentului incovoietor.
Vom da o miscare asa ca centrele de greutate ale celordoud see- -
tiuni si coincidd §i grinda si raménd mereu pe reazime (fig. 93).

Avem din (15") F
Vy 0+1110—1']+1.,.0-—0 T '
De unde: 4

(17) M =(1/0). § : ¥

dect M variazi ca j, multiplicatorul
liniei de influenyd fiind 1/0. )
Si pe aceastd cale ajungem la re- {8l
zultatele ghisite anterior. In adevir: Figura 93
J=0,b; =20 =10,, de unde
IRt/ si
M=j/0=0bz/l
deci tocmai ecuafia (10).
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D) Sarcun indirecte. i

In exemplele facute pind acum am presupus ca S'Il‘Clnllc se
aplici dircct pe grinda. In unele cazuri sarcinile se transmit grinzii,
prin intermediul altor piese auxiliare. De ex. la un pod de cale
feratd, sarcinile, adict rotile, transmit sarcina lor sinei, aceasta, prin
traverse, le'transuiite unor piese auxiliare, numite longeront; Longe-
ronii reazimd pe alte piese transversale, numité antretoaze s
acestea la'rdndul lor transmit s’lrcunlc rrrmznlor prmcnpalc (fm 94).

Distanta intre doua an-
tretoaze poartd numele de
panou. De obiceiu grinda se E U 5 : ;_

i
i
i

lorgeron ankelazd

- Sy ety ==
Imparte intr’'un numar exact G da sl

de panouri. In cele ce ur-
meazd se vor considera lon-

geronit ca grinzi simplu re-

Figura 94

zemale pe antretoaze si vom presupunc ci avem deaface tot cu o
grindd simplu rezematd, luatd ca grinda principala.

1. Linia de influentd a fortei tiietoare.
a) Solufia intaia. .

Si consideram o secjiune oarccare z in intetiorul unui panou
(fig. 95). :

Atdta timp cdt sarcina nu caled in interiorul panoului care
conine scc;mnca consideratd lucrurile se petree ca si cind sarcina

4 P . s’ar aplica direct, pentruci for[a ti-
ictoare este egala cu V, sau’ cu
Vi—F 'dupda cum sarcina este la

EEETe

S

X I

drecapta sau stdnga panoului res-
pectiv.

Sa prcsupuncm ¢ sarcina F = 1
caled in panou. O descompunem in
doud componente, pe cele douit an-
Fisura 95 - tretoaze, cari vor fi respectiv:

v/ osiod /i

3

]

Forfa taictoare este evident
T=0b/l—V/i
care este de asemenea o dreapti. ;
Pentru I’ =0, ea are un punct comun cu b/l adici linia de
influentd a forfei tiietoare cind sarcina ¢ la dreapta panoului.

.
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Pentru o’ =0, forfa taietoare este T =-—a/l deci are un
punct comun cu linia de influenta a forfei taictoare cind forfa .e
la stinga panoului.

b) Solutia doua.

Vom utiliza principiul lucrului mecanic virtual, procedand exact
cum s’a aritat la sarcini direct aplicate. Daca facem secfiunca in
panou si daci dim o deplasarc asa ca axele celor douit bucaii si
ramindt paralele capatim dreptele 1 A4, si B; 2.

Insi longeronul AB, dupd aceastd deplasare va avea punctul A
rezemat pe bucata din stinga iar punctul B pe bucata din dreapta,
aga cd el va ocupa pozijia A, By si deci deplasirile j vor fi pro-
portionale cu ordonatele acestei drepte.

Linia de influenia va fi linia franta 1 A; B, 2. Mai avem
0y, =1Jl, 0=1/i.

Se vede ¢i ordonatele ei sunt nule la capete, si in punctul de-
terminat de:

bbb

care poartd numele de punct-limit de forfi tazeloare, pentrucd orice
forta aplicata la dreapta lui, da in o sectiunc oricare, din interiorul
panoului, o for{a tdictoare pozitivd si negativd cind e la stinga lui.

2. Forta tiietoare maxima.

Ca sd avem forta taietoare maxnmi vom incirca portiunea po-
zitiva a liniei de influenta.
Punénd sarcina F; in punctul B, avem:

Tu— S0,/
1

Sa vedem daci, forfa I intrdnd in panou si F, fiind in punctul
B, n’avem forfa tdictoare mai mare (fig. 96). Sa avansam convoiul
spre stinga cu distanja ¢; dintre F; si F,. Vom avea:

= SO, d(b e IeFy. oM
1
T, —T—cIZ.'F/l—— Fre) /o zr Ay, //]
Prin urmare T; > T céind

(18) \ ZF /> F
1



129

Sc poate ca forfa taietoare si fie maxima cind Fy caled in B
la limita panou]ux. In acest caz

T2=2Fi (bit+ e+ Q)/I—F, (e, + &) /i —F, e/
1

Avem

il [}. Fo/l— (Fy+ Fy) /;.J
1
Deci T, > T, cand

n

(18) SEJU> (P + F)/i
1 ;
Neegalitatile (18) si (18') ne in-

dicid clar pozifia convoiului, asa ca A ‘kc“l_’: ‘li

: AN — 6—1—a——e
sa a\-em forta t:uetoare lllflkll]'ld. I3
Tot din cle rezulti ci daca, intr'un £ | T

' 7 ] N
panou oarecare, for{a tiictoare este e K
maxima cind F; calei in interiorul v
panoului, atunci, pentru toate pa- Figura 96

nourile dela stinga, aceasta este cel
pufin pozifia care di maximum fortei tiictoare.

In cazul cind avem o sarcini uniform distribuiti ea trebue
intinsd pand la punctul limit de for{d tiietoare pentru a avea va-
loarea ei maxima,

3. Linia de influenti a momentului incovoietor M.

a) Solufia intdia.

Cand sarcina se afla la stinga sau la dreapta panoului consi-
derat, momentul incovoictor in o secfiune z, cuprinsii in interiorul
panoului, este acelasi ca §i cind sar-
cina s’ar aplica direcct pe grinda
(fig. 97).

Cind sarcina calcd in panou

momentul in sectiunea z este:
M=1bz/l—Vaz/2

si variaza linear.

Pentru ¥’ = 0, linia aceasta are

4 un punct B;, comun cu linia de

Ficura 97 influen;ﬁ a momentului incovoictor
=1

in aceiasi sec;nune z, cind sarcina
se aplici direct pe grinda. Aceastd linie mai are-: si punctul A,
conun cu aceiasi linie cdnd a’=0. Asa dar. linia de influen{i este

linia frantda 1 A, B, 2.

9. 1934, Gh. Em, Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenf{a materialelor.
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b) Solutia a doua.

Cu ajutorul lucrului mecanic virtual se procedeaza astfel:

Introducem in secfiunea considerati o articulajie §i, pentru a
restabili echilibru, un moment A, intocmai ca si cdnd sarcina s’ar
aplica direct, s1 vom avea

C M =(1/0)].

Antretoaza A din stinga panoului dupi aceasti deplasare, ajunge
in Ay, iar cea din dreapta, B, in B, asa ca dupid deplasare ocupi
pozitia A, B, (fig. 97). Deci pozitia langeronului va fi A, B, si orice
sarcind s’ar afla pe el parcurge drumurile parcurse de el.

Dacd examindm accastd linie de influenta, se constatd cd mo-
mentele in o sec{iune oarecare x, sunt totdeauna mat mict ca in cazul
cdnd sarcinile se aplicd direct. Linia de influenta este aceiagi, ca in
cazul ciind sarcinile se aplicd direct, numai in dreptul antretoazelor.
Asa dar, pentru o grindi oarecare, vom cduta momentele maxime
numai in dreptul antretoazelor.

Cand avem un sistem de sareint, fix pe grindd, vom considera
momentele numai in dreptul antretoazelor, intre ele momentul
variind liniar, cum se va vedea imediat. '

4. Curbele fortelor tiietoare si momentelor incovoictoare.

Fie un sistem fix de sarcini; pe grinda principald se aplicd numai
forjele ce se transmit prin intermediul antretoazelor, prin urmare,
toate forfele de pe grindi,
le vom inlocui cu compo-
nentele lor pe antretoaze.
Curba fortelor taictoare
date de aceste compo-
nente, este curba for{elor
taietoare pe grinda princi-
pala.

Pe fig. 98 sunt ariitate
curba fortelor tiietoare §i
a momentelor incovoie-
toare cind sarcinile se
aplicid direct st indirect
pe grinda, chestiunea este
foarte simpla §i nu este
nevoie de nici o explicatie a figuril. Figura da in acelagi timp si
forfele taictoare §i momentele incovoictoare in longeroni.

Figura 98
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Se vede de ex. ci forfa taietoare in grinda principala, in
panourile extreme, este mai mici decit in cazul sarcinilor
aplicate  direct si asta se explici prin aceia ci o parte din
sarcinile de pe longeron se transmit, prin antretoaza de capit,
direct reazimului, deei nu prin grinda principali.

Se mai vede ca §i momentele incovoictoare, in grindd sunt
mai mici ca la sarcinile direct aplicate si au aceleasi valori numai
in dreptul antretoazelor.

Deei exista un avantaj in cazul cind sarcinile se aplica indirect.

E) Moment maximum maximorum.

Pana acum am considerat o secfiune oarecare, in care am ciutat
momentul maximum. In cazul cind sarcinile se aplici direct pe
grinda, se pune chestiunea, sd se gdseasci atdt posifia convolulut cdt
§i secfiunea in care se produce cel mai

mare moment incovoietor posibil. ‘ F
Atunct se zice de obiceiu ci se cauta ~—¢ —4
momentul mazimum maximorum. o i i
a) Sd presupunem cd avem o grindi !
simplu rezematd parcursi de o singuri Figura 99

sarcing (fig. 99).
Momentul maxim este in dreptul sarcinei si are valoarea:

M =Fab/l.
Momentul maximum maximorum are loc cind a = b, i este:

. : M =Fle/4

Este cca mai mare valoare pe care poate si o aibi momentul
cind o sarcind parcurge grinda si are loc atunci cind sarcina este
la mijlocul ei. : ,

b) Cazul general. Convoiul de sarcini care intra pe grindd are
rezultanta R, care se giseste la distantele a, §i b, de cele doua rea-
zime (fig. 100). Momentul mazim va avea loc neapdrat in dreptul
unet forfe. Si presupunem ci F; este forfa in dreptul careia are loc ’
maximum. S gisim acum pozifia convoiului care di maximum
maximorum. Avem:

i-1
M =R (a,—c)/l—ZF} d,
1

g
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Cand convoiul se mised la dreapta si la stinga atunci variaza
¥ -]
a, 51 b, i deci i sarcina I; ca pozitie. Maximum max. are loc pentru
d M|d a, = o, adici pentru:

(19) ar =(l+¢)/2, 51 b, = (I—¢)/2
care in vorbe ne spune ci: pozifia
convoiulut care di@ momentul maximum
‘o Tyl R mazximorum este aceea pentru care mij-
d— 7]
]
- |

locul grinzit imparte in doud distanja

J c o o
3 = intre rezultanta forfelor cari intrd pe
Wl —— — iz I LI T s V.
- » . grinddi §i forfa in dreptul cdreia are
“loc maximum mazximorum. In acest
Figura 100 caz valoarea momentului maximum
maximorum este:
Q-1
9
(20) Muygze = R(l—c)}/41l—2 F), dy
. 1

Momentul maximum max. poate avea loc in dreptul lut F, .
sau in dreptul oricirei alte forfe. Nu putem sti deci care ¢ mai
mare, decat ficind caleulele numerice. Care este forfa in dreptul
ciireia are loc maximum max., ne-o indicd formula (20), si anume:
R sa fie cAt mal mare, ¢ cit mai mic, deci momentul maximum max.
are loc pentru fortele, cari sunt grupate in jurul rezultantei, si

i1
2 Iy d), cAl mai mici.
1

Din cele de mat sus se vede ci momentul maximum maximorum
numai ‘intdmplitor poate avea loc la mijlocul grinzii.

F) Incérciri uniform distribuite echivalente unui
convoi de sarcini dat.

i

Pentru simplificarea calculelor, -se obisnueste adesea, ca un
“convoi oarecare de sarcini si-l inlocuim cu o sarcind uniform
distribuitd, p. Accastd sarcini p poartd numele de sarcina echiva-
lentd convoiului dat. .
Aceastii echivalenjd depinde de punctul de vedere ce ne inte-
reseaza,
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De ex., am gisit in sectiunea z, 2’ la o grindd simplu rezemats,
cu sarcinile aplicate direct, ca forfa taictoare este 7', atunci sar-
cina echivalentd p, din punctul de vedere al for}ii taictoare in aceasti
secfiune, este datd de formula:

T =p 2'2/2.

Pentru alta sectiune va rezulta alt p- In ceea cc priveste mo-
mentul incovoictor, se presupune ci el este echivalent cu acel dat
de o sarcini p, care insd nu este distribuita pe lungimea I ci pe o
lungime mai mici. Circularile oficiale prescriu, ¢ momentul maxi-
mum maximorum si-l egalim cu:

1‘Inmx- maze = P 0)88212/'8

adica pe o deschidere de 0,88 ! in loc de L Pe partea centrali a
grinzii i anume 0,12 [, se presupune
momentul constant §i egal cu momentul
maximum maximorum. Curba momentelor
‘maxime se compune atunci—in mod
conventional — din doud arce de para-
bola racordate cu o dreapta la mijloc
(fig. 101). Momentul in sectiunca z, este:

Figura 101

Mz = Muaz. maz (0,88 1 — 2) /(0,442 12
notind z/l = &, avem:

AVl == A ees b (0,88 — &) /0,442
in care & variazi intre zero si 0,44,

Circularile oficiale dau pentru diferitele convoiuri s1 deschideri I,
valoarea momentelor maximum maximorum §i tabele gata calcu-
late pentru valorile lui & (0,88 — £)/0,442.

Cele doui parabole, astfel construite, se iau drept curb a mo-
mentelor incovoictoare maxime. Calculele aratid ci aceastd curbi
a momentelor, di valori mai mari pentru M, decit di convoiul
in realitate, deci din punctul de vedere al calculului suntem aco-
periti.
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Aplicatiuni recapitulative.

Aplicafia Nr. 24, O grindi incastrati la o extremitate si libera la
cealaltd, este incircatid cu o sarcini uniform distribuitda p/kg/m. Se cere curba
momentelor incovoictoare si a forfclor tiictoare.

Avem:

phgnn : T=—pa:n : ra il . '
T =Y T 3 A‘I=—p .’L"/Q. =R __' I
=== -{ g Variazi deci dupd o x 7 ;
dreaptii st o parabold ca : i
in fig. 102. Au valorile PP .
maxime pentru z = [, l H
i lia T 7 |
Aplicatia Nr. 25. Sa se i —_

gitseascit linia de influentid e A}\

Figura 102 a forfei tdictoare §i a mo- oy

men‘tulm mcovoxc.lor i Figura 103
sectiunea x, a unei grinzi
incastrati la o extremitate,
Pentru for{a tiictoare vom face o sectiunc in z si vom deplasa bucata care se
poate deplasa, cu o cantitate ¢ si paralel cu ca insdsi (fig. 103). Daca FF =1

parcurge drumul j avem:
Tv+Fj=o0

Se vede ci v = j, deci

Pentru moment vom introduce o articulajic
£l g, = 3 4 st avem
4 { ' MO+ Fj=o
= i deci :
M=—(1/0)j
Insd j= (x—a) 0, deci
M= — (xz—a)

Oricc sarcindi care caled la
dreapta sectiunii z, dd forte ti-
ietoare §i momente incovoictoare
nule in sectiunea .

Aplicafia Nr. 26. O grindi
care se sprijind pe douii reazime,
cari nu sunt la capetele grinzii,
poartd numele de grindi cu con-

. - sole. Console se numesc partile
Figura 140 . . = pe t.
: grinzii cari depiisesc reazimile
(Tig. 104).
S& presupunem grinda incdircatd cu un sistem de 3 sarcini concentrate Iy,

F, si F,.
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Si se construiasedl curba fortelor tiietoare si a momentelor incovoictoare.
Reactiunile sunt:
Vi= (I + b Ky~ b 1) /l; Vo= (—ay Iy + a, F, + a3 ) /1
si se deduc luiind momentele in raport cu cele douit reazime.

Forta tiictoare si momentul incoveictor au diferite valori dlllhl pozitia
secfiunii. Daci socotim pe x dela V, ca origine avem:

Intervalul Forta tiictoare T. Momentul inct;\'oictor .'\l..
o— I, o o

Fy— VvV, — — (ay— 1) F;

Vi,—F, Vy—F, Viz— (z+ a) 7y
Ty Vo B T, Viz—(z + &) Fy— (z—a) F,
Vo—F, |V +V,—F —F,=1F, I, (a3 — )

Fy—3 F;—F,=0 o

Grafic problema se rezolvit foarte simplu, determinind linia de in- -
chidere a poligonului funicular asa ea momentul in dreptul reazimilor
sit fie nul.

In fig. 10% este ariitati curba forgelor tiictoare si a momentelor incovoictoare, -
cari prezintd porfiuni pozitive si negative.

Aplicatia Nr. 27. O grindii cu console este incircatii cu o sarcind  uniform
distribuitd p (fig. 105}. Distanta intre reazime
este 1, far lungimea celor douit console este ;.

Si se determine raportul I/} asa ca mo- phym
mentul maxim pozitiv s fic egal in valoare | ' :

cu cel negativ.
Reactiunile sunt
Vi=Vi=p(h+1/2).

Momentul in dreptul reazimului este

My = — pi% /2

Momentul maxim la mijlocul grinzii este N
Val/2—p(lh +1/2)2/2=p (1B/a — 1%} /2 Figura 105

Egaldnd cele doui valori avem:

=2y
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Aplicatia Nr. 28. Si se giiseascd linia de influentd a reactiunilor, a
fortelor tdietoare si a momentelor incovoietoare in diferite, sectiuni la o grinda
cu console.

In fig. 106 sunt indicate acestea. Nu ¢ nevoie de nicio explicatie.

Deplasarea in dreptul cantitiitit care ne intere-
seazit putem sit o luiim egald cu 1, §i atunci rezulti
numai decdit unghiurile 0. Acest unghiu, in cazul reac-
K S tiunii ¥} si a fortei tiietoare T este egal cu 1/I;
in cazul momentului incovoictor 0,=1/r, 0.=1/z,

= I/xz’. Accasta pentru seciunea dintre reazime.
Pentru sectiunea de pe consold, pentru T avem
0 = 0, iar pentru moment 0 arbitrar. Cu aceste
elemente caleculim imediat valorile lui j.

Aplicatia Nr. 29, Avem un sistem de grinzi
cu console ca in fig. 107.

Se cer liniile de influentii ale reactiunilor: Vy, Vi,

= V., a fortei tdietoare si a momentului incovoietor

i / in scetiunea z din deschiderea [;.

Vom explica numai cum s’a construit linia de

i/ . influentd Tz si Mz din sectiunea .

Pentru prima facem o sectiune in grinda si
dim o deplasarc bucitilor de grindi, asa ca dupi
. aceastd deplasare, cele doud buciti de grindi si fie
paralele. O bucatd se va roti in jurul reazimului 8, iar cealaltqi in jurul
reazimului 7. Punctul 6 va ajunge in 6,, punctul 5 rimane pe loc, iar
4 in 4y, pentrucd bara I, 4 Iy se roteste in jurul punctului 5. Punctul 3
riméne pe loc.

Figura 106

Pentru momentul incovoictor introdu-

cem in sectiunea £ un moment positiv. O A A A S DU S RO S
Bucitile I5 si I, se rotesc in jurul FoT——7¢—t= e T 2]
. 8 3 8 ] N - l b !
punctelor 7 si 8. Punctul 6 ajunge in el e ¥ i ! i ol 4
G; iar 4 in 4, punctele 5 si 3 rimanind = W , ‘ —
pe loc. PR .
In acest mod se poate foarte lesne . lm{‘ | i
construi linia de influenti a oricirei can- ~ | '
tititi. ' ’

Si se mai observe ca deplasarea in
dreptul cantititii care ne interescazi putem
si o facem oricind egald cu 1. .

In acest fel expresiunile unghiurilor 0 ' \:75
sunt foarte simple.

In cazul reactiunii ¥, avem 6 = 1/i,, Yy . “Q
pentru Vs, 0= 1/, pentru V;, 6 = 1/L, i
pentru forta tidictoare 6 = 1 /I, iar Fi -

X “igura 107
pentru moment 0,=1/z, 6,=1/r, : °
(= (i, ’
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Aplicatia Nr. 30. O grindi, simplu rczematd la ambele extremititi,
este ficuti din doud bucidti, 1 —2 si 3 —4. Extremitatea 2 reazimd pe
grinda 3—4, jar capitul 3 este legat de 1—2 ca si nu sc desfacd (fig.
108). Grinda este inciircati cu un sistem de sarcini oarecari. Si se gi-
seascii curba forfelor tiictoare si a momentelor incovoietoare in fiecare
grindd. (I. Ionescu).

Cu ajutorul poligonului fortelor, construim poligonul funicular, cu ajutorul
ciruia deducem reactiunile ¥/, si V,. Pentru aceasta, prin polul 0, ducem o pa-
raleli N cu linia de inchidere a poligonului funicular 0.

Si considerim grinda
1—2. Ea se giseste in

echilibru sub actiunca
fortelor V,, Iy, Fy si a 5 /5 5
reactiunilor Vy si V,. e
Laturile extreme de 0 @
poligon funicular pentru .-
grupul de forte V,, illwl{‘! QM‘
F,, F;, sunt laturile 0 l |“l;;‘! ;I]& J
Bt ! ||1!M$%»
Linia de inchidere “”“,l, 1,9./ BIAN

care intdlneste aceste
laturi st liniile de acti-
une ale lui V, si V,
este 0'. Daci ducem in
poligonul for{elor o pa-
ralela N’ cu 0, gisim
reactiunile V, si V,.

Curba momentelor L LS
pentru grinda 1 — 2

{TERURIRS DR

el e
este formatit din latu- ° A
rile 0, 0y, 0,, 0’ si 0.
In mod analog se
aratd cit pentru grinda
3—4 curba momentelor este 0, 0, 0, si 0.

Reactiunile fiind determinate se afli ca pe figuri curbele forgelor tiictoare.

allitg 1t
e

Figura 108

Aplicafia Nr. 31. Pentru grinda din aplicatia Nr. 30 si se determine linia
de influenta a fortelor tdictoare pentru o 'sécgiunc din intervalul 2—3, atit
in grinda de sus cit §i in grinda de jos. Sarcina F = 1 parcurge grinda 1—2
iar, de acolo, pe intervalul 2—4, parcurge grinda 3—4.

Aceste linit de influenti se determini dupi regulile date anterior, fird nicio
alti consideratiune speciala.

In fig. 109, T este linia de influentd in scctiunca z in grinda de sus, T

.idem in grinda de jos, M; este linia de influenti a momentului incovoietor
in secfiunea r, in"grinda de sus, A; idem in grinda de jos.

Sa explicim constructia uncia din ele, de ex. Ts, In grinda superioarit
facem o sectiune si aplicim fortele taietoare T positive. DBucata 1 —z
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se va lisa in jos pand in o pozitie oarecare. Punctul 3, riminind mereu
’

pe bara 1 —=x, va ajunge in 3, si
Punctul 2 fiind mereu pe bara 3 —4
p

D @
a 1=
&5 z @‘
Xe
7 3 \ 2 Lltnta 72 4
N =
e
2
N
.
\., 2
Linia & / )

Figura 109

Vom aplica principiul lucrului
sunt Vy, V,...

bara 3—4 va ocupa pozitia 3;—A4.
ajunge in 2;. Bucata de bari z— 2,
dupd deplasare, trebue sia ramini pa-
raleli 1—3s, deci prin 25 ducem o
paraleli la aceasta, care taie verti-
cala lui  In a's. Torta F =1 de-
plasindu-se pe grinzi pe intervalele
1—2—4, linia de influenta ¢ data
de
sare.
Dupi cum se vede chestiunea este
foarte simpli. Calculul ordonatelor j
cu ajutorul unghiurilor 0 este de ase-

ordonatele acestora, dupd’ depla-

Inenea usor.

Aplicatia Nr. 32. Trei grinzi ori-
zontale 14, 25 si 36 se sprijini cu
extremitiifile lor 4, 5 si 6 pe trei
reazime simple 4, 5 si 6, lar cu ex-
tremitdtile 1, 2 si 3, reazimd simplu in
punctele 1, 2 i 3 respectiv pe grinzile
36, 14 si 25.Pe grinda 14, in punctul A1,
se aplici sarcina verticala F. Si sec

giseascit reactiunile din reazimile 1, 2,,..
Vom presupune c¢i punctele 1, 2 si 3

impart grinzile in acclasi raport z/I,
ca in fig. 110.

mecanic virtual. Presupunem cii reactiunile

Dacit punctul 1 de pe grinda 1% se lasd in jos cu ¢;, atunci 2 se lasi cu ¢,z/1,
punctul 3 eu v, a%/l* jar punctul 1 de pe

grinda 36 cu v, 23/ Reactiunea ¥V, a
parcurs deci diferenta de drum ¢ (1—a3/B)

si a ecfectuat lucrul mecanic

Vi, (1= a3/09),

Forta I’ a parcurs drumul ¢/l si a

efectuat lucrul mecanie virtual —Fy,
Avem deci:

Vil —a3/B) = Fa/l
care ne da V, = F al*/(P — 23).

Analog giisim:

virtual

a/l,

Tigura 110

V.= F a2®/(B— 29),
Vi = F aal /(B — a%)

s1

Vi + Vot Vo= Fa/(l— a).

Avénd aceste reactiuni deducem numaidecit pe celelalte prin proectii.
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Aplicatia Nr. 33. Doud grinzi simplu rezemate sprijink cu cite un
cap al lor pe un acelasi reazim, Si se giiseascd reactiunca maximi pe acel reazim
sub actiunea unui convoi mobil. Linia de influen{d, a sumei reactiunilor V;+V;,
este un triunghiu (fig. 111), deci ca si
a momentului incovoictor ce s’ar pro- &
duce in dreptul lui Va + V5 daci am )|
avea o grindd simplu rezemati de des-
chiderea !y + .. Deci:

h-

Linia K-l _~

Fi= (Vo4 V)e=M0 8

sau  V,+ V=M 0/v=J (4L} /L1,. Figura 111

Asa dar, pozifia convoiului care di
maximum pentru V, 4 V;, este aceia care did momentul maxim in aceiasi
sectiune, considerind o grindd  cu deschiderea I, +1,.

Aplicatia Nr. 34. O grinda de 6 m deschidere este parcursii de un convo
format din o sarcind uniform distribuitd, de 2¢/m pe o lungime de &4 m
si o sarcinii concentratd de 24, care este Ia distantele 3m si 11 de capetele
sarcinei uniform distribuite (fig. 112).

Grinda fiind simplu rezemati la am-

Vt bele sale extremitiiti; si se giiseasedi mo-
1 : mentul maximum maximorum,
o ——+—— |180m = e fym, & .
i iatm Vom afla mai intii valoarea rezultantei
[ 1 y . A P 4
= si pozitia ei fatd de convoi. Avem:
- ¢ — @
O o g ol el R=2x4+2=101
Aot Pentru a afla pozitia ei luiim momentul
in raport cu mijlocul sarcinei uniform
Figura 112 distribuite si avem

. 2.1/10=0,2 m

Prin urmare dela mijlocul sarcinei uniform distribuite, luim 0,2 m si acolo
plasim rezultanta de 10 ¢

Asa dar, aceasti rezultanti se giiseste la distantele 2,20 m si 1,80 m de cele
doudi extremitiifi ale sarcinei uniform distribuite.

Ca si avem momentul maximum maximorum, asezim convoiul asa ca
mijlocul grinzii si impartd in doudi distanta intre rezultantd si sec{iunca in
care are loc maximum, Aceastid sectiune poate fi orice sectiune din regiunca
sarcinei uniform distribuiti, pentrucit orice sarcini pdz, poate fi considerati
ca o sarcind coricentratii,

Si presupunem cdi acea sectiune este intre rezultantd si sarcina de 2 ¢,

Dacd din calcul va rezulta ci scefiunea este in aceastd regiune, atunci sectia
este bine aleasi. Dacd rezultd in altd regiune, o vom lua acolo.

Pentru ca momentul si fic maxim trebue ca forta tdietoare si fie nula.

Avem:
T=10 (3 + ¢/2}/6 —2 (2,20 + ) = 0

din care scoatem ¢ = 0,514 m.
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Prin urmare, sectiunca este bine aleasd, ciici distanta intre rezultantd si
’ ,
forta de 2 ¢ este 0,80 m.
Valoarca momentului maximum maximorum este:

i
M=R (l—c*/41—2Fp d,= 10,348 tm
. 1

si are loc in sectiunea de langd mijlocul grinzii.

In cazul cind avem o sarcinii continud si mai multe sarcini concentrate,
pentru a micsora numdrul incerciirilor vom alege sectiunea de maxim in dreptul
unei sarcini concentrate.

Daci forfa tiietoare in dreptul acelei sarcini schimba de semn, atunci sec-
tiunea este bine aleasi. Dacidi insd in dreptul ei for{a tdictoarc este pozitivi,
sectiunca de maxim se giiseste la dreapta acelei sarcini si la stinga cand este
negativa.

Aplicatia Nr. 35. O sarcini continui uniform distribuiti avanseazi  pe o
grindi simplu rezemati. Cum variazi momentele maxime cu pozitia incirci-
turii (I. Ionescu) {fig. 113).

—a— Momentul maxim va i in sectiunea a in
T o T 1 care for{a tdictoare este nuli deci acolo unde-
A

A
i pa?/2l—ple—a)=0,. . a=x—a?/21

1
' jar valoarea momentului este:
M=pa*/2

variazi deci dupd o paraboli, ca in fig. 113 si
are valoarea maximi pentru a =1/2. Cealalti
ramurd de paraboli o cipitim cind sarcina
avanseazi dinspre dreapta.

Din acest exemplu se vede cit de repede creste momentul incovoictor cu
deschiderea.

Figura 113



GRINZI CU ZABRELE PLANE.

‘A) Generalititi si definitii.
1. Definitii.

Cu ajutorul barelor putem face si o alta serie de constructii.

Doua puncte oarecarc le putem lega, in mod invariabil intre
ele, prin o bari rigidd. Asta inscamnid ci numai distania intre
ele rimine invariabili. De aceste doud puncte, si zicem A si B,
(fig. 114) putem fixa un al treilea punct C, in doui moduri:

1°. Prin o bard AC invaria-
bild §i care face un unghiu in-
variabil CAB cu directia AB.
In acest mod, daci barele A B si
AC sunt indeformabile, punctul 4

4

8

b
C va pastra o pozijie invaria- Figur: 114
bila fata de A si B.

29, Prin doua bare AC si BC cari sc potl roti, deei cari sunt
articulate in punctele A, B si C. Daci barele sunt articulate in
aceste puncte si dacit lungimile A B,
BC 51 CA sunt invariabile ca lungime,
atunci pozijia relativa a punctelor A,
B si C, unul faga de altul, este inva-
riabild. In acest caz se zice ci
constructia ABC este rigida. _

Ne vom ocupa deocamdati numat

Figura 115 de al doilea fel de fixare.

' De constructia A BC,stin planul ei,
putem fixa un al patrulea punct D (fig. 115) tot prin doud bare, BD
si CD, invariabile ca lungime §i articulate in punctele B, C si D.
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In acest mod, in plan, cu ajutorul barelor articulate la extre-
mitdli, putem construi o figurda ABCDEFG... indeformabild
siin care diferitele puncte A, B, C... pistreazi unele fajd de altele
o pozijic invariabild cind lungimile barelor riamin invariabile.
Figura astfel formati poarti numecle de grindd cu zdbrele pland
pentrucd este cuprinsii intr'un plan.

Conturul ACDFG, al pirtii superioare, poartd numele de talpa
superioard, iar cel al partil inferioare (ABEG) poarti numele de
talpa inferioard. Barele dininteriorul
acestui contur precum CB, BD, DI
si"IEF poarti numele de diagonale.
Cind o parte din diagonale sunt
verticale, atunci aceleca se numesc
montanfi. Punctele A, B, C,. .. se numesc nodurile grinzii cu zdbrele.

Cand nodurile talpii superioare ale unei grinzi cu zibrele se
giisesc pe o parabola, iar cele inferioare pe o dreaptd, grinda se nu-
meste grinda cu zdbrele parabolicd (fig. 116). Dupa forma talpiloer,
grinzile cu zibrele se clasifici in o serie de grupe si nu e locul aci

Figura 116

de a ne ocupa cu aceasta.

2. Relatiuni intre numdirul barelor, numirul nodurilor
si pozitia lor.

a) Consideratiuni cinematice.

Ipoteza [undamentald, care o admitem la construcfia grinzilor
cu zibrele. este ci toate barele sunt articulate in noduri, si deci
fiecare bard in parte este articulatd la ambele sale extremitdfi.

Observam apol ci, pentru a fixa un punct oarecare, avem nevoie
de doud bare. Dacd n este numirul nodurilor, atunci avem nevoie
de 2 n bare. Dupi aceastd reguld ar fi trebuit si avem pentru pri-
mele doud puncte patru bare, pe cind in realitate n’avem nevoie
decit de o singurd bari. Deci dupd accastdi reguld objinem trei
bare mai mult §i ca si avem numirul exact trebue si scidem 3
bare. Daci m este numarul barelor, atunci avem

(1) o m=2n—3

Formula aceasta stabileste legatura intre numirul bareclor si
numirul nodurilor. Daca grinda indeplineste aceastii conditie este
rigidd. Accastd condific este necesati dar nu este suficienti. In
adevir, si presupunem ci din grinda cu zibrele suprimim o bard
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de exemplu 4—5 (fig. 117). In aceste condifiuni, o parte a grinzii
se va migea fafi de cealalti pentrucd neindeplinind conditia 1)
construcfia numai este rigida si dacii de ex. por{iunea I ramine
fixa, atunci porfiunca II se va misea fati de prima, nodurile ei
descriind niste curbe C. ‘

Pentru a impiedica aceastd miscare este suficient ca oricare din
nodurile porfiunii IT si fie legat in mod invariabil cu o bari rigidd
de oricare din nodurile por{iunii 1.
Putem deci inlocui bara 4—35 de ex.
prin bara 3—6.

Prin urmare —in condifiile de mai
sus — pulem inlocui o bari oricare a
grinzii cu zibrele prin o oricare alti J
bard, afari de barele de carc facem Figura 117
menfiune imediat.

Nodurile parfii II, cind am suprimat bara 4—3 si mentinem
partea I fixd, descriu niste curbe C. Daci legam un nod oarccare
al par{ii a doua cu o bari rigidd la un nod din partea I, care se
giseste pe normald la curba C descrisi de noedul din partea II,
atunci cele doud pir{i nu mai sunt legate rigid intre ele.

In adevir, in loc ca nodul respectiv si fie legat la partea [ prin
doud bare care fac intre ¢le un unghiu determinat, el este legat prin

doui bare care facintre ele un unghiu
: ﬁ nul. In acest mod, in loc si avem
! E"""l'"“"‘o punctul determinat prin intersccjia
a douit cercuri oarecari, ¢l este de-
terminat prin punctul de tangenti
a doud cercurl asa cum se arati in
fig. 118.
Figura 118 In acest caz, pentru lungiri sau
scurtdri infinit mici ale barelor de
legatura, rezultd pentru punctul C deplasiri finite. Si presu-
punem ci ¢ este deplasarea punctului C dupd normala la AC, cind
barele, AC =1, BC =1, s’au scurtat si lungit respectiv cu u, si
uy, aceste variafiuni ale lungimilor fiind infinit mici, avem:

(h —u)? + v = ([ — w,)?
(o —u)* +9* = (; + uy)?

- —

din care deducem:

L—L = |/(_l1 — ) —? —]‘/(_12 + 1,)2 — o2
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Neglijand infini{ii mici u, si u, fa}ii de 4 si l,, avem:
Vil — ) — P by — uy — v3/2 1

Vil + )t — P~ 1y, + uy— v3/2 1,
sau:
(2) v*=2(u +u) hib/(h—1b) , w=(u +Luy)/(,—1)

Dacii punctul C este intre 4 si B §i daci misurim pe u po:
sitiv in sensul de la A spre C atunci avem analog:

(2 =2 (u+w) LiL/(+1L) , u =y —Lu)/( + 1)

Prin urmare, pentru lungiri infinit mici u, §i uy a barelor 1, si I,
corespunde o deplasare ¢ finiti a nodului C.

S ludm un exemplu numeric: §; =6m, I, =4 m, u; + u,;=0,1
mm. Inlocuind in formula (2) cipatim ¢ = 49 mm. Asa dar, pentru
o varialic totald a lungimii barelor de 0,1 mm, pentru punctul C
corespunde o deplasare normald pe directia barelor de 49 mm, adica
de 490 ori mai mare. In aceste condilii nu mai putem spune ci
punctul € este fixat in mod invariabil de punctele A si B prin lun-
gimile 4, st . 4

Se poate gist o expresiune analiticd a acestei condifiuni.

Si presupuncm ci bara de lungime ly si direcjic 7y leagd no-
durile ¢ si k.

S& mai presupunem ci dim nodurilor i si & deplasirile J; si J.

Se va demonstra mai tarziu la « Deplasiri virtuale» ci daci
(—1-, ﬁ sl 0 sunt trei vectori normali pe 7,-, ]7 §1 —/'j;,;, daca u §1 0 sunt
respectiv cantitifile cu care bara se lungeste si se roteste in jurul

-unui punct anume determinat i ¢i dacd punem v =10, aven:
CH R il - P

Prin urmare, daci cunoastem deplasirile j, §i j;, putem deduce
pe u si ¢ si reciproc.

Relatia: : vi—ul =0
reprezinti condifia de nedeformabilitate a barei, ciici din aceasta
relajic rezultd neapirat u =0, v = 0.

~Aceastd relatie este satisficutd numai. daci bara sti pe loc
sau are o migcare de translatie. .

Sa scrim aceastd relajie pentru toate barele cari pleaca din
nodul . Vom avea:

(4) 2 vy, Z’I: = 'Ji
notdnd:
(5) . l—ll. = w;r; 61!.'
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Daca tuturor barelor le dim lungiri cunoscute uy, atunci u;
este cunoscut. . :
Pentru generalizare vom presupunc ci un nod este legat cu
toate celelalte prin bare.
Scriind aceasta relatie pentru toate nodurile, vom avea n ccualii
de forma:

(6) 0 h "127-12 + v 7-13 Rl "14714 T =1y
"217“.’1‘*' 0 +"23723+"21724+ cee T U

cu m = 2n—3 necunoscute ¢, _

+ Pentru a rezolva acest sistem de ccuafii, ne alegem un sistem
de axe de coordonate &0y si multiplicim fiecare ecualic scalar
respectiv cu & si 7. In acest mod am transformat ccualiile de mai
sus in 2 n ecuafii scalare.

Daci, dupa deformatie, agezium, de ex., grinda asa fel ca nodul 1
si fie in originca axelor de coordonate, atunci u; = 0, si dacii asezim
si bara 1—2 dupi axa &, atunci wu, este dirijat dupd accastd axi
‘si ecuafia respectivd multiplicati cu 3 anuleaza partea doua a ci.

Asadar, din toate ecuajiile ne raiméan numai 2 n — 3, adici atitea
cite necunoscute avem de aflat.

Am putea impune si alte conditii, de ex.: deplasarea nodului 1
si fie nuld, iar a nodului n si se facd dupd o directic oarecare.

Pentru ca si avem valori finite pentru v, cind u; are de ase-
menea valori finite, trebue ca determinantul 4, al coeficientilor
necunoscutelor v din ecuatiile scalare de care am vorbit mai sus
sa fic diferit de zero, deci A, = 0.

Am vazut cum din ccuatiile vectoriale deducem pe cele scalare
si deci cum din determinantul vectorial simbolic:’

R
g (INFIREL. .
‘n le O....

putem deduce pe 4,. al ecuatiilor scalare.

Asa fiind, in loc de a pune condijia 4, =4 0, vom pune conditia
.echivalentia:
(7) 4,0

Numai in acest caz, pentru valori finite wy, — lungirile barelor —
corespund valori finite pentru v §i deci valori finite pentru j.

10. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica conslruc(iunilm; i nezislcn(n malerialclor,
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Grinda satisficind acestei condifii se zice ci este strict nedefor-
mabila. '

In’ rezumat o grindi cu zibrele trebuc si satisfacid conditiile:

1. Barele de lungime invariabild si fie articulate in noduri.

2. Intre numadrul barelor i al nodurilor sd existe relajia m=2 n—3.

3. Direcfia barelor, sau ceea ce este tot una cu posifia nodurilor,
s satisfacd condifia de strictd indeformabilitate, adicd A, = 0.

Aplicatia Nr.36. Sa presupunem cii avem o grindid cu zibrele cu 3 noduri
(Tig. 119) si si-i aplicim conditia 4, == 0.

Avem:

1
|

0 Ayz lay
do = ;_-;1 0 Z_'a
By k0

Figura 119

Pentrucd numirul laturilor este 3 si 4s va avea tot gradul 3.

Determinantul Ao il transformim in unul scalar multiplicind vectorial
ficcare linie respectiv cu Ay, Asy si Z4. Vom obtine un vector normal pe planul
figurii, a cirui valoare este:

sina 0 0
ds=—| 0 0 siny|= —sina.sinfl, siny
0 sinff 0

Se vede de aci, cit atunci cand unul din unghiuri este ¢ sau , cele trei
-noduri sunt in linie dreaptit si sistemul —in acest caz—nu este strict in-
* deformabil. . :

. Pentru o grindii cu n noduri se poate giisi oricind o pozitic a nodurilor
asa ca 4 = 0,

b) Consideratiuni statice.

Vom avea totdeauna in vedere faptul ci barele grinzii cu zi-
brele sunt articulate la noduri. Din aceastid considerafiune rezulti
c¢d in noduri nu avem momente cari si ac{ioneze asupra capetelor
barelor. Mai rezultd ¢i momentul tuturer forfelor din barele unui
nod in raport cu nodul respectiv este totdeauna nul.

In cele ¢e urmeazi, vom mai presupune cd forfele se aplicid numai
la noduri. Prin urmare, barele grinzilor cu zibrele vor fi solicitate
numai de forfe aplicate la extremitifile lor. Pentru ca bara respec-
tivii sit fie in echilibru, trebue ca forfele aplicate la eatremitdfile e
sd fie egale de direcfii contrare si dirijate dupd aza barei.
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Daci avem doua noduri ¢ si k, cfortul in bara i % il vom nota
cu Ny, lungimea baret respectlve cu l, 1ar directiunea ei cu Digee

Fie for;clc 1'1, F, £151a 1,, F... . cari se aplicd respectiv in nodu-
rifehdbER2 PR el B (e 81 20)

Momentele forfelor ce concuriin nod fiind totdeauna nule, urmea=a
cd echilibrul nodului este asigurat scri-
ind cd poligonul forfelor din acel nod este
un poligon inchis. Vom avea cvident:

Fy + Nyp + N3 =0
Iy 4+ Ny + Nog +Noy =0
7 N N N \7
Iy + Ny + Ngg + Ny + Nyy =0

Fi 4+ Nig + Nig + N + Nip = 0

¢

Figura 120

sau:
I+ 1\712‘7‘-1:: + N3y =0
() I, + Ny Ty + Nog Ty + Nagtay =0

Fl‘ + lvis .;-—ia + -\ru Z’.ﬂ, + A'vil.‘ ZI: + Ayin Zin = 0

in care:
(9) Nig = Ny §i dgy + 1y =0

In grupul (8) avem atitea ccuafii cite noduri, deci n ecualii.
Ficcare ccualie ne permite gisirea a doud necunoscute, prin urmare
putem gasi 2n necunoscute.

Echilibrul grinzii cu zibrele se asigurd prin un sistem de reazime
echivalent cu trei reazime simple. Valoarea acéstor trei reacfiuni
este de asemenea necunoscutd si grupul (8) de ccuatii ne da va-
lorile celor 3 reacfiuni si a 2n—3 eforturi N din barele grinzii
cu zibrele. Cum numirul eforturilor din bare este egal cu numirul
barelor, urmeaza c& trebue si avem:

(1 m=2n—3

Reactiunile insd le putem gisi direct.

In adevir, presupunem ca trei oricari din forjele Iy, F,... sunt
reacfiuni.

Daca adunam ecu'mllc (8) capiatam:
DRER=0]
“ pentrucd termenii in N, tindnd seama, de (9) se anuleazi doi cite doi.

10*
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Daca se i1a momentul tuturor forgclor in raport cu un punct

arbitrar, se capiti:
SaF =0,

termenii in N anulindu-se ‘pentru acelasi motiv ca mai sus.

Aceste doud ccuafiuni ne determind valoarea a trei reacfiuni.

Si c@utam valorile eforturilor N. Presupunem ci am aflat
reaciiunile, deci grupul de forte, Iy, F,... I,, este cunoscut.

Din ecuatiile (8) — dacd pentru genecralitatea cazului presu-
punem ci un nod este legat prin bare cu toate celelalte noduri —
giasim ci A, are valoarea:

0 B e ST 00
) L :‘.ﬂ 0 Tage ..
Y N |

. 6 - |

adicii tocmai aceta care am gisit-o la studiul deformafiunii grinzii.

Pentru ca s& gisim eforturi finite in grinda, trebue ca A, == 0
si accasta se vede cit este tocmai conditia de strictid indeforma-
bilitate.

Daci 4 =0, gasim eforturi infinite in bare.

$1 din considerajiunile de mai sus ajungem la aceleasi conclu-
ziuni ca §i pe cale cinematicd, pe cari le repetim si aci:

L. barele de lungime variabild se considerd articulate in noduri,

2. tntre numdarul barelor §i nodurilor si existe relafia m = 2n—3

3. sd avem condijia A 3£ 0.

B) Determinarea eforturilor din. bare.

Generalititi.

Grinda cu zibrele indeplinind conditiile de mai sus, putem pisi -
la gasirea eforturilor din bare.

Daci grupul (8) de etuatii il transformam in unul scalar, gisim
2 n ecuatii din cari pistrim numai 2n — 3, pentru ci reactiunile
au fost gisite.

Daci se rezolvi acest sistem de ecuatii liniar §i omogen se giseste:

T
(10) Nie =nirgy Fy +nig Fy + o000 0 Fi + ...
din care rezulti ci Ny este o func;ie liniard si omogend numai

de valorile forfelor Fy, F,... nu §i de dlrec;ule lor, pe cari le vom
presupune cd rimin constante.
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- Coelicientii ny,; poartd numele de coeficienfi de influenjd. Ei se
determini in modul urmitor. Presupunind I, =1 si F, = F,=. ..
= I =0, avem:

) il = Nilyy,

adicd, njs, este efortul care se produce in bara ik, atunct cind in nodul
1 se aplicd o forfa Iy = 1. Dimensia lui ny; este un numar.

Formula (10) ne arati ci putem suprapune cfectul forfelor
Iy, ete. In adevir, putem calcula efortul in bara ik cind forfa F,
caled in nodul 1, si vom avea nj,y Iy drept efort in bara k.

Calculam apoi efortul in bara ik cind F, calci in nodul 2 si
avem nj,e Fy si asa mai departe. Formula (10) ne aratd cd efortul
total. este egal cu suma eforturtlor produse de fiecare for{d@ in parle
in bara consideratd.

Aceasta observatie este foarte importantd cicl ne permite sim-
plificiri de caleul. In adevir, vrem st stim care este efortul in
o bard sub ac{iunea inciircirii permanente si a incircirilor mobile?
Vom calcula eforturile in acea bari sub acjiunea sarcinii permanente
st apol sub actiunea sarcinilor mobile. Efortul total sub actiunea
simultanid a celor doudl sareini, va fi suma lor.

Coeficien{il 7y, etc. sunt positivi si negativi. Dacii incircim
numai nodurile cari au ny; positivi, vom obline Ny positiv, daci
incarcam numai nodurile cari au ny. negativi, vom obtine un cfort
negativ in bara k.

Asadar, cunoasterca coeficientilor ny ne da posibilitatea de a
gisi eforturile maxime positive si negative in o bard oarecare a
grinzii cu zibrele, ardtindu-ne in mod precis cari anume noduri
si le incircam in acest scop. '

Ca normia generald, pentru gasirea eforturilor din barcle unei
grinzi cu zibrele, dindu-ni-se modul de sprijinire, vom ciuta mai
intdiu valoarea reac{iunilor. In acest mod in partea I-a a ecuatiilor
(2) avem numai cantiti{i cunoscute.

Intocmai ca i la grinzile drepte, pentru aflarea eforturilor din
bare vom intrcbuinja metoda secjiunilor.

1. Metoda separirii nodurilor.

Vom presupune ci facem in jurul fiecirui nod o sectiune asa fel,
ca nodul si ramind izolat. El se va gasi in.echilibru sub actiunea
fortei I i a eforturilor din barele tdiate cari ajung la acel nod. -
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Cand am scris ecualiile (8) am ficut implicit aceste seetiuni
cari separdi nodurile.

Ficcare din ecuafiile (8) ne da cite doudi necunoscute.

Pentru aflarea lor numerici avem la indemini mijloace anali-
tice s1 grafice.

a) Calculul analitie.

Prima ecuatie din grupul (8) multiplicatd vectorial succesiv cu
Zy2 $1 233 ne da:

— Fyhyg = Nyg D3 2gs
—FyJyg = Nyg Jpp 2y

Vectorii Jg, 2y, ete. sunt normali pe planul figurii, deci sunt
toti paraleli si valorile lor numerice sunt egale cu sinusurile unghiu-
rilor direcfiunilor respective, deci ecuayiile de mai sus sunt scalare.

Valorile lui Ny, §i Ny; le introducem in ccuajia urmitoare si
procedam la fel.

Pentru a urma aceastd cale si s& nu rezolviim ccuafii cu mai
mult de doud necunoscute, trebue si incepem dela un nod in care
avem doud bare, §i in ccuatiile urmitoare si avem tot cite doud
necunoscute. In modul acesta continuim pana la sfargit. Dacit in
0 ecuaiic oarecare ne vor apare trei necunoscute, vom mai lua
' §l ecuajia urmii-
toare si vom avea

BN de rezolvat patru

ecuail, etc.

: 1

3 §j Aplicalia Nr. 37.
A i In fig. 121 avem o
. E ! .., fermi zisi Polon-
i< % ,\' ceau. Aceastd erindi

cu zibrele o presu-

punem simplu reze-

mati la extremita-
+ tile sale §iincitcati
Ia fiecare nod de pe
versantul stdng cu forfele: I‘.. = i = I‘c = Fsi Fy = F /2, verticale si dirijate
de sus in jos. i '
Mai intdiu determinim reac;iunilc (vezi figura):

Figura 121

Vo=T (14 + 12 +10 + 8/2)/16 = 25 ‘5= 35F—95F =F

Notim cu o directiunea verticali de sus in jos, deei a fortelor F.
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Pentru nodu! (1) avem:
—Vig4DNp+ Np=0
care ne da valorile lui ¥y, si Ny,

Multiplicim succesiv aceasldi ecuatie veetorial cu /4y s1 /.
Cu dimensiile geometrice ale figurii, avem:

Cha=—8/10; ‘olhy=—>520/5386 i = — JpsAip = 2/5,386
si gasim Nog = — 1815 PN, s 85 '

Trecem la nodul 2 in care avem: p
I 4 Ny 4+ Ny + Ny = 0.

ecuatie care o vom multiplica vectorial succesiv cu 2oy si 2o

Cu:  glhy=—6/10; Tnln=—1; Tuhy=1
0l = —8/10; Zn—iu=0? m“:—i
cipitim: Noy=—59Y , Ny=—0SPF

Trecem la nodul 3, pentru care avem:
N+ Nop + Nog + Ny = 0
Cu:  Zg1lay = 5/2,693%;  Taoisg = 2,5/2,693;  TusAey = — o s
Tardas = 03 Zaadas = 2,50/2,693
cipitam: N;=4300F , Ny=1007 F

Observiam c¢ii daci trecem la nodul 4 sau 5 avem cite 3 necunoscute.
Trecem la nodul 6. Aci avem: ‘

T+ Neg+ Ngg + Ngg =0,
din care gisim Ng; = — 08 I', iar din nodul 7, unde avem:
S EE T A e e
gisim: Ny = 1,077 F
Cu acestea revenind la nodul 4 avem:
TB LAV S5 RN el A Ll M e
Cu:  wlys=—6/10; Jgls=—1; Inis=—25/2,693;
T has = 2,5 /2,693;5 ypdgs = 1,
D= —8/10; Iule=0; Iuis=—1/2,603 /
Toshae=—1; ks = —1/2,693.

Capatim: Ne=—563F , Ng=—16F



Nodul 5 in care avem:

vae +“Tu +~’\_'57 +A\—’5u'= 0.

ne di: Nyy =2810F ; Ny =1,733 F
Avem apoi: Nes = —47TF .\';s = 3,887 F
Nistu= Nz = Nppo = Npopg = — 2,6 F

Nz = Ngu= 2,154 F
N = Nes = Nyn = Nya = Ny = 0
N = Ngg = 0,656 F

Am ciipitat o serie de eforturi pozitive altele negative. Primele dauw ten-
siuni in barele grinzii cu zdabrele, secundele compresiuni.

Avantajul metodei consti in faptul c¢i putem impinge aproxi-
maliile oricit de departe voim si ciipatam in mod automat sensul
cforturilor indicindu-ne dacii barele sunt intinse sau comprimate.

b) Calculul grafic. Metoda lui Cremona.

Yom descompune la noduri for{a respectivi dupa directiile ba-
relor. Pentru aceasta va trebui sii gisim un nod unde avem numai
doud bare. La aplicajia Nr. 37 descompun reacliunca V; dupi
direc{ia barelor 12 i 13, si ciipitdm, in poligonul for{clor, eforturile
marcate cu 12 si 13 (fig. 122).

In aceste conditii, nodul 1 se giiseste in echilibru sub acfiunca
lui ¥y, Ny, si Ny, deci acestea formeazi un poligon de fore inchis.
Se observi ca daci Ny, are sensul din poligonul for{elor, atunci
acest efort apasi asupra nodului, deci in 12 avem compresiune, iar
Ny3 trage de nod, deci bara 13 este intinsi si in 13 avem tensiune.

Acum trecem la alt nod. Nu putem trece la nodul 3 pentru ci
acolo avem trei necunoscute si anume Ny, Ny si N3 st nu putem
descompune o for{d dupd trei direcfiuni concurente.

Trecem la nodul 2, unde cunoastem pe I, si N}, carile com-
punem intr’o rezultanti pe care o descompunem dupi directiile
24 51 23. Am facut accastd descompuncre pe epurd. Prin urmare,
ca si putem face aceste descompuneri, trebue si incepem dela un
nod cu doud bare §i apol si continuim cu nodul in care avem
numai doud necunoscute.

Ficind aceasti construciie se observa ci:

1°. In poligonul forfelor, laturile sunt paralele cu forfele ce lucreazd
asupra grinzii gi cu barele ei i !
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2°. La un punct din prima figurd corespunde un poligon inchis
in a doua st reciproc. :

Prin urmare, figura doua este reciproci celei dintdiu. Accasti
metoda poarti numele de metoda lui Cremona sau a reciprocii
figurii date, formati din forjele date, reactiuni si barele grinzii.

Se mai observd ¢d pentru a construi reciproca, firii a avea con-
structiuni auxiliare de prisos, trebueste ca in poligonul fortelor,
acestea sd se succeadd '
in ordinea in care le 7
intdlnim pe conturul
grinzit.

Sa continudm re-
ciproca de unde am
lasat-o. Daci trecem

la nodul 4 sau 5,
gisim aci cite trei
necunoscute, decinu
o mai putem conti-
nua. Trecem atunci /’/

la nodul 6. Descom- g

punem pe I" dupa - ¢

67 s1 468 si gisim . Sl a %
astfel pe Ng; st di- ¥ : &
ferenta intre Ny si ’ X 2

™

5

=

Ngg. Trecem apoi ) T

la nodul 7 st des-

compunem pe Nz, N R
dupa 47 si 57§, ;
gisind astfel efortul 2

Ny, sidiferenfaintre

Nog st Ny Prin Figura 122
_urmare, am gisit pe
Ny; si deci in nodul 4 avem ca necunoscute numai Ny si Ny
pe cari le gisim prin o descompunere a rezultantei lui IF, Ny 51 N,
dupi directile 45 si 46. ,

In acest mod am ocolit dificultatea intdmpinata la nodul
4. Sunt si alte metode pentru a ocolt dificultiji "de aceasti
natura. ‘

De aci incolo continuarea constructiei reciprocei nu intdmpind
nicio dificultate.
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Dacii se compari rezultatele date de epurd cu cele ale caleulului
se observii oarccari diferenfe, incrente calculului grafic.

Bow, observind ci la fiecare poligon inchis din prima figura
corespunde un punct in reciprocd, a notat regiunile impirfite de
figura data cu cate o.cifrd, in acest mod unei regiuni date ii cores-
punde in reciproci . un
punct. O bard in prima
figurd separi douid regi-
uni, in figura reciproci
va uni punctele respec-
tive.

De exemplu, pe fig.
123, triunghiului 8 i co-
respunde punctul 8, iar
laturei care separi regiu-
nea 8 de 9 i1 corespunde
linia 8—9 care reprezinti
chiar efortul din. bara
; 8—09.

Figura 123 Pe figurd barele trase

~ gros indici un cfort de

compresiune, celelalte sunt intinse. Metoda lui Bow este foarte
comodd si clari. Mectoda graficd este foarte expeditiva.

2. Metoda sectiunilor oarecari.

In loc de a face sec{iuni care si separe fiecare nod in parte, facem
0 secfiune oarecare, prin care grinda este tiiatd in doud bucati.

Pentru aceasta tiiem grinda printr’o seciiune care in cazul fig.
124 lasi de-o parte nodurile 1, 2 si 3, iar de cealalti parte celelalte
noduri.

Si adunim ccuatiile (8) relativ la aceste noduri, avem:

Vy + Npp + Nyg =0
TtV & Voo Nl
Fy + Ny + Ny + Ny + Ny =0
Vi+F +F; + Ny + Ny + Ny =0
pentruci ceilai;i termeni prin adunare se anuleazi. Mai notim:
T’lA +-F2 +F3 =—ﬁ13
sl avem: T N 5= Nog - N =

By

By
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Aceastd ceuajic ne aratd, mai inttu, cd@ nodurile, astfel separate,
se gasesc in echilibru sub acjiunea resultantei R si a eforturilor din
barele intdlnite de secfiunea fdacutd si in al dotlea rdnd, cd putem gdst
din ecuafia de mai sus eforturile Nqy, Ngy §i Ng;, atunct cind cunoagtem
valoarea, direcfia §i pozifia rezultantei R. In adevir, in acest caz
problema revine la descompunerea unei for{e dupid trei direcfiuni
neconcurente’n plan, problemid care s’a rezolvat anterior.

Prin urmare, ca si putem aplica accasth metodad, trebuc ca
secjiunea facutd si nu intdlneascd mai mult de trei bare.

Dacd intilneste numai doud, procedim ca in primul caz, dacd
intalneste 4, sau mai multe, problema nu se poate rezolva prin
aceastdi metodd, st vom recurge la altele.

a) Metoda lui Culmann.

In fig. 124 este o grinda cu zabrele sprijinita pe doud reazime
simple, si supusid la forf{ele verticale I, I;... Cu ajutorul poli-
gonului de for{e si a unui poligon funicular, determinidm reactiunile
7y si V,. Prin urmare, rezultanta R care lucreazi asupra partii

Figura 124

din stinga a grinzii este V; — F,— F; care se vede imediat in
poligonul for{elor. Pozitia rezultantei se va gisi la intersecia
laturilor extreme de poligon funicular ale acestui grup de forte,
deci la intersectia lui 0 cu 0,

Prin acest punct trece rezultanta V; — I, — I Fie A mter-
secfia laturei 24 cu rezultanta. Descompun rezultanta dupd di-
recfia A 24 si dupd dreapta A 3, carc uneste punctul A cu nodul 3.
Componenta dupi A 3 o descompun dupd directiile 34 si 35. In
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acest mod am gisit componentele Ny, Ny si Ny, deci chiar efor-
turile din bare.

In rezumat metoda lui Culmann. este descompuncrea unei forje
dupit trei direc{iuni neconcurente’n plan. Se aplicd mai mult grafic.

b) Metoda lui Ritter.

In “aceasti metodd determinim valoarea uneia din cele trei
componente ludnd momentul tuturor for;clor cari lucreazi asupra
par{ii din stinga a' grinzii in raport cu punctul de mtcr:cc;lc al ce-
lorlalte doud bare.

De exemplu, dacd voim si gisim efortul in bara 24 luim mo-
mentul forielor in raport cu punctul 3 (fig. 125) de interseclie al
barelor 34 si 35. Daca brajul de.parghic dela nodul 3 la bara 24
este hy, si daci momentul tuturor fortelor dela ﬁt.m"a sccgluml in
raport cu nodul 3 este M,, atuncn avem: :

hy Noy + M, =0

Insi M nu este altceva decit momentul ce se produce in ra-
port cu punctul 3, dack am considera o grinda simplu rezemata
de acecasi deschidere. ,

Se obisnueste a se nota cforturile din talpa superioari cu S,
cele din talpa inferioard cu I, cele din diagonale cu D, iar cele din
montan{i cu. V. Dacd se {ine scami de sensul de rotire in jurul
punctulut 3 al momcntulun incovoictor si al efortului din bara, se
recunoaste ci in bara 24 avem o comprcsmnc. si deet

(11) e Sog = — My /hy
In mod identic avem

(.l.l,) B 135 — AIJ/’I;

Pentru ca si gisim efortul din diagonala 34, in sectiunea con-
sideratd, proicctim’ toate foriele dupa o normald la R. Aceasti
proicciiune este nuli. !

Notdm cu a unghiul talpii superioare .cu norma]a la R, cu o
al talpii inferioare §i cu ¢ al diagonalei.- Avem. deci:

Say cosa + Iy cosa’ 4 Dy, cose =0

Daci in aceastd formuld introducem valorile lui Sy st I din
(11) si (11") si-dacd notam cu h';-distanta dela nodul 3 masurata
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dupd o paraleld la R ping la bara 24 si cu I’y distanja misurati
in aceleasi condilii dela nodul 4 la bara 35, avem:

hy = I’y cosa, ha=—= N oTa
s1 gasim: - ‘ ‘
(12) Dy, cosp = My/h's — M /'y

Putem gasi st altd expresie pentru efortul din diagonala 34, luand
momentul for{elor in raport cu punctul A, interseefia laturilor 24 si
35 (fig. 125). Daci ¢ este distanta lui R i d distan{a diagonalei la punctul
A,atunciavem {i-
nind seamid de
sensurile din fi-
gura: .

¢ +dDy =0
sau

(13) Dyy=—cR/d

formula simpla

ciireta putem si-i - Figura 123
dam sialta forma. ' : :
S& presupunem ci normala la K trecand prin A taie diagonala
34 in punctul . ~
Inal;unm arinzil in acest punct B, masurati intre lalunle 24
si 30 si- dup@ o paralela la R, este . .
Avem: '

Iy = BB' + BB = ADB (tga 4 tga’)
d = ABsing = sino. Iy/(tga + tga’)
Efortul din diagonald are expresia:
Dy, sing = —cR (tga + tga’)/hy,
Pe de alti parte, momentul tuturor fortelor, cari acitoncazi

asupra pirtil din stinga, in raport cu punctul B, este:

My = (AB—¢) R
sau:

— R M (it 13 ) e = Rl 158 /11,,

Insd R este suma fortelor dela stﬁnga sectiunii, deci este for{a
taictoare din secjiune (in cazul forfelor verticale): R = T' si prin
urmare avem:

(13 Dy sing = — T + M, (tga + tga’)/hy
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Formulele (11), (11'), (12) (I3) si (13) sunt cele mai comode
pentru calculul eforturilor din barele unei grinzi cu zibrele.

Formula (13) ne aratii de ex. ¢ pentru o grindit orizontali cu
talpi paralele, supusid la for{e verticale, cfortul din diagonala 34
are expresia simpli:

Dy sing = —

formuld ce se pmtc stabili direct in mod foarte usor.

Mai dificild este determinarca punctului B. El rezulta lmcdlat
cind una din talpi este dreapti.

Dacid se imparte formula (12) cu (13') se capati rcl_atia im-
portanta: .
(14) — (My/h's — My/I'y) tge =T — M, (tga + tg a’)/hy

care ne permite si trecem lesne dela o expresie la alta.

3. Alte metode.

Metoda scctiunilor cari intilnesc numai trei bare si aceea a
separdrii nodurilor, ne-au'permis ca, din grupul de 2n— 3 necu-
noscute, si izolim una sau douii necunoscute ale ciror valori le-am
putut gisi direct, numai grajic faptului ¢i trecind dela un nod la
urmitorul am gisit la acesta din urmd numai doudi necunoscute.

Pentru ca aceasta si fie posibil, trebue ca acest nod sa fie legat
prin doud bare de cele doud noduri cari il preced imediat. In adevir,

~dacd prin una din bare el ar {i legat de un nod mai indepartat,
atunci efortul din aceastdi bari ar {i apiirut ca necunoscuti in acel
nod si deci acolo am fi avut trei necunoscute in loc de doua si prin-
urmare metoda nu s’ar {i putut aplica.

De aci rezulti cii grinda cu zdbrele trebue sd fie formatd din juata-
punerea a o serie de triunghiuri a cdror suprafefe si nu se suprapund
unele peste altele.

Asadar, pentru a aplica aceste doud metode, grinda cu zibrele
trecbue si mai indeplineascit §i aceastd condific speciald.

Or, in mod general, am numit grindi cu zdbrele o construciiune
nedeformabili formati din 2 n — 3 bare, articulate la extremitatile
lor st cari leaga intre ele, oarecum, n noduri. Prin urmare, exista
si grinzi cu zdbrele cari nu satisfac condifiunea speciala de mai sus.

In adevir, ficcare bard leagd intre cle douii noduri, adicd apar-
tine la doud noduri. Numérul mediu de bare ce pleaca dintr’un
nod este:

z=02n—3)/(n/2) =4—6/n
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Pentru un triunghiuv n = 3, z =2, dect din fiecare nod pleaci
doud bare; cind n =4, z = 2,5. Cum dintr’'un nod nu poate pleca
decit un numir intreg de bare, asta insecamnit ci din unele noduri
vor pleca cite doud bare, iar din altele cdte trei, aga ci in total
sa fie satisficutd relajia m =2n — 3.

Pentru n = 6, £ = 3. Prin urmare, dintr’un nod pot pleca 2,
3 st 4 bare, dar putem avea si cazul cind din ficcare nod pleaci
cite tret bare, asa cum sc arati
respectiv in fig. 126 a si b.

La prima .putem aplica meto- -

dele indicate, la a doua nu. &
In cazul cind n > 6, avem
=3+ a in care a<< 1 si prin .

2
urmare, putem avea grinzi cu zi- m
brele in care din ficcare nod, si 4. !

plece minimum trei bare. In acest
caz nu putem incepe figura reci-
proca si nici nu putem duce o Figura 126
sec{iune care s intdlneasci numai
trei bare cu eforturi necunoscute si deci nu putem face uz de niciuna
din metodele indicate anterior. '

In acest caz nu ne-ar riméne decdt si rezolvam cele 2 n— 3
ccualli, ceea ce este foarte anevoios.

In cele ce urmeazi vom da citeva metode prin care se cvxta
rezolvarea directd a acestor ecualii.

a) Metoda lui Henneberg sau a inlocuirii barelor.

Pentrucé nu putem incepe reciproca sau nu putem rezolva rand pe_
rand ecuatiile (8) negisind mereu cite doud necunoscute, atunci se su-
primé o bari, care leagi doud noduri oarecari, asa fel, ca la unul din
noduri si ne rimani doud necunoscute. In fig. 127 a se suprimi bara
25. Prin aceasta suprimare grinda nu mai este rigidd §i pentrua o
mentine asa introducem o alta bard de ex. bara 46. Acum putem
construi figura reciprocid a grinzii cu zibrele, in care am suprimat

- bara 25 si in care avem in schimb in plus bara 46 (fig. 127 b).

Poligonul de forje este Iy, I,,. .. Iy, care este un poligon inchis,
si momentul forfelor Iy, [,... Fg este nul in raport cu un punct
oarecare. Pe figurd sunt indicate eforturile din bare.
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Presupunem forgele Iy, F,... Fg indepirtate de pe grinda si
facem ca ea si fie acfionati de o for{a IF = 1, aplicati in nodul 5
dupd direciia 52 si de o alti forfd F= 1, aplicati in nodul 2, insi
dirijatd dela 2 spre 5. In acest mod grinda este supusi la doua
forfe egale cu 1, de sens contrar, si aplicate dupa dirccfia 25.
Dupid aceste sensuri presupunem c¢i bara 25 este supusd la o
: tensiune egali cu 1.
Construimreciproca
grinzii in aceste con-

ditiuni (fig. 127 ¢).
In bara 46, din fig.
127 b am obfinut o
tensiune N’y iar din

¢l

fig. 127 ¢, ny,0s, adici
cfortul in bara 46 cand
dupi directia 25 actio-
neazi o sarcind egali
cu 1.
1 Efortul in bara 46
sub acfiunea fortelor
Fy, F,... Fg si sub
acliunea sarcinii de 1
aplicatd dupd 25 va fi

re
-4 N’y + nygros

17

3 Daca dupa 25 in loc
de IF =1, ar {i actio-
1 mnat o fortd de « ori
i mai mare efortul ar fi
801  fost, in.virtutea prin-
cipiului  suprapunerii

cfectelor,
SN )
Ny + & Nygpog

Figura 127

.

Bara 46 o putem suprima atunci cand
N'gg + @ nygrs = 0
deci
& =— N'yg/nygps
Atunci efortul in bara 25 este z.1. Daca, dupa figurd ffy; = Fyp=1
atunct N'yg = + 1,410¢, nyg,0s = + 1,870, si deel
z =—1,410/1,870 = — 0,755t
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Prin urmare, cfortul in bara 46 sub ac{iunea foryelor Iy, F,,.. .l

si sub acfiunca forjei No; = — 0,755 ¢ este egal cu zero, deci hara
46 se poate suprima.
Efortul in bara 25 este chiar Ny; = — 0,755¢. Care este efortul

in bara 34? In virtutea suprapunerit efcctelor va fi:
Nag = Ny + @ ngys

Din cele douit figuri reciproce avem:

Ng = + 1,375t |, ng.es = 1,580¢
si deci efortul total in bara 34 va fi:
Ngg = 1.375 — 0,755.1,580 = 0.185¢
In mod analog avem in bara 36 cfortul:
Ngg = — 1,550 4+ 0.755.1,550 = — 0,390¢.

Astfel calculim eforturile in toate barele.

b) Metoda pozitiilor false.

Luiam pentru unul din eforturile din bare o valoare absolut
arbitrara. Cu accasti valoare putem incepe constructia reciprocii.
Valoarca fiind arbitrard, vom ajunge ca, pentru una si aceeasi
bard, sa gisim doud eforturi diferite. Dacii din intamplare am fi
luat pentru prima bard efortul exact, atunci am fi gisit acelasi
clort in bara in care in general giasim eforturi diferite. Variatia efor-
tului din bara pentru care gisim eforturi diferite este liniari si
deci putem gisi o condifie analitici sau grafici pentru inchiderca
reciprocei.

5S4 ne ocupim de aceeasi grinda (fig. 128 a). Si presupunem
ci pentru bara 14 luam un efort arbitrar N;. Daci urmirim pe
fig. 128 a, vedem ¢d putem gasi eforturile din barele 16 si 12. Putem
gasi dect i eforturile din barele 56 si 36. Daci continudim descom-
punerea pe la nodul 2, gisim succesiv cforturile in barele 25, 23,
34 s5i 36. Pe cele doud cai gasim eforturi diferite in hara 36 si si
notam diferenja intre ele cu Dy,

Luam din nou pentru bara 14 alt cfort arbitrar N, pentru
care gisim in bara 36 pe cele doud cii o diferentd D,. Efortul N
real din bara 14 va fi acela pentru care aceastd diferenti cste nuli,
si deci care va satisface relafia:

(N—Ny)/Dy = (N — N,)/D,
si deci:
N = (D, Ny— D, Ny)/(D, — D,)

11. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenia materialelor.
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Si facem acelasi lucru pe cale grafici (fig. 128 b). Ludam pentru
cfortul din bara 14 o valoare arbitrard AB; in acest mod gisim
cforturile din barele 16, 14 si 12, eronate bine ingeles. Continuim
reciproca pand ajungem la bara 36 pentru care obfinem cfortul
DE. Daca facem descompuncrea trecind pe la nodul 6, objinem
pentru efortul 36 lungimea AC. Lungimile DE si AC difera intre
cle. Daci luaim EG = AC, giasim cid diferenja intre cle este GD.
Procedim absolut la fel luiand pentru 14 valoarea A’B’, pentru
' care A'C’ =0. Gasim
astfel pentru bara 36 pe
o cale efortul D'E’, iar
pe alta A'C’ = 0. Dife-
ag renla intre ele este chiar
1 D’LE’. Punctul G descrie
o dreapta st diferenja va

1 2

fi zero, pentru punctul D*’
unde dreapta E'G se tae
cu dreapta DD’, care
nu este altceva decit di-
rectia efortului din bara
23. In acest mod am
gisit efortul din bara 23,
si deci problema este re-
zolvati. Plecind de aci
gisim eforturile din ba-
rele 25, 12, l4, 16,
36, etc.

Pentru control s’a con-

)

Figura 128

struit reciproca complet, care s’a inchis.
Metoda in genere este expeditivi si usor controlabild in ceea ce
priveste partea constructiva.

¢) Metoda nodurilor virtuale.

Se bazeazi pe urmitoarea considerajiune. Daca cforturile in
doud bare oarecari sunt si zicem Nj, si N5, acestea le putem
compune in o singuri rezultantd N care cvident trece prin
punctul de intersectiec al direcfiunilor T1a siZ45. Asadar, cele doud
cforturi de direc{iuni cunoscute si valori necunoscute, le inlocuim cu
o singurd for{i care trece prin un punct cunoscut, nodul virtual,
dar cireia nu-i cunoastem valoarea si direc{iunca.
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Si aplicam accasta la fig. 129. Bara 14 se giseste in echilibru
sub actiunea :
1°. A forjelor Iy si Iy, cari compuse intr'o singurit rezultanti
ne dau forfa dirijatd dupd dreapta A, iar in polwonul forfelor are
valoarea 1.

2°. A eforturilor din barele 16 i 34 cart se intdlnesc in punctul b.

3°. A cforturilor din barele 1251 45 carl se intédlnesc in punctul c.

In rezumat bara 14 se giseste in echilibru sub acfiunea a trei
for{e si anume forfa A si alte doui forje cari trec prin punctele b siec.

Pentru ca ele si fie in echilibru
trebue si se intédlneascd intr'un
punct @, situat pe dreapta A.

In mod cu totul analog, bara
25 se gaseste in echilibru sub ac-
{iunca forfclor, Fy + Iy a ciror
rezultanti este 3 §ia rezultantelor
eforturilor Ny, + N SRV T IV g,
cari trec respectiv prin punctele
¢ si a. Aceste trei forfe trebue si
se¢ intdlneascd intr'un punct b,
situat pe B.

Acelasi lueru si pentru bara 36,
care este in echilibru sub actiun(:'l
lui I +F6 = Gki'K,, LN, s
Ny + Ny, ultimele doud trecind
respectiv prin punctele a si b.
Acestea la randul lor sunt concu-
rente intr’un punct ¢; situat pe C:

Pe de altad parte, foryele Tgg=t Figura 129
Fy=A4, F+I'5—B<1F+I'¢—C
reduse fiind la trei forje A, B, C, sunt concurente in punctul
O si formeazd un poligon inchis: A + B + C = (.

In rezumat, rezultantele Ny + Nyq, Ny + Ngg s Ny + Nys tree
prin trei puncte date a, b si ¢ si se intdlnesc doud cite douiin
punctele ¢, a; si b, situate pe_ dreptele C, A si B. :

In acest mod forjele Ny + Nggy Ngg + Ny 51 1\45 - 1\,0 nu sunt
altceva decit laturile unui poligon funicular al for;elor A, B, si
C, cari trec prin punctele a, b si c.

Facand construciia pe figurd se gisesc laturile polmonulul fu-
nicular: cay by, aby¢; si beya. Cu ajutorul acestor laturi, in

11¢
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pohn‘onul forgelor, riisim polul Oy si deci valorile: I, 4 N N
si Ny + Ng pe care le descompunem dupa dlrecgulc respcctn’

Aflam apoi eforturile din barele 14, 25 si 36, si astfel am rezolvi
complet problema.

Eforturile in barele acestei grinzi cu zibrele vor fi finite, atunci
cind gisim polul O; la distanta finitd. Polul va fi la infinit atunci
cand dreptele, prin intersectia cirora este determinat, sunt paralele
si accasta nu are loc decat atunci cind punctele a, b, ¢, sunt in linic
dreapta. In acest caz varfurile exagonului nostru sunt pe o conici.
Deci, in acest caz, eforturile sunt infinite i sistemul nu este strict
indeformabil. Experienje ficute in acest sens, de A. Ioppl a
demonstrat exactitatea deductiunilor de mai sus.

C) Principiul stramutirilor virtuale aplicat la
grinzile cu zibrele.

1. Deplasiri virtuale.

Pentru determinarea cforturilor din barele unei grinzi cu zibrele
putem utiliza principiul deplasirilor virtuale. Forjele exterioare,
reactiunile si eforturile din bare, cari se aplici in noduri, formeazi
un sistem in echilibru si deei putem si-i aplicim principiul depla-
sarilor virtuale care se scrie:

3 I\—r“; -l—t,'/; = ZF} ==
in care i este cantitatea cu care s’a depirtat intre ele nodurile ¢
si k lar j sunt deplasirile for;clor. Avand in vedere c@ depirtarea
nodurilor este cgald tocmai cu lungirea barei [y, adica tocmal cu u;;
si ¢ efortul din bari este egal §i de sens contrar celui ce se aplica
in nod, atunci —X Ny ui este toemai lucrul mecanic \'n‘tual, acu-
mulat de bare cand ele se lungesc cu cantitatea wi.

Avem deci:

3 >

D .N,'k Ui, = ) F]

cu alte cuvinte lucrul mecanic virtual produs de lungirea barelor
‘este egal cu lucrul mecanic al forjelor caterioare.
Aceasta in mod general. Si presupunem ci dam o lungire numat
barei ik. Atunci sistemul se va deforma si, pcntru punctele de apli-
catie ale for;elorF por rezulta niste deplasari j. Ecuagm de mai sus
se reduce numat la

Niwg, =2ZTF]
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pentruci lucrul mecanic al barelor cari nu se lungesc este nul.
Acelast lueru si pentru reacfiuni ale ciror drumuri sunt nule.
Prin urmare, avem o relajie simpld care ne di pe Ny.
7R el . K .
lotul este sa gistm relatile intre w; $1 .
Vom stabih aceasta.

a) Primul caz.

Si considerdm bara ! care uneste nodurile ¢ i &, cari au parcurs
drumurile J; si j,. (fig. 130).

Drumul j;, infinit mic, se poate considera ca un arc de cere,
de asemenca infinit mie, cu centrul intr'un punct O aflat pe nor-
mali la j;in punctul i. Acelasi lucru putem
spune si despre . Prin urmare. cele doud
drumuri le putem considera ca doud arce
de cere, cu centrele in punctul O de in-
terseclic al normalelor la j; si i in
punctele ¢ §i L, punct care se numeste
centru instantaneu de rotafie.

Notim distanta Oi cu r; = r; a, Ok cu
re =ri By dar tkeul =17,

De’ pe figura avem:

ry,—r; =l

3 p—t
Daci diferen{iem aceasta relajic avem: ‘/' (

(1 7,.-——]7;=df

Sa presupunem ci bara tn sensul lun-

Figura 130

gimii se lungeste cu cantitatea u, iar extremitilile ei, in aceasta
migeare, parcurg, normal pe direciia barei, un drum total ¢, bara
ik rotindu-se cu unghiul 0, asa ci
v =10
In acest caz avem
dl =uZ +¢0

si relagia (1) se poate scri

-

(1) : 7/;—]7¢=u/'. +00

in care 0 este vectorul normal pe 7.
Deplasirile fiind infinit mici avem si:

jx=ri 0: ’ jl:=rl:ol:
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in care 0; si 0; sunt unghiurile cu cari s’au rotit razele i si ;,,. pentru
a da nastere drumurilor J; si j.
Relatia (1) sub forma de mai sus nu are aplicajic, mat intere-
santdi este o transformati a el, care se capitd in modul urmator.
S considerdam vectorul @ normal pe planul figurii.

Avem:
Ji =Jiwd, [ =j0f, 0=«
Puniand aceste expresiuni in (1) si multiplicind apoi aceasti
ccuatic vectorial cu @ se capata:

2 - jpB—jid =vl—ul

Aceasta relatie simpld ne aratd cii dacii din centrul instantaneu
de rotalic luam pe razele vectoare r; st ry, lungimi egale cu j; si j,
am cipitat - vectorul j, f— ji a, care, descompus dupd directia
bareilsi dupi o normali la ea, ne di respectiv pe ¢ §i— w. Prin urmare,
cunoscdnd pe J; si jr putem afla lungirea w a barei si unghiul 0 cu
care s'a rotit ea, pentrucd avem ¢ =10,

Invers, daca cunoastem direefia barei [, centrul instantancu de
rolagu,, deci a si B si valorile lui « si ¢, deducem numaldccat pe ji

i i in mirime §i direcfiunc.

In cazul special cind v = 0, adicii bara este rigida, atunci ecuatia
(2) se reduce la: _
| JiP—jia=vi

Deci, daci pe razele vectoare plecand din O luim lunrrmu cgale
cu J; si Ji, vectorul jj, ﬂ—], a este paralel cu direc{ia /., a barei ik.
Invers, in acest caz al barelor rigide, dreapta paraleld cu 7 detaseazd
pe razele vectoare plecind din centrul instantaneu de rotajie, segmente
propor{ionale cu deplasdrile j; si j.

Yom face uz de aceastd proprietate. Si ne ocupim mai departe
de ccuapa (2), pe care o multlpllcam mai intdtu vectorial si apoi
scalar cu A. capitim:

—jial 4+ Bi=uil

(3) oo R
— i@l i fl=v

Sa coborim din punctul O normala 00; pe direcfia barei ik.
Sa notam cu d distanja 00y, cu ; distanta {0, si [, distanfa O, k.
Prin urmare [; §i [, sunt segmentele detasate pe dreapta ! de punctul
0,, piciorul perpendicularii (fig. 130,
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In acest caz:

jiak=ri0; osin (¢2) =wo.d.0;

B7) =w.d.0;
)

(
i 7)‘7 =1 0 @ sin (
7

= -

ji(_t/. =r; 0; cos (aZ
i B =1 O cos (37) =l Oy
Introducind aceste valori in (3) ciipitam:
u=d (0,—0;)
o =10=10; + 10,

Avem deci relatii simple intre unghiurile de rotatic ale razelor
vectoare si lungirea si rotatia barei.

(4)

Sd se noteze ci deplasdrile fiind infinit mici, raporturile:
- B
Ji/ T =0i y /TR =0l: ’ e/l =0,
ne dau chiar unghiurile cu cari se rotesc ri, v, si | pentru a ajunge
in pozifia deplasatd.
In cazul cind © =0, avem:

0 =0, =0,

b) Al doilea caz.

Sa presupunem ¢l bara ik este articulati in i §i k de barele

0

(hig. 131).
Nodul i va deseri un drum normal pe bara 01, deci se poate

considera ca un arc de '

cerc cu centrul O aflat pe

dreapta 0 i. Acelagi lucru - .

putem spune §i despre .7

i )
drumul descris de nodul
k. Dect centrul din care |

putem descri cele doud 4
arce infinit mici, cari dau

drumurile j; si j. este :
punctul O de intersectie T .
al dircctiunilor 0§ §i L, e
care este centrul instantaneu de rotajie. Prin urmare, am adus acest
caz la cazul precedent.

In cazul cind bara ik este rigidi, o dreapti paraleld cu ik tae, pe

razele ce pleacd din O, segmente proporiionale cu drumurile j; §ij.
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In cazul cind bara ik se lungeste, gisim formule analoage cu
precedentele.

In adevir de _pe figurd avem:

r, + l—l,, = 1‘, = constant, care, dlfcrengmta sl cu aceleasi no-
tatii ca mai sus, duce la ccuatia (2).

Daci intocmai ca la eazul precedent notdm: r; sin (@) =d;,
adicd fnalfimea coboritd din 0 pe divecfia 7, ry sin (E:) = dj, inal-
timea coboritd din 1 pe acccasi dlrccglc, ri cos (aZ) = I, lungi-
mea 0, si 1y cos ([)’ /) =b,k0;; 0,51 O fnnd picioarele perpendi-
cularelor coborite din 0 si 1 pe direcjia Z, atunei avem:

= (I/‘- 0[,- = (I" 0,‘
b, =—10 =[;0,' +l/,~0/_-

ceuafit absolut analoage celor gisite la cazul precedent.
Semnul — dinaintea lui 0 ne arata ci bara [ se roteste in sens
invers celui presupus de noi la stabilirea formulei.

(4)

c) Procctiile deplasirilor dupit o direc{iune oarecare.

Centrul instantaneu de rotatic al barclor r; si ry, este B, 1ar al
baret Iy cu dreapta 0L este A (fig. 132).

Proiectaim tot conturul 0ik1 pe o direciic normali directiunii
date. In figuri s’a presupus ci directiunca dati este o verticala,
dect direc{iunea normalid este o orizontali.

Notatiunilor de pe figuri, nu ¢ nevoie si li se mai dea explicatie.

Presupunem uy, = 0. De pe figurd, avem:

difdi = A0/A L =c/(c + 1)
care comparati cu (4) in care facem u = 0, ne da
(o) ¥ . 0:/0r = (¢ + 1/ec
Prin urmare, dacii din 0, ridicam o ordonati cgald cu ¢, sau

proporionala cu ea, adicd 0, ¢, si in 1, una cgald cu ! + ¢, sau pro-
or{ionald: 0, (I + ¢), atunci unchiurile 0; s1 0 au valorile:
0 =] y

(G) 0,;=00 (c+l)/l 5 0/,-=000/l
“cari satisfac evident ccuafia (5).

Din (6) deducem:.
(D : 0i — 01 = 0,



adicdi, toemai factorul de propor{ionalitate care putem si-1 alegem
arbitrar. Yom lua de obicein 0, = 1.

De pe figurd avem: (Ai—1L}/(Ak+b)=c/(c +1)=0,/0;

rare ne di:
Cu:
ultima  relagie  de-
vine:
(S) .1:(0;+JI’/;0/;=7.,'1,0.
Asadar, unghiu-
rile de pe figura ast-
fel construitd, repre-
zintd chiar unghiu-
rile cu cari s’au rotit
barvele »;, 1y, 51 .
Mai mult. Ordo-
natele ¢ ale acestor
drepte, mdsurate dela
linia de reper 0, 1,,
represintd chiar de-
plasdartle pe o verti-
cald ale tuturor punc-
telor barelor ry, ry. gi
Lirs precum‘ st ale
tuturor punctelor cart
sunt invariabil legate
de aceste bare.

.11 0,-——AI:. 0/_-=l,'/,~. 0
Aiffe+ a) =Ak[(c +1—a"s) - L] du
| RY.
- :.a:':\\\. - o

!
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Figura 132

L) - e 3 . o 5
Intr’adevir, si presupunem ci punctul P este invariabil legat de

bara r, (fig. 133).

Notam cu r distanja OP, cu ¢ unghiul ce
face r cu verticala §i cu @ abscisa punctului
P,misurata din O dupit o orizontald. Avem
evident: a =r sing. Deplasarca punctului P
este r0;, iar proiectia el pe o verticala:
(9 v =al;

Deplasdrile articulagiilor 0 si 1, precum st
a centrului instantancu de rotajie B, sunt nule,
dect protecjitle lor 0y, 1, st By pe dreapta 0, 1,
vor avea v=0. Nodul i aparfine in acelagi timp -
barelor r; st li,, dect aceste doud bure, in dreptul

nodului i, vor avea acelagi v. Acelast lucru se petrecesi in dreptul nodului k.
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Asa fiind, de pe figura se vede cii, dacd ne dim deplasarea I, 1,
a nodului 1, rezultd numaidecit i ky ky, aceea a nodului k, si deci
putem lesne fiza conturul de drepte O iy, iy By ky si ky 1y, ale cdror
ordonate mdsurate de la linia de reper Oy 1, ne dau deplasdrile ver-
ticale ¢.

Mai mult. Bara ik si dreapta 01 se rotesc in jurul centrului
instantancu de rotajie A si deplasarca verticald a uneia fata de
cealaltd, in dreptul aceleiasi abeise, este egald tocmai cu suma de-
plasirilor lor ¢ misurate dela dreapta de reper 0, 1,. In punctul
A suma acestor deplasiri este nuli, deci si dreptele 0,0, si 1k,
ale ciror ordonate insumate in dreptul aceleiasi abscise ne da
aceasti sumd, vor trece prin punctul A, care se gaseste pe ver-
ticala punctului A.

Aceastd condifiune servii pentru verificarea construcliei pre-
cedente.

In rezumat, accastd constructie ne di in acelasi timp unghiurile
de rotatic ale barelor si deplasirile dupi o direcyic datii ale tuturor
punctelor ce compun conturul articulat 0ikl, sau cari sunt legate
in mod invariabil de el.

Observatie.

Dacii cunoastem pe 0; si 0;, atunci cunoastem si lungirea
barei ly. In adevar, dupa formulele (4) aplicate aci avem:

(4) u=d0p—di 0 =d (0; —0,) =d0,

In aceste condi{iuni se pot da expresiuni analitice, foarte simple
pentru deplasarea verticald a oricirui punct de pe barele noastre.

Pozifia unui punct de pe conturul articulat este fixata fard
echivoe, prin abscisa lui miasuratd dela punctul 0. Notim cu a si b,
abscisele misurate dela articulatiile 0si 1, pana la punctul considerat.

Acelast punct cind se giseste pe intervalul j; se fixeazi st prin
abcisele @ §i f misurate dela nodurile  si k.

Pentru un punct de pe r; sau ry, avem:

v=ali=a (l+c)/l; v=—0b0,=—1bc/l
Dacd punctul se giseste pe Iy, avem:

v =al;—alc + x) /Dy = a(l + ¢)/l— alc + 1) /b
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Condijia ¢ = 0, ne fixeazd pozijia punctului B;. Si notdm cu
@, si f, depirtarile orizontale ale lui By de nodurile ¢ si k.
Din triunghiurile asemenea iy i, By §i Iy by By deducem:

(10 ay /Py = @i 0i/x' 0 = ai (I + c)/a'i c

relajie care ne permite si gisim pozijia lui By, cind cunoagtem
pe a lui A, si reciproc.
Aceasta putem s’o facem si grafic. Se obberv.l cit laturile 0y 1,

o kg si kg 1y, ale triunghiului Ay iy by, tree prin trei pum,te fixe 0, B, 1,
st ca varfurile 7,51k, deseriu cite o verticald, atunm s1 varful A, se
va migca pe o verticala.

Prin urmare, daci cunoagtem pozitia verticalei A1 A, /A, putem
gisi numaidecit pe B gi invers.
Vom face des uz de aceste cunostinie.

Aplicalia Nr. 38. Se da patrulaterul 1—2—3—4 ale cirui laturi rimian
invariabile ca lungime. Cu cdt se lungeste dmtanm 2—4 cind diagonala 1--3
se lungeste cu wy, (fig. 134)?

Notdm cu Uy lungirea distantei 2—4, si cu dy, dy, ds si dy distantele nor-
male dela nodurile 1, 2, 3 si 4 la cele doui diagonale.

Avem cvident:

tyy = dy {03—04) = d; (03 — 0:3)
Uy = dy (03— 034) = dy (05— 0y2)

Din partea doua a acestor egalititi
deducem:

05— 04 fdy = (021 — 0z) /‘Ia =m-
(033 — 033) /dy = (01 — Opa) /ds = "my,

Op—0g=mdy , 0y—0xh=md,

Figura 13%

0y — Oy =ty dy , Oyy— Oy = myds
Daci adunim ultimele 4 egalititi si tinem seamd cii 0y = 0y, avem:
o (dy 4 dy) + my (dy + dy) =0
Daci ducem valoarea unghiurilor in expresiile lui u, gisim
(11) Upy= mdyd, , U= mydydy
§i gin;‘;n(l seamit dc‘egnlimtlea p;céedontﬁ avem:

tyy (1/dy + 1/dg) + wyy (1/dy +1/d;) =

Aplicajia Nr. 39, Se di triunghiul 1—2—3, ale cirui laturi se lungese cu
cantititile: ty,... Cu cat se modifici valoarea unghiurilor (fig. 135)? '
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De pe figura avem evident:

12 + 23 + 31 =0
Dind lungiri barclor se modifica si lungimea si orientarca lor. Daca
luim variatia expresiei de mai sus, cipitim:

Uy hys + tyy Jgy + Ugy Dy = — vy, Oy — $a3 Oy — 413, Uy

Dacii considerim vectorul unitate o normal pe planul figurii, daei mul-
t|ph(\uﬂ vectorial ecuatia de mai sus cu el i daci tinem scami cii 0l — 0si
wl = —/, atunci ecuatia de mai sus se transforma in:

Wy Orz + Ugg Opg o+ 13y O3y = 305 Dy + 01y R

Daca tinem seami ci avem:

5 7 — o -
® U2 isi = Wlgdey = 0 cosf,
Oy s = 731.743 @ cosy,
; 02 Aoy =00y dgg= — 0, Mz by = @ sing,

Tordey = — o siny
sing = dy/l,,  siny = dy/flyy, oy = 1. 0,

L
0y = ¢y = 3 0y

Inmulfind vectorial ecuatia de mai sus cu /y si simplifi-
Figura 135 cand, avem:

(12) (01— Oy} dy = tpy— 1y, cosfi— uyy cosy

Unghiurile 0,5 si 0,5 sunt unghiurile cu cari s’au rotit laturile 1—2 si 1—3
=} 35 12 D N

in jurul punctului 1 (am socotit totdeauna ci rotirea sec face in sensul acelor
unui ceasornic), deci 0y, — 0;; = da, adici cantitatea cu care a variat unghiul a.

2. Determinarea eforturilor in barele grinzilor cu zibrele
cu ajutorul stramutarilor virtuale.

Sa aplicim cele stabilite mai sus la grinda din fig. 136, la care
din ficcare nod pleacd cite trel bare.

Vom da barei 25 — si zicem — o lungire oarecare uyy; atunci
toate nodurile vor descri niste drumuri oarccari, compatibile cu

" legaturile dintre noduri.

Pentru a vedea drumurile parcurse vom suprapune figura de-
formata peste cea nedeformati, asa ca nodurile 1 i 6 si se supra-
punid respectiv. Conshtam ¢d nodul 5 a parcurs drumul ]5,
nodul 4 drumul J,, ete.

Mai constatim, conform ipotezei ficute, ci toate barele pa-
streazdi acecasi lungime afara de bara 25 care se lungeste cu can-.
titatea urys.
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Conform eccuatiei lucrului mecanic virtual avem:
ZFj = Ny uy
Pentrucit w,s este chiar dupit directia lui N, putem scri
N 25 A 25
i = I = iy (D _
Sa evaluiim termenii I sl t\,,- ;. Bara 45 este articulatii in
] 25

4 si 5 de barele 65 si 14 cari s’au rotit in jurul punctelor fixe 1
st 6, deci, daca ducem
dreapta 5’4" paraleld
cu 45, segmentele 55’
s1 44" sunt proportio-
nale cu drumurile jg
$i Js

In mod analog, bara
43 este articulatd in
4 s1 3 de barele 63 si - Figura 136
14, cari se rotesc in
jurul punctelor fixe 1 si 6, dect 4’3" paralela cu 43 taic pe 14 si
36 segmente proporfionale cu deplasirile j; §i j;. Pdna act am gasit
o relafie intre j; §i j;. Procedim analog cu 23 care este articulatd
in 2 si 3 de barele 36 si 12, si gisim ci j, este proporfional cu
227, La rindul ei bara 25 este articulatd, in 2 si 5, de barele 12 si:
56, cari se rotesc in jurul punctelor 1 51 6. Observam ca 2’5’ nu

mai este paraleld cu 25. Descompuniind conturul 3’5 22’ dupa 25 si
o normalit la aceasta cipatim pe g §1 9. '

2 Forta Fy parcurge drumul Js» care este normal pe di-

e

g i recyia 55', si lucrul mecanic efectuat este egal cu I jscosa
\\ (fig. 137), insi jyeosa = 35" a, deci Iy jscosa = I5.5 a.
; Or ultimul termen nu este altceva deciit momcntul
j/{ lui Iy in raport cu punctul 5. Prin wrmare termenii Ij
/ nu sunt altceva decdt momentele forfelor I, din nodul res-

~—| K pectiv, in raport cu punctele 5, 4" etc. aflate anterior. In

acest mod putem spune cii §i Nos us; este egal cu

Figura 137 momentul fortei N,; din nodul 2 si 5 in raport cu
punctele 2’ si 5'.

Notim 5’ a ete. cu j'5 cte. Cu forfele din figurd avem:
Fii's + Fifs +1’3J 3 +1’ 2j's —1\2a“°a
re]aglc din care cipatim N;.

Efortul N,s este infinit cind wu,;; = 0, adici atunci cand
ar fi paralel cu 25. In acest caz sc vede ci deplasiri ale nodurilor
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sunt posibile, fard ca lungimea barelor si varieze, deci sistemul .
in acest caz nu este strict indeformabil.
Mctoda deplasarilor virtuale este foarte bogatd in aplicafiuni.

D) Linii de influentd la grinzi cu zibrele.

Cu ajutorul cunostintelor de pand acum, putem gisi efortul in

o barad oarecare sub acliunca unor sarcini fixe.

Ne interescazii de asemenea efortul maxim ce se produce intr'o

bard, a unei grinzi cu zibrele, sub acliunea unui sistem de sarcini

care s misci pe grindai.

Pentru aceasta ne servim de liniile de influenji. Principiul lor

a fost expus, act nu vom face altceva decit si-l aplicim la cazurile

ce le vom trata.

Ne vom ocupa mai intdiu de grinzile cu tilpi paralele, apoi de

grinzile cu talpi poligonale st in sfirsit cu alte tipuri de grinzi.

1. Linii de influenti la grinzi cu tilpi paralele.

Fie o grinda cu zibrele (fig. 138), cu talpi paralele, montanii
verticalt si diagonale inclinate.
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Figura 138

Presupunem ¢ sarcina verticali
I'=1 se aplica la nodurile inferioare.

a) Liniile de influen{d ale eforturilor:
S5y Loey Vg i Dy

1°, S;;. Am avut
S35 = — 1‘[4//1

Deci linia de influenti a cfortului
din bara 35 va fi linia de influenyi
a momentului incovoictor din nodul 4.

20, Iy Am avut:
[ = AN

Deci este tot una cu linia de in-
fluenta a momentului A,

3% Vi Dacii facem secjiunea
care taic ccle trei bare 13, 32 si

24, proiectand toate fortele pe o verticald, avem:

74

T
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Deci linia de influen{i este ca a forfei tdietoare din panoul 24,
cind sarcinile se aplici pe grinda indirect, linie de influentd cu-
noscuta.

49, Dy Facind o secfiune verticald care taie barele 35, 34 st
24, avem: .

Dy sing =T

Deci linia de influenjit este ca a forii tiietoare din panoul 24,
cand sarcinile se aplica indirect pe grinda, linie de influentd cu-
noscuti.

Se observit cd talpa superioard este comprimatd, cea inferioard

intinsd §i pentru forfa tdictoare positivd montantul este comprimat,
iar diagonala intinsd.

b) Liniile de influentit ale acelorasi eforturi, S;;, Iby, V.; si Dy, cu ajutorul
deplasirilor virtuale.
1°, S;;. In bara 35 presupunem eit avem Lensiunea Sy, sub
acliunea cireia s'a lungit eu cantitatea ug. Prin aceastd lungire
triunghiul 345 se deformeazii, §i anume: bara 34 se roleste im-
preund cu partea din stinga a grinzii, in jurul reazimului respectiv,
cu unghiul 0,, iar 45 cu partea din dreapta cu unghiul 0y. Ambele
pir{i ale grinzii se rotesc si in jurul punctului 4 cu unghiul
0; + 0. =0, .
Prin aceasti deformatiune ambele buciti de grinda se ridici in sus.
Expresia lucrului mecanic va fi

Sgs Ugy = — 9
Am gasit deci linia de influenta. Sa gisim legatura intre wg; si ¢.
Avem:
ugs = h 0,
in care luind 0, =1 avem:
Sgs = — o/l

In aceasti ipotezd (0, = 1) avem
’
: 0; = 'y/1, 0 = /1
Avem toate elementele pentru construciia liniei de influenid.
Si o exprimdm analitic.
Cand sarcina este la dreapta sau stanga nodului 4, avem respectiv:
o =00, =bua/l, i v=al; =ax'y/l
sl
Sy =—Dbay/lh §i Sy =—az'y[h1
iar cand sarcina calei chiar in nodul 4 avem:

Sgs = — xy x'yfL R
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2% I, In mod cu totul analog gisim
_ Ly = +v/h
care ne da valori analoage ca pentru Sy, insi cu semn schimbat.

AT W, Nl presupunem ca montantul este supus la o tensiune
Vo sub acliunea cireia se lungeste cu ug,.

Din cauza acestei lungiri paralelogramul 1342 se deformeazi
in alt paralclogram, ambele par{i ale grinzii rotindu-se in jurul
punctului de intilnire al dreptelor 13 st 24, adicd dela co. Deci
cele doud bucati de grindd dupéd deformare riméan paralele intre
ele, adici se rotesc cu acelasi unghi 0, = 0;.

In aceastd deformafic partea din stinga sc lasi in jos, lar cea
din dreapta se ridici in sus.

In aceste condi{it avem:

=
insa
Usg = Ty 05 aF :L‘,g 0/,- = Oi = ! 01,-
Deci: A
Ves = 0/L 0,
. In cazul general am avut
0:=(c+ )/l st 0, =c/l

Aci, avind ¢ = oo, luiim lungimi proporiionale impirfind totul
cu ¢, si:
=1/ 0. =1/1
Rezulta deci :

Vg = ¢ :

Sa serim explicit valorile lui ¢. Cind sarcina este la dreapta
lui 4 sau stinga lui 2, avem respectiv:

o =—0b0,=—0b/l 51 v =0a0;,=a/l
lar cind este in panou:
v =al0;—afi =a/l— afi

4%, Dy Facind acelagi rajionament ca mai sus se giseste ca
ambele parti se rotesc cu acelasi unghiu, si in cazul cind diagonala
se lungeste, partea din stinga se ridicd in sus, cea din dreapta
se lasd in jos (fig. 138).

Avem deci:

Dy uzy =0

Insd:

Upyy = Ty sing.0; + 2’y sinp.0; =sing
deci: '
Dy sine =



Se vede cii v are valori analoage ca pentru Vyginsi cu semn schimbat.

Prin urmare efortul din diagonala este contrar celui din montant,
ceea ce se vede foarte clar seriind echilibrul nodului 2 i proiectind
totul pe o verticala.

Mai trebue observat i, dacd sarcina se aplicd la nodurile in-
fertoare, valortile lui v sunt date de deformajiunea talpii inferioare,
dacd se aplicd la nodurile superioare, valorile lut-v vor fi date de de-
formajiunca talpiv superioare. Prin urmare, nu ne este indiferent
punctul de aplicatie al sarcinei If = 1.

Se mai observit ci pentru acest caz foarte simplu liniile de in-
fluent@ coincid cu acelea dela o grindd simplu rezemata, la care
sarcinile s¢ aplici indirect.

2. Linii de influentd la grinzi cu tdlpi poligonale.
a) Linia de influentd a efortului S,
Vom presupune ci sarcina se aplici la nodurile inferioare (fig.

139), ¢ in bari avem efortul + 8); st cit ea se scurteazi. Prin aceasti
scurtare partea din stinga
a grinzii seroteste in jurul _ //-'7?6‘
reazimului 0 cu 0;, cea din il i
dreaptain jurul reazimului 4
6 cu 0y, iar ambele pari
in jurul articulajici 2 cu
oi =F 0/: — 00-
- Scurtarea u; are va-
loarea uyy = Iy 0y, in care
h, este normala coboriti
din 2 pe 1—3.
Daca luam 0y =1, linfa g 1} pal
avem: . |||'|” m ‘ II LR
, , ,
5., =S g
. -f-u
sicu O;= a"y/l, 0= /1,

il ni:lllilm“mﬂ“ H “.H

. 1 l
sau dreapta nodului 2, 7

“H ll‘ [171111}‘71:
0 . o &J | ]H”\h Im 1 ', : i 4 6%
S = —az's/lh, /ﬁ:‘; )le i
Sl3 = — b .Tg/l hﬁ- //' j ’—-"‘_/_‘_‘._
formuleabsolutidentice cu |A&—="" Figura 139

acelea din cazul precedent.

._é.
[5S

)
]

o

Linia [w

cand sarcina e la stinga ¢

gasim respectiv:
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12. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezisten{a materialelor.
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b) Linia de influenfi a efortului I.,.

Daci accasta barit s lungeste cu wyy = Iy 0, = h, giisim:

]2; - ‘;/]13, oi == -7:,3/[' 0/; = g-s/'l

Unghial 0 cu care se roteste bara 24 are valoarea:

Ol— (‘T-l’ 0/; — &9 0,')//‘.2;

Expresiile lu Iy, cind sarcina este la stanga nodulur 2 sau
21 o )
la dreapta lui /1, sunt I‘CS])CCli\':

T = fon ER AL

Cand sarcina se giseste in panoul 2—4, la distania orizontald «
de nodul. 2, expresia efortului este:

Iy = a a'yflhy— a (xya'y — 2’y a5) /1 dag by

Conturul liniei de influentd este 0/ 2" 4’6’ (fig. 139).

¢) Linia de influenti a efortului D...

Aplicind metoda lui Ritter si presupunind sarcina F- = 1 ver-
ticala §i la dreapta panoului 24, avem:

Doy =—c Vyfd =—1Dec/ld

ciiel rezultanta R se reduce la reacfiunca aplicatd in reazimul 0,
care variazi liniar cu b. Pentru b = [, avem D,y = — c/d. Aceastd
linic nu e valabili decit pe intervalul 4—G6.

Cand sarcina caled la stinga panoului 24, avem:

Dy = Ve (c+1)/d =a (c +D/ld -

care variazi de asemenea liniar cu a. Pentru a = [, avem Dy=(c+1) /d
si linia de influenid nu e valabila decit pe intervalul 0—2.
In intervalul 2—4 variazi tot liniar. In dreptul nodurilor 2 si 4
-aceastd linie are puncte comune cu precedentele doua linii.
Ordonatele liniei de influenta sunt date de conturul 07/ 2"" 4"/ G"’.
Se recunoaste numaidecat ci dreptele 072" si 4”7 6" se in-
tilnese pe verticala punctului A.
Ajungem ezact la aceleast rezultate cu ajutorul deplasdrilor virtule.
Sa presupunem cit dim diagonalei. o lungire oarccare iy,
Din aceastd cauzi partea din stinga a grinzii se roteste in jurul
‘rcazimului 0 cu unghiul 0;, cea din dreapta in jurul reazimului 6
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cu unghiul 0, 1ar ambele grinzi se rotese, una fai de alta, in jurul

centrului instantaneu de rotatic A, dela intersectia barelor 13 si
24 cu unghiul 0; — 0, = 0,.

Pentruci bara se lungeste, partea din stinga se lasi in jos, cea
din dreapta sc ridica.

Yom presupune 0, = 1.

Avem:

Uy =d 0y =d, Dyd =9, . Dy=v/d
Oi =(c+D/l; Op=c/l; 0=(c+ )/t —cfl

Si scrim expresta lui ¢ pe diferitele porfiuni de grinda.
Cand sarcina ¢ la stinga lui 2 sau la dreapta lui 4, avem respectiv:

v=a (c+ 0/l ; ¢=—Dbe¢/fl
Cand sarcina calcd in panou avem
v=a (¢c +1)/l—a (c+ x)/2
Dy este nul cind ¢ = 0, Aceastd condi{ie ne fixeazi punctul limit

de efort nul in diagonala 23.

La expunecrea metodei generale s’a ariitat eum putem gisi acest
punct atunci cind cunoastem punctul A.

Observare importanti.

Putem exprima pe D,y in functie de alte clemente geometrice
ale grinzii.

19, Sa ducem o orizontald prin A care taie diagonala 23 intr’un
punct care se giseste la distan{a ¢ + & de punctul A (fig. 139).

Avemn evident

d = (c + z) sing
care valoare o introducem in formulele precedente.

20, Am avut:

Dy cose = M,y/1'y — My/h's

Cind sarcina calci la dreapta panoului, avem:
W=l @yl A =2 (L
s1 deci:
D,y coso = bl/l
in care am notat:
== ap /'y — a3 /15
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Cand sarcina calci la stinga panoului, avem:
Doy coseo = aly/l
in care am notat:
by = 2’y /by — a3 /1y
Cind sarcina calcid in interiorul panoului, componentele ei in
nodurile 2 1 4 sunt respectiv:
B/ 5t a/ly

M, =b /1, My =bay/l — B (a3 — a5) /7y
cari .ne dau:

Doy cose = b/l + B (23— an) /D'y Joy

Punctul limit pentru care Dy = 0, este dat de relatiile:
' a =l (L — k aly /Ry )
B =l /(1 —k a/k &'y)

/

Aceasti metodd ne da st un mijloe grafic usor pentru determi-
narea punctului limit de efort nul. Cu ajutorul unui poligon de
forfe £ =1, cu o distan{d polara I si cu un poligon funicular
putem gisi cele doud componente B/, si a/ly, din nodurile
2 51 4. Polul fiind arbitrar putem face totdeauna asa ca linia de
inchidere si coincidd cu bara 2—4. Dacii prelungim laturile poli-
gonului funicular pand intdlnesc direcfiunile reactiunilor, si daci
ducem linia de inchidere, capatim curba momentelor produse in
grinda cu zibrele de sarcinile a/2y st f8/lq.

Si presupunem ci linia de inchidere este chiar dreapta BC,
care coinctde cu dirccliunea barci 13. In acest caz:

, My =1HNy , My=1IF,
Doy = My/h's— My/h'y = H— I =0

Constructia este foarte simpla (fig. 139): prelungim bara 1—3
pana intdlneste directiunile reactiunilor in B si C. Unim B cu 2
st C cu 4 si la intersectia lor se giseste pozijia sarcinei pentru care
D,; = 0. _ ‘ :

Daci am gasit pozifia punctului limit de for{a taictoare putem
construi numaidecit linia de influena.

Aceasti mctodd convine in special atunci cind, dupd prima
metodd, punctul A iese afari din cadrul epurei.

Cu ajutorul eclementelor date panii acum putem construi linia
de influenjd a cfortului din oricare bari a unei grinzi cu zibrele.
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3. Grinzi cu diagonale in K.

Din punctul de vedere al formei tilpilor am deosebit grinzi
cu talpi paralele si grinzi cu talpi poligonale, desi de fapt prima
categoric nu ¢ deciit un caz particular al celei de a doua.

Din punctul de vedere al diagonalelor, putem grupa grinzile
in grinzi simple, grinzi cu diagonale in &, grinzi cu bare suplimen-
tare, duble, etc.

Grinzile cu diagonale simple sunt grinzile de care ne-am ocupat
pinit acum.

Ne vom ocupa aci cu grinzile cu dm"omlc in k.

Se recunoaste numaidecit ci grinda din fig. 140 indeplineste
condifia: m = 2n — 3.

a) Liniile de influentd ale eforturilor S,; si L.

Facem o seciiune sinuoasdi care taie numal trei direcfiuni si
anume 4—7, 4—3, 3—2 si 2—5. .
Se recunoagte numai decit, ci daci luim momentul in raport
cu nodul 2, avem:
Sy; = — My/hy = — M, /h’s cosa
Analog:

1,

a5 = My/hy = M, /L'y cosa’

Lintile de influenti ale acestor e[orturt vor fi liniile (Ic influenfd
ale momentelor respective (nu sunt in figura 140).

b) Liniile de influentia ale eforturilor D;; si D;..
‘Daca proiectam pe o orizontald eforturile din nodul 3, avem:
§)) Dyy cos¢’ + Dy; cose =0

Daca facem o secjiune verticala prin barele 4—7, 3—7, 3—5-
si 2—35 si scriind ca partea din stdnga a grinzii este in echilibru sub
acfiunea sarcinilor ce ac{ioneazi asupra el, avem:

Dy sin o'—Dg; sing =T + Sy, sina—1y5 sina’ =T—2M, (tga+- tga’) /1,
fn care am inlocuit Sy7 81 Iy prin valorile lor §i am {inut seama
cay M, = My swlys = 1.

Urménd norma indicatd la metoda lui Ritfer, prelungim ])'u'c]e
4—7 si 2—5 péana se intdlnesc in punctul A. Dacad ducem o ori-
zontald prin A, aceasta taic montantul 2—4 in punctul B (ne-
figurat).
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Daci notam cu ¢ distanja orizontald dela s la reazimul din

stinga, avem: ,

AB =c¢ 4 ay, , AB (tga +tga’) = by = I/,

si deci: -
(2) Dys sin¢’ — Dy; singi= T — M,/ (c + a5)

Ecuatiile (1) si (2) ne dau valorile cforturilor in funciiune de
elementele din partea doua a ccuafici (2). ,
Avem:

3) Ds; s.in(zp -+ 9,')/005 2 =T —M/(c + 23).
—Dgsin(¢ + ¢')/cos¢’ =T — M,/ (c + )

Ambele linii de influenld sunt identice, diferind numai prin
multiplicator.

Cand sarcina I" =1 calcd la dreapta panoului avem:

(4) T — M,/(e/+ 25) = be/l (¢ + a)
Cand caledi la stdnga panoului avem:
(4) T—M,/(cH2) = —a (c+1)/l (c+a,)

Dupi cum se vede,
linia de influenia este
absolut analoagi cu a
cfortului din o diago-

nali dela un sistem
simplu (fig. 140).

. M!’
; ~_ “"j“”. T Mooy Ajungem la rezul-
: <& T ) . .
: & ||11§1:fI,ﬂ](lli;i“:!;'vlj;m,_\ tate simple st cu aju-
T k Sl o
i+ torul deplasdrilor ¢ir-
i
i tuale.
P = el —- = e = .
R i Si deformam poli-
\ iR conul D SBRNGNESH. 7
3 ; 3 rotind toate laturile in
Figura 140 \\ : 1 e
e s jurul punctelor 2, 3

N o st 4 (fig. 141). In

' accastd deformafiune
toate laturile pastreaza
aceeasi lungime afard

¢/‘

de 3—7 care se scurteazia §i 3—5 carc se lungeste. Latura
2—4 se roteste in jurul reazimului din stinga cu 0;, iar
5—17, in jurul celui’ din dreapta, cu 0.
Centrul instantancu de rotatic este la intersecia ldturilpr 47 cu 25.
Deci : ‘ ' ‘
Uy = dyg (0i— 04), Ugs =dy; (0; — 0))



Luam:
0; — 0, =0, =1, si deci:
Uy =dgz, §1 Uy =dy
Cu cari:
Dys dgg — Dy; dgy = Fy

De pe fig. 141 avem:

dy; = AC. cos ¢, AC/(c+as)= hy /2,
cu cari:
dgs = (¢ + a5) hey cose’ /i,
dy; = (¢ + a3) hgy coso/l
Dacit aceste valori le introducem in
ccuajia precedentd si dacit {inem seami
de ecuatia (1) cipatam:
Dygs cos¢’ (¢ + a5) hyy/h =Fv
Dy coso (¢ + a5) hgy /2 =—Fv

Cind sarcina e la dreapta panoului,
v =0b 0, =bc/l, iar cind e la stinga:
v =—a 0; =—a (¢ + 1)/l. Daca talpile

sunt paralele facem ¢ = 0.

Figura 141

¢) Linia de influentit a efortului din montantul 56.
Gasim expresia lui Vg seriind echilibrul nodului 5 §i proice-
tand totul dupd o verticala. Avem (fig. 142):
Iss sind’y + Dyg sing’ + Vg — Igg sina’y — F =0,
cind sarcina I caled in nodul 5. Dacdi nu caled in nod punem in
ecuafie componenta sa in nodul 5. Daci sarcina este in afara panou-
rilor adiacente lui 5, punem FF = 0. =B
In aceastd formula a’; §i @’¢ sunt unghiurile ce fac talpile grinzii’
cu orizontala, la stinga si dreapta nodului.
Expresiile ce rezultda de aci sunt cam complicate. Sunt simple
numai cind talpa inferioard este orizontala, cind avem:
' Dy sing’ + Vgg—F =0,
cu observatiile de mai sus facute pentru I'. Asadar, linia de influenfd
este ca a lui Dys, cu corecjiunea ce o aduce forfa I, sau componenta sa,in
nodul 5.
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Putemn gisi valoarea lui Vg, ficind o seetiune prin barele 47, 37,
56 si 58 s5i luind momentul tuturor forjelor in raport cu punctul A,,
de intersectic al barelor 4—7 si 5—S8, si vom avea: (fig. 142)

Dyz d + Vg (e, + 35) + Vo ¢ =0,
in care V, este reactiunea in reazimul din stianga.

Daci in aceastii expresie punem valoarea reactiunii pentru toate
pozitiile posibile ale forfei F, avem valoarca lui Vg si deci linia lui
de influenta.

Ajungem la aceleasi expresii, mai ugor, cu ajulorul deplasdrilor
rirtuale.

P

Figura 142

Dand o lungire montantului 56, poligonul barelor se deformeaza
ca in fig. 142, barele piistriand toate aceeasi lungime afard de 3—7
care se lungeste si ca.

Partea din dreapta a grinzii se roteste in jurul reazimului din
dreapta cu unghiul 0. si anume se ridicd in sus si odati cu ea si
nodurile 7 si 8. Partea din stinga se roteste in jurul reazimului din
stinga cu unghiul 0,, 5i odati cu ea §i nodurile 4 si 53 aceastd parte
se lasd in jos.

De pe figurd se mai vede ca centrul instantaneu de rotatie este
punctul 4,, intersectia directiilor 4—7 eu 5—S8.

Lungirile celor doud bare au ca expresii, luind 0, =1,

g = Usg =6 + 5.
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Expresia lucrului mecanic ne da:
Vig ( + @5) + Dy; d =—Fo,

in care notez cu ¢y deplasirile virtuale, relativ la centrul instantancu
de rotafie A,.

Daci in aceastd expresie se introduce valoarea lui Dj,. giisiti
anterior, exprimati in funcliune de deplasirile virtuale ¢, ce cores-
pund centrului instantaneu de rotajiec A si dacid jinem seami ci

d/cos¢ =hgy (¢ + x35)/7

Vg (e + a5) =F 0o v — 1)

AT A
N —
N, hty
. - e
S e g g
“'» Rt
Y ] Sy
., K 1 _7L
i 4 sl ; /5 Lrua b
H £ f“:--—i, L H ' :
} A T L
S8 i / ¢himeT ™~ :
' R\ Aty n
5 | iy VS ! —
: v AT P
b e Al
' |
b i
(B =

1

Figura 143

in care am notat:
0o = hsy (&1 + @5)/hos (¢ + x5)

Prin urmare daci din ordonatele ¢, relative la centrul instantaneu
de rotatic A, reduse in raportul 0,, scidem ordonatele ¢, relative 'a
centrul instantaneu de rotajie A,, gisim tocmai linia de influenti
a lui Vi (e + ).

Pe fig. 143 conturul 02, 5, 8; n di deplasarile o, iar 02, 5, 8, n da
deplasarile 0, ¢. Diferenta lor, adicd ordonatele 0, 2,—2, 5-—5,,
8,—3S8,, 0, ne dau valorile lor in dreptul nodurilor indicate.

Aceasta-1 linia de influenti a efortului din montantul 5—6 cind
sarcina FF =1 parcurge nodurile inferioare.
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Daci sarcina parcurge nodurile superioare, atunci valorile Tui v,
sunt date de conturul 0—4—7—n ale cirui ordonate se scad
din 0, . ‘

Dim pentru linia de influen{d a lui Vg valorile lui 0, ¢ —¢; in
cazul cand for{a se aplicd la nodurile inferioare.

Cand forfa este in panoul de lungime 7 notdm cu « si § distantele
et dela nodul din stdnga si cel din dreapta.

Intervalul [/ r—,
0—2 [L+e— 0,1+ c)]a/t |
25 [L4ea—0o(+c)]|a/l + a8, (c+a5)/%
5—8 —[er— 00 €] b/l + (¢ + x5) B/2
§—n | —[e—0,clb/l

Efortul din montant este nul cind forja se gaseste in intervalul
5—38 s1 cdnd .
(e — 0 ) b/L = (e + 5) B/
Si serim aceleasi expresii cand forfa parcurge nodurile supe-
rioare:

Intervalul Og 0 — o,
02 [4+e—0,(l +c)]a/t
25 [ I+e—=6; () +¢) Ja/l—T e, + x50, (c+a5) |a /i
5—n | ——[cl——Ooc]b/l‘

Dupi cum se vede linia de influcn;&, construiti cu ajutorul
" deplasarilor virtuale, ne permite si scrim cu mare usurin{i, direct
de pe fmura, expresia diferitelor canma;l ce ne interescaza.

Apllcalla Nr. 40. Fiec o "rmd.x in &k cu talpi paralele si cu nodul diagona-
lelor la jumitatea indltimii montantilor,
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Si se giseasedt linia de influcnl:'n a lui Vg cand sarcina parcurge nodurile

inferioare (fig. 144). Luim 0; = 1, iar pentru 0, rezulti din formuli valoarea
0p="Ys. Procedind grafic sau

o . s 7 9
analitic se gisesc rezultatele
trase plin pe fig. 144, In for-
mule s’a ficut c¢=¢, =o0, st
) ‘

s’a impiirtit totul prin ¢ si ¢.
Conturul punctat reprezintd
linta de influentd a lui Vi,
cind sarcina parcurge nodu-
rile superioare.

4. Grinzi cu bare
suplimentare,

Din motive construc-
tive, de economie sau de
calcul al secfiunii barelor,
la o grindi cu zibrele
formatd din triunghiuri

simple se adaugid o serie
de bare suplimentare si ) B

un numir echivalent de A

noduri in plus, astfel ¢ relafia m = 2n — 3 si fie mereu satisfacuta.

Comparind grinda, astfel transformatid, cu grinda primitiva
vom deosebi trei feluri de bare:

19 Bare aparfindnd grinzii primitive in cari eforturile nu se
schimba prin introducerea barelor suplimentare.

20, Bare suplimentare, in cari eforturile sunt independente de for-
ma st dimensiuntle grinzii primitive. v

3°. Bare aparjinind grinzii primitive,in cari eforturile se schimbd
prin introducerea barelor suplim:ntare.

Singurul eriteriu dupi care putem pune o bari intr'o grupi sau
alta, este linia ei de influenti.

Daca linia de influen{a acfortului din o bari oarccare este identici
cu aceea a efortului din aceeasi baré considerata in grinda primitiva,
fard barele suplimentare, atunci bara face parte din prima frrupii.

Daca linia de influenta este independenta de dimensiunile grmzu
primitive, atunci bara face parte din grupa doua.

Daci. prin introducerea barelor suplimentare, linia de influenya
a eforturilor din o bard din’ grinda prlmmva se modlhca, atunci
bara aparjine grupei a treia.
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Prin urmare, totul se reduce la construelia liniilor de influcnya.

Calculul eforturilor in bare se face dupd normele indicate ping ac,
va trebui insd, la facerea secfiunilor, sd fim alcn{z la repartifia sarcinilor
la noduri.

Vom construi liniile de influenta ale eforturilor din barele grinzii
cu zabrele din fig. 145 in care barele 1—2, 2—3, 5—06, 6—7, 7—10
st 9—10 sunt bare suplimentare, restul de bare formand grinda pri-
mitivi. Vom presupune ci sarcinile se aplica la nodurile talpii su-
perioare.

Sa ne ocupim de barele acestei tilpi.

Sc observd mai intai ci seriind echilibrul nodurilor 1, 5 51 9 se
obpnc =0 0 alc

1
i
!

i

I’r
il

4
&
&

]
I
(i

Figura 145

E suficient deci a gisi linia de influentd a Iui Sy, pentru a o
avea si pe a lui S,

a) Liniile de influenti ale eforturilor Sy, Sis5 si Sor.

Facem o sccliune care taie numai 3 bare: 9—11, 10—11 si
8—12 si luam momentul in raport cu nodul 8. Avem evident Sg; =
— Mg/hg. E suficient deci si construim linia de influenta a tui My:

Atita timp cit F'=] este la dreapta nodului 11.-. My = b z,4/I,

cind sarcina caled in panoul 9—11 .» Mg=b x4/l + B, cand calca
in panoul 7—9 ... Mg=0b 24/l 4 a, 1ar cind calca la stinga nodului
7..Mg=a a’g/l. Daca trasim aceasti linic de influenti se vede ci
are conturul format din hniile drepte 0 — 9, — 11, — 0’ (fig. 145).
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Din formulele de mai sus se vede ci linia de influenti este iden-
ticd cu a momentului din nodul 8 din grinda primitivi, la care se
adaugid ordonatele triunghiulut 7, — 9; — 11,, a carui ordonata in
dreptul nodului 9 este 9, —9, = A.

Dacit se urmeazi aceeasi cale, pentru aflarea liniei de influenta
a cforturtlor din barele 3 — 5 §1 0 — 1, se giiseste ci cle sunt identice
cu a momentelor din nodurile 8 si 4 din grinda primitiva, la care se
adaugid ordonatele triunghiurilor 3, — 5, —7; si 0 — 1, —3,, ale
ciiror ordonate in dreptul nodurilor 5 §i § sunt 5, 5, =1, 1, =17, si
objinem ca linit de influen{d respectiv contururile formate din
dreptele: 0 — 3, —5,— 0" 51 0 — 1, — 0" (fig. 143).

Din exaniinarea acestor linii de influen{i se constati ci cforturile
cart se produc in talpa superioard prin introducerea barelor supli-
mentare sunt mai mari ca acelea din grinda primitiva.

Ajungem exact la acelagi rezultat cu ajutorul deplasdrtlor virtuale.
Sa presupunem ci ddm o lungire barei 9 — 11,

In acest caz cele douit buciti de grinda se vor roti in jurul reazi-
melor 0 si 0%, cu unghiurile 0; si 0;,1ar in jurul nodului 8 cu 0, pentru
care luiim-valoarea 0, = 1.

Se recunoaste cii, atunci cind 9 — L1 se lungeste, cele doui
bueafi de grinda se ridicd in sus. Lungirile care rezulti pentru
barele 10 — 11 si 8 — 12 sunt nule pentrucd, rotirea lor ficindu-se
in jurul nodului 8 prin care trec, pentru cle avem d = Q.

Ecualia lucrului mecanic se reduce la:

Sone gy =—
sl cum: '

U =l Uy, = lig
capatim:

Sy =—¢/lg

In aceastd miscare nodul 9 ¢ solidar cu partea din stinga a grinzii,
nodul 11 cu cea din dreapta si deci dupa deformaiie talpa superioari,
in nodurile cireia se aplica sarcinile, va afecta conturul format din
dreptele 0 —9; — 11; — 07, gisit anterior. Se recunoaste numai-
decat: 9, — 9, =20, = i. '

b) Liniile de influenti ale eforturilor Iy, Tygy Iay §1 Ioa

Daca se face sec{iunea care tae barele 9 — 11, 10 — 11 5 8 S50
(fig. 146) si se 1a momentul in raport cu nodul 11, se giseste:
Tgs = My /ly
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Daci plimbam sarcina £/ =1 pe grindi, comstatim ci My nu
este cu nimic influenfat de introducerea barelor suplimentare.
Acelasi lucru si pentru barele 4 — 8 si 2 — 4.
Dacé notim cu Ay, s1 lizs normalele coborite din no(lul 3 respeetiv
pe barele 4 —8 si 2—4, vom avea:
Lyg = My/hgy st Iy = My/hy,

Pentru bara 0 —2 facem o sccliune care taie barele 0 — 1 si
0 —2, si luam momentele in raport cu nodul 3. Am putea lua mo-

coaes feolld

Figura 146

mentul n raport cu nodul 1, insi voim si comparam efortul cu cel
din grinda primitiva. Vom avea:

M 85 1113/113s

S vedem insd cum variazi M, in acest caz.

Cand sarcina este la dreapta nodului 3 ... My=b a3/, cind este
in p'moul 1—3 .. My=a a'y/l + B, cand este in panoul 0 —1 .-
My=ia o5/l +ia.
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Asa dar, linia de influen{i se compune din linia de influenti
a lut M; din grinda primitivi la care, pe intervalul 0 — 3, adunim
ordonatele - triunghiului 0 — 1, —3,, a cirui ordonati in dreptul
nodului 1 este 1, — 1, =7 Liniile de influenta ale elorturilor din
barele 8-—12,4—8 cu 2—4 510 — 2 sunt contururile formate
din dreptele 0 — 11, — 0, 0—3, —0 si 0—1;,—0. Numai
cfortul din bara 0—2 este influenjat de introducerea barelor
suplimentare. '

c¢) Liniile de influentit ale eforturilor din montantii suplimentari
Vi Vig i Voo
Se observa mai intai c¢i eforturile din aceste bare sunt inde-
pendente de eforturile din barele grinzii primitive. N’avem decit
si serim de exemplu echilibrul nodului 9.
Si notiam cu Vg reactiunea lui £ = 1 in nodul 9. Atita timp cit
I este in afara intervalului 7— 11 .-, Vy=0. Cind este in intervalul
9—11..Vy=gB/i, iar cind este in intervalul 7—9 . Vo= a/i.
Daca scrim echilibrul nodului 9 avem:

7 7
Voo =—V,

Linia de influen{d este un triunghiu asa cum se arati pe fig. 145.

Ajungem la acelagi resultat cu ajutorul (Ieplasurllor virtuale.
Dam o lungire © barei 9 — 10 si vom avea:

Voot =—¢

Cum  ¢=fu/i si v=au/i, gisim tocmai linia de influenti
precedenta.

Act trebue sd observdm cd, daci u este un infinit mic de ordinul
intdiu, atunci lungirea barelor 7—9 st 9 — 11 este un infinit mic de
ordinul al doilea si deci distanfa 7— 11 rdmdne invariabild si prin
urmare restul grinzit nu are niciun fel de deplasare.

Celelalte linii de influen{d ale acestor montanti sunt identice cu
accasta.

d) Liniile de influenti ale eforturilor din diagonalele suplimentare
Da;, Ds: §i Diy.
Ele se camportd toate la fel. Observatiile ficute la montantii
suplimentart se aplici si aci.
Scriind echilibrul nodului 10, de exemplu, gisim componentele
dupa direcfiunile 7—10 si 8 —10:

D39 = — Vg,o/2 sin ¢ 3 Dgo— Doy = Vmo/2 sine
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Asa dar, linia de influen{ a lui Dy, diferd de a lui Vg numai
prin multiplicatorul — 1/2 sin¢.

Componenta Dgg— Doy va modifica efortul din bara 8 — 10
sau 10 — 11, lucru pe care nu putem si-l precizim acum.

¢) Liniile de influen{d ale eforturilor din montantii grinzii primitive
' Vi s Vig si Ve ;
Primul st ultimul se comporti la fel.
Daci scrim echilibrul nodulut 4, avem:
Ios sinagy + Vi — Ig singyg =0
Introducind in aceastid expresie valorile gisite anterior, avem:
: Vay =— My (tgay, — tgas4) /g

Prin urmare, linia de influen{d este ca a lui Af; si nu este in-
fluentatd de introducerca barelor suplimentare. '

Ajungem la acelast rezultat si cu ajutorul deplasdrilor virtuale.

Si dim o lungire barei 3 — 4. In acest caz cele doud buciti de
arindd se vor roti in jurul reazimilor cu unghiurile 0; 51 0, lar in
jurul lui 3 cu unghiul 0,. Unghiul 05 va fi unghiul cu cit a variat
unghiul 238 sau suma varialiei unghiurilor 234 si 438.

Dupi formula (12) dela deplasiari virtuale, variajia primului
imghiu este:

— Uy SINdyy /iy = — Uy 120y, /Dy
1ar a celui de al doilea:
gy SINQyg/Igy = Usy tgayg /hy
deci
0p = — gy (tg@sy — tgugs) /Iy

Lcuatia lucrului mecanic virtual ne da:
Vg =M 0 =—v

Dacii ne mirginim numai la prima egalitate, se vede imediat ci
am obtinut acecasi linie de influenta.

Procedind la fel, gisim:

Vine =—2 My, tg0g2/hys

Pentru montantul 7— 8 vom scri cchilibrul nodului 7. Atita
timp cét sarcina I’ caleit in afara intervalului 3 — 11, V.3 = 0. Cand
calcii in intervalul 9—11.-. Vg = 8/i, Do = /22 sine §i com-
ponenta dupi 7—38 este V.3 =— /2 7. Cind caled in intervalul
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— 9. Vig=— (i + f)/2 2 Cand sarcina parcurge - intervalul
— 5 — 3 lucrurile se petrec la fel in sens invers. Linia de influenta
se compune din doud drepte (fig. 145).

Ajungem la acelagi rezultat §i cu ajutorul deplasirilor virtuale.
Daci dim o lungire barei 7 — 8, nodul 7 se ridica in sus.

7
7

Deplasarea fiind infinit micii, distanja 3 — 11 va varia cu un
infinit mic de ordinul al doilea, deci riméne invariabila.

Nodurile 6 st 10 vor avea si ecle deplasari infinit mici de or-
dinul 2. deci si distanjele 3—8 i 6— 11 riumén invariabile. Asa
dar, restul grinzii rimdne imobil afard de bara 7 — 8 care se lungeste
si dreptele 3 —7 i 7— L1 cari se rotesc in jurul nodurilor 3 si 11,

f) Liniile de influenti ale eforturilor din diagonalele grinzii primitive
Digy Des §i Diyy Dygye

1°. Si ne ocupim de diagonala 10 — 11. Facem secliunea care
taie barele 9 — 11, 10 — 11 si 8 — 12 si luim momentul in raport
cu punctul A, de interseefie a laturilor 9 — 11 si 8 — 12, Notiim cu
d distan{a normald dela punctul A pina la diagonala 10— 11.
Avem evident d = (¢ + a,;) sing. Presupunem c¢i avem lensiunc
in diagonala, §i cii sarcina I se giseste la dreapta nodului 11,
Avem

Doy sing (¢ + ay) =—be/l
Cand I este in intervalul 9 — 11, avem:
Dign sing (¢ + ay) =—be/l + B (¢ + ) /2
Cand /1’ este la stinga nodului 9, avem:
Dy sing (¢ + ay) =a (L +¢)/l

Pentru § = Z ultimile doui formule sunt identice. Constrhc;ia este
foarte simpla si este data de conturul 0 —9, — 11, — ¢’ (fig. 146).

Ordonatele s’au redus in raportul 1/3.

20, Sa ne ocupdm de diagonala 8 — 10. Facem o seciiunc care taie
barele 7—9, 7— 10, 8 — 10 si 8 — 12 si luam momentul tuturor
for{elor in raport cu punctul A (fig. 146). Cand sarcina este in
afara intervalului 7 — 11, avem pentru efortul din diagonala
aceleasi valori ca pentru 10 — 11 si anume:

Dggosing (¢ + xy) =—be/l , Dggsing (c + ) =a (I +¢)/l

13. 1934, Gh. Em, Filipescu, Statica constructiunilor si Rezisten{a materialelor.
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Sa presupunem ci forja se giseste in interva'ul 9 —11. Yom

avea:
Dy sing (¢ + ) =—be/l + Do diye.
Insa 7 :
Doyo=p/22 sino si dyo =(c + ;) sing
“dect

Dggsing (¢ +ay) =—be/l + B (c + 25)/2 2
din care se vede ¢ /2 2 este componenta lui I in nodul 7. Ajungem
la o expresic identicd cind I este in intervalul 7 —9.

Pentru =0, formula ne da prima valoare a lui D §i pentru
p=217, coincide cu a doua valoare.

Linia de influenia este datd de conturul 0 — 7, — 11, — 0.

Prima diagonald a fost influentatd de introducerea barclor su-
plimentare, a doua nu. Asa dar, componenta lui Vg, influenfeazd
numai asupra diagonalet 10 — 11, lucru care nu se putea prevedea
dela tnceput.

Ajungem la acelagi rezultat §i cu metoda deplasdrilor virtuale.
In adevir, daci dam o lungire barei 10 — 11, poligonul 8 — 10 —
9 — 11 — 12 se deformeazii, ambele porfiuni de grindd rotindu-se
una fatd de alta in jurul punctului -1, 1nlcrscc;n laturilor 9 — 11
st 8 —i2. '
~In aceastid deformare nodul 9 se miscd cu partea din stinga a
grinzii, iar 11 cu cea din dreapta. Talpa superioard va afecta dupi
deformatie conturul 0 — 9, — 11, — 0",

Daca dim o lungire barei 8 — 10, patrulaterul 8 — 7 — 11 — 12
se deformeazi, buciyile de grindi rotindu-se in jurul aceluiasi punct
A si talpa superioard afecteaza conturul 0 — 7, — 11, — 0",

Analog construim liniile-de influenta ale diagonalelor Dy 51 Dygg.

Se pot da o. mul;nme de exemple de grinzi cu bare suplimentare.
Ele diferd intre ele prin forma talpilor si modul cum se adaugi barele
suplimentare. Norma de caleul rimine cea indicatd. In cazurile
practice putem rezolva problema numai cu metoda secfiunilor §i a
separdrii nodurilor. Numai in cazuri speciale recurgem si la celelalte
metode cari s’au indicat. Metoda deplasirilor virtuale ne ducc in
genere repede la rezultat.



VII. GRINZI CURBE SAU ARCE.

A) Arce plane cu o articulatie si un reazem simplu
supuse la forte situate in acelas plan cu ele.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa eu grinzile curbe plane supuse
la for{e cuprinse in planu] lor.

Echilibrul unei grinzi curbe se asigurd, ca si la o grinda dre'\pm,
prin reazime, cari in gencre sunt o articulajie si un reazim simplu.

Forma arcului se defineste prin coordonatele punctelor axei
grinzii. Originea axclor se ia in genere in o articulatie. Axa Oy se ia
de obiceiu verticald pentruca in majoritatea cazurilor avem de-a-face
cu sarcinl verticale. . .

“Dacii insé toate sarcinile au o alta directie, vom lua axa Oy pa-
- raleld cu aceastd directic. Axa Ox o vom lua sau o normali la Oy sau
linia care uneste reazimile.

Ca si la grinzile drepte ne fixdm un sens positiv in care parcurgem
arcul. Acesta odatd fixat, rczultd dircctiile pozitive ale tangentei
0 si normalei ¥ la axa arcului. :

Fati de aceste directiuni definim semnele cantitatilor N, T si
M, adici a for;ci normale pe sectiune sau axiald pentrucé este diri-
jata dupd axa grinzii, a for{ei tiictoare §i a momentulm incovoietor,
intocmai ca la grinzile drepte.

Prin urmare, ne vom ocupa totdeauna de sec;mnca care o in-
tilnim in fatd cind parcurgem arcul in sensul positiv.

Ocupéindu-ne de aceasta secjiune, N va fi positiv ori de cite ori
“este dirijat din interiorul arcului spre exteriorul lui, adici citre — 0.
N fiind dirijat catre — 0, T va fi positiv ori de cite ori va i dirijat
ciitre — 1.

13¢
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M va fi positiv ori de cile ori roteste secjiunea de care ne ocupim
in sensul dela 0 la », adica are direcfia 0.
’ \

1. Relatii intre N, T si M in cazul general.

Sa presupunem ci avem un clement de arc ca in fig. 147, supus
la 0 sarcini p continui.

Putem presupune arcul ds asa de mic, incit, pe aceastd lungime,
si putem considera cit atat valoarea cit si direclia lui p raman
constante. Sa presupunem ci elementul de arc ds este separat
(taiat) dintr’un arc mai mare, care se giseste in echilibru.

v Pentru ca . echilibrul si existe
FaR aplicim: 19, In  extremitatea din
stinga forla R si momentul M, de
valori §1 dircc{iunt oarecari, cari nu

#df sunt alteeva decit for{a rezultanta

si momentul rezultant al tuturor

'9 for{elor din stinga elementului de

Figura 110 arc in raport cu centrul de greutate

al sectiunii arcului, adicd in raport

cu punctul de pe axa arcului din acca sectiune si 20 In extremi-

tatea din dreapta o forla R+ dR si un moment M 4 dM, cari

diferd de respectivele din extremitatea stingd, atdt ca mirime
cit si ca direclie.

In aceste conditiuni, si scrim ecuaiitle de echilibru ale elementului
de arc ds.

Suma fortelor ne da:

R+pds—R—dR =0

Momentul il Juim in raport cu extremitatea din dreapta a ele-
mentului de are. Momentul lui 2 va i — 0R ds.

Punem semnul — pentrucii in raport cu acest punct, brajul de
pérghic este dirijat ciitre — 0, si ds pentrucii valoarea brajului de
parghie diferda de ds cu un infinit mic de ordin superior.

Pentru aceleasi motive momentul lui pds va fi — Op ds?/2,
care fitnd un infinit mic de ordin superior se neglijeazi. In aceste
conditii ecuatia de momente se reduce la

M—0Rds—M—dM =0
Impirtind cu ds, cele doud ecuafii se reduc la:
(1) p =dR/ds -, dM/ds = R0,

ecualit absolut generale cari se aplici la orice forma de are.



Aplicarea formulelor (1) la un arc plan supus la forfe complanare cu el

Tindnd seami c¢i avem:

d0/ds =v/r , dv/ds =—0/r si R =—0N—3T
rezultii;
p =dR/ds =—0dN/ds — T/ry — v (dT/ds + N/r)

Dacit ecuajia aceasta se multiplici scalar, respectiv cu rsi 0
si dacd notiun:

pr=pu si p0=py

avems:

(2) dT/ds =—p,— N/r , dN/Jds =—p + T/r

Momentul are o direcfiune constanti si anume normali pe planul
arcului, deci este dirijat dupa 0 si dect dM = Ov.dM. Introducind
aceastd valoare in ecuafia respectivi din (1), avem:

(3) dM [ds =T
Ecuatiile (2) si (3) sunt absolut analoage cu acelea gisite la
orinzile drepte §i coincid cu cle cind r = oo.
Daca derivam ecuatiile (2) in raport cu ¢ si dacdt {inem seami
de ele, capatam: '
&ET/de* + T =rpr, d*N/d¢® + N =—rp,
ceca ce ne aratd ci atit N, cit st T, sunt funciiuni de forma:

Acosg + DBsing

i cit deci nu piastreazi o valoare constanti cind trecem dela un
punct al arcului la altul.

2. Determinarea reactiunilor.’

Si considerim un arc supus la o serie de for|e “oarecari. Mai
intiiu, dindu-ni-se modul de sprijinire, va trebui si gasim reac-
“tiunile. Am spus ci in genere echilibrul se asigurd printr'o articu-
lagie A4 si un reazim simplu B (fig. 148). Originea axelor de coordo-
nate o luim in A, iar axa y-lor verticalda de jos in sus. Abscisa unui
punct de pe arc o vom mdsura prin distanja x, normald la axa y-lor.
Ca axi a absciselor vom lua

dupi cazuri, sau axa & orizontald
sau axa 1, adici dreapta care uncste cele doui reazime. Aceste axe
fac intre ele unghiul a. Ordonata unut punct de pe arc se va mdsura
totdeauna prin normalele, y sau y,, la cele doud axe.
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Proteclia pe o orizontald a dreptei A B=1, este l, iar pe o verticald h.
Tangenta la arc intr’'un punct oarecare face cu orizontala un-
ghiul ¢. _
Reacfiunca 'V, din A, de valoare si direcfiune necunoscuti,
putem oricind sd o descompunem in doud componente H; si Vi,
dupd axele ay 51 y, sau alte doud componente Iy 5t Voo, dupd axele x5t y.
Reacfiunea 'V, din reazimul simplu B, are direcfiunea cunoscutd

st valoarea necunoscutd.

a) Solufia analitici.

Notdm, cu a sib
distaniele normale dela
A si B la forta F.

Luind momentul
tuturor fortelor in ra-
port cu articulafia A,
avem (fig. 148):

(4) Zall =dV,

expresie din care dedu-
cem pe V. Am notat

cu d, distan{a normala
dela A la direcfia re-
i actiunii din B.
Figura 148 . Sa lu@am momentul
: tuturor fortelor in ra-
port cu reazimul B, reac{iunea din A presupunind-o descompusi
dupd I si Vi Avem:
(3) ZWF =1V,
expresie din care deducem pe Vi,
Ca sd giasim pe II; vom scri:
(6) 1 21}+Vb+ﬁ1+vla=0
ccuaiic in care cunoastem toate clementele afard de /7. N'avem
decat sa proiectim aceastd ecualic pe directia Ozy, adici s’o multi-
pliciun scalar cu &, ca s -gasim valoarea lui I1;.
Putem si ne servim si de celelalte doud componente I si, Vg,
nsi in acest caz ultimele doui ecuafii se prezintd sub forma: -

i
(3 SOF =1V —h H,
(

~—

[

6') EF 4V + 1, + Vs =0
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doui ecuatii cu doud necunoscute. Daci ultima ecuatic o proiectim
pe verticald, adica o multiplicim scalar cu 3, avem:

(7) NEF 4+ gV 4+ Ve =0

din care deducem pe Vg, care dusid in (3') ne di pe [,

Trebue sit observim numaidecit ¢ la gdsirea acestor reacfiunt
nu a infervenit cu nimic forma arcului ci numai sistemul de spriji-
nire al lui.

Prin urmare, reacliunile se pot determina, si aga vom face tot-
deauna, ca la o grinda dreapti A B, care are acelasi sistem de spri-
jinire ca §i arcul.

b) Solutia grafiei.

Ciautam intersecfia C a rezultantei IF cu'(lirccgiunca lui V,
(fig. 148) si o descompunem dupd aceasti direcfiune §i dreapta
C A care trece prin articulatie. Grafic capitiam pe epurd de-a-dreptul
-aloarea si directiunea reactiunii din A.

Odata aceasta aflati o descompunem dupd dircefiile ce ne
convin, ciici avem: :

Vo =11, + Vo =TTy + Voo
In cazul cind C ese afard din cadrul epurei, vom utiliza poli-
“gonul funicular pentru a face accastd descompunere (fig. 149).

Cu un pol oarecare
O construim poligonul
funicular al forgelor
date, care ne fixeazi
pozifia rezultantei R.
Orice triunghiu A B, C;,
care are vérful /A in
articulajie iar varfurile
By si C; pe directiile
lui V, si R, este un
poligon funicular inchis
al fortelor Vo, Vy si .
Nimic nu se schimba
daci punctul B, il luam
chiar in DB s aga il

Figura 149
vom lua totdeauna. ' .

Notam direcfiile A €y, €, B, si AB respectiv_cu 0, 0, si &. In
poligonul for{elor, la intersectia Iui 0; cu 0y gisim polul O, ce
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corespunde poligonului funicular AC; B. Tot in poligonul forfelor,
intersecfia lui & cu directia lui. V, ne fixeaza valoarea lui V, si
din inchiderea poligonului forjelor rezultd imediat V,, pe care-l
descompunem, dupa convenien{d, in I1; si Vy, sau I, si Vg,

* 3. Forti axiald, fortii tiietoare si moment incovoietor.

Ne propunem si gisim expresiile lor intr’o secliune oarccare a

arcului. Ne vom conduce numai dupi definitiile. ce li s’au dat.
Rezultanta tuturor forfelor pind la secjiunea consideratii este:

8 R=V, +ZF, =M+ Viy + ZF =M, + Vg + S F.

afard de
reacliuni — dela stinga sec{iunii con-

in care prin X F, am notat suma tuturor forjelor date

siderate, adicd pe intervalul dela A
pénia la seciiunca aleasi.

Dacid ne fixam sensul pozitiv in
care parcurgem arcul —dela 4 spre
B — atunci rezulta si sensul pozitiv
al tangentei 0 si normalei » la

axa arcului, in punctul considerat.
Pentrucd noi ne ocupim totdeauna
de secjiunea care o intidlnim in fata
cind parcurgem arcul in sensul po-

i
)
{
|
H

Figura 150 L L Ly J
zitiv, atunci, in acea secliune, for;a

axiatd N, si fm;a taletoare, T, au respectiv directiile lor pozitive
divijate citre — 0 si —». Le vom cipata proiectand pe R dupa
aceste. directiuni (fig. 150):

) N =—Ilcos(¢ — a) — Vysing — 0 3 F,
N =—Hcos¢— Vysing — 0 I I,

(10) T =—1Ilsin(¢ —a) + Vl,,mfg—_-?zﬁg
T =—1Ising + Vcoso—v I I,

dupd cum foarte clar se vede din figura.

Daci derivam ccuatiile (9) si (10) in raport cu ¢, se constatd ca
0])[incm semne contrarii celora din ecuatia (2). Aceasta se explici
prin aceea_ci la stabilirca formulei (2), unghiul ¢ creste in sensul
dela 0 la », cresterea avand directia  O», pe cand aci cresterea
are directia 51] si deci sunt de scmnec contrarii.



Prin urmare, vom fi atenii la orientarca celor doui sisteme de
axe 0 si » mobil pe arc st & si 9 fix.
* Expresiunea momentului este:

(1) M=—ylly+2 Voyy—M, =— y, Il; + 3 Vyg— M,

in care am notal cu M, momentul for{clor XF, in raport cu sec-
tiunea considerati. ‘

Pentru aceste cantita{i nu putem construi usor o curbi de va-
riatie a lor, dela un punct la altul al arcului pentru un sistem de
sarcini dat, pentruca dela o sectiune la alta variazi a, y si o si deci
vom cipita curbe complicate, fara vreun folos practic si de aceca
se renun{da la constructia lor.

. 4. Linii de influenti.

Ne vom ocupa de cazul curent al sarcinilor verticale. In cazul
cind sarcina are o altda dircciic, luam - dirccfia axei oy paraleld
cu aceasta, aducind astfel acest caz la precedentul.

Vom construi liniile de influeni@ ale tuturor cantititilor intdlnite
pani acl.

a) Liniile de influentd ale reactiunilor V,, Viq, Hy, Va, Viq si H,.

1°). Solufia directd.

1°. V.. Din ccuatia (4) avem:

Vy =a/d
in care d/l =sin{a + f)/cosa (fig. 151 a).
2% Vi Din ecuatia (3) deducem: _
Ve =b/I  (fig. 151 b).

3°. H,. Din ccuatia (6) deducem:
nbjl—y + 1L E +fald =0
care multiplicati scalar cu Z ne da:
Hicosa =a/c
in care ¢ =d/cosf. : (fig. 151 ¢)
4°. V,. Vom ciipita acecastdi linic de influen{d fiacdnd suma:

Vo=IL& + Vi,
ca in fig. 151 e.



care multiplicatd scalar cu 7, ne da
Vee =1—a/c,

in

al
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d

e

e e 2

£

5°. Voe. Din a doua ecuatia (6) avem:

N Voa—n + Hy §+ﬂa/d——0

care ¢, =d/sin f§

#
A

(2]

| qu il l“

S

! Linia Va
’m ”I I HHHH |‘m T

e N

‘m 7
Figura 151

(fig. 151 d).
6°. H,. Aceeasi ccm;ic (6)
multiplicata scalar cu £ ne da:
Hi=w/c

in care ¢ are valoarca de mai

sus (fig. 151 ¢).

2°). Solufia cu ajutorul stramutdrilor
virtuale.

1°. HosiH;. Sa diam o de-
plasare intregului sistem in
sensul lui ff,. Articulajia -1 se
va deplasa pe o orizontala,
deci se va rott in jurul unui
punct situat pe verticala AC,
adica pe axa 3 (fig. 151). Ce-
lilalt reazim, pentru aceleasi
motive, se roteste in jurul unui
punct situat pe dreapta f.

Intregul sistem se roteste
deci tn jurul punctului C, de
intersecfic a axei 5 cu B, cu
un unghiu oarecare 0.

Drumul lui I, este c0.
Lucrul mecanic al reaciunii
din B este nul.

Drumul forfei I".proiectat
pe o verticald este, dupd cum

se stie, a 0 si deci lucrul mecanic virtual respectiv este I a 0.

In cazul figurii, pentru o deplasare in sensul lui fl§ arcul se

ridica in sus.

Ecuatia lucrului mecanic este:

Hyc0 =al, deci Iy =a/c

Aceastd expresie coincide

cu precedenta ecici ¢ =d/cosf.
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I, are exact aceeast linie de influentd ca I1,, difers numai prin
1 s 0
multiplicator.
2° Vo Fiacind acelasi rationament ca mai sus gisim c¢i in-
tregul sistem se roteste in jurul punctului C; de intersecjic a drep-
T B e
telor & si g (fig. 151).
Avem intocmai ea mai sus:
Veacr 0=(c;, —a) 0
s1 deci:
Ve =1 —a/ey,
adicd tocmai formula stabilita direct.
Aceastd metodd, dupd cum se vede, di rezultate foarte simple,
insii trebue si fim atenti la aplicarea ei ca si nu neglijam depla-
sarile cari dau -lucru mecanic virtual,

Pentru celelalte cantitali vom aplica aceastd metodi ca fiind
mal simpla.

b) Liniile de influenti ale forfei axiale N, fortei tiietoare T
3 si momentului fncovoietor M.

1°. N. Si presupunem ci in secliunca i depirtim cele dous
fefe ale ei, dupd direcfiunea tangentei la arc, cu cantitatea u;.
N fiind o tenstune, luerul niecanic virtual va fi — Nu;.

Prin aceastd deformatic arcul Ai se roteste in jurul articulayici
A cu unghiul 0 (fig. 152). Secfiunca i, care apar{ine ambelor parti
de are, deplasindu-se dupii tangenti se va roti in jurul unui centru
instantancu*de rotajie C, situat pe o dreapta paraleli cu normala
la arc. T

Or, arcul Af sc roteste in jurul lui A, deci centrul de rotaie
al seefiunii ¢ se va giisi pe dreapta A C, trecind prin A si paralela
cu normala la arc. Arcul Bi se roteste si in jurul unui centru aflat
pe dreapta f. Asa dar, am determinat centrul instantaneu de ro-
tatie C al arcului Bi.

Pentrucd cele doud sccjiuni ramin paralele intre cle si areul
Bi se va roti cu acelasi unghiu 0.

‘In acest caz avem:

up =(Ai, +,C)0=AC. 0 =c0

Deplasarea verticald a luiFFeste v=—a 0, sau v=— q, 0, dupa
cum [ este la stinga sau la dreapta sec{iunii i si respectiv avem:

N=—afc i N=—a;/c
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a si a, fiind abscisele punctului de aplicajie al for{ei I misurate
respectiv dela verticalele punctelor A si C. Cand scrim expresia
lui u;, va trebui si {inem seamd de sensul in care 0 roteste cele

doud buciti de are.

Arcul Ai se roteste in jurul punctului A, Brin- ]urul lui C, deci

proiectiile lor A; si C, au ¢ =0.

/]

7 L

= A\
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] P n g
ST »1mm||!|‘ r S~
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e 18 1
i

Figura 152

Linia de influenta se
compune din doud drepte
paralele trecind prin A,
si Cy (fig. 132 a).

Diferen{a intre ordo-
natele acestor drepte este
tocmai Isin o =sin ¢ adica
cantitatea cu cit variazi
N cénd sarcina trece dela
stinga la dreapta sec-
{iunii i.

Cand ¢ =10, punctul

C, coincide cu 4 si linia

de influentd a lui 1V sc
confundd cu a lui [,
ccea ce de altfel este evi-

“dent.

2%, T. In sceliunca i,
facem si luncce in pla-
nele lor cele” doud fefe,
fiecare in sensul pozitiv
al lut 7. Lunecarea totala
fiind v;, lucrul mecanic
virtual va {i T

Daca se face exact
acelagirajionament ca mai
sus, se gaseste ci arcul
A 1 se roteste in jurul lui
A, lar Biin jurul punctu-

lui C; dela intersec;ia lui f cu dreapta paralela cu tangenta la arc

si care trece prin punctul A (fig. 152).

Unghiul de rotatic 0 este acclasi pentru ambele parti de arc

In aceste condlgu-

v = (Aiy + 3,C,) 0

=AC0 =¢,0
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Deplasarea verticala a lui F este « 0, sau — b, 0. dupda cam F

este la stinga sau la dreapla sectiunii ¢ si respectiv avem:
T=—aleg s1-T =b,/c,.
by fiind abscisa forfei / miasurata dela verticala lui C,.

Linia de ml'luen(d se compune din doui drepte paralele cari
trec prin oA, §i Cy, si intre ordonatele cirora avem o diferentii egald
cu cose (fig. 152 b).

Pentru "¢ =0, aceastd linie de influen{a coincide cu a lui Vi,

3% M. In sccliunea ¢ introducem o articulatie si facem ca cele
doud fefe si se roteascdi una fald de alta, in sensul pozitiv al lui
M, cu unghiul ;. Lucrul mecanic virtual va fi M0,

Prin aceasti deformatie arcul /A ¢ se roteste in jurul punctului
A, iar secliunca i se deplascazi dupi o normala la Af, deci se va
roti in jurul ‘unui centru instantaneu de rotalie care se gasecste
pe dreapta.Ai (fig. 152).

Arcul Bi se roteste in ]urul unui centru care se gaseste pe
dreapta f. ‘

Prin urmare arcul Bi, ale’ cirut C\chmltap au centrul de rotatie
pe dreptele Ai si f§, se va roti in jurul punctulux lor de intersecyie L.

Arcul ¢ ‘se roteste cu unghiul 0;, iar Bi cu 0, avind relatia
0; + 05 = 0,, in care putem lua 0y = 1.

Rotirea ficindu-se in jurul punctelor A §i L, proiectiunile lor
A, st Ly vor avea ¢ =0,

Avem ¢ in dreptul lui J, ¢ind sarcina este la stinga sau dreapta
seejiunii i, respectiv:

: p=—al; si ¢v=—10,0;
si deci:
M=al; si M =00,
b, fiind abscisa for{ei I' masurati dela verticala lui L.

Daci notam cu x si &’ abeisele sectiunii ¢ m@surate dela punctele
A si L si @+ a' =1, atunci in dreptul sectiunii { avem:

, v =z 0; =2 0
din care deducem:

=@ 8 Uy —=al
si deci respectiv _
M =az'/l, 51 M =bua/l,

Prin urmare momentul este ca intr’o grinda cu consoli de deschi-
dere [, si simplu rezematid in A, si L, (fig. 152 c).

Se observi cd aceste linii de influentd se exprimi in functic de
lungimile d, ¢, ¢, §i I, cari sunt elementele geometrice ale arcului



si sc determinid numai decit
s1 pozitia seciiunii i.

Am notat cu d normala
figura avem:

¢ =d/cos(p—
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dacd avem forma si dimensiunile lui

cobouta din A pe du‘ccm B. De pe

o) ¢ =d/sin(f — ¢)

)
Daca notam y;/x; =1g 7,
atunci
l; = dcosy /sin( [5‘ +9)
Fig. 153 ne arata aceste linii
de influenid pentru o alta see-
{iune 1.

B) Arce plane cu trei

articulatii.
=
i-""2% 1. Definitii, reactiuni. Curba
z '\ momentelor incovoietoare.
e i ("‘ ' _D_acii.douﬁ bare drepte sau
: ; W{iﬁl : ‘\\_ curbe articulate intre ele la un
< § ilmﬂﬂ l“l llh'W\-\Q\, _ cap, le sprijinim cu ce-
i il [|\llmp:151";”.‘ Lol oy "‘\ ~~~~~~~~~ 4 lelalte doudi capete in
IS ‘\\ ! doud articulatii, am
',“' \ ! capatat o conslruc-
b \e ; tiune cu trei articulatii
’ M, % ¢ pe care in mod general
\\\ \‘\ ‘ o vom denumi grindd
\\‘ sau arc— dupd caz —
- ~  cu trei articulafit.
. Grinzile pot fi articulate si in
_alte . puncte ale lor, nu numai la
extremitati.
Figura 153 Daci se comparda aceastd con-

strucfiune cu grinda articulatd la

un cap si simplu rezemati la celilalt, se constati ci reazimul simplu
s’a realizat printr’o bard dleapta sau curbd, articulatd la ambele ca-

pete sau-in doud puncte oarec

Asa fiind, la arcele cu trei
dela .cazul precedent, adapta
fixata de’ practici..

ari de pe ea.
articulaji vom qplxca norma de caleul
ti .la noua, formd si potrivit normei



Vom considera arcele AD si BD (fig. 154), carl reazimi in
A si B prin intermediul a doud articulafii §i sunt articulate intre
cle in punctul D.

a) Reactiuni.

P°. Solujia analiticd. Reacjiunea V,, din A, va avea o valoarc
si o directiune neccunoscuti si pe care o descompunem in doui
componente, in douit feluri: una [ orizontala i alta Vg, verticala
sau in una II;, dirijatd dupd linia articulatiillor AB, si alta ver-
tical aRTA

Acelagi lucru se petrece i in DB.

Prin urmare, sistemul are patru necunoscule. Pentru gisirea lor
dispunem de patru ecuajii, una de proiecfiuni st trei ecuafit de mo-
mente. In adevir, suma tu-
turor fortelor, inclusiv reac-
tiile, trcbue sii fie nuld s
momentele lor in raport cu
cele trei articulatii si fie de
asemenea nule, aceasta re- 5
zultind din chiar definifia HAf ‘“‘; “/____m__ o 10 _ I
articulatici. ;/1 3 PSR UL SO D P |

Reactiunea din D, pe 3
care un arc o exercitd asupra :
celuilalt, fiind cgald si de o

x®,

Y RSP S

sens contrar, dispare in ccuatiile de mai sus.

Sé determindm grupul de reacfiuni Vi, si I,.

Luind momentul tuturor forfelor F in raport cu B, dvem:
(1) Wi =Zb F
in care b, este dlstanga dela B la forta F.

Luind momentul tuturor for;c]or de pe porfiunea A D in ra-
port cu D, avem:

(2) ) Yia ]11 = dx Vla —21),, r
Ecuatiile (1) §i (2) ne dau reactiunile V,, si I, imediat.
Sa determinam grupul de reacfiuni Vo, si Il,.
Putem proceda ca mai sus §i objinem doud ccuafii cu. doui
necunoscute. Putem evita aceasta observind ca:
Ay = Hjcose
si ludnd momentul in raport cu B, avem:

(3) - Weu—hH, =20, IF
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si {indnd cont de (1), deducem:
(4) Voo = Via + 01/l = Vi, + Hisine

-Prin urmare, este suficient a determina primul grup de reac-
{iuni pentru a avea si pe cel de-al doilea.

Procedind la fel, gisim componentele rcac;mnu V. din  arti-
culaja B.

Odaté reactiunile aflate, putem gasi in orice sccjiune valorile
lui IV, T si M, scriind expresiile lor dupi definitia ce s’a dat acestor
cantitifi. Accasta revine la aplicarea formulelor (9), (10) si (11)
dela cazul arcelor cu o articulatie si un reazem simplu.

i I ‘\
/ H \

N

Figura 155 -

2°. Solufia graficd. Grafic chestiunea sc rezolvi foarte simplu,
plecind dela urmiatoarele considerajiuni, cunoscute de altfel:

1. O razad polard §i latura corespondentii de poligon funicular
reprezintd in mirime, direclie si pozifie rezultanta tuturor celorlalte
for;c inclusiv reacfiunile lasate intr'o parte a ei.

. Momentul acestei rezultante este nul, in raport cu un punct,
cand ca trece prin acel punct.

Reactiunile din A i D fac echilibrul forielor de pe intervalul
A—D, deci pentru ele trebue un poligon de forle inchis si un po-
ligon funicular inchis. Orice poligon funicular al fortelor IF de pe
intervalul A — D (fig. 155), a ciror rezultanti, pe figuri, este Ry,
si ale carui laturi extreme trec prin A si D, indeplineste condx;nle
de mai sus si deci ne da reac;mm]e din A s1 D.
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Facem acelasi ratjionament si pentru forjele de pe intervalul
B D. Daci {inem seama cit reacliunea din D este una si aceeasi
in ambele cazuri, atunei chestiunea revine la a construi un poligon
funicular al forfelor I’y ale cdrui laturi corespondente si treacd prin
punctele A, D si D.

Se cunoagte cum se executid aceaslii operajiune si nu o mai
repetiim aci. Din construciie a reesit cit polul O corespunde acestui
poligon funicular. .

Prima laturd de poligon {unicular care trece prin . reprezintd
in mirime, direcliune si pozijie chiar reacf{iunca din A.

Sa consideram sccfiunca i, de pe are, cuprinsd intre forfele /)
si Iy, Raza polard i latura corespondentd de poligon funicular re-
prezintd in mdrime. direcfiune §i posifiune rezultanta tuturor forfelor
dela stinga secfiunii, care aci este V, + IY;. Dac, aceastda rezul-
tantdi, o descompun dupd tangenta st normala la are, in secfiunca i,
gasim toemai pe N st T. Dacdi multiplicim aceastd rezultantd cu
distanta dela centrul de greutate al sectiunii ¢ — care e chiar pe
axa arcului— pind la pozijia acestei rezultante, in poligonul
funicular, avem momentul tuturor forjelor in raport cu secefiunca
i. Pentru a le afla n’avem decit sa facem operajiunile indicate aci.

b) Curba momentelor incovoietoare in cazul sarcinilor verticale.

Construim ca si in cazul precedent poligonul funicular al incar-
carilor I, ale ciirui laturi corespondente trec prin punctele /A, D
si B. Pe figura 156 s’a indicat §i constructia auxiliard ce ne serveste
la aceasta. |

Expresia momentului in secjiunea i, este:

) M=gVie—M,—y H =z Vi — M, — y, H,,

in care M, este momentul forjelor I, dela stinga secjiunii ¢ si in
care avem evident: =

y, I, =y, cose (H/cose) =y, I,

¥, fiind ordonata lui ¢ misurati dela linia de inchidere AB.

In aceste conditiuni, se observd cd xViq— M este tocmai mo.
mentul ce se produce in secjiunea i, ca gi cind am avea o grindd simplu
rezematd de deschidere 1.

14. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenfa materialelor.
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De pe figurd se vede ca reacliunea orizontald 1, este tocmai
distania polard. In acest caz se stie, cd segmentul m, din dreptul
secfiunit 1, paralel cu rezultanta forfelor st cuprins intre linia de in-
chidere AB st poligonul funicular, multiplicat cu 11, di valoareo
acestui moment, adicd avem
(6) Vi — Ms =mH,
' Introducind aceasti valoare
in expresia lui A, din (5)
avem:

(7y M =(m—qy) I,

Asa dar, ordonata verticald,
masurald intre axa arculut i
poligonul funicular, multiplicati
cu Iy, ne dd valoareca momen-
tului incovoietor. Se vede de pe
figurd, fird alti demonstraite,
cad |[m—y,| <|m], dect mo-
mentele incoyoteloare, ce se produc
in diferitele secfiuni ale arcului,
sunt mult mal mici ca acelea
ce sar produce intr'o grindd
stmplu rezematd de o deschidere

egald.

Se mat observi cd, dacd curba
funiculard aincdredrilor ar coin-
cide cu aza arcului, diferenfa
m—y, =0 §i dect momentele
pe toatd intinderea arculut ar
fi nule. Aceasta este adevirat
pentru orice fel de incarcari.

Variajia diferentel m—ys re-

Figura 156

prezintd chiar variajia momentului incovoictor pe arc (fig. 156).

2. Linii de influentd.

Vom construi liniile de influen{a ale cantitifilor intilnite pana
aci cu ajutorul deplasérilor virtuale, pentruci acestea au avantajul
de a ne indica elementele geometrice cele mai simple, in functic de
cari putem exprima linia de influen{d respectivi.
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a) Liniile de influentd ale reactiunilor V,, si H,.

1% Vge Dam articulatici A o deplasare verticald ¢, (fig. 157).
Punctul A se va roti in jurul unui centru instantaneu de rotatic
care se giseste pe orizontala punctului A.

Articulatia /), care apar{ine bucatii AD, se roteste in jurul
punctului B, dect in jurul unui centru care se giseste pe dreapta
BD. In aceste condijiuni arcul AD se roteste in jurul lui Cy, inter-
seclia orizontalei din A cu dreapta BD, cu un unghiu 0;.

Bara BD sc roteste in jurul lui B cu unghiul 0;. Proiectiile B, si
C’y, ale lui B 51 C; pe o orizontald, au ¢ =o.

In aceste condifiuni

. o
vq = ¢, 0;, 1ar deplasarea PR
in dreptul fortei I, cind N

ca calcit pe cele doud in-
tervale AD si DB, este:

¢ = (e —a) 0; st v =100,
Punctul D se depla- 4 B
= . . Al - ! o ﬁ(‘\a
seaza cuacecasi cantitate, A i il - e LR et
deci == 1T O "'""!
, i
(01 == -Td) 0; =2’y Oy, [/} :
relatie care stabileste le- bt ;
- A . ~-_
gitura intre 0; si 0. redle
Scriind ecuafia lucru- | 3
o 2 A _ 1} |
lui inecanie, in cele doui 5 [
cazuri, avem: T SRS/
1 L]
Voo =1 —a/e, il {
A5 & ‘8

7oa = b (L —z4/e))/2a
Linia de influena se

compune din doud drepte ca in fig. 157 a, si se poate construi si
direct farad ajutorul acestor formule.

Figura 157

2°. Hg. Procedam exact ca in cazul precedent dind artlculaglex
A o deplasare orizontala. Ficind acelasi rationament, se giseste ca
arcul A D se roteste in jurul punctului C cu un unghiu 0; si cd BD
se roteste in jurul lui B cu unghiul 0.

Proiectiile A, a lui C §i By a lut B, pe o orizontala, vor avea
¢ = 0.

Linia.de influen{d se compune din dreptele A; D, si Dy By, cari
fac cu orizontala A, B, unghiurile 0; st 0.

13°
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o

Deplasarea punctului D este
0; =aly 0
Vg = Ty Vi = g Uy
Scriind ecuafia lucrului mecanic in cele doui cazuri, cind sarcina
I’ este la stinga sau dreapta lui D, avem:
hFoh = I0Yic s o doa== v cD

doudi drepte cum se indicd in fig. 157 b.

b) Liniile de influen{id ale cantitiitilor N, T si M.

1°. N. Presupunem ci cele doua fefe ale secfiunii ¢ le depirtin

intre ele cu cantitatea w;. Intregul sistem se deformeaza, insi, cele

doua fete riminind mereu

paralele intre ele. Arcul AD

se roteste cu unghiul 0;, iar
i BD cu 0, (fig. 158).

. !
s ot ; Deplasarea u; se capiti

prin rotirea in jurul unui
centru care se gisesle pe o
.8 dreapti oarceare, paraleli cu
normala la arc in secjiuneca

{. Arcul Ai se roteste in
jurul punctului A, deci cen-

-
=
=

=

”i trul instantaneu de rotatie
‘ .!i‘,““'llt-f':a ce corespunde secliunil I se
G 4 giseste pe dreapta AC,, care
: = 2 trece prin < si este paraleld

—

Q
‘\
L7 S

ool

) e~y cu normala la arc in punctul
¢ 5 il . Punctul D teste i
A = A t. Punctu se roteste 1In
jurul lui B, deet centrul lui
de rotatie este pe dreapta
N7 | Hl“;. & BD. Prin urmare, arcul iD
LiriaM ”M 1l ‘ se roteste in jurul punctului
\ ' C,, interseciia drepter AC,

&
& .Ms@Hi"*~« it

t/.

P %
‘3‘

B
Figura 158 cu BD.

, In rezumat, arcul A7 se
roteste in jurul lui A, ¢D in jurul lui C;, ambele cu unghiul 0; si
DB in jurul lui B cu unghiul 0.

In aceste condiii:
w; = (Aiy + 4,C,) 0; = c0;
Proiectiile A;, B; si C’,, pe o orizontald, a centrelor de rotaiic
A, Bsi Gy, au v =o.
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Cénd sarcina caled pe cele trei intervale Ai, iD si DB v are
respectiv valorile:
¢ =al; , eo=(34+a)l0; , ¢=0>0
Deplasarea lui D va fi:
Vi = (0,2 + ."l‘,[) 0; = .'L",l 0[,».
Scriind ecuatia lucrului mecanic pentru cele trei intervale, avem:
N=—a/c, N =—sing ——d/‘cg, N =—0b(sing + z4/cs) /2 g

pentrucd avem: ¢’y =, sing.
Cand sarcina calca chiar in articulatia D, N = — (sine + aq/cy).
Cu aceste elemente trasim numaidecit linia de influenti (fig.

158 «a).

2°. T. Si presupunem ca in secliunea i facem ca cele doud fele
ale sale si luncce in planul lor, cu cantitatea ¢;, in sensul fortel
taietoare T (fig. 158).

Ficind acelasi rationament ca mai sus, gisim ci arcele A7 i
tD serotesc cu unghiul 0,, iar DB cu 0,.

Continuind, gisim ci arcele Ai, BD si iD se rotesc in jurul
punctelor A, B si C;, acest din urma punct fiind intersectia lui BD
cu dreapta dusi prin A paralela Ia tangenta la arc in secfiunea
i. Gasim de asemenea ci drumul parcurs de 7 este:

v = (Aia + 1'3(73) 0; =030i

Proicetiile A,, By C’3, pe o orizontald, ale centrelor de rotatic
A, Bsi Gy aue =o.
Cand sarcina calci pe cele trei intervale, avem:

v=a0; , v=(35—a)0; , v=0b0,
i in dreptul articulatici D,
4
Vg = (0’3 — xll) 01’ =T q 0/.'

relatic care stabileste legatura intre 0; si 0;.
Scriind ecuatia lucrului mecanic in cele trei intervale, avem:

T=—aje; , T=coso—aleg , T =b(cos¢c— zafcs)/¥'a

pentrucii avem: ¢’3 = ¢;c08 ¢.
In dreptul articulajiei D avem:

T = coso — ay/cs.

Putem acum trasa linia de influentd ca in fig. 158 b.



3° M. Presupunem ci cele doud feje, ale sectiunii i, se rotesc cu
un unghiu oarecare, in jurul centrului de greutate-al secfiunii, in
sensul positiv al momentului (fig. 158).

Bucata de arc A i se roteste in jurul articulafiet A, deci are
centrul instantancu pe dreapta Ai, bucata DB se roteste in jurul
lui B, deci are centrul instantancu pe BD, atunci bucata iD se va
roli in jurul punctului L, interseciia dreptelor Ai si BD.

Proicctiile A, L, si By ale acestor centre, au ¢ =o. Cele trei
buciti de arc Ai, iD si DB se rotesc in jurul acestor centre cu
unghiurile 0;, 0 st 0. ;

Cunoscind pozifia lui L,, notam: AL =10, I, By =, Mai
notiam: «; =1y Ly, fi = Ly D,. Cand sarcina se giiseste pe intervalul
Ay Ly, notim cu a, si b, pozifia ei fatd de punctele A, §i Ly, iar cind
s¢ giseste pe intervalul Ly By cu ag si by fata de punctele L, si B;.

Deplasirile verticale ale punctelor i si D vor fi respectiv:

Vi = & 0[ = (110 y Va4 — .T'd 0[; = ﬁl 0
relatii cari ne permit a stabili o legiturd intre 0,, 0 st 0;.

Expresia lui ¢ pe cele patru intervale va fi:

o =a\l; y, v =bn0, o= agifh 5 oi=dyily

Daci serim ecuafia lucrului mecanic pe cele patru intervale,
tinind seami cii lucrul mecanic al momentulut este M (0 + 0)),
avem:

M =ayayflsy, M =byai/l, M=—azai/l;, M=—1b;a:f/l;x’q
Valorile acestor momente in dreptul lui ¢ s1 D sunt:
4‘1;‘ = T; (11/12 y 1‘11)= T, ﬁl/llz.

Cu aceste clemente construim linia de influentd (fig. 158 ¢).

Se constatd ci accastd linie de influenid coincide cu linia de
influentd a momentului in sectiunea iy, a unei grinzi A Dy, cu consola,
simplu rezematid in A, si L, sl pe consola cireia sprijind grinda
simplu rezemata Dy B;.

Aplicatia Nr. 41. Se di arcul ADB de deschidere I cu articulatiile A si B
de nivel (fig. 159). Articulatia D este }la mijlocul arcului si ordonata lui D mi-
suratd dela linia 1 B este f. Arcul este simetric in raport cu verticala care trece
prin D.

Si se glseascit:

1. Momentele maxime si minime. v

2. Fortele axiale ce corespund acestor momente, sub actiunea unei sarcini:

a) F mobili pe arc; :

b) p uniform distribuitd pe unitatea de proiec{ie orizontald.
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Si presupunem cii acestea au loe in seefiunea xy, ay’, yi. Vom ciuta deci

linia de influentd a lui M si N in aceastd sectiune,

Pentru linia de influen{a a momentului incovoietor avem nevoie de abscisele
I; si Iy ale punctului de intersectic al dreptelor AAisi BD. Dacit scriem ecuatiile

acestor drepte si luim interseetia lor, gisim:

L=1/11 + ly;/2 [ x)

din care, prin simple aduniri, deducem pe by, @y si fy si avem deci toa
tele liniei de influenti.

Pentru linia de influenti a lui &
&N avem nevoie de intersectia dreptei |
BD cu dreapta AAC,, care trece prin
-1 si este paraleld cu normala la are
in secfiunca i. Dacd ¢ este unghiul
tangentei la arc in I cu axa AB,
atunci abscisa punctului de inter-
sectic al celor doud drepte este
tocmai

e sing=— l/[1/2 flg o —1]

din care scoatem:

te elemen-

= 1/{{1/2f) cos ¢ — sin ¢}

Asa dar, avem si elementele liniei
de influentd a lui AV,

Asta in mod general. Si ne
ocupiim de un caz particular si anume
cind ara arcului este parabola:

Mirzal
y=bfza /= af 8 il L

Linia

notind & = z/l si & =a'/l; i
cind raportul f /I, care poartd
numele de pleostirea arcului, are o

: . . , Hgge llgum 159
valoare curent intrebuintatd, si zicem

1/7 si deci 1/2 f = 3,5.

In acest caz, avem:

L=U/1 428, L=21&/1+2&), ay=1&(E—§/(1 + 2

b=1(E—§201+2¢&), a=1/(35cosp—sing)

a) Sa ne ocupam de for{a izolatd F.

£

Momentul + M; va fi maximum atunei cind expresia lui, adici:

Mi=aia/l,=188 (& —§)

va i maximi.
Aceasta are loc pentru & = (3—1/3L)/G = 0,211, pentru care:
M;=F11/3/18 = 0,385 F 1 /4

si are loc atunci cind F caled in aceastd sectiune deci cind.a =z

= 0,211 1..



216

Pentru aceasti pozitie a fortei I, sii giisim valoarea lui N in accasti sectiune.

Avem sing = 0,31330, c, = 1/3,01048, carc nc di N = —0,95 I.
Sd ne ocupdm de — Mi. Valoarea lui ma\'imi va fi odatii cu a expresici:
Mi = Bpflo= 08 (5" — &)/2

care are loc pentru & = 1/4 si pentru care:

; Mi=—025F1/4
si are loc atunci ciind I calcd in articulatia D, adicd pentru a = 0,5 1,

v

Si gisim valoarea corespondentid a lui N in sectiunea & = /4. Avem:
sing = 0,27472, ¢, = 1/3,09061, care ne did N = — 1,82 F,

b) Sa ne ocupdm de sarcina uniform distribuita p.
Pentru a avea pe M maxim, va trebui sd incircim numai regiunea pozitivi
a linici de influentid. Se mai stic ci suprafata acestei linii de influentd multipli-
catd cu sarcina-p ne di tocmai valoarca momentului,
Accasta suprafati este Mi /2 = &y ay /2 si va fi maximi odati cu maximum
acestel expresii, adicid cu:
I8

I

ST —¢8/2 (1 +28)
care are loc pentru:
= 0,234, I, = 0,395 1, a, = 0,161 L
Valoarca momentului maxim pozitiv este:
M; = 0,1506 p 1*/8

Dacii se incarcii portiunca l, se giiseste aceiasi valoare insit cu semn schimbat.
Aceasta asa si trebuia sit fie pentrucit sub actiunea sarcinei p, intinsd peste tot
arcul avem M = O,

Sa gisim valorile lui IV ce corespund acestor montente. Pentru aceasti sce-
tiune avem: sin ¢ = 0,29086, ¢, = [/3,05783.

Suprafata liniei de influenti a lui iV pe intervalul L este: I%/2 ¢; + a; sing =
0,285 ! si deci N = — 0,285 pl.

" Daca se face calculul suprafefei liniei de influenti pe intervalul Iy, se giiseste
0,629 I si deci valoarea corespunzitoare a lui ¥ este N = — 0,629 pl.

In practici se face calculul pentru sectiunca x = /4, care ne di l, = 0,41,
ay = 0,15 1 §i pentru care avem::

M; = + 0,15 pl3/8

Acest calcul se justifici prin simplicitatea lui st prin faptul cd eroarea ce
se face asupra momentului este sub 19%. Eroarea mai mare se face numai asupra
pozitiel sectiunii in carc are loc momentul maxim,

Dacit se calculeazii suprafata liniei de influentd a lui iV pentru acecasta sec-
tiune, se giseste ¢ii celor doud momente corespund fortele axiale — 0,288 pl
st — 0,622 pl, care diferi de asemenea putin de acelea ce corcepuml sectiunii
pentru care avem momentul maxim.

C) Arce plane cu trei articulatii formate din grinzi
cu zibrele. ‘

Putem face §i grinzi cu zibrele pe care si le sprijinim intre ele
ca arcele curbe de care am vorbit pind acum.
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In privinga reacfiunilor, se aplici intocmai normele indicate la
capitolul precedent, fari cea mai mici deoschire.

In ceea ce priveste cforturile din bare — reactiunile fiind cu-
noscute — vom aplica pentru determinarea lor una din metodele
Cremona, Culmann
Ritter ete., fiind
totdeauna vorba de
erinzi static deter-
minate. Prin urmare
nimic deosebit de
ceea ce s’a indieat
pana aci.

Acelasi lueru si
pentru liniile de in-
fluenta. LEste evi-
dent ¢ii pentru reac-

inta Na

iz

{tuni, ele sunt ace-
leasi ca si la arce cu
articulafii.

Aproape la fele
$1 pentru eforturile
din bare. Ne vom

ocupa numai caapli-
cajie de doud bare

ale fig. 160.
Aplicatia Nr. 41 bis,

Sa se determine liniile
de influenti ale efortu-
rilor din barele 1-—3 si
1—4 (fig. 160).

1°. Ny;. Daca facem secliunea care taie barele 1—3, 3—4 si 4—6 si luam
momentul in raport cu nodul 4, avem evident:

A‘\'m = A‘,‘/Il‘.

Asa dar, linia de influentd a lui Ny este identicd cu a lui A, care se giiscste
exact ca in cazul arcului cu 3 articulatii. S’a indicat pe figura 160 @ si nu mai
e nevoie de nicio altda explicatic.

2°. Ny Facem sectiunea care taie barele 1—3, 1—4 si 2—4% si luam mo-
mentul tuturer fortelor in raport cu punctul C,, intersectia barelor 1—3 si

2—A4. Aci intrd expresia Iui 1, si Vi, si deci linia de influent a lui Ny vafio
combinatie aritati de calcul a liniilor de influen{i ale acestor doui cantititi.

Putem sd o afline direct cu ajntorul (Iz'plasurllor virluale.
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Presupunem «d in bara 1—4 avem o tensiune -V, st ¢d bara se lungeste
cu cantitatea iy, Prin aceastd lungire patrulaterul 1-—2—3—4% se deformeazd
si intregul sistem primeste o serie de deplasari. »

Partea din stanga a arcului -1D se roteste in jurul lui -4 cu unghiul 0;, partea
din dreapta sc roteste in jurul unui punct C, pe care-l vom determina, cu un-
ghiul 0, iar arcul D B se roteste in jurul lui B cu unghiul 0.

Lungirca barei 1—% se capiitd prin rotirea in jurul unui centru situat pe
normala la bari.

Partea din stinga se roteste in jurul Jui A, de.i centrul instantaneu ce co-
respunde lungirii 1 se giseste pe dreapta normali pe 1—4% si care trece prin A,
In meod analog punctul D se roteste in jurul B, deci centrul de rotatie se gii-
seste pe dreapta BD. Cele doud drepte se intalnesc in C, deel bucata de grinda
& — D, ale cirei extremitifi se rotesc in jurul lui C, se va roti si ea in jurul
aceluiagt punct.

Proiectiile pe o orizontald ale centrelor de rotatic oA, C si B, adica A,, G,
i B, vor avea v=o, si deci cunoastem 3 puncte prin cari trec dreptele cari
reprezintd rotatia bucitilor de are A —2, 4—D si D— B.

Suma ordenatelor dreptelor -, Cy care fa:e unghiul 0; cu linia de reper
Ay By siCy Dy, care face cu acecasi linie de reper unghiul 0, reprezintd deplasarea
relativi a bucatilor de grindi A — 2 §i 4 — D. Or, acestea se rotesc una fata
de alta in jurul centrului C., intersectia barelor 1—3 si 2—4. Asa dar, suma
deplasirilor este nuli in Cs, deci dreptele 4, C, 5i Cy Dy se intélnesc in punctul
C,, ce se gaseste pe verticala lui Cs.

Mai departe. Nodul 1 se deplaseazii odatd cu partea din stinga a arcului,
nodul 3 odatd cu portiunea & — D, deci 1 —3 se va roti cu un unghiu 6;.

Acum putem trasa linja de influentd. Daci cunoastem pe 0;, putem trasa
linia A; Cy (fig. 160 b), de unde rezultd C 4 D; C, 3, si deci 1; 3, si Dy B;. Pentru
a-dimensiona aceast linie de influenta este suficient a gisi un singur element.

De pe figurd avem: .

Ay dy =1, 0=c(0—8) , DyDy=p 0= 340, , T 0; +a,0=120
egalitdti cari stabilesc raporturile intre unghiuri.

Pozitia foriet pe ficcare din intervalele A, — E, E — C; st C;—DB,; o fixiim
prin distantele a §i b masurate dela extermitatile fie @rui interval. Inaceste
conditii putem scric numaideciit expresia lui o, .

De exemplu pe intervalul 3; €y avem: ¢-—= 18, pe intervalul D, B,
¢ = ()01‘., ete.

Si aplicam ecuatia lucrului mecanie virtual. Vom avea uy, =d (0 — 0;) si deci:

Ny d(0—0)=v
Navem decAt si punem aci valoarca lui v pe diferitele intervale, ca si avem
valoarea lui Ny,

Ca si fixim linia de influentd n’avem de cat si fixim un singur clement.

Sa aflim pe -4 A, Avem:

Ay Ay d(0—0i) = c(0—0)
si dect
Ay o= c/d
Am putea gisi pe Do ;. Accsta are valoarea:
Do Dy = cfy/d L.
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In privinta semnului observiim ¢a, atunci cand 1—4 se lungeste, portiunea
<12 se ridicd in sus, deci pe acest interval ¢ este negativ si deei si Ny Semnul
pe celelalte intervale rezultd din acesta,

Ca aplicatie si gitsim expresia lui Ny, pe intervalul Dy By, pe care v= — b0y
Avem:

Ny d (00— 0;) = — b0,
tinind seami de relatia intre unghiuri avem:
Nyg=—1Ufc/dl,a’a.

In mod cu totul analog procedim si pentru montanti, pentru efortul cirora
gisim linii de influentd analoage.

Am putea inmulti numiirul exemplelor de acest fel. La toate se aplica in
mod invariabil cunostintele cipitate pani aci.

D) Grinzi curbe plane supuse la forte normale
pe planul lor.

Ne vom mirgini la cazul grinzilor eurbe cuprinse intr’un plan
orizontal si supuse la for{e verticale.

1. Consideratii generale.

Intocmai ca si la celelalte grinzi vom stabili mai intdi o- relafie
intre sarcina p for{a tiietoare §i momentul dintr’o secliune oarecare.

Raportam elementul de arc la sistemul de axe de coordonate
0, v, f format de tangenta, normala principald si binormala la arc
(fig. 161). ,

In condiiile problemei avem urmitoarele particularitiyi:

I°) binormala pistreazi o .direcjiune constanti,
§i, inciircarea fiind verticald si dirijata de sus in
jos, va i —pf;

27%) rezultanta forfelor intr’o sectiune oarecare este
verticala §i se reduce la forta taictoare din secfiune
care dupi convenfiile admise pind acum, are sensul
spre + B, deci va fi B =T B;

3°) fortele fiind verticale si bratele de parghic misu- o
rlwura 161

randu-se pe orizontale, axza momentului va fi totdeauna
cuprinsd intr’un plan orizontal, deci nu are componenti verticala.

Momentul din secfiunca datd il dcscompun in doud compo-
nente: un moment incovotetor M, dzrt]at dupu v st un altul de rasu-
cire M,, dirijat dupd 0. Ele vor fi pozitive ori de cite ori rotesc
secfiunea care o intdlnim in fa{d, cind parcurgem arcul ds in
sensul pozitiv, in sensul pozitiv al axelor alese.
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In aceste condi{iuni, si aplicim ecuatiile (1) stabilite ‘pentru
orice arc curb, si anume:

(1) dR/ds =p , dM/ds =10
Din prima ecualie capitam:
(2) dT/ds =-—p

Din a doua ecuatie {inind scamid de formulele lui Frenet si
ch avem:
M =My + M0
cipatdm:

(dM,/ds — Mi/r) 0 + (d Mi/ds + M,/r) v = T»

care multiplicatd respectiv scalar cu » si 0, ne da:

(3) dM;/ds =T — M, /r,
s
(4) dM,/ds = M;/r,

relatii analoage celor gasite pina acum.

2. Expresiile cantitatilor T, M: si M,, intr’o sectiune oarecare.

Echilibrul unei asemenea grinzi putem sa-1 asigurim prin trei
reazime simple, nesituate in linie dreaptd, printr'o incastrare sau
doud reazime simple si o incastrare incompleti.

In toate aceste cazuri se procedeazi ca la descompunerea forelor
in spafiu, utilizind ccua{ii de momente.

Odati reacyiunile aflate, putem

LM gisi expresia lui 7, M; st M, in

o sec{iune oarecare.

53 presupunem ci am gisit
T, M;si M, in o secjiune oarecare
§1 volm si gisim aceleasi cantitati
~{ in sectiunca la distanfa s, interval

pe care r riméne constant (fig.

Figura 162 162 a).
Avem evident
(5) Ty, =Ty—pro—F

(6) My= M;ycos ¢ — Mg sin o+ Torsin ¢ — pr? (1—cos ¢) — Frsina
Mpy= My coso + Mysing + T, r (1 — cos o)
(7) — pr? (o — sing) — Ir (1 — cosa).



In aceste formule intervine momentul incovoietor si de risucire
dat de sarcina p care este respectiv:

(8) —-g(pprdu.rsina =-—pri(l —cos¢)
(7 -
(9) —-\ prda.r(l—cosu) =—pr(¢—sing)

Se poate ariita usor ¢ aceste expresii verifici relatile (2), (3)
si (4).

Cind grinda face un cot bruse se vede numaidecit c¢i avem

(fig. 162 b):
(6") M= My cosg— M, sing
(7) Mp= M coso + M,y sing

Asa dar, daci ni-se di un sistem de incarciri, putem gisi reaetiu-
nile §i de aci expresia lui 7, M, si M, intr'o secliune oarecare.

3. Linii de influenti.

Vom construi linia de influen{a a reacfiunilor si a cantitagilor
T, M; 5i M, intr’o sccliune oarecare intr’un caz simplu §i anume
cind avem o grindd curbd orizontald,
restmatd in trei puncte A, B §i C §i
supusd la sarcini verticale (fig. 163).

a) Liniile de influen{ii ale reactiunilor
Vo, Vy i V..

Daci dim o deplasare verticala
reactiunii V,, tot planul grinzii se
roteste in jurul axei BC cu un
unghiu 0. '

- Dacid un punct de pe grinda se
giseste la distanja 5 de dreapta BC,
atunei avem evident:

Figura 163
v =230 sl ¢, =23,0 4
si deei
Vazdd =030
Vo= 3/5.
Absolut analog gisim liniile de influen{a ale reaciunilor din B
st C,1insd, in aceste cazuri, z va fi distan{a dela un punct al grinzii .
la dreptele AC si AB. Pentru exemplul din figurd se vede ca re-
actiunea din B are totdeauna acelasi sens pe cind cele din A si C

sunt si pozitive si negative (fig. 163).
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b) Linia de influenfd a fortii tiietoare T.

Si presupunem ca facem secjiunca ¢ (fig. 164) si cad rotim
portiunca iBC in jurul lui BC cu unghiul 0, iar porfiunea Ai
in jurul unui ax AA,, paralel cu BC, care trece prin A, cu acelast
unghiu 0. In aceste conditii cele doud feje ale sectiunii i ramin
paralele. ’

Deplasarea lui 7' va fi ¢; =z,0, iar a unui punct oarecarc:
¢ =20, - distanfele z misurindu-se respectiv dela axele AAd; si
BC. Avem evident:

WP ll=r0F 2 =

¢) Linia de influenti a momentului incovoietor M;.

In sccjiunea ¢ rotim cele doui fefe, in jurul axului 7, cu unghiul
0, (fig. 164). In jurul acestui ax porfiunca Ai se roteste cu 0;
iar cealalti cu 0;. Porjiunca Ai se
va roti cu unghiul 0; in jurul unui
ax A, paralel cu » si trecind prin .

Por{iunca iBC sc roteste insi cu
Oicos o in jurul axei BC

Pe porfiunca Aiavem: ¢ =z0;, =
misurindu-se dela axa A4, iar pe
portiunea ‘iBC avem: v=1230,c080,3
misurindu-se dela dreapta BC.

Pe lingd acestea avem:
0;4 0, =10, , vi=z 0;=2z Oicose

4

‘. Lina M

{
i
!
|
!
i

relafii cari stabilesc raporturi intre
unghiurile 0;, 0 si 0O,.

Si aplicim ccuatia lucrului me-
canic. Yom observa mai intdi ci
rotirea ficandu-se in jurul luiz, lucrul
mecanic dat de A/, este nul, si deci:

M; 0, =¢

Sa scrim explicit accasta. Si presupunem ci I7 caleid pe in-
tervalul Ai. Vom avea:
1‘[,‘ 00 == :0,'
s1 findnd seamd de relajia intre unghiuri avem:
' M; = z.51¢05 0/ (3; + 5c08¢)
In acelast mod pe intervalul iBe, gisim:
M; = z.zic0s o/ (z; -+ 5,c05 ).
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d) Linia de influen{ii a momentului de risucire M,.

Procedim absolut la fel ca pentru 3, rotind insi cele doud
fete ale sectiunii in jurul axei 0 cu unghiul 0,.

In jurul acestui ax cele doud fe}e se vorroti cu ungl.liuri]c 0; s1 0.

Porfiunea Ai se va roti in jurul unui ax AA,, paralel cu 0,
trecind prin A, cu unghiul 0;. Por{iunca iBC sc¢ va roti insd in
jurul dreptei BC cu unghiul 0;sing (flig. 164).

Pe porjiunca Ai¢ avem: ¢ =z 0;, s misurindu-se dela axa AA,,
iar pe porfiunea iBC avem: ¢ =z O;sing, = misurandu-se dela
dreapta BC.

Avem iarigi:

O0; +0. =0, , ¢ =z0; =z 0stno.

Pentru accleagi motive ca la cazul precedent avem:

M0y =9
Explicit, pe intervalul A¢, avem:
M, =z.z5,sino/(3 + 5 sino)
iar pe (BC:
M, =z.z.sing/(z + 3 sing)

Examiniind aceste linii de influen{d se constatd ci chestiunea
lor ¢ mult mai simpld de cum ar pirea la prima vedere.

Aplicafia Nr. 42. O grindi orizontald in formd de semicerc de raza 2 m.

reazimi simplu in punctele ABC, punctul B fiind la jumitatea arcului AC,
Dindu-se p = 500 kgr./m. si se giiscascd reac-

E . . o g o . = astim

tiunile si valorile lui 7, M; si M, (fig. 165). [ S T )
Daci luim momentul tuturor fortelor in a5 ﬁ—m

raport cu diametrul AC, gdsim reactiunea din B: LT = i

Vy=p. ar. 2r/ar = 2pr = 2,0,500.2 = 2t

Va= Ve = (par—2pr) /2 =
pr (/2 —1) = 0,571pr = 0,571t
Yom avea apoi:
T = (0,571 — o) pr
M; = (0,571 sing + coso — 1) pr? Figura 165
My = (0,571 + sinp — 0,571 cos o — ¢j pr?
Aceste valori variazi precum urmeazi:

o | o | 20043 | 32040 59028 900
T ’ 0,571 pr — 0 — — pr
M; 0 + 0,151 pr* - 0 — 0,429 pr2
My 0 — — + 0,104 pr2 | 0
Din acest tablou se vede ci avem:
Thin=-—pr=—14, Mipar = + 0,151 pr* = 0,302 tm

Minin = — 0,429 pr2 = — 0,858 tm, Mpnar= 0,104 pr2 = 0,208 tm
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E) Grinzi curbe in spatiu.

Vom considera aci grinzile formate din arce curbe oarecum.
supuse la forie oarecari.

In o seciiune oareccare raportam elementul de are, ds, la tan-
genta 0, normala principali » si binormala f§ si in raport cu acestea
vom fixa sensul pozitiv al for{elor N si 7" si al momentelor.

Potrivit convenjiunilor de pind acum, N este pozitiv in scc-
{iunea ce o intdlnim in fatd, cand parcuregemn arcul ds in sensul
pozitiv, atunci c¢ind este dirijat citre — 0. Daci notim cu T,
si Ty, forjcle taictoare normale respectiv pe » si f§, ele vor fi de
asemenca pozilive cind sunt dirijate respectiv citrei— f si — .

In aceste condngu rczultanta din secliunea consideratd este:

=NO+T,»+T,8
Dacid notim cu AI,., AI,,, M, momentele dirijate dupi 5, v s1 /?,.
atunci momentul rezultant este:
M=MO0+M7v+M§F
componentele avind semnul plus cind rotese seciiunca de mai
sus in sensul pozitiv al axelor alese.
Daca aplicim acestor C\plcsmm ecuﬂnle generale:
dR/ds =p si dM/ds = R0
si {inem scami de ecuatiile lui Frenet, gisim 6 ccuafii de legaturd
intre cantitatile de mai sus si cresterile lor in raport cu ds.
Pentrucdi_ asemenca construcjiuni le
2 intdlnim rar, ecuajiile de care am pomenit
nu au o aplicare practici si de aceea nu
le mai dim aci, desi deducerea lor ¢ foarte
simpla. L

Aplicatia Nr. 43. Un resort helicoidal cilindric
este supus la douit forte egale si de sens contrar,
dirijate dupd axa cnlmdxulm. Raza cilindrului
care contine helicea este r. Sa se giseascil
N, Tsi M in scctiunea i (fig. 166). Daci unghiul
elicel este a, avem:

N'= Fsinal = ", =|FFcosa. =0
F si sunt dirijate respectiv dupi — 0 si— f, deci
sunt positive,
Valoarea momentului este rF care descom-
Figura 166 pus dupi cele doud directii ne di:
M,=—rFcosa. 0 , M, =rFsina. B.
7 vpleTEs
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