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1. GENERALITĂȚI, 

A) Elemente de construcţie. . 

Toate construcţiunile ce le avem de făcut le confecţionăm 
din diferite corpuri ce le avem la îndemână. Materiile prime sau 
prelucrate, de cari ne servim la facerea construcţiilor, sunt: lemnul, 
piatra, cărămida, cimentul, fierul, fonta, oţelul, arama, bronzul, aluminiul, ete. Ele poartă numele de materiale de construcţie. Cu 
ajutorul lor confecţionăm piese de diferite forme, cu cari, combinân- 
du-le între ele în anumite moduri, legându-le şi îmbinându-le după anumite norme, ajungem să facem orice construcție de care avem nevoie, precum: case, poduri, mașini, ete. 

Formele geometrice ale acestor piese diferă după nevoile ce le avem și după proprietăţile materialelor din cari le facem. În acest 
mod, avem o varietate nemăsurat de mare de forme de piese. 

Toate acestea le putem grupa în trei mari categorii: 
1. Piese cari au o lungime relativ mare iar lăţimea și grosimea 

mică. Această categorie de piese poartă numele de bare, grinzi, 
stâlpi, coloane, cable, fire, cete. Dacă facem o secţiune plană trans-. 
versală în piesă, normală pe axa ei, aceasta poartă numele de sec- 
jiunea piesei. Ea are o valoare oarecare, pe care o notăm cu 
litera grecească O şi care se exprimă de obiceiu în cm?, mm? și uncori în m2. Secţiunea aceasta are şi diferite forme ca: drept- 
unghiu, cerc, coroană circulară, în forma literilor L, U, T sau Z,etc. 

Forma secţiunii se măsoară, după cazuri, prin momentele ei statice, prin momentele de inerție equatoriale sau polare, sau prin 
alte elemente cari se vor vedea ulterior în curs. 

Succesiunea centrelor de greutate, a diferitelor secţiuni a unei 
bare, ne fixează aza barci. Această axă poate fi o linie dreaptă
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sau curbă şi vom avea corespunzător: bare drepte, bare curbe, 

în plan sau în spaţiu, cărora le zicem tot așa de bine grinzi drepte, 

grinzi curbe, etc. 

Secţiunile plane transversale le vom considera totdeauna normale 

pe aza piesei. 

Prin urmare, elementele cari vor caracteriza din punct de. ve- 

dere geometric o grindă sau o bară vor fi: aza, ca lungime și formă 

și secțiunea, ca valoare și formă. 

Exemplu: o bucată de lemn de 4 m lungime și cu o secţie trans- 

versală în formă de dreptunghiu şi cu laturi de 20 X 15 cm, este 

o grindă sau o bară. 

2. A doua categorie de piese sunt acelea la cari lungimea și lă- 

ţimea lor este mare faţă de grosime. Ele poartă numele de plăci, 

table, tole, dale, păreţi, tuburi, etc. Suprafaţa care împarte peste 

tot grosimea plăcii în două părţi egale, este suprafața mediană 

a plăcii. Grosimea se măsoară totdeauna normal pe această su- 

prafaţă. Suprafaţa mediană a plăcii poate fi un plan, un cilindru, 

un con, o sferă, etc. 

Elementele cari vor caracteriza din punct de vedere geometric 

o placă vor fi: forma și dimensiunile suprafeţei mediane şi gro- 

simea. 

O piesă de oţel plană, de 3 m lungime, lată de 1,50 m și groasă 

de S mm, este o placă sau o tablă. 

3. A treia categorie de forme de piese sunt acelea cari au o lun- 

gime, lăţime și grosime cam de acelaşi ordin de mărime. Ele poartă 

numele de piese masive sau blocuri. Exemplu o bucată de piatră 

de formă paralelipipedică, de 1,20 m X 1,00 m X 0,80 m, este un 

bloc sau uh masiv. Același lucru este şi cu o bilă sferică plină. 

Sunt însă multe cazuri, când nu putem hotări limite distincte 

pentru fiecare categorie de piese, și nu o să putem spune dela în- 

ceput dacă o piesă face parte din cutare sau cutare categorie. După 

oarecare prâctică vom putea face această clasificare, rămânându-ne 

totuşi un mare număr de cazuri în cari nu ne vom putea pronunţa. 

Această clasificare este necesară, din punctul nostru de vedere, 

fiindcă pentru fiecare categorie de piese avem o anumită normă 

de calcul. 

Datele geometrice, arătate mai sus, nu sunt suficiente pentru 

a caracteriza o piesă oarecare. Pentru a o caracteriza complet va 

trebui să spunem. $ și materialul din care este făcută. Fiecare ma- 

terial are o serie de constante, cari rezultă din proprietăţile sale.
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Aceste constante, împreună cu cele ce rezultă din dimensiile 
geometrice ale piesei, o vor caracteriza complet din punctul de 
vedere al Rezistenjei Materialelor. 

B) Noţiuni asupra vectorilor. 

1. Definiţii şi notații. 

In toate științele aplicate avem de făcut operaţiuni asupra unor 
mărimi sau cantităţi. 

Acestea se pot grupa în două categorii: mărimi scalare și mărimi 
vectoriale. 

a) O mărime scalară sau un scalar este acea mărime sau cantitate 
care este complet definită numai prin valoarea cei. 

Valoarea unui scalar este numărul care ne arată de câte ori acel 
scalar cuprinde unitatea de măsură respectivă, 

Cantități scalare sunt: masa, densitatea, temperatura, lucrul 
mecanic, cantitatea de căldură, ete. 

Scalarul fiind un simplu n număr urmează legile algebrei și analizei 
obișnuite. 

b) O mărime vectorială sau un vector este acea mărime sau can- 
titate care este complet definită prin valoarea şi direcțiunea ei. 

Prin urmare pentru a defini un vector avem nevoie de două 
elemente. 

Valoarea vectorului este, ca şi la cantităţile scalare, numărul 
care ne arată de câte ori unitatea de măsură respectivă se cuprinde 
în mărimea vectorului. 

Direcţiunea ne arată sensul în care, sau linia după care, este 
dirijată mărimea vectorială. Exemple de vectori avem: drumul 
parcurs de un mobil, iuţeala, acceleraţia, forţa, fluxul magnetic, 
fluxul de căldură, ete. 

Vectorul care are ca valoare unitatea poartă numele de vector 
unitate sau pur şi simplu direcțiunea vectorului. 

c) Ca să facem diversele operaţiuni asupra mărimilor trebue să 
le reprezentăm sau să adoptăm o „notaţiune care să reprezinte acele 
cantităţi. 

Pentru cantităţile scalare s'au adoptat notaţiunile din algebră. 
cari reprezintă numerile. Se întrebuinţează literile mari sau mici 
ale alfabetului latin. De exemplu 3 temperatură se notează în mod 
general cu 10; 7 m3 se notează cu V ms, ete. 
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Vectorii au o valoare sau.o parte scalară. Aceasta este natural 

să fie notată întocmai ca și cantităţile scalare. 

În privinţa notării sau reprezentării direcţiunilor vectorilor nu 

s'a căzut până acum de acord asupra unei notaţiuni unitare. 
Pentru a putea reprezenta direcţiunea vectorului. evident că nu 

se dispune de alte semne decât tot de literile diferitelor alfabete. 

Pentru a marea direcțiunea vectorului și a o deosebi de canti- 

tăţile scalare, se întrebuințează diferite semne distinctive ce se 

aplică literilor alfabetului. 
Autorii germani, în cărţile tipărite, notează direcţiile vectorilor 

cu literile grase ale alfabetului lor (A); alţii cu literile grase ale alfa- 

betului latin cu indicele (ag), alţii cu notația de mai sus cu o liniuţă 

sau o săgeată mică deasupra (a), alţii cu literile alfabetului 

grec (a), etc. 

Fiecare din ele au. avantagiile şi inconvenientele lor. In cele ce 

urmează vom nota o direcţiune oarecare în spaţiu, cu o literă a 

alfabetului grec cu o liniuţă deasupra, de ex. a. O altă direcțiune 

se reprezintă de exemplu cu fi. 
Dacă vectorul care are valoarea 1 se notează astfel, atunci 

vectorul a cărui valoare va fi a se va nota aa. 

Această notaţiune are şi ca inconvenientul că pentru a repre- 

zenta un vector avem nevoie de două litere, şi avantajul că ne 

arată distinct elementele. componente” ale unui vector. Se no- 

tează atunci prescurtat acest vector cu o literă cu o liniuță dea- 

supra, deci 

(1) a=aa 
d) Grafic un vector se reprezintă printr'o dreaptă pe care se 

ia la scara stabilită un segment egal cu a. Dreapta are un sens: 

positiv, sensul opus fiind cel negativ. Segmentul de dreaptă are 

două capete A şi B. Dacă sensul pozitiv este dela A spre B se zice 

că A este originea vectorului iar B extremitatea lui. Pe desen sensul 

se însemnează cu o săgeată pusă chiar pe direcţia vectorului. 

2, Algebra vectorială. 

a) Egalitatea vectorilor. 

Doi vectori unitate sau două direcţiuni se zic că sunt egale 
atunci când sunt paralele. 

Doi vectori sunt egali când au aceeași valoare și aceeași di- 

recţiune adică sunt şi paraleli.
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Doi vectori sunt egali și de sens contrar, atunci când au acecași 
valoare î însă direcţia unuia este opusă direcţiei celuilalt. 

Dacă a este un vector, atunci vectorul egal și de sens contrar 
va li —a. 

b) Adunarea şi scăderea vectorilor. 

Dacă la extremitatea unui vector a punem originea altui vector 
L, atunci vectorul € care uneşte originea lui a cu extremitatea lui 3 
este, prin definiţie, suma vectorilor a şi b și se scrie: 

c=a+b 

Diferenţa «—b este suma lui a cu— d. În însumarea mai 
multor vectori recunoaștem dacă îi adunăm sau îi scădem, par- 
curgând în același sens, din origine spre extremitate, atât vectorul 
sumă cât și vectorii adunaţi sau scăzuţi. Vectorii parcurși în sens 
positiv se adună, cei în sens negativ se scad. 

Fig. 1 ne reprezintă: 

e=arl—c+d 

  

- Figura 1 

Se demonstrează că suma vectorilor este independentă de or- 
dinea în care se face însumarea şi că putem înlocui doi sau mai 
mulţi vectori prin sumele lor parţiale, adică: 

a+b=V+a 

a+ii+ce=ard 

dacă: d = d-+e. 

Insumarea mai multor vectori este o operaţie comutativă și 
asociativă sau distributivă. - 

Dacă, însumând mai mulţi vectori, ajungem cu extremitatea ul- 
timului în originea celui dintâiu suma este nulă. 

Pentru un contur închis avem totdeauna: 

(2) fs =o, 
7 

când integrala se face plecând dintr'un punct şi parcurgând întreg 
conturul în acelaşi sens, revenim în-punetul de plecare. 

 



c) Îmmulţirea unui vector cu un scalar. 

Când vectorul are valoarea egală cu unitatea el se reprezintă 

numai prin direcţiunea lui: a. 

Dacă are valoarea a atunci vectorul va fi: 

(1) a =aa 

De aci rezultă chiar regula îmmulţirii unui vector cu o canti- 

tate scalară oarecare m. 
Rezultatul va fi: 

mau 

Vectorul va îi paralel cu vectorul iniţial, însă valoarea lui va 

Îi de m ori mai mare. 

Rezultă evident și: 

maa =amu 

m (a +f)=mutnp 

(m + a) a =mataa. 

Operaţiunea este comutativă și asociativă. 

d) Îmmulţirea scalară a doi vectori. 

Produsul scalar a doi vectori este o mărime scalară care re- 

zultă din îmmulţirea valorilor numerice a celor doi vectori cu co- 

sinul unghiului pe care îl fac între ele direcţiile lor positive. Este 

exact definiţia care se dă lucrului mecanic. 

Acest produs se notează 

(3) ab sau (ab) 

Aşa dar: ăi 

(4) - ab = ab cos (6, Ș), 

Din aceasta rezultă imediat: 

ab = ba 

(a+ bjezac+ he 

Să considerăm în special două direcţiuni, vom avea: 

a f = cos (a, f) 
deci produsul scalar a două direcţiuni este egal cu cosinul unghiului 

celor două direcţiuni, bine înţeles a sensurilor positive.



  

Avem deci: 
a 

=1 

EI 

sl
! 

a =—qa =a2 

Dacă două direcţiuni sunt paralele, avem evident: 

(5) af=l 
Se mai zice în acest caz, că cele două direcţiuni sunt egale. 

Aceasta este și condiţia de paralelism a două direcţiuni. 
Dacă doi vectori sau două direcţiuni sunt perpendiculare, avem 

iarăși evident: 

(5%) . ab =o uf =o, 

care reprezintă condiţia de perpendicularitate a doi vectori sau a 
două direcţiuni. 

e) Immulţirea vectorială a doi vectori. 

Produsul vectorial a doi vectori este vectorul definit precum 
urmează: 

i 
a)_ Are ca valoare numerică produsul dintre valorile vectorilor 

aşi multiplicat cu sinusul unghiului ce direcţiunile lor positive 
fac între ele, adică: 

c = ab sin (a, f) = ab sin (a, 5) 

b) Este normal pe planul determinat de a şi d. 
c) Are sensul pozitiv ” 

așa fel încât, un obser- 
vator, cu picioarele în 
originea lui c și cu 
capul în: extremitatea 
lui, parcurge cu ve- _ | 
derea conturul a-+ $ (fig. 2) în sensul acelor unui ciasornic, sau 
pentru a suprapune a peste d, observatorul vede rotindu-se Z spre b 
tot în sensul acelor unui ciasornic. | 

Ori, aceasta este tocmai definiţia momentului unei forţe în ra- 
port cu un punct, | 

Dacă direcţiunea normală pe planul determinat de a şi b este 7, 
atunci | 
(6) | c = yabsin (2,0) 
şi se notează: 

(7) e = ab = [ad], 

  

Figura 2   
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Din figură şi din definiţie se vede că dacă schimbăm în produs 

ordinea vectorilor se schimbă sensul de rotire și deci și semnul 

lui c, şi avem: 

c=—ba =—[ba] 

Ordinea factorilor nu este indiferentă în acest produs, deci 

operaţia nu este comutativă. 

Valoarea numerică ce este egală, după definiţie, cu suprafaţa 

paralelogramului format de vectorii a şi d, sau cu dublul supra- 

feţei triunghiului format de aceleași laturi și suma lor. 

Dacă cei doi vectori sunt paraleli, după definiţia dată, avem: 

(8) ab =o af =o 

care reprezintă condiţia de paralelism a doi vectori. 

Să considerăm două direcţiuni a și f, atunci vectorul 

p=af 
este vectorul normal pe planul format de cele două direcţiuni şi 

are ca valoare numerică sinusul unghiului celor două direcțiuni. 

Să presupunem că luăm un element de suprafaţă d şi că ne 

fixăm un sens în care parcurgem conturul ei. Suprafața are o mă- 

rime dO şi o direcţiune. Direcţiunea ei este perfect cunoscută când 

cunoaștem direcţiunea normalei * la această suprafaţă. Direcţiunea 

pozitivă a normalei » va fi aceea, din extremitatea căreia privind 

conturul, îl parcurgem cu vederea în sensul acelor unui ciasornic. 

Prin urmare, şi suprafaţa este un vector şi se poate reprezenta 

prin: 
” do 

Orice suprafaţă are două feţe: una pozitivă, alta negativă. Faţa 

pozitivă se consideră totdeauna aceea dela suprafaţa corpurilor 

şi ca faţă negativă aceea dinspre interiorul lor. In acest condiţii: 

a = [vadQ 

reprezintă iarăși un vector. , 

Pentru o suprafaţă închisă, cum ar fi suprafaţa ce mărginește 

un corp oarecare, avem în virtutea relaţiei (2): 

(9) | frdQ =o 

Cu ajutorul acestei relaţii se demonstrează că produsul vecto- 

rial a doi vectori este o operaţie distributivă şi asociativă, deci: 

ac + de =(a be =[(a+ e]
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/) Immulţirea a trei vectori între ci. 

Aci avem mai multe cazuri, căci între trei vectori putem face 
mai multe combinaţiuni în ce privește operaţiile de îmmulţire. 

a) Doi dintre vectori putem să-i îmmulțim scalar între ci şi 
rezultatul va fi evident un scalar. Această cantitate îmmulţită cu 
al treilea vector ne dă un vector paralel cu acesta din urmă. Deci: 

d = abc 
este un vector paralel cu direcţia a și a cărui valoare numerică este: 

d = abe cos (b, c) 

şi putem deci serie: 

a ll RI
 

. a Ze
 

5 o 9 “i
 

=
 = =
 

Cu totul altceva este: 

d, = ab.c 
a cărui valoare numerică este: 

d, = ale cos (a, L) 

și ca vector este:! 

d, = 7.abe cos (a, ) 

paralel cu >. 

Aceste două produse n'ar putea fi egale decât atunci când « 
ar Îi paralel cu 7. 

Prin urmare produsul depinde de ordinea în care facem ope- 
rațiile de îmmulţire. 

Poziţia punctului din produsele: 

d=ade, d, =ab.c, de=acb 
indică modul cum grupăm aceste operaţii. 

Produsele de mai sus sunt trei produse diferite. 
b) Doi dintre vectori putem să-i îmmulțim vectorial între ci 

și rezultatul va fi un vector. Acesta putem să-l îmmulţim scalar 
cu al treilea vector și rezultatul va fi un scalar. Deci: 

(10) V = a.be = a (bc) 
Insă be este suprafața paralelogramului format pe laturile D și c 

Și e reprezentată printr'un vector normal pe această suprafaţă. 
Această suprafaţă îmmulţită scalar cu a, adică cu proiecția lui a 

pe bc, ne dă tocmai volumul paralelipipedului format de latu- 
rile a, Î, c. 

 



Acest volum este unul și același, deci: 

V =a.be =Db.ca =c.ab 

(10') Da 
„C=—UcC.a =ca, =

 

trecând dela o expresie la alta prin permutări circulare. Dacă schim- 

băm ordinea factorilor se schimbă și semnul volumului, deci: - 

abc = — ba.c, ete. 

Pentru că expresia volumului se poate scri conform formulei (10) 

în 12 moduri diferite, se obișnueşte a se nota mai simplu și anume: 

V = abc 

în care se suprimă complet punctul și liniuţa. 

Dacă cei trei vectori sunt complanari, V = 0, deci 

(11) ale = o, 

exprimă condiţia ca cei trei vectori să fie cuprinși în același plan. 

c) Doi dintre vectori îi îmimulţim vectorial între ci și obţinem 

un vector. Acesta la rândul lui putem să-l înmulțim vectorial cu 

al treilea. Rezultatul va fi evident un vector. Acest produs se no- 

tează: 

d = a.bc = [a.bc] = [a [bc]], 

Poziţia punctului sau parantezelor ne indică modul de grupare 

al operaţiunilor. Formula ne arată că produsul vectorial be îl mul- 

tiplicăm vectorial cu a. 

Vectorul d este pernendicular pe planul determinat de vectorii 

a şi bc. Insă vectorul bc, la rândul lui, este perpendicular pe planul 

determinat de vectorii Î şi € şi deci vectorul d este cuprins în planul 

determinat de b şi c. Descompunând pe d în acest plan după cele 

două direcţii b şi c vom avea o expresie de forma: 

d=yb+azc, 

1 şi z fiind două cantităţi scalare, deci: 

a.bc =yb+azc 

Să înmulţim această relaţie scalar cu a. 

Produsul a,a.bc = o în virtutea relaţiei (11), deci: 

ab + z. ac = o,
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din care rezultă: o 

y/ac + 3/ab = o 

y = k.ac, 3 = —halj 
în care k este un factor de proporţionalitate care trebue determinat. 

Vom avea deci: ! 

a.be. = h (b.ac —c.ab) 

Această relaţie este adevărată oricari ar îi valorile și direcţiile 
celor trei vectori, deci și întrun caz special, și anume când V este 
normal pe c şi când a coincide ca direcție cu e. Atunci: 

a.bc = B.abe 

k (b.ac — c.ad) = k (f.ahe — o) 
de unde rezultă k = 1, şi deci: 

(12) a.be = b.ac—c.ab 

Formula aceasta este foarte importantă și servă de bază pentru 
îmmulţirea grupelor mai mari de trei vectori, 

In rezumat avem trei operaţii distincte de îmmulţire a trei 
vectori: 

a.bc , a.be şi ale 

Să se observe că pentru deosebirea operaţiilor plasarea punc- 
tului joacă un foarte mare rol, precum și întinderea liniuţei de 
deasupra literilor. Notaţiunea ic înseamnă că fac produsul scalar 
al vectorilor D și c, iar bc sau [bc] înseamnă că fac produsul lor 
vectorial. | - 

Plasarea punctului sau parantezei ne arată că produsul a.bc = 
a (bc) este distinct de aj.c = (a) c. Primul ne dă un vector pa- 
ralel cu a, al doilea unul paralel cu 7, prin urmare căpătăm rezul- 
tate complet deosebite, ' 

De asemenea produsele: 

a.bc = b.ac— cab 

b.ca = c.ab —a.bc 

  

c.ab = a.bc — b.ac 

sunt complet diferite unul de altul: 
In treacăt se observă că suma lor e nulă, deci: 

a.bc + b.act-c.ab =o
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Descompunerea unui vector după o direcție oarecare şi o normală 

la aceasta (fig. 3). _ __ 

Componenta vectorului b după direcția a este a.ba. Compo- 

nenta după normala la a este a.bu, deci: 

j = a.ba + a.la 

Dacă. se efectuiază produsul vectorial 

din ultimul termen se obţine o identitate. 

  

9) Immulţirea a patru vectori. 

Produsele a trei vectori: 

ae , a.bc şi a.be 

le putem îmmulţi cu al patrulea vector scalar sau vectorial. 

a) Produsul a.be este un vector paralel cu a. Acesta multi- 

plicat scalar sau ve ctorial cu d ne va da: 

ad.le şi ad.bc 

cari sunt respectiv un scalar și un vector. N'au nimic deosebit 

în ele în afară de faptul, că nu putem schimba între ei vectorii 

din cele două grupe, fără ca rezultatul să nu se schimbe. Produsele 

ad.bc şi ab.cd sunt complet diferite între ele. Ele nu sunt egale 

decât în cazul special când a este paralel cu c sau când D este pa- 

ralel cu d. 

b) Produsul a.bc care este un scalar, multiplicat cu vectorul d 

ne dă un vector paralel cu d. 

Acest produs (a. bc) d = abe.d se poate pune şi sub altă formă. 

Dacă notez be = 6, avem: ae.d care după formula (12) ne dă: 

d.ae = a.de — e.ad 

  

însă - 

c.ad = c.b ad —V.cad 

şi deci: 

(13) ddo.d = a.bed + b.cad + c.abă 

sau: | 

(13) a.bcd — b.cda + c.abd — d.abe = 0 

Aceasta ne servește la descompunerea vectorului d după direc- 

țiunile a, d, c. 
c) Produsul a. a.Dc se poate multiplica scalar cu d. Dacă notăm 

bc = e, vom avea: 
d.ae = da. = da.be
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Pe de altă parte în virtutea relației (12) avem: 

  

Zac = Dă. — ăi = E da 
cd ca 

și deducem: 

(14) d. = da. = z 
cd ca 

  

Coloanele deterininantului le formează factorii produsului da 
iar liniile factorii celuilalt produs 'Îc: 

Se poate acum da o regulă simplă pentru memorarea produsului 
vectorial a trei vectori. Presupunem că avem simbolul d = l şi că 
acest simbol nu operează prin îmulţire asupra vectorului. 

    

Avem: 

ae = Tate = | 19 = pai — ca 
ab ac 

Putem face acum și al. Vom avea: 

poa E 3 oaza (ab)= ab.al = da ue „2 — (al) 

  

  
d) Se vede de asemenea numaidecât că: 

[ab.cd] = d.acd — a.dcd = c.dab — dale 

Acesta este un vector dirijat după intersecţia planelor deter- 
minate de a cub și ccu d. 

h) Produse de mai mult de patru vectori. 

Mai interesant este produsul: 

VV,= abc.abic 
a cărui valoare se găsește: 

aa ai, ae 

45) ja, Ei îi 
ca cl, cc 

2 

în care liniile sunt formate din termenii lui V, iar coloanele din ter: 
menii lui V,. 

Pentru a efectua acest produs procedăm astfel: produsul scalar 
a, .bica, trebue multiplicat cu scalarul V. Pentru aceusta e suficient 
să multiplicăm unul din vectori și vom avea: 

abia: V  
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conform formulei (13) avem: 

duc. V = a.be.bicut- V.ca.bieat c.ab.biei 

= a.dc „Dicu b.ca.bieat c.ab.bici 

VV, = aa .De Bacu D au.ca Dica cas.ab „Dic, 

Dacă se desvoltă produsele bc.bic, după formula (14), se găsesc 

termenii determinantului arătat. 

Observaţie. 

Cu cunoștințele căpătate până acum putem transforma orice 

expresie vectorială în una scalară. 

Pentru ca din expresiunile vectoriale să deducem valori nu- 

merice, se caută a le transforma prin operaţiile indicate până aci în 

ezpresiuni scalare. Aceasta este norma generală şi este totdeauna 

posibilă. 

Si presupunem că am găsit vectorul a. Ca să-i avem valoarea 

îl multiplicăm scalar cu o direcţie cunoscută să zicem f. Atunci 

căpătăm af = a.af adică proiecția lui a pe fi. E mai simplu dacă 

ridicăm la patrat: a? = ta =. 

De asemenea ab ridicat la pătrat ne dă a*b:— (ab)?, expresie 

scalară. 

Având două direcţiuni a şi IX 

Vectorul 

cp =af. 

are valoarea egală cu sin (a, Ș). 

In cazul nostru ajungern la rezultat ridicând expresia de mai sus 

la pătrat și avem: 

o pe = |N af _. — Za 

Deci 

, 0 = 1 — cos? (a, f) =sin? (a. 6) 

cunoscuta relaţie trigonometrică, 

Analog V = abc pentru a o transforma în o expresie scalară 

"avem decât să o ridicăm la patrat și avem după formula (15): 

-- —_— 

aa ab ae 
pe-a Di 5 = aeiea+ra ab.be.ca ae (Dope (cc)?—(al) 

ca cb cc 

Aşa putem proceda cu orice expresie.
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3. Operaţiuni diferenţiale. 

Operațiunile diferenţiale se fac: asupra mărimilor scalare sau 
„vectoriale. Acestea la rândul lor sunt funcțiuni de o mărime scalară 
sau vectorială, 

Chestiunea care se pune este de a găsi creşterea cantităţii scalare, 
sau vectoriale, când variabila de care depinde, scalară sau vecto- 
rială, a crescut cu o cantitate oarecare. | 

Se vede că aceste operaţiuni sunt de natura calculului diferenţial. 
Se deosebesc două cazuri principale: când variabila este o can- 

titate scalară sau vectorială. 

Operaţiuni diterenţiale în raport cu o variabilă scalară. 

Aci vom deosebi iarăși alte două cazuri. 
a) Când funcțiunea este o cantitate scalară. Să presupunem. că 

mărimea scalară L este funcţiune de cantitatea scalară a. | | 
Se poate găsi în acest caz o funcţie db/da = W aşa fel încât, 

multiplicată cu creșterea “da a variabilei să ne dea creșterea func- 
țiunii d, adică pe d. 

Litera d, pusă înaintea funcţiunii V, înseamnă că trebue să facem 
o anumită operaţiune asupra funcţiunii b. 

Raportul di/da poartă numele de derivata funcţiunii d în raport 
cu a, iar db este diferenţiala funcţiunii b. 

Aceasta nu e decât calculul diferenţial obișnuit. 
b) Când funcțiunea este un vector oarecare b. Să presupunem că 

vectorul b= bf este funcţie de scalarul a. Dacă variabila a crescut 
cu cantitatea da, atunci vectorul a crescut cu o cantitate oarecare dh, 

Se definește: | 

db/da =V, d:b/da =”, ete. 

Să vedem mai de aproape creşterea vectorului D. Avem evident: 

db = (+ db) (fr dB)—0B=0.B+ V. d$ 

dacă se neglijează infinitul mic: did fi (ig. 4). 
Dacă împărţim ambele părţi ale egalităţii cu da, avem: 

(16) D=VF+ VE = (07 = UPw/da 
poza 2, 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelozz/ Scut c SN 

Czeirală Universe: | 

    Cocutualt  
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Din aceasta se vede că diferenţierea, sau derivarea unui vector 

în raport cu un scalar, urmează regula obişnuită a calculului di- 

ferenţial. 
Să considerăm în. special un vector de lungime constantă, avem: 

2 2 f:= Ţ 

ab.di , 
& De aci rezultă: 

UZ). di=25.db = 

sau dacă am considera o direcţiune fa 

cărei lungime este egală cu 1, atunci 

(177) f.dh =0 

Relaţiile (17) şi (17) arată că dife- 

| renţiala, sau creșterea unci direcţiuni sau 

Figura 4 vector, este o direcţie sau un vector 

normal pe direcţia dată. 

De pe fig. 4 se vede că partea scalară a lui d A este unghiul do, 

„care-l fac între ele _direcţiunile_ > și Î + db, sau ceca ce este tot una 

cu unghiul între $ şi + d. 
Tot de pe figură rezultă că db este suma celor doi vectori 

bdf-+ Bd, dacă se neglijează infinitul mic db. dB de care am 

pomenit mai sus. 

  

O aplicaţie. Să avem o curbă oare- 
care. Ea este periect determinată dacă cu- 

noaștem, în fiecare punct al ei, valoarea și 

direcţiunea razei vectoare 7, ce pleacă dintr'un 

“pol O arbitrar ales, la fiecare din punctele P 

ale curbei. Când trecem dela punctul P la P,, 

arcul s măsurat dela o origine oarecare a 

variat cu cantitatea ds. La limită când punc- 
tele se confundă direcţia P P,, coincide cu 

tangenta 0 la curbă, (fig. 5) și putem scri: 

  

Figura 5 

“d5=0ads=a7 

"sau dP|ds=0= dr / ds 

sau (18) P=9%="r 

căci putem scri că şi un punct este un vector de o direcţiune oarecare și a cărui 

valoare sau mărime este zero. 

Dacă mai derivăm încă odată, avem: 

(19) "d Pfadst= der [ds = d0 / ds 
pr = 7 — g:
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însă vectorul d 0 este normal pe 0, deci coincide cu normala la curbă și are 
ca mărime unghiul de, ce-l fac tangentele d şi 9 + d0 infinit vecine, ceca ce 
este tot una cu unghiul normalelor în punctele P și P,, deci 

(20) dU = vede 

Pe de altă parte, dacă notăm cu re raza de curbură, se știe că avem: 

(21) ds = re de 

Rezultă deci 

dă | ds = 5 re 

şi atunci relaţiile de mai sus se completează precum urmează: 

(19) «d? P/ ds = Er] ds? = o[re, 

P'=r=0=vfr, 
ecuaţia generală a oricărei curbe plane. 

Altă aplicaţie. Să aven: un arc de curbă și un sistem de axe rectangulur 
format din tangenta 0; normala principală o și _binormala Â la curbă, mobil 
pe curbă. Se știe că planul determinat de O și y este planul o:culator, 

Avem evident: 

= 0o , v=B0 , 0=vf 

Cînd parcurgem arcul în sensul lui positiv aceste direcțiuni vor varia. 
Din prima relaţie deducem: 

Y fiind paralel cu e, produsul ('v =0, deci 

P= 

Aceasta ne arată că fi, perpendicular pe f, „deci cuprins în planul osculutor 
e normal și pe d, deci i_dirijat după normala * la curbă, 

Unghiul între Ș și f + dĂ îl notăm cu d 1, şi dacă rr este raza de răsu- 
cire, atunci se defineşte: 

ds = rr dy 

A == o | Tr | 
Dacă derivăm relaţia doua şi ţinem cont de ralaţiile de până aci, avem: 

= —0re —filr, 
In rezumat pentru orice curbă avem: 

0'=v]r. ; B = er 3 va —0fre — Blre 
Acestea sunt formulele lui Irene. 
Am avut și avem: 

deci: 

    

Tae r' = ; '7'=v]re ; rr —vrelra 

Dacă formăm produsul rr” 7”, găsim: > mt 

„ecuaţia generală a curbelor în spaţiu. 

  
   



  

C) Forţele care acţionează construcţiunile. 

Cu ajutorul pieselor arătate mai sus facem orice construcţie. 

Ceea ce trebue să avem în vedere, este ca ea să nu se dărâme sau 

să se distrugă. Aceasta are loc, sau din faptul că ca nu are stabi- 

litate și atunci se mişcă într'o direcțiune oarecare, sau din cauză 

că e prea slabă și atunci se rupe în un punct oarecare, fapt care 

determină distrugerea unei porţiuni sau a construcţiei întregi. 

Pentru ca aceasta să nu se întâmple, trebue ca în orice moment 

construcția să [ie în echilibru, sub acţiunea forţelor cari lucrează 

asupra ei. 
Să evaluiuin aceste forţe: 

1. Inainte de toate, orice construcţie are o greutate a ei, pentru 

că e făcută din materiale cari toate au proprietatea de a fi grele. 

Prin urmare, o construcţie va trebui să nu se dărâme sau să nu 

se turtească, cel puţin sub acţiunea forţelor cari rezultă din 

greutatea ci. Acţiunea acestor forţe este continuă, permanentă 

(tot timpul cât durează construcţiunea) și de aceca ele se numesc 

forțe permanente, sau sarcini permanente sau încă încărcări. per- 

manente. 

2. Orice construcţie are o utilitate oarecare, nu e făcută numai 

pentru a-și susţine greutatea ci, ci trebue să susţină ș și alte încărcări. 

De ex. un pod trebue să mai susţină și greutatea trenului sau a 

camioanelor cari trec pe el. Aceste îorţe poartă numele de forţe 

mobile, sau sarcini mobile, sau încărcări mobile. Se numesc așa pentru 

că ele se mișcă pe construcţie. Ele nu lucrează continuu ci inter- 

mitent. 

3. In afară de acestea mai avem o serie de forţe cari lucrează 

-în mod inutil pentru noi, dar pentru a asigura stabilitatea şi soli- 

ditatea construcţiunilor trebue neapărat să ţinem seamă de ele. 

In această categorie intră greutatea zăpezii și presiunea vântului, 

In special aceasta din urmă, pentru unele construcţii, precum co- 

șuri de fabrică sau poduri de mari deschideri, are o importanţă 

covârșitoare. Ele poartă numele de forțe accidentale. 

4. Mai există o serie de forţe, cari lucrează în mod deosebit asupra 

construcţiunilor sau numai asupra unor părţi din ele. În special 

organele în mișcare ale mașinilor dau naștere, datorită accelerației, 

la forţe ce acţionează asupra diferitelor piese. Acestea poartă nu- 

mele de forțe dinamice. Exemplul îl avem în o tocilă de gresie, că-



  

reia i se dă mișcarea de rotaţie cu un motor. Dacă am învârti-o 
prea repede, forța centrifugă ar provoca ruperea tocilei. | 

Uneori avem piese cari lucrează la încărcări cu totul speciale, 
necesitate de natura destinaţiei lor. Aşa avem căldarea cu aburi, 
țeava de tun, ete. Și solicitările 'acestor fel de piese le putem clasa 
în una din categoriile de mai sus. 

La calculul pieselor, cari compun o construcţiune, va trebui 
să ţinem scamă de toate aceste încărcări, sarcini sau forţe, cum 
le numim noi. 

Cu toate acestea, de foarte multe ori neglijim una sau mai multe 
din ele, din cauză că sunt mici, faţă de altele cari au o valoare re- 
lativ mare. Aceasta o putem face, întru cât calculele noastre, după 
cum vom vedea, nu sunt riguros exacte și suntem nevoiţi a face 
unele aproximaţii. In aceste condiţii, ne este permis a face chiar 
dela început unele neglijări, cari dau erori inferioare aproximaţiei 
calculelor. De ex. o coloană de oţel, care susţine un perete de 40 t 
de deasupra unei vitrine de prăvălie, are' după cazuri, să zicem, 
cel mult o tonă greutate. In calculul coloanei nu vom ţine cont 
de greutatea ei proprie pentru că e mică. Pentru un începător nu 
se pot da indicaţii când anume să se facă cutare suprimare, fără 
a nu face un calcul prea de tot aproximativ. După oarecare 
experienţă de calcul, se capătă o astfel de practică încât, după un 
timp, putem face suprimările juste, fără a face erori apreciabile 
pentru calcul. - 

Toate încărcările sau sarcinile arătate 'răai sus se exprimă! în 
tone, kilograme, tone pe metru, kilograme pe metru, tone pe metru 
patrat, kilograme pe centimetru patrat, ete., după natura re- 
partiției lor, notându-le respectiv: kg, t/m, kg/m, t/m:, 
kg /cm?, etc. 

Aceste încărcări sunt aplicate în mod continuu, pe anumite su- 
prafeţe sau volume. Când ele se aplică pe suprafeţe, pot avea di- 
ferite valori în diferite puncte ale suprafeţii. Când dela un punct 
la altul ele variază continuu fără discontinuități, zicem că avem 
de-a-face cu încărcări continuu repartizate. Uneori ele se reparti-. 
zează pe suprafeţe mici, cum ar [i de exemplu greutatea unei roți. 
de locomotivă care ar transmite 12 i şinei pe o. suprafaţă de câţiva. 
mm? Aci avem tot o sarcină continuu repartizată. Pentru calcule. 
este comod, de foarte multe ori în aceste cazuri, de a presupune 
că această încărcare a roții se transmite șinei printr'un singur 
punct. Aceasta este numai 0 ipoteză simplificatoare, adoptată în
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calculele noastre, însă aceasta nu este în realitate. Când facem 

această simplificare zicem că avem o sarcină concentrată. E bine 

să se ştie dela început că aceasta este numai o convenţiune. 

Cum evaluăm aceste forţe? 

Greutățile proprii ale construcţiei le evaluăm în modul următor: 

Facem volumul ei, descompunând-o în figuri geometrice simple pe 

cari le caleulăm cu ușurință. Volumul multiplicat cu greutatea spe- 

cifică respectivă ne dă greutatea, deci forța căutată. In manualele 

de inginerie găsim greutăţile specifice ale materialelor de construcţie. 

Mai mult, pentru bare sau plăci, cari se întrebuinţează curent, găsim 

în aceste manuale direct greutatea pe m sau m?. Așa găsim că o 

bară de oţel, de 4cm X 4 cm secţiune, cântărește 12,56 kg/m. 

Mai mult, pentru construcţiuni curente, găsim direct în manualele 

speciale chiar greutatea pe m? a construcţiei, sau pe metru liniar, 

ș. a.m. d. : 

Incărcările mobile ar trebui să le evaluim prin cântărire. Nu 

se face aşa ci de obiceiu manualele de inginerie și regulamentele 

de poliţie tecnică, prescriu, pentru fiecare fel de construcţie și după 

destinaţia ci, ce încărcări mobile trebue să luăm. 

In aceleaşi manuale găsim datele necesare și asupra încărcărilor 

accidentale. 

Toate aceste încărcări, sarcini sau forţe, pe cari le aflăm imediat 

ce ni se dă construcţia ce avem de calculat și menirea ce are să o 

îndeplinească, poartă numele de încărcări, sarcini sau forțe date. 

In problemele de stabilitate și rezistenţa construcţiilor, acestea vor 

fi datele problemelor noastre. 

D) Echilibrul construcţiunilor. 

Construcţiunile pe cari le facem se găsesc, după cum am spus, 

sub acțiunea forțelor date. Pentru ca echilibrul să existe va trebui, 

ca asupra construcțiunii, să mai lucreze o serie de forţe: reacțiunile. 

Natura acestor reacţiuni depinde de modul de rezemare sau spri- 

jinire a construcţiei date, pe pământ sau pe reazim anume făcute. 

Oricum s'ar dezvolta aceste reacţiuni, pentru ca construcţiunea 

noastră să fie în echilibru, trebue neapărat ca ecuaţiile: 

(1) ST =0, SM = af =0 

să fie satisfăcute. o 
Sub semnul sumei intră evident forţele date și reacţiunile.
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Aceste condițiuni sunt necesare, în cazul corpurilor reale din 
natură, dar nu și suficiente. 

O construcţie, chiar din cele mai simple, nu se face din o sin- 
gură bucată ci din mai multe, cari se leagă sau se îmbină între ele. 
La legătura între ele și după natura acestor legături, unele piese 
dezvoltă asupra celorlalte niște acţiuni, egale evident cu reacţiunile 
acestora din urmă asupra primelor. Or, și fiecare piesă în parte 
trebue să fie în echilibru sub acţiunea forţelor date și a reacțiu- 
nilor cari acţionează numai asupra ei; cu alte cuvinte, fiecare piesă 
în parte trebue să satisfacă ecuaţiile (1). In definitiv, pentru o 
construcţiune din mai multe piese, va trebui să aplicăm de atâtea 
ori ecuaţiile (1) câte piese avem. Rezolvând acest sistem de ecuaţii, 
vom găsi condiţiile de echilibru a fiecărei „piese constitutive şi a 
construcţiei întregi. 

Pentru corpurile reale din natură, aceste condițiuni sunt de 
asemeni necesare dar nu și suficiente. 

Se mai știe, din mecanică raţională, că pentru determinarea 
“reacţiunilor la legături putem să aplicăm și ecuaţia deplasărilor 
virtuale sau a lucrului mecanic virtual: 

(2) 5 Fij + Sile =0, 
care ne permite cu ajutorul deplasărilor infinit mici, compatibile 
cu legăturile sistemului de piese, să aflăm valoarea reacţiunilor sau 
a forţelor de legătură. 

Dacă în ecuaţiile (1) punem în evidenţă reacţiunile, fie ele forţe 
pe cari le notăm în mod general Y sau momente pe cari le notăm 
Me, vom avea: 

SF SV=0, FaF+ Sa V = SA, + SĂ, =0. 

Insă E F și S M, sunt forța și momentul rezultant al sistemului 
de forţe dat. 

Din ecuaţiile acestea rezultă că pentru a găsi reacţiunile (fie 
ele forţe sau momente) într'o construcțiune dată, sau într'un grup 

de piese, va trebui să găsim mai întâiu forţa şi momentul rezultant 
al forţelor date. 

Vom vedea în urmă cum din acestea putem găsi reacţiunile.



II. COMPUNEREA ŞI DESCOMPUNEREA FORŢELOR. 

A) Coordonatele îorţei. 

Vom reaminti că o forţă are o mărime, o direcțiune și o poziție 
oarecare în spaţiu. | 

Pentru ca să putem supune calculului aceste noţiuni, va trebui 
să găsim un sistem de reprezentare a lor. Fiecare din aceste noţiuni, 

fiind reprezentată prin unul sau mai multe simboale, calculele se 

vor face asupra acestora. Simboalele vor trebui astfel alese ca să 

le putem introduce în sistemul obișnuit de calcul, pe care ni-l dă 

algebra, geometria, analiza, etc. 

Alegerea. simboalelor, cari vor reprezenta aceste noţiuni, nu este 

altceva decât alegerea sistemului de reprezentare a forţei. 

„Numărul simboalelor. cari: vor defini forţa complet, deci no- 
țiunile indicate mai sus, este numărul de coordonate: ce vor defini 

forţa în fiecare sistem de reprezentare. 

Putem avea mai multe astfel de sisteme. 

1. Sistemul cartezian, 

O îorţă e definită complet prin:. 
a) Mărimea. și direcţiunea ei, cari se pot fixa prin: 

a) valoarea numerică a forţei și cosinurile directoare ale direc- 

ţiunii ci a, f, > între cari există relația a2+ f2-+ p?2=—(, sau 

8) prin componentele forţei după direcţiunile celor 3 axe. 

Oricum ar Îi, avem 3 coordonate. 

b) Poziţiunea ei în spaţiu, care se fixează prin: 

a) Coordonatele z, y, zale unui punct a liniei de acţiune a forței. 

f) Dreapta care leagă originea cu un punct oarecare al liniei 

de acţiune a. forţei și care se fixează prin mărimea ei și cosinurile
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directoare î, pi, *, între cari există relația 42-+- p2-+ v2= 1, sau prin 
momentul forţei în raport cu reperul şi care se fixează prin: 

7) o valoare numerică și o direcţiune, sau prin 
9) componentele acelui moment după cele 3 axe. 
Prin urmare poziţia se fixează încă prin 3 coordonate. 
Deci avem în total 6 coordonate. 
Dacă se urmează acelaşi raţionament, se găsește că în acest 

sistem de reprezentare o forţă raportată la un sistem de axe din 
planul ce conţine forţa are în total 3 coordonate, şi anume: două 
pentru mărimea și direcţiunea cei și una pentru poziţia ei. Celelalte 
trei coordonate definesc poziţia și direcţia planului în spaţiu. 

Acest sistem se pretează bine calculului numeric. 

2. Sistemul vectorial. | 

Mărimea forţei este o cantitate scalară și se măsoară, ca și în 
sistemul precedent, în unităţile din mecanică, adică în kgr. sau 
multiplii și submultiplii săi. Mărimea forţei o vom nota în genere 
cu litera F sau orice altă literă majusculă a alfabetului latin. Di- 
recţiunea forţei-este un vector pe care îl vom 
nota în genere cu p sau orice altă literă a al- 
fabetului grec. Forţa în mărime şi direcțiune 
se notează: 

U Fr 
Poziţia forţei se fixează faţă de un reper 

oarecare. Dacă ne alegem punctul O (fig. 6) ca 
reper şi dacă a = a d, este vectorul care leagă 
punctul O cu-un punct oarecare de pe direcţia 
forței, atunci poziţia ci. este complet fixată 

“faţă de reperul O. In acest sistem de reprezen- Figura 6 
tare, forță are patru coordonate: Fe, p,aşia. 

Poziţia forței P' mai poate fi fixată și prin momentul ci în raport 
cu punctul 0, adică prin produsul. vectorial:. 

(2) II =af = Ma, 
în care: 

  

M=aF , u=ag 

Am putea reprezenta. forţa şi poziţia ci numai prin F şi a. In 
acest caz ca are numai:două coordonate.



20 

3. Sistemul grafic. 

Să presupunem că avem de-a face cu o serie de forţe cuprinse 

într'un plan. Dacă pe o foaie de hârtie, care ar reprezenta acel 

plan, tragem o direcţie și pe ca fixăm un segment, la o scară 

oarecare, proporţional cu mărimea forţei, atunci acel segment, în 

mărime, direcţie și poziţie, ne fixează forţa dată. Tot așa, pe 

altă direcţiune fixăm altă forţă, etc. 

Pe foaia de hârtie, planul închipuit, avem mărimile, direcţiunile 

şi poziţiile relative ale forţelor. 

In acest sistem de reprezentare fiecare forţă din plan are câte 

o coordonată. 

Pentru forţele din spaţiu, dacă după norma din geometria de- 

scriptivă întrebuinţăm două plane de proiecţie, o forță va fi de- 

finită prin două coordonate. 

Se vede, din cele de mai sus, că numărul de coordonate al 

unei forţe, depinde de sistemul de reprezentare. Cu cât vom avea sis- 

teme cu mai puţine coordonate, cu atât calculele noastre se vor sim- 

plifica. Grafic, în genere, vom lua sistemul următor: Valoarea şi 

direcţiunea forţei o coordonată, şi poziţia forţei altă coordonată. Acestea 

la rândul lor, când va fi nevoie, le vom fixa prin altele. 

Din cele de mai sus, se vede care este avantajul calculului grafic 

asupra calculului numeric. In calculul grafic o forţă fiind fixată 

prin, să zicem, două coordonate, vom opera numai asupra ace- 

stora, pe când în cel numeric asupra a 6 coordonate. Prin urmare, 

chiar din modul de reprezentare, rezultă o concentrare a opera- 

ţiilor de calcul. N 

In cele ce urmează vom căuta a face compunerea și descom- 

punerea de forțe prin metode grafice şi prin calcul vectorial, lăsând 

pe.cât posibil de o parte rezolvările în coordonate carteziene. 

B) Forțe concurente. 

1. Compunerea forţelor concurente complanare. 

Toate forţele trecând prin un același punct și rezultanta lor va trece 

prin acel punct, prin urmare, poziţia rezultantei este fixată, deci cu- 

noscută. Ceea ce trebue aflat este numai mărimea şi direcţiunea ci. 

Pe o foaie de desen, care închipue planul ce conţine forţele, 

luăm din un punct O, în o direcţie paralelă cu direcţia forţei ru, 

un segment de dreaptă egal cu F.. Pe desen acest segment nu sc
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poate măsura decât în em sau mm, pe când forţele se măsoară în 

kg. Pentru a putea face această reprezentare ne vom fixa o așa 

numită scâră de reprezentare a! forțelor, de ex. 1 =(1cm. Dacă 

am o forţă de 7,35 ţ, pe desen vom lua o lungime de 7,35 cm. Aceasta 
este scara: forţelor. 

Compunerea se face după 

legea paralelogramului. Com- 

punem F, cu f (fig. 7a) „ȘI 

căpătăm rezultanta Î,, aceasta 

la rândul ei o compunem cu 

Îe și căpătăm rezultanta Fig 

şi aşa mai departe până com- 

punem și pe Fa şi căpătăm re- | 
zultanta Tune În în mărime ȘI, ; 

direcțiune, ne reprezintă re- St / “    zultanta sistemului de forţe 
În Fac Fa 

Din modul cum s'a făcut 
construcția, se vede că nu este nevoie să completăm paralelogramul, 
ci n'avem decât, prin extremitatea lui F, să ducem o paralelă 
egală cu Fi, la extremitatea acesteia o paralelă egală cu F; 
așa mai departe. 

Dreapta care unește originea, adică punctul de plecare al forței 
F,, cu extremitatea lui Tin, este tocmai rezultanta Tin. 

Dacă facem o analogie cu însumarea cantităților algebrice, care 
se face adăogând la o cantitate oarecare o alta și suma lor fiind 
valoarea acelor cantităţi la un loc, se vede și aci că la forța Fi am 
adăogat, în mărime şi direcţiune, forța /4, iar (la capătul acesteia 
pe + și aşa mai departe. Prin urmare, rezultanta forţelor concu- 
rente nu este altceva decât suma lor. 

Această sumă mai poartă numele şi de sumă geometrică. 
Avem de făcut trei observaţii: 
a) Această construcţie, în loc să o facem începând din punctul O, 

pulem să o începem din orice alt punct O' (fig. 7 b) arbitrar ales, re- 
zultanta sau ceea ce este tot una cu a zice suma căpătată, este 
aceiaşi, însă va trebui să o aplicăm în O. 

Figura 7 

3 Și 

Aceasta ne aduce adesea simplificări în operaţiunile: noastre, 
b) Dacă înşirăm forțele una după alta așa cum s'a spus şi dacă 

cu extremitatea lui Fe, ajungem în originea lui F,, atunci suma 
forțelor este nulă.



28 

Această construcţie grafică a adunării forţelor, aşa cum s'a 
arătat, poartă numele de poligonul forţelor F, pentru că înșirând 

forţele una după alta se capătă un poligon, evident de: forţe. 

"Această sumă, o vom denumi poligonul forțelor şi prin calcul 

o vom nota: . 

(3). R = 5 
c) Pentru ca punctul de concurenţă al forţelor să fie în echi- 

libru, va trebui ca SF = o sau, ceea ce este tot una cu a zice, ca 

poligonul forţelor să fie un poligon închis. 

2, Descompunerea unei forţe după direcţiuni concurente 

complanare. 

In acest caz, poziţia forţelor după care vom face descompu- 

nerea, este cunoscută (trec prin punctul de intersecţie) și prin ur- 

mare nu putem face uz de această dată, pentru că această po- 

ziție rămâne aceeași oricare ar fi valoarea componentelor după 
direcţiile date. 

Ceca ce trebue aflat este va- 

loarea forţelor după direcţiunile date. 

Observăm însă, că în acest caz forjfa 

dată are doui coordonate, mărimea şi 

direcțiunea ei sau, ceea ce este tot 

una, componentele ei după două aze 

de coordonate date. Nimic nu ne îm- 

piedică să luăm ca axe de coordo- 

nate două din direcţiunile date. Prin 
urmare, o forță :nu se poate descom- 
pune în planul ei decât numai după 

două direcțiuni concurente. Putem des- 

compune o forță și după mai multe 

direcţiuni,. însă atunci avem o infinitate de soluțiuni. Statica, în 
acest caz, nu ne dă un număr suficient de ecuaţii sau date pentru 
a rezolva problema, adică de a găsi componentele forţei după mai 

mult decât două direcţiuni şi se zice că problema este static ne- 

=)
 

  

  

Figura $ 

determinată. 
Descompunerea numai după o singură direcţiune este o impo- 

sibilitate. i 
Construcţia grafică este simplă. Prin extremităţile forței R 

(fig. 8) se duc două paralele respectiv la direcţiunile &, şi: ga după 
-care vrem să descompunem forţa JR. Acestea se tae într'un punct 

.
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care determină pe g, un segment F, și pe E. segmentul FF. Seg- 
mentele /*, şi Fa, măsurate la scara adoptată, ne dau respectiv mă- 
rimea componentelor Fi, și Î,, ale forţii D, după e și Ca 

Construcţia aceasta ne dă valori infinite când g, Și a sunt 
paralele, adică sunt aceleași. 

Putem face această descompunere și prin calculul vectorial. Avem: 
(4) DR =F, + Fe sau Ro =Fi fe + Fe $u 
care multiplicată vectorial succesiv cu 2, și ga ne dă: 

(5) R. ce = Fa 
  

  

ff şi BR. cca = en Ce 
    

  

pentru că 1 2 = fe e = 0. Ecuațiile (5) sunt calare, pentru că 
vectorii g, e. și Ge fiind complanari, vectorii ee. 992 și Oi ge 
sunt dirijaţi după normala la planul lor comun. Din ele, deducem 
ralorile componentelor F, și Fa calculând în prealabil produsele 
vectoriale Of Pfa şi _2. a dând sensuri arbitrare direcțiilor 
€ ȘI &o, sensul direcţiei o fiind determinat de sensul forţei F. Dacă 
pentru F, și Ie vom căpăta valori pozitive, înseamnă că ele a 
acelaşi sens cu direcţiile alese, iar dacă vom căpăta valori ne- 
gative, “ele uu sensuri contrare. 

  
  

3. Compunerea forţelor concurente în spaţiu. 

Vom urma exact metoda arătată la forţele în plan. Dacă com- 
punem pe Ii, cu fe căpătăm rezultanta Je, care putem să o că- 
pătăm direct, du- 

când în extremi- 

tatea lui F, un 

scoment egal și 

paralel cu fi și 

așa mai departe. 
Rezultanta va fi 

și aci linia de în- 

chidere a poligo- 

nului de forţe 

Fu Pa Fa Fa 

Vom scri aceasta 

  

totdeauna 

  

(3) N= Sf, Figura 9 

Poligonul de forţe va fi un poligon în spaţiu. Construcţia lui 
se face cu ajutorul a două plane de proiecţie (fig. 9), întocmai cum
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se arată în geometria descriptivă. Valoarea numerică a rezultantei 

se va găsi proiectând, prin o rotaţie, pe unul din planele de proiecţie 
rezultanta în adevărata ci mărime. 

Se evaluiază apoi aceasta numerice cu ajutorul scării for- 
ţelor. 

Vom avea și aci de făcut observaţia că dacă poligonul forţelor 

se închide rezultanta este nulă, deci If =o. 

4. Descompunerea unei torţe în spaţiu după direcţiuni 

- concurente. 

Poziţiile forţei Î şi a componentelor ei fr, /'a...F, sunt cunos- 

cute, trec prin același punct. Direcţiunile lor e, fr, Ca.-- Cu sunt 

date, deci cunoscute. Ceea ce nu cunoaștem sunt valorile compo- 

nentelor Fi, Fa. e Fa 

Poziţia forţei E şi a componentelor ci fiind cunoscută, pentru 

determinarea acestora dispunem numai de trei coordonate: mărimea 

și direcțiunea forței Î, sau ceea ce este tot una cu a zice: com- 

ponentele ei după trei uze de coordonate oarecari. Nimic nu 

ne împiedică să luăm ca axe de coordonate trei din direcţiu- 

nile date. Deci forța nu se poate descompune decât numai după lrei 

direcțiuni. : 

Putem descompune forţa și după mai mult de trei direcţiuni 

date, însă atunci problema este static nedeterminată. 

Dacă cele trei direcțiuni £a, a 3 sunt într'un plan, sau dacă o 

este paralelă cu oricare din cele trei direcţiuni, problema este res- 

pectiv imposibilă sau componentele după celelalte două direcţiuni 

sunt nule, 

Dacă două din direcţiunile date și cu e sunt în același plan, 

problema se reduce la descompunerea forţelor în plan, dând pentru 

cea de-a treia o componentă nulă. 

Dacă toate cele patru direcţiuni sunt într'un plan, problema 

are o infinitate de soluţiuni, deci este static nedeterminată, așa 

cum s'a arătat la forţele în plan. 

Pentru executarea grafică a acestor descompuneri întrebuințăn 

mai multe căi, după cum se arată mai la vale, utilizând cunoșştin- 

ţele din geometria descriptivă. 

a) Putem da oricând o rotaţie întregului sistem așa ca pe unul 

din planele de proiecţie, una din direcţiunile date să se proiecteze
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într'un punct (fig. 10). In acest plan de proiecţie vom avea de des- 

compus o forță numai după două direcţiuni, ceea ce putem face 

foarte ușor. Acestea fiind cunoscute, le transpunem în celălalt plan 
și închizând poligonul 

vom avea și compo- 

nenta după direcţiunea 

ultimă. Găsim acum 

prin metode descrip- . 

tive cunoscute mări- 

mile adevărate. 

b) Putem dease- 

menea face ca un plan, 

determinat de două 

din direcţiunile date, 

să se proiecteze după 

o linie dreaptă pe unul 

din planele de pro- 

iecţie. Să presupunem Figura 10 
(fig. 11) că planul deter- 
minat de g, şi ge se proiectează după o linie dreaptă pe planul 
vertical. In planul vertical, componenta lui E va îi evident dreapta 
care pleacă din extremitatea lui Î€ la planul determinat de &; g, 
paralelă cu gy'. 

  

  

Prin urmare, în 

planul vertical, fa- 

cem descompunerea 

după două direc- 

ţiuni și avem pe F3, 

pe care o raportăm 

în planul orizontal 

cu o linie de ordine. 

In planul orizontal 

rezultanta — forţelor 

R şi — F, o descom- 

punem după cele 

Figura 11 două direcţii e. și Fa 

| şi căpătăm pe Îi 

  

  

și Fa, pe cari le raportăm în planul vertical. 
Aceste două metode sunt foarte simple, însă necesită opera- 

ţiuni prealabile de aducere a sistemului în poziţiile indicate.
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Nu vom întrebuința aceste metode decât atunci când problema 

propusă direct prezintă una din aceste două particularităţi, pentru 

motivul că avem și alte metode mai simple indicate mai la vale. 

  

Figura 12 

ponentele după aceste direcţiuni. 

c) Ducem câte _un 

plan prin direcţiile e 

şi Ca Ca cari se taie 

evident după o dreaptă 

OA (fig. 12). 

In planul e Cer putem 

descompune pe R după 

OA şi d şi avem 

astfel pe Îi.  Com- 

ponenta după 04, 

care este şi în planul 

Ca Ca 0 descompu- 

nem după & şi 

şi astfel avem și com- 

Metoda este foarte simplă și convine mai ales atunci, când putem 
lesne construi intersecţia celor două plane. Pe fig. 12 se vede foarte 
lesne mersul operaţiilor. . 

d) Putem construi poligonul forţelor direct, care fiind unul și 
același, are proiecţiile vârfurilor lui, pe cele două plane de proiecţie, 
pe aceleaşi linii de ordine. Ducem prin extremităţile lui R (fig. 13) 
paralele cu fi ş şi Ea, atât în planul vertical cât și în planul orizontal. 

In poligonul. forţelor, din planul orizontal, ducem o dreaptă 
paralelă cu fe și formăm, în acest plan, » poligonul de forţe R=F + 
+ 4. Punctul de intersecţie a lui Fe și e îl raportăm în planul 
cal pe forța Fy și din acest punct — în planul vertical — du- 

cem o paralelă cu &. A 

„Această dreaptă se taie în punctul A cu linia de ordine dusă 

prin intersecţia lui f+ și F din planul orizontal. Dacă cumva acest 
punct A ai fi căzut, în proiecţie verticală, pe /'4, atunci problema 
ar fi fost rezolvată. Ori aceasta, în genere, nu se întâmplă pentru că 
pe Fe din planul orizontal l-am luat. arbitrar. Vom lua atunci un 
alt Fa și vom repeta aceeași construcție. Când repetăm această 
nouă construcţie, observăm că poligonul formât de cele două linii 

de ordine, cari trec prin intersecțiile lui Fi, Fi, și E, Fa precum și drep- 

tele Fe şi F rămân mereu paralele şi că trei din vârfurile lui se 

mişcă pe trei drepte date, În, ka şi Fy.
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Există o teoremă, pe care o vom demonstra mai târziu și care 
sună astfel: Dacă în plan — aci planul epurei — un poligon de n 
laturi se deformează astfel încât, toate laturile sale rămân para- 
lele cu ele însăși şi dacă n— 7 vârfuri se mișcă pe nişte drepte 
date, atunci și vâriul al n-lea se va mişca pe o dreaptă, și reciproc. 

Vom face uz aci de această proprietate. 
In cazul nostru, patru- 

laterul format de cele două 
linii de ordine, de Fe și Îș, 
când trecem dela prima con- 

strucţie la a doua, se defor- 

mează așa fel încât laturile 
lui rămân mereu paralele 

între ele și trei din vârfurile 
lui se mișcă pe niște drepte 
date, atunci și cel de al pa- 
trulea vârf, adică punctul 

A, se va mișca pe o dreaptă. 
Un punct al acestei 

drepte este A, e destul să 
mai găsim încă unul. Am 

  

  

Figura 13 

putea repeta acceaşi construcţie șI să găsim alt punct, Aj. 
Putem simplifica și aceasta ducând pe /'a în planul orizontal prin 
intersecţia lui 7, și 3; atunci cele două linii de ordine se confundă 
în una singură şi la intersecţia lor cu Fy din planul vertical 
găsim. pe 4. Dreapta AA, tae pe Tg, în planul vertical, în 
punctul «da. 

Dacă prin As ducem o dreaptă paralelă cu Qa căpătăm în 
proiecţie verticală pe F7, limitat la cele două drepte, Fy și Ip. Co- 
Dorim acestea în planul orizontal prin linii de ordine ȘI găsim pe 
Fa. Pentru controlul construcţiei, Fe, astfel obţinut, în planul ori- 
zontal trebue să fie paralel cu ge. 

Cu toate că expunerea acestei metode este cea mai lungă, în 
practică însă ne dă rezultatele cele mai repezi și cu cel mai mie 
număr de construcţii auxiliare, dacă ne raportăm, bine înţeles, la 
cazul general. 

e) Analitic cu ajutorul vectorilor pulem proceda astfel: 
Ecuația: 

(6) Re =F gta g+F €a 

3. 1951, Gh. Em. Filipescu. Statica consteucţiunilor şi Rezistenţa materialelor,



Ci Ci Co = Ca fu fa =0, 

căpătăm: 

(7) Ro eu pa = Fa. fa fi Ca 

Produsele € €. ce şi Ca ei Ce fiind nişte cantităţi scalare, de- O Cu Ca “3 Ci a Ș , 
ducem numai decât pe /'s. 

Produsul € €, g nu este altceva decât volumul paralelipipe- 

dului format cu direcţiunile £, fu, $e şi ale cărui laturi sunt egale 

cu unitatea. 
Ecuația (7) ne mai arată că proiecția lui T, pe normala pla- 

nului format de celelalte două direcţiuni (€, şi 2) este egală cu 

proiecția lui DR pe aceeași normală. 

Din aceste două interpretări se poate scoate încă două con- 

strucţii grafice pentru determinarea componentelor Fi, Fe și Vs. 

Multiplicând ca mai sus ecuaţia (6) cu e Pa Și Ca fi găsiin 

pe f, și Fa 

  

C) Forțe oarecari în plan. Poligon îunicular. 

1. Compunerea unui sistem de forţe oarecari în plan; 

poligonul funicular. 

Să presupunem că avem forţele Fi, F,...F, ale căror valori nu- 

merice sunt F,, F3...F, şi ale căror direcţiuni și poziţiuni oarecari 

sunt Qi; Şase Que 

Pentru a le putea 

compune procedăm 

în modul obișnuit 

(fig. 14 a), adică, 

aflăm intersecţia lui 

F, şi Fe şi le com- 

punem ca două forţe 

concurente, găsind 

  

în mărime, direcţie 

şi poziţie pe Is: 

o | Aflăm apoi inter- 
secția lui Ba cu [4 și le compunem într'o rezultantă As a 

cărei mărime şi direcţiune rezultă din construcţie, iar ca po- 

zițiune trece prin punctul de intersecţie a lui Fe și Fa. Conti-
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nuând astfel putem găsi rezultanta unui sistem oarecare de forţe. 
Examinând modul cum am aflat rezultanta, observăm că valoarea 
și direcţiunca ei putem so căpătăm direct și anume, construind 
poligonul forţelor (fig. 14 b). Ceea ce ne dă în plus construcţia in- 
dicată mai sus este poziţia rezultantei. 

Această construcţie însă are desavantaje, precum ar fi cazul 
când o serie de forţe s'ar întâlni în afara cadrului desenului sau 
am avea de-a face cu forţe paralele. In aceste cazuri și în general 
se procedează cum se indică mai la vale. 

       

  

poligonul de pozile polponu/ fortelor 
Figura 15 

Se construeşte poligonul forţelor (fig. 15 b) şi în planul lui se îa 
un punct arbitrar 0, pe care îl numim pol şi pe care îl unim cu vâr- 
furile poligonului forţelor. Fie Ne şi A, laturile ce pleacă din pol 
la cele două extremităţi ale forței F.. Forţa F, putem să o consi- 
derăm înlocuită cu componentele sale e şi ÎN, ale căror sensuri 
sunt indicate cu săgeți în figură şi din care rezultă 

F, = Ne + N, 

Procedând la fel cu celelalte forţe, avem: 

Ie = N, + Ne 

Fa = — Na N. 

pe cari adunându-le, obţinem: 

(8) ZF =RBR=—N+Y, 

g*
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, 

Prin urmare, i întregul poligon de forţe se poate înlocui cu două 

componente, — Ăo și N, alese absolut arbitrar, pentru că şi polul O 

a fost luat arbitrar. Aceste forțe — N, ş şi N, sunt evident compo- 

nentele lui fi. 

„Să facem operaţia corespondentă în figura în care este indicată 

direcţiunea şi poziţia forțelor. Această figură o vom denumi poli- 

gonul de poziţie al forţelor. 

In această figură, forța F, fiind rezultanta lui — Ne şi Ă, va 

trece neapărat prin intersecția lor. 

Dacă printr'un punct arbitrar ales pe Q. ducem două direc- 

țiuni 00 și d, paralele cu o și N, am realizat condiţia cerută şi 

-anume că g, să treacă prin intersecţia lui R ȘI 0. Prin punctul 

de intersecţie a lui 0, cu g2,ducem o dreaptă 0, paralelă cu N. 

Am realizat şi aci condiţia ca F, să treacă prin punctul de inter- 

secţie a lui N, și Na 

Să considerăm grupul de forțe F, + TI. In virtutea relaţiilor 

de mai sus aveni: 

= = — — — 

= Fi 4 FN 

Prin urmare, rezultanta Ia a forţelor T, şi Fa,a fost înlocuită 

numai cu componentele — Na şi Na dirijate după direcţiunile 0, şi 0, 

pentru că _după 0, acţionează două forţe egale și de sens contrar 

N, şi — N, a căror rezultantă este nulă. 

Dacă continuăm această operaţie până la fine, ajungem la 

rezultatul, că întregul grup de forţe Faee Fa n având poziţiile 

&. .. n Pam înlocuit cu două forţe — he şi N n, având poziţiile 

0, şi 0. . 

Poziţia rezultantei p va trece evident prin intersecţia direc- 

ţiunilor Î, şi 0, şi va fi paralelă cu R. 

Poligonul format din direcţiile 0,...0, care reazimă pe gu.-: En 

şi paralele cu razele polare N... ÎN poartă numele de poligonul 

funicular al forțelor E. 

Direcţiunile 0, şi 0,, adică prima şi ultima latură, poartă nu- 

mele de laturi eztrenie ale poligonului funicular. Aşa dar, rezultanta 

trece prin intersecţia laturilor eatreme de poligon funicular. 

Construcţia este generală şi se poate aplica la orice sistem de 

forţe. ” 
In rezumat, poligonul forțelor ne fixează mărimea şi direcțiunea 

rezultantei, iar poligonul funicular poziția ei.
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2. Câteva observaţiuni asupra poligonului funicular. 

a) Momentul unui sistem de forţe în raport cu un punct. 

Să luăm, în poligonul de poziţie (fig. 16 a), un punct A în 

raport cu care să luăm momentul tuturor forțelor. Dacă se no- 

tează distanţa dela A la un punct oarecare de pe gi cu ai, şi în 

mod analog respectiv la o şi 0 cu a şi d, afectaţi de indici vom avea: 

(9) Sa; Fi = —b No bn =afR 

Din ecuaţia (8) pag. 35 se vede că putem considera oricând N, 

ca rezultantă a forţelor R-+ A, iar din (9) vedem că V„ A, este 

momentul rezultant al momentelor ah + bg No. 

  

  

Figura 16 

Această observaţie îşi are importanţa sa, căci ne dă posibili- 
tatea să impunem poligonului funicular anumite condiţii. De ex. 
Poziţia lui 0, fiind arbitrară, putem s '0 facem să treacă prin punctul 
„A şi momentul grupului de forțe JE-+-Ă, în raport cu A este nul. 

b) Calcularea grafică a momentului. 

Să ducem prin A o dreaptă paralelă'cu 9 pe care să o măr- 
ginim la direcţiile 6, şi 0,. Să notăm segmentul astfel interceptat 
cu in. Din punctul de intersecţie a lui 0p cu 0, coborim o perpendi- 
culară a pe m,iar în poligonul forţelor (fig. 16 b) ducem din pol o 
perpendiculară pe , a cărei valoare este Il, şi care poartă nu- 
mele de distanță polară. Ă
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Do; On a şi m fiind respectiv paralele. cu N, Na Il şi 9, rezultă 

imediat: 

a/Il =m/R 

(10) sau ah =mIl 

adică: momentul unui sistem de forțe în raport cu un punct oarecare este 

egal cu segmentul de dreaptă, paralel cu rezultanta sistemului, trecând prin 

punctul considerat, interceptat între laturile extreme de poligon funi- 

cular, ale acelui sistem, multiplicat cu distanţa polară corespunzătoare. 

E de observat că dacă am fi considerat numai sistemul de forţe 

Fi, atunci am avea rezultanta Ip distanța polară ar îi 

normala din O pe Ras iar m ar fi paralela la Fă; ce trece prin A 

şi mărginită de Oe şi 0;, cari sunt laturi extreme de poligon funicu- 

lar al grupului F,...Fi 

Deci putem calcula grafic, cu ajutorul poligonului funicular, 

expresiuni de forma a; F; = al, în care oricând putem considera 

cantităţile F; ca niște forţe la distanţele a;de un punct oarecare. 

Se mai observă că IÎ, din poligonul forţelor, se măsoară pe 

scara forțelor, iar m, din poligonul de poziţie, pe scara lungimilor. 

Se vede uşor, că valoarea momentului. nu se schimbă dacă mă- 

surăm pe ÎI] pe scara lungimilor şi pe m.pe scara forţelor. E bine 

însă să păstrăm norma ca II, care este o forţă și m care este o lun- 

gimc, să fie măsurate fiecare pe scara lui. 

Se obișnuește foarte adesea să facem o scară și pentru mo- 

mente. lată cum facem această scară. Să presupunem că i em 

de pe desen reprezintă a cm din natură și fkg, se zice atunci că 

scara lungimilor este 1/a, și scara forţelor este 1cm=fhkg. A 

găsi o scară pentru moment, este a o găsi astiel încât m, măsurat 

pe acea scară, să ne dea direct valoarea momentului. Observăm, 

că dacă distanţa polară ar fi 1 cm, atunci 1 cm de pe m ar 

reprezenta af kg cm, cum însă distanţa polară este de h cm, atunci 

momentul va fi afh kg cm. Prin urmare, 1 cm, de pe epură măsurat 

pe m,reprezintă afh kg cm. Aceasta este scara momentelor. 
. 

c) Reducerea unui sistem de forţe'n plan. 

In cazul când rezultânta 2 este nulă, atunci 

Ne = An 

zl
 

“.
 deci laturile extreme din poligonul forţelor se. suprapun căci 5 

este un poligon închis.
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In acest caz ecuaţia (9) se reduce la 

(bn — bo) Neah 

Putem avea două cazuri: 
a) În — do go; în acest caz laturile Oe şi d, sunt paralele între 

ele, însă în poligonul de poziţie nu se suprapun, rămânând între 
ele distanța ba — bo, rezultanta se reduce la un moment a cărui: 
expresie este (Î4 — bo) o. 

B) bu —bo = o; în acest caz laturile d, şi 0, se suprapun şi în 
poligonul de poziţie, aşa că poligonul 0, 0....0, formează un po- 
ligon închis şi se vede că ai; = o. 

Știm că, pentru ca un sistem de forțe să fie în echilibru trebuese 
satisfăcute ecuaţiile (1) pag. 22, Geea ce grafic se traduce prin: po- 
ligonul de forţe și poligonul funicular să fie două poligoane închise. 

d) Alte observaţii. 

19, Din modul de construcţie al poligonului funicular şi al po- 
ligonului forţelor, rezultă. că: 

a) fiecărei laturi din poligonul forţelor _îi corespunde în poli- 
gonul funicular o alta paralelă. 

B) unui poligon închis din poligonul forțelor îi corespunde în! 
poligonul funicular un punct şi reciproc. De ex. (fig. 16), triunghiului 
NF, N din poligonul forţelor, îi corespunde, în poligonul de 
poziţie, punctul de intersecție a direcțiilor Op, 2 d şi reciproc, 
triunghiului. format din laturile Zu d, Za punctul, de intersecţie al 
laturilor Fi, Ă,, F,; poligonului 0,, d,...0, îi corespunde polul 0. 

O figură, care se găsește faţă de alta în aceeaşi corespondenţă, 
ca poligonul funicular faţă de poligonul forţelor, se zice că una este 
reciproca celeilalte. i “ 

2. Rezultanta unui sistem de forţe, când nu se reduce la un mo- 
ment, este o forţă unică atât ca mărime şi direcțiune cât şi ca poziție. 

“Să presupunem. că am construit poligonul funicular al acestui 
sistem de forţe. Când am făcut această construcțiune n'am impus 
nici-o restricţiune poligonului funicular. Prin urmare, putem con- 
strui o infinitate de poligoane îuniculare cu același pol 0. Observăm 
că toate laturile acestor. poligoane funiculare sunt paralele cu ra- 
zele polare respective, iar vâriurile lor se mişcă pe direcţiile g.... Pa: 

Laturile extreme ale acestor poligoane funiculare se vor întâlni 
pe 'direcţiunea rezultantei care este deasemenea o dreaptă. Așa 
dar, putem enunţa:.când un poligon se deformează astfel că, latu-
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rile lui rămân mereu paralele cu niște direcțiuni date şi n-l vârfuri 

descriu nişte drepte, şi vârful al n-lea va descrie o dreaptă, şi reciproc. 

De această proprietate am făcut uz la descompunerea forţelor 

concurente în spaţiu. 

3. Si presupunem că am construit poligonul funicular al unui 

sistem de forţe cu ajutorul unui pol oarecare 0, cu razele polare 

Aa Ne.. şi laturile, „poligonului funicular Go, 0i...0x (fig. 17). 

Să presupunem că am construit și un al doilea poligon funi- 

cular cu un pol oarecare 0, cu razele No, N, Xa şi laturile poli- 

gonului funicular ('4, 0,” ete. Vom demonstra că punctele 4, B,C... 

      N 
sn
 

  

  
Figura 17 

de intersecţie a laturilor corespondente, se găsesc pe o dreaptă D, 

paralelă cu linia polilor 00. 

“In adevăr, dacă considerăm în poligonul forţelor perechile de 

triunghiuri Ne Fi N, şi NF, ÎN, cu baza comună F,, iar în po- 

ligonul funicular perechile de “triunghiuri 0 e, %e şi 6 e. 0, cu 

baza comună gi, observăm că ele sunt asemenea ca având toate 

laturile paralele. Urmează atunci că și dreptele unind vârfurile 

acestor perechi de triunghiuri vor fi paralele și deci 4B | 00. Deci 
punctul B se găseşte pe o dreaptă paralelă cu 00 trecând prin A. 
Tot aşa demonstrăm că și punctul C se găseşte pe o dreaptă para- 

lelă cu 00' trecând prin B, şi așa mai departe. 
Aşa dar: toate laturile corespunzătoare a două poligoane funi- 

culare, construite cu două poluri diferiie, se întâlnesc pe o dreaplă 

paralelă cu linia polurilor. 
Invers. Să presupunem că luăm intersecțiile A, B, C... a laturilor 

poligonului funicular, descris cu polul O, cu o dreaptă 6 oarecare.
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Prin punctele A, B, C... ducem laturile unui al doilea poligon 
funicular Os, Oi, 0... aşa ca vârturile lui să fie respectiv pe 
Fi Fa: + 9n. Dacă în poligonul forţelor se duce prin polul O o 
dreaptă D paralelă cu $ şi dacă, din vârfurile poligonului funicular, 
se duc drepte respectiv paralele cu 0, (1, (4... se poate demon- 
stra foarte uşor, urmând exact calea indicată mai sus, că toate ra- 
zele polare Ng, A, A... se taie într un punct O, situat pe dreapta 
D. Din cele de mai sus se desprinde următoarea proprietate: 

Dacă un poligon se deformează astfel încât, n vârfuri ale lui de- 
scriu nişte drepte date şi n — | laturi se rotesc în jurul a n — 1 puncte 
fize situate pe o dreaptă, atunci şi latura n“ se va roti în jurul unui 
punct fiz situat pe această dreaptă şi reciproc: , 

Dacă un poligon: se deformează astfel încât, toate laturile lui ro- 
tindu-se trec prin nişte puncte [ize situate pe o dreaptă şi dacă n — | 
vârfuri descriu nişte drepte, atunci şi vârful al n-lea va descrie o 
dreaptă. 

Dacă se consideră că dreptele paralele se rotesc în jurul unor 
puncte fixe, situate pe dreapta dela infinit, se vede numaidecât 
că prima proprietate nu este decât un caz particular alcelei 
de-a doua. 

De această proprietate, sub oricare din. formele enunțate, vom 
face foarte des uz în problemele ce vom avea de rezolvat cu aju- 
torul poligoanelor funiculare. 

Mai sunt și alte proprictăţi, însă cele indicate până aci ne sunt 
suficiente pentru trebuinţele noastre curente. 

3. Câteva aplicaţiuni asupra poligoanelor funiculare. 

Din modul de construcţie al poligonului funicular rezultă. că 
n'am impus nici o restricţie în ce priveşte poziţia polului şi nici 
poziţiei vreuneia din laturile poligonului funicular, acestea fiind 
cu totul arbitrare. Prin urmare, putem construi poligoane funicu- 
lare cărora să le impunem anumite condiţii. 

a) Poligon funicular trecând printr'un punct dat. 

Poligonul funicular, a cărei latură 0; trece prin punctul dat], 
se construeşte începând cu latura 0;. Avem o infinitate de so- 
luţiuni.
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b) Poligon funicular trecând prin două puncte date. 

Să se construiască un poligon funicular ale cărui două la- 
turi d; şi U. să treacă prin două puncte date B și C. 

Construim un poligon funicular V;, 0;... cu un pol oarecare 0. 
(fig. 18). Laturile 0; și 0, fiind laturi extreme de poligon Îuni- 
cular pentru forțele Fisa. „„, se vor întâlni totdeauna pe rezul- 
tanta acestui grup de forțe. Dacă, prin intersecţia O! cu d, ducem 
o o paralelă la rezultanta iza, n din poligonul forţelor, avem poziţia 
Prin pa ei. Dacă printrun punct oarecare al ci (Pics, n) ducem 
U; şi 01, prin punctele B și C, avem poligonul funicular cerut. 

  

Tigura 18 

In poligonul forțelor, ducând paralelele respective FĂ; şi ÎN, găsim 

polul O cerut. N'avem decât să completăm restul de poligon 
funicular. 

După cum se vede avem o infinitate de soluţiuni. 

“Se mai observă, că dacă prin acest pol, astfel determinat, ducein 

o dreaptă paralelă cu BC şi dacă cu poluri situate pe această 

dreaptă construim poligoane funiculare, toate laturile cores- 

pondente se vor tăia pe drepte paralele cu BC. In special poligoa- 

nele funiculare a căror latură d; trece prin B, vor avea punctele 

de intersecţie a laturilor. corespondente pe BC şi latura 0, va trece 

prin C, aceasta conform celor demonstrate anterior. 

„€) Poligon funicular trecând prin trei puncte date. 

| sa se: construiască -un poligon funicular ale cărui laturi 
ds, 6; și 0, să treacă prin trei puncte date A, B şi C.
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Construim un poligon funicular 05, 04...07...0, cu un pol 

oarecare O' (îig.: 19). 

Laturile 0, ;, fiind laturi extreme de poligon funicular al gru- 
pului de forţe Fi...Fi, se vor întâlni pe poziţia rezultantei Qui a 
acestui grup de forţe. In mod analog, laturile 0, 9, şi 0, 0: se 
întâlnesc respectiv pe Bin și Qin Aceste rezultante le avem 
din poligonul forţelor, iar poziţia lor o fixăm imediat cu poli- 
gonul funicular. 

  

  

Figura 19 

Putem oricând înlocui un. grup de forţe prin rezultantele lor 
parţiale, adică putem reduce poligonul forţelor la Ti Rin şi m 
când poligonul funicular se reduce la; dreptele. 05, 0;, Ox. Oricum 
am construi. poligonul funicular, triunghiul format de î, 0,0", 
își are vârfurile pe gi Piti n, Fane 

Construim un al doilea poligon funicular iv, 0, 0, așa ca 
latura 0o şi 07 să treacă prin punctele A și J, și vârturile lui să 
fie evident pe Zi Pin şi Cin: Latura treia, 05, evident nu va 
trece prin C, pentru că acest poligon a fost luat la întâmplare. 
Luăm intersecţia D a dreptei. AB cu 07. Observăm, „după o teo- 
remă demonstrată, că la toate poligoanele funiculare a .căror laturi 
0 şi 0 vor trece prin A și B, latura 0; va trece totdeauna prin D. 
Prin urmare, dreapta DC va îi tocmai 6, căutat,. Completăm poli-
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gonul funicular cu restul de laturi 0;, do, cari vor trece evident 

prin punctele A şi B. Acesta este poligonul funicular cerut, căruia 

putem să-i completăm restul de laturi 0,, 0,... dacă am cunoaște 

polul care îi corespunde. 

Dacă, în poligonul forţelor, ducem razele polare corespondente 

No Îi, Na acestea ne determină polul căutat. Pentru controlul 

construcţiei, aceste trei laturi trebue să se taie într'un singur punct 

O. Dacă această condiţie nu este îndeplinită executarea desenului 

a fost greșită. 
Putem rezolva această problemă aplicând de două ori solu- 

țiunea dela problema precedentă, adică găsim o dreaptă 00 pe 

care trebue să se miște polul astfel ca laturile Oe şi O; să treacă prin 

A şi B, şi apoi dreapta 00 pe care trebue să se miște acelaș pol 

pentru ca (; şi 0, să treacă prin B şi C. La intersecţia lor O se gă- 

sește polul căutat. 

Se vede de aci că există o singură soluţie. 

4. Descompunerea unei forţe după direcţiuni 

neconcurente şi complanare. 

Am spus că forţa în plan are trei coordonate. Fiecare direcţiune 

are o poziţie și o direcţiune, deci două coordonate. Prin urmare, 

putem utiliza, pentru această descompunere, cele trei coordo- 

nate ale forţei, deci descompunerea 

nu putem să o facem decât după 

trei direcțiuni neconcurente în plan. 

După mai puţine direcţiuni pro- 
blema este imposibilă, după mai 

multe este nedeterminată. 

a) Soluţii grafice. 

  

a) Când forţele se întâlnesc în cadrul 

Figura 20. epurei.se procedează astfel (fig. 20). 

| Se descompune forța dată F, 
după una din direcţiuni A ș și după dreapta ce unește punctele 

de intersecţie ale lui g, a cu I_a Pa. Această ultimă componentă 

o descompunem după ge și ga. Ducând paralele respective în 

poligonul: forţelor avem cele trei componente. 

b) În cazul când cele patru direcțiuni nu se întâlnesc în cadrul 

epurei vom utiliza poligonul funicular (fig. 21).
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Luăm un pol oarecare O, și ducem razele polare Ne, ÎN, laturile 

extreme de _poligon funicular 0,9, ȘI în poligonul forțelor direc- 
iile e, şi Pa prin extremităţile lui R. 

Direcţiile 0, şi Ge, 

în poligonul funiculae, 

trebue să se întâl- 

nească pe e. Ducern 

în poligonul funicular 

două direcţiuni oare- 

cari 0! şi 0; şi ducem 

şi în poligonul forţelor 

Ni şi A, respectiv pa- 

ralele. Prin intersecţia 

lui F, cu A4 ducem Figura 21 
o paralelă cu Fe, care 

se tae cu Ă% în punctul A. Dacă punctul A ar cădea pe Fi, pro- 

blema ar fi rezolvată, Dar în genere nu este așa. Atunci repetăm 

aceeași construcţie, luând alte laturi de poligon funicular, să zicem 

0 și Oy şi vom căpăta alt punct, Au. Observăm, când trecem la 

această nouă construcţie că laturile A, şi N, trec prin punctul 

fix O (polul) și că F, rămâne paralel cu el însuși, deci se roteşte în 

jurul punctului fix dela infinit, şi deci toate laturile se rotesc 

în jurul unor puncte fixe situate pe o dreaptă, Mai observăm că un 

vâri descrie dreapta Fu, al doilea rămâne fix, ceea ce este tot 

una din punctul nostru de vedere ca şi când s'ar mişca pe o 

dreaptă, atunci rezultă, după o teoremă demonstrată, 

că și A va descri o dreaptă. Un punct al ci îl avem, este 

A, ne mai trebue unul. Luăm de preferinţă Fă şi 0; în prelungire 
şi atunci căpătăm pe A, pe dreapta Fi. Unind A cu A, şi luând 
intersecția lui AA, cu Fi am rezolvat problema, căci avem pe Fa 
şi deci ne întoarcem și aflăm pe > și Fi. 

Putem proceda și invers (fig. 22). 
Luăm în poligonul forţelor pentru F, o valoare oarecare, atunci 

pentru Fe şi 4, completând acest poligon, rezultă niște valori 
bine definite. Ducem razele polare A”, Și 1 MP. şi laturile de poligon 
funicular 0 şi 0. Dacă intersecţia lui V/ cu 0, ar cădea pe 3 
problema ar fi rezolvată. Dacă nu, repetăm aceeași construcţie cu 
altă valoare a lui Îi, și vom căpăta alte laturi de poligon funicular 
G şi 0” Observăm însă că V, și 0”, trec mereu printr'un punct 
fix i iar vârfurile poligonului funicular, astfel construit, rămân mereu  
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pe două drepte (e, şi £2), atunci şi intersecţia laturilor U2, 0”, 

va fi un punct fix A. Dacă unim acest punct cu inter- 

secţia dreptelor ga 

cu d, obţinem pe 

0, căutat. Avem 

atunci  nurmaidecât 

şi pe 0,. Ducând 

în poligonul forţe- 

lor paralelele X, și 

N, obţinem  com- 

ponentele Î, Fa Fe 

căutate. 

În cazul parti- 

cular când avem de descompus o forţă după direcţiuni paralele 

cu forţa, se vede că nu putem utiliza coordonata de direcţie 

ci numai celelalte două, adică mări- 

  

Figura 22 

mea şi poziţia. Deci o forță n'o ad. E 
A a p ” A 

putem descompune decât numai după > | E 
UN iu: A â „& . 

două direcţiuni paralele. STA Pa Aa Aia Ă TA A 
Forţele neîntâlnindu-se în cadrul Fi [7 P 

. ” = = “ 

cpurei, evident că suntem forţaţi a ţ : RA 

utiliza construcţia cu poligonul fu-: | fi 
nicular, exact ca în cazul precedent, Fieura 23 sura 2 
însă mult mai simplu (fig. 23). 

In poligonul forțelor luăm un: pol 0 și ducem Ne şi Ne iar în 

poligonul funicular Go și 0,. Latura 0, rezultă imediat. Dacă în po- 

ligonul forţelor ducem pe Ă,, găsim pe Î, şi F,. 

b) Soluţia analitică. 

Cazul general este foarte simplu. Avem evident: 

R=F + F.+ Fe 

şi momentul în raport cu un punct A, arbitrar ales: 

ah = a Fi + ae Fa + as Fs 

Punctul A, fiind cu totul arbitrar, putem să-l luăm la înter- 

secţia direcţiunilor fa ȘI Oa ŞI atunci ae =a3 =0, şi din ecuaţia 
de mai sus ne rămâne 

aR =auf,



  

din care deducem pe Fi. Așa procedăm și pentru celelalte corm- 
ponente Fe și Fe. 

In cazul când nu putem utiliza punctele de intersecţie pro- 
cedăm astfel], 

Luăm. momentul tuturor forţelor în raport cu un punct A si- 
tuat de exemplu pe direcţia gq,, şi vom avea: 

  

ah = ao Îi + as fa 

Căpătăm o a doua ecuaţie multiplicând poligonul forţelor vec- 
torial cu €, şi avem: 

Ah = ela ea 

Din aceste ecuaţii deducem pe Fe și Îi. In cazul forţelor paralele 
chestiunea se simplifică și mai mult. Distanţa între direcţiile 2 
și pa o notăm cu Liarcuașib distanţele dela ela e, și respectiv ge. 

Dacă luăm momentele în raport cu un punct situat pe o avem: 

ah =, 

  

Când a și Î sunt normale pe g, atunci avem ecuaţia scalară: 

a R = IF 

din care deducem pe Fa. In mod analog deducem pe F,. Pentru 
control trebue să avem: 

R=P+ Fa 

D) Forțe oarecari în spaţiu. 

1. Compunerea forţelor în spaţiu. 

2) Consideraţiuni generale, 

In general, un sistem de forţe în spaţiu se reduce lu o rezul- 
tantă unică și un moment. Numai în cazuri particulare se poate 
reduce numai la o rezultantă sau numai la un moment. 

Un sistem de forţe se mai poate reduce și la un grup de două 
forţe nesituate în același plan. 

În primul caz se procedează așa cum s'a indicat în mecanică, 
adică, se alege un punct arbitrar O, și în el se aplică forţe egale 
şi de sens contrar F, = F Fa — Fe. _Forţa —F, din punctul O 
și cu forța dată /7] ne dau un moment aF,, a cărui valoare şi di- 
recțiune este pericct determinată.



48 

Dacă procedăm la fel și cu celelalte forţe, vom avea în definitiv 

o serie de forţe Îi, i... aplicate în punctul arbitrar 0, pe cari 

le compunem după regulile cunoscute, și o serie de momente af, 

aaFa, pe cari le compunem după aceleași reguli. 

Se observă că, oricare ar fi punctul O arbitrar ales, rezultanta 

va rămâne mereu aceeași pentru că este rezultanta aceluiași sistem 

de forţe F, Îi. concurente în punctul O ales. 

Ceea ce se schimbă cu alegerea punctului O, esto valoarea și 
direcţiunea momentului. 

Să presupunem că luăm un alt punct O,, așa ca distanţa 00, =a, 

și aflăm valoarea momentului în raport cu el, vom avea: 

(12) N, = S (a; <a); = Sail; —S aoFi = Al —aoR. 

Să multiplicăm această ecuaţie, scalar cu F&, vom avea: 

RI = Rl, 
pentru că: do Ii. Ii= o 

Prin urmare, proiecția momentului pe direcția rezultantei este 

constantă, oricare ar fi punctul ales O. Se vede deci că d este 

un învariant al sistemului de forţe dat. 

Din cele de mai sus se vede că ÂÎ, va avea o valoare minimă, 

și anume atunci când direcţiunea lui va coincide cu direcţia lui FE. 

In acest caz avem așa zisul răsucitor sau dinam, Axa lui va fi evi- 

dent paralelă cu: ? și se numeşte aza centrală a sistemului. 

Să-i găsim poziţia. Dacă multiplicănn relaţia (12) scrisă sub 

forma: 

(12) M = 1 + aci 
vectorial cu J, avem: 

TAI = RO + a. R?— Riah, 

Dacă M, este momentul care are direcţia lui J&, atune i ROI 

dacă măsurăm pe aa pe o direcţie normală lui Î, atunci și ao 
deci: 

43). ao = RM /Nt2 

Ori ItM este un vector, normal pe planul determinat de £ şi Ji 
și a cărui valoare este R.M. sin a, dacă notez cu JI valoarea nu- 

merică a rezultantei, cu A valoarea numerică a momentului și a 

unghiul ce fac între ele direcţiile lor în sensul dela R către A. 

Atunci valoarea numerică a lui ag, va fi: 

o = M sin a/R. 

IM, 
R =
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Sensul în care măsurăm pe ag este dat de formula (13). 
Dacă prin punctul astfel determinat, ducem o dreaptă para- 

lelă cu Î, aceasta va fi axa centrală a sistemului, Valoarea mo- 
mentului după axa centrală va fi evident AM cos a. 

Din ecuaţiunea (12) se mai vede că il, = A, ori de câte ori 
alt = o, adică ori de câte ori O, se mișcă pe o dreaptă paralelă 
cu E trecând prin O. 

Când RĂI = O, atunci sistemul de forţe se reduce la o singură 
rezultantă Poziţia ei este dată de ecuaţia (13) şi este tocmai axa 
centrală a sistemului. , 

In al doilea caz se procedează astfel: momentul putem să-l înlocuim 
eu două forţe egale și de sens contrar, si- 
tuate în planul normal pe axa lui, plan 
pe care-l vom denumi planul momentului 
și-l vom nota cu 4. Fie F; şi —F, 
cele două forţe echivalente momentului, 
situate în planul pi care trece prin O 
(fig. 24). Aceste două forțe sunt 
supuse, la singura condiţie: AM =aF;, Figuri 24 
dacă a este distanţa între ele. Poziţia 
lor este de asemenea arbitrară în acest plan 4. Dacă facem 
ca — i; să treacă prin O, și dacă o compunem cu F, obţinem: 

ÎI, =R—F, 

  

  

In acest mod, sistemul, compus din o' rezultanta Î și un 
moment AJ, am înlocuit cu un sistem echivalent de două forţe 
Fo şi Fi, nesituate în acelaşi plan şi neconcurente, “pentrucă 
distanţa a este diferită de zero. Mărimea și direcţia lui Fi, 
din planul 4, sunt cu totul arbitrare. Oricare ar fi acestea, 
forța IF, va trece mereu prin punctul O iar F; va fi mereu 
conținută în planul pg. 

Planul qi se zice că este conjugat punctului O, iar F, conjugal 
lui F.. Pentru un același punct O avem un singur plan conjugat şi o 
infinitate de valori F., F; conjugate. 

Dacă alegem un alt punct 0”, acestuia îi corespunde un alt plan 
ai și altă serie de drepte conjugate F/ şi Fy. 

Se mai observă că, pentru un sistem dat de forţe şi un punct 
dat O, există o singură valoare pentru FI şi A. 

Invers, dacă ne dăm perechea de valori F, şi Fi, și un punct 0, 
putem deduce pe FE și A. 

4. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelor,
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Se mai observă că pentru orice dreaptă, care trece prin punctul 

O şi e conținută în planul 4, momentele lui Fe și Î; sunt nule. 

De aceea se zice că punctul O și planul pi formează un sistem nul. 

Aceasta este foarte important, căci ne arată că există oricând un 

grup de dreple în raport cu care momentul întregului sistem de forţe 

este nul. 

Ti, este evident în planul determinat de Î și— F,, iar proiecția 

lui F, pe planul pe, prin un plan conţinând pe Î, va fi o dreaptă 

paralelă cu TF; din planul pu. Acest paralelism subsistă și atunci 

când proiectăm Fe şi F;, prin plane paralele cu planul determinat 

de ÎE şi F, pe un plan oarecare. | 

In planul pe să considerăm o serie de forţe fi; cari formează 

un poligon închis. Conjugatele ace- 

stor forţe, anume T, vor forma un 

fascicol trecând prin O. Să consi- 
derăm un al doilea punct O' căruia 

îi corespunde planul conjugat pi. 

Intersecţia acestui plan cu fasci- 

colul F;, determină un poligon închis 

cu laturile Fi; căruia îi corespunde 

un fascicol F trecând prin punctul 

0' (fig. 25). Am format două pira- 

mide conjugate și se poate foarte 

ușor arăta că fiecărui vâri din o 

piramidă îi corespunde în cealaltă 

  

o faţă şi reciproc. Tot așa putem . 

forma două poliedre oarecari conju- 

gate între ele. 

Dacă proiectăm muchiile celor două poliedre, pe un plan oarecare, 

prin plane paralele cu planul trecând prin BR, vom căpăta două 

figuri în cari proiecţiile laturilor conjugate vor fi paralele, iar laturile 

concurente într'o figură formează poligoane închise în cealaltă și 

Figura 25 

reciproc. 
Aceste două figuri se zic că sunt reciproce și aceasta este chiar 

definiţia lor. 
Așa dar, figurile reciproce în plan sunt proiecția a două poliedre 

conjugate din spaţiu.
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b) Executarea grafică a compunerii unui sistem de forţe din spaţiu. 

Nu vom face altceva decât să traducem grafic operaţiunile de 
mai sus. . 

Soluţia I-a: Pentru aceasta utilizăm planele de proiecţie deter- 
utinate de 3 axe de coordonate Ozyz (fig. 26). 

Să presupunem că avem trei forțe fi, £,, PF, cari acţionează 
după direcţiile &, fa Ga. In planul de proiecţie 7 o 2, adică normal 
pe oz, cele trei direcţiuni ca poziţie și direcţiune se proiectează 

  

  

  
Figura 26 

după iz C2z și az. In mod analog pe celelalte plane. Cu forţele 
date formăm, în planul Y 0 3, poligonul de forțe Fist Po+Fa=Ra. 

Cu aceeași normă de a nota forţele, obţinem și în celelalte două 
plane de proiecţie: 

Fu+ Fay + Fa = R, 

E, + E A+ ss =R 

Se ştie că rezultanta unui sistem de forţe oarecare rămâne 
aceeași, ca mărime şi .direcţiune, oricare ar fi punctul în raport cu. 
care am face reducerea sistemului. Așa dar, avem cea mai mare 

4&*
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libertate în alegerea poziţiei unde vom desena aceste poligoane 
pe epura noastră. Odată ce am găsit cele trei proiecţii, putem găsi 

mărimea rezultantei și: direcţiunea ei şi prin urmare, prima parte 
a problemei e rezolvată. 

Să trecem la partea doua. Se ştie că momentul în raport cu un 
ax, a unui sistem de forţe, este egal cu momentul proiecției forțelor 
pe un plan normal pe axul dat, în raport cu punctul unde axul 
înțeapă planul. Dacă vrem să găsim momentul în raport cu un ax 
paralel cu oz și trecând prin punctul A, vom proiecta forțele pe 

planul 7 o = și vom lua momentul lor în raport cu punctul 42, adică 

punctul unde axul paralel cu oz, trecând prin punctul A, înțeapă 
planul yo z. 

Acest moment putem să-l aflăm numaidecât, cu ajutorul unui 

“poligon funicular. Cu un pol oarecare 0,, 

construim poligonul funicular Da... Ă 

Dacă prin A. ducem o paralelă cu Ri, 

atunci segmentul m, interceptat: între la-" 

turile extreme de poligon funicular, multi- 

plicat cu distanţa polară 1] ne dă valoarea 

momentului M,, în raport cu un ax paralel 

cu O z, care trece prin A. In mod cu totul 

analog deducem pe M, şi A. 
Odată ce avem cele trei componente ale 

“momentului A putem să-i găsim valoarea 

absolută și direcţiunea lui. 

Alegerea polurilor 0, 0,, și 0:, în cele trei plane de proiecţie, 

este“absolut arbitrară. E comod a alege aşa ca în toate planele de 

proiecţie să avem aceeași distanță polară N. 

Găsirea momentului necesită utilizarea celor trei plane de pro- 

iecţie. | 
Soluţia: 2-a. se bazează pe observaţia că momentul este egal cu 

dublul suprafeţei triunghiului format de forţă, luată la scara şi pe: 

dirceţia respectivă, şi punctul în raport cu care luăm momentul 

(ig. 27). 
Prin urmare, pe planul de proiecţie, de ex. yoz (fig. 28), pe 

linia de acţiune a lui giz, luăm o lungime Fiz din poligonul forţelor 

respective. Dacă unim extremităţile 'acestui segment cu A. avem 

un triunghiu. Dacă facem aceiași operaţie și pentru celelalte forțe, 

căpătăm alte triunghiuri, toate cu vârful în A-. Pentrucă poziţia. 

segmentului F,.,. pe linia: lui de acţiune, este indiferentă putem 

  

Figura 27
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oricând să ne aranjăm aşa, ca să căpătăm' o suprafață mărginită la un poligon. Dacă evaluăm după normele obișnuite aceste supra- fețe și luăm dublul lor, avem momentul în raport cu axa paralelă cu 0,, ce trece prin A, deci pe A. 

            

  

  
__ Figura 28 

+ 

Dacă operăm şi în celelalte plane la fel vom 'avea pe. A, şizăle. 
Metoda este foarte clară însă evaluarea suprafeţelor, dă loc la, ope- 
raţii de calcule mai: multe, aşa că se; preferă metoda. precedentă, 
cu ajutorul poligonului funicular. Acestea sunt singurele: „metode 
practice de compunere a unui sistein: de forţe în spăţiu: aa ce 

, 
a 

2. Descompunerea” nui sistem 'de forţe în spaţiu: 
. 

Am văzut că un sistem de forţe în spaţiu; se reduce la o rezul: 
tantă unică şi un moment, prin urmare are în sine 6 coordonate. 
Iezultă de aci că, dacă ni se dau G direcţiuni ca poziţie și direcţiune, 
adică având numai câte-o necunoscută;. putem găsi componentele 
sistemului după cele G direcţiuni. După inai puţine direcţiuni pro: 
blema este imposibilă, după mai multe este static nedeterminată.
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Mai întâiu vom face câteva observaţii. Această descompunere este 

posibilă numai atunci când cel mult trei din direcţiunile date sunt 

concurente într'un punct, paralele între ele sau conținute în același 

plan. 

In adevăr, să presupunem deocamdată că am avea 4 direcţiuni 

concurente în același punct. În acest caz, oricând putem duce o 

dreaptă prin punctul dat care să întâlnească celelalte două direc- 

ţiuni. Momentul necunoscutelor în raport cu această dreaptă este 

nul. Or, momentul sistemului dat, în raport cu această dreaptă, 

nu este nul, prin urmare descompunerea este imposibilă. 

Momentul acesta ar fi nul numai în cazul când această dreaptă 

ar face parte din sistemul nul al forțelor date, ceea ce în ge- 

nere nu este cazul, pentrucă forţele date sunt oarecari ca mă- 

rime, direcţie şi poziţie. Aplicăm același raţionament când drep- 

tele sunt paralele considerând punctul dela co ca punet de 

intersecţie. In cazul când 4 direcţiuni sunt în același plan atunci 

putem duce o dreaptă în plan care evident întâlnește toate cele 4 

direcţiuni și care să treacă prin punctele unde celelalte două direc- 

țiuni rămase înţeapă acest plan. In raport cu această dreaptă mo- 

mentul necunoscutelor este nul, pe când momentul forţelor date în 

genere are o valoare. 

Prin urmare, în aceste cazuri speciale, descompunerea după 6 

direcţiuni este imposibilă. 

| a) Soluţii grafice. 

Un caz simplu de descompunere este următorul: trei din direcțiuni 

sunt concurente, iar alte trei sunt situate într'un plan dat. 

Reducem sistemul de forţe la o rezultantă trecând prin punctul 

A, dat de concurenţa a trei din direcţiuni, şi la un moment al cărui 

plan este planul 4, conjugat lui A. Luăm intersecţia acestui plan 

cu planul dat. Intersecţia va fi o dreaptă la distanţa a de punctul 

şi conținută evident în ambele planuri. Dacă presupunem că după 

direcţia ci acţionează o forță Ii; atunci din relaţia M = af; de- 

ducem valoarea şi sensul ci. | ” 

Această forță FF; o descompunem după cele trei direcţiuni, con- 

ţinute în planul dat. Dacă acum compunem pe— fi, aplicată în 

punctul A, cu TR căpătăm pe T=R—FT; pe care o descom- 

punem, după regulele obișnuite, după cele trei direcţiuni con- 

curente în A.
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Să presupunem că. trei: direcţiuni sunt concurente în A (4, wm Az 
în planele de proiecţie), (fig. 29), şi cari direcțiuni nu sunt figurate 
pe epură pentru a nu o complica. Alte trei direcţiuni sunt cuprinse 
în planul zoy, de asemenea nefigurate. 

Să presupunem că reducem sistemul la o rezultantă Ș (2, R-) 
aplicată în A și la -un moment 
AM ale cărui valori şi direcţiuni sunt 
însemnate pe epură cu Â/ și 
Mae Ducem planul 4 normal pe 

moment şi trecând prin A. Ur- 

mele lui sunt Oy și Op, adică 
chiar intersecțiile lui cu cele două 
plane de proiecţie. 

Distanţa dela A până la inter- 
secţia cu planul orizontal este per- 

pendiculara dela A. la Op, care, 

prin o rotaţie, o aflăm în adevărată 

mărime în planul zoz și are va- Figura 29 
loarea a. Din expresia M = aF; de- 

ducem sensul și valoarea lui Fi, care în planul orizontal este Fi, 
iar în planul vertical Fi In planul orizontal este în adevărată mă- 
rime. Pe Fi: din planul orizontal îl descompunem după cele trei 

direcţiuni neconcurente în acel plan. 
Dacă acum pe—f,, aplicat în 

punctul Ă, îl compunem cu FR, avem 
a Po=R—F; care în planele de pro- 

iecţie ne dă pe Fo şi oz pe care, după 
regulele obișnuite, o descompunem după 
cele trei direcţiuni concurente în punctul 
A, descompunere care nu s'a mai făcut 

pentru a nu complica epura. : 
Această problemă se mai poate re- 

zolva şi așa: 
| Prin forţa F, dată şi punctul A ducem 

Figura 30 un plan care taie planul 4, al celor trei di- 
recţiuni es; + Fi Şi Ge după o dreaptă oare- 

care (fig. 30). In planul determinat de Fe, și A descompunem forţa F, 
după intersecţia celor două planuri și după dreapta care unește punctul 
A cu punctul unde FF. înţeapă planul 4. Procedăm la fel și cu celelalte 
forțe +, [4.... Vom căpăta, în definitiv, o serie de componente 

  

  

sn
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ale forţelor /1, 3..., concurente în A, a căror rezultantă va fi Fe 

și o altă serie de. componente, conţinute în planul 4,a căror rezul- 

tantă este /*;. Le descompunem pe fiecare după regulele obișnuite. 

Fie A, și A. proiecţiile punctului A, prin care trec cele trei 

direcţiuni concu- 

rente și nefigu- 

rate pe epură (fig. 

31). Fie ep €: 
proiecţiile direc- 

ţiunii și liniei de 

acţiune a forţei   

  

Figura 31 

cu 4, va fi dreapta e; (op, ei) 

I, pe cele două 

plane de proiec- 

ţie. Prin punctul 

A şi forța F 

ducem planul a 

cărui urme sunt 

Py Şi p= Întersec- 

ţia acestui plan 

care se va tăia cu forța F în 
punctul D (D,, D-). Descompunem forța F” după direcţia gi, evident 

conținută în planul A, și dreapta Pa (Cap %a:) care unește punctul 
D cu A. Am obţinut astfel în cele două plane de proiecţie o com- 

ponentă trecând prin A și alta conținută în planul 4. Procedăm la 

fel și pentru celelalte forţe Fe, 

Fa... şi se urmează cum s'a spus 

mai sus. 

b) Soluţia analitică. 

Această problemă se poate 

rezolva în mai multe feluri. 

19. Prin punctul A, ducem 

dreapta a, care trece și prin in- 

tersecția B a direcțiilor e și o: 

conţinute în planul. 4 (fig. 32). 

Fic c distanţa dela Bla forţa Fe: 

Momentul tuturor forţelor în 

  

Tigura 32 

raport cu A va fi: 

M =aF,+af,-+- (a For, 

pentrucă momentele forţelor /,, /*, 3 concurente în. A sunt nule.
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Multiplicăm această ecuaţie scalar cu a şi vom avea: 

dd =ack, 

Dacă a = aa, e = cp, AM = Mu, Fe = E, Ze avem: 

M.au =c F- ay Ee 

care nu este altceva decât momentul tuturor forţelor în raport 
cu dreapta a și din care deducem pe Fe. 

In_mod cu totul analog deducem pe Î+ și Ps. Dacă notăm 
F, + F, + rs =, din relaţia: B— f;= F, + Fr FT, deducem, 
după norma indicată anterior, valoarea. celor irei forţe concurente 
în A, 

| 
2. Vom traduce analitice soluţia indicată la început. Luăm in- 

tersecția planului pe, al momentului, cu planul 4, care conţine di- 
recţiunile g, gş și og (fig. 33). Inter- 
secţia va fi o dreaptă paralelă cu 
dreapta ud. 

Sinusul unghiului .planelor uşi d 
este partea scalară a produsului gaz 
adică mod. pl, prin urmare, cantitate 
cunoscută. Să notăm cu d distanţa 
dela / la planul 4 măsurată după nor- 
nala la acest plan. Valoarea distanţei 

- a dela punctul 4 la dreapta pd va În: 

= d/mod pd. 

„Prin urmare am fixat direcţiunca şi poziţiunea “dreptei de in- 
tersecţie a planelor 4 și 4. Din relaţia A = af; deducem pe F; 
din planul A. Deci fi; este complet determinat. Prin urmare des- 
compunem pe fi; după direcţiile 2 ZA și Qe iar pe F =R-—f, 
după direcţiile e, ge şi Pa 
„Produsul pd se desvoltă potrivit datelor problemei şi se pre- 

tează la tot felul de desvoltări în funcţie de elementele cari defi- 
nese pe 4 şi pe A. 

  

  

"Figura 33 

* * 

- 3% În cele de mai sus s'au dat exemple de cazuri când descompu- : 
nerea este imposibilă sau când aceasta se face foarte ușor. 

In cazul general chestiunea nu este așa de simplă. 
Pentru a găsi cu ușurință componentele, după cele 6 direcţiuni, 

ar trebui să găsim o axă care să întâlnească 5 direcţiuni.
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Luând momentul tuturor forţelor în raport cu această axă și 

al componentei după a șasea direcţiune, găsim o relaţie între forţele 

date și o necunoscută. Aceasta însă în genere nu este posibil, 

Se știe că prin trei drepte oarecari se poate duce un hiperboloid 

riglat, care va intersecta a patra direcţiune în două puncte. Dacă 

prin aceste două puncte ducem câte o dreaptă aparţinând hiper- 

boloidului, şi le luăm drept axe de momente, vom putea scri două 

ecuaţii de momente și deci vom avea două ecuaţii între cele două 

componente după direcţiunile neîntâlnite de cele două axe. 

“Și această metodă, practic, este greu de aplicat. Atunci se re- 

curge la altele. Se duce un plan prin direcţiunea 21, care 

_este înțepat de direcţiile fa şi Ca în două puncte. Dreapta care 

irece prin aceste două puncte întâlnește trei direcţiuni și deci mo- 

mentul componentelor respective în raport cu ca este nul. Luăm 

momentul celorlalte trei componente (după Zi Cs 76) în raport 

cu această „dreaptă. Facem aceeași operaţie ducând succesiv plane 

prin 2 şi $s şi vom avea încă două ecuaţii între Fi, Is și Ie. 

Vom avea pe Fi, F; şi Fe prin rezolvirea a trei ecuaţii cu trei 

necunoscute. | 
In practică chestiunea se prezintă mai simplu căci, de foarte 

multe ori, două sau trei direcţiuni sunt concurente sau complanare 

şi putem găsi ușor axe de momente cari să întâlnească cât mai 

multe direcţiuni şi să avem simplificări și reduceri în rezolvire. 

Analitic chestiunea, cu toate că necesită calcule lungi, însă este 

simplă din punctul de vedere al rezolvării, și nu este altceva decât 

o traducere în, calcul a metodei indicată mai sus. 

Să presupunem că luăm momentul_tuturor forțelor în -raport 

cu un punct A situat pe direcţiunea ga. Să notăm cu d2= A202, 

d = Q3aa... distanţele tuturor celorlalte forţe dela acest punct d. 

Si presupunem că momentul forţelor date în raport cu A este 

M,. 

- Vom avea:! 

(14) AL, = aa Fa. aaa t..-k ae Fe ds %s 

Dacă multiplicăm scalar această ecuaţie pe rând cu ae şi Ga 

obţinem: | 
— — 

Ma = aa [3 Qa 033 kr... + as Fe: Ca 0s Fe 

= — —— 

A 1+ Ca = a3Fa. Poate as le. a Cs e



Dacă între aceste două ecuaţii eliminăm pe Fssau pe ass, 

ceea ce este: tot una, căpătăm o ecuaţie între necunoscutele F,, 
Fs şi Fe | 

Putem căpăta direct această ecuaţie dacă, dela început, mul- 

tiplicăm ecuaţia (14) scalar cu produsul vectorial ue 22-03 0, lucru 
ce se poate verifica foarte uşor. 

Alegem acum un punct B situat pe direcţiunea ge și notăm 

cu d, = Vf ba = bsfis. . „+ distanţele la celelalte direcţiuni și cu NM, 

momentul forţelor date în raport cu DB. Eliminând în același mod 

ca mai sus pe /; și 3, găsim o altă ecuaţie în F;, Fi şi Ie. Facem 

aceeași operaţie în raport cu un punct C situat pe direcţia o şi 

vom găsi o nouă ecuaţie în F;, /'ș și Fe. In acest mod avem trei 

ecuaţii cu trei necunoscute, pe cari le rezolvăm după regulile cu- 
noscute. 

Pentru aflarea lui Fi, e și 3 procedăm absolut analog. Pentru 

control facem verificarea utilizând poligonul forţelor: 

Rp +l 

proiectându-l după o direcţiune oarecare. 

3. Câteva consideraţiuni de reţinut. 

a) Când un corp este supus numai la o singură forță, echilibru 
nu poate exista. 

b) Când un corp este supus la două forţe, pentru ca echilibru să 

existe trebue ca ele să fie egale, de direcţii contrare şi să acţioneze 

după aceeași linie de acțiune. 

c) In cazul a trei forţe, pentru ca echilibru să existe trebue ca ele 

să [ie concurente în. același punct şi situate în acelaşi plan. 

In adevăr, trebue să avem [+ fa Fe =o, adică poli- 

gonul forţelor trebue să fie închis şi aceasta nu poate avea loc de- 

cât atunci când acest poligon este plan. Cele trei forţe nu pot fi 

în două sau trei plane paralele, pentru că momentul lor n'ar mai 

îi nul, deci ele trebue să fie neapărat situate în același plan. 

In alte condițiuni echilibru între cele trei forţe nu poate exista. 
d) Să considerăm cazul a 4 forțe. Pentru ca echilibru să existe 

trebue ca poligonul de forţe să fie închis, adică să avem: 
FLEX I3+F, =o şi momentul lor să fie nul. 

Aceasta nu poate avea loc decât atunci când cele 4 direcțiuni 

aparțin unei suprafețe riglate. 

x
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Aci avem două cazuri particulare, când suprafaţa riglată se re- 

duce la un punct și atunci cele 4 direcţiuni sunt concurente în acel 

punct sau la un plan când cele 4 direcţiuni sunt conţinute în același 
plan, fără să fie concurente. 

În alte condițiuni, echilibru între 4 forţe nu există. 

E) Reazime şi Reacţiuni. 

La contactul între două corpuri se desvoltă niște reacţiuni. 

Aceste reacţiuni depind numai de natura contactului între corpuri, 

care se poate face în următoarele moduri. 

1. Reazime simple. 

Două corpuri se pot sprijini unul pe altul în așa fel, că o de. 

plasare în planul tangent celor două corpuri nu este prin nimic 

împiedicată și o rotire în jurul punctului de 

contact este de asemenea liberă, în orice di- 

recțiune, Singura deplasare, care nu este posi- 

bilă, este numai aceca după direcţiunea normale; 

», fie într'un sens fie în celălalt. Este evident 

că, într'un asemenea caz, o reacțiune se va 

desvolta numai după această direcţiune (fig. 34). 

„Această reacțiune are prin urmare un punct 

de aplicaţie cunoscul și! o direcțiune cunoscută, 

Ceca ce nu cunoaştem este -numai valoarea. ci numerică; prin 

urmare, -are un singur element necunoscut. Acest fel de sprijinire 

sau contact poartă numele de reazim simplu. Prin urmare pentru 

un corp în spaţiu este nevoie de 6 astfel de reazime, pentru a-i 

asigura - echilibru. | 

Dacă vom întrebuința numai 5 reazime simple, corpul va avea 

posibilitatea unei mișcări ce depinde de un parametru; dacă vom 

întrebuința numai 4 reazime simple, corpul va avea un grad de 

libertate mai mare. Dacă însă am avea 7 reazime grupul (1) de 

ecuaţii (cap. I):nu ne dă posibilitatea de a le găsi și în acest caz 

se zice că reacţiunile sunt:static nedeterminate. | 

Pentru un corp în plan este nevoie-numai de trei astfel de rea- 

  

Tigura 3% 

zime simple.
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2. Articulaţii. 
Două corpuri se pot sprijini astfel întrun punct, încât o depla- 

sare în nici o direcţie nu este posibilă, însă o rotaţie în jurul punc- 
tului de contact, în orice: direcţiune, este “posibilă. Prin urmare, 
în punctul de contact se va desvolta o reacțiune, al cărei punct de apli- 
caţie îl cunoaştem, dar nu-i cunoaștem valoarea şi direcțiunea, și nu 
se va desvolta nici un moment, pentru că rotirea 
este liberă. Un astfel de contact, rezemare sau 
sprijinire poartă numele de articulație. La un 
asemenea contact avem trei necunoscute (valoarea 
şi direcțiunea) ale reacţiunii (fig. 35). 

In spaţiu ar fi deci suficient două asemenea 
articulaţii pentru a asigura echilibrul unui corp. 
Observăm însă că, dacă luăm momentul tuturor 
forţelor în raport cu linia articulaţiilor, momentul 
reacţiunilor este nul, pe când al forţelor date în genere nu este nul; 
așa dar nu vom putea utiliza două articulaţii, ci o articulaţie și: 
altfel de reazime, de ex..3 reazime simple. , m 

In plan, articulaţia are în sine două necunoscute, deci cu o ar: 
ticulaţie şi un reazim simplu putem asigura echilibrul unui corp. 

  

3. Incastrări. 

Când două corpuri se sprijină între ele prin suprafeţele lor de 
contact în un punct, și dacă nici o deplasare ȘI nici o rotaţie în orice 

direcţiune nu este posibilă, atunci în. acel 
punct se va desvolta ca reacțiune o forță, al 
cărei punct de aplicaţie îl cunoaştem (punctul. 
de contact), dar nu cunoaștem valoarea și di- 
recțiunea ei (3 elemente), şi un moment, a cărui 
direcțiune şi valoare de asemenea nu o cu- 
noaștem (deci alte 3 elemente). In acest mod 

Figura' 36 se vede că o incastrare, prin reacţiunile ce le 
desvoltă, asigură echilibrul corpului (fig. 36). 

Dacă în acel punct de contact se desvoltă un moment, înscamnă 
că reacţiunea nu trece prin punctul de contact. Valoarea momen- 
tului ne dă posibilitatea de a găsi punctul prin care trece reacţiunea. 

Din cele de mai sus se vede că o articulaţie în spaţiu este echi-. 
valentă cu trei reazime simple, iar o incastrare cu şase reazime simple.. 
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In plan o articulaţie este echivalentă cu 2 reazime simple, iar 

incastrarea cu trei reazime simple sau cu o articulaţie plus un reazim 

simplu. 

4. Reazime diferite. 

În cele de mai sus am avut articulaţii complete sau incastrări 

complete. Am putea avea însă articulaţii sau incastrări incomplete. 

De ex.: o incastrare care permite o rolire 

după o singură direcţie (fig. 31). Asta în- 

scamnă că momentul după acea direcţie este 

nul. O asemenea legiitură are în sine cinci 

necunoscute. Pentru a-i asigura echilibrul ne 

mai trebue un reazim simplu. Alt ex.: putem 

avea. o articulație înir'un plan, deplasarea 

Figura 37 după normala la plan fiind posibilă (fig. 38). 

O asemenea legătură are în sine două necu-, 

noscute (componentele din plan), deci cu trei asemenca reazime 

sau legături putem asigura echilibrul unui corp. 

Pentru ca să putem găsi reacţiunile, va 

trebui să alegem astfel de reazime, în cât 

suma elementelor necunostute să fie în număr 

de 6 în spaţiu şi 3 în plan. 
Dacă această sumă este mai mică de 6 

în spaţiu şi 3 în plan, corpul va avea miş- 

cări; iar dacă este mai mare, reacţiunile 

nu se pot determina cu ajutorul .ecuaţiilor Figura 38 

(1, cap. I), sistemul fiind static nedeterminat. ă 

Dacă ţinem cont de .frecări, nimic esenţial nu se schimbă, ci 
se modifică numai direcţia reacţiunilor, intervenind unghiul de 

    

. 

frecare. 
Incheere. Din acest capitol deducem că vom urma în calcul 

următoarea normă: ÎN 

Vom evalua mai întâiu forţele exterioare date, cari le vom com- 

pune după indicaţiile date, grafic, analitic sau utilizând după cazuri 

ambele norme, după cum vor rezulta simplificări de calcul. 

Vom [iza apoi reazimile, natura şi numărul lor suficient pentru 

asigurarea echilibrului corpului. 

După indicaţiile date la descompunerea unui sistem de forțe 

după mai multe direcţiuni, pom găsi reacţiunile în cazul când sunt 

static determinate. 
.
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Odată reacțiunile găsite, am găsit grupul de forţe exterioare 
cure acţionează corpul și-i asigură echilibrul. 

Numai după aceasta putem trece la studiul echilibrului inte- 
rior al corpului. 

Aplicaţii. 

Aplicația Nr, 1. Să se descompună forţa verticală F = 1000 kg. după diree- 
ţiunile g,, “e și e (fi. 39). O dreaptă orizontală taie direcţiunile e, Fa Ş şi 
“fa în punctele 4, B, C, D, așa că 4 B=2m, BC=CD=ilm. 

Direcţiunea pozitivă «1 B, pe care o 
notăm a, face cu direcţiunile pozitive ale 

  

lui au Ea, E Și Ca, socotite de sus în jos, “ 
respectiv unghiurile 1100, 1009, 90% și 750, , DS A 
Avem poligonul forţelor: | af ai el ” Le — — — = r 3 3 
(1) F ș = Ti, î + Fa Ca + F3 Ca pe âo* % 

Și luând momentele în raport cu /> | 5 
punctul «1, avem: 

(2) 3.1000.0 ș=2 F, Gea ryaz, 

  

=
 

= 

i
 

Din ecuaţia (1), înmulțită vectorial cu Figura 39 
Fu avem: 

(3) 1000 fip= fe + ff 
și cu: 

ap = sin (a,€) = sin 90%==1,00000 uşa =sin (a, Ș) =sin100%=0,98481 
aș, = sin (G,c.)=sin 750=0,96593 Pi 9 =sin (Qi, $) =sin 200=0,34202 
Pi a=sin (Fu, Șz)=sin 10%=0,17365 fa Pa=sin (gi, a) =sin 350=0,57358 
întroduse în ecuaţiile (2) și (3), obţinem prin rezolvare: T> = Sr0 kg, P.= 
333 kg, Dacă luăm momentele în raport cu B, găsim o relaţie între F, și F,. 
Procedând la fel găsim F, = — 190 kg. gi 

Pentru control multiplicăm ecuaţia (1) scalar cu e şi avem: 
(2) r=eatliea+F 9 

îu care: - 
= cos (e, eu) = cos 200= 0,9369 
= cos (e, ţa) = cos 100 = 0,98481 
= cos (g, șa) = cos 150 = 0,96593 

Introducând aceste valori și valorile lui 
Fie Fa și Fa în ecuaţia (4) se obţine F = 1000 
kg. cu o aproximaţie mai mică de 1 kg. 

sl
-s
j-
sl
 

S
I
Ş
I
S
I
 

  

Aplicația Nr.2. Un punct este fixat de 
un perete vertical cu ajutorul a trei bare 
04, 0B şi OC (fig. 40). Bara OA det m. 

lungime este orizontală şi normală. pe perete. Punctul B este mai sus 
şi la stânga punctului 4, la distanțele AFE=2 m. și BE=3 me, 
punctul C este mai sus și la dreapta punctului «4, la distanţele AD =1 sn. 

Figura 40
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şi DC=2 m. Punetele «i, B,C sunt în planul peretelui. In O se aplică 

o forţă verticală de 7 1. Să se găsească eforturile în cele trei bare Oi, 

UB și OC. 

a) Soluţia grafică. Așezăm dela început sistemul de bare în planele de 

proiecţie așa ca Ol să “fie normal pe planul vertical (fig. 41 a) și notăm direc- 

ţiile barelor și sensurile lor 

ca în figură. In planul ver- 

tical al forţelor, (fig. 41 b) 

descompunem forţa, Ie = 

74, după direcţiile a și 

fa și căpătăm Îi și Fi, 

In planul orizontal forţa   

TE se proiectează într'un 

punct Fî. Cu ajutorul liniilor 

de ordine și cu proiecţiile 

verticale deducem, în pro- 

iecţie orizontală, pe fă şi 

E. Ca să allăm pe F 

m'avem decât să închidem 

poligonul forţelor în planul 

orizontal și aşa găsim pe 

  

  

Scara forlelor 
Lă o $ 

Liei neta brat cal at otea aa mm sc ? F, care se proicctează în 

adevărată mărime în acest 

  

  
Fiu 4 

gura &l - plan. 

Dând o rotaţie forţelor 

Şi Fi, le găsim în planul orizontal proiectate în adevărată mărime. Astiel 

im r, = = 19,98 t, VP, = 10,88 şi Pp= 195St. 
b) Soluţia analitică. Vom aplica de trei ori ecuaţia (7) dela pag. 3%. Pentru 

aceasta ne trebue volumul paralelipipedelor formate de direcţiile 9, fu Ș 

T, ş 2 

săs 

şi a, luate câte trei și pentru lungimii de laturi egale cu | (unitatea). 

" Avem lungimile laturilor Oi, OB, OC: 

0A = m;0B =? 273 32 = 53S5m;00=Var i: 2 = 4589 m, 
Iar volumele căutate, ţinând seamă şi de sensul direcțiilor z, fa fa Ca 

arătate în fig. 40, sunt: 

Fi Ca Pa —(3Xx1+2x2)4/6 x 4 X 5,885 X 4,588 

Ş Pa fa —4 x 5X 1/6 X 1 X 1,588 x 5,385 

9 PTR X2X1/6 XX 1 X 4,583 

9 Pas +3xt%x1/6xXh x 1 x 5,385 
Deducem: LL LL 

h=F.e fa €s/ Ca = + 20,000 t 

= F.E Şa €i/Ca a eu — 10,710 t 

F=F.e gi Șa/fa fi fa — 349 t 

Se vede deci că pe figură trebue schimbat sensul direcţiunilor «e și a 

pentru că le-am căpătat aci cu minus. 

Comparând rezultatele obţinute pe cale grafică cu cele obţinute analitic 

se constată o deosebire variind între — 1,2% și + 1,0%. „Aceste diferenţe sunt
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inevitabile, căci în calculul grafie se fac erori de așezări de puncte, de evaluări 
de distanţe, de” paralelism, ete. Calculul srafic are însă avantajul că operaţiile 
sunt simple, se pot urmări cu ușurință și nu este așa de supus erorilor grosolane. 
Calculul analitic, are avantajul că putem împinge aprozimaţiile până unde voim; 
însă este supus erorilor grosolane; este suficient să uităm o cifră din noianul 
de cifre de mai sus, pentru ca rezultatul să fie complet eronat. Mai are des- 
avantajul că eroarea nu se poate urmări aşa de uşor ca în calculul grafic, 

Se întrebuinţează după împrejurări unul sau altul, 

Aplicația Nr. 3. In aplicaţia Nr. 2 să presupunem că forţa Ft este constantă 
ca mărime și variabilă ca direcţiune, Se cere să se găsească direcţiunea ci așa 
fel încât efortul F,, în bară OA, să fie maximum. 

Din expresiunea lui F,, adică: 

r=Ro fa 3/9 a Ca 

se vede că singurul termen variabil este &, și pentru ca F, să fie maxim trebue 
ca 9 €a 4 să fie maximum. Aceasta are loc când cei doi vectori E Şi  Caa 
sunt paraleli, adică atunci când e este normal pe planul determinat de g, 
și ea 

Construcţia grafică care rezultă este foarte simplă: descompun pe A după 
& Și după o dreaptă normală pe 1. Dacă unghiul între e (normal pe planul 
determinat de, și £) şi a este 0 atunci L, = h/cos 0. 

Analitic, va trebui să găsim volumul paralelipipedului 9 ge ga. EL este 
egal cu baza (triunghiul OBC) înmulţit cu 1/ din înălţime, adică din 1. 

Suprafaţa triunghiului de bază cu laturile OB = 3,385 m., OC = 4,583 m., 
BC = 5,099 m. este 10,7788 m2. 

Deci: _ INI 
F=1, 10,788 x 1 x 6Xx4xX 3585 X 4559 _ 21,558 1, 

3 X 5,385 X 4,583 ÎX4 
Putem proceda la fel şi cu celelalte direcţiuni. 

  

Aplicația Nr. 4. Un trepied, OABC, susţine în punctul O o forţă de 10 tone 
(fig. 42). Lungimea picioarelor OA, OD, și OC este debm. 

Distanţele între picioarele 4, DB și C sunt: 
AB = 6m., BC=5m. și CâA=T m. Să se 
decompună forţa verticală de R=10u după 
cele trei direcţiuni 04, OB şi OC. 

a) Soluţia analitică. Notăm direcţiile U-1, OB 
şi OC respectiv cu gs Şa și a iar AC, CB și 
BA respectiv cu a, a, şi aa. Forţa Ii descom- 
pusă după cele trei direcţiuni ne dă: 

Re=Ff, + Fa și + Fa ca 
Dacă se multiplică această ecuație scalar cu 

Pa fa, avem: Figura 42 

  

Ref pF. în Șe e 
aşa, dar o singură ceuaţie cu o singură necunoscută. 

In mod analog avem: 

R ee a Fe a fa fi 

Ro fa = Fo ca pi fa 

5. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Nezistenţa materialelor,
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Deci, avem cele trei componente după cele trei direcţiuni. 

Rămâne să evaluăm volumele făcute pe unităţile de direcţiuni. g, ce, ete. 

Să evaluăm mai întâiu volumul q, 2 gs. Nu-l putem evalua direct ci eva- 

luăm patratul lui a cărui valoare este: 

a fa fi ff 

(și fa ga: = fi fa fe fa fa fe 

Cn Pa Va Ca Ca a 

Ne trebuese produsele scalare indicate aci. Din triunghiul 10B avem de 

exemplu: 

Gă=—62+6a 
sau: 

= fi — ee 
care ridicată la patrat ne dă: 

1=14+1—26 e 
din care deducem: 

& fa i A 

In mod absolut analox din triunghiurile BOC și CO4, deducem: 

fa Pa = 47/12 și $a fu = 93/12 

Dacă dezvoltăm determinantul, îl evaluăm și extragem rădăcina patrată, 

găsim: : 

C. Ca fa = 0,656 ni. 

Să evaluăm volumul 

Vectorul g este vertical și i dirijat de sus în jos, adică normal pe planul ori- 

zontal determinat de triunghiul «i BC. 

|
 

."
G as 

S
i
 

După sensul săgeţilor din fig, 42 şi vectorul aza, este normal pe planul 

orizontal și identic dirijat. Aceşti doi vectori diferă numai cu partea lor sca- 

lară, căci g are lungimea egală cu unitatea pe când az a, are ca parte scalară 

sinusul unghiului acestor doi vectori. 

Or, din triunghiul A BC putem deduce cosinul unghiului dintre a, și a. 

In adevăr, ecuaţia: 

7 up = —bas—5au 

ridicată la patrat ne dă 

19 = 36 ++ 95 + 600, 
de unde: 

aa3= —14/f5 

din care scoatem 

sin (au, a) = 2V6/5 = 1/4,0206 

Pentru ca vectorul az a; să aibă lungimea egală cu unitatea trebue împărţit 

cu sin (a, us) şi deci avem: 

Prin: urmare: 

Ca C3 a = ÎN aa 
2 ca Ga = 1,0206 as au pa Ța = 1,0206 a 

GA Ca S
S
I
 

+9 a 

Ne trebuesc produsele scalare indicate de determinant
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Procedând cum s'a arătat, obţinem produsele din alăturatul tablou: 

G Lăl li 
a 13,760 5712] —5/2 

a3 1p2 ap |—/ 

  

= 

  

Cu ajutorul acestor valori, găsim: 

sl
 

S Și si
 

e
 | = 0,35% 

0,139 

= 0,923 

PL 5402, PL 2USt, Piz 

G
l
 

"e | s
I
“
!
 

s
i
s
:
 

ss
] | 

b) Soluţia grafică. Vom dispune epura așa ca să avem simplificări de con- 
strucţie (fig. 43 a). In planul orizontal luăm BC perpendiculară pe lini 
pământ şi construim cu laturile 
date triunghiul A BC. In plan 

punctul O este punctul de inter- 
secţie al medianelor, In pro- aj 
iccţie verticală 0” este la-o 

înălţime așa ca OC să fie eval 

cu 6m. 

a de     
In aceste condiţii &, și a în 

proiecţie verticală se proiectează 
după o dreaptă și , prin altă 
dreaptă. In planul vertical des- 
compunen sarcina de D= 10t 
după cele două direcţii, având 
astlel proiecția verticală a lui fi. 
In planul orizontal o deducem 

numai decât. In acest plan des- 
compunem Fi, după ge și e pe 

    
cari le ridicăm şi în planul ver- 
tical, terminând astfel epura. 
Prin rotații deducem valorile 

  

forţelor în adevărată mărime. 19 $ a 
S'a obţinut: 

Figura 43 
P=5,5926, Pez012, Pe=396t “ 

Eroarea maximă este de 2,2%, pentru că în planul orizontal g, şi e se în- 
tâlnesc sub un unghiu relativ ascuţit. 

Aplicația Nr. 5. O grindă UA BC, tăcută dintr'o singură bucată, este arti- 
culată în O (fig: 44), sprijinită în A şi B de proptelele «i D și B E (articulate
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la extremităţi) și solicitată în C de o forţă verticală, ÎN = 3 tone. Dându-se: 

Oct =5m,A4B= BC=im,4D= 2m,BE=3m,0D=âm,0FE=6 

mși DE=3 m, și știind că punctele 0, D 

şi I: sunt într'un plan orizontal, se cer efor- 

turile în proptele și reacţiunea din 0. 

a) Soluţia grafică. Punem mai întâiu con- 

strucţia în epură (fig. 45 a). Luând ca plan 

orizontal planul triunghiului OD E, construese 

acest triunghiu. Consider punctul F, care 

împarte pe OLE în același raport în care «d 

împarte pe O B. Construese acum triunghiu- 

rile OA, D şi DAE, (cari sunt rabaterile 

triunghiurilor O.4D și DA E, respectiv în 
jurul laturilor OD şi DE, pe plauul orizontal), cunoscând toate laturile. 
Observ că punctul «i, proiecția orizontală a articulației «i, în rabaterile 
efectuate, s'a mișcat pe dreptele 4, a, și «la az, normale respectiv pe UD și 
DE, în jurul cărora s'a făcut rabaterea şi deci A se va găsi la intersecţia 
lor. Pentru controlul construcției, se poate considera şi triunghiul Oi Li, 
rabătut în jurul laturei UE, și punctul A va trebui să se găscască pe nor- 

  

Tigura Ah 

    
  

i 3- 

J 

7 — 

p, 
pr a 

pa, J pene fe 
1 j J 

N 

i j 

i n 
+ 

+ 4 

A 
N % 

A = 
i 

+ 

v 

i 

.-j 
și 
3 

  

    
Figura 45 

mala prin Aş la OE, (în epură nu este arătat). Odată aflată proiecția 

orizontală «1, găsim pe B și C utilizând relaţiile metrice date şi avem 

întreaga construcție în proiecţie orizontală. Aleg planul vertical astfel ca 

propteaua «d D să fie o frontală. Cotele punctelor 0, D și. E fiind nule, 

proiecţiile lor verticale sunt în O”, D' şi E”, pe linia de pământ. Cota punctului 

A este egală cu distanţa dela 24 la cercul cu raza A, a, cu centrul în a,
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măsurată paralel cu OD, lucru ce se vede ușor, Ca verificare, în epură am găsit 
cota aceluiași punct, ca distanţa dela i la cercul cu rază Aa az, cu centrul în 
+ măsurată paralel cu D E, și am găsit aceeaşi cotă, pe care luând-o pe linia 
de ordine a lui A am găsit pe A” şi apoi foarte ușor întreaga proiecţie verti” 
„cală a construcţiei. 

Să trecem acum Ia chestiunea de statică. Bara OA BC este în echilibru 
sub acţiuncă forţii verticale R 9 şi a reacţiunilor: Fe aplicată în O după o 
direcţie oarecare fo, Fi aplicată în A după direcţia proptelii AD (Și) și Fo 
aplicată în B după direcţia proptelii BE (4). Problema generală revine deci 
la descompunerea unei forţe R $ în spaţiu după direcţiile cunoscute £, și ga 
şi după direcţia "9, necunoscută trecând prin O. Ştim că poligonul forţelor 
își păstrează proprietăţile prin proiecţie. In planul orizontal Îi are proiecția 
nulă și deci proiceţiile E, > şi F, trebuind să-și facă echilibru vor fi concurente. 
Prin urmare, proiecția orizontală o rezultă unind pe O cu intersecţia propte- 
lelor. Să trecem la poligonul forţelor (fig. 45 b). In proiecţie orizontală el se 
reduce la un triunghiu cu laturile paralele direcțiilor o, Ea şi Pa» In proiecţie 
verticală găsese numaidecât direcţia rezultantei proiecţiilor Î şi E, Ex, 
utilizând un triunghiu oarecare (asemenea cu cel real) ca poligon de forţe în 
plan, deoarece direcţiile g', și 9'a se cunosc, Această rezultantă va trece în 
proiecţie verticală prin intersecţia d a direcțiilor Pa şi Fa și dacă ea ar întâlni în ca- 
drul epurei direcţia 7 a forţei Ii”, ar rezulta Fo, unind această intersecţie cu 0”. 
In general nu se întâmplă așa, și nici acum. Problema s'a redus la descom- 
punerea unei forţe Îi! (în planul vertical) după o direcţie a şi o alta ș'o, 
necunoscută, insă care trece prin O”. Facem acest lucru cu un poligon funi- 
cular trecând prin 0” cu 0, orizontal. Pentru a nu mai complica figura n'am 
pus în poligonul de poziţie nici Pe 223, deoarece impun poligonului funicular 
să treacă și prin d şi am asttel și direcţia 0, care se întâlneşte cu 0, în b pe 9. 
Trecând la poligonul forţelor găsesc. polul O, ducând prin extremităţile forţei 
1? paralelele N şi A la 0, și 6, 

Direcţia 0,, rezemând pe 9'e și 93 rezultă unind pe O' cu d şi deci A, de- 
termină, în poligonul forţelor prin intersecţia cu 2 pe Î! Şi ÎQ'aa. Descom- 
punând pe ultima după e, şi 9 am şi pe Î”, şi 4. Prin linii de ordine re- 
zultă poligonul de forţe în plan. | 

Prin rotații în jurul unei axe verticale pentru fă şi Î, și citire directă pentru 
Îi, (fiind frontală) am adevărata valoare la scară: 

Fo = 21 tone, :F, = 4,08 tone, Și Fa = 1,14 tone 

b) Soluția analitică. Forţa Tă este echilibrată de Ti, și F, din proptelele AD 
şi BE şi de reacţiunea Fe, din O. 

Vom avea deci: A 
B+ Fri, +F=o 

Toate acestea făcându-și echilibru trebue ca și momentul lor, luat de ex 
în raport cu punctul O, să fie nul, deci: 

dela + ass + aR = o, 
distanțele a putându-le măsura oricum deci și după dreapta OC. 

Insă după figură: 

, a, = 6 ş,, a=7 eu his = Face Fs = Fe a it = Re 
daa=ă S
|



70 
  

7 

şi atunci ultima ecuaţie se transformă în: 

SFin ea+6laa +?lhgueo=o, 

care multiplicată scalar cu ss şi €a ne dă: 

5Fe fata pe=o, 

Gr ft Insa , 
sau: 

SF fn fa fi=TRo e 
6/, fi fe f=T7ho ee 

Pentru a găsi valorile lui F3 şi [3 m'avem decât să evaluăm volumele in- 
dicate în aceste formule, 

- 
In expresia volumelor vor intra produse de forma iC Pi Ca etc. a căror Fei Pa Ca 

valori va trebui să le calculăm din dimensiunile geometrise ale fig. â4. 
Mai îutâiu se ştie că ag = fa = =, 
Apoi din triunghiul 0-1D, de ex., după sensurile din figură, avem: 

5 fa —2 fa—has=0, 
care pusă sub forma: 

5P = 2 ha 1 

şi ridizată la patrat ne dă: 

25 =4+16+16 ga 
din care deducem: e d, = 5/16 

Aceeaşi ecuaţie pusă sub forma: 
- ? 

O Pi — a Pa = 103 > 

şi făcând aceeaşi operaţie ne dă pige = 13/20. 

Dacă operăm în acest mod asupra triunghiurilor OAD, OBE și ODE pre- 
cum Și asupra patrulaterului „BED a cărui ecuaţie este: 

2 fa + a —3 ș—3a=0, 

prin multiplicări scalare convenabile sau ridicări la patrat, găsim toate produ- 
sele cari ne interesează şi cari sunt trecute în tabloul ce urmează: 

  

  

  

      
Să evaluăm deocamdată volumul qi Qi ga. 

  

a3 as fa e? 
z 37/40 — 7/8 1/4 13/20 

Z, 5/16 „—19,/48 61,/120 

z 71420 1/n 

dz —43,/48   
Cu datele de mai sus putem calcula patratul lui, care este: 

ff fn Ca fa 

(ae gs)? = fa Fa Ce fa fs | = 0,4218, 

fa Fa cata 
deei: . 

a fe ea = 0,650
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N 

Să evaluăm volumul e qi ga. 

Vectorul g este normal pe planul ODE; vectorul aza, este de asemenea 
normal pe acelaşi plan şi dirijat în sens contrar. 

Am putea să înlocuim unul cu altul, însă ge are lungimea 1 pe 
are o alta. Partea scalară a acestui vector este sinusul unghiului vectorilor 
a şi a și deci: 

când azag 

Vaza = V455/48 = 1/2,250 

Așa var, vectorul a cărui lungime este 1 _Na fi — 2,250 asa, şi deci avem: 23 $ 

  

9 = = — 2,230 dpa3. 

Volumul cerut va fi: 

— — — de Fi de €a E E Ca = — 2,250 az apa 2950 | a = 0,635 
e - “da Qi Aa 3 

Analog găsim: 

7 fa fi = 0,209 
Cu aceste valori -căpătăm: + IN , . 

Fa = 4103t , P=1125t. 

Ne mai rămâne să aflăm pe [e, căreia nu-i cunoaştem nici valoarea uici 
direcţiunea. "Ecuația: ” 

— Fo $e = Rgt f fa 

multiplicată scalar succesiv cu >, a Za ne dă componentele lui Fe după aceste 
direcţiuni. Chestiunea este clară, e vorba numai de calcule. 

Ne propunem aci să-i găsim numai valoarea numerică. Dacă ridicănu la 
patrat ecuaţia precedentă avem: 

Fe = Sr +aSFr, Za 2 9 Fa 
care ne dă pe Fe. 

Ne trebuese produsele de forma €£ Fe. 

Avem: -. | 

9 6, = — 2,950 asa Şe = — 0,913 
, 9 ea = — 2,950 aza ga = — 0,731 

iar din tablou avem: ! 

Ea a = 61/1420 = 0,508 
Cu aceste valori căpătăm: 

Fe = 9,093 t. 

Aproximaţia cu care am găsit aceste rezultate este aceea care rezultă din 
faptul că am făcut calculele cu trei zecimale. 

Comparând aceste rezultate cu cele grafice se observă deosebiri până la 
2% ceea ce este admisibil.



III. CURBE FUNICULARE. 

A) Ecuația curbei îuniculare. 

Am văzut cum se construește polisonul funicular al unui sistem 
de forţe finite [ cari ocupă anumite poziţii în plan. 

Să presupunem că am avea un sistem de forţe infinit mici, 
di, între cari distanţele, măsurate după o curbă oarecare So ar 
îi dso (fig. 46). 

In aceste condiţii, dacă se 

construește poligonul de forţe, 

se capătă o curbă a forţelor 

dF, iar poligonul funicular se 

transformă într'o curbă funi- 

culară s. ! 

Din curba forţelor rezultă 
imediat: 

(1) dP=dĂ=d(AW0) 

  

Tigura 46 

Să presupunem că raza vectoare care uneşte un pol O,, luat 
ca reper, cu un punct oarecare al curbei funiculare s, este r. Se 
ştie că avem: 

(2) di/ds=0 , d7/ds =3/r, 

Or, fiecărei raze polare Ă, care are direcția 0, îi corespunde 
un element ds de aceeași direcţie în curba funiculară și deci 
valoarea lui 0 din (2) putem so ducem în (1) şi căpătăm: 

(3) dE =d (N d7/ds)



sau: 

(4) di = 0 dN + > N ds/re 

Ecuațiile (1) și (2) sau numai (3) sau (4), definesc curba funi- 
culară în cazul cel mai general. 

Ecuația (4) dă componentele lui d după tangenta şi normala 
la curba funiculară. 

In cele ce urmează ne vom ocupa numai de cazurile simple 
cari le întâlnim în practică și anume când avem de-a-face cu sar- 
cini di” verticale și când raportăm curba funiculară la un sistem * 
de axe rectangulare, format dintr'o 
orizontală și o verticală. 

Dacă sistemul de axe este ales 
0    

za/ 
ca în fig. 47, avem evident: Pi 

(5) di = dP 4, 

“Ducând această valoare în (1), 
avem: 

ă 

Tigura 47 

(6) 2 dF = d(ANd) 

Dacă multiplicăm această ecuaţie scalar cu 5, avem: 

(7) d(N.05) = o 

însă expresia din paranteză nu este decât proiecția lui iY pe o ori- 
zontală, pe care o notăm: 

(8) W.0E = 11 

Și care în cazul nostru nu este altceva decât distanța polară, pentru 
ş . » pi . zi “ că poligonul de forţe s'a redus la o dreaptă verticală. - 

Din ecuaţiile (7) și (8) rezultă: 

(9) dl =o , deci [] =Ciă 

Aşa dar, în cazul forţelor verticale, pentru toate curbele funiculare, 
proiecția lui N pe aza orizontală E este o constantă. 

Dacă multiplicăm ecuaţia (6) scalar cu 1, avem: 

(10) dF = d(N.07)..



Din modul cum s'au ales axele de coordonate, avem: 

(11) VE = cos (0,8) = dz/ds 

Tij = cos (Dai) = sin (2) = dy/ds 

Dacă se ţine seamă de (8) și (11) ecuaţia (10) se tran- 
sformă în: 

(12) dF = 1 d (dy/dz) 

Aceasta este ecuaţia generală a tuturor curbelor funiculare în 
cazul încărcărilor verticale situate într'un plan. 

Observaţie. 

Vom presupune totdeauna forța dF dirijată de sus în jos. 
Dacă luăm axa 7] dirijată de jos în sus și dacă refacem calculul 

ca mai sus, găsim aceleași ecuaţii (10) sau (12) însă cu semnul minus 
înaintea lui dF. " 

Este bine să se precizeze dela început când obţinem plus și 
când minus. 

Mai întâiu se observă că de îndată ce ne-am fixat direcţia po- 
zitivă a lui A, rezultă și sensul pozitiv al arcului ds de curbă fu- 
niculară. 

- Să notăm cu 0 unghiul pe care direcţiunea +0 îl face 
cu + £. . 

Se mai observă că atunci când parcurgem curba funiculară în 
sensul pozitiv, dacă avem 0 = £7, unghiul 0 crește și obţinem 
semnul: plus înaintea ecuaţiilor (10) și (12) și minus când Da —Gp . ! 

Aşa dar, vom avea: 

+ d = d (X.0ij) = 11 d (dy/d2) 

după cum avem: 

Î» = + &9 

Cu această observaţie, ecuaţiile (10) şi (12) sunt generale.
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B) Curba funiculară a unei suprafeţe de : 
încărcări verticale. 

1. Generalităţi. 

Vom lua cazul foarte simplu când suprafaţa de încărcări re- 
prezintă niște sarcini verticale, cari se distribuese oarecum după 
o dreaptă orizontală Oz (fig. 48). 

Dacă valoarea încărcării întrun 

  

          

punct oarecare este p hg/nm, atunci Dai / 

avem di = p dz. 4 

Introducând această valoare în | E | 

ecuaţia (12) avem: a piara] 
p dz = 11 d (dy/dz2) ] | , 

sau 

(13) WI dy/da* = p 

i care este ecuația diferențială a 
curlei. funiculare. 

  

Să integrăm această ecuaţie | 
într'un interval oarecare 0— az, 0 Figura 438. 
fiind luat ca origine. 

Vom avea: 

(14) II (dy/dz — î3 09) =F 

în care 13 00 este valoarea lui dy/dz în origine, iar 

5) p =| paz 

adică suma forţelor între O şi z. 
Ecuația (14) ne arată că diferenţa tangentelor, între două puncte 

oarecari, este egală cu F/II. 
Dacă integrăm și ecuaţia: (14), avem: 

Pa 

II (y — yo — ate 00) =) Pda 
o 

Partea doua integrată prin părţi şi ţinând seamă de (15), ne dă: - 

A 

— (zar = ap —jiz p da 
* 

ks 

zP 
lo 

(ip dz = 

  

  

pentru că în origine atât z cât și F sunt nule.



z 

Insă z.p dzește momentul forţelor p dz în raport cu. originea. 

Dacă rezultanta lor, F; este la: distanţa a de origine, atunci 

|2naz=ar 
„ 

și deci 

| Paz=(2—a)F=3 
o 

nu este altceva decât momentul forţelor din intervalul o—z în 
raport cu punctul a cărui abcisă este z, şi avem deci: 

(10) Hy yo— ze 00) = AM 

Cu ajutorul ecuaţiilor (13), (14) și (16) putem rezolva o serie 
întreagă .de probleme, 

"Observaţiuni importante, 

19. Pentru calculul diferitelor elemente ale curbei funiculare, 

adesea este comod a lua ca variabilă cantitatea e definită de 
relaţia: 

(17) she = tg 0 = dy/dz 

care ne dă: 

117) | dy = sho.dz 

- În funcţiune de e putem exprima şi celelalte elemente ale curbei 
funiculare. 

De ex. dacă ţinem seamă că: 

cl? p — sh2e = 1 

deci 1/cos 0 =|/1Fig0 = che 

(18) cos 0.ch o =1 | 

iar expresia lungimii arcului este: 

(19) ds = dz/cos 0 = ch o.dz 

ecuaţiile (12), (14). şi (16) se transformă în: 

(20) II cho.de = dF 
(21) II (she — shoo) = F 

(92) E (y—yo— she) = M
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27. De asemenea adesea este comod a raporta curba funi- 

culară la un sistem de axe oblice, format precum urmează: axa 7) 

rămâne verticală iar axa €, face cu orizontala £, unghiul f. _ 

Abcisele z se măsoară după axa £ şi ordonatele ş, tot după n, 

însă dela dreapta £,. 

După fig. 49 avem: 

” y = mais 
care derivată în raport cu z și notând dy,/dz = sha, ne dă: 
(23) she =ig B+ sha 

și prin diferenţierea acesteia: 

(04) che do = cha da 

Ecuația diferenţială a curbei funiculare 

păstrând forma neschimbată și ecuaţiile   

      

  

(20), (21), (92) vor rămâne identice, însă 3 
unghiurile corespunzând lui a se ' vor 
măsura în raport cu axa £, iar ordonatele, i 
dela această dreaptă luată ca reper. E 

3. Prin integrarea ecuaţiei diferenţiale 
(13), care are două constante arbitrare, 
Ig 00 și Il, se mai introduce o constantă arbitrară, vo. Așa dar, 
avem în total trei constante arbitrare şi deci putem impune curbei 
funiculare trei condiţii, ca de ex. să treacă prin trei puncte date. 

4. Ecuația (13) ne arată că poligonul Junicular ne dă posibili- 
tatea să integrăm grafic, ecuaţii diferenţiale de aceastii formă. 

5*. Grafic nu putem obține o curbă funiculară pentru că nu putem 
face diviziunile dz infinit mici. 

Este o imposibilitate materială, 

Figura 49 

Practic se ia diviziuni finite Az, cari multiplicate cu p, ne 
dau niște forţe concentrate, AF, finite și aplicate în centrele de 
greutate ale suprafeţelor de încărcări respective. Prin urmare, su- 
prafaţa “continuă de încărcări o înlocuim cu o serie de forţe con- 
centrate. | | 

6. Din ecuaţia (14) se vede că tangenta întrun punct oarecare 
al curbei funiculare, este dată de suma forţelor cuprinse între ori- 
gină şi punctul considerat. Ori suma forţelor concentrate AF este 
aceeași cu suma forțelor continui, p dz, numai în dreptul punc- 
telor de diviziune. Așa dar, tangenta la curba funiculară coincide 
cu latura poligonului funicular, făcut cu forţele concentrate, AF 
numai în dreptul punctelor de diviziune.



ă "78 

Mai mult. Ecuația (16) ne arată că momentul forţelor concen- 
trate, AF, este același cu momentul forţelor continui, pd, numai 
în dreptul punctelor de diviziune. Deci şi ordonatele curbei funiculare 
în dreptul punctelor de diviziune sunt aceleași cu ordonatele poli- 
gonului funicular. Prin urmare atât tangenta cât și ordonata curbei 
juniculare coincid cu latura şi cu ordonata respectivă a poligonului 
junicular în punctele de diviziune. | 

Acest fapt își-are importanţa sa, căci poligonul funicular ne 
dă ordonatele exacte și tangentele exacte ale curbei funiculare, în 
dreptul punetelor de diviziune. 

Prin urmare, curba funiculară este o curbă înserisă în poligonul 
funicular, punetele de contact fiind bine stabilite. 

Aceasta ne permite, pe de o parte să luăm diviziunile dz de- 
stul de mari, iar pe de altă parte să trasăm curba funiculară cu 
ușurință și destulă exactitate, 

Se întâmplă adesea că ne interesează numai anumite puncte 
ale curbei funiculare, 

In aceste euzuri, observaţia aceasta ne dă posibilitatea să facem 
mari simplificări, atât în calculul grafic cât și în cel analitic, 

2. Parabola. 

In cazul când încărcătura p este uniform distribuită, deci con- 
Slantă pe unitatea de lungime măsurată după $, atunci curba fu- 
niculară este o parabolă. 

In acest caz di = pdz și ecuaţia (20) se transformă în: 

(93) II che de = p de. 
Dacă notăm: 

(26) Il/p =c 

atunci ecuaţiile (25), (17) și (19) se transformă în: 

2 da = cchede 

(28) dy = cshochedo 

(29) ds = cele do | 

cari integrate nedefinit, ne dau: | 

(30) 2 =csho+C, 

(31) y = tesh?o + Ca 

(32) | s ] sc(etish20) + Ca
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Dacă raportăm parabola la axele £, 7, ţinând cont de relaţia (24) 
avem: 

(33) ” dz = c cha da 

(34) | dy, = c sha cha da 

(33) ds = cchocha da 

Să presupunem că parabola trece prin punctele A și B între 
cari distanţa este Î, diferența de nivel h, iar distanţa orizontală 
între ele Î. Lungimea parabolei este s. Ordonata maximă miisu- 
rată dela axa £, o notăm cu p, iar dela axa E, cu w, originea 
fiind în A (fig. 50). 

Dacă integrăm ecuaţiile (33) și (34) în intervalul «4 B, avem: 

l = e (sha, — shag) 

0 = 3 ce (sh?a, —sh?a0) = 1 l(sha, + shag) 
în care ao și a, sunt valorile lui a 

în A și B. Din ultima relaţie de- 

ducem că ap şi a, sunt egale și       

  

R
I
 

- 
i 

de sens contrar. Notăm cu ag va- 

loarea lor comună. Dacă în origine 

ro
na
ea
e 

A 
co
an
a 

| 

are valoarea — ag, în B va avea 

valoarea + ao, şi în acest caz 

prima relaţie se reduce la: 

(36) | = 2 e shag 

Ordonata maximă o, va fi 

x
 

acolo unde tangenta la parabolă Figura 50 
este paralelă cu AB. Integrând! o. 
ecuaţiile (23) și (34) între AA și acolo unde tangenta este 0, avem: 

2 = c(0+ sh a) = ce sh ap =1/2 

(37) = — tc sh?ag = — 4 sh ag = —12/8c 

Ordonata maximă v.va fi acolo, unde tangenta la parabolă este 
orizontală. E 

Ținând seama de seninul lui ag în origine, avem: 
she = îg B —,shag 
she = is B+ shag- 

Abseisa și ordonata punctului unde e este maxim sunt: 

(38) 

(39) z = —c she 

p = — cs? 

cari ţinând seama de (28), ne dau: 

(40) | Ishag = h— 9% -L 2 V o (p—h) 

7
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Să exprimăun lungimea arcului s în funcţie de sk ao. 
Dacă serim lungimea arcului s între A și B, adică între gg și fa 

avem din (32): 

(41) s = ele — got 3 (sh 2es— sh 2g0)] 
Dacă se ţine seama de (36) și (38) și se formează și notează ex- 

presia: 

(LE) G—0=e 
se obţine: 

(43) fi— Cot i (sh 2, — sh 200) —4 (1 + e) shop =0 

o ecuaţie transcendentă în ag, care se rezolvă prin încercări, corec- 
iunile făcându-se cu formula: 

(44) ”) A shas = 4/4 [1 + e —+t (che + che,)) 

Metoda dă rezultate exacte, însă necesită calcule multe. 
In cazul când ag este mic, putem face un calcul aproximativ în 

modul următor. Din ecuaţia (23), ţinând seamă că avem tg 6=h/l, 
deducem: 

cl? 9 = (1/02 + sh?a + 2 h sha/l 

care pentru valori mici ale lui a, ne dă: 

(45) che = (1/0) + (Ish?a + 2 h sha)/2 1 

Introducând această valoare în (35) și. integrând între A și B 
adică între —- ag şi + a și dacă notăm: 

(46) - (s—l)l/E = a 

obţinem: - 

(47) sh?a9 = Ge, 

Această formulă, pentru valori apreciabile ale lui shag, ne dă 
aproximaţii prea mari. 

*) Ecuația (43) este de forma: (a) /-(shas) = 0. Luând o valoare apro- 
piată, înseamnă că avem: (b) shas'= shag — Asha și prin înlocuire f (shas') = 
/ (shas — A4shaa) = A F-0, care prin scădere membru cu membru din (a) şi 

împărțire cu Asha, conduce la: 

[f(shas)— f (shas — A sha.)! |Ashas == — AJA shas 

și fiindcă suntem în vecinătatea soluţiei avem valoarea corecţiunii ce rezultă 

din (0): Asha, = — Alf'(sha,).
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Avem și o formulă intermediară între (43) şi (47) şi anume: 

(48) Qo + shag [chag — 2 (1 + 2)]=0 , 

care este exactă pentru cazul, k = 0. Şi aceasta se rezolvă prin 
încercări corecțiunile făcându-se cu formula: 

(49) d shao = A (1 + e, — chag) 

Gradul de aproximaţie al forinulelor (47) și (48) îl apreciem com- 
parând rezultatele cu cele date de formula (43) (vezi aplicaţia Nr. 6). 

Cum se vede, cu oricare din ecuaţiile (43), (47) sau (48) găsim 
valoarea parametrului ag care introdusă în ec. (36) ne dă valoarea 
constantei c și din ec. (26) avem tensiunea orizontală [1 = p.c, ete. 

3. Lănţişorul. 

a) Când încărcătura p este uniform distribuită pe unitatea de 
lungime de arc, atunci d/ = pds, şi ecuaţia (20) se transformă 
înt 

(50) II che de = p ds, 

care este ecuaţia diferențiată a lănţişorului. 
Dacă se ţine seama de (26) atunci ecuaţiile (50), (17) și (19) se 

transformă în: 

(51) dz =cde 

(52) dy = cshede 

(53) ds = ccheode 

cari integrate nedefinit, ne dau: 

(34) z=ce +C, Ă 

(55) y = cche+C, 
(56) s = cshe+C, 

Dacă lănţişorul trece prin punctele 4 şi B cărora corespund 
Co ȘI &, atunci avem: - 

(57) l= c (e. — co) 

(58) h = e (ch e, — ch e) 

(39) s = c(shg — sh eo) 

6. 1934, Gh. Im. Filipescu. Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelur,
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In loc de variabila e luăm alta, a, așa fel.ca: 

-G
 = Poza 

Co =wo—a (60) “o Po o 

fi = po + do 

In aceste condiţii ecuaţiile precedente în intervalul A B, adică 
între — ag și + ag, iau forina: 

(60) : | =2c co | 

(62) | h=2ec shpo shas ” 

(03) 3. = 2 c clipa shag 

Dacă se ridică la patrat ultimile două ecuaţii, se scad una din 
alta, se ţine cont de (01) și se notează: 

(04) VeZii/=1+a 

căpătăm: 

(65) shapg— (1 + €.) 0 = 0 

ecuaţie transcendentă care se rezolvă prin încercări. Odată ce am 
găsit o valoare aproximativă a lui ag corecţiunea o facem cu ajutorul 
formulei: 

(66) A ag = A/(L: + e, — chas) 

Pentru valori mici ale lui ao, avem aproximativ: 

(07) ag =6a 

Dacă se împarte (62) prin (61) sau (63), se obţine: 

(08) . ship = tz B/(L + e.) sau thwpo = h/s 

Cu ajutorul formulelor (60)— (68) putem găsi toate elementele 
curbei funiculare. 

b) Lănţişor trecând prin trei puncte, A, B şi C. 

„_ Vom aplica ecuaţiile (61) — (63) punctelor B şi C. Dacă punctului 

C, de coordonate z, Y, îi corespund eleinentele v și a, atunci, din 

primele ecuaţii (61), rezultă: 

(69) ap/l =a/z =hk=1/de 

de unde: 
(69) ao =, a = ah
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conform ecuaţiei (60), în origine avem: 
(00) fo = Wo—d9 =p—a 

Dacă pentru ambele puncte (B şi C) împărţim (02) prin (61) şi 
ținem seama de ecuaţiile (69) și (60), avem: 

h k/sh ÎR = sh (co +lk) 

yl:/sh a = sh (co + zh) 

care ne dă ecuaţia în d: 

(71) arsh (hle/sh Ik) — ar sh (yk/sh ah) — (l— a) hk = 

Obţinem o valoare aproximativă a lui k desvoltând îi în serie, 
și păstrând termenii la puterea întâia: 
(72) , hjil—y/a =(l—ah 

Dacă voim valori mai exacte, rezolvăm prin încercări ec. (71) 
corectând pe k cu ajutorul formulei aproximative: 
(73) dk = 4/7 (+ ay) R/6+ I— a] 

Din cel mult două încercări ajungem la valoarea aproape exactă 
a lui Ii. 

(70) 

c) Lănţişor trecând prin punctele A şi B şi cu tensiunea 
N în B cunoscută. 

Avem A = 1 ch (po +- ao). Dacă notăm cantitatea cunoscută 
N/p =c, atunci: 

c = Ja (wo + ao). 

Din ecuaţiile (61) și (62), deducem 

Ich (po + ao) = 2 e. ag 

h ch (po + aa) = 2 es shipg shag 

Eliminând pe wo între aceste ecuaţii obţinem ecuaţia: 

(74) E /as +- h?/sh?ag— (2 e, — )?/ch2ay = o 

în Gg, care. se rezolvă prin Încercări. 
O valoare aproximativă a lui ao, pentru valori mici ale lui, este: 

(75) ag = (E + 19/72 a — hp 
Corecţiunea lui ag se face cu ajutorul formulei 

(76) A ao = 4/2(£/as + I2 chas/shag — (2 e, — h)? shao/ch3ag] 

Calculul urmează după norma indicată mai sus. 
Având pe ao. din formula (68) deducem sh Po» Î], etc. 

g*
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4. Alte curbe funiculare. 

a) Să se găsească curba funiculară pentru o încărcătură de formă: 

P=PotFhiX pax... 

așa fel ca în originea A, să avem: 2 =o0, y =0, (9 0o =o, iar în 

punctul B, z=l,y=h. 

Avem 

(77) N d:y/da = pot pitt pote... 

care în condiţiile problemei, ne dă: 

(78) Il dy/da = pot pi? /A+ pa 8/3... 

(79) II y = po22/2+ pa 22/06 + pai [d +... 

Pe II îl determinăm din condiţia: 

(80) - IIh = pot /f2+ pb/6-+ pai [2 

Avem deci toate elementele pentru determinarea curbei funi- 

culare. 

b) Să se găsească curba funiculară ale cărei ordonate, măsurate 

dela o linie orizontală, multiplicate ca un factor oarecare, să 

reprezinte chiar încărcătura curbei funiculare. 

Vom avea deci 

(31) Ul dy/dz =7y 

„ Dacă punem 

(82) [ll = 

căpătăun ecuaţia 

(83) dy /da —a02y =o 

a cărei integrală este: . 

(84) y = chaz + B shaz 

în care A și B sunt două constante de integrare. Dacă ne impunem 

condiţia ca în origine să avem: y = o și dy/da = te 0 găsim: 

Ă = Yo şi B = 9 0o/a 

Și dacă în BD avem 2 =] şi y =h rezultă: 

(55) h = Yo chal + tg 0o shal/a 

ecuaţie în a, care se rezolvă prin încercări. Când îg 00 =0 avem: 

($6) | Y = Yo chaz şi h = yochal
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C) Aplieaţii. 
Aplicația Nr. 6. Se dă un cablu (fig. 51) suspendat între punctele A și B 

situate la distanţă orizontală și verticală respectiv de l=10 m şi k=1m 
şi care trece prin punctul C, situat la mijlocul deschiderii [ şi cu 0,5 m sub ori- 
zontala lui «4, EI este încărcat cu o sarcină verticală unilorm distribuită p = 14/m 
de proiecţie orizontală și cu trei forţe concentrate: fi, = 34, [, = 5 și Fs= "7 
situate respectiv la 2, 3 şi 7 m de punctul «1. Se cere: a) Tensiunea orizontală 
ÎI şi tensiunile în A și B. 0) Ordonatele cablului în dreptul forţelor concentrate, 
c) Coordonatele punc- 
tului cel mai de jos al - 
cablului. 4) Punctul cel 9 fat fst zi 8 
mai depărtat al cablu- e amo pm bo. qm aa 
lui de dreapta 4 B, 4 

i 
a) Luăm originea a] £ 

axelor de coordonate - = . eo eee P ccae ao da oana ae Mancarea în «l, cu axa 2 verti- s iti 5 

   

P
A
 

    

  

Vi
   

  cală de jos în sus și £ fie” 
orizontală. Avem astfel m

o
t
o
 

o
a
z
ă
 

| 
Tigura 51 0v = 5 şi vom lua 

semnul plus înaintea 
. forţei elementare dF. Ecuația (22) în punctele B şi C, cu: 

Mn = 3 10.1.10 + 3.7 + 7.5 + 3.8 = 130 tm; 
MC = .5.1.5.+ 2.5 + 3.3 = 315 îm, 

ne dă: ' 

II (1,00 — 0 — 10 sh o) = 130 şi 11 (— 0,50 —0—5 sh fo) = 31,5 
din cari: 

£h co = — 193/6170 = — 0,288 și l=3%3p5t, 
Avem apoi: 

che = VII she = VI 0288: = 1,041 
Și din ec, (21) aplicată punctului B, cu F= 1.1043 +5 +7= 2951 

she = she + FII = — 0,288 + 25,/33,5 = 0,458 
ȘI 

ch ea = VI sit = VIP O0A382 = 1,100 
şi cu acestea: 

Na = ch ge = 33,5.1,041 = 34,7 6; Na = 30,55 t, 
Componentele verticale le găsim uşor cu: i 

Va = HI t90o = she = 33,5.0,288 = 9,651 și Va = 15,354, 
sau, pur şi simplu, luând momentele în raport cu A și B. 

Ecuația (22) ne dă ordonatele în dreptul celor trei forţe. Cu: M, = 
>= 2im, AM = 3 3.1.3 + 3.1 = 75 in și M= 48,5 im avem: 

Vi AM/I + zh go = 2/33,5 — 2.0,288 = — 0,516 m. 

D) 

vo, 

şi analog: 

Va = —0640 m şi y,= — 02310 m.



86. 

c) Punctul cel mai de jos al cablului este caracterizat prin dy/dz = te 0 = 

she = 0 şi ecuaţia (21) ne dă: - 

„PI (0— sh eo) = 33,5.0,288 = 9,65 4 

Aceasta are loc în dreptul forţei Fa, deoarece până la ea av vem = = 3.1+3= 

6 tone şi după ca F'=6+5= 11 tone. ” 

d) Punctul cel mai depărtat al cablului de dreapta 21 B este caracterizat 
prin diy/dlz = (ș0 = she= h/l şi ec. (21) ne dă: ” 

F=1 (h/l— sh go) = 33,5 (1/10 + 0,288) = 134 

şi punctul, în dreptul căruia avem aceasta, este din întâmplare chiar C. Dis- 
tanţa căutată este Î m măsurată pe verticală. 

Curba se compune din patru arce de parabolă. 

Aplicația Nr. 7. Se dă un cablu, lung de s = 600 m, suspendat între pun- 

ctele A și B, situate la distanţă orizontală 

și verticală respectiv de: 1= 400 m şi 

h = 100 m, care suportă o încărcare 

p= li/m orizontal (fig. 52). Se cere: 

i a) tensiunea orizontală 11; b) săgeata 

| maximă v și c) tensiunea maximă A. 

mii e 400 mona -Î Calculăm mai întâiu parametrul ae. 

Vom utiliza pe rând cele trei formule (47), 

(48) şi (43) în ordinea aproximaţiilor ce 

  

Figura 52 

ni le dau. 

1) Prima formulă cu 

= VE = |/4002 + 100 = 412,311 m. 

e = (s—l) 1/2 = (600 — 419,311) 412,811 ,/4002 = 0,48% 

ne dă: 

shag = V6e, = V/6.0481 = 1, 

2) Această valoare aproximativă o introducem în a doua formulă apro- 

ximativă (48), Pentru că e vorba de un calcul aproximativ ne mulţumim cu 

valori cu câte două cifre zecimale şi cu calculul cu rigla. Avem: 

shao = 1,70; Co = 1,30, chaos = 1,97 

zi = 1,30 + 1,70[1,97—2 (1 + 0,484)] = — 0,40 

A shag = — 0,40/2 ([1 + 0,484 — 1,97) = 0,41 

Aşa dar sha, = 1,70 + 0,41 = 2411 
Pentru că este vorba de calcul aproximativ pentru 'sha, vom lua va- 

loarea din tabele care se apropie cel mai mult de 2,11. Așa avem valorile 

shas = 2,106; ao = 1,490; chaos = 9,331 | 

pentru cari avem: | 

d == 1,490 +- 2,106 [2,331 — 2,968] = 0,148 

zi shag = 0,148/2 [1,484 — 2,331) = — 0,088 

care ne dă sh ao = 2,106 —:0,088 = 9,018.
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Această valoare sau una apropiată cum ar fi de exemplu sh ag = 2,02, 
ca să avem calcule numerice mai uşoare, o introducem în formula (43). Ţinâud 
cont de (33) avem: - 

sh eo = 100,/400 — 2,02 = — 1,770; ch fo = 2,033, 

sh 2 go = — 7,196; go= — 1,336 

sh a = 100/400 + 2,02 = 2,270; ch e; = 2481 

sh 20, = 11,262; ge, = 1,558 

Şi cu e = (600 — 100) 7400 = 0,5, avem: 

«1 = 1,336 + 1,558+ + (7,196 + 11,262) —a (1 + 0,5).2,02 = 0,003 

«| sh ao = 0,003/4 [1 + 0,5 —4 (2,033 + 2,481)] = — 0,001 
Obţinem deci: 

sh ag = 2,019 

Ne oprim la această valoare, 
Se observă că formula aproximativă (48), dă rezultate foarte apropiate de 

cea exactă, (43). 

a) Din formulele (26) şi (36) deducem: 

H = pe= pl/2 shas = 1.400,/2.2,019 = 99,05 1 

b) Din ecuaţia (39) şi (26) cu: 

Sh o = 100/400 —- 2,019 = — 1,769 Îi 
rezultă: : 

= —lsh? ca/h shag = — 400. 1,7692/4.2,019 == — 153 m 

c) Cu relaţiile (38) avem: 

sh e, = 100/400 + 2,019 = 2,269 și che, = 2,4780 

Ap = Il ch şi = 99,05.2,4780 = 245,6 t 
Aplicația Nr. 8. Se dă un cablu, lung 

de s = 370 m, suspendat între «i şi B 
(fig. 53), situate la distanţele = 350 m 
și h = 50 m, măsurate respectiv orizontal 
şi vertical şi încărcat cu o sarcină uniform 
distribuită pe unitatea de lungime a ca- 
blului p= 2 hkg/m. Se cere: a) Tensiunile N 
HI, Xa și Nan, b) Coordonatele vârtului. ' 

a) Ne alegem axele ca în fig. 53, Figura 53 
Ecuația (64) ne defineşte: i 

  

  

1 e = Vs ie /i= 3707 502/350 = 1,04745 
şi cu aceasta, formula aproximativă (67) ne dă: 

ao = V6e, = V/6.0,01745 = 0,534 
Rezolvăm acum ecuaţia (65) începând cu: 

. ao = 0,53; shag = 0,55516; chaos = 1,14377 
Rezultă: 

d = 0,55516 — 1,04745. 0,53 = + 0,00001
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și din (66): 

A as = 0,00001/ (1,04745 — 1,14377) = — 0,00010 
și deci 

ap = 0,53 — 0,00010 = 0,52990 

iar formula (61) ne dă: 

și Ș 

c = 1/2 ae = 350,2. 0,52990 = 330,24 m 

II = cp = 9.330,24 = 660,5 kg 
Din (68) avem: 

(3hipo = h/3 = 50/370 == 0,135135; -*. wo = 0,13583 
și deci: 

j 

   

fo = to — do = — 0,39410; sh go = — 0,40438; ch es = 1,07868 

Fi = Pot Co = 0,66570; she, = 0,71598; che, = 1,22990 

Na = II ch ea = 660,5.1,07868 = 712 kg, analog N = SIL kg. 

b) Pentru vârt avem: ta 0 = she = 0 și ecuaţiile (54) şi (53) ne dau: 

a = c(p— go) = 330,24.0,39410 = 130,14S m 

y = e (che — ch go) = 330,24 (1 — 1,07868) = — 95,953 m 

Aplicația Nr. 9. Se dau trei punete 4, B și C prin cari trece un cablu ce 

este încărcat cu o sarcină unilormă 

distribuită pe lungimea cablului, p=5 

lg/m. Distanţa între punctele «i și B 

este de Î = 400 m şi h = 100 m, mă- . 

surate pe orizontală și verticală (fig. 54). 

Coordonatele lui C, faţă de 4 ca ori- 

gine, sunt: 2 = 100 m şi y = — 100 m. 
Se cer: a) Tensiunile HI, Na și Wa, 

5) lungimea cablului s și c), coordona- 

tele punctului cel mai de josal cablului. 

Figura 5 a) Aplicând formula aproximativă 
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(72) avem: 

k= (100 /200 + 100/7100) /(400 — 100) =: 0,0042 
ar (71) şi (783) dau succesiv: 

A = ar. sh[0,82/sh (0,42.4)] — ar. sh [— 0,42/sh (0,42)] 
— (400 — 100).0,0042 = — 0,238 

A l = — 0,238 44100.00 — 100.100) 0,0042/6 -+ 400 — 100] = — 0,0007 
şi deci: 

I = 0,0042 — 0,0007 = 0,0035 

analog avem: 
A = — 0,000156; A hk = —5.10—7=0 

și deci: 

ȘI Ș 

Il = 0,0035 

Rezuliă: 
c= 1/2 = 1/2.0,0035 = 142,9 m 

II = ep = 1499.5 = 7145 kg
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Din (69) avem: 

do = ll: = 400.0,0035 = 1,4 și shas = 1,90430 

şi din (62): 

slpg = hi; /sh as = 100X0,0035/1,90130 = 0,1838; 1 = 0,1828 
şi cu: 

fo = Mo — Up = — 1,9172; cheo = 1,8369 

Ca 22 of up = 1,5828; che, = 2,5370 

avern: Ă 

Xa = 1 ch eo = 114,5.1,8369 = 1312 kg; analog Nu = 1513 kg 

5) Cu teh we = 0,1808, formula (68) ne dă: 

s = hi /tgh wo = 100/0,1808 = 353,1 m 

c) Pentru vârt avem: (ş 0 = she = 0 și formulele (5%) și (35) ne dau: 

z = c(e— e) = 1499. 12172 = 1735 m 
1 = ceh e — che) = 142,9 (1 — 1,8369) = — 119,6 m 

Aplicația Nr. 10. Un cablu este suspendat între punctele «l'și B situâte 
la distanţele 1= 300 m și h=120m, 

miisurate respectiv pe orizontală și verti- 

cală (fig. 55). EL este încărcat cu o sarcină 

p = 8 hg/m de cablu și rezistă la o ten- 

siune maximă de N == 3000 kg. Se cere: 

aj tensiunea orizontală în cablu, IÎ. d) 

lungimea cablului s și c) coo.donatele 
vârtului. 

  

a) Căutăm mai întâiu valoarea para- 
metrului ag. O valoare aproximativă ne-o 
dă ec. (75). 

ast = (300: +- 1202) /(2.3000//8 — 120): = 0,263; as = 0,51 

Figura 55 

Formulele aproximative ne dau totdeauna valori mai mici pentru a. Ele 
ne indică numai regiunea în care se găseşte soluţia exactă. Deci vom încerca 
cu valori ale lui a, > 0,51. 

Trauscrim încercarea făcută cu 

a, = 0,6; sh ag = 0,63665; ch a, = 1,18547 

O parte din calcule sunt făcute cu rigla de 25 cm. Avem: 

4 == 3002/0,62 -+ 120=/0,636652 — (2.3000,/8 — 120)2/1,183472 = 3104 
A ao = 310% /2[300:/0,62 +- 1202.1,18547,/0,63665% — (2.3000,/8 — 

190)* 0,63665 /1,185472] = 0,0047 
Dacă încercăm ag = 0,6047 găsim: 

ao = 0,60475; sha, = 0,64230; 

soluţie la care ne oprim. 

Din formula (61) avem: 

e = 1/2 aa = 300,/2.0,60475 = 248,04 m; II = cp = 248,04.8 = 1954 ke.
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VW) Din formula (65) și (63) avem: 

sh po = ao h/l sh ag = 0,60475.120/300.0,6 230 = 0,37662 
și cu 

= 0.36824; ta mp =0,35944 
din (68) avem: 

s = h [tape == 120/70,352%1 = 310,48 m 

c) Vârlul e caracterizat prin (20 =she=0. 

Cu ga = to — ap 2 — 0,2365]; ch pe == - 1,0281 din (5%) şi (55)rezultă: 

= c(p — e.) = 218,01.0,23651 = 58,66 m 

y= e (eh e — ch eo) = 248,04 (1—1,02811) = — 6,97 m 

Aplieaţia Nr. 11, Să se construiască curba [uniculară, raportată la DE ca 
ax $, trecând prin A (9mslm) și B (Bu, 3m), eu tangenta în A orizontală (fig. 

36), a incărcărilor proporţionale cu or- 

donatele ci proprii, p= py = 1,8 yt/m 

orizonta!, Aceasta reprezintă o încăr- 

cătură de pământ. Vom presupune că 

normal pe planul curbei luăm o grosime 

de pământ egală cu ln. 

a) Soluţia analitică. Luăm axa 2 

verticală de sus în jos pentru ca Gr = Ey. 

Ecuația (86) aplicată în B ne dă: 

. 3 = 1.ch6a 

care prin rezolvare ne dă: 

a = 0,29379 

Aplicând ecuaţia (86) y = yo char din metru în metru avem: 

a =0 1 2 3 4 5 6m 

=> 1; 1,043; 1,178; 1,41%; 1,774; 2,987: 3,000 m 

  

Figura 56 

Impingerea orizontală este dată de formula (82): 

HI = p/a* = 1,8/0,29379 = 20,554 t 

Putem evalua și încărcătura totală: 
l l 

(87) F = ( pydz = 7Yo | ch axdz = 7yo sh al/a 
„0 , „0 

sau numeric: 

F = 1,48.1. / 35—1/0,29379 = 17,329 t 

b) Soluţia grafică. Pe epură (fig. 57) s'au dus dreptele -1C și DE paralele 
la distanţa de 1 m. Curba funiculară va trece prin «1 și B și va fi tangentă în 
| la dreapta AC. 

Pentru curba «i B luăm o curbă absolut arbitrară, care însă să corespundă 
condiţiilor de mai sus. În aceste condiţii luăm cercul tangent în «A și care trece 
prin B. Dacă aceasta este curba funiculară, atunci încărcătura este dată de 
ordonatele y, mărginite la dreapta DE şi acest cere. Impărţim DE în 6 părţi 
şi vom lua ordonatele la mijlocul taţii, diviziunilor, Acele ordonate y mul- 
tiplicate cu 1 m dau forţele Fi, Fe, Fa. .Fa după ce le-am multiplicat cu ș. 

In poligonul forţelor am luat jumătate din aceste ordonate pentru a nu 
eși poligonul prea mare.
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Aceste forţe le vom presupune aplicate la mijlocul fiecărei diviziuni, deși 
de fapt ele ar trebui aplicate în centrul de greutate al fiecărui trapez, căci su- 
prafaţa individuală este un trapez cu 2 laturi verticale, o latură orizontală 
și alta arcul funicularului. Aceartă aproximaţie, după cum se va vedea, n'are 
mare importanţă asupra rezultatului. 

Cu ajutorul polului O.şi deci cu distanţa polară OC, = 4,5 m, construim 
poligonul auxiliar A, B,, Măsurăm pe epură la scară B, C, = 2,64 m. Pentru 
ca să avem BC, = 2 m, trebue să luăm altă distanţă polară 17, așa fel ca: 

2 = 26% x h,50 
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de unde: 
II = 594 metri 

Luăm deci CO, = 5,9% și 'construim 

al doilea poligon funicular — în figura de sus — care trece prin «i şi B. 
Se observă că acest poligon funicular este foarte apropiat de cerc, 
Dacă se: măsoară ordonatele din metru în metru. se găseşte: - 

z=0 1 2 234 5-6 

y= 13; 1,04; 1,18; 1,40; 1,77; 2,28; 3,00 

  
deci valori foarte apropiate de cele calculate. . : 

Ar trebui să luăm ca încărcări ordonatele nouii curbe funiculare. Dacă 
se evaluiază această încărcătură, pe baza ordonatelor de mai sus, se găseşte 
967.7, când prin calcul s'a găsit 9,63 p:și ar trebui să construim un nou po-
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ligon funicular AB. Când două asemenea poligoane funiculare coincid, atunci 
acestea reprezintă soluţia definitivă. 

Diferenţele fiind mici, ne mulţumim cu poligonul funicular AB ca soluţie 
definitivă. 

Avem deci: 

paz = 1,8.9,63 = 17,334 
iar HI = 9.59 ,p = 91,35 t 
care diferă cu 2,5% de valoarea exactă. 

Aplicația Nr. 12, Să se găsească 

curba funiculară a încărcărilor cuprinse 
  între o dreaptă orizontală și curba [u- 

niculară 24CB (fig. 58), care are ordo- 

natele în i și B, distanţate orizontal cu 

100 m, egale respectiv cu 25 şi 15 m. In 

punctul C, unde tangenta este orizon- 

tală, ordonata este 1 m. Ordonatele 

Figura 58 reprezintă o încărcătură de pământ 

cu p = 1,8t/m2. 

a) Soluţia analitică. Vom lua originea 

axelor în O, pe verticala lui C și aplicând ecuaţia (86) punctelor A și B avem: 

25 = 1.chax şi 15 = Î.chaz 

  

  

  

de unde: 
ar, = 3,911625 şi ax, = 3,400084 

şi deci ţinând seamă că zp. + z, = 100 m avem: 

a = 0073117 şi 20 = 5349Sm ; 7, =—16,5020m și II= 936,7 

Sau calculat ordonatele curbei din 10 în 10 m cu formula (86) şi s'a trasat 

curba prin puncte (fig. 59) numai ca ochiul să se deprindă cu alura unor astlel 
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Figura 59 

de curbe. Până la ordonata y == 15 m curba este simetrică în raport cu ver- 
tizala punctului C. Valoarea încărcăturii conform formulei (87) dela aplicaţia 
Nr. 11, este: 

F = yo (sh a Xe + sh ax) /a = 93,41 t 

Observaţie. Am avut ecuaţia: 
HI dy /da? —yy = o 

care trebue să fie omogenă. Primul termen are dimensiunile: 

- t.m/n2 = t/n
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AL doilea termen, pentru că ș este exprimat în £/n5, are dimensia: 
tf = t/ne, 

Pentru ca să se facă formula omogenă, vom presupune că luăm normal 
pe figură o fășie de încărcătură de 1 m lăţime şi atunci avem: 

tm/nt = i/n 
ceea ce face formula omozenă, 

Astăzi când podurile în arc, eu deschideri mari, sunt curente, metodele 
grafice, pentru determinarea curbelor funiculare necesare, nu sunt suficiente 
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Figura 60   

  

pentru a ne da aproximaţia ce ni se cere. Din exemplele date se vede că 
se poate întinde aproximaţia oricât de departe voim, atunci când între- , 

buinţăm calculul analitic în locul celui grafic. 
b) Soluţia grafică. Prin punctele ACB facem să treacă o curbă arbitrară, 

de ex. un cere (fig. 60 a). Acest cere trece prin A şi DB și este tangent la o dreaptă 
orizontală paralelă cu DE și situată cu 1 m mai jos ca aceasta. 

Ordonatele între DE şi cercul 1CB le luăm ca încărcări. Măsurând pe desen 
aceste ordonate, la scară, găsim respectiv: 

20,4; 12,8; 7,4; 3,8; 1,6; 10; 1h&; 3.k; 68; şi 120 m.



Suma lor este 70,6 ceea ce ne dă o suprafață de 706 m2, pentru că ordo- 

natele sunt măsu ate la mijlocul panourilor de câte 10 m. Aceasta ne dă o în- 

cărcătură totală de 706 X 1,8 = 1971 tone, în loc de 983,41 t cât este în rea- 

litate. 

Cu aceste forţe construim poligonul de forţe I? şi cu o distanţă polară oare- 

care construim poligonul funicular 0, 0,,... n având polul în O (fig. 60 b). 

  

După regulile arătate la poligoanele funiculare găsim polul 0, aşa că po- 

ligonul funicular să treacă prin punctele «1, C, B, și găsim poligonul funicular 

0, 0, 03... (lig. 60 cec). 

Luăm ordonatele acestui funicular mărginite la dreapta D, E, ca încărcări 

și găsim: 

184; 8,3; 3,2; 1,3; 1,0; 1,1; 1,7; 3,1; 58; şi 1lăm. 

Suma lor este 53,2 m ceca ce reprezintă o încărcătură de 552X 1,8=99t 

în loc de 983441 t, cât s'a găsit prin calcul. Cu acest poligon de forţe și polul 

O' descrim poligonul funicular 0, 0,", Os” (fig. 60 d) cu ajutorul căruia gă- 

sim polul O” așa ca poligonul funicular o, 0", 02"... să treacă prin pune- 

tele 44 Ca B, (fig. 60 e). Noua distanţă polară este 19,6 m sau 19,6 x 1,83=— 393 1 

în loc 336,7 1, cât s'a găsit prin calcul. 

Prin urmare la încărcătură avem până acum o eroare de 1,1%, iar pentru 

distanţa polară o eroare de 4,83%. 
Luăm din nou ordonatele poligonului funicular zi, C, B, ca încărcătură 

"şi repetăm aceeaşi operaţie, ca mai sus, până când ajungem la două poligoano 

funiculare consecutive, ale căror ordonate sunt sensibil egale. 

Construcţiile nu trebuesc împinse prea departe, fiindcă din cauza erorilor 

sistematice, inerente unor astiel de operaţii, nu putem obţine două poligoane 

funiculare riguros identice. : 

Aproximaţiile obținute pe desenul nostru sunt destul de mari dar nu re- 

zultă că, pe un desen de 10 ori mai mare, se vor obţine și aproximaţii de 10 

ori mai mari, 

Calculul grafic ne poate servi ca un control al calculului analitic, pentru 

a evita erorile grosolane ce se pot îace la acesta.



IV. CALCULUL MOMENTELOR STATICE 
ŞI DE INERŢIE ALE SUPRAFEŢELOR. 

Pentru suprafeţele regulate se ştie cum se calculează aceste 
elemente. Pentru suprafeţele neregulate, poligonul funicular ne 
pune la îndămână o metodă simplă și expeditivă. 

Să presupunem că voim să găsim aceste elemente pentru o su- 
prafață oarecare 22, în raport cu o axă d (fig. 61). 
„Împărţim suprafaţa în făşii paralele cu axa A, aşa ca să le 

putem uşor determina suprafețele și centrele de greutate. Făşiile 
trebuesc să fie destul de mici, așa ca fiecare din ele să le putem 
asimila cu un paralelogram sau trapez și deci eroarea ce o facern 
asupra valorii suprafeţei și a poziţiei centrelor de greutate, faţă 
de adevărata formă a figurii, să fie destul de miei. 

Să presupunem că suprafeţele elementare ale suprafeţei date 
sunt dO, d, etc. și că cle se găsesc la distanțele zo, z, etc. de 
axa «dal. ! 

1. Momentul statie. 

Momentul static alsuprafeţei întregi în raport cu axa A va fi: 

(1) S = 3 za de 

Ca să putem utiliza proprietăţile poligonului funicular vom 
presupune că d, sunt niște forțe paralele cu axa A şi deci vom 
afla momentul lor în raport cu această axă. e 

" Construim poligonul forțelor dO,, etc. și cu o distanţă polară, 
oarecare II, construim un poligon funicular. 

» Pentru prima forţă elementară dOg, momentul static, în raport 
cu axa A, este egal cu distanța polară II, multiplicată cu
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segmentul interceptat de laturile extreme de poligon funicular 

corespondente acestui element, pe axa A,care pe figură este dap. 

Deci: 

(2) 9 d92a = II dag 

Așa dar: E 

(3) 2 o do = Îl Zdaa = I1.CD 

căci de pe figură se vede că 
A 3 da = CD. 

Dacă voim să găsim centrul 
de greutate al suprafeţei, n'avem 
decât să găsim intersecţia latu- 

rilor extreme de poligon 

   

   

    

    

  

    

   

  
------ funicular, al întregei su- 

prafeţe (punctul E) și prin 

acel punct să ducem o pa- 

!ralelă cu axa A. Pe acea 

dreaptă se găsește centrul 

de greutate, pentru că 
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o
o
 

nm
nn
 

oo
 
m
n
o
n
a
n
a
a
s
o
m
a
e
 am
 

Momentul de inerție în raport 

cu aceeași axă, A, este: 

(4) I = 5 22 d96   
În virtutea relaţiei (2) avem: 

(5) I = E 29.70 de = 

pai 3 ao. Îl] das = Îl So dao 
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Figura 61   
Insă, 29 dag este dublul suprafeţei triunghiului care are drept 

bază latura dag și ca înălţime pe o: 

Notăm această suprafaţă cu d 1%. Pentru d, vom avea analog 
dd, = za day, etc. 

Suma suprafeţelor acestor triunghiuri elementare o notăm cu 

12, şi nu este altceva decât suprafaţa cuprinsă între poligonul
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funicular, între prima lui latură BC și segmentul CD de pe 
axa A, | 

Deci: 
(6) S ao dap = 22. 

Punând aceasta în ecuaţia (5) avem: 

IO 

Dacă luăm distanţa polară egală cu 2/2, deci 1] = 2/2, atunci 
rezultă: 
(7) I=9e 

În acest caz (Il = 0/2), i, adică suprafaţa limitată de conturul 
BCD, reprezintă pătratul razei de girație a suprafeţei O în raport 
cu aza A. | 

Această metodă de a determina momentul de inerție se dato- 
reşte lui Mohr, și-i şi poartă numele. 

Mai putem determina momentul de inerție şi în alt mod, 

Relaţia: 
(5) 1 11 5 29 da 
ne arată că putem, cu ajutorul unui poligon funicular, determina 
> zo dag considerând dag ca nişte forţe la distanţele za. Poligonul 
forţelor dag îl avem gata făcut și n'avem decât să luăm un pol O,, 
și cu ajutorul acestui poligon de forţe, să construim un nou po- 
ligon funicular. Segmentul interceptat între laturile extreme de 
poligon funicular pe axa A, multiplicat cu distanța polară res- 
pectivă, ne dă X aodag. Să notăm această. nouă distanţă polară 
cu b, și segmentul interceptat pe A cu e, atunci avem: 

| Z 20 dag = be 
şi deci: 

] =] be 

Această metodă se datorește lui Culmann. Metoda lui Culmnann 
se poate generaliza și să ne servească pentru determinarea de ex- 
presii de forma: 23% 49, E to dQ,, etc. . 

. Observaţie. 

Expresia exactă a momentului de inerție al suprafeţei dO,, în 
raport cu axa A, este: 

Io + 2% do 

7. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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în care I9 este momentul de inerție al fășiei în raport cu un ax pa- 

ralel cu A și care trece prin centrul de greutate al fășiei. 

Momentul total al suprafeţei întregi este: 

(4) 1 = 5 I3+ E 2 d2, 
Prin urmare, metodele grafice arătate mai sus şi cari dau vu- 

loarea expresiei (4), nu dau rezultate exacte ci aproximative, pentru 

că şi formula (4) este o formulă aproximativă. 

Pentru ca cele două formule să dea rezultate sensibil egale, 

trebue ca Ip să fie neglijabil faţă de Z 22, dQo și aceasta nu se 

întâmplă decât în cazul când fășiile sunt foarte înguste. 

In cazul când aceasta nu se poate realiza, va trebui ca la re- 

zultatele căpătate pe cale grafică, şi cari nu reprezintă decât va- 

loarea formulei (4), să adăugăm termenul de corecţiune X Ia, dacă 

acesta are o valoare mai mare decât accea a aproximaţiilor ce se 

obţin de obiceiu grafic. 

Aplicația Nr. 13. a) Să presupunem că vrem să găsim momentul static al 

suprafeţei din îig. 61 în raport cu axa 4. 

Impărţim suprafaţa în făşii largi de câte 500 mm în realitate. Valorile su- 

prafeţelor calculate sunt: | 

0,83; 1,05; 1,12; 1,12; 1,06; 0,9% și 0,53 m?. 

Suprafaţa întreagă este 6,65 m?. 
2 
2 

Luăm un poligon de forțe, şi cu o distanţă polară I] = 3 = 3,325 m? des- 

crim poligonul funicular BD. 

Momentul static este: 

S = [1. CD = 3,325 mî.â,46m = 14,3 m, 

b) Să găsim momentul de inerție. Evaluăm de pe epură cantitățile ze, dae 

ete. și facem suprafaţa coprinsă între poligonul funicular şi laturile BC şi CD 

și avem: 
29 das = 3,66 m. 0,9% m = 3,440 m? 

x, da = 3,18 m.0,9% m = 2,988 m 

a, da; = 9,683m.0,88m= 2,360m 
13 da, = 2,18 m.0,72m = 1,5683 m 

a, da; = 1,63 m.0,52m= 0,373 m 

z; da; = 1,18 m.0,36m= 0,425 m 

2s das = 0,710 m.0,10m = 0,070 m 

11,724 m? ! Sa das = 

Deci:
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Prin urmare: 

1= i = 6,605.5,812 = 3801 mit 

(calculele făcute cu rigla). 

Aceasta prin metoda lui Mohr, 
Cu ajutorul poligonului de forţe şi cu o distanţă polară b = 2 m, construim 

al doilea polizon funicular şi obţinem c = 5,93 m. Avem după metoda lui Cul- 
mann: 

I = M.b.c = 3,325.2.5,93 = 3943 mi 

Există o diferenţă între ele, de aproape 2%, diferenţă inerentă, care pro- 
vine din aproximaţiile de aprecieri de distanţe și de construcţie uralică, 

Să evaluăm valoarea maximă al lui E Ia. Cea mai ma e făsie este de 9,24 m X % > 

0,50 m al cărei /ş este: 

Lo = 242% X 0,509/12 = 0,0233 mt 

Chiar dacă liccare fâşie ar avea acest Ja, cele 7 fâșii ar avea cel mult: 

E lo == 7 lo = 0,1h mi, 

deci mai puţin decât 0,36%, și deci inferior aproximaţici cu ente a calculului 
grafic îngrijit, ca:e este de 1%,



V. GRINZI DREPTE. 

A) Momente încovoietoare şi forţe tăietoare. 

Chiar lu începutul cursului s'a definit ceea ce este o grindă. Sa 

mai arătat că, dându-se forţele exterioare și modul de sprijinire al 

grinzilor, pe consideraţiuni de echilibru putem găsi valoarea și 
direcţiunile reacţiunilor. 

Aceasta nu este suficient. Pentru ca echilibru să existe trebue ca 

și fiecare parte din grindă să fie de asemenea în echilibru. 

Pentru a studia această chestiune ne servim de o metodă gene- 
rală numită metoda secțiunilor. 

1. Metoda secţiunilor. Definiţii. 

lată în ce constă această metodă. Ne închipuim că tăiem grinda 
în două părţi printr'o secţiune normală la axa grinzii (fig. 62). Grinda 

va Îi separată astfel în două bucăţi. Pentru 

ca echilibru să subsiste și mai departe, va 

trebui ca bucata din dreapta, de ex., să se 

găsească iarăși în echilibru sub acţiunea 

forţelor ce acţionează asupra ei. Pentru 

aceasta este absolut necesar ca în secțiuneu 

considerată să aplicăm un sistem echi- 
valent grupului de forţe și momente dela stânga acestei secţiuni. 

Sistemul echivalent este rezultanta tutulor forţelor dela stânga 

secțiunii și momentul rezultant al tutulor momentelor și forţelor 

dela stânga secţiunii. 
Momentul forţelor se ia totdeauna în raport cu centrul de greutate 

Figura 62 

al secțiunii.
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Aşadar în rezumat, asupra secţiunii considerate acţionează o 
rezultantă PR, aplicată în centrul de greutate al secţiunii şi un 1mo- 
ment, M, luat în raport cu acest punct (fig. 63). 

In acest mod am asigurat din nou echilibrul părţii de grindă 
din dreapta secţiunii. 

Orice secțiune din grindă va trebui să satisfacă şi această condiţie, 
In secţiunea considerată, 

descompune pe PR în două 

componente: una normală pe 

secțiune pe care o notăm cu N şi 

alta cuprinsă în planul secțiunii 

pe care o notăm cu'T. Prima 
poartă numele de forță azială, 

pentrucă are direcţia axei piesei 

sau forță normală, pentrucă 

este normală pe planul secţiunii, 

care secţiune am spus că se 

ja totdeauna normală pe axa 

piesei. A doua poartă numele 

. de forţă tăietoare pentrucă fiind 

în planul secţiunii are tendinţa 
de a tăia bara. 

  

Figura 63 

Momentul la rândul lui îl descompunem într'o componentă după 
aza barei pe care o notăm A, și alta în planul secțiunii pe care o 
notăm A; 

Prima componentă, AM,, poartă numele de moment de răsucire 
sau de torsiune pentrucă are tendinţa de a răsuei ba a, iar a doua 
componentă, M,;, poartă numele de moment încovoietor sau de înco- 
voiere pentrucă are tendinţa de a încovoia bara. 

2. Fixarea semnelor cantităților N, T, M: şi M,. 

Pentru aceasta este nevoie să raportăm bara la un sistem de 
axe de.coordonate. Axa barei o vom lua ca axă Oz, și trece evident 
prin centrul de greutate al secţiunii. In planul secţiunii luăm axele 
O y și O =, normale între ele. Aceste axe se iau de obiceiu axele prin- 
cipale ale secţiunii. Axele se iau așa ca să parcurgem extremităţile 
z, Y, 3 în sensul mișcării acelor unui ceasornic. 

Semnele se fixează precum urmează și ulterior vom da justifi- 
carea necesară...
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ÎN este pozitiv atunci când este dirijat din interiorul corpului către 
ezlerior, adică așa cum este în fig. GA. 

In acest caz A poartă numele și de forța de tensiune, pentrucă 
are tendinţa de a întinde, de a lungi bara. — N poartă numele de 
forţa de compresiune și este dirijată evident în sens invers. 

Forţa tăietoare 7 o des- 

compuneni în două compo- 

nente: una normală pe aza Oy, 

pe care o notăm 7, și alta nor- 

mală pe O 3, pe care o notăm 73. 

Semnele lor sunt pozilise atunci 

când sunt dirijate către—s și—y. 

Momentul de răsucire A, 

este pozitiv când învârtește sec- 

țiuneu în sensul pozitiv adică 

dela y către z, 

M;, adică momentul înco- 

voietor îl descompunem în două 
Figura 64 componente: una după Oy, A,, 

şi alta după 02, M.. 
Semnele lor vor fi pozitive, ori de câte ori rotesc secțiunea în sen 

pozitiv. Pe fig. 64 sunt indicate sensurile lor pozitive. 

In secţiunea opusă, adică în secţiunea care aparţine părţii din 

stânga, sensurile lor pozitive vor fi tocmai sensurile contrare, aceasta 

în virtutea principiului acţiunii și reacţiunii. 

  

3. Teoreme generale. . 

a) Definiţii 

In cele ce urmează ne vom ocupa de grinzile drepte acţionate de 

sarcini cuprinse în planul vertical al grinzii. In acest caz, toate 
forţele sunt. cuprinse în planul vertical | 
al grinzii, iar momonetul va avea tot- 
deauna aceiași direcțiune normală pe 
planul „forţelor. 

In acest caz, echilibrul grinzii este 
asigurat prin o articulaţie şi un rcazim 
simplu (fig. 65). Articulația mai poartă 
și numele de reazim fix, iar reazimul 
simplu se mai numește și reazim mobil pentrucă punctul de sprijin 
al grinzii pe acest reazim se poate deplasa după o dreaptă oarecare. 

  

Figura 65
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Sistemul este static determinat. În cazul special când ave 

deajace numai cu grinzi orizontale, solicitate numai de sarcini 
verticale şi dacă reacţiunea din reazi- 

mul simplu este verticală, atunci și FF 

reacţiunea din articulaţie va Îi tot | | | 
  verticală şi deci articulația se com- 

porlă ca un reazim simplu care dă o * y / 
reacțiune verticală. Fieura 66 

In acest caz special, pentru pres- 
curtare, vom zice că avem o grindă simplu rezemată în două 
puncte şi schematic o vom desemna ca în fig. 66. 

b) Teoreme generale. 

Înainte de orice aplicaţie vom demonstra câteva teoreme genc- 
rale cari se aplică tuturor grinzilor drepte. . 

Să presupunem că, dintro grindă dreaptă orizontală, separăm o 
porţiune de lungime dz (fig. 67). Pentru ca să restabilim echilibrul 
în care se găsea acest element de grindă, vom introduce în secţiunea 
din capătul stâng forţa tăietoare T și momentul A, cu sensurile lor 
pozitive. In extremitatea din dreapta vom avea aceleași elemente, 
cu sensurile lor pozitive ca în figură, însă valorile lor vor fi respectiv, 
TA+dT şi A+ di, 

Vom presupune grinda încărcată cu o sarcină uniform distribuită 
p kg/m. Chiar dacă sarcina nu s'ar distribui uniform, putem pre- 
supune intervalul dz aşa de mic, ca să putem considera pe acest 
interval că p este constant. Mai mult. Chiar dacă pe grindă aven 
sarcini concentrate, acestea nu se aplică într'un punct, ci pe un interval 
oarecare. Și în acest caz putem presupune pe dz, mai mic decât 

intervalul pe care se distribue forța 

  

  

      

pipa TaȚ concentrată, 

( TITI Să proiectăm toate forţele pe o ver- / Mea - 
| D ticală. Avem 

T dz —T-i+pdz+ T+dT=o 

Figura 67 sau | 

(1) d T/dz =—p 
Adică derivata forţei tăietoare în raport cu z este egală cu — p- 
Luăm momentul tuturor forţelor în raport cu extremitatea din 

dreapta a elementului de grindă și avem: 

T dr + M— pda /2—M—dM =o
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Se observă că p dz?/2 este infinit mic de ordin superior în raport 
cu celelalte cantităţi și se poate neglija. Ne rămâne deci 

(2) dM/dz = T 
adică derivata momentului încovoietor în raport cu z este egală cu 

forța tăietoare din secţiune. 

Să presupunem că bucata de grindă ar — n. pp. . 
ar e 

mi fa Îi supusă şi la o sarcină uniform distri- 
b——a 

buită în lungul grinzii ca în fig. 68. Dacă 
  

  
Figura 68 proicctăm totul pe axul grinzii avem: 

—AN + prd +Ă+dhN =—o 

care ne dă 

(3) dA /dz = — pe 

ceia ce se interpretează uşor prin vorbe. Relaţiile (1), (2) și (3) se 
pot generaliza, însă pentru nevoile noastre, deocamdată, nu avem 
trebuinţă. 

4. Curbele forţelor tăietoare şi momentelor încovoietoare. 

Să luăm o dreaptă oarecare așa fel, ca la fiecare punct A 
de pe axa grinzii, să corespundă un singur punct A, pe dreapta 
considerată, pe care o numim dreaptă de reper. 

Dacă în A, ridicăm în ordonată valoarea forţei tăietoare din 
secțiunea A a grinzii, vom căpăta un punct oarecare B. Dacă 
facem acelaș lucru pentru toate punctele A 'ale axei grinzii, 
punctul B va descri o curbă pe care o numim curba forţelor 
tăietoare. Dacă purtăm în ordonată valoarea momentului obţinem 
curba momentelor. 

Această definiție se poate generaliză la grinzi de o formă 
oarecare. 

In genere, dreapta de reper se ia paralelă cu direcţia grinzii 
când aceasta este dreaptă. 

In cele ce urmează nu se face altceva de cât se aplică pur și 
simplu definițiile date până acum. 

Aplicația Nr. 14. O grindă simplu rezemală încărcată cu sarcini verticale 
concentrale. 

Să considerăm o grindă simplu rezemată pe reazimile (1) și (2) (fig. 69). 
Distanţa între axele reazimilor o numim deschidere și o notăm totdeauna cu l. 

Grinda este încărcată cu sarcinile F,, Fa, F3... cari se găsesc la distanţele 
du bi as, Da;,.. de cele două reazime, (1) și (2). Așa vom nota totdeauna aceste
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distanţe. Modul de rezemare fiind dat, rezultă neapărat direcţiunea reacţiu- 
nilor, adică vor fi verticale, normale pe suprafaţa de contact a grinzii cu rea- 
zimul. 

a) Soluţia analitică, Ca să găsim reacţiunea din reazimul (1) luăm momentul 
tuturor forţelor în raport cu (2) şi avem: 

V=SEFibi fl 

  

        
  

    

Cu V vom nota totdeauna reacţiunile F £ IE £ 
reazimelor. Heacţiunea din reazimul (2) a A 
va îi: 

W=SFiai fl OF 1€ 
Să presupunem că vrem să găsim forţa / z z [74 

tăietoare în secţiunea care se găseşte la 
o 

  

    distanţele z și 2 de cele două reazime şi 
căreia îi vom spune scurt: secțiunea z, 
Vom presupune aplicată în acea secţiune 

Figura 69 

rezultanta tuturor forţelor ce lucrează asupra părţii din stânga, adică a tuturor 
forţelor ce se găsesc la stânga secţiunii. Această rezultantă este: 

T= V—F,—F, pe care o notăm Și 

T = V,— Fa 

în care prin E [5 înţelegem suma forţelor dela stânga secţiunii, exclusiv re- 
acţiunea. 

Să vedem ce este cu momentul încovoietor. Când transportăm rezultanta 
în centrul de greutate al secţiunii, rezultă un moment în raport cu acest punct. 

Valoarea momentului este: 

M=V, a—Fi(z—a,) — Fa(r—as) 

pe care de multe ori îl vom însemna prescurtat: 

M= Piz —M, 
înțelegând prin. As momentul forţelor dela stânga secţiunii, exclusiv mo- 
mentul reacţiunii. : , 

Să presupunem că voim să construim curba după care variază aceste 
două cantităţi în lungul grinzii. : 

Forţa tăietoare. Pentru toate secţiunile coprinse între reazimul (1) și 
forța F., valoarea forţei tăietoare este constantă şi egală cu V,. Pentru 
secţiunile coprinse între F, și F+ forţa tăietoare este V—rF, şi ră- 
mâne constantă pe acest interval (fig. 70). In dreptul forţei FF, avem un: 
salt egal cu —F,. Intre Fi şi F, forța tăietoare este P—F—Fe şi aşa 
mai departe. Între ultima forţă și reazimul din dreapta forţa tăietoare este 
V—SF. Insă avem: 

Pit Pa SF şi deci T=—V, 

Deci curba reprezentativă a forţei tăietoare va fi compusă din o serie de 
drepte paralele. Pentrucă în dreptul reazimului (2) forţa tăietoare este negativă, 
ca schimbă undeva de semn, deci trece prin zero, şi acolo va fi momentul maxim, 
pentrucă am avut di//dz = 7,
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Momentul incovoietor. Pentru o secţiune cuprinsă între reazimul (1) și forţa 

Fu avem M = V, , deei momentul variază liniar, după o linie dreaptă (fig. 70). 

Expresia momentului între forţa F, și F, este M = V, z—F.(2—a,), deci 

tot o dreaptă. Din ordonatele 

V,z se scad ordonatele F, (z—a,). 

Intre forţele F> şi 3, expre- 

sia este 

FE £ 
  

M=Va—F, (a—a)—F, (r—aj) 

adică tot o dreaptă. 

În dreptul reazimului (2) 

—j avem: 

M=V1— Fi (l— ai) = 

VI—SFibi =0 

    
  

pentrucă tocmai aceasta a fost 

condiţia cu ajutorul căreia am 

0 determinat reacţiunea Vu. 

Prin urmare, curba momente- 

lor variază dela 0 la 0, trece 

evident printr'un maxim și se 

                  

  

compune din o linie poligonală. 

Suprafaţa cuprinsă între curba 

momentelor și axa abciselor poartă numele de suprafața momentelor. 

b) Soluţia grafică. Ca să determinăm reacţiunile_t trebue să aplicăm o ecuaţie 

de momente. Construim deci un poligon de forţe F, + F, + F, + T, (fig „ 10) 

care trebue să [ie egal cu V, + V,, deci: 

  

  

    

p 
Va P=FAP rai F. Vr Vas Fat fFa+Fa+ Fe £ - 

Ceea ce nu cunoaştem sunt valorile V, PY |—* z K 
  “și V, Construim un poligon funicular a 2 

cărui laturi sunt 0... 0. Latura Op, rea- 

zimă pe F. și V,. Latura 0 reazimă pe 
V, şi Va 

Pentru ca momentul în raport cu rea- 

zimul 2 să fie nul, trebue ca 0 şi 0, să se 
intersecteze pe verticala reazimului (2), căci i 

„_Humai atunci momentul tuturor forţelor în Ie i 
raport cu acest reazim este nul. Am de- 
terminat astfel direcţiunea laturei 0 şi deci, Figura 71 
ducând o paralelă în poligonul forţelor, avem 

valorile lui V, şi Va. In acest mod avem 

curba momentelor. Cu ajutorul poligonului de forţe, construim curba forţelor 

tăietoare așa cum se arată în fig. 70. 

  

  

  

  

  

  

     
Aplicația Nr. 15, O grindă simplu rezemată încărcată cu o sarcină uniform 

distribuită, p bs/m. (fig. 71).
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Aven VW = 14 = pl/2. Forţa tăietoare în secţiunea z este: 

T = pl/2—pz 
şi variază după o linie dreaptă, 

Momentul forţelor din 
  stânga secţiunii este: 
  

M=pla/2—p z?h= 

pz(l—a)/P2= praf         
Momentul încovoietor va- 

riază după o parabolă, Va- 

lui este la loarea maximă 

mijlocul grinzii, unde forţa     

  
  

        

tăietoare este nulă și unde 

momentul are valoarea 

Mmaz, = pE/8 

Variația forţei tăietoare 

și a momentului încovoietor 

sunt arătate pe fig. 7 con- 

struite prin puncte. 

Fig. 72 arată soluţia gra- 

fică respectivă. 

Se obișnueşte adesca a se 

pune z/l= 3, zfl=$, iu 

care € și $ variază între 0 și 

  

1, cu condiţia evidentă £+ =]. 
Expresiile forţei tăietoare şi a momentului încovoietori au forma: 

  

  

      

şi ji—— 

tii 

E A | A 

Lip za z Hip | | 

     
Figura 73 7 

   

T = (1—2%plf2 

M=E E pe PE (1—$) pepe 
€ și £' fiind niște numere, coeficienţii 

de mai sus se pot calcula independent 

de valoarea deschiderii și încărcăturii. 

Aplicația Nr. 16. O grindă încărcată 

cu o sarcină continuă variind liniar 

dela un cap la altul, având într'o extre= 

mitate valoarea zero. Grinda este simplu 

rezemată la ambele extremităţi (fig. 73). 

Presupunem că valoarea sarcinei la 

distanţa z = 1 este p kg/m:, atunci la 

distanţa z va îi pz kg/m iar la dis- 

tanţa Î va îi pl ks/m. 

Valoarea întregei încărcături va fi 

pl /2 şi se aplică în centrul de greutate 

al triunghiului, Avem: 

Vil—pb/6=0, deci V, = pk/6, Va = 2p2/6 
Forţa tăietoare în secţiunea z este: 

T = nt /6—pa/f2 = pei —3 2*/8)/6 = (4—3 £) pl/6
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care se vede 'că variază după o parabolă. Momentul îneovoietor este: 

M = paz/6— pt /6 = pa (t—a2)/6= 5 U— 2) pb/6 

Variază după o parabolă cubică. _ 

Momentul maxim este acolo unde 7=0, deci pentru 3= 1/7V/3 = 0,9774 

şi are valoarea Mmar. = 0,385 pb. 

7 

Variația forţei tăietoare și a momentului încovoietor este arătată în fig. 73, 

Pentru ușurința calculelor dăm și valorile expresiilor 1—3 £, £ (1 — 32) 

și SU — $) pentru diferite valori ale lui £, 

Ultima coloană se referă la parabola care rezultă din încărcarea unitorm 

distribuită (aplicaţia 15). 

  

  
  

  

Sie jeu—ajs u—9 

0,0 1,00 | 0,000 0,00 

0, 0,97 | 0,099 0,09 

02 0,88 | 0,19 0,16 

0.3 0,73 | 0,273 0,21 

0,4 0,52 | 0,336 0,21 

0,5 0,25 | 0,373 0,3 
1/34 0,00 | 0,385 

0,6 | —0,08 | 0,384 0,24 

0,7 | —0,47 | 0,357 021 

0,5 | —0,92 | 0,288 0,16 

0,9 | —143 | oz 0,09 

1,0 | —2400 | 0,000 0,00     
„prealia Nr li. Aceiaşi grindă înci ărcată cu o sarcină variind liniar însă 

" Ineăreătura totală este: 

R = pl? [2 — pa? 2 = pl(b — a) 

Deci: 

Pr V=plbb—a)f 

Pentru a găsi pe V, luăm momentele 

  

  

  

    

în raport cu reazimul (2) și avem: 

Pal pa?(b + 2a/3)f2—pb:/6=0, o A Ti 

: Rp =0 
VP — pl +22 + 3a2d)/6l = pa i 

e aie | 
—p(3lt—a0—b) 7/61 % e K 

şi /   
= p(— + 20 + 30?) /6 = , _ 

| Figura 74 
p (3 Îb2—a0—5%)/61 

Forţa 'tăietoare şi momentul încovoietor în secţia A sunt: 

i Ta=p (02 + 0%)/60 și Ma = pab (b—a)/6
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Acum putem seri expresia lorţei tăietoare și a momentului încovoietor în 
o secţie oarecare luând originea în A. Pentru porţiunea 212 avem (fig. 75). 

T= Ta— pt]? , M= Ma + Taz — p 22/6 

Pentru porţiunea 1-l, avem: 

T= Ta—ptfi şi M= Ma—Taz+pa /6 

Se vede că forţele tăietoare variază după nişte parabole, iar momentele 
după nişte parabole cubice, cari se pot ușor construi, 

Se mai observă că reacţiunea 1, este 

nulă atunci când b=2a și atunci W,=pk/6, 

Când a<1/3 reacţiunea V, este positivă, 

adică dirijată de jos în sus, când a > 1/3, 

reacţiunea este negativă adică dirijată de sus 
în jos.   

In cazul special când a=b, avem RN=0, 

  

Pop [42 Ve=pt/l, Ta=pt/oh 
Ma =0. 

Forţa tăietoare și momentul încovoietor 
pe porţiunea dela dreapta lui 21 au ca Figura 75 
expresie: 

T= pb fPh— pf, M= pal? /24 — p23/6 

iar pe porţiunea din stânga lui 4: 

T= pt /Ph— pf, M=— pai [24 + p22]6 

Dacă utilizăm notația z/l= $, avem 

T = (1 — 12 6) pt 24 

M = d 5 (i —A 6) pB/2a 
în care $ variază între O și 0,5. 

Cu ajutorul acestor coeficienţi s'a trasa 
curba forţelor tăietoare şi a momentelor 
încovoictoare (fig. 76). 

Forţa tăictoare maximă este T = 
—pk/12, iar momentul maxim 

M = + 0,00804 p&. 

  

    

In cazul când b= 2a, avem: 

a=1/3, V=21/9, V.=0, Vi=pt/4. 

Ta = pt/18, Ma = pb/31 

Forţa tăietoare este 

T = Ta —pxt/2 = pt [18 — pat = 

(1 — 9 82) pt /418 

în care £ variază dela 0 la 1/3 pentru 

porțiunea din stânga lui 1, și dela 0 la 2/3 

pentru porțiunea din dreapta. Momentul 

      

    
    Fisura 76     

pentru porţiunea din stânga lui A este: - 

M = pb/81 — pta/18 + pr/6 = (2—9£ + 27 &) ph /162 
iar pentru partea din dreapta este: 

M = pP/81 + ptz/18—p 8/6 = (2 + 9 €—297 8) ph pi62
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Pe fig. 77 sunt trasate curba forţelor tăietoare şi a momentelor încovoietoare, 
Valoarea maximă a forţei tăietoare este — ptk/6 = Tmaz, iar a momen- 

tului AMnaz. = 2 pE/31. 

Aplicația Nr. 18. O grindă, simplu 

rezemată, parţial încărcată cu o sar- 

cină uniform distribuită p. ke /m 

(fi. 78). 

Presupunem că lungimea încărcată 

    

este €. Distanţele dela centrul de greu-   

tate al încărcăturii la cele două reazime. 

sunt a și d. 

Avem VW, = peb/l 

Forţa tăietoare pe 

; Va = pca/l. 

i ntervalul | «i 

  

  este coustantă și egală cu 1. 

Intre A şi BD are valoarea 
Ia; 
ir Masă T=V,—pau 

i socotind z; dela punctul «i. 

        
  

| 
| pp Această expresie este valabilă până 

LC în punctul B, unde 7 ure valoarea 

—V,. In acest interval variază liniar, 

Dela B la 2 rămâne constantă. 

  
Momentul încovoietor într'o secţie „ cuprinsă între î și -i este: 

  

  

  

M = Vz . 
între 2 şi D este 

M=Wr 

iar în intervalul i DB are valoarea 

M= Vuz—pazu fa _ a . 5 

variind după o parabolă. In dreptul mijlo- po hope i 

cului încărcăturii avem : 
278 A N [- Z M = peab/l— p &/S a e 

    
  

Se vede ușor că dacă sarcina pe ar îi 
    concentrată atunci momentul încovoietor 

ar fi ordonata CC, = peab/l. 

Se vede iarăşi ușor că parabola este 

tangentă în «d, și B, la dreptele 1C, și 

2C,. Ordonatele parabolei raportate la 

coarda A, B, sunt aceleaşi ca şi când por- 

țiunea c ar îi o grindă simplu rezemată 

în Adi și Du. 

Forţa tăietoare este nulă în punctul în 

care pe b/l— p 2i=0 adică pentru punetul 

a = cb/l unde. A are valoarea: 

AMmaz. = peab (i— c/2) /l2 

In cazul special când a =3 [/4, b =1/4, 

c = 1/2, avem Mmaz = 9 pl? /198. 

  

      
  
    Figura 78 

Aplicația Nr. 19. O grindă este încărcată cu o sarcină unilorm distribuită 

p kg/m pe o porţiune c al cărei mijloc se găseşte la distanţele a şi b de cele
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două extremităţi ale grinzii. Grinda reazimă pe teren. Presupunând grinda 
rigidă să se găsească presiunile pe teren admițând că aceste presiuni va- 
riază liniar dela un cap la celălalt al grinzii (fig. 79). 

Fie presiunile la cele două capete ale grinzii pu | și pal. Prin urmare p, şi 
Pa sunt exprimate în ke/m:, 

Pentru echilibru trebue ca: 

pe = (Pi + pa k/2 

Mai trebue ca și momentul tuturor forţelor să fie nul, deci: luând mo- 
mentul în raport cu punctul (1) avem: 

pe. a = piE/6+ 2p.8/6 

Aşa dar, avem două ecuaţii cari ne dau: 

Pi >= 2pe(35—0/P ; pe=2pe(3a—l)/e 
„Se observă că p, = 0 pentru b = 1/3. Pentru b < 1/3, Ph are valori negative 

ceea ce nu este coniorm realităţii. Vom presupune d > 1/3. 
Să găsim forţa tăietoare pe intervalul 14, 

  

  

  

      
    

Avem ” 
—— € 

T = pg 2/2 — pu z?f24+ pt -—a L d— 
A Ie Forţa tăietoare variază după o parabolă 9 Pe rea ITI o 

. - "| SS e ze eee el: care se poate construi ușor dacă se pune pi i sete 
sub forma: ii 

  

Ni > ulii,    

  

   T= Em (+) +paăl 2. 

Pentru porţiunea B2 avem: 

T=—EE ml ++ pmE]f. 

Pe intervalul A B este egală cu prima expresie mai puţin p 2, în care: 

D= r—ate/2=1 [E—(a—c/2)/]] 

Momentul încovoietor pe intervalul 14 este: 

M = PE [pa (2 + €) + p.8]/6 

      
Figura 79 

pe B2: 

M=P$? (pp 2 +8 +p.$l/6 
iar pe «i B este egal cu prima expresie din care se scade p ze. 

Variază după parabole cubice. 
Momentul maxim este acolo unde T = 0, și are loc totdeauna în inter- 

valul «d B. 

Exemplu numeric. 

l=2m, a=120m, b=080m, c= 0,80m, p=2t/m 

Avem pa = 0,16 t/m?, p.= 0,6% t/mz, z=2 (E — 0,40) 

Forţa tăietoare este nulă pentru £ dat de expresia 

4 $ [0,16 (2 — 6) +- 0,64 £] — 29 (£— 0440) =0 care ne dă: 

6£2—2154+20=0 

a cărei singură rădăcină acceptabilă este £ = 0,56855.
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Deci forţa tăietoare este nulă pentru 

z = €l = 2. 0,56855 = 141371 m 

= z—a+ cj? = 0,3371 m 

Mmaz = 0,324 tm 

In cazul când b< 1/3, p, nu poate avea decât cel mult valoarea zero, căci 

pământul nu dă reacţiuni negative. . 

Din relaţia 

Pi = 2pc (35—W/2=0 

deducem l= 3 d, Prin urmare contactul între grindă şi pământ se face pe o 

lungime Î = 3 b, când presiunea p.= 0 iar pe = 2 pc/9 62, distribuţia lor fiind 

după un triunghi. Presiunea maximă pe teren este 3bp, = 2pc/3b = 2pc/l, 

deci dublul presiunii medii. 

Aplicația Nr. 20. O grindă, articulată Ia o extremitate și simplu rezemată 

la cealaltă, suportă o sarcină orizontală p hkg/m, care se aplică la distanţa 

h deasupra grinzii (lig. 80). Grinda este 

la înălţimea A, deasupra reazimelor. 

  

    
  

2 
m Reacţia din reazimul (2) este verti- 

7 Fă cală, şi o determinăm luând momentul 
“p . af în raport cu articulaţia reazimului (1). 

H z Ir K Avem: 

4 pÎ.(h + ha) — Val=0 

Ve= p (h+ hi) 
Vs — Va = —plh+h,) 

  

  

Forţa orizontală în articulaţie este   

  

      

II Hu Ma H=pt 
Forţa tăietoare este constantă pentru 

H N toate secţiunile grinzii şi egală cu:       a T= Vi=—p (n+ hi) 
Figura 80 Forţa axială este: 

N=Il—pz=pr 

Momentul în secţiunea z este: 

M= Vaz —pz h= (Vi—ph) d =phua 

Aplicația Nr. 21. O grindă simplu rezemată este acționată de două forţe 

egale şi de sens contrar, așezate la distanţa c între ele (fig. 81). 

Reacţiunea VW, de ex. este: 

—FPeo= Vl, 
Deci 

V=—Fef/l 

Vs —V,=Fe/l
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Forţa tăietoare pe intervalul dela 1 până la prima forţă este: 

T = V,, între cele două forţe este 

T= VF 

iar între ultima forţă şi reazimul 2 

  

    

  

  

  

            
      

F 
T = V, 

— 0 d 

Momentele pe cele trei intervale sunt: + a | 3 + 

M= Wizz Fez/l “ = 4 
M= Vz—F.(r—a + c/2) 

, , DN M = Vaz = Pe MT 
Momentul este nul la extremităţile grinzii A 

şi în punctul: 7 

z = l(a—c/2)/(l— "ŢII lili vi îl ! ji: , Îl | Îi ți 
+ . FITI ju I 

F [i il 
Exemplele acestea se pot înmulţi la infinit. | ] | | 

    

      Sau dat acestea numai pentru a se vedea * 
norma după care se urmează pentru a găsi 
pe T și MW. 

Figura 81 

B) Sarcini mobile şi linii de influenţă. 

1. Generalităţi. 

Până acum ne-ani ocupat cu găsirea forţei tăietoare şi a_ino- 
mentului încovoictor în o secţiune oarecare a grinzii, când am avut 
un sistem de sarcini care stau imobile pe grindă. In majoritatea 
cazurilor sarcinile se mișcă pe grindă. Atunci se pune întrebarea, 
ce poziţie trebue să ocupe sarcinile pentru ca forţele tăietoare și 
momentele încovoietoare să fie maxime sau minime, în o secțiune * 
dată oarecare. 

„Pentru a răspunde la această chestiune utilizăm liniile de in- 
fluenţă. Aceste linii sunt tot așa de importante ca și poligonul funi- 
cular. ” | 

Să ne ocupăm de un caz concret, după care vom arăta în ce 
constă o linie de influenţă, 

Forţa tăietoare, într'o secţiune oarecare a unei grinzi simplu 
rezemate a avut expresia: 

T=EFibi 
- 

8. 193, Gh. Em, Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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când sarcinile sunt la dreapta secţiunii și 

T => Fe bf —5 Fa 
1 ” 1 

i 
când sareinile 2 [A se găsesc la stânga secţiunii. În orice caz, forța 

tăietoare “T este o “fiincţiune liniară de forţele PF, şi deci putem s”o 
punem sub forma: 

(4) T = tm Fit to Fa + AL zi Fi te tm Fa 

liniară şi omogenă în /. 

Cocficienţii a poartă numele de coeficienţi de influenţă, şi în 

acest caz sunt fără dimensiune. Să vedem care este semnificarea 

acestor coeficienţi. Să presupunem /, = 1, și restul forţelor Fe = 

Fa = SF. Fa=o0. 

Prin urmare avem: 

Tim 
adică îa.1 este forța tăietoare care se produce în secţiunea z, când 

în secţiunea Î calcă o sarcină F, = 1. În mod analog tz .1 este 

forţa tăietoare care se produce în secţiunea z, când în secţiunea îi 

calcă o sarcină P =]. | Ea | , 

Dacă facem ca forţa =1, săi ocupe toate poziţiile posibile și 

dacă în dreptul forţei, ridicăm în ordonată tz; .], atunci succesiunea 

punctelor astfel găsite, formează linia de w[iuengă a Jorjei tăietoare 

din secţiunea z. 

Dacă avem linia de influență construită, ca. să găsim forţa tăie- 

"toare în secţiunea z, n'avem decât să aplicăm formula (4), adică 
multiplicăm F+, [3.... cu ordonatele îm, bg... cetite în dreptul 

lor, Acesta este mijlocul cel mai comod pentru găsirea. forţelor 

tăietoare maxime și minime. ! 
Dacă .e vorba de moment, în mod analog avem: 

(5) AM ma Fa Fr ma Pak. Fa Fi cc mMan Fa 

In acest caz m este exprimat în unităţi de lungime. Semnificarea 

coeficienţilor de influenţă este aceeași, şi anume, Ma. este momentul 

care se produce în secţiunea z, când î în secţiunea 2 este aplicată o 

forţă Fe = 1. 

Construcţia liniei de influenţă este identică cu cea precedentă. 

Putem avea și: 

(0) AM = ma MF miza Mate Pomi Mite man Ma
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când pe grindă s'ar aplica momentele M,, Ma... ete, Aci m! sunt 
evident niște numere. . o 

In cazul când avem deaface cu sarcini continui, atunci putem 
considera fiecare sarcină p dz ca o sarcină concentrată. Dacă această 
sarcină ocupă pe grindă intervalul c dela a, la 22, atunci dacă ar fi 
vorba de forţa tăietoare din secțiunea z, vom avea: 

% - 
Le ai (7) T, =] Pdzlai 

- AR z . . , 

iar dacă ar fi vorba de momentul din secțiunea z, avem: 
“2, 

$ .. Ma =| pdr mai 
n 

In cazul când p este constant, adică avem de a i face cu o sarcină 
uniform distribuită, avem în cele două cazuri 

(7) (5) T, =pţ “ta dz $; Ale =p$ Mai d 
n 

n 

Ori cele două sume nu reprezintă altceva.decât suprafaţa. liniei 
de influență respeclive pe intervalul c. 

2. Linia de influenţă a forţei tăictoare T. 
Să considerăm o 'secţiune z, în o grindă” simplu rezemată la 

extremităţile sale (fig. $2). 
Să presupunem că forța F= 1 calcă 

în secţia i, atunci Î.tz; = 1.)/], deci: 
(9) : ti =d/l 

Când forţa calcă la stânga secţiunii, 
avem: 

L tai SV 1 = — afl 

  

  

    

  

      
deci 

(9) Iri = —a/l = i. 
Când forţa se mişcă pe grindă deci Linia Je 

când variază a şi bd, iz; variază după ” Ti 
Figura $2.. câte o linie dreaptă. Construcția este = 

foarte simplă (fig. 82) ' 

3. Forţa tăietoare maximă.. 
a. . a) Soluţia analitică. , 

Considerând o secţiune în o grindă simplu rezemată la. extre- 
mităţi, avem: , 

OT Sta Fie EP 
deci vom încărca numai regiunea pozitivă, a liniei de influenţă și
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vom grupa așa forţele, încât cele mai mari să fie cât mai aproape 
de secţiune, căci acolo ordonatele sunt mai mari (fig. 83). 

Prin urmare, ca forța tăietoare să fie maximă trebue ca F, să 
calce chiar în secţiunea z. Să presupunem că acest convoi avan- 
sează spre stânga cu cantitatea e, foarte mică, așa îel ca forța F, 

să treacă la stânga secțiunii. Forţa tăietoare în acest caz va fi: 

T, = (+ o F/i—F, 
Diferenţa între cele două forţe tăictoare va fi: 

T,—T =eZF/i—F, 

Cum e este foarte mic, diferenţa este 

    
Pa E negativă, deci forţa tăietoare este mai 

mică, când prima sarcină, oricare ar fi 
4 4 , . A a. 

, - valoarea cei trece la stânga secţiunii. Se 
  

observă însă că această diferenţă creşte 

cu £. Dacă e crește până atinge valoarea 

c., care este distanţa între prima şi a doua 

forţă, atunci se poate să ajungem la: 

aZF;/l—F, > o 

deci forţa tăietoare să fie mai mare când F, este la stânga secţiunii 

considerate şi aceasta are loc evident când: 

(10) 5 Fifi > Fife 
1 

        

  

Figura 83 

Aceasta are loc când F, este mică în raport cu celelalte forţe. 

Pentru ca rezultatele să fie comparabile în cele două cazuri 

„trebue ca E FF; să fie aceleași, adică nici o forţă să nu intre pe grindă. 

Să presupunem că inegalitatea (10) este satisfăcută pentru o 

secțiune z. A fortiori va fi satisfăcută pentru toate secţiunile dela 

stânga secţiunii z, căci  F' crește sau cel mult rămâne constantă, 

pe când F,/c, rămâne mereu constant. Prin urmare, dacă pentru o 

secțiune z, forţa tăietoare este maximă, atunci când sarcina Fe, este 

În secţiune, atunci pentru toate secţiunile dela stânga ei, maximum 

„de forță tăietoare va fi când sarcina F, calcă la stânga secţiunii 

- respective. | | 

Se pune chestiunea dacă nu avem maximum când F, calcă în 

secţiune, Fe, și + fiind la stânga secţiunii. Notăm cu ca distanţa 

între forța > și Fa, şi avem: 

Ta=(b+atoa)F:; /(l—F,—F 
Avem: 

Ta— Ti = F/l— ke
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Pentru ca T, să fie mai mare decât T, trebue satisfăcută relația: 
n 

. (10”) > F; /l > Fa/ca 
1 

cu condiţia evidentă ca să fie satisfăcută şi (10.. 
Se vede ușor că dacă inegalităţile (10) şi (10') sunt satisfăcute 

pentru o secţie oarecare z, atunci vor fi satisfăcute şi pentru oricare 
altă secţiune situată la stânga cei. 

Pentru calcul este comod a se Ele A f fu 
întocmi tabloul dela aplic. Nr. 22 —. | Ş | — | 
când ni se dă convoiul de sarcini. 
EI se bazează pe următoarea ob- 
servaţie. Momentul tutulor forţelor 
dela stânga forței Fi, în raport cu această forţă, este (fig. 84). 

i-1 

Mi = 2 Fu di 
d 

Figura 84 

Să luăm momentul forțelor dela stânga lui F;+a în raport cu 
această forță, vom avea: | | 

Ai SEP (d + e) + Fie AM tan, - 
formula de altfel evidentă. ! 

Aplicația Nr. 22, Să presupunem că avem o grindă de 20 m deschidere . şi că voim să găsim reacţiunea mazimă V, şi forța tăietoare mazimă în secțiunea 
z' = 15 m, când avem sarcinile arătate în tabloul alăturat. 
  

  

  

Nr. F tone | c metri | d metri | S Ftone M ti-melri 

1 20: 0,0 20 0,0 
1,5 

2 20 | 1,5 40 30,0 
1,5 | 

3 20 3,0 60 90,0 
, 1,5 

LA 20 4,5 80 180,0 
1,5 

5 20 | 6,0 100 300,0 
4,0 

6 15 15 10,0 115 700,0 
5 

7 13 3 11,5 130 812,5 

8 15: 13,0 145 1067,5 ” 3,0 
9 15 .9 16,0 160 1502,5 

10 13 ” 19,0 175 1982,5 
3,0 

11 15 22,0 190 2057,5             
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Cea mai mare lungime: care se cuprinde în: 20 m-este 19 m şi deci c = 20— 

19 = 1 m. Momentul în raport cu reazemul (2) este: 

10 

M = Mo ki E Fu = 19825 + 1.175 = 21575 tm 
i. 1 . i 

iar reacţiunea din. (1): 

V, = 1/1 = 9157,5:20 m = 107,875 4. 

Cea mai mare lungime care se cuprinde în 15 m este 13 ri, deci c'=15—13=2m 

M' = Me + c' m = 1067,5 +2 2 445 = 1857,5 tm şi. 

T' = pn Mp 13 57,5: 20 = GIS L. 

Să vedem dacă a doua forţă în secţiune, nu dă o forţă tăietoare mai mare 

Pentru asta trebue satisfăcută neegalitatea (10). 

Insă cum: 

Fi /l= 145 4/20 < 29/15 = 133 =fF,/a, 

deci nu este cazul. 

Astfel procedăm pentru toate secțiunile. Observăm însă că 

SF = 20 X 13,3 = 266, ori pe deschiderea de 20 m nu încap decât 175 t,: 

deci pentru toate secțiunile prima sarcină dă forța tăietoare mazimă în acea 

secţiune. 

b) Soluţia grafică, 

Se bazează pe faptul că segmentul interceptat între laturile 

extreme de poligon funicular — paralel cu rezultanta — și trecând 

priutr'un punct oarecare, 

  

  

      

P le le n multiplicat cu distanţa 
polară I], ne dă momen- 

Ț Î £ tul forţelor în raport cu 
acel punct. 

Avem:   
      PS Pibii= mil 

1 
  

  

în care m este segmentul 
Figura 85 interceptat. Dacă distanţa 

polară se ia J/= ], atunci 

(11) | E T'=m. 

Cum aci pe II îl măsurăm la scara lungimilor, m va trebui 

măsurat pe scara forțelor (fig. 85). 

Or, segmentul m rămâne acelaşi dacă întore convoiul cap la 

cap, punând forţa F, în reazimul din dreapta, apoi Fe la stânga 

ei şi a. m. d. (fig. 86).
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In acest mod, în dreptul secţiunii capăt chiar ordonata m, deci 
chiar forţa tăietoare, T. Poligonul funicular astfel căpătat, este chiar 
curba forţelor tăietoare, care poartă și numele de curba lui VVinhler. 

In fig. 86 sa 
luat chiar convo- 

iul din aplic. Nr. 

22. După desen se 

obţine V,=108:. 

Prin calcul sa 

obţinut 107,843. 

c) Să presupunem 

că în loc de un con- 

voi de sarcini am, 

avea o sarcină uni- 
form distribuită p. 

Avem din (7): 

T=păĂ tai da 

In cazul acesta 

suprafaţa părţii 

a
e
 

i
 

pi 
= 

2 

| 

fe f f f f f F f „| 

1.2 s Pr IL, 
  

  

  

  

  
    

  

25 i 

Figura 86 

pozitive a linici de influenţă este: 

T = pz?]21 
Deci curba forţelor tăietoare variază după o parabolă. 

4. Linia de influenţă a momentului încovoietor. 
Fie o secţiune z în o grindă simplu rezemată la ambele extre- 

mităţi (fig. 87). 

  

    
  

Figura 87 

  

Urmăm exact mersul indicat pentru 
forţa tăietoare. Presupunem F = 1 aşe- 
zată la dreapta secțiunii considerate, 

__ Avem: | | 
(12) OOOemai= ll. Vzii” ! 

Când sarcina se mişcă pe grindă 
variază b, deci linia de influenţă este 
o dreaptă. In mod analog când sarcina 
e la stânga secţiunii, avem: Aa 

(12) îmzi=ad]i * ca 

Construcţia liniei de influenţă este arătată pe fig. S7. Și “nu c. 
nevoe de nici o explicaţie. Punctul 4 descrie o parabolă...
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5. Momentul încovoietor maxim. 

Fie secţiunea z a unei grinzi parcurse de un convoi de sarcini. 
Se observă că momentul în secţiunea z este totdeauna pozitiv, 

deci vom avea momentul. cel mai mare, când cât mai multe sar- 
cini vor fi pe grindă. 

Ordonatele cele mai mari sunt în apropierea secţiunii, deci 
vom grupa forțele cele mai mari cât mai aproape de secţiune, 
punând una din ele chiar în secțiune. 

a) Soluţia analitică. 

Să presupunem că am așezat convoiul pe grindă așa ca forţa 
F; să calce chiar în secţiune. 

Momentul va fi: , 

MS Fa ba jl—M, 
1 

însemnând cu M, momentul forţelor dela stânga lui /;, în raport 

cu aceasta. 

Să presupunem că avansăm convoiul spre stânga aşa ca forţa 

Fi să calce în secțiune. Dacă distanţa între F; și Fi; este c, 
atunci momentul în secţiune va fi 

Miz = E Fu (bu + chel —M,—c SF 
1 1 

Diferenţa lor este 
n i 

M, +1 — MM; = cz [srp rule] 

1 1 

Prin urmare Mia > Mi când: 

(13) 5 ri > E Fale 
1 1 

Această ncegalitate ne dă rezultate numai atunci când nici o 

forță nu intră sau nu ese de pe grindă, căci în această ipoteză 

s'au scris expresiile momentelor M; și MM; şi s'au comparat. 

Ea servește pentru a afla cu preciziune sarcina, în dreptul căreia 

are loc maximum.
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Să presupunem că am pus F, în secțiune și că găsim: 
n i 

(13) IS Full < E Fulz 
1 1 

atunci M;zr <A, 

Să presupunem că 

(13”) ST < ăFulr 
1 i 

atunci înseamnă că 

M; —1 < AM, 

și deci M,; este momentul maxiin. 

Dacă se notează: 

(14) > Full = p, 3 Fale = pe și > ilr' =pz 

din neegalităţile (13) și (13”) rezultă că dacă P- > p convoiul 
trebue mutat spre dreapta, dacă pu > p convoiul trebue mutat 
spre stâmga. 

"În acest mod găsim cu preciziune forța care trebue pusă în 
secțiune, pentru a avea momentul mazim, 

Aplicația Nr. 23. Să presupunem că avem o grindă de 20 m deschidere 
parcursă de convoiul arătat în tabloul dela apl. Nr. 22 şi că vrem să găsim 
momentul maxim în secţiunea z=5 m, '=15 m. . 

Pe grindă pot încăpea n = 10 forţe pentru cari d =19 m. 
Aşezăm forţa F, în secţiune. 
În acest caz relaţiile (14) ne dau: 

n 

E Fa /L= 175/20 = 8,15 = p 
1 

4 

E Fifa = 80/5 = 16,00 = pa 
1 

10 

E Fie = 15/15 = 7,67 = pr 
4 , 

Cum pz > p convoiul trebue mutat la dreapta, și p > px ne arată că trebue 
să-l mutăm tot spre dreapta,
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Punem. forţa + în secţiune. In acest caz întră pe grindă numai n = 9 forţe 

și avem: 

Pz = 60/5 = 12, p = 160/20 = 8,00,. pz' = 120/15 = 8,00 

Aci | Pz>Pp pr =p 

Prima ne arată că trebue să mutăm convoiul la dreapta, egalitatea doua ne 

arată că trebue lăsat pe loc, deci în dreptul forţei F4 este un maxim. 

Să încercăm și cu forţa Fe. 

pz = 40/5 = 8,00, p = 140/20 = 7,00, pz = 140/15 = 9,36 

Inegalitatea pe > p ne arată că trebue să mutăm convoiul spre dreapta, 

iar pz' > p ne aratăcă trebue să-l mișcăm spre stânga, deci momentul maxim 

are loc în dreptul forţei Fa. 

In adevăr, momentul în dreptul lui F+ se găseşte precum urmează (vezi 

tabloul) 

5— 1,50 = 3,50 m, d= 20— 3,50 = 16,50 m, c=16,5—16 = 0;50 m 

V, = M'/l = (15025 + 160.0,5)/20 = 79,125 t. 

Mi => Vaz — Ma = 79,425.5 — 30 = 365,623 in 

Un maximum s'a văzut că poate avea loc și în dreptul forţei F4. Să cal- 

culăm şi acest moment. 

Avem: | 

5—3=2m, d= 20 — 9 = 18m; c=1935—16=2m 

V, =:(1502,3 4+- 2.160)/20 = 91,125 t - . 

M$ = 91,123.5 — 90 = 363,623 tm | 

Aci s'a întâmplat ca cele două momente să fie egale. În cazuri similare, 

de dubiu, ca în cazul nostru, pentru a evita orice îndoială, se vor calcula am- 
4 

bele momente. 

Se poate întâmpla ca mai multe forţe să îndeplinească neegalitatea de mai 
sus. Atunci se vor calcula momentele respective și după valoarea lor se va de- 
duce momentul maxim. 

5) Soluţia grafică. v 

Vom utiliza, bine înţeles. poligonul funicular. Cu un poligon de 
forțe și un pol oarecare, construim poligonul funicular al tuturor 
forţelor (fig. 88).
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Ca să găsim momentul încovoietor, ar trebui să aşezăm con- 
voiul de sarcini pe grindă și pentru fiecare poziţie a lui să con- 
struim 'câte un poligon funicular. Ajungem la același rezultat dacă 
presupunem convoiul fix și mutăm grinda în diferite poziţii. In 
acest mod utilizăm un singur poligon. funicular. Grinda o vorm 
așeza așa ca să satisfacă condiţiile arătate anterior și anume: o 
sarcină să calce în secţiune, cât mai multe sarcini să fie pe srindă 
şi sarcinele cele mai grele să fie grupate pe lângă secțiunea în care 
căutăm momentul, 

Ne rămâne să găsim sarcina în dreptul căreia are loc momentul 
maxim în secţia z. 

Pentru aceasta se face următoarea construcţie. Se împarte dis- 
tanța polară 7/ în raportul zl ș și se duce dreapta D paralelă cu 
poligonul forţelor. | 

Vom urmări construe- 
ţia pe fig. 88. Să presupu- 

nem că punem secţiunea 

z în dreptul forţei F;. In 
acest caz pe grindă întră 

forţele Fr, Fi, Pg... Fş. 

Prin punctul D, de in- 
tersecţie a dreptei D cu 
raza polară A, ducem 

dreapta D E paralelă 

cu Ag. 

  

  

   

  

a
a
n
 

  3 
m
 

  

a
n
a
a
 
a
a
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Na și No sunt laturi extreyne de poligon funicular, pentru grupul 
de forţe ce intră pe grindă. Dacă dreapta D E tae forţa F; atunci 
în dreptul lui F'ş avem un maxim. Se recunoaște imediat că această 
construcţie satisface neegalităţile cari le-am avut la calculul mo- 
mentului maxim. Făcând construcţia, adică luând linia de în- 
chidere a poligonului funicular căpătăm ordonata m. 

Facem aceiași construcţie punând secţiunea z în dreptul 
forței Fe. Se vede că și F4 satisface condiţia de maxim. Aceasta 
se explică prin aceia că unele sarcini ies de pe grindă iar 
altele intră. 

Pentru a le compara, și deduce care este cel mai mare, m'a- 
vem altă cale decât a compara m cu my. Comparând acestea să 
găsește — pe desenul nostru — că m este mai mare. 

Să” încercăm și să punem îorţa F, în dreptul secţiunii. Dacă 
facem aceiași construcțiune găsim că'dreapta D E tac forța: 4
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nu F+, deci în dreptul lui F, nu are loc un maximum. Această 
construcţie nu s'a mai indicat pe figură. - 

Dacă grinda este încărcată cu o sarcină uniform distribuită 
pe toată lungimea ei, atunci am avut în (87): 

M = pl) mai d 

Ori | zi dz este suprafaţa liniei de influenţă a cărei valoare 

este zz'/2, și deci: 

M=pazxrh 

expresie care s'a găsit și direct. 

C) Determinarea liniilor de iniluenţă cu principiul 
lucrului mecanic virtual, sau al deplasărilor virtuale. 

Când un sistem de forțe I? este în echilibru, dacă punctului de 
aplicaţie al fiecărei forţe, îi dăm o deplasare ], infinit mică, compatibilă 
cu legăturile sistemului, atunci conform principiului deplasărilor 
virtuale avem: SF] =0. 

Să aplicăm acest principiu la găsirea 
liniei de influență a momentului încovo- 
ietor şi a forţei tăietoare în o secţiune a 
unei grinzi. | 

Când facem o secţiune într'o grindă, . 
pentru a restabili echilibrul va trebui să 
introducem o forță tăietoare şi un moment 

  

Figura 89 - încovoietor în acea secţiune. 
„Ne ocupăm deocamdată de acest caz. 

In mod general am văzut că trebue să introducem și o forţă axială 
Î şi un moment de răsucire Ar. . , : 

Să dăm o deplasare oarecare celor două capete astfel tăiate ale 
grinzii (fig. 89). 

Să presupunem că cele două secțiuni, astfel separate între ele, 
se rotesc una faţă de alta cu unghiul 0 și că ele se deplasează una 
faţă de alta, în sensul lui 7, cu cantitatea p. 

Lucrul mecanic, virtual, 'datorit acestor cantităţi, este: 
To+4+ 90. | 

„Dacă deplasarea » n'ar fi paralelă cu T şi nici 0 n'ar fi paralel 
cu A, atunci am avea în general To+ id.
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Dacă celelalte forţe de pe grindă se deplasează cu cantitatea ]e 
atunci avem: 

(15) To+ Âr0+ SPj=0 

Aceasta în mod general: 
a) Să presupunem că facem 0 = 0. Aceasta are loc atuncia când 

cele două secţiuni se' deplasează așa fel încât şi după deplasare, 
să rămână parelele între ele (fig. 90). Dacă secţiunile rămân paralele 
atunci rămân paralele între ele şi axele celor două piese. În aceste 
condițiuni formula (15) se reduce la: 

(157) To+ 5Fj=0 

adică am o relaţie între forța tăietoare din. 
secţiune și restul forţelor de pe grindă. 

v) Sa presupunem că facem, v=0 (fig. 91), 
adică cele două secţiuni parcurg același drum, 
atunci lucrul mecanic al lui 7 este + To 

  

Z, Tip/hH 

Figura 90 L
i
 

şi— Tv a căror sumă este zero și ne rămâne numai A 6, 
şi avem deci: ! 3 

(15) MO + SF] =0 
o relaţie între momentul încovoietor și forţele pe grindă. 

In cele ce urmează, pentru simplificare, 
- vom presupune ( paralel cu Îf, 5 cu T şi F 

cu f. Acestea fiind zise să ne ocupăm de li- 
niile de influenţă a lui T şi A/. Pentru aceasta 

Figura 91 vom lua o sarcină F =1 pe care o vom 
plimba pe grindă. 

  

1. Linia de influenţă a forţei tăietoare 7. 

Grinda fiind simplu rezemată, vom da o deplasare bucăţilor de 
| grindă așa fel ca extremităţile să rămână mereu pe reazime și axele 
celor două bucăţi să rămână paralele între ele (fig. 92). 

Lucrul mecanic virtual total al grinzii este după (15) 

V,.04+ To—Fj-+ V.0=0 
deci 

(16) T=Fij/e=(/o)i 
Am luat —Fj pentrucă deplasarea j a forţei, când este la 

dreapta secţiunii date, este dirijată către —F.
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«șa dar, T va varia precum variază j, .pentrucă v rămâne același 
oricare ar [i poziţia forţei F = 1. Cantitatea 1/p poartă numele 
de multiplicatorul liniei de influenţă. 

Să arătăm că această linie de influenţă este tocmai cea găsită 
anterior pe altă cale. Dacă notăm cu 0 unghiul între direcţia grinzii 

deplasată, faţă de cea iniţială, atunci 

  

  

  

  

, Fit 4 
O Ț avem: 

4 Ț A CE Ă A , pi za e ]=00 : v=10 

2 „deci T = 

Când forţa este în stânga secţi- 
unii avem       

  

  
ini | op =—a0 

deci T = —a/l 

7 adică tocmai relaţiile (9) și (9) ce 
Figura 92 ! s'au găsit anterior. 

Observaţie absolut generală. 

Deplasările sistemului le considerăm infinit mici, și pentru acest 
motiv avem: 

v/l = pi = 0 =sin 0 =tg90 
Prin urmare, cantităților v şi j le aplicăm calculul care se aplică 

infiniţilor mici. Așa dar. unghiurile.de pe desen nu coincid cu un- 
ghiurile reale, , . 

2. Linia de influenţă a momentului 'incovoietor. 
Vom da o mișcare aşa ca centrele de greutate ale celor'două sec- . 

țiuni să coincidă și grinda să rămână mereu pe reazime (fig. 93). 
Avem din (157) Fa 

V, 0 A 0— Bit Va-0 =0 
De unde: . A 

(17) M = (1/0). ] | H 
deci A variază ca ], multiplicatorul 
liniei de influenţă fiind 1/0. 

Și pe această cale ajungem la re- lati: 
zultatele găsite anterior. In adevăr: Figura 9% 

1 =0,b;. +0 = 102, de unde 

]/b =z0/l și 

M =]/0 =ba/l 
deci tocmai ecuaţia (10). 
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D) Sarcini indirecte. să 
In exemplele făcute până acum am presupus. că “sarcinile se 

aplică direct pe grindă. In unele cazuri sarcinile se transmit grinzii, 
prin intermediul altor piese auxiliare. De ex. la un pod de cale 
ferată, sarcinile, adică roţile, transmit sarcina lor şinei, aceasta, prin 
traverse, le transniiite unor piese auxiliare, numite longeroni; Longe- 
ronii reazimă pe alte piese transversale, numite antretoaze şi 
acestea la'rândul lor transmit sarcinile grinzilor principale (fig. 94). 

Distanţa între două an- 
tretoaze poartă numele de ergo, anteteei 
panou. De obiceiu grinda se L——— = 2 
împarte într'un număr exact grindă prinepălă A 
de panouri. In cele ce ur- 
mează se vor considera lon- Fisura 94 
geronii ca grinzi simplu re- ” 

  

    

p
n
 

zemale pe antretoaze şi vom presupune că avem deaface tot cu o 
grindă simplu rezemată, luată ca grindă principală, 

1. Linia de influenţă a forţei tăietoare., 

a) Soluţia întâia. LL 

Să considerăm o secţiune oarecare z în intetiorul: unui panou 
(fig. 95). | 

Atâta timp cât sarcina nu calcă în interiorul panoului care 
conţine secţiunea considerată lucrurile se petrec ca şi când sarcina 

  

  

pa d ———  S'ar aplica direct, pentrucă forța tă- 
i -a—-43 , ietoare este egală cu V, sau cu 

Q: Î Pi . d V.—F după cum sarcina este la   

   
dreapta sau stânga panoului res- 
pectiv. 

Să presupunem că sarcina pP= 1 

calcă în panou. O descompunem în 

două componente, pe cele două an- 
Figura 95 - tretoaze,. cari vor fi respectiv: 

V/i şi a/i 

    
  

Forţa tăietoare este evident 

T=V/l—vV fi 
care este de asemenea o dreaptă.  ; 

Pentru VW = 0, ea are un punct comun cu b/l, adică linia de 
influenţă a forţei tăietoare când sarcina e la dreapta panoului. 

.
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Pentru a' =0, forța tăietoare este T.=—a/l deci are un 
punct comun cu linia de influenţă a forței tăietoare când forţa „e 
la stânga panoului. ga p 

b) Soluţia doua. 

Vom utiliza principiul lucrului mecanic virtual, procedând exact 
cum s'a arătat la sarcini direct aplicate. Dacă facem secţiunea în 
panou și dacă dăm o deplasare așa ca axele celor două bucăţi să 
rămână paralele căpătăm dreptele 14, şi B, 2. 

Insă longeronul AB, după această deplasare va avea punctul A 
rezemat pe bucata din stânga iar punctul B pe bucata din dreapta, 
aşa că el va ocupa poziţia A, B, și deci deplasările j vor fi pro- 
porţionale cu ordonatele acestei drepte. 

Linia de influență va fi linia frântă 1 A, B, 2. Mai avem 
0, =14, 0=1/4. 

Se vede că ordonatele ei sunt nule la capete, și în punctul de- 
terminat de: 

Vl =V/i 
care poartă numele de punct-limit de forță Lăietoare, pentrucă orice 
forţă aplicată la dreapta lui, dă în o secțiune oricare, din interiorul 
panoului, o forţă tăietoare pozitivă și negativă când e la stânga lui. 

2. Forţa tăietoare maximă. 

Ca să avem forța tăietoare maxiină vom încărca porţiunea po- 

zitivă a liniei de influenţă. i 

Punând sarcina F, în punctul B, avem: 

T= RU 
1 

Să vedem dacă, forța F, intrând în panou și F> fiind în punctul 
_B, n'avem forţa tăietoare mai mare (fig. 96). Să avansăm convoiul 
spre stânga cu. distanţa c, dintre F, şi F.. Vom avea: 

=> Fi te) f—F, a/i 
1 

7, — Ta SF Fa /î=a 2 pi P=F, 72) 

Prin urmare 7, > 7 când 

(15) Sei Fifi 
1
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Se poate ca forţa tăietoare să fie maximă când Fe calcă în B 
la limita panoului. In acest caz 

Ta = Fi (Bi + a + e) /1— Fi (ea + co) /4— Fe ca/A 

Avem 
Ta— Ti = [> rau (Pat FDA] 

1 
Deci 74 > 7, când 

    

      

n 

(8) E F/U> + Pofi. 
1 _ 

Neegalităţile (18) și (18) ne in- 
dică clar poziţia convoiului, aşa ca f. E, k 

. . _ -- 6 € & 
să avem forța tăretoare maximă, Pa 

Tot din ele rezultă că dacă, întrun 1] E - 
_. ÎL 

panou oarecare, forța tăietoare este d K 
maximă când F, calcă în interiorul ! 
panoului, atunci, pentru toate pa- Figura 96 
nourile dela stânga, aceasta este cel 
puțin poziţia care dă maximum forţei tăietoare. 

In cazul când avem o sarcină uniform distribuită ea trebue 
întinsă până la punctul limit de forţă tăietoare pentru a avea va- 
loarea ci maximă, 

3. Linia de influenţă a momentului încovoietor M. 

a) Soluţia întâia. 

Când sarcina se află la stânga sau la dreapta panoului consi- 
derat, momentul încovoietor în o secţiune z, cuprinsă în interiorul 

panoului, este același ca şi când sar- 
pg a FE p cina Sar aplica direct pe grindă 

Dai (fig. 97). 

„Când sarcina calcă în panou 

  
  

momentul în secţiunea z este: 

M = 1.b z/l—Va/A 
și variază linear, 

Pentru W = 0, linia aceasta are 

un punct B,, comun cu linia de 
Figura 97 influență a momentului încovoictor 

  

  

  

    
în aceiaşi secțiune z, când sarcina 

se aplică direct pe grindă. Această linie mai are- și punctul A,, 
comun cu aceiași linie când a'=0. Așa dar. linia de influenţă este 
linia frântă 14, B,2. 

9. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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b) Soluţia a doua. 

Cu ajutorul lucrului mecanic virtual se procedează astfel: 

Introducem în secţiunea considerată o articulaţie și, pentru a 

restabili echilibru, un moment AM, întocmai ca și când sarcina s'ar 

aplica direct, şi vom avea 
M=(/0)]. 

Antretoaza A din stânga panoului după această deplasare, ajunge 

în A, iar cea din dreapta, B,în B,, așa ca după deplasare ocupă 

poziţia A B, (lig. 97). Deci poziţia langeronului va fi A, B, și orice 

sarcină s'ar afla pe el parcurge drumurile parcurse de el. 

Dacă examinăm această linie de influenţă, se constată că mo- 

mentele în o secțiune oarecare x, sunt totdeauna mai mici ca în cazul 

când sarcinile se aplică direct. Linia de influenţă este aceiași, ca în 

cazul când sarcinile se aplică direct, numai în dreptul antretoazelor. 

Așa dar, pentru o grindă oarecare, vom ciuta momentele maxime 

numai în dreptul antretoazelor. 

Când avem un sistem de sarcini, Îix pe grindă, vom considera 

momentele numai în dreptul antretoazelor, între ele momentul 

variind liniar, cum se va vedea imediat. | 

4. Curbele îorţelor tăietoare şi momentelor încovoietoare. 

Fie un sistem fix de sarcini; pe grinda principală se aplică numai 

forţele ce se transmit prin intermediul antretoazelor, prin urmare, 
toate forţele de pe grindă, 

le vom înlocui cu compo- 

nentele lor pe antretoaze. 

Curba forţelor tăietoare 

date de aceste compo- 

nente, este curba forţelor 

tăietoare pe grinda princi- 

pală. 

Pe fig. 98 sunt arătate 

curba forţelor tăietoare și 

- | a momentelor Îîncovoie- 

Fhf Re 
  

  

= =
 

    
  

      

  

|:
 

2 
m
a
 

   
  

    
              toare când sarcinile se 

aplică direct şi indirect 
pe grindă, chestiunea este 

foarte simplă și nu este 
nevoie de nici o explicaţie a figurii. Figura dă în același timp și 

            
Figura A8         

forţele tăietoare și momentele încovoictoare în longeroni.
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Se vede de ex. că forța tăietoare în grinda principală, în 
panourile extreme, este mai mică decât în cazul sarcinilor 
aplicate direct și asta se explică prin aceia că o parte din 
sarcinile de pe longeron se transmit, prin antretoaza de capăt, 
direct reazimului, deci nu prin grinda principală. 

Se mai vede că şi momentele încovoietoare, în grindă sunt 
mai mici ca la sarcinile direct aplicate şi au aceleaşi valori numai 
în dreptul antretoazelor. 

Deci există un avantaj în cazul când sarcinile se aplică indirect. 

E) Moment maximum maximorum. 

Până acum am considerat o secţiune oarecare, în care am căutat 
momentul maximum. In cazul când sarcinile se aplică direct pe 
grindă, se pune chestiunea, să se găsească atât poziţia convoiului cât 
şi secțiunea în care se produce cel mai 

  
  

    
  

mare moment încovoielor posibil. | F 
Atunci se zice de obiceiu că se caută P—a2 ———2 

momentul mazimum mazimorum. 4 | A- 
a) Să presupunem că avem o grindă :     

simplu rezemată parcursă de o singură Figura 99 

sarcină (lig. 99). 

Momentul maxim este în dreptul sarcinci și are valoarea: p Ş 

M =Fa/l 

Momentul maximum maximorum are loc când a =, şi este: 

| M = FI2/h 

Este cea mai mare valoare pe care poate să o aibă momentul 
când o sarcină parcurge grinda și are loc atunci când sarcina este 
la mijlocul ei. a | 

b) Cazul general. Convoiul de sarcini care intră pe grindă are 
rezultanta JR, care se găsește la distanţele a, şi b, de cele două rea- 
zime (fig. 100). Momentul mazim va avea loc neapărat în dreptul 
unei forţe. Să presupunem că F; este forţa în dreptul căreia are loc ' 
maximum, Să găsim acum poziţia convoiului care dă maximum 
maximorum. Avem: 

it 

AM = RI (a, —c)/l— 5 Fu d, 
1 

ge
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Când convoiul se mișcă la dreapta și la stânga atunci variază 

a. şi b. şi deci și sarcina /*; ca poziţie. Maximum max. are loc pentru 
dil/da, = o, adică pentru: 

(19) ar = (+ 0/2 şi bn =0—o9P 
care în vorbe ne spune că: poziția 

convoiului care dă momentul mazimum 

PP pp mazimorum este aceea pentru care mij- 
d] 

j 

i | 

locul grinzii împarte în două distanţa 
  

  

        

Ă e a 
3 7 între rezultanta forţelor cari intră pe 

HW la Va — 4 du. a . 
z 1 grindă şi forţa în dreptul ctireia are 

"loc mazimum mazimorum,. În acest 

Figura 100 caz valoarea momentului maximum 

maximorum este: 

i-l 
o (20) Mar. = R (l— 0/4 1—S Fi du 

1 

Momentul maximum max. poate avea loc în dreptul lui Fisa 

sau în dreptul oricărei alte forţe. Nu putem ști deci care e mai 

mare, decât făcând calculele numerice. Care este forţa în dreptul 

căreia are loc maximum max., ne-o indică formula (20), şi anume: 

R să fie cât mai mare, c cât mai mic, deci momentul maximum max. 

are loc pentru forţele, cari sunt grupate în jurul rezultantei, şi 
i 
> Fud, cât mai mică. 

1 

Din cele de mai sus se vede că momentul maximum maxiinorum 

numai întâmplător poate avea loc la mijlocul grinzii. 

F) Incărcări uniform distribuite echivalente unui 

convoi de sarcini dat. 
i 

Pentru simplificarea calculelor, -se obișnuește adesea, ca un 

"convoi oarecare de sarcini să-l înlocuim cu o sarcină uniform 

distribuită, p. Această sarcină p poartă numele de sarcină echiva- 
lentă convoiului dat, . 

Această echivalență depinde de punctul de vedere ce ne inte- 
resează,
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De ex., am găsit în secțiunea z, a la o grindă simplu rezemată, 
cu sarcinile aplicate direct, că forţa tăietoare este 7, atunci sar- 
cina echivalentă p, din punctul de vedere al forţii tăietoare în această 
secţiune, este dată de formula: 

T=pa?/, 

Pentru altă secţiune va rezulta alt p. In ceca ce privește mo- 
mentul încovoictor, se presupune că el este echivalent cu acel dat 
de o sarcină p, care însă nu este distribuită pe lungimea 7 ci pe o 
lungime mai mică. Circulările oficiale preseriu, că momentul maxi- 
mum maximorum să-l egalăm cu: 

Maze maze = p 0,8821:/8 

adică pe o deschidere de 0,88 1 în loc de 1. Pe partea centrală a 
grinzii și anume 0,12 1, se presupune 
moimentul constant şi egal cu momentul 
maximum maximorum. Curba momentelor 
“maxime se compune atunci—în mod 

   

  

    tu i 

convențional — din două arce de para- Pi 
bolă racordate cu o dreaptă la mijloc Figura 101 
(fig. 101). Momentul în secţiunea z, este: 

Ma = Alma: maz: 7 (0,88 1 — 2) /(0,412 E) 

notând z/l = £, avem: 

Ma = Maze maze € (0,88 —— £)/0,442 

în care € variază între zero şi 0,44. 

Circulările oficiale dau pentru diferitele convoiuri şi deschideri l. 
valoarea momentelor maximum maximorum şi tabele gata calcu- 
late pentru valorile lui £ (0,88 — £)/0,442. 

Cele două parabole, astfel construite, se iau drept curbă a mo- 
mentelor încovoietoare maxime. Calculele arată că această curbă 
a momentelor, dă valori mai mari pentru A, decât dă convoiul 
în realitate, deci din punctul de vedere al calculului suntem aco- 
periţi.
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Aplicaţiuni recapitulative. 

Aplicația Nr. 24. O grindă incastrată la o extremitate și liberă la 

cealaltă, este încărcată cu o sarcină uniform distribuită p/hs/m. Se cere curba 

momentelor î încovoietoare și a lorţelor tăietoare. 

  

  

  

  
  

          

Avem: 

T=—pz â- pu 
phann : P 2/0 . E | 
III. M=—paf2, : - Ț 

za î Variază deci după o 7 
2 , - i 

dreaptă şi o parabolă ca i 

în fig, 102. Au valorile ie 
maxime pentru x = î, | 

i ema 7 Ț 

Aplicația Nr. 25. Să se j SC     

  

    găsească linia de influenţă ă ȘI 

, a forței tăietoare şi a mo- Figura 102 jel tăuetoare Și a mn Cina m 
- mentului  încovoietor în : 

A Ani Tigura 103 
secţiunea z, a unei griuzi 

incastrată la o extremitate. 

Pentru forţa tăietoare vom face o secţiune în z și vom deplasa bucata care se 

poate deplasa, cu o cantitate v și paralel cu ca însăşi (fig. 103). Dacă f/=1 

parcurge drumul j avem: 

Tv+Fj=o 

So vede că v= j, deci 

T=—F=—1, 

Pentru moment vom introduce o articulaţie 
Floa, & 4 și avem 

4 ! MO-+Fj=o 
A 7 deci i 

M = —( /0) i 

Insă j = (r—a)0, deci 

M = —(2—a) 

  
  

  

  

  

Orice sarcină care calcă la 
dreapta secţiunii z, dă forţe tă- 

ietoare şi momente încovoietoare 

nule în secţiunea z, 

Aplicația Nr. 26. O grindă 

care se sprijină pe două reazime, 

cari nu sunt la capetele grinzii, 

poartă numele de grindă cu con- 

sole. Console se numese părţile 

grinzii cari depășesc reazimile 

(fig. 104). 
Să presupunem grinda încărcată cu un sistem de 3 sarcini concentrate Fi, 

Fe şi Fa. 

  

                               
Figura 140
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Să se construiască curba forţelor tăietoare și a momentelor încovoietoare. 

Reacţiunile sunt: 

Pi = (bi Fa ba Fa ba) fl; Va (a Fi + agFa + as Fe) /l 

și se deduc luând momentele în raport cu cele două reazime. 

Forţa tăietoare și momentul încovoictor au diferite valori după poziţia 

secţiunii, Dacă socotim pe z dela V, ca origine avem: 

  

  

  

  

  

  

  

Intervalul Forţa tăietoare 7. Momentul incovoietor AL. 

o—r, o o 

F—V, —F, — (a—F, 

VP —Fa P—F, Vr—(z+ha)F, 

Fi—V, V—Fi—E Fr (2 ta) Pi— (af, 

Pa Pr Vf —Fa= Fa Fa (as — z) 

Is—3 Fs—F;=o o           

Grafic problema se rezolvă foarte simplu, determinând linia de în-- 

chidere a poligonului funicular așa ca momentul în dreptul reazimilor 

să fie nul. 

In fig. 104 este arătată curba forţelor tăietoare și a momentelor încovoictoare, . 

cari prezintă porţiuni pozitive și negative, 

Aplicația Nr. 27. O grindă cu console este încărcată cu o sarcină uniform 

distribuită p (fig. 105). Distanţa între reazime 

este Î, iar lungimea celor două console este. 

Să se determine raportul 1/l, așa ca mo- 
  

  

mentul maxim pozitiv să fie egal în valoare 

cu cel negativ, de 

Reacţiunile sunt 

PV pliuri). 
  

“ Momentul în dreptul reazimului este   M, = — pf %   

  

Momentul maxim la mijlocul grinzii este = 

V,1/2—p (, + 1/2) /2 = p(b/4— th) Figura 105 

Egalând cele două valori avem: 

Il = Va
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Aplicația Nr, 28. Să se găsească linia de influenţă a reacţiunilor, a 

forțelor tăietoare și a momentelor încovoietoare în diferite, secţiuni la o grindă 

cu console. 

In fig. 106 sunt indicate acestea. Nu e nevoie de nicio explicaţie. 

  

Figura 106 

Deplasarea în dreptul cantităţii care ne intere- 

sează putem să o luăm egală cu 1, și atunci rezultă 

numai decât unghiurile 0. Acest unghiu, în cazul reac- 

ţiunii Y, și a forţei tăietoare 7 este egal cu 1/; 

în cazul momentului încovoietor 0,=1/x, 0-=1/x, 

= 1/zz. Aceasta pentru secţiunea dintre reazime. 

Pentru secţiunea de pe consolă, pentru T avem 

0= 0, iar pentru moment 0 arbitrar. Cu aceste 

elemente caleulăm imediat valorile lui j. 

Aplicația Nr. 29, Avem un sistem de grinzi 
cu console ca în fig. 107. 

Se cer liniile de influenţă ale reacţiunilor: V,, Vs 

V,, a forţei tăietoare şi a momentului încovoietor 

în secţiunea z din deschiderea li. 

Vom explica numai cum s'a construit linia de 

influenţă Tz și Mz din secţiunea z. 

Pentru prima facem o secţiune în grindă și 

dăm o deplasare bucăţilor de grindă, așa ca după 

această deplasare, cele două bucăţi de grindă să îie 
paralele. O bucată se va roti în jurul reazimului $, iar cealaltă în jurul 

reazimului 7. Punctul 6 va ajunge în 6, punctul 5 rămâne pe loc, iar 

4 în %, pentrucă bara ls + Îş se roteşte în jurul punctului 5. Punctul 3 

rămâne pe loc. 
Pentru momentul încovoictor introdu- 

cem în secțiunea z un moment positiv. i fi Bucătil : i ITAL ucăţile 1; şi Î; se rotesc în jurul RI pizde 
punctelor 7 şi 8. -Punctul 6 ajunge în ANI] ; | 

* a - . - Aa A L Ga iar & în &2, punctele 5 şi 3 rămânând Pr 
pe loc, Il 

. dia VW : 
În acest mod se poate foarte lesne Pa PNI | 

construi linia de influență a oricărei can- 

tităţi, 
Să se mai observe ca deplasarea în 

dreptul cantităţii care ne interesează putem 

să o facem oricând egală cu î. . 

In acest fel expresiunile unghiurilor O 

sunt foarte simple. 

In cazul reacţiunii V, avem 6 = 1/4, 

pentru V5, 0 = 1/l, pentru Vi, 6= 1/1 

pentru forţa  tăietoare 

pentru moment 0,=1/z, 6,=1/x, 

0=1/zz. | 

  

  

  

  

  

                      

  

0=1/l, iar 
Figura 107
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Aplicația Nr. 30. O grindă, simplu rezemată la ambele extremităţi, 

este făcută din două bucăţi, 1—2 şi 3—4. Extremitatea 2 reazimă pe 

grinda 3—4, iar capătul 3 este legat de 1—2 ca să nu se desfacă (fig, 

108). Grinda este încărcată cu un sistem de sarcini oarecari. Să se gă- 

scască curba forțelor tăietoare şi a momentelor încovoietoare în fiecare 

grindă. (|. Ionescu). 

Cu ajutorul poligonului forţelor, construim poligonul funicular, cu ajutorul 

căruia deducem reacţiunile V, şi V,. Pentru aceasta, prin polul 0, ducem o pa- 

ralelă AN cu linia de închidere a poligonului funicular 0. 

Să considerăm grinda 

1—2. Ea se găseşte în 

echilibru sub acţiunea 

forțelor V,, Fi, Fa și a F & 4 

reacţiunilor Va și Va. 

Laturile extreme de O 

  

  

oligon funicular pentru 
» 

grupul de forțe V,, VIII ji 

&N 

    Fi, Fa, sunt laturile 0 

şi Oa. 
  

Linia de închidere 

care întâlnește aceste 

laturi și liniile de acţi- 

une ale lui Va și Ve 

este 0'. Dacă ducem în 

poligonul forţelor o pa- 4]: li 

ralelă A” cu 0", găsim | Î n 

reacţiunile V, şi VL 
Curba momentelor Hilti 1 ul 

pentru grinda 1—2 £ ; | H 
este formată din latu- ? slip tat 

rile 0, 0, 0, 0' și 0. 

In mod analog se 

arată că pentru grinda 

3—4 curba momentelor este 0, 0, 0, și 0. 

Reacţiunile fiind determinate se află ca pe figură curbele forţelor tăietoare. 

  

          

    

    

  

  LE 
    

    
   

              

  

    

Figura 108 

Aplicația Nr. 31. Pentru grinda din aplicaţia Nr. 30 să se determine linia 
de influenţă a forţelor tăietoare pentru o “'sceţiune din intervalul 2—3, atât 

în grinda de sus cât și în grinda de jos. Sarcina F = 1 parcurge grinda 1—2 

iar, de acolo, pe intervalul 2—4, parcurge grinda 3—4. 

Aceste linii de influenţă se determină după regulile date anterior, fără nicio 

altă consideraţiune specială. 

In fig. 109, 7s este linia de iniluenţă în secţiunea z în grinda de sus, Ti; 

„idem în grinda de jos, As este linia de influenţă a momentului încovoietor 

în secţiunea z, în'grinda de sus, AM; idem în grinda de jos. 

Să explicăm construcția uncia din ele, de ex. Ts. În grinda superioară 

facem o secţiune şi aplicăm forţele tăietoare 7 positive. Ducata 1—az
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se va lăsa în jos până în o poziţie oarecare. Punctul 3, rămânând mereu ? 

pe bara 1—az, va ajunge în 3;, și 

Punctul 2 fiind mereu pe bara 3—4 P 

  

  

  

O 2 
A Da p, 

G z G& 

Ir 

1 3 = zilna 4 

_ = 
ISI 

z, 
h 

Linia &   
  

        

  

    

Figura 109 

Vom aplica principiul lucrului 

sunt V,, VW... 

bara 3—4 va ocupa poziţia 3s—A4. 

ajunge în 2s. Bucata de bară z—2, 

după deplasare, trebue să rămână pa- 

ralelă 1— 3s, deci prin 92 ducem o 

taie verti- 

cala lui z în as. Forţa F=1 de- 
paralelă la aceasta, care 

plasându-se pe grinzi pe intervalele 

1—2—4, linia de influenţă e dată 

de 

sare, 

După cum se vede chestiunea este 

îoarte simplă. Calculul ordonatelor j 

cu ajutorul unghiurilor 0 este de ast- 

ordonatele acestora, după depla- 

nenea ușor, 

Aplicația Nr. 32. Trei grinzi ori- 

zontale 14, 25 și 36 se sprijină cu 

extremităţile lor 4, 5 și 6 pe trei 

reazime simple 4, 5 și 6, iar cu ex- 

tremităţile 1, 2 și 3, reazimă simplu în 

punctele 1, ? și 3 respectiv pe grinzile 

36, 14 şi 25.Pe grinda 14, în punctul «i, 

se aplică sarcina verticală F. Să se 

găsească reacţiunile din reazimile 1, ?,,.. 

Vom presupune că punctele 1, 2și 3 

împart grinzile în același raport z/l, 

ca în fig. 110. 

mecanic virtual. Presupunem că reacţiunile 

Dacă punctul 1 de pe grinda 1% se lasă în jos cu eu, atunci 2 se lasă cu v,z/l, 

punctul 3 cu v, 2*/k iar punctul 1 de pe 

grinda 36 cu vw, 23/B. Reacţiunea V, a 
parcurs deci diferenţa de drum v, (1—23/B) 

şi a efectuat lucrul mecanie 

Vava (1 a*/8). 
Forţa F a parcurs drumul va/l şi a 

efectuat lucrul mecanic virtual —/Fo, 

Avem deci: 

V, (1 — a*/B) = Fa/l 

care ne dă V,.=Fat/(B—a). 

Analog găsim: 

virtual 

a/l. 

  

Figura 110 

V, = Faz/(B— a), 

V, = F aal/(B — 2%) 

și Vi Va + Va= Fa/(l— a). 
Având aceste reacţiuni deducem numaidecât pe celelalte prin proecţii.
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Aplicația Nr. 33, Două grinzi simplu rezemate sprijină cu câte un 

cap al lor pe un acelaşi reazim. Să se găsească reacţiunea maximă pe acel reazim 

sub acţiunea unui convoi mobil. Linia de influenţă, a sumei reacţiunilor V+V;, 

este un triunghiu (fig. 111), deci ca și . 

a momentului încovoietor ce s'ar pro- A- 

duce în dreptul lui Va + Va dacă am 

avea o grindă simplu rezemată de des- 

chiderea 1, + l. Deci: 

  

A 

  

    =
 

  
Linia Ki 

  

8   
ţ 
i 
; 

i 
  

Fi = 04 + Vao=A10 

sau Var V3=M 0/msl (4-12) /lnla. Figura 141 

Aşa dar, poziţia convoiului care dă 

maximum pentru Vs + V3, este aceia care dă momentul maxim în aceiași 

secţiune, considerând o grindă cu deschiderea î,-+ls. 

Aplicația Nr. 34. O grindă de 6 m deschidere este parcursă de un convo 

format din o sarcină uniform distribuită, de 24/m pe o lungime de & m 

și o sarcină concentrată de 24, care este la distanţele 31m și im de capetele 

sarcinei uniform distribuite (fig. 112), 

Grinda fiind simplu rezemată la am- 

    
  

  

      

p bele sale extremităţi; să se găsească mo- 

d mentul maximum maximorum, 
1 29m ——P— |189m = , ca. . 
i i2tm Vom afla mai întâi valoarea rezultantei 
| ] . e ea . 

- ate 2 și poziţia ei faţă de convoi. Avem: 
A ec — 2 

o 100 ÎI str RA XA p2=104 

FT Pentru a afla poziţia ci luăm momentul 

în raport cu mijlocul sarcinei uniform 

Figura 112 distribuite și avem 

. 9.1/10=02 m 

Prin urmare dela mijlocul sarcinci uniform distribuite, luăm 0,2 m şi acolo 

plasăm rezultanta de 10 î. 

Așa dar, această rezultantă se găseşte la distanţele 2,20 m și 1,80 m de cele 

două extremităţi ale sareinei uniform distribuite. 

Ca să avem momentul maximum maximorum, așezăm convoiul aşa ca 

mijlocul grinzii să împartă în două distanţa între rezultantă și secţiunea în 

care are loc maximum. Această secţiune poate fi orice secţiune din regiunea 

sareinei uniform distribuită, pentrucă orice sarcină pdz, poate fi considerată 

ca o sarcină coricentrată. 

Să presupunem că acea secţiune este între rezultantă și sarcina de 2 î. 

Dacă din calcul va rezulta că secţiunea este în această regiune, atunci secţia 

este bine aleasă. Dacă rezultă în altă regiune, o vom lua acolo. 

Pentru ca momentul să fie maxim trebue ca forța tăietoare să fie nulă. 

Avem: 

T = 10 (3 + c/2)/6—2 (3,20 +c)=0 

din care scoatem c= 0,54 m.
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Prin urmare, secţiunea este bine aleasă, căci distanţa între rezultantă şi , Lă 

forţa de 2 î este 0,80 m. 

Valoarea momentului maximum maximorum este: 

” i 

M= R (l—c)/n1— E Fi du = 10,348 tm 
. 1 

şi are loc în secţiunea de lângă mijlocul grinzii. 
In cazul când avem o sarcină continuă și mai multe sarcini concentrate, 

pentru a micşora numărul încercărilor vom alege secțiunea de maxim în dreptul 
unei sarcini concentrate. 

Dacă forţa tăietoare în dreptul acelei sarcini schimbă de semn, atunci sec- 
țiunea este Line aleasă. Dacă însă în dreptul ei forţa tăietoare este pozitivă, 
secţiunea de maxim se găsește la dreapta acelei sarcini și la stânga când este 
negativă. 

Aplicația Nr. 35. O sarcină continuă uniform distribuită avansează. pe o 
grindă simplu rezemată. Cum variază momentele maxime cu poziţia încărcă- 

turii (|. Ionescu) (fig. 113). 

Momentul maxim va fi în secţiunea a în 

care forţa tăietoare este nulă deci acolo unde: 

pr /2l—p(z—a)=0,.:.a=a—2/f2l 
  

iar valoarea momentului este: 

M=pa:/2 

variază deci după o parabolă, ca în fig. 113 și 

  

are valoarea maximă pentru a =1/2. Cealaltă 

ramură de parabolă o căpătăm când sarcina 

avansează dinspre dreapta. 
Din acest exemplu se vede cât de repede creşte momentul încovoietor cu 

Tigura 113 

deschiderea,



GRINZI CU ZĂBRELE PLANE. 

A) Generalităţi şi definiţii. 

| î. Definiţii. 

Cu ajutorul barelor putem face și o altă serie de construcţii. 

Două puncte oarecare le putem lega, în mod invariabil între 

ele, prin o bară rigidă. Asta înseamnă că numai distanța între 

ele rămâne invariabilă. De aceste două puncte, să zicem A și B, 

(fig. 114) putem fixa un al treilea punct C, în două moduri: 

19, Prin o bară AC invaria- 

bilă şi care face un unghiu in- 

variabil CAB cu direcţia AB. 

In acest mod, dacă barele 4 E și 

AC sunt indeformabile, punctul 4 

e 

8 

  

8 
C va păstra o poziţie invaria- tiu 114 

bilă faţă de A și B. 
20. Prin două bare AC şi BC cari se pot roti, deci cari sunt 

articulate în punctele A, B și C. Dacă barele sunt articulate în 

aceste puncte și dacă lungimile AB, 

BC și CA sunt invariabile ca lungime, 

atunci poziţia relativă a punctelor A, 

B și C, unul faţă de altul, este inva- 

riabilă. In acest caz se zice că 

construcţia A BC este rigidă. | 
Ne vom ocupa deocamdată numai 

Figura 115 de al doilea fel. de fixare. 

De construcţia A BC,şi în planul ei, 

putem fixa un al patrulea punct D (fig. 115) tot prin două bare, BD 

şi CD, invariabile ca lungime şi articulate în punctele B, C și D. 
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In acest mod, în plan, cu ajutorul barelor articulate la extre- 

mităţi, putem construi o figură ABCDEFG... indeformabilă 

şi în care diferitele puncte A, B, C... păstrează unele faţă de altele 

o poziţie invariabilă când lungimile barelor rămân invariabile. 

Figura astfel formată poartă numele de grindă cu zăbrele plană 

pentrucă este cuprinsă întrun plan. 

Conturul ACD/G, al părţii superioare, poartă numele de talpa 

superioară, iar cel al părţii inferioare (ABEG) poartă numele de 

talpa inferioară. Barele din interiorul 

acestui contur precum CB, BD, DE 

și EF poartă numele de diagonale. 

Când o parte din diagonale sunt 

verticale, atunci acelea se numesc 

    

Figura 116 

montanţi. Punctele A, B,C,... se numesc nodurile grinzii cu zăbrele. 

Când nodurile tălpii superioare ale unei grinzi cu zăbrele se 

găsesc pe o parabolă, iar cele inferioare pe o dreaptă, grinda se nu- 

mește grinda cu zăbrele parabolică (Lig. 116). După forma tălpilor, 

grinzile cu zăbrele se clasifică în o serie de grupe și nu e locul aci 

de a ne ocupa cu aceasta. 

2. Relaţiuni între numărul barelor, numărul nodurilor 

şi poziţia lor. 

a) Consideraţiuni cinematice. . 

Ipoteza lundamentală, care o admitem la construcţia grinzilor 

cu zăbrele. este că toate barele sunt articulate în noduri, și deci 

jiecare bară în parte este articulată la ambele sale extremități. 

Observăm apoi că, pentru a fixa un punet oarecare, avem nevoie 

de două bare. Dacă n este numărul nodurilor, atunci avem nevoie 

de 2 n bare. După această regulă ar Îi trebuit să avem pentru pri- 

mele două puncte patru bare, pe când în realitate n'avem nevoie 

decât de o singură bară. Deci după această regulă obţinem trei 

bare mai mult și ca să avem numărul exact trebue să scădem 3 

bare. Dacă m este numărul barelor, atunci avem 

(1) i m=2n—3 

Formula aceasta stabileşte legătura între numărul barelor şi 

numărul nodurilor. Dacă grinda îndeplinește această condiţie este 

rigidă. Această condiţie este necesată dar nu este suficientă. In 
adevăr, să presupunem că din grinda cu zăbrele suprimăm o bară
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de exemplu 4—5 (fig. 117). In aceste condițiuni, o parte a grinzii 
se va mișca faţă de cealaltă pentrucă ncîndeplinind condiţia (1) 
construcţia numai este rigidă și dacă de ex. porţiunea 1 rămâne 
fixă, atunci porţiunea II se va mișca faţă de prima, nodurile ei 
descriind niște curbe C. | 

Pentru a împiedica această mişcare este suficient ca oricăre din 
nodurile porțiunii II să fie legat în mod invariabil cu o bară rigidă 
de oricare din nodurile porțiunii |. 

Putem deci înlocui bara 4—5 de ex. 
prin bara 3—6. 

Prin urmare — în condiţiile de mai 

sus — putem înlocui o bară oricare a 
grinzii cu zăbrele prin o oricare altă 
bară, afară de barele de care facem Figura 117 
menţiune imediat. 

  

Nodurile părţii II, când am suprimat bara 4—5 și menţinem 
partea ] fixă, descriu niște curbe C. Dacă legăm un nod oarecare 
al părţii a doua cu o bară rigidă la un nod din partea ], care se 
găsește pe normală la curba C descrisă de nodul din partea II, 
atunci cele două părţi nu mai sunt legate rigid între ele. 

In adevăr, în loc ca nodul respectiv să fie legat la partea I prin 
două bare care fac între. ele un unghiu determinat, cl este legat prin 

două bare care fac între ele un unghiu 

  

    

_— = nul. În acest mod, în loc să avem 

pla punctul determinat prin intersecţia 

4 . 8 i Laba a două cercuri oarecari, el este de- 

<&e i - ui "terminat prin punctul de tangenţă 

i a două cercuri așa cum se arată în 
e fig. 118. 

Figura 118 In acest caz, pentru lungiri sau 

scurtări infinit mici ale barelor de 
legătură, rezultă pentru punctul C deplasări finite. Să presu- 
punem că e este deplasarea punctului C după normala la AC, când 
barele, AC =, BC = le, s'au scurtat și lungit respectiv cu u, și 
Uz aceste variaţiuni ale lungimilor fiind infinit mici, avem: 

(n — +02 =(u—uk 

(ln — uk 72 = (la + uz)? 

din care deducem: 

lb = Viu) — Ve Fu? —
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Neglijând infiniţii mici ui și uz faţă de ], și , avem: 

Vl ul —u— %2/2 li, 

Vl E us? — 02 le + ua — v2/2 le 
sau: 

(2) 29 =2 (ua tus) Dle/(l—la) , ul + auz) /(—l;) 
Dacă punctul C este între A şi B şi dacă: măsurăm pe u po: 

sitiv în sensul de la A spre C atunci avem analog: 

(2) 22 =2 (urud)ub/(uil) ,u = (li ua — la uz) /(l + lo) 

Prin urmare, pentru lungiri infinit mici u, şi us a barelor |, și l 
corespunde o deplasare v finită a nodului C. 

Să luăm un exemplu numeric: 1, = 6 m, le =4 my up bt us=0,l 
mm. Înlocuind în formula (2) căpătăm p = 49 mm. Așa dar, pentru 
o variaţie totală a lungimii barelor de 0,1 mm, pentru punctul C 
corespunde o deplasare normală pe direcţia barelor de 49 mm, adică 
de 490 ori mai mare. In aceste condiţii nu mai putem spune că 
punctul C este fixat în mod invariabil de punctele A și B prin lun- 
gimile Î, și le. | 

Se poate găsi o expresiune analitică a acestei condițiuni. 
Să presupunem că bara de lungime lu; și direcţie Îi; leagă no- 

durile i și k. 

Să mai presupunem că dăm nodurilor i și k deplasările j; și Ja. 
Se va demonstra mai târziu la « Deplasări virtuale» că dacă 

a, f și U sunt trei vectori normali pe Ji» În şi in dacă u și 0 sunt 
respectiv cantităţile cu care bara se lungeşte și se roteşte în jurul 

„unui punct anume determinat și că dacă punem v =10, avem: 

(8) | “În B— ja =vî—u0 
Prin urmare, dacă cunoaștem deplasările jn şi ji, putem deduce 

pe u şi e și reciproc. 

Relaţia: | vi—u0=0 

reprezintă condiţia de nedeformabilitate a barei, căci din această 
relaţie rezultă neapărat u =0, v=0. 

„Această relaţie este satisfăcută numai. dacă bara stă pe loc 
sau are 0 mișcare de translație. . 

Să scrim această relaţie pentru toate barele cari pleacă din 
nodul i. Vom avea: 

(4) > vin FIR = u; 

notând: 

(5) . u; =2 ui; Du
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Dacă tuturor barelor le dăm lungiri cunoscute ui, atunci u; 

este cunoscut. i 

Pentru generalizare vom presupune că un nod este legat cu 
toate celelalte prin bare. 

Scriind această relaţie pentru toate nodurile, vom avea n ecuaţii 
de forma: 

(6) 0 + vre Îa F Wa În + is A o. lu 

ai În + 0 oa În k Va za -k o... Ua 

cu m=2n—3 necunoscute p, | 

„Pentru a rezolva acest sistem de ecuaţii, ne alegem un sistem 

de axe de coordonate 507) și multiplicăm fiecare ecuaţie scalar 

respectiv cu £ și 9]. În acest mod am transformat ecuaţiile de mai 
sus în 2n ecuaţii scalare. 

Dacă, după deformaţie, așezăm, de ex., grinda așa fel ca nodul 1 

să [ie în originea axelor de coordonate, atunci u, = O, și dacă aşezăm 

şi bara 1—2 după axa £, atunci ue este dirijat după această axă 

'şi ecuaţia respectivă multiplicată cu 7] anulează partea doua a ci. 

Așadar, din toate ecuaţiile ne rămân numai 2 n — 3, adică atâtea 
câte necunoscute avem de aflat. 

Am putea impune și alte condiţii, de ex.: deplasarea nodului 1 

să fie nulă, iar a nodului n să se facă după o direcţie oarecare. 

Pentru ca să avem valori finite pentru 7, când u; are de asc- 

menea valori finite, trebue ca 'determinantul 4, al coeficienţilor 

necunoscutelor v din ecuaţiile scalare de care am vorbit mai sus 
să fie diferit de zero, deci A,J40. 

Am văzut cum din ecuaţiile vectoriale deducem pe cele scalare 
și deci cum din determinantul vectorial simbolic: 

O în  Anpeeee 

(7) 4, = În o În ee. 

În În 0... 

putem deduce pe 4,. al ecuaţiilor scalare. 
Așa fiind, în loc de a pune condiţia 4; =£0, vom pune condiţia 

„echivalentă: - 

(7) A, £0 

Numai în acest caz, pentru valori finite ui; — lungirile barelor — 

corespund valori finite pentru 7 și deci valori finite pentru j. 

10. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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Grinda satisfăcând acestei condiţii se zice că este strict nedefor- 
mabilă. | 

In rezumat o grindă cu zăbrele trebue să satisfacă condiţiile: 

1. DBarele de lungime invariabilă să fie articulate în noduri. 

2. Intre numărul barelor şi al nodurilor să eziste relaţia m=2 n—3. 

3. Direcţia barelor, sau ceea ce este tot una cu poziția nodurilor, 

să satisfacă condiţia de strictă indeformabilitate, adică 4, e O. 

Aplicația Nr. 36. Să presupunem că avem o grindă cu zăbrele cu 3 noduri 

(fig. 119) şi să-i aplicăm condiţia Apy=£0. 

Avem: 

0 În O În 
Av = Aa 0 Î3 

Ja ha 0 
, , 

Figura 119 

Pentrucă numărul laturilor este 3 și As va avea tot gradul 3, 

Determinantul Av îl transformăm în unul scalar miultiplicând vectorial 

jiccare linie respectiv cu ss, Îa şi n Vom :obţine un vector normal pe planul 
figurii, a cărui valoare este: ” 

sina 0 :0 

ds=—]| 0 0 siny|]= —sina.sinfi, siny 

0 sinf. 0 

Se vede de aci, că atunci când unul din unghiuri este 0 sau 2, cele trei 

„noduri sunt în linie dreaptă şi sistemul — în acest caz—nu este strict in- 
" deformabil, . : 

„ Pentru o grindă cu n noduri se poate găsi oricând o poziţie a nodurilor 

aşa ca d =0. 

b) Consideraţiuni statice. 

Vom avea totdeauna în vedere faptul că barele grinzii cu ză- 

brele sunt articulate la noduri. Din această consideraţiune rezultă 

că în noduri nu avem momente cari să acţioneze asupra capetelor 

barelor. Mai rezultă că momentul tuturor forţelor din barele unui 

nod în raport cu nodul respectiv este totdeauna nul. 

" In cele ce urmează, vom mai presupune că forţele se aplică numai 

la noduri. Prin urmare, barele grinzilor cu zăbrele vor îi solicitate 

numai de forţe aplicate la extremităţile lor. Pentru ca bara respec- 

tivă să fie în echilibru, trebue ca forjele aplicate la eatremităjile ei 

să fie egale de direcţii contrare şi dirijate după aza barei.



147 

Dacă avem două noduri i și k, efortul în bara i k il vom nota 

cu Ai, lungimea barei respective cu Îi, iar direcţiunea ei cu Îi 

Fie forţele: FE, a... Fi, În... cari se aplică respectiv în nodu- 

rile 1, 2... îi, k... (fig. 120). 

Momentele forţelor ce concură în nod fiind totdeauna nule, urmează 
că echilibrul nodului este asigurat scri- 

ind cc poligonul forţelor din acel nod este 

un poligon închis. Vom avea evident: 

F, + Ne + Na =0 

Fat Na + Am + Xa =0 

Fat Nat Nat Maat Nas =0 

Fi + Ni + Nas + Aa + Nin =0 

t 

  

Figura 120 

sau: 

Pia A Nae Înot Na Ana = 0 

(2) he + Na În. Nes Îas + Noi fa =0 

F; + ÎNi3 Îi + Na Îi + Ni fin: + Nin in = 0 

în care: 

(9) Aia = În și fata =0 

In grupul (8) avem atâtea ecuaţii câte noduri, deci n ecuaţii. 
Fiecare ecuaţie ne permite găsirea a două necunoscute, prin urmare 
putem găsi 2n necunoscute. 

Echilibrul grinzii cu zăbrele se asigură prin un sistem de reazime 
echivalent cu trei reazime simple. Vâloarea' acestor trei reacţiuni 
este de asemenea necunoscută și grupul (8) de ecuaţii ne dă va- 
lorile celor 3 reacţiuni și a 2n —3 eforturi AX din barele grinzii 
cu zăbrele. Cum numărul eforturilor din bare este egal cu numărul 
barelor, urmează că trebue să avem: 

(1) m=92n—3 

Reacţiunile însă le putem găsi direct. 

In adevăr, presupunem că trei oricari din forţele Fii, f... sunt 
reacţiuni. 

Dacă adunăm , ecuaţiile ($) căpătăm: 

ZT =0 
“pentrucă termenii în Î, ţinând seamă, de (9) se anulează doi câte doi. 

10*
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Dacă se ia momentul tuturor forțelor î în raport cu un punct 
arbitrar, se capătă: 

> IF =0, 

termenii în A anulându-se “pentru același motiv ca mai sus. 

Aceste două ecuaţiuni ne determină valoarea a trei reacţiuni. 

Să căutăm valorile eforturilor N. Presupunem că am aflat 

reacţiunile, deci grupul de forţe, Fi, f£,... Fa, este cunoscut. 

Din ecuaţiile (8) — dacă pentru generalitatea cazului presu- 

punem că un nod este legat prin bare cu toate celelalte noduri — 
ăsim că 4, are valoarea: 

(II zl 

(7) aa 0 
În În 0 e... 

adică tocmai aceia care am găsit-o la studiul deformaţiunii grinzii. 

Pentru ca să găsim eforturi finite în grindă, trebue ca 4,40 

și aceasta se vede că este tocmai condiţia de strictă indeforma- 
bilitate. 

Dacă 4 = 0, găsim eforturi infinite în bare. 

Și din consideraţiunile de mai sus ajungem la aceleași conclu- 

ziuni ca și pe cale cinematică, pe cari le repetăm și aci: 

1. barele de lungime variabilă se consideră articulate în noduri, 

între numărul barelor şi nodurilor să eziste relația m = 2n—3 
2, 

3. să avem condiţia A 0. 

B) Determinarea eforturilor din. bare. 

Generalităţi. 

Grinda cu zăbrele îndeplinind condiţiile de mai sus, putem păşi . 
la găsirea eforturilor din bare. 

Dacă grupul (8) de etuaţii îl transformăm în unul scalar, găsim 
2 n ecuaţii din cari păstrăm numai 2n — 3, pentru că reacţiunile 
au fost găsite. 

Dacă se rezolvă acest sistem de ecuaţii liniar și omogen se găsește: 
7 (10) Nin = Nin Fa Fe Nine Fat sooo Fin Fi ae.. 

din care rezultă că Wy este o funcţie liniară și omogenă numai 
de valorile forţelor FF... nu și de direcțiile lor, pe cari le vom 
presupune că rămân constante.
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- Coeficienţii nins" poartă numele de coeficienți de influenţă. Ei se 

determină în modul următor. Presupunând F, =1 și Fa =F=... 
=; = 0, avem: 

Nu — Nita 

adică, niz este efortul care se produce în bara ik, atunci când în nodul 

] se aplică o forță F, = 1. Dimensia lui nu; este un număr. 

Formula (10) ne arată că putem suprapune efectul forţelor 

Iu, ete. În adevăr, putem calcula efortul în bara ih când forţa F, 

calcă în nodul 1, şi vom avea nina fu drept efort în bara ih. 

Calculăm apoi efortul în bara ik când F, calcă în nodul 2 și 

avem Nina Fe şi așa mai departe. Formula (10) ne arată că efortul 

total. este egal cu suma eforturilor produse de fiecare forţă în parte 

în bara considerată. 

Această observaţie este foarte importantă căci ne permite sim- 

plificări de calcul. In adevăr, vrem să știm care este efortul în 

o bară sub acţiunea încărcării permanente și a încărcărilor mobile? 

Vom calcula eforturile în acea bară sub acţiunea sarcinii permanente 

și apoi sub acţiunea sarcinilor mobile. Efortul total sub acţiunea 

simultană a celor două sarcini, va fi suma lor. 

Coeficienţii ni ete. sunt positivi și negativi. Dacă încărcăm 

numai nodurile cari au ni positivi, vom obține Ay, positiv, dacă 

încărcăm numai nodurile cari au n negativi, vom obţine un efort 

negativ în bara th. 

Așadar, cunoașterea coeficienţilor n; ne dă posibilitatea de a 

găsi eforturile maxime positive și negative în o bară oarecare a 

grinzii cu zăbrele, arătându-ne în mod precis cari anume noduri 

să le încărcăm în acest scop. 

Ca normă generală, pentru găsirea eforturilor din barele unei 

grinzi cu zăbrele, dându-ni-se modul de sprijinire, vom căuta mai 

întâiu valoarea reacţiunilor. În acest mod în partea I-a a ecuaţiilor 

(=) avem numai cantităţi cunoscute. 

Intocmai ca și la grinzile drepte, pentru aflarea eforturilor din 

bare vom întrebuința metoda secţiunilor. 

1. Metoda separării nodurilor. 

Vom presupune că facem în jurul fiecărui nod o secțiune așa îel, 
ca nodul să rămână izolat. El se va găsi în-echilibru sub acţiunea 

forţei FF şi a eforturilor din barele tăiate cari ajung la acel nod. -
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Când am seris ecuaţiile (8) am făcut implicit aceste secţiuni 
cari separă nodurile. | 

Fiecare din ecuaţiile (8) ne dă câte două necunoscute. 

Pentru aflarea lor numerică avem la îndemână mijloace anali- 
tice și grafice. 

a) Calculul analitice. 

Prima ecuaţie din grupul (8) multiplicată vectorial succesiv cu 
Îna ȘI A ne dă: 

— Fa dna = Na na Ara 

— Fa Ang = re Ano Î3 

Vectorii Î2 1, ete. sunt normali pe planul figurii, deci sunt 

toţi paraleli și valorile lor numerice sunt egale cu sinusurile unghiu- 
rilor direcţiunilor respective, deci ecuaţiile de mai sus sunt scalare. 

Valorile lui A şi is le introducem în ecuaţia următoare și 
procedăm la fel. 

Pentru a urma această cale și să nu rezolvăm ecuaţii cu mai 
mult de două necunoscute, trebue să începem dela un nod în care 
avem două bare, și în ecuaţiile următoare să avem tot câte două 
necunoscute. În modul acesta continuăm până la sfârșit. Dacă în 
o ecuaţie oarecare ne vor apare trei necunoscute, vom mai lua 

o - și ecuaţia urmă- 
toare și vom avea 

de rezolvat patru 

ecuații, etc. 

Aplicația Nr. 37, 

In fig. 121 avem o 

fermă zisă Polou- 

ceau. Această grindă 

cu zăbrele o presu- 

punem simplu reze- 

mată la extremită- 

"ile sale şi încărcată 
la fiecare nod de pe 

versantul stâng cu forţele: F. = F, = Fe = FșiF, = F/2, verticale și dirijate 

de sus în jos. Iu i 

Mai întâiu determinăm reacţiunile (vezi figura): 

„A
 

m
o
m
e
n
 
f
o
n
e
m
e
 

sa
se
 

m
d
 

  sa 

  

  

Figura 121 

Y, == F (0 + 12410 + 8/2) A46 = 25 P Va 35F—25F=F 

Notăm cu g direcţiunea verticală de sus în jos, deci a forţelor F.



151 

Pentru nodu! (1) avem: 

— Vi ph nt Ăe=0 

care ne dă valorile lui Nas și Aus: 

Multiplicăm succesiv această ecuaţie vectorial cu /:3 ȘI fas 

Cu dimensiile geometrice ale figurii, avem: 

Pia = — 8/10;  pâz= —5,20/5,386 O na În e — În În = 2/5,986 

și găsim Na 65 FN = 5956 FP 

Trecem la nodul 2 în care avem: Ă 

PA Na tza + Au =0. 

ecuaţie care o vom multiplica vectorial succesiv cu Jaa Şi Jose 

„Cu: ph = —6/10; mda —1; uz =1 

& În = — 8/10; Îi În = 0; hola = —1 

căpătăm: Na = —59 PP , Na —0SEF 

Trecem la nodul 3, pentru care avem: 

Na tr aa ot Nae + Nas = 0 

Cu: OZ = 5/2,6932; faza = 945/2093: O za Azi = — Fan În 

Fan das = 0; as as = 2,50, /2,693 

căpătăm: Na = 4309 F , Nas LO P 

Observăm câ dacă trecem la nodul & sau 5 avem câte 3 necunoscute, 

Trecem la nodul 6. Aci avem: 

FA Nat Nat Na =0, 

din care găsim Ney = —0,85 F, iar din nodul 7, unde avem: 

Nas e Nazat ze tr Aa =0, 

găsim: Nas = 1,0 F 

Cu acestea revenind la nodul 4 avem: 

F+ Nat Dat Not a tu =0. 

Cu: OF —6/10; În — 1 Îi = —9,5/2,693; 

Za ns = 9,5 /2,693; fas = 1, 

Po = — 8/10; se = 0; Ass Îse = — 1/9,693 

Zass = — 1; ea us = —1/2,698, 

Căpătăm: Ne = —99F i, As=—16F



Nodul 5 în care avem: 

Nae + Xa e Na + Nu = 0. 

ne dă: N =2S10P  ; Nu = 1,39 F 

Avem apoi: Nes =—1irF ; Na = 3,887 F 

Nasa = Nuaz = Nae = Nos = — 2,6 F 

Nisa = Nu = 2,154 F 

Nas = Nea = Niue = Nara = No = 0 

No 2 Na =0,656 P 

Am căpătat o serie de eforturi pozitive altele negative. Primele dau ten- 

siuni în barele grinzii cu zăbrele, secundele compresiuni. 

Avantajul metodei constă în faptul că putem împinge aproxi- 

maţiile oricât de departe voim și căpătăm în mod automat sensul 

eforturilor indicându-ne dacă barele sunt întinse sau comprimate. 

d) Calculul grafic. Metoda lui Cremona. 

Vom descompune la noduri forţa respectivă după direcţiile ba- 

relor. Pentru aceasta va trebui să găsim un nod unde avem numai 

două bare. La aplicaţia Nr. 37 descompun reacţiunea V, după 

direcţia barelor 12 și 13, și căpătăm, în poligonul forţelor, eforturile 

marcate cu 12 şi 13 (fig. 122). 

In aceste condiţii, nodul 1 se găseşte în echilibru sub acţiunea 

lui V4, Ne şi Vis, deci acestea formează un poligon de forţe închis. 

Se observă că dacă A. are sensul din poligonul forţelor, atunci 

acest efort apasă asupra nodului, deci în 12 avem compresiune, iar 

Îs trage de nod, deci bara 13 este întinsă şi în 13 avem tensiune. 

Acum trecem la alt nod. Nu putem trece la nodul 3 pentru că 

acolo avem trei necunoscute şi anume ss, Aa și ÎN; și nu putem 

descompune o forţă după trei direcţiuni concurente. 

Trecem la nodul 2, unde cunoaștem pe Fe și Au» cari le com- 

punem într'o rezultantă pe care o descompunem după direcţiile 

24 şi 23. Am făcut această descompunere pe epură. Prin urmare, 

ca să putem face aceste descompuneri, trebue să începem dela un 

nod cu două bare și apoi să continuăm cu nodul în care avem 
numai două necunoscute. 

Făcând această construcţie se observă că: 

19. In poligonul forelor, laturile sunt paralele cu forţele ce lucrează 

asupra grinzii și cu barele ei și |
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2. La un punct din prima figură corespunde un poligon închis 

în a doua şi reciproc. 

Prin urmare, figura doua este reciprocă celei dintâiu. Această 

metodă poartă numele de metoda lui Cremona sau a reciprocii 

figurii date, formată din forţele date, reacţiuni și barele grinzii. 

Se mai observă că pentru a construi reciproca, fără a avea con- 

strucțiuni auxiliare de prisos, trebuește ca în poligonul forţelor, 

acestea să se succeadă 

în ordinea în care le fa 

întâlnim pe conturul 

grinzii. 

Să continuăm re- 

ciproca de unde am 

lăsat-o. Dacă trecem 

la nodul 4 sau 5, 

găsim aci câte trei 

necunoscute, deci nu 

o mai putem conti- 

nua. Trecem atunci : PT 

la nodul 6. Descom- um 

punem pe F după + 

67 şi 468 și găsim . Sr " Slaa 
astfel pe Aa şi. di- - Y Ss 

ferenţa între Ag și 7 : 4 

Nes. Trecem apoi | Co 

la nodul 7 și des- 

compunem pe Nes, NL 5 
după 47 și 578, “ 

găsind astfel efortul ? ! 
ÎN sa şi diferenţa între 

  

  

în
 

în
 

  

=       

Nas şi sa. Prin Figura 122 

„urmare, am găsit pe 

N, şi deci în nodul 4 avem ca necunoscute numai As și ÎNsg 

pe cari le găsim prin o descompunere a rezultantei lui F, A, și Nyz 

după direcțiile 45 și 46. | 

În acest mod am ocolit dificultatea întâmpinată la nodul 

4. Sunt și alte metode pentru a ocoli dificultăţi de această 

natură. | 

De aci încolo continuarea construcţiei reciprocei nu întâmpină 

nicio dificultate.
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Dacă se compară rezultatele date de epură cu cele ale calculului 
se observă oarecari diferenţe, inerente calculului grafic. 

Bow, observând că la fiecare poligon închis din prima figură 
corespunde un punct în reciprocă, a notat regiunile împărţite de 
figura dată cu câte o.cifră, în acest mod unci regiuni date îi cores- 

punde în reciprocă . un 

punct. O bară în prima 

figură separă două regi- 

uni, în figura reciprocă 

va uni punctele respec- 
tive. 

De exemplu, pe fig. 

123, triunghiului $ îi co- 

respunde punctul $, 

laturei care separă regiu- 

nea 8 de 9 îi corespunde 

linia 8—9 care reprezintă 

chiar efortul din. bara 

s—9. 

Figura 123 Pe figură barele trase 

gros indică un efort de 
compresiune, celelalte sunt întinse. Metoda lui Bow este foarte 
comodă și clară. Metoda grafică este foarte expeditivă. 

  

2. Metoda secţiunilor oarecari. 

In loc de a face secţiuni care să separe fiecare nod în parte, facem 
o secțiune oarecare, prin care grinda este tăiată în două bucăţi. 

Pentru aceasta tăiem grinda printr'o secţiune care în cazul fig. 
124 lasă de-o parte nodurile Î, 2 și 3, iar de cealaltă parte celelalte 
noduri. 

Să adunăm ecuaţiile (8) relativ la aceste noduri, avem: 

VL Die + i =0 

Ta + Na bt Na + Nu = 

Ta + Nat Nat Nat as = 

Y, FF + TF PN + au + N =0 

pentrucă ceilalți termeni prin adunare se anulează. Mai notăm: 

VA + +F = “is 

și avem: Rs tr Nas bt Na + A =0 
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Această ecuaţie ne arată, mai întâtu, că nodurile, astfel separate, 

se găsesc în echilibru sub acțiunea rezultantei şi a eforturilor din 

barele întâlnite de secțiunea făcută şi în al doilea rând, că putem găsi 

din ecuaţia de mai sus eforturile Nas, Nas și Nas, atunci când cunoaștem 

valoarea, direcţia și poziţia rezultantei Hi. In adevăr, în acest caz 

problema revine la descompunerea unei forţe după trei direcţiuni 

neconcurente'n plan, problemă care s'a rezolvat anterior. 

Prin urmare, ca să putem aplica această metodă, trebue ca 

secţiunea făcută să nu întâlnească mai mult de trei bare. 

Dacă întâlnește numai două, procedăm ca în primul caz, dacă 

întâlnește 4, sau mai multe, problema nu se poate rezolva prin 

această metodă, și vom recurge la altele. 

a) Metoda lui Culmann. - ; 

In fig. 124 este o grindă cu zăbrele sprijinită pe două reazime 

simple, și supusă la forţele verticale />, 3... Cu ajutorul poli- 

gonului de forţe și a unui poligon funicular, determinăm reacţiunile 

7 şi V4. Prin urmare, rezultanta 1 care lucrează asupra părţii 

  

    
Figura 124 

din stânga a grinzii este V, —Fa—F, care se vede imediat în 

poligonul forţelor. Poziţia rezultantei se va găsi la intersecţia 

laturilor. extreme de poligon funicular ale acestui grup de forţe, 

deci la intersecţia lui 0 cu 02. 
Prin acest punct trece rezultanta V, —Fa—Fa. Fie A înter- 

secţia laturei 24 cu rezultanta. Descompun rezultanta după di- 

recţia A 24 și după dreapta A 3, care unește punctul A cu nodul 3. 

Componenta după A 3 o descompun după direcţiile 34 și 35. In
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acest mod am găsit componentele Na, Nas și Ass, deci chiar efor- 
turile din bare. .. - 

In rezumat metoda lui Culmann. este descompunerea unci forţe 
după trei direcţiuni neconcurente?n plan. Se aplică mai mult grafic. 

b) Metoda lui Ritter, 

In “această metodă determinăm valoarea uneia din cele trei 
componente luând momentul tuturor forţelor cari lucrează asupra 
părţii din stânga a' grinzii în raport cu punetul de intersecţie al ce- 
lorlalte două bare. 

De exemplu, dacă voim să găsim efortul în bara 24 luăm mo- 
mentul forţelor în raport cu punctul 3 (fig. 125) de intersecţie al 
barelor 34 și 35. Dacă braţul de. pârghie dela nodul 3 la bara 24 
este hs, și dacă momentul tuturor forţelor dela stânga secţiunii în 
raport, cu nodul 3 este Ms, atunci avem: 

ha til, =0 

Insă AJ, nu este altceva decât momentul ce se produce în ra- 
port cu punctul 3, dacă am considera o grindă simplu rezemată 
de aceeași deschidere. | 

Se obișnuește a se nota eforturile din talpa superioară cu S, 
cele din talpa inferioară cu I, cele din diagonale cu D, iar cele din 
montanţi cu. Y. Dacă se ţine seamă de sensul de rotire în jurul 
punctului 3 al momentului încovoictor şi al efortului din bară, se 
recunoaște că în bara 24 avem o compresiune, și deci 

(11) IE Sa = — M1,/ha 
In mod identic avem 

(11%) 135 = M/h 

Pentru ca să găsim efortul din diagonala 34, în secţiunea con- 
siderată, proiectăm! toate forțele după o normali la R. Această 
proiccţiune este nulă. , 

Notăm cu a unghiul tălpii superioare .cu . normala la R, cu a' 
al tălpii inferioare şi cu g al diagonalei.: Avem. deci: 

Sa cosa + Isş cosa' + Dau cos = 0 

Dacă în această formulă introducem valorile lui Sa și Is din 
(11) și (11) şi dacă notăm cu h'ă:distanţa dela nodul 3 măsurată
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după o paralelă la R până la bara 24 și cu h, distanța măsurată 

în aceleași condiţii dela nodul 4 la bara 35, avem: 

ha = h'3 cosa, h; = cosa' 

și găsim: a | 
(12) Du cose = Mla/h'a— A/h', 

Putem găsi și altă expresie pentru efortul din diagonala 34, luând 

momentul forţelor în raport cu punctul A, intersecţia laturilor 24 și 

35 (fig. 125). Dacă c este distanţa lui F? și d distanţa diagonalei la punctul 

A,atunci avem ţi- 

nând seamă de 

sensurile din fi-. 

gură: , 

cR + dDu =0 

sau 

(13) Du=—ecR/d 
formulă simplă 

  

  
căreia putem să-i Figura 125 
dăm și altă formă. 

Să presupunem că normala la ZE trecând prin A. taie diagonala 

34 în punctul B. 

Inălţimea grinzii în acest punct B, măsurată între laturile 24 

și 35 și. după o paralelă la FB, este lu. „i 

Avem: 
h, = BD' + BD” = AB (tea + tga”) 

d = AB sine = sine. hu/(tsa + tga”) 

Efortul din diagonală are expresia: 

Da sine = —chR (tgă + tga')/h, 

Pe de altă parte, momentul tuturor forţelor, .cari acţionează 

asupra părţii din stânga, în raport cu punctul B, este: 

Mu = = (AB—o A 
sau: , ” . 

— R+AM, (ga j tga')/h, =—ch tea + tga”) ft 

Insă 1? este suma forţelor dela stânga secţiunii, deci este forţa 

tăietoare din secţiune “(în cazul forţelor verticale): R = T şi prin 

urmare avem: 

(13”) Da sine = — T + A (ta + tga')/lu
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Formulele (11), (11%), (12) (13) și (13) sunt cele mai cormode 

pentru calculul eforturilor din barele unei grinzi cu zăbrele. 

Formula (13') ne arată de ex. că pentru o grindă orizontală cu 

tălpi paralele, supusă la forţe verticale, efortul din diagonala 34. 
are expresia simplă: 

Da sine = — 

formulă ce se poate stabili direct în mod foarte ușor. 

Mai dificilă este determinarea punctului B. El rezultă imediat 
când una din tălpi este dreaptă. 

Dacă se împarte formula (12) cu (13') se capătă relaţia im- 
porltantă: 

(14) — (41/h'3— 1/9 tge = T— M, (isa + tisa ” /h 

care ne permite să trecem lesne dela o expresie la alta. 

3. Alte metode. 

Metoda secţiunilor cari întâlnesc numai trei bare și aceea a 

separării nodurilor, ne-au permis ca, din grupul de în —3 necu- 

noscute, să izolăm una sau două necunoscute ale căror valori le-am 

putut găsi direct, numai graţie faptului că trecând dela un nod la 

următorul am găsit la acesta din urmă numai două necunoscute. 

Pentru ca aceasta să fie posibil, trebue ca acest nod să fie legat 

prin două bare de cele două noduri cari îl preced imediat. In adevăr, 

„dacă prin una din bare el ar fi legat de un nod mai îndepărtat, 

atunci efortul din această bară ar fi apărut ca necunoscută în acel 

nod și deci acolo am fi avut trei necunoscute în loc de două și prin: 
urmare metoda nu s'ar fi putut aplica. 

De aci rezultă că grinda cu zăbrele trebue să [ie formată din juata- 

punerea a o serie de triunghiuri a căror suprafeţe să nu se suprapună 
unele peste altele. 

Aşadar, pentru a aplica aceste două metode, grinda cu zăbrele 
trebue să mai îndeplinească şi această condiţie specială. | 

Or, în mod general, am numit grindă cu zăbrele o construcţiune . 
nedeformabilă formată din 2 n — 3 bare, articulate la extremităţile 
lor și cari leagă între ele, oarecum, n noduri. Prin urmare, există 
şi grinzi cu zăbrele cari nu satisfac condiţiunea specială de mai sus. 

In adevăr, fiecare bară leagă între ele două noduri, adică apar- 
ţine la două noduri. Numărul mediu de bare ce pleacă dintrun 
nod este: 

2 = (2n—3)/(n/2) = 4—6/n
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Pentru un triunghiu n = 3, 2 = 2, deci din fiecare nod pleacă 

două bare; cînd n =4, z = 2,5. Cum dintrun nod nu poate pleca 

decât un număr întreg de bare, asta înseamnă că din unele noduri 

vor pleca câte două bare, iar din altele: câte trei, aşa că în total 

să fie satislăcută relaţia m = 2n —3. 

Pentru n =6, z=3. Prin urmare, dintr'un nod pot pleca 2, 

3 și 4 bare, dar putem avea și cazul când din fiecare nod pleacă 
câte trei bare, așa cum se arată 

respectiv în fig. 126 a și b. 

La prima .putem aplica meto= - 

dele indicate, la a doua nu. a. 

In cazul când n >6, avem 

z=3-+a în carea <l și prin 

urmare, putem avea grinzi cu ză- 

brele în care din fiecare nod, să 4 

plece minimum trei bare. In acest 

caz nu putem începe figura reci- *: y 
procă şi nici nu putem duce o Figura 126 
secţiune care să întâlnească numai 

  

trei bare cu eforturi necunoscute și deci nu putem face uz de niciuna 
din metodele indicate anterior. | 

In acest caz nu ne-ar rămâne decât să rezolvăm cele 2n—3 
ecuaţii, ceea ce este foarte anevoios. 

In cele ce urmează vom da câteva metode prin care se evită 
rezolvarea directă a acestor ecuaţii. 

a) Metoda lui Henneberg sau a înlocuirii barelor. 

Pentrucă nu putem începe reciproca sau nu putem rezolva rând pe. 

rând ecuaţiile (8) negăsind mereu câte două necunoscute, atunci se su- 

primă o bară, care leagă două noduri oarecari, aşa fel, ca la unul din 

noduri să ne rămână două necunoscute. In fig. 127 a se suprimă bara 

23. Prin această suprimare grinda nu mai este rigidă și pentru a o 

menţine așa introducem o altă bară de ex. bara 46. Acum putem 

construi figura reciprocă a grinzii cu zăbrele, în care am suprimat 

- bara 25 și în care avem în schimb în plus bara 46 (fig. 127 b). 

Poligonul de forţe este Fi, F2,... Fe, care este un poligon închis, 

şi momentul forţelor F,, Fe... Fe este nul în raport cu un punct 

oarecare. Pe figură sunt indicate eforturile din bare.
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Presupunem forțele Fi, F4... PF; îndepărtate de pe grindă și 
facem ca ca să fie acționată de o forță / = 1, aplicată în nodul 5 
după direcția 52 și de o altă forță F= 1, aplicată în nodul 2, însă 
dirijată dela 2 spre 5. In acest mod grinda este supusă la două 
forţe egale cu Î, de sens contrar, și aplicate după direcţia 25. 
După aceste sensuri presupunem că bara 25 este supusă la o 

tensiune egală cu 1. 
Construim reciproca 

grinzii în aceste con- 

dițiuni (fig. 127 c). 

In bara 46, din fig. 

D7 b am obţinut o 

tensiune As, iar din 

a” 

fig. 127 c, nsosas, adică 

efortul în bara 46 când 

după direcţia 25 acţio- 

nează o sarcină egală 

cu ]. 

7 Efortul în bara 46 

sub acţiunea forţelor 

Fi Foo Fe și sub 

acţiunea sarcinii de 1 

aplicată după 25 va fi 
7 

a-i ÎN's0 -k Nsno5 

4 

4 Dacă după 25 în loc 

de F = 1, ar îi acţio- 

| nat o forță de zori 

„Î mai mare efortul ar fi 

S[l fost, în virtutea prin- 
cipiului  suprapunerii 

      efectelor, 
7, | 
ÎN so + 2 Nsos25 

Figura 127 

Bara 46 o putem -suprima atunci când 

Nae + 2 hsores = 0 
deci 

2 = — ÎN 40/Nasas 
Atunci efortul în bara 25 este z.1. Dacă, după figură Foss = Fse=l 

atunci Ass = + 4,4104, naos = + 1,870, și deci 
z = — 3,410/1,870 = — 0,7554
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Prin urmare, efortul în bara 46 sub acţiunea forţelor FF... Is 

şi sub acţiunea forţei Aa = — 0,7551 este egal cu zero, deci bara 

46 se poate suprima. 

Efortul în bara 25 este chiar A; = — 0,755t. Care este efortul 

în bara 34? In virtutea suprapunerii efectelor va fi: 

Nas = Nut E Nasas 

Din cele două figuri reciproce avem: 

Na = + 1,3750, naos = 1,3804 

și deci efortul total în bara 34 va fi: 

Nas = 1.375 — 0,755.1,580 = 0.1854 

In mod analog avem în bara 36 efortul: 

Nas = — 1,550 + 0.755.1,530 = — 0,3904, 

Astfel calculăm eforturile în toate barele. 

b) Metoda poziţiilor falşe, 

Luăm pentru unul din eforturile din bare o valoare absolut 

arbitrară. Cu această valoare putem începe construcţia reciprocii. 

Valoarea fiind arbitrară, vom ajunge ca, pentru una și acceaşi 

bară, să găsim două eforturi diferite. Dacă din întâmplare am fi 

luat pentru prima bară efortul exact, atunci am fi găsit același 

elort în bara în care în general găsim eforturi diferite. Variația efor- 

tului din bara pentru care găsim eforturi diferite este liniară și 

deci putem găsi o condiţie analitică sau grafică pentru închiderea 
reciprocei. 

Să ne ocupăm de aceeași grindă (fig. 128 a). Să presupunem 

că pentru bara 14 luăm un efort arbitrar A. Dacă urmărim pe 

fig. 128 a, vedem că putem găsi eforturile din barele 16 și 12. Putem 

găsi deci şi eforturile din barele 56 și 36. Dacă continuăm descom- 

punerea pe la nodul 2, găsim succesiv eforturile în barele 25, 33, 

34 şi 36. Pe cele două căi găsim eforturi diferite în bara 36 și să 
notăm diferenţa între ele cu D,. 

Luăm din nou pentru bara 14 alt efort arbitrar A;, pentru 

care găsim în bara 36 pe cele două căi o diferenţă D,. Efortul N 

real din bara 14 va îi acela pentru care această diferenţă este nulă, 

şi deci care va satisface relaţia: 

(A — N)/D = (ÎN — 2) /Da 
și deci: 

N = (D, Na — Da N) /(D, — Do) 

11. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor,
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Să facem același lucru pe cale grafică (fig. 128 b). Luăm pentru 

efortul din bara 14 o valoare arbitrară AB; în acest mod găsim 

eforturile din barele 16, 14 și 12, eronate bine înţeles. Continuăm 

reciproca până ajungem la bara 36 pentru care obţinem efortul 

DE. Dacă facem descompunerea trecând pe la nodul 6, obţinem 

pentru efortul 36 lungimea AC. Lungimile DE și AC diferă între 

ele. Dacă luăm EG = AC, găsim că diferenţa între ele este GD. 

Procedăm absolut la fel luând pentru 14 valoarea 4"B”, pentru 

care A'C'=0. Găsim 

astfel pentru bara 36 pe 

o cale efortul D'FE", iar 

pe alta A'C' =0. Dile- 
d ş „renţa între ele este chiar 

, "D'E'. Punctul G descrie 

o dreaptă şi diferenţa va 

1 2 

fi zero, pentru punctul D' 

unde dreapta F'G se tae 

cu dreapta DD', care 

nu este altceva decât di- 

recţia efortului din bara 

23. In acest mod am 

găsit efortul din bara 23, 

şi deci problema este re- 
zolvată. Plecând de aci 

găsim eforturile din ba- 

rele 25, 12, 14, 16, 

36, ete. 
Pentru control s'a con- 

  

Figura 128 

struit reciproca complet, care s'a închis. 
Metoda în genere este expeditivă și ușor controlabilă în ceea ce 

priveşte partea constructivă. 

c) Metoda nodurilor virtuale. 

Se bazează pe următoarea consideraţiune. Dacă eforturile în 

două bare oarecari sunt să zicem Aue și ÎVss, acestea le puteni 

compune în o singură rezultantă A care evident trece prin 

punctul de intersecţie al direcţiunilor îna şi Îzs. Așadar, cele două 

eforturi de direcţiuni cunoscute și valori necunoscute, le înlocuim cu 

o singură forță care trece prin un punct cunoscut, nodul virtual, 

dar căreia nu-i cunoaștem valoarea și direcţiunea.
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Să aplicăm aceasta la fig. 129. Bara 14 se găsește în echilibru 

sub acţiunea | 
19. A forţelor Fi, și Î,, cari compuse într'o singură rezultantă 

ne dau forța dirijată după dreapta 4, iar în poligonul forţelor are 
valoarea a. 

2. A eforturilor din barele 16 și 34 cari se întâlnesc în punctul b. 

3. A eforturilor din barele 12 și 45 cari se întâlnesc în punctul c. 

In rezumat bara 14 se găsește în echilibru sub acţiunea a trei 

forţe și anume forţa +1 și alte două forțe cari trec prin punctele d și c. 

Pentru ca ele să fie în echilibru 

trebue să se întâlnească într'un 

punct a, situat pe dreapta A. 

In mod cu totul analog, bara 

25 se găseşte în echilibru sub ac- 

țiunea forțelor, Fe + a căror 

rezultantă este Î şi a rezultantelor 

eforturilor Na+ Îss și Na+ Ne 

cari trec respectiv prin punctele 

e și a. Aceste trei forțe trebue să 

se întâlnească într'un punct lb, 
situat pe îi. 

Același lucru și pentru bara 36, 

care este în echilibru sub acţiunea 

lui F, + Fe = C și Na + Ne și 

Nae + Aa ultimele două trecând 

respectiv prin punctele a și B. 

Acestea la rândul lor sunt concu- 

rente întrun punct c, situat pe C. 

Pe de altă parte, forţele F+ Figura 129 
Fi=ă, + Fi Bi Es Fa=C, 

reduse fiind la trei forțe A, Î, C, sunt concurente în punctul 

O și formează un poligon închis: A+B+C=0. 

In rezumat, rezultantele Ax + Ne Aa + Wa şi Nas + Ne tree 

prin trei puncte date a, b şi c şi se întâlnesc două câte două în 

punctele e, a și b, situate pe dreptele C, A și B. | 

In acest mod forţele N + Aso Na + Na și As + Ne nu sunt 

altceva decât laturile unui poligon funicular al forțelor A, B, și 
C, cari tree prin punctele a, b și c. 

  

  
Făcând construcţia pe figură se găsesc laturile poligonului fu- 

nicular: cab, abia și bea. Cu ajutorul acestor laturi, în 

11*
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„poligonul forţelor, g zăsim polul O, și deci valorile: Not Nas Nate 

și Na+ Ne pe care le descompunem după direcţiile rospective, 

Aflăm apoi eforturile din barele 14, 25 şi 36, și astfel am rezolv: 

complet problema. 

Eforturile în barele acestei grinzi cu zăbrele vor fi finite, atunci - 

când găsim polul O, la distanţă finită. Polul va fi la infinit atunci 

când dreptele, prin intersecţia cărora este determinat, sunt paralele 

și aceasta nu are loc decât atunci când punetele a, b, c, sunt în linie 

dreaptă. In acest caz vârturile exagonului nostru sunt pe o conică. 

Deci, în acest caz, eforturile sunt infinite și sistemul nu este strict 

indeformabil. Experienţe făcute în acest sens, de 4. Făppl a 

demonstrat exactitatea deducţiunilor de mai sus. 

C) Principiul strămutărilor virtuale aplicat la 

grinzile cu zăbrele. 

1, Deplasări virtuale. 

Pentru determinarea eforturilor din barele unei grinzi cu zăbrele 

putem utiliza principiul deplasărilor “virtuale. Forţele exterioare, 

reacţiunile şi eforturile din bare, cari se aplică în noduri, formează 

un sistem în echilibru și deci putem să-i aplicăm principiul depla- 

sărilor virtuale care se scrie: 
E Ni um + ST] =0 

în care tit: este cantitatea cu care s'a depărt at între ele nodurile : 

și k iar ] sunt deplasările forţelor. Având în vedere că depărtarea 

nodurilor este egală tocmai cu lungirea barei li; adică tocmai cu ui; 

şi că efortul din bară este egal și de sens contrar celui ce se aplică 

în nod, atunci —Y Ni; ti este toemai lucrul mecanic virtual, acu- 

mulat de bare când ele se lungesc cu cantitatea ui. 

Avem deci: 
> Aia VU = > Fi 

cu alte cuvinte lucrul mecanic virtual produs de lungirea barelor 

este egal cu lucrul mecanic al forțelor eaterioare. 

Aceasta în mod general. Să presupunem că dăm o lungire numai 

barei ik. Atunci sistemul se va deforma și, pentru punctele de apli- 

caţie ale forţelor F, vor rezulta niște deplasări ]. Ecuația de mai sus 

se reduce numai la 

Nin um = SF]
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pentrucă lucrul mecanic al barelor cari nu se lungesc este nul. 

Același lucru și pentru reacţiuni ale căror drumuri sunt nule. 

Prin urmare, avem o relaţie simplă care ne dă pe Au 
BR MR a Lc 
Totul este să găsim relaţiile între ui; și f. 

Vom stabili aceasta. 

a) Primul caz. 

Să considerăm bara 1 care unește nodurile i și k, cari au parcurs 

drumurile j; și ji (fig. 130). 
Drumul j;, infinit mic, se poate considera ca un arc de cerc, 

de asemenea infinit mic, cu centrul întrun punct O aflat pe nor- 

mală la j; în punctul î. Același lucru putem 

spune şi despre jr. Prin urmare. cele două 

drumuri le putem considera ca două arce 

de cerc, cu centrele în punctul O de in- 

tersecţie al normalelor la j; și ji în 

punctele i și k, punct care se numește 

centru instantaneu de rotaţie. 

Notăm distanţa Cicur; =r;a, Ok cu 

Ti = ra B, iar ik cul =, 

De pe figură avem: 

Ti — ri = 

Dacă diferenţiem această relaţie avem: 

(1) je — ji =di 

Să presupunem că bara în sensul lun- 

  

Figura 130 

gimii se lungește cu cantitatea u, iar extremităţile ci, în această 
inişcare, parcurg, normal pe direcţia barei, un drum total p, bara 

il rotindu-se cu unghiul 0, așa că 

p=l0 

În acest caz avem 

d=uf+v0 

și relaţia (1) se poate seri 
= 

(1) Î:— ji =uf +»0 

în care 0 este vectorul normal pe î. 

Deplasările fiind infinit mici avem şi: 

|. =ri 6; 3 În = Tu Oa
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în care 0; și 0; sunt unghiurile cu cari s'au rotit razele Ti şi 7 pentru 

a da naștere drumurilor ji; şi Jr» 

Relaţia (1) sub forma de mai sus nu are aplicaţie, mai intere- 

santă este o transformată a ei, care se capătă în modul următor. 

Să considerăm vectorul w normal pe planul figurii. 

Avem: 
= —— = — = — 

ji =oa, n =lob, 0=oi 

Punând aceste expresiuni în (1) și multiplicând apoi această 

ecuaţie vectorial cu w se capătă: 

2) in B—jia =pl—u0 

Această relaţie simplă ne arată că dacă din centrul instantaneu 

de rotaţie luăm pe razele vectoare r; și r4, lungimi egale cu ji Și ns 

am căpătat: vectorul jr fi —j; a, care, descompus după direcţia 

barei Își după o normală la ea, ne dă respectiv pe pși— u. Prin urmare, 

cunoscând pe ji; şi ji. putem afla lungirea u a barei şi unghiul 0 cu 

care s'a rotit ea, pentrucă avem e» = 10. 

Invers, dacă cunoaștem direcţia barei Î, centrul instantaneu de 

rotatie deci a și f și valorile lui u și p, deducem numaidecât pe ji 

i ju în mărime și direcţiune, 

In cazul special când u = O, adică bara este rigidă, atunci ecuaţia 

(2) se reduce la: | 

| inB—ia =vi. 

Deci, dacă pe razele veetoare plecând din O luăm lungimi egale 

cu i și jn, vectorul fi B—ji a este paralel cu direcţia 7, a barei ih. 

Invers, în acest caz al barelor rigide, dreapta paralelă cu Î detașează 

pe razele vectoare plecând din centrul instantaneu de rotaţie, segmente 
proporționale cu deplasările j; şi Ji. 

Vom face uz de această proprietate. Să ne ocupăm mai departe 

de ecuaţia (2), pe care o multiplicăm mai întâiu vectorial și apoi 

scalar cu Î. căpătăm: 

— ja] + ji: fBî=u0 
(3) a 

— ji at+ nBi=e 
Să coborim din punctul O normala 00, pe direcţia barei th. 

Să notăm cu d distanţa 00,, cu 1; distanţa 10, și n distanța O, k. 

Prin urmare 1; și Î sunt segmentele detașate pe dreapta ] de punctul 

O, piciorul perpendicularii (fig. 130).
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Ia acest caz: 

jiai =ri0i w sin 1 Î) = o.d.0; (a 
fn: 6 î = rr Oa w sin (fi î) = w.d.0i; 

î) Î
 = —l0i 

Ji fi i = Ti O; COS (£ >) Î) = li: O. 

i aî =r, 0; cos (a ] 

Introducând aceste valori în (3) căpătăm: 

= d (0; — 0. ) 

= 10 =1;0; + ln O 

Avem deci relaţii simple între unghiurile de rotaţie ale razelor 

vectoare și lungirea şi rotația barei. 

(4) 

Să se noteze ci deplasările fiind infinit mici, raporturile: 

Ji/re =0; , În /ri =, o/l =, 

ne dau chiar unghiurile cu cari se rotesc ri, ru şi l pentru a ajunge 

în poziția deplasată. 

In cazul când u =o, avem: 

0 =0; =0; 

b) Al doilea caz. 

Să presupuneri că bara îk este articulată în i și k de barele 

Oi și 1 k, cari la rândul lor se pot roti în jurul punctelor fixe O și | 

(fig. 131). 

Nodul i va deseri un drum normal pe bara 0î, deci se poate 

considera ca un are de 

cere cu centrul O aflat pe Pas 

dreapta 0 i. Același lucru ș - 

putem spune .și despre 

drumul descris de nodul 

Je. Deci centrul din care 

putem descri cele două îi 

arce infinit mici, cari dau 

  

drumurile ji; şi ji este 

punctul O de intersecţie 

al direcţiunilor Oi și Lh, 
Figura 13] 

care este centrul instantaneu de rotaţie. Prin urmare, am adus acest 

caz la cazul precedent. 
In cazul când bara ih este rigidă, o dreaptă paralelă cu i! tae, pe 

razele ce pleacă din 0, segmente proporţionale cu drumurile j; și jr.
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In cazul când bara ih se lungește, găsim formule analoage cu 
precedentele. 

In adevăr de pe figură avem: 
Ti +i—r = Îi = constant, care, diferențiată și cu aceleași no- 

taţii ca mai sus, duce la ecuaţia (2). 
Dacă întocmai ca la cazul precedent notăm: r; sin (a î) = di, 

adică înălțimea coborită din 0 pe direcţia Î, r, sin (53) = du, înăl- 
țimea coborită din 1 pe aceeași direcție, ri cos (aî) =1;, lungi- 
mea Oi și r cos (Ș Î) = 4 RO; Co și O fiind picioarele perpendi- 
cularelor coborite din 0 și 1 pe direcţia 7, itunei avem: 

uU= dy; 0.—d,; 0; 

—»p = — 10 = 10; + i 0 

ecuaţii absolut analoage celor găsite la cazul precedent. 

(4) 

Semnul — dinaintea lui 0 ne arată că bara ] se rotește în sens 
invers celui presupus de noi la stabilirea formulei. 

c) Proecţiile deplasărilor după o direcţiune oarecare. 

Centrul instantaneu de rotaţie al barelor r; și ru este B,iar al 
barei li; cu dreapta 01 este 4 (fig. 132). 

Proicctăm tot conturul Qik1 pe o direcţie normală direcţiunii 
date. În figură s'a presupus că direcţiunea dată este o verticală, 
deci direcţiunea normală este o orizontală. 

Notaţiunilor de pe figură, nu e nevoie să li se mai dea explicaţie. 
Presupunem ui; =0. De pe figură, avem: 

di/d = A0/A L = c/(e + 1) 

care comparată cu (4) în care facem u = 0, ne dă 

6 0/0 = (e +D/e 
Prin urmare dacă din 0, ridicăm o ordonată coală cu c, sau bi 

pi 

ropor ională cu ca, adică 0 Cc și în 4 una egală cu ] + C, sau pro- ] 0% Lp 3 

Dor ională: 0 l + C), atunci unghiurile 0; și (7 au valorile: 0 e : 

(6) 0; =0, (e + 2/1 3 0: = 0oc/l 

"cari satisfac evident ecuaţia (5). 

Din (6) deducem:. 

(0 | 0; — 0 = 0
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adică, tocmai factorul de proporţionalitate care putem să-l alegem 

arbitrar. Vom lua de obiceiu 0, =]. 

De pe figură avem: (li —1,)/(Ak + li) c/(e + )=0,/0i 
care ne dă: i. Di— Ah. Oli 0 
Cu: die +- x) == Ahl(e + l— xn) - la fin 

ultima relaţie de- | AB 
vine: LA 

PA a 
(8) zi0; +10 =140. | PD aaa 

Așadar, unghiu- 

rile de pe fivura ast- 

fel construită, repre- 

zintă chiar unghiu- 

rile cu cari s'au rotit 

barele r;, ru, şi line 

Mai mult. Ordo- 

natele v ale acestor 

drepte, măsurate dela 

linia de reper 0, |,, 

reprezintă chiar de- 

plasările pe o verti- 

  

cală ale tuturor punc- 

telor barelor ri, ru; şi 

lit, precum și ale 

tuturor punctelor cari 

sunt invariabil legate . 
de aceste bare. Figura 192 

  

Intr'adevăr, să presupunem că punetul P este invariabil legat de 
bara r, (fig. 133). Notăm cu r distanța OP, cu e unghiul ce 

| face r cu verticala şi cu a abscisa punctului 

P, măsurată din O după o orizontală. Avem 

evident: a =r sing. Deplasarea punctului P 

este rO;, iar proiecția ei pe o verticală: 

(9) v=a0; 

Deplasările articulaţiilor O și 1, precum și 

« centrului instantaneu de rotaţie B, sunt nule, 

deci proiecţiile lor O,, ], şi B, pe dreapta O, în 

vor avea v=0. Nodul i aparţine în acelaşi timp - 

barelor ri; şi lin, deci aceste două bare, în dreptul 

nodului i, vor avea același v. i celași lucru se petreceşi în dreptul nodului k. 

  

  
Figura 133
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Așa fiind, de pe figură se vede că, dacă ne dăm deplasarea i, i» 
a nodului i, rezultă numaidecât şi hu ha, aceea a nodului k, şi deci 
putem lesne fiza conturul de drepte O, iz, in Bi he și ha lu, ale căror 
ordonate măsurate de la linia de reper O, 1, ne dau deplasările ver- 
ticale v. 

Mai mult. Bara ik și dreapta 01 se rotesc în jurul centrului 
instantaneu de rotaţie A și deplasarea verticală a uneia faţă de 
cealaltă, în dreptul aceleiași abcise, este egală tocmai cu suma de- 
plasărilor lor » măsurate dela dreapta de reper 0, Î,. In punctul 
„4 suma acestor deplasări este nulă, deci și dreptele Oia și lao, 
ale căror ordonate însumate în dreptul aceleiași abscise ne dă 
această sumă, vor trece prin punctul Ag care se găsește pe ver- 
ticala punctului A. 

Această condiţiune servă pentru verificarea construcţiei pre- 
cedente. 

In rezumat, această construcţie ne dă în același timp unghiurile 
de rotaţie ale barelor și deplasările după o direcţie dată ale tuturor 
punctelor ce compun conturul articulat Qikl, sau cari sunt legate 
în mod invariabil de el. 

Observaţie. 

Dacă cunoaștem pe 0; și 0, atunci cunoaștem și lungirea 
barei la; In adevăr, după formulele (4) aplicate aci avem: 

(4) u = d 0; — d: 0; =d (0; — 0) =d0, 

In aceste condițiuni se pot da expresiuni analitice, foarte simple 
pentru deplasarea verticală a oricărui punct de pe barele noastre. 

Poziţia unui punct de pe conturul articulat este fixată fără 
echivoc, prin abscisa lui măsurată dela punctul 0. Notăm cu a și d, 
abscisele măsurate dela articulațiile O și 1, până la punctul considerat. 

Același punct când se găsește pe intervalul 1; se fixează și prin 
abeisele a și fi măsurate dela nodurile i și k. 

Pentru un punct de pe r; sau ru, avem: 

p=a0; =a (+c)/l; v=—b0i = — cf 

Dacă punctul se găsește pe lu, avem: 

p = a0i— ae +- zi) /1u: = ați + c)/L— aţc + zi) fin:



  

Condiţia v = 0, ne fixează poziţia punctului [. Să notăm cu 

a, şi f, depărtările orizontale ale lui DB, de nodurile i și k. 

Din triunghiurile asemenea îi i» Bi și ha le Di deducem: 

(10) a,/fe = i 0i [2% 0 = zi (i + c)/aae 

relaţie care ne permite să găsim poziţia lui Bi, când cunoaștem 

pe a lui A, şi reciproc. 

Aceasta putem s'o facem şi grafic. Se observă că laturile 0, iz 

> ha și ha lu, ale triunghiului cz i hp, trec prin trei puncte fixe 0, Bi li 

şi că vârfurile ie şi ha deseriu câte o verticală, atunci și vârful A se 

va mişca pe o verticală. 

Prin urmare, dacă cunoaștem poziţia verticalei «1 As 4, putem 

găsi numaidecât pe B, și invers. 

Vom face des uz de aceste cunoștințe. 

Aplicația Nr. 38. Se dă patrulaterul 1—2—3—4 ale cărui laturi rămân 

invariabile ca lungime. Cu cât se lungeşte distanţa 2—h când diagonala l—3 

se lungeşte cu tz (fig. 134)? 

Notăm cu tz lungirea distanței 2—f, și cu di dz ds și dă distanțele nor- 

male dela nodurile 1, 2, 3 şi 4 la cele două diagonale. 

Avem evident: 

tisa = da (Oas — Oua) = de (Oz: — 03) 

tza = da (az — Das) = du (Oua — Dus) 

Din partea doua a acestor egalităţi 

deducem: 

- A0a — 0) /d = (0a — 0) )/d = = 

(03 — 035) /da = (0 — 02] /ds = nu 

03 —0u = m d 3 0a—0a= n de 

  

- Figura 13% 
0 — Oas = adi ș Dus — Dus = ma da 

Dacă adunăm ultimele 4 egalităţi și ţinem seamă că Oua == Oz, avem: 

ni (da A da) tn (da + d) = 0 

Dacă ducem valoarea unghiurilor în expresiile lui, găsim 

(01 Wa = mda; Uz = a di da 

a i 
“şi ţinând seamă de egalitatea precedentă avem: 

t43 a + 1/4) i + dz (1/4, + 1/d;) = 

Aplicația Nr. 39. Se dă triunghiul 1—2—3, ale cărui laturi se lungesc cu 

cantităţile: uz... Cu cât se modifică valoarea unghiurilor (fig. 135)?



  

De pe figură avem evident: 

1323 +31 =0 

Dând lungiri barelor se modifică şi lungimea şi orientarea lor. Dacâ 
luăm variaţia expresiei de mai sus, căpătăm: 

dia ns “Uz /a3 + tisa Aa = — ra Oua — 23 Uza — vai Va 

Dacă considerăm vectorul unitate & normal pe planul figurii, dacă mul- 
tiplicăm vectorial ecuaţia de mai sus, cu el și dacă ţinem seamă că oâ = d şi 
vw = —4, atunci ecuaţia de mai sus se transformă în: 

. tta3 Uz E tza Uza + trai Oa = %2 Îna * Cea Îna + Va a 

Dacă ţinem seamă că avem: 

    

j a ——; — 
. Îi îi = O ÎnzcÎ = cosfi, 

O i=0 Ano aa = w cos, 

| În În oase În —0, În na = w sinf, 

În În = —0 sin 

sinf = d/a sin = d/a na = he 0, 

sa = = = la Oua 

  

Inmulţind vectorial ecuaţia de mai sus cu Za şi simplifi- 

Figura 135 când, avem: 

(12) (Dus — 02) di = tt23 — tz cosfi — tusa cesp 

Unghiurile 0, şi 0 sunt unghiurile cu cari s'au rotit laturile 1—2 si 1—3 s 13% n 5 Ș 

în jurul punctului 1 (am socotit totdeauna că rotirea se face în sensul acelor 

unui ceasornic), deci (is — Gia = Za, adică cantitatea cu care a variat unghiul a. 

2. Determinarea eforturilor în barele grinzilor cu zăbrele 

cu ajutorul strămutărilor virtuale. 

Să aplicăm cele stabilite mai sus la grinda din fig. 136, la care 
din fiecare nod pleacă câte trei bare. 

Vom da barci 25 — să zicem —-o lungire oarecare uz; atunci 

toate nodurile .vor descri niște drumuri oarecari, compatibile cu 
"legăturile dintre noduri. 

Pentru a vedea drumurile parcurse vom suprapune figura de- 

formată peste cea nedeformată, așa ca nodurile 1 și 6 să se supra- 

pună respectiv. „Constatăm că nodul 5 a parcurs drumul 5 
nodul 4 drumul j,, etc. 

Mai constatăm, conform ipotezei făcute, că toate barele pă- 
strează aceeași lungime afară de bara 25 care se lungeşte cu can-. 
titatea 23.
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Conform ecuaţiei lucrului mecanice virtual avem: 

SL. = Nes as ” 

Pentrucă uzg este chiar după direcţia lui putem scri 

Nos os = Nas Has . 

- r2
 

e
 

Să evaluărn termenii Fi și es tos. Bara 45 este articulată în 

4 şi 3 de barele 65 și Î4 cari s'au rotit în jurul punctelor fixe 1 

şi 6, deci, dacă ducem 

dreapta 5'4' paralelă 
A : 7 cu 45, segmentele 35 

și 44” sunt proporţio- 

nale cu drumurile 7s 

ȘI Ja 
In mod analog, bara 

43 este articulată în 

A și 3 de barele 63 și - Figura 196 

  

14, cari se rotesc în 

jurul punctelor fixe 1 și 6, deci 4'3' paralelă cu 43 taie pe 14 și 

36 segmente proporţionale cu deplasările j; şi. js. Până aci am găsit 

o relaţie între jş și ja. Procedăm analog cu 23 care este articulată 

în 2 și 3 de barele 36 și 12, și găsim că Ja este proporţional cu 

22”. La rândul ei bara 25 este articulată, în 2 și 5, de barele 12 și: 

56, cari se rotesc în jurul punctelor 1 şi 6. Observăm că 2'5' nu 

mai este paralelă cu 25. Descompunând conturul 5'5 22' după 25 și 

o normală la aceasta căpălăm pe us Și Vas. 

Forţa F; parcurge drumul ;, care este normal pe di- 

recţia 55”, și lucrul mecanic efectuat este egal cu [5 jscosa 

(fig. 137), însă jșcosa =5'a, deci Ps jscosu = F$.5'a. 

Or ultimul termen nu este altceva decât momentul 

lui /'$ în raport cu punctul 5/.. Prin urmare termenii Î*j 

nu sunt aliceva decât momentele forțelor F, din nodul res- 

—|& pectiv, în raport cu punctele 5', 4 etc. aflate anterior. În 
acest mod putem spune că și Nasu este egal cu 

Figura 137 momentul forţei 2; din nodul 2 și 5 în raport cu 

punctele 2' şi 5'. - 

Notăm 3 a ete. cu ]'; ete. Cu forțele din figură avem: 

Fi 5 + Fi, + Fals + 2]'2 = as Uos 

relaţie din care căpătăm A2s. 

Efortul A, este infinit când uz = 0, adică atunci când 

ar fi paralel cu 25. In acest caz se vede că deplasări ale nodurilor 
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sunt posibile, fără ca lungimea barelor să varieze, deci sistemul. 

în acest caz nu este strict indeformabil. 

Metoda deplasărilor virtuale este foarte bogată în aplicaţiuni. 

D) Linii de influenţă la grinzi cu zăbrele. 

Cu ajutorul cunoștințelor de până acum, putem găsi efortul” în 

o bară oarecare sub acţiunea unor sarcini fixe. 

Ne interesează de asemenea efortul maxim ce se produce într'o 

bară, a unei grinzi cu zăbrele, sub acţiunea unui sistem de sarcini 

care se mișcă pe grindă. 

Pentru aceasta ne servim de liniile de influenţă. Principiul lor 
a fost expus, aci nu vom face altceva decât să-l aplicăm la cazurile , 
ce le vom trata. > 

Ne vom ocupa mai întâiu de grinzile cu tălpi paralele, apoi de 

grinzile cu tălpi poligonale și în sfârșit cu alte tipuri de grinzi. 

1. Linii de influenţă la grinzi cu tălpi paralele. 

Fie o grindă cu zăbrele (fig. 138), cu tălpi paralele, montanţi o 5» bă bă 

verticali și diagonale înclinate. 

Presupunem că sarcina verticală 
  

    

o i £ 2 
(i ii A A î. . 

y i Ir = 1 se aplică la nodurile inferioare. 

a Li | 
2 . s . . 

fu a) Liniile de influenţă ale eforturilor: 
  a 2 _-- 

Sas 2 Vas şi Dau. 

IEEE ăi 

ij] ju 
10. Ss. Am avut ă 

(ai (inta n 

= Sas = — A,/h 

  

  
  

  
            

d 

SI jirel) Îi Deci linia de influenţă a efortului Al dea fn , - SR . - 
<a din bara 35 va fi linia de influenţă 

TI a momentului încovoietor din nodul 4. 
lim lui 

p 20, Las. Am avut: Z , 
i , | In = AMaf/h 

Lt inta e . . . 
II IE Deci este tot una cu linia de in- 

N - îluenţă a momentului 4/3. 

Figura 138 | 30. Vas. Dacă facem secţiunea 

„care taie cele trei bare 13, 32 și 
24, proiectând toate forţele pe o verticală, avem: 

Va = —T 
.



175 

Deci linia de influenţă este ca a forţei tăietoare din panoul 24, 

când sarcinile se aplică pe grindă indirect, linie de influenţă cu- 

noscută. 

40. Das Făcând o secţiune verticală care taie barele 35, 34 și 

24, avem: | 

Da sine =T 

Deci linia de influenţă este ca a forţii tăietoare din panoul 24, 

când sarcinile se aplică indirect pe grindă, linie de influenţă cu- 

noscută. 

Se observă că talpa superioară este comprimată, cea inferioară 

întinsă şi pentru forța tăietoare positivă montantul este com primat, 

iar diagonala întinsă. 

b) Liniile de influenţă ale aceloraşi etorturi, Sas, Iza Va şi Dau cu ajutorul 

deplasărilor virtuale. 

10. Ss. In bara 35 presupunem că avem tensiunea Ss, sub 

acţiunea căreia sa lungit cu cantitatea tas. Prin această lungire 

triunghiul 345 se deformează, şi anume: bara 34 se rotește îm- 

preună cu partea din stânga a grinzii, în jurul reazimului respectiv, 

cu unghiul 0, iar 45 cu partea din dreapta cu unghiul 0. Ambele 

părţi ale grinzii se rotesc și în jurul punctului 4 cu unghiul 

0; + 0: = 0 | 

Prin această deformaţiune ambele bucăţi de grindă se ridică în sus. 

Expresia lucrului mecanic va Îi 

Sas ua = —vo 

Am găsit deci linia de influenţă. Să găsim legătura între uz Şi p. 

Avem: 
ita3 = h Oa - 

în care luând 0p =1 avem: 
Say = —v/h 

In această ipoteză (0 = 1) avem 

0; = z/l, 0; = z/l 

Avem toate elenentele pentru construcţia liniei de influenţă. 

Să o exprimăm analitic. 

Când sarcina este la dreapta sau stânga nodului 4, avem respectiv: 

p=b0; =ba/l, şi vp=a0i=az/l 

şi: 
Ss = —ba/lh şi Ss =—az/hl 

iar când Sarcina calcă chiar în nodul 4 avem: 

Sa = — ri 0,/lh
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20. las. In mod cu totul analog găsim 

| la = +o/h 

care ne dă valori analoage ca pentru S3;, însă cu semn schimbat.. 

30, Va. Să presupunem că montantul este supus la o tensiune 

Ves sub acţiunea căreia se lungește cu uz. 

Din cauza acestei lungiri paralelogramul 1342 se deformează 

în alt paralelogram, ambele părţi ale grinzii rotindu-se în jurul 
punctului de întâlnire al dreptelor 13 și 24, adică dela co. Deci 
cele două bucăţi de grindă după deformare rămân paralele între 

ele, adică se rotesc cu același unghi 6, = 0. 

In această deformaţie partea din stânga se lasă în jos, iar cea 
din dreapta se ridică în sus. 

In aceste condiţii avem: 

Va to =v 

însă 
oa == Xa Di + 22 0 = 10; =10, 

Deci: 
Va = o/L0, 

„Im cazul general am avut 

0; =(c +01 şi 0O;=c/l 

ci, având c = 00, luăm lungimi proporţionale împărțind totul 
cu c, și: 

0; =1/, 0, =1/i 

Nezultă . deci 

Va =» . 

Să serim explicit valorile lui e. Când sarcina este la dreapta 
lui 4 sau stânga lui 2, avem respectiv: 

e = —b 0; =—V/l şi v=a0; =a/l 

iar când este în panou: 

v=a0;i—a/i =a/l—afi 

40, Das. Făcând același raționament ca mai sus se găsește că 

ambele părţi se rotesc cu același unghiu, şi în cazul când diagonala 

se lungeşte, partea din stânga se ridică în sus, cea din dreapta 

se lasă în jos (fig. 138). 

Avem deci: 
Da un =v 

Insă: 

Us = zi sin 0.0; + 2, sino.0 = sine 

deci: | 
Dy sine =v



Se vede că v are valori analoage ca pentru Vas însă cu semn schimbat. 

Prin urmare efortul din diagonală este contrar celui din montant, 

ceea ce se vede foarte clar scriind echilibrul nodului 2 și proiectând 
totul pe o verticală. 

Mai trebue observat că, dacă sarcina se aplică la nodurile in- 

ferioare, valorile lui v sunt date de deformaţiunea tălpii inferioare, 

dacă se aplică la nodurile superioare, valorile lui. v vor fi date de de- 

formațiunea tălpii superioare. Prin urmare, nu ne este indiferent 

punctul de aplicaţie al sarcinei F =]. 

Se mai observă că pentru acest caz foarte simplu liniile de in- 

fluenţă coincid cu acelea dela o grindă simplu rezemată, la care 

sarcinile se aplică indirect. 

2, Linii de influenţă la grinzi cu tălpi poligonale. 

a) Linia de influenţă a efortului S,. 

Vom presupune că sarcina se aplică la nodurile inferioare (fig. 

139), că în bară avem efortul + Sag și că ea se scurtează. Prin această 

scurtare partea din stânga 

  

  

  

        

  

  

  

                          
      

, e 
a grinzii se roteşte în jurul | ft 

reazimului O cu 0; cea din Di | / 

dreapta în jurul reazimului i , 
, i. / 

Gcu 04, iar ambele părţi 
. . . 7 

în jurul articulației 2 cu ș 
; 6 

7 6; +- 0; = 0o. ; 

- Seurtarea 3 are va- fi ” 
/ 

loarea usa = ha Go, în care Ye / ku 

ha este normala coborită / 

din 2 pe 1—3. Y ÎS —p 
- = , e pe 

Dacă luăm 0=|, tn d» || : > „! 

, SSI ] il IE | 
avem: 7 ! 

Sua = — v/ha a | | >: pr i 

, _ ; pe 4 j ' 

și cu 0;= z 2/l, 0,;= za/l, fi | i] | ] Linia În 3 

Ă 
- | | ti Tia 5 

când sarcina e la stânga ra ş 

sau “dreapta nodului 2 za i i 
_. pe . , mel 

găsim respectiv | ']) ş i ai 

Si = —a [ha ZT EI In 

Sup = —b aa/l ha Pâ; De 
. . „4 E tati |. a 

formuleabsolutidentice cu ț4â— Figura 139   
acelea din cazul precedent. 

12. 193%, Gh. Em. Filipescu. Statica construcţiunilor şi Hezistenţa materialelor.
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b) Linia de influenţă a efortului I,,. 

Dacă această bară se lungește cu uz = ha 0 = ha, găsim: 

Ina = 0/ha 0; =a/l, 0; = afl 

Unghiul 0 cu care se rotește bara 24 are valoarea: 

0 = (22 Or: — 22 0;) /în 

Expresiile lui 2, când sarcina este la stânga nodului 2, sau 
la dreapta lui 4, sunt respectiv: 

În =a23/l ha În = b a/l ha 

Când sareina se găsește în panoul 2—4, la distanţa orizontală a 
de nodul. 2, expresia efortului este: 

a = a 3/3 —a (as 23 — 24 23) /1 îi ha 

Conturul liniei de influenţă este 0'2'4'6G' (fie. 139), 
n 

c) Linia de influenţă a etortului Du. 

Aplicând metoda lui Ritter și presupunând sarcina F.= | ver- 
ticală și la dreapta panoului 24, avem: 

Do = —c Vo/d = —befld 

căci rezultanta JI se reduce la reacţiunea aplicată în reazimul O, 
care variază liniar cu b. Pentru b =, avem Da = — c/d. Această 
linie nu e valabilă decât pe intervalul 4—6. 

Când sarcina calcă la stânga panoului 24, avem: 

Da = Ve (e +Dfd =a (e + 0/ld - 

care variază de asemenea liniar cu a. Pentru a = ], avem Da=(c+1)/d 
și linia de influenţă nu e valabilă decât pe interialul 0—2. 

In intervalul 2—4 variază tot liniar. In dreptul nodurilor 2 și 4 
“această linie are puncte comune cu precedentele două linii. 

Ordonatele liniei de influenţă sunt date de conturul 0” 2% 4 6”, 
Se recunoaște numaidecât că dreptele 0''2” și 46” se în- 

tâlnese pe verticala punctului A. 
Ajungem ezact la aceleași rezultate cu ajutorul deplasărilor virtuale. 
Să presupunem că dăm diagonalei. o. lungire oarecare uz. 
Din această cauză partea din stânga a grinzii se rotește în jurul 

'reazimului 0 cu unghiul 0; cea din dreapta în jurul reazimului 6
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cu unghiul 0, iar ambele grinzi se rotesc, una faţă de alta, în jurul 

centrului instantaneu de rotaţie A, dela intersecţia barelor 13 și 
24 cu unghiul 0; — 0: = 0. 

Pentrucă bara se lungește, partea din stânga se lasă în jos, cea 
din dreapta se ridică. 

Vom presupune 09 =. 

Avem: 

uz =d00 =d, Dad =v, o. Da =oe/d 

0; =(c+D/l; 0 =c/l; 0=feta)/i—ec/l 

Să serim expresia lui e pe diferitele porţiuni de grindă. 

Când sarcina e la stânga lui 2 sau la dreapta lui 4, avem respectiv: 

o=a(ec+D/l ş; v=—bef/l 

Când sarcina calcă în panou avein 

v=a (c 4-1)/l—a (ec + xi 

Do este nul când e =0. Această condiţie ne fixează punctul limit 
de efort nul în diagonala 23. 

La expunerea metodei generale s'a arătat cum putem găsi acest 
punet atunci când cunoaștem punctul A. 

Observare importantă. 

Putem exprima pe Da în funcţie de alte elemente geometrice 
ale grinzii. 

10. Să ducem o orizontală prin A care taie diagonala 23 într'un 

punct care se găsește la distanţa c+-z de punctul A (fig. 139). 

Avem evident | 

d = (e + 2) sing 

care valoare o introducem în formulele precedente. 

20. Am avut: 

Da cose = Ma/h'a — Ma/h'a 

Când sarcina calcă la dreapta panoului, avem: 

Ma = ba/l, M =ba/l 

și deci: 
Da coso =0/l 

în care am notat: 

R = 2a/h'a— 23/h'a
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Când sarcina calcă la stânga panoului, avem: 

Das coso = al,/l 
în care am notat: 

Îi, = 2a/h'a— 2'3/h'3 

Când sarcina calcă în interiorul panoului, componentele ci în 

nodurile 2 și 4 sunt respectiv: 

B/Îai și a/ ha 

Ma = b aa/l, Ma = b a3/l— B (323 — 22) /Îni 

cari .ne dau: 

Das cosg = 0N/I + fB (3 — 23) /h'a În 

Punctul limit pentru care Da =0, este dat de relaţiile: 

| a = în /(— h z,/ha 2) 
f = a /(1 — hu ao/h zi) 

Această metodă ne dă și un mijloc grafie ușor pentru determi- 

narea punctului limit de efort nul. Cu ajutorul unui poligon de 

forțe F = 1, cu o distanţă polară J7 şi cu un poligon funicular 

putem găsi cele două componente f/î, și «/lz, din nodurile 

2 și 4. Polul fiind arbitrar putem face totdeauna așa ca linia de 

închidere să coincidă cu bara 2—4. Dacă prelungim laturile poli- 
gonului funicular până întâlnesc direcţiunile reacţiunilor, și dacă 
ducem linia de închidere, căpătăm curba momentelor produse în 
grinda cu zăbrele de sarcinile a/72 și f//as. 

Să presupunem că linia de închidere este chiar dreapta BC, 
care coincide cu direcţiunea barci 13. In acest caz: 

| Me = he MI h 

Da = ML [he — Mn = 1 —I1 =0 

Construcţia este foarte simplă (fig. 139): prelungim bara 1—3 

până întâlneşte direcţiunile reacţiunilor în B şi C. Unim B cu 2 

și C cu 4 și la intersecția lor se găsește poziţia sarcinei pentru care 

Do =0. 

Dacă am găsit poziţia punctului limit de forţă tăietoare putem 
construi numaidecât linia de influenţă. 

Această metodă convine în special atunci când, după prima 
metodă, punctul A iese afară din cadrul epurei. 

Cu ajutorul elementelor date până acum putem construi linia 

de influență a efortului din oricare bară a unei grinzi cu zăbrele.
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3. Grinzi cu diagonale în K. 

Din punctul de vedere al formei tălpilor am deosebit grinzi 

cu tălpi paralele și grinzi cu tălpi poligonale, deși de fapt prima 

categorie nu e decât un caz particular al celei de a doua. 

Din punctul de vedere al diagonalelor, putem grupa grinzile 

în grinzi simple, grinzi cu diagonale în , grinzi cu bare suplimen- 
tare, duble, etc. 

Grinzile cu diagonale simple sunt grinzile de care ne-am ocupat 
până acum. 

Ne vom ocupa aci cu grinzile cu diagonale î în d. 

Se recunoaște numaidecât că grinda din fig. 140 îndeplinește 
condiţia: m=2n—3. 

a) Liniile de iniluenţă ale eforturilor S,; şi Las. 

Facem o secţiune sinuoasă care taie numai trei direcțiuni și 

anume 4—7, 4—3, 3—2 şi 2—5. 

Se recunoaște numai decât, că dacă luăm momentul în raport 

cu nodul 2, avem: 

Ss = — A, 2/ha = — Ml/h', cosa 

Analog: 
15 = M/hy = M/h' cosa' 

Liniile de influenţă ale acestor eforturi vor fi liniile de influenţă 

ale momentelor respective (nu sunt în figura 140). 

b) Liniile de intluenţă ale eforturilor Das şi Di. 

“Dacă proiectăm pe o orizontală eforturile din nodul 3, avem: 

(1) Das cosgo' + Da cose =0 

Dacă facem o secţiune verticală prin barele 4—7, 3—7, 3—5: 

și 2—5 și scriind ca partea din stânga a grinzii este în echilibru sub 
acţiunea sarcinilor ce acţionează asupra ei, avem: 
Das sin e'—Daz sin e=T-+ Sg sina— las sina' =T—A, (tga +- îga”)/h', 

în care am înlocuit Ss și las prin valorile lor și am ţinut seamă 

că Ma = AM și heh 

Urmând norma indicată la metoda lui Ritter, prelungim barele 

4—7 și 2—5 până se întâlnesc în punctul A. Dacă ducem o ori- 

zontală prin A, aceasta taie montantul 2—4 în punctul B (ne- 

figurat). 
v
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Dacă notăm cu c distanţa orizontală dela A la reazimul din 
stânga, avem: | | 

AD =c+ha , AB (tga +tga) ==, 
și deci: - 
(2) Das sin e' — Doa sine = T—M/(e + ae) 

Ecuațiile (1) și (2) ne dau valorile eforturilor în funcţiune de 
elementele din partea doua a ecuaţiei (2). | 
Avem: 

(3) Das sin( e + 9')/cose = T—A,/(e + 2). 

—Daz sin( e + p')/cose' = T—Ala/(e + za) 
Ambele linii de influenţă sunt identice, diferind numai prin 

multiplicator. 

Când sarcina = calcă la dreapta panoului avem: 
(4) T — Ma/(e + 22) = be/l (e + za) 

Când calcă la stânga panoului avem: 

(4) T—Ma/(c+az) = — a (c+0)/l (cra) 

După cum se vede, 

linia de influenţă este 

absolut analoagă cu a 

efortului din o diago-   
nală dela un sistem 

simplu (fig. 140). 
PT 7: Me-zu Ajungem la rezul- 
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aceeași lungime afară 
de 3—7 care se scurtează şi 3—5 care se lungeşte. Latura 

2—4 se rotește în jurul reazimului din stângă cu 0, iar 

5—7, în jurul celui din dreapta, cu 0. 

Centrul instantaneu de rotaţie este la intersecţia laturilor 47 cu 25. 

Deci : 
Usa = doz (0; — 0), U35 == das (0; — 0;:)



Luăm: 

0; — 0; = 00 =, şi deci: 

a = da ŞI as = das 

e
e
e
 

pe
 

Cu cari: 

Das das — Das da = Iv 

De pe fie. IAl avem: 

dag = AC. cos, AC (c-ta) = ha /3, 

cu curi: a
e
 
p
r
 

das = (e + 25) ha cose'/i, 

daz = (c + 25) ha coso/A 

Dacă aceste valori le introducem în 

ecuaţia precedentă și dacă ţinem seamă 

de ecuaţia (1) căpătăm: 

Das cosg' (c + 5) h/Î =fo 

Da cose (c +- 5) ha/Î =— Fo 

Când sarcina e la dreapta panoului, 

v =b 0 =bc/l, iar când e la stânga: 

p=—a 0; =—a (c+0)/l. Dacă tălpile 

sunt paralele facem c = co. 

    
Figura t4l 

c) Linia de intluenţă a elortului din montantul 56. 

Găsim expresia lui Vşg scriind echilibrul nodului 5 și proiee- 

tând totul după o verticală. Avem (fig. 149): 

Isa sina's + Das sin + Vss— ss sinu'u—F =0, 

când sarcina /” calcă în nodul 5. Dacă nu calcă în nod punem în 

ecuaţie componenta sa în nodul 5. Dacă sarcina este în afara panou- 

rilor adiacente lui 5, punem F =0. 

In această formulă a', şi a'g sunt unghiurile ce fac tălpile grinzii” 

cu orizontala, la stânga și dreapta nodului. 
Expresiile ce rezultă de aci sunt cam complicate. Sunt simple 

numai când talpa inferioară este orizontală, când avem: 

Das sine! + Vss—F =0, 

cu observaţiile de mai sus făcute pentru F. Așadar, linia de influenţă 

este ca a lui Das, cu corecțiunea ce o aduce forţa F, sau componenta sa, în 

nodul 5.
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Putem găsi valoarea lui Vs, făcând o secţiune prin barele 47, 37, 
56 și 58 și luând momentul tuturor forțelor în raport cu punctul A, 
de intersecţie al barelor 4—7 și 5—$, și vom avea: (fig. 142) 

Das d+ Vas (a +a) + Vo a =0, 

în care Vg este reacţiunea în reazimul din stânga. 
Dacă în această expresie punem valoarea reacţiunii pentru toate 

poziţiile posibile ale forţei F, avem valoarea lui Vsg şi deci linia lui 
de influenţă. 

Ajungem la aceleași expresii, mai ușor, cu ajutorul deplasărilor 
virtuale. 

    

  

4 

Figura 142 

Dând o lungire montantului 36, poligonul barelor se deformează 

ca în fig. 142, barele păstrând toate aceeași lungime afară de 3—7 
care se lungește și ca. 

Partea din dreapta a grinzii se rotește în jurul reazimului din 

dreapta cu unghiul 0; și anume se ridică în sus şi odată cu ca și 

nodurile 7 şi 8. Partea din stânga se roteşte în jurul reazimului din 

stânga cu unghiul 0,, și odată cu ea și nodurile 4 și 5; această parte 

se lasă în jos. - 

De pe figură se mai vede că centrul instantaneu de rotaţie este 

punctul A, intersecţia direcțiilor 4—7 cu 5—8. 

Lungirile celor două bare au ca expresii, luând 6, =1, 

Uz =d, Us SC 23.
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Expresia lucrului mecanice ne dă: 

Vasa (ca + 25) + Da d =— Fr 

în care notez cu n, deplasările virtuale, relativ la centrul instantaneu 

de rotaţie 4,. 

Dacă în această expresie se introduce va!oarea lui Paz. găsită 

anterior, exprimată în funcţiune de deplasările virtuale p, ce cores- 

pund centrului instantaneu de rotaţie A și dacă ţinem seamă că 

d/cose = ha (e, + z3)/A 
găsim: 

Vss (en + 25) =FP (Do v—v) 

fa
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Figura 143 

în care am notat: 

00 = has (cu kt 225)/has (e + 2s) 

Prin urmare dacă din ordonatele v, relative la centrul instantaneu 

de rotaţie A, reduse în raportul 0, scădem ordonatele ș;, relative la 

centrul instantaneu de rotaţie A,, găsim tocmai linia de influenţă 
a lui Vas (a + 3). | 

Pe fig. 143 conturul 02, 5, 8 n dă deplasările v,, iar 022 Da Sa n dă 

deplasările 0o v. Diferenţa lor, adică ordonatele 0, 2,—2, 5.—52, 

8,—82, 0, ne dau valorile lor în dreptul nodurilor indicate. 

Aceasta-i linia de influenţă a efortului din montantul 5—6 când 

sarcina /' = parcurge nodurile inferioare.
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Dacă sarcina parcurge nodurile superioare, atunci valorile lui v, 

sunt date de conturul 0—4—7—n ale cărui ordonate se scad 
din Ov. | 

Dăm pentru linia de influenţă a lui Vsg valorile lui 0o v — în 
cazul când forţa se aplică la nodurile inferioare. 

Când forţa este în panoul de lungime 4 notăm cu a și f distanţele 
ei dela nodul din stânga și cel din dreapta. 

  

  

  

  

  

Intervalul 0v—v 

0—2 [Ie —0o (+ oc)]a/ 

2—5 [2 4+- ca —0o (+ c)]a/I + a 0o (c++a;)/4 

5—8 — [es — 0 e]b/1 + (e + 23) 6/4 

S—n  |—[a e]       
  

Efortul din montant este nul când forţa se găseşte în intervalul 
5—8 și când 

(e — dn 0) 5/1 = (e, + 23) B/i 
Să serim aceleași expresii când forța parcurge nodurile supe- 

  

  

  

    

rioare: 

Intervalul 0 v—w | 

0—2 | eat e)]a/! 

2—5 [2-0 (1-0) Ja/1[ eu F-zs-0a (era) |a/i 

5—n | [e — da e]d/1   
  

După cum se vede linia de influenţă, construită cu ajutorul 
” deplasărilor virtuale, ne permite să scrim cu mare ușurință, direct 

de pe figură, expresia diferitelor cantităţi ce ne interesează. 

“Aplicația Nr. 40. Fie o grindă în k cu tălpi paralele şi cu nodul diagona- 

lelor la jumătatea înălţimii montanţilor,
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Să se găsească linia de inuenţă a lui Vss câud sarcina parcurge nodurile” 

inferioare (fig. 144). Luăm 0, = 1, iar pentru 0e rezultă din formulă valoarea 

0a— W,. Procedând grafic sau 
  

he A D 7 D 
analitic se găsesc rezultatele 

trase plin pe fig. 144. In for- 

mule s'a făcut c=c,=0, şi 
s 

s'a împărţit totul prin c şi ca. 

Conturul punctat reprezintă 

linia de influenţă a lui Vss 

când sarcina parcurge nodu- 

rile superioare. 

            

  
4, Grinzi cu bare 

suplimentare, 
  
  

Din motive construe- 

tive, de economie sau de 

calcul al secţiunii barelor, 

la o grindă cu zăbrele 

formată din triunghiuri 

simple se adaugă o serie 

de bare suplimentare și Figura 144 

un număr echivalent de | 

noduri în plus, astfel că relaţia m = 2n — 3 să fie mereu satisfăcută. 

Comparând grinda, astfel transformată, cu grinda primitivă 
vom deosebi trei feluri de bare: 

  

10, Dare aparținând grinzii primitive în cari eforturile nu se 
schimbă prin introducerea barelor suplimentare. 

20. Bare suplimentare, în cari eforturile sunt independente de for- 
ma şi dimensiunile grinzii primitive. | 

30. Dare aparţinând grinzii primitive, în cari eforturile se schimbă 
prin introducerea barelor suplimentare. 

Singurul criteriu după care „putem pune o bară într'o grupă sau 

alta, este linia ei de influenţă. 

Dacă linia de influenţă a'efortului din o bară oarecare este identică 
cu aceea a efortului din aceeaşi bară considerată în grinda primitivă, 

fără barele suplimentare, atunci bara face parte din prima grupă. 

Dacă linia de influenţă este independentă de dimensiunile grinzi 
primitive, atunci bara face parte din grupa doua. 

Dacă, prin introducerea barelor suplimentare, linia de influenţă 

a eforturilor din o bară din grinda primitivă se modifică, atunci 

bara aparjine grupei a treia.
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Prin urmare, totul se reduce la construcţia liniilor de influenţă. 
Calculul eforturilor în bare se face după normele indicate până aci, 

va trebui însă, la facerea secţiunilor, să fim atenţi la repartiția sarcinilor 
la noduri. 

Vom construi liniile de influenţă ale eforturilor din barele grinzii 
cu zăbrele din fig. 145 în care barele 1—2, 2—3, 5—6, 6—7, 1—10 
și 9—10 sunt bare suplimentare, restul de bare formând grinda pri- 
mitivă. Vom presupune că sarcinile se aplică la nodurile tălpii su- 
perioare. 

Să ne ocupăm de barele acestei tălpi. 
Se observă mai întâi că scriind echilibrul nodurilor 1, 5 şi 9 se 

obţine So = Sie... 
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Tigura 145 

E suficient deci a găsi linia de influenţă a lui Ssu pentru a o 
avea și pe a lui Szy. 

a) Liniile de intluenţă ale eforturilor Sa, Sas şi So. 

Facem o secţiune care taie numai 3 bare: 9—11, 10—Î1 și 
S—12 și luăm momentul în raport cu nodul 8. Avem evident Ssu = 
— Ms/hg. E suficient deci să construim linia de influenţă a lui Mg: 

Atâta timp cât Fl este la dreapta nodului 11.:. Mg =b z3/], 
când sarcina calcă în panoul 9—11 -.- Ms= b as/l + B, când calcă 
în panoul 7—9.:. Ms=b z,/l + a, iar când calcă la stânga nodului 

7. Ms=a 2'ş/l. Dacă trasăm această linie de influență se vede că 

are conturul format din liniile drepte 0— 9, — 11, —0 (fig. 145).
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Din formulele de mai sus se vede că linia de influenţă este iden- 

tică cu a momentului din nodul S$ din grinda primitivă, la care se 

adaugă ordonatele triunghiului 7, — 9, — 11, a cărui ordonată în 

dreptul nodului 9 este 9, —9, =4. 

Dacă se urmează aceeași cale, pentru aflarea linici de influenţă 

a eforturilor din barele 3 — 5 și 0— 1, se găsește că ele sunt identice 

cu a momentelor din nodurile $ și 4 din grinda primitivă, la care se 

adaugă ordonatele triunghiurilor 3, — d — 7 și 0— li, — 32, ale 

căror ordonate în dreptul nodurilor 5 și 1 sunt 5, 5 = li le =, și 

obţinem ca linii de influenţă respectiv contururile formate din 

dreptele: 0— 3, — 5, —0 și 0—1,—0 (fig. 145). 

Din examinarea acestor linii de influenţă se constată că eforturile 

cari se produc în talpa superioară prin introducerea barelor supli- 

mentare sunt mai mari ca acelea din grinda primitivă. 

„Ajungem exact la acelaşi rezultat cu ajutorul deplasărilor virtuale. 

Să presupunem că dăm o lungire barei 9— (|. 

In acest caz cele două bucăţi de grindă se vor roti în jurul reazi- 

melor O și 0“, cu unghiurile 0; și 0,, iar în jurul nodului S cu 0p pentru 

care luăm: valoarea 9 = 1. 

Se recunoaște că, atunci când 9— Il se lungește, cele două 

bucăţi de grindă se ridică în sus. Lungirile care rezultă pentru 

barele 10 — 11 și 8— 12 sunt nule pentrucă, rotirea lor făcându-se 

în jurul nodului S prin care trec, pentru ele avem d =0. 

„Ecuația lucrului mecanic se reduce la: 

Ss: usu =—v 
și cum: 

tou = he 0o = ha 

căpătăm: 

Ss = — b/ha 

In această mișcare nodul 9 e solidar cu partea din stânga a grinzii, 

nodul 11 cu cea din dreapta și deci după deformaţie talpa superioară, 

în nodurile căreia se aplică sarcinile, va afecta conturul format din 

dreptele 0— 9, — 11, — 0, găsit anterior. Se recunoaște numai- 

decât: 9, — 9, = 100 =. 

b) Liniile de intluenţă ale eforturilor Isa, ss; Izi şi Io 

Dacă se face secţiunea care tae barele 9 — 11, 10— 11 și S— 12 

(fig. 146) şi se ia momentul în raport cu nodul 11, se găsește: 

Ig = Ma/hu
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Dacă plimbăm sarcina F = 1 pe grindă, constatăm că Mu nu 
este cu nimic influențat de introducerea barelor suplimentare, 

Același lucru și pentru barele 4 — 8 și 2—4. 
Dacă notăm cu hau Și has normalele coborite din nodul 3 respectiv 

pe barele 4—8 și 2—4, vom avea: 

Is = Ma/hsa şi Ia = Ma/ has 

Pentru bara 0— 2 facem o secţiune care taie barele 0—1 ȘI 
0— 2, şi luăm momentele în raport cu nodul 3. Am putea lua mo- 

  

  

  

    
            

Figura 146 

mentul în raport cu nodul 1, însă voim să comparăm efortul cu cel 
din grinda primitivă. Vom avea: 

lo = A,/ha, 

Să vedem însă cum variază A, în acest caz. 3 

Când sarcina este la dreapta nodului 3... Mp=b 73/l, când este 
în panoul 1—3 e. Ma=a z'3/l + B, când este în panoul 0— 1... 
Ma: Za/l+a.



191 

Așa dar, linia de influenţă se compune din linia de influență 
a lui 14 din grinda primitivă la care, pe intervalul 0— 3, adunăm 
ordonatele triunghiului 0 — 1, — 3, a cărui ordonată în dreptul 
nodului 1 este 1, — le =4. Liniile de influenţă ale eforturilor din 
barele 8— 12, 4—8 cu 2—4 și0—2 sunt contururile formate 
din dreptele 0— 11, —0, 0—3,.—0V și 0—1,—0. Numai 
efortul din bara 0—2 este influențat de introducerea barelor 
suplimentare. 

c) Liniile de iniluenţă ale eforturilor din montanţii suplimentari 

Vaz Vie Şi Varo- 

Se observă mai întâi că eforturile din aceste „bare sunt inde- 
pendente de eforturile din barele grinzii primitive. N'avem decât 
să scrim de exemplu echilibrul nodului 9. 

Să notăm cu Vy reacţiunea lui F == 1 în nodul 9. Atâta timp cât 
F este în afara intervalului 7 — 11... V,= 0. Când este în intervalul 
9 — ll. Vs= 8/4, iar când este în intervalul 7—9.:: Vs=a/i. 
Dacă scrim echilibrul nodului 9 avem: 

7 = 7 
Vo = — Vo 

Linia de influenţă este un triunghiu așa cum se arată pe fig. 145. 
Ajungem la același rezultat cu ajutorul deplasărilor pirtuale. 

Dăm o lungire u barei 9 — 10 și vom avea: 

V —0 „Yoo lt = 

Cum v=fu/4 și v=au/i, găsim tocmai linia de influenţă 
precedentă, 

„Aci trebue să observăm că, dacă u este un infinit mic de ordinul 
întâiu, atunci lungirea barelor 1 —9 și 9— 11 este un infinit mic de 

ordinul al doilea şi deci distanța 7 — 11 rămâne invariabilă şi prin 

urmare restul grinzii nu are niciun fel de deplasare. 

Celelalte linii de influenţă ale acestor montanţi sunt identice cu 
aceasta. 

d) Liniile de iniluenţă ale eforturilor din diagonalele suplimentare 

Dao Der şi Da» 

Ele se comportă toate la fel. Observațiile făcute la montanţii 
suplimentari se aplică și aci. 

“Scriind echilibrul nodului 10, de exemplu, găsim componentele 
după direcţiunile 7 — 10 și S—10: 

Dao = — Vo/2 sin 9;  Duo— Dion = Vio/2 sin o
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Așa dar, linia de influenţă a lui Dao diferă de a lui Vao numai 
prin multiplicatorul — 1/2 sin e, 

Componenta Dao — Dion va modifica efortul din bara S— 10 

sau 10 — 11, lucru pe care nu putem să-l precizăm acum. 

e) Liniile de influenţă ale eforturilor din montanţii grinzii primitive 

Vas Vis şi Vuutze - 

Primul și ultimul se comportă la fel. 

Dacă scrim echilibrul nodului 4, avem: 

Îsi SinGoy + Vas — Îşs Sinus =0 

Introducând în această expresie valorile găsite anterior, avem: 

Vas = — Alg (tguz — 180sa) /h 

Prin urmare, linia de influenţă este ca a lui AM şi nu este in- 

Îluenţată de introducerea barelor suplimentare. 

«Îjungem la acelaşi rezultat și cu ajutorul deplasărilor virtuale. 

Să dăm o lungire barei 3— 4. In acest caz cele două bucăţi de 
grindă se vor roti în jurul reazimilor cu unghiurile 3; și 0, iar în 

jurul lui 3 cu unghiul 00. Unghiul Oa va fi unghiul cu cât a variat 

unghiul 238 sau suma variaţiei unghiurilor 234 și 438. 

După formula (12) dela deplasări virtuale, variaţia primului 

unghiu este: 

— Uag SINGa3/ las = — as (9023 / ha 

iar a celui de al doilea: 

Uaş SING3s/hat = Uas (905 /la 

deci 

Oa = — gs (gaz — tguss) /ha 

“cuaţia lucrului mecanic virtual ne dă: 

Vas Usi = Ma 0 =—v 

Dacă ne mărginim numai la prima egalitate, se vede imediat că 

am obținut aceeași linie de influenţă. 

Procedând la fel, găsim: 

Vima = — 2 Ma t9aao/u2 

Pentru montantul 7 —$ vom seri echilibrul nodului 7. Atâta 

timp cât sarcina F calcă în afara intervalului 3 — 11, Vas = 0. Când 

calcă în intervalul 9— 11... Vs; = 4/4, Dao =B/24 sine şi com- 

ponenta după 7—S8 este Vs, =— 4/23. Când calcă în intervalul
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ÎI 9. Va = —(4 + B8)/2î. Când sarcina parcurge - intervalul 
71— 5 —3 lucrurile se petrec la fel în sens invers. Linia de influenţă 
se compune din două drepte (fig. 145). 

„Ajungem la acelaşi rezultat şi cu ajutorul deplasărilor virtuale. 
Dacă dăm o lungire barei 7 — $, nodul 7 se ridică în sus. 

Deplasarea fiind infinit mică, distanţa 3— Il va varia cu un 
infinit mic de ordinul al doilea, deci rămâne invariabilă. 

Nodurile G și 10 vor avea și ele deplasări infinit mici de or- 
dinul 2. deci și distanţele 3—8 și G—1l rămân invariabile. Așa 
dar, restul grinzii rămâne imobil afară de bara 7 — 8 care se lungeşte 
și dreptele 3 — 7 și 4 — Li cari se rotesc în jurul nodurilor 3 şi LI. 

f) Liniile de influenţă ale eforturilor din diagonalele grinzii primitive 

Das Des şi Da Dion: 

10, Să ne ocupim de diagonala 10 — 11. Facem secţiunea care 

taie barele 9— 11, 10— 11 și S— 12 și luăm momentul în raport 
cu punctul «Î, de intersecţie a laturilor 9— 11 și S— 12. Notăm cu 
d distanţa normală dela punctul i până la diagonala J0—1l. 
Avem evident d = (c + au) sing. Presupunem că avem tensiune 
în diagonală, și că sarcina /* se găseşte la dreapta nodului 1]. 

Avem 

Dion sin e (ec + az) =—be/l 

Când /* este în intervalul 9 — 11, avem: - 

Dion sin e (c + zu) =—bc/l + B (e + a3)/4 

Când /* este la stânga nodului 9, avem: 

Dion sing (e + zu) =a (+ c)/l 

Pentru f = fultimile două formule sunt identice. Construcţia este 
foarte simplă și este dată de conturul 0—9, —11,—0 (fig. 146), 

Ordonatele s'au redus în raportul 1/3. 

20, Să ne ocupiim de diagonala $ — 10. Facem o secţiune care taie 

barele 7 —9, 7 — 10, S— 10 și 8— 12 și luăm momentul tuturor 
forţelor în raport cu punctul A (fig. 146). Când sarcina este în 

afara intervalului 7— 11, avem pentru efortul din diagonală 
aceleași valori ca pentru 10 — 11 și anume: 

Dao sine (c + zu) =—be/l , Dao sine (c + zu) =a(l+o)/l 

13. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcţiunilor și Rezistenţa materialelor.
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Să presupunem că forţa se găsește în intervaul 9— 11. Vom 

avea: ! ” 

Dao sin e (€ + zu) = —bc/l + Dao dano- 

Insă 7 ' 

Dao =f/21 sine și dap =(c + 2) sine 

„deci 

Dao sine (e + zu) =—be/l+ B (e + 2/24 

din care se vede că f/2 4 este componenta lui F în nodul 7. Ajungem 

la o expresie identică când F este în intervalul 7 —9. 
Pentru f=0, formula ne dă prima valoare a lui D și pentru 

f=2 î, coineide cu a doua valoare. 
Linia de influenţă este dată de conturul 0— 74 — 11, —0. 

Prima diagonală a fost influenţată de introducerea barelor su- 

plimentare, a doua nu. Așa dar, componenta lui Va influenţează 

numai asupra diagonalei 10 — 11, lucru care nu se putea prevedea 

dela început. 
Ajungem la același rezultat şi cu melodă deplasărilor virtuale. 

In adevăr, dacă dăm o lungire barei 10— 11, poligonul S—10— 

9— 11 — 12 se deformează, ambele porţiuni de grindă rotindu-se 

una îaţă de alta în jurul punctului +, intersecţia laturilor 9— 1] 

și 8— 12. | 
___ În această deformare nodul 9 se mișcă cu partea din stânga a 

grinzii, iar Îl cu cea din dreapta. Talpa superioară va afecta după 

delormaţie conturul 0— 9, — 11, —0. 
Dacă dăm o lungire barei S— 10, patrulaterul 8S— 7 — ll — 12 

se deformează, bucăţile de grindă rotindu-se în jurul aceluiași punct 

A și talpa superioară afectează conturul 0— 7, — 11, —0. 

Analog construim liniile:de influenţă ale diagonalelor Das și Des: 

Se pot da o. mulțime de exemple de grinzi cu bare suplimentare. 

Ele diferă între ele prin forma tălpilor şi modul cum se adaugă barele 

suplimentare. Norma de calcul rămâne cea indicată. In cazurile 

practice putem rezolva problema numai cu metoda secţiunilor şi a 

separării nodurilor. Numai în cazuri speciale recurgem și la celelalte 

metode cari s'au indicat. Metoda deplasărilor virtuale ne duce în 

genere repede la rezultat.



VII. GRINZI CURBE SAU ARCE. 

A) Arce plane cu o articulaţie şi un reazem simplu 

supuse la forţe situate în acelaş plan cu ele. 

In cele ce urmează ne vom ocupa cu grinzile curbe plane supuse 

la forţe cuprinse în planul lor. 

Echilibrul unei grinzi curbe se asigură, ca și la o grindă dreaptă, 

prin reazime, cari în genere sunt o articulaţie și un reazim simplu. 

Forma arcului se definește prin coordonatele punctelor axei 

grinzii. Originea axelor se ia în genere în o articulaţie. Axa Oy se ia 

de obiceiu verticală pentrucă în majoritatea cazurilor avem de-a-face 

cu sarcini verticale... | o 
“Dacă însă toate sarcinile au o altă direcţie, vom lua axa Oy pa- 

- ralelă cu această direcţie. Axa Oz o vom lua sau o normală la Oy sau 

linia care uneşte reazimile. 

Ca și la grinzile drepte ne fixăm un sens positiv în care parcurgem 

arcul. Acesta odată fixat, rezultă direcţiile pozitive ale tangentei 

0 și normalei ” la axa arcului. 

Faţă de aceste direcţiuni definim semnele cantităților X, 7 și 

M, adică a forţei normale pe secţiune sau axială pentrucă este diri- 

jată după axa grinzii, a forţei tăietoare și a momentului încovoietor, 

întocmai ca la grinzile drepte. 

Prin urmare, ne vom ocupa totdeauna de secţiunea care 0 în- 

tâlnim în faţă când parcurgem arcul în sensul positiv. 

Ocupându-ne de această secțiune, A va fi positiv ori de câte ori. 

“este dirijat din interiorul arcului spre exteriorul lui, adică'către — 0. 

X fiind dirijat către — 0, 'T va fi positiv ori de câte ori va fi dirijat 

către —. 

13*
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AM va Îi positiv ori de câte ori roteşte secţiunea de care ne ocupăm 

în sensul dela U la v, adică are direcţia 0. 
“ ! 

1. Relaţii între N, T şi M în cazul general, 

Să presupunem că avem un element de arc ca în fig. 147, supus 
la o sarcină p continuă. 

Putem presupune arcul ds așa de mic, încât, pe această lungime, 

să putem considera că atât valoarea cât și direcţia lui p rămân 

constante. Să presupunem că elementul de are ds este separat 

(tăiat) dintr'un arc mai mare, care se găsește în echilibru. 

V_ Pentru. ca . echilibrul să existe 

A! aplicăm: 10, În extremitatea din 

stânga forța TE și momentul AJ, de 

____ Valori și direcţiuni oarecari, cari nu 

Adi sunt altceva decât forţa rezultantă 

și momentul rezultant al tuturor 

. pp forţelor din stânga elementului de    
Figura 110 are în raport cu centrul de greutate 

al secţiunii arcului, adică în raport 

cu punctul de pe axa arcului din acea secţiune și 20. În extremi- 

tatea din dreapta o forţă R+ di și un moment M + dl, cari 

diferă de respectivele din extremitatea stângă, atât ca mărime 

cât şi ca direcţie. 
In aceste condițiuni, să scrim ecuaţiile de echilibru ale elementului 

de arc ds. 

Suma forţelor ne dă: 
R + pds— R—dh =0 

Momentul îl luăm în raport cu extremitatea din dreapta a ele- 

mentului de are. Momentul lui 7? va fi —0A ds. 

Punem semnul — pentrucă în raport cu acest punct, braţul de 

pârghie este dirijat către — 0, și ds pentrucă valoarea braţului de 

pârghie diferă de ds cu un infinit mic de ordin superior. 

Pentru aceleași motive momentul lui pds va fi — Op ds?/2, 

care fiind un infinit mie de ordin superior se neglijează. In aceste 

condiţii ecuaţia de momente se reduce la 

A — OR ds — MI — dl =0 

Impărţind cu ds, cele două ecuaţii se reduc la: 

(1) p=dh/ds ., dM/ds = 10, 
ecuaţii absolut generale cari se aplică la orice formă de arc.
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Aplicarea formulelor (1) 'la un are plan supus la forţe complanare cu el. 

Ținând seamă că avem: 

dd/ds =v/r , do/ds=—0/r şi = —0N—sT 
» 

rezultă: 

p =dl/ds = — 0(dN/ds — T/n) — 9 (dT/ds + N/r) 

Dacă ecuaţia aceasta se multiplică scalar, respectiv cu rși 0 
şi dacă notăm: 

PP =Pn și pU=bpu 

avem: 

(2) dT/ds =—pa—N/r ,  AN/ds=—pu+ T/r 

Momentul are o direcţiune constantă şi anume normală pe planul 

areului, deci este dirijat după Ov și deci di/ = 0v.dM. Introducând 

această valoare în ecuaţia respectivă din (1), avem: 

(3) dA (ds =T 

Ecuațiile (2) și (3) sunt absolut analoage cu acelea găsite la 

grinzile drepte și coincid cu ele când r=oc. 

  

Dacă derivăm ecuaţiile (2) în raport cu e și dacă ţinem seamă 

de ele, căpătăm: 

dT/de + T =rpi EN/dE+N =—rpn 

ceca ce ne arată că atât A, cât și T, sunt luneţiuni de forma: 

Acoso + Bsing 

și că deci nu păstrează o valoare constantă când trecem dela un 

punct al arcului la altul. 

2. Determinarea reacţiunilor. 

Să considerăm un arc supus la o serie de forțe 'oarecari. Mai 

întâiu, dându-ni-se modul de sprijinire, va trebui să găsim reac- 

“ iunile. Am spus că în genere echilibrul se asigură printr'o articu- 

laţie + și un reazim simplu B (fig. 148). Originea axelor de coordo- 

nate o luăm în A,iar axa y-lor verticală de jos în sus. Abscisa unui 

punct de pe arc o vom măsura prin distanţa z, normală la aza y-lor. 
după cazuri, sau axa z orizontală   Ca axă a absciselor vom lua 

sau axa z,, adică dreapta care unește cele două reazime. Aceste axe 

fac între ele unghiul a. Ordonata unui punct de pe arc se va măsura 

totdeauna prin normalele, y sau yu la cele două ae.
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Proiecţia pe o orizontală a dreptei A B=1, este ], iar pe o verticală h. 

Tangenta la are întrun punct oarecare face cu orizontala un- 

ghiul e. | 

Reacţiunea Va din A, de valoare și direcţiune necunoscută, 

putem oricând să o descompunem în două componente Il, și Vaas 

după azele a, şi y, sau alte două componente Io şi Voa, după axele zşi y. 

Reacţiunea Vu, din reazimul simplu B, are direcțiunea cunoscută 

şi valoarea necunosculă. 

a) Soluţia analitică. 

Notăm cu a șib 

distanţele nomnale dela 

A și B la forţa F. 

Luând momentul 

tuturor forţelor în ra- 

port cu articulaţia «i, 

avem (fig. 148): 

(4) Jaf =dV, 

expresie din care dedu- 

cem pe Vu. Am notat 

“*
 

   
cu d, distanţa normală 

dela A la direcţia re- 

i acţiunii din B. 

Figura 148 | Să luăm momentul 
. tuturor forțelor în ra- 

port cu reazimul B, reacţiunea din «i presupunând-o descompusă 

după IÎ, şi Via. Avem:. 

(5) ZF = Via 

expresie din care deducem pe Via: 

Ca să găsim pe ÎI], vom scri: 

(6) | SF + Vu Il + Via =0 

ecuaţie în care cunoaștem toate elementele afară de 17. N'avem 

decât să proiectăm această ecuaţie pe direcţia Oz, adică s*o multi- 

plicăm scalar cu £, ca să -găsim valoarea lui I/,.. 

Putem să ne servim și de celelalte două componente /le și Voa; 

nsă în acest caz ultimele două ecuaţii se prezintă sub forma: - î 

(5 ZF = Voa — h He 

( 

   n
o
n
e
 o 

a 
n 
e
e
 

    

—
 

= 

6) ZF + Va + Io + Vo =0
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două ecuaţii cu două necunoscute. Dacă ultima ecuaţie o proicetăm 

pe verticală, adică o multiplicăm scalar cu 3), avem: 

(7) MSP + Vuk Voa = 0 

din care deducem pe Voa, care dusă în (5) ne dă pe Ile. 

Trebue să observăm numaidecât că la găsirea acestor _reacţiuni 

nu a intervenit cu nimic forma arcului ci numai sistemul de spriji- 

nire ul lui. 
Prin urmare, reacţiunile se pot determina, şi aşa vom face tot- 

deauna, ca la o grindă dreaplă A B, care are același sistem de spri- 

jinire ca și arcul. 

5) Soluţia grafică. 

Căutăm intersecţia C a rezultantei SF cu direcţiunea lui Vy 

(fig. 148) și o descompunem după această direcţiune și dreapta 

C 44 care trece prin articulaţie. Grafic căpătăm pe epură de-a-dreptul 

'aloarea și direcţiunea reacţiunii din «d. 
Odată aceasta aflată o descompunem după direcţiile ce ne 

convin, căci avem: - 

Va =, + Via = lo + Va 

In cazul când C ese afară din cadrul epurei, vom utiliza poli- 

_gonul funicular pentru a face această descompunere (fig. 149). 

Cu un pol oarecare 

O construim poligonul 

funicular al forţelor 

date, care ne fixează 

poziţia rezultantei FR. 

Orice triunghiu AB, C;, 

care are vâriul 4 în 

articulaţie iar vâriurile 

B, și C. pe direcţiile 

lui V, şi HN, este un     poligon funicular închis 

  

al forţelor Va, Ve și R. 0        

    

pi 
    mmezaonnn a ma 

Nimie nu se schimbă ” 

dacă punctul B, îl luăm 

chiar în B şi așa îl Fisura 149 

vom lua totdeauna. _ 

Notăm direcţiile A C,, C, B, și «AB respectiv cu 0, 0, şi £&. In 

poligonul forţelor, la intersecţia lui 0, cu 0z, găsim polul O, ce
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corespunde poligonului funicular AC, B. Tot în poligonul forţelor, 

intersecţia lui £, cu direcţia lui. V, ne fixează valoarea lui V, şi 

din închiderea poligonului forțelor rezultă imediat Va, pe care-l 

descompunem, după convenienţă, în J], şi Via sau /lo și Voa 

* 3. Forţă axială, forţă tăietoare şi moment încovoietor. 

Ne propunem să găsim expresiile lor într'o secţiune oarecare a 
arcului. Ne vom conduce numai după definițiile. ce li sau dat. 

Rezultanta tuturor forţelor până la secţiunea considerată este: 

(5) RV + SF, TI + Pa + SF, sh Pa +EF 

  în care prin X Fi, am notat suma tuturor forţelor date — afară de 
| reacțiuni — dela stânga secţiunii con- 

siderate, adică pe intervalul dela „A 

până la secţiunea aleasă. 

Dacă ne fixăm sensul pozitiv în 

care parcurgem arcul — dela A spre 

B — atunci rezultă și sensul pozitiv 

al tangentei 0 și normalei 7 la 

axa arcului, în punctul considerat. 

Pentrucă noi ne ocupăm totdeauna 

de secțiunea care o întâlnim în faţă 

  

când parcurgem arcul în sensul po- 

zitiv, atunci, în acea secţiune, forţa 
axiată A, și forța tăietoare, T, au respectiv direcţiile lor pozitive 

dirijate către — 0 şi —w. Le vom căpăta proiectând pe după 
aceste. direcțiuni (fig. 130): 

Figura 150 

(9) N = — Ilcos( o — 0) — Vosin e —d2 F, 

N = — Iocos o — Voasino— 0 Sr, 

(10) T = — Ilsin(e— 0) + Vumcos pn 2 Îi 

T = — Hosing + Voacoso—r 5 |, 

după cum foarte clar se vede din figură. 

Dacă derivăm ecuaţiile (9) şi (10) în raport cu g, se constată că 
obţinem semne contrarii celora din ecuaţia (2). Aceasta se explică 
prin aceea_că la stabilirea formulei (2), unghiul e crește în sensul 
dela 0 la 7, creșterea având direcţia 0», pe când aci creșterea 
are direcţia îi şi deci sunt de semne contrarii.
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Prin urmare, vom fi atenţi la orientarea celor două sisteme de 
axe 0 și  mobil-pe arc și £ și 2) fix. 

* Expresiunea moimentului este: 

(0) Ayo tz Vaal, = — pi + e Via — dl, 

în care am notat cu Ms momentul forţelor SF, în raport cu sec- 
țiunea considerată. ' 

Pentru aceste cantităţi nu putem construi uşor o curbă de va- 
riaţie a lor, dela un punct la altul al arcului pentru un sistem de 
sarcini dat, pentrucă dela o secţiune la alta variază z, y și e şi deci 
vom căpăta curbe complicate, fără vreun folos practic și de aceea 
se renunţă la construcţia lor. 

. 4. Linii de influenţă. 

Ne vom ocupa de cazul curent al sarcinilor verticale. In cazul 
când sarcina are o altă direcţie, luăm - direcţia axei oy paralelă 
cu aceasta, aducând astfel acest caz la precedentul. 

Vom construi liniile de influenţă ale tuturor cantităților întâlnite 
până aci. 

a) Liniile de influenţă ale reacţiunilor V,, Via, Hu, Va, Vea şi H. 

10). Soluţia directă. 

17. Vu. Din ecuaţia (4) avem: 

Vu =a/d 

în care d/l =sința + f)/cosa (fig. 151 a). 

2, Via. Din ecuaţia (5) deducem: | 

Via =. _ (fig. 151 0). 

3. H,. Din ecuaţia (6) deducem: 

7 b/l—n +1 +Ba/d =0 

care multiplicată scalar cu £ ne dă: 

Ilicosa =a/c:.. 
în care c = d/cosf. (fig. 151 c) 

4. Va. Vom căpăta această linie de influență făcând suma: 

Va = 11, & + Via 1, 

ca în fig. l5le.



care mulliplicată scalar cu 7, ne dă 

2 0 2 

4 

50. Voa. Din a doua ecuaţia (6) avem: 

1 Von — d + 119E + Ba/d =0 

Va =1—a/a 

în care a =d/sin f 

ip 
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A 

am | |- 
] Lina Va 

4 | I] | Îi 

a 0 
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Figura 151 

(fig. 151 d). 
60. Hg. Aceeași ecuaţie (6) 

multiplicată scalar cu £ ne dă: 

Il =afc 

în care c are valoarea de mai 

sus (îig. 151 c). 

20). Soluţia cu ajutorul strămutărilor 

virtuale. 

1. HoşiH,. Să dăm o de- 
plasare întregului sistem 

sensul lui Jlg. Articulația i se 

va deplasa pe o orizontală, 

deci se va roti în jurul unui 

punct situat pe verticala AC, 

adică pe axa 7] (fig. 151). Ce- 

lălalt reazim, pentru aceleași 

. 
in 

motive, se rotește în jurul unui 

punct situat pe dreapta f. 

Intregul sistem se rotește 

deci în jurul punctului C, de 

intersecţie a axei 7] cu Ș, cu 

un unghiu oarecare (. 

Drumul lui 1/p este cd. 

Lucrul mecanice al reacţiunii 

din B este nul. 

Drumul forţei F .proicctat 

pe o verticală este, după cum 

se știe, a0 și deci lucrul mecanic virtual respectiv este Pad. 

In cazul figurii, pentru o de lasare în sensul lui 77 arcul se » , p 0 

ridică în sus. 

Ecuația lucrului mecanic este: 

Hoc0 =a0, deci Il, =a/e 

Această expresie coincide cu precedenta e = d/cosf. căci
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II, are exact aceeași linie de influenţă ca 170, diferă numai priu 
multiplicator. 

2. Vom Făcând același raționament ca mai sus găsim că în- 
tregul sistem se rotește în jurul punctului C, de intersecţie a drep- 
telor € și fi (fig. 151). 

Avem întocmai ca mai sus: 

Voa a 0= (e, — a) 0 

și deci: 

Vo = Ll—a/a, 

adică tocmai formula stabilită direct. 
Această metodă, după cum se vede, dă rezultate foarte simple, 

însă trebue să fim atenţi la aplicarea ei ca să nu neglijăm depla- 
sările cari dau lucru mecanic virtual. 

Pentru celelalte cantităţi vom aplica această metodă ca fiind 
mai simplă. 

d) Liniile de influenţă ale forţei axiale N, forţei tăietoare T 
. şi momentului încovoietor M. 

1€. N. Să “presupunem că în secţiunea i depărtăm cele două 
feţe ale ci, după direcţiunea tangentei la arc, cu cantitatea u;, 
A fiind o tensiune, lucrul mecanic virtual va Îi — Nui. 

Prin această deformaţie arcul Ai se rotește în jurul articulației 
„A cu unghiul 0 (fig. 152). Secţiunea i, care aparţine ambelor părţi 
de are, deplasându-se după tangentă se va roti în jurul unui centru 
instantaneu "de rotaţie C, situat pe o dreaptă paralelă cu normala 
la arc. a 

Or, arcul Ai se rotește în jurul lui A, deci centrul de rotaţie 
al secţiunii i se va găsi pe dreapta «4 C, trecând prin A şi paralelă 
cu normnala la arc. Arcul Bi se rotește și în jurul unui centru aflat 
pe dreapta f. Așa dar, am determinat centrul instantaneu de ro- 
taţie C al arcului Bi. 

Pentrucă cele două secţiuni rămân paralele între ele și arcul 
Bi se va roti cu același unghiu 0. 

“În acest caz avem: 

u; = (Ai, + C)O0 =AC. 0 =c0 

Deplasarea verticală a lui F este v=— a 0, sau p= — a, 0, după 

cum / este la stânga sau la dreapta secţiunii i și respectiv avem: 

N=—afe şi N=—a,/e
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a și a, fiind abscisele punctului de aplicaţie al forţei /' măsurate 

respectiv dela verticalele punctelor A şi C. Când scrim expresia 

lui u;, 

două bucăţi de are. 

va trebui să ţinem seamă de sensul în care 0 roteşte cele 

Arcul Ai se rotește în jurul punctului A, Bi în: jurul lui C, deci 

proiecţiile lor A, şi Ca au o =0. 

   
i 

De
 
s
-
a
 

    

p
o
e
 

  

   
Figura 152 

   

Linia de influenţă se 

compune din două drepte 

paralele trecând prin A, 

și Ca (fig. 152 a). 

Diferenţa între ordo- 

natele acestor drepte este 

tocmai Fsin e=sin e adică 

cantitatea cu cât variază 

ÎN când sarcina trece dela 

stânga la dreapta sec- 

țiunii i. 

Când e =0, punctul 

"Ca coincide cu A, şi linia 

de influenţă a lui A se 

conlundă cu a lui le, 

ccea ce de altiel este evi- 

'dent. 

20, 'T, In secţiunea î, 

facem să lunece în pla- 

nele lor cele: două feţe, 
fiecare în sensul pozitiv 

al lui 7. Lunecarea totală 

fiind ș;, lucrul mecanic 

virtual va fi To. 

Dacă 

același raționament ca mai 

se face exact 

sus, se găsește că arcul 

A i se roteşte în jurul lui 

A, iar Bi în jurul punetu- 

lui C, dela intersecţia lui f cu dreapta paralelă cu tangenta la are 

ȘI care trece prin punctul A (fig. 152). 

Unghiul de rotaţie 0 este același pentru ambele părţi de are 

In aceste condiţii: 

vi = (Aia + îC,) 0 = AC,0 =c,0
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Deplasarea verticală a lui F este a0, sau —b, 0. după cum / 

este la stânga sau la dreapta secţiunii i și respectiv avem: 

T=—afa și-T =,/cu 
b, fiind abseisa forţei F' măsurată dela verticala lui C,. 

Linia de influență se compune din două drepte paralele cari 

tree prin «4, și Ca, și între ordonatele cărora avem o diferenţă egală 
cu cose (fig. 152 d). 

Pentru 'e = 0, această linie de influenţă coincide cu a lui Voa. 

30. M. In secţiunea i introducem o articulaţie şi facem ca cele 
două feţe să se rotească una faţă de alta, în sensul pozitiv al lui 

M, cu unghiul 04. Lucrul mecanic virtual va fi 4106. 

Prin această deforinaţie arcul „| i se rotește în jurul punctului 

„A, iar secţiunea i se deplasează după o normală la Ai, deci se va 

roti în jurul unui centru instantaneu de rotaţie care se găsește 
pe dreapta. Ai (fig. 152). 

Arcul Bi se roteşte în jurul unui centru care se găsește pe . 

dreapta f. a 

Prin urmare arcul Bi, ale cărui extremităţi au centrul de rotaţie 

pe dreptele li și f, se va roti în jurul punctului lor de intersecţie L.. 

Arcul li :se roteşte cu unghiul 0; iar Bi cu 0, având relaţia 

0; + 0. =00, în care putem lua 0=l. 

Rotirea. făcându-se în jurul punctelor A și L, proiecțiunile lor 
zu şi Le vor avea v =0. 

Avem » în dreptul lui F, când sarcina este la stânga sau dreapta 
secţiunii î, respectiv: 

“ pa=—ul; şi v=—b0 

şi deci: 

M=a0; şi AM =ba0Oa 

b= fiind abscisa forţei / măsurată dela verticala lui L. 

Dacă notăm cu x şi z” abeisele secţiunii i măsurate dela punctele 

A şi Lşizi+ar=l - , atunci în dreptul secţiunii i avem: 

v=z0;=a 0 

din care deducem: 

=; 0 =a/l 

M =ax'/l, şi M =ba/l 
Prin urmare momentul este ca într'o grindă cu consolă de desclu- 

dere Îl, și simplu rezemată în A, și Li (fig. 152 c). 
Se observă că aceste linii de influenţă se exprimă în funcţie de 

lungimile d, c,c, şi le cari sunt elementele geometrice ale arcului 

şi deci respectiv
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și se determină numai decât dacă avem forma și dimensiunile lui 
și poziţia secţiunii i. 

Am notat cu d normala coborită din A pe direcţia Ș. De pe 

figură avem:: 

c =d/cos(f — e) , a =d/sin(f — €) 
Dacă notăm y;/z: =ts7, 

atunci 

la = dcosp/sin( (A -+ >) 

Fig. 153 ne arată aceste linii 

de influenţă pentru o altă sec- 

tiune £. 

B) Arce plane cu trei 
articulaţii. 

1. Definiţii, reacţiuni. Curba 
momentelor încovoietoare.   

Dacă două bare drepte sau   curbe articulate între ele la un 

cap. le sprijinim cu ce- 
& es i ;  lelalte două capete în 

| două articulaţii, am 

! 
i 

i 

  

căpătat, o  construc- 

ţiune cu trei articulaţii 
    A pe care în mod general 

N i . . . 

1 o vom denumi grindă 
N " ! 

Ii „sau arc— după caz—   cu trei articulaţii. 

_Grinzile pot fi articulate și în 

„alte „puncte ale lor, nu numai la   
extremităţi. 

Figura 155 Dacă se compară această con- 

i strucţiune cu grinda articulată la 

un cap și simplu rezemată la celălalt, se constată că reazimul simplu 

s'a realizat printr'6 bară dreaptă sau curbă, articulată la ambele ca- 

pete sau: în. două puncte oarecari de pe ea. 

Așa fiind, la arcele cu trei:articulaţii vom aplica norma de calcul 

dela .cazul precedent, adaptată .la noua, formă și potrivit. normei 

fixată de practică.. . -..



Vom considera arcele AD și BD (fig. 154), cari reazimă în 

al și B prin intermediul a două articulaţii şi sunt articulate între 

ele în punctul D. 

a) Reacţiuni. 

PF. Soluţia analitică. Reacţiunea Va, din A, va avea o valoare 

și o direcţiune necunoscută şi pe care o descompunem în două 

componente, în două feluri: una 7/10 orizontală și alta Voa verticală 

sau în una ÎI], dirijată după linia articulaţiilor AB, și alta ver- 

ticală Via. 

Același lucru se petrece şi în [. 

Prin urinare, sistemul are patru necunoscule, Pentru găsirea lor 

dispunem de patru ecuaţii, una 'de proiecțiuni şi trei ecuaţii de mo- 

mente. În adevăr, suma tu- 

turor forţelor, inclusiv reac- 

   
țiile, trebue să fie nulă și 

E
 

momentele lor în raport cu 

cele trei articulaţii să fie de 

asemenea nule, aceasta re- 
zultând din chiar definiţia 
articulației. 

Reacţiunea din D, pe 

care un arco exercită asupra | 
celuilalt, fiind egală și de Pizura 15% 

Ă w 

MR
I 

sens contrar, dispare în ecuaţiile de mai sus. 

Să determinăm grupul de reacţiunii Via și Il. 
Luând momentul tuturor forțelor F în raport cu B, âvem: 

(1) Via = 5 F 
în care b, este distanţa dela B la forţa F. 

Luând momentul tuturor forțelor de pe porţiunea A D în ra- 
port cu D, avem: 
(2) | da Ii = za Vaa — Xba F 

Ecuațiile (1) și (2) ne dau rcacţiunile Va şi IL, imediat. 
Să determinăm grupul de reacţiuni Vea și Ile. 

Putem proceda ca mai sus și obținem două ccuaţii. cu. două 
necunoscute. Putem evita aceasta observând că: 

lo = Ilcose 

și luând momentul în raport cu B, avem: 

(3) ă Va — hill, = 5, F
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și ţinând cont de (1), deducem: - 

(4) Voa = Via + hllo/l = Via + Ilsine 

“Prin urmare, este suficient a determina primul grup de reac- 
țiuni pentru a avea și pe cel de-al doilea. 

Procedând la fel, găsim componentele reacţiunii, Vu din arti- 
culaţa B. 

Odată reacţiunile aflate, putem găsi în orice secţiune valorile 

lui A, 7 şi M, scriind expresiile lor după definiţia ce s'a dat acestor 

cantităţi. Aceasta revine la aplicarea formulelor (9), (10) și (11) 

dela cazul arcelor cu o articulaţie și un reazem simplu. 

f A 4 | 
N     N

 

Figura 155 - 

2. Soluţia grafică. Grafic chestiunea se rezolvă foarte simplu, 

plecând dela următoarele consideraţiuni, cunoscute de altfel: 

1. O rază polară şi latura corespondentă de poligon funicular 

reprezintă în mărime, direcţie şi poziţie rezultanta tuturor celorlalte 

forţe, inclusiv reacţiunile, lăsate într'o parte a ei. 

. Momentul acestei rezultante este nul, în raport cu un punct, 

când ca trece prin acel punct. 

Reacţiunile din A și D fac echilibrul forţelor de pe intervalul 

A—D, deci pentru ele trebue un poligon de forţe închis și un po- 

ligon funicular închis. Orice poligon funicular al forţelor F de pe 

intervalul A — D (fig. 155), a căror rezultantă, pe figură, este Rig 
și ale cărui laturi extreme trec prin A și D, îndeplineşte condiţiile 

de mai sus şi deci ne dă reacţiunile din A și D,
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Facem același raţionament și pentru forţele de pe intervalul 

DB D. Dacă ţinem seama că reacţiunea din D este una și aceeași 

în ambele cazuri, atunci chestiunea revine la a construi un poligon 

junicular al forţelor I*, ale cărui laturi corespondente să treacă prin 

punctele d, D şi B. 

Se cunoaște cum se execută această operaţiune și nu o mai 

repetăm aci. Din construcţie a reeșit că polul O corespunde acestui 

poligon funicular. , 

Prima latură de poligon funicular care trece prin «Î reprezintă 

în mărime, direcţiune și poziţie chiar reacţiunea din A. 

Să considerăm secţiunea î, de pe are, cuprinsă între forţele /, 

și Fa. Raza polară şi latura corespondent de poligon funiculur re- 

prezintă în mărime. direcțiune şi posiţiune rezultanta tuturor forțelor 

dela stânga secţiunii, care aci este Va +. Dacă, această rezul- 

tantă, o descompun după tangenta şi normala la arc, în secţiunea i, 

găsim tocmai pe A şi 1. Dacă multiplicăm această rezultantă cu 

distanţa dela centrul de greutate al secţiunii i — care e chiar pe 

axa arcului — până la poziţia acestei rezultante, în poligonul 

funicular, avem momentul tuturor forţelor în raport cu secţiunea 

i. Pentru a le afla n'avem decât să facem operaţiunile indicate aci. 

b) Curba momentelor încovoietoare în cazul sarcinilor verticale. 

Construim ca și în cazul precedent poligonul funicular al încăr- 

cărilor /, ale cărui laturi corespondente trec prin punctele 4, D 

şi B. Pe figura 156 s'a indicat și construcţia auxiliară ce ne serveşte 

la aceasta. ăi 
Expresia momentului în secţiunea i, este: 

(5) Ma Via — Ms — pi Il = 2 Via — Ms — ve lo, 

în care AM, este momentul forţelor F, dela stânga secţiunii i şi în 

care avem evident: | 

Y, Îl, = Va cose (Ilo/cose) = y2 Ile 

Y fiind ordonata lui i măsurată dela linia de închidere AB. 
In aceste condițiuni, se observă că Va — Ms este tocmai mo.- 

mentul ce se produce în secțiunea i, ca și când am avea o grindă simplu 

rezemată de deschidere 1. : 

14. 1934, Gh. Em. Filipescu, Statica construcţiunilor şi Rezistenţa materialelor.
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De pe figură se vede că reacţiunea orizontală ÎI], este tocmai 

distanţa polară. In acest caz se știe, că segmentul m, din dreptul 

secțiunii i, paralel cu rezultanta forţelor şi cuprins între linia de în- 
chidere AB şi poligonul funicular, multiplicat cu Ilo, dă valoarea, 

dicestui moment, adică avem 

(6) 2Via — Ms = mila. 

Introducând această valoare. 

în expresia lui M, din (5) 

avem: 

(7) OM = (m — o) lo 

Așa dar, ordonata verticală, 

măsurată între aza arcului şi 

poligonul funicular, multiplicată 

cu Il, ne dă valoarea momen- 

tului încovoietor. Se vede de pe 

figură, fără altă demonstraţie, 

că |m—y2|<|m|, deci mo- 

mentele încovoietoare, ce se produc 

în diferitele secţiuni ale arcului, 

sunt mult mai mici ca acelea 

ce sar produce înir'o grindă . 

      

  

  

  

    

j 
i simplu rezemată de o deschidere 

4 egală. 

i i Se mai observă că, dacă curba 

i PE juniculară a încărcărilor ar coin- 

AAA pi 7 “ cide cu aza arcului, diferența 

Pi M— dj, =0 și deci momentele 
d 4 Br pe toată întinderea arcului ar 
Lg ji nule. Aceasta este adevărat   

pentru orice fel de încărcări. 

Variația diferenţei m—yz re- 
prezintă chiar variaţia momentului încovoietor pe are (fig. 156). 

Figura 156 

2. Linii de influenţă. 

Vom construi liniile de influenţă ale cantităților întâlnite până 
aci cu ajutorul deplasărilor virtuale, pentrucă acestea au avantajul 
de a ne indica elementele geometrice cele mai simple, în funcţie de 
cari putem exprima linia de influenţă respectivă.
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a) Liniile de influenţă ale reacţiunilor Voa şi He. 

10. Voa. Dăm articulației A o deplasare verticală ea ([ig..157). 

Punctul A se va roti în jurul unui centru instantaneu de rotaţie 

care se găsește pe orizontala punctului A. 

Articulația D, care aparţine bucății AD, se rotește în jurul 

punctului B, deci în jurul unui centru care se găsește pe dreapta 

BD. In aceste condițiuni arcul AD se roteşte în jurul lui C,, inter- 

secţia orizontalei din +4 cu dreapta BD, cu un unghiu 0;. 

Bara BD se rotește în jurul lui B cu unghiul 0. Proiecţiile B, și 
Cale lui B şi C, pe o orizontală, aur =o. 

In aceste condițiuni 

Pa =, 0;, iar deplasarea 

în dreptul forţei /, când 

ca calcă pe cele două în- 

tervale AD și DB, este: 

» = (a —a) 0; şi v = 00 

-
-
.
-
-
.
 Pi
 

-
-
.
.
.
 

..
 

N 
ss

 
m
a
s
e
 

      

    

Punctul D se depla- 

sează cu aceeaşi cantitate, 

deci 

(e, — 24) 0; = Va Or, 

  

    
  

relaţie care stabilește le- : _ A 
. A . [i TA 

gătura între (; şi Oy. Pi În el 

Scriind ecuaţia lucru- ! 
. . A _ PM | 

lui mecanic, în cele două  $ | 
. ej . 

cazuri, avem: ? sg 
1 1 

7 ! i 
Va =l —a/a, ; Hă 

4 8 '8 a =b (1 — za/c)/2a 
Linia de influenţă se 

Figura 157 

compune din două drepte ca în fig. 157 a, și se poate construi și 
direct fără ajutorul acestor formule. 

20. Hg. Procedăm exact ca în cazul precedent dând articulației 

A o deplasare orizontală. Făcând același raţionament, se găsește că 

arcul „4 D se roteşte în jurul punctului C cu un unghiu 0; şi că BD 

se roteşte în jurul lui B cu unghiul 0. 

Proiecţiile A, a lui C și B, a lui B, pe o orizontală, vor avea 

p=o. 

Linia.de influenţă se compune din dreptele A, D, și D, B,, cari 

fac cu orizontala A, B, unghiurile 0; și Or. 

1%*
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ID
 

Deplasarea punctului D este 

0; =aa0 Pq —TuVi = Lui 

Scriind ecuaţia lucrului mecanic în cele două cazuri, când sarcina 

F este la stânga sau dreapta lui D, avem: 

Il, =a/c , lo =bzafc'a 

două drepte cum se indică în fig. 157 d. 

b) Liniile de influenţă ale cantităților N, T şi M. 

17. N. Presupunem că cele două feţe ale secţiunii i le depărtăm 

între ele cu cantitatea u;. Întregul sistem se deformează, însă, cele 

două fețe rămânând mereu 

ati paralele între ele. Arcul 4D 

A ii se rotește cu unghiul (;, iar 
NI Peg rrome ei BD cu 0, (fig. 158). 

si Deplasarea u; se capătă 

prin rotirea în jurul unui 

centru care se găsește pe o 

dreaptă oarecare, paralelă cu 

normala la arc în secţiunea 

m.
 

N
 

P
c
 

  

i. Arcul Ai se rotește în 

jurul punctului -A,deci cen- 

| trul instantaneu de rotaţie 

| În, ce corespunde secţiunii îi se 
G VĂ găsește pe dreapta AC;, care 

. a e trece prin A și este paralelă 
E rai Ă 

, 8 I A cu normala la arc în punctul 
e & niz 

  

    
  i. Punctul D se rotește în 

jurul lui B, deci centrul lui 

de rotaţie este pe dreapta 
AT Ne 2 4 , $ P p 

2 RIN E 8 BD. Prin urinare, arcul îD 
Linia M | i | se roteşte în jurul punctului I: | Ș J p 

i 
â 

Figura 158 cu BD. 
| In rezumat, arcul Ai se 

rotește în jurul lui A, îD în jurul lui Ca, ambele cu unghiul 0; și 

DB în jurul lui B cu unghiul 0, . 
In aceste condiţii: 

U; = (Ara + Ia Ca) 0; = cd; 

Proiecţiile 4,, B, şi C'2, pe o orizontală, a centrelor de rotaţie 

A, B şi Ca, au p =o. 

Us]; ad ||:           c].   

..
. 
E
a
 

    

1 
| ! 
i | 
i 

i Cs, intersecția dreptei AC;
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Când sarcina calcă pe cele trei intervale Ai, i) ȘI DB, p are + p 3 

respectiv valorile: 

e=a0; , o=(Ce+a)O; , v=bO. 

Deplasarea lui D va îi: 

Pg = (02 + Za) 0; = au 0, 

Scriind ecuaţia lucrului mecanic pentru cele trei intervale, avem: 

N = —afe, N =—sino— a/cx, N = —b (sine + za/c2) [a 

pentrucă avem: c'a = ca sin e. 
Când sarcina calcă chiar în articulaţia D, N = — (sin e + za/ca). 
Cu aceste elemente trasăm numaidecât linia de influenţă (fig. 

153 a). 
2%. T. Să presupunem că în secţiunea i facem ca cele două feţe 

ale sale să lunece în planul lor, cu cantitatea +; în sensul forţei 
tăietoare T (fig. 158). 

Făcând același raționament ca mai sus, găsim că arcele Ai și 
ID se rotesc cu unghiul 0, iar DB cu 0, 

Continuând, găsim că arcele Ai, BD și iD se rotesc în jurul 
punctelor 4, B și Cs, acest din urmă punct fiind intersecţia lui BD 
cu dreapta dusă prin «Î paralelă la tangenta la arc în secţiunea 
i. Găsim de asemenea că drumul parcurs de 7 este: 

vi = (As + I3C3) 6; = cd; 

Proiecţiile A, B, C'a, pe o orizontală, ale centrelor de rotaţie 
d, B și Ca, auv =o. 

Când sarcina calcă pe cele trei intervale, avem: 

o»=a0; , p=tfcs—a0)0; , v=b0 

i în dreptul articulației D, 
, 

P4 = (ca —— Za) d; = Iad 0; 

relaţie care stabileşte legătura între 0; și 0. 

Scriind ecuaţia lucrului mecanic în cele trei intervale, avem: 

T=—afe , T=cosoe—a/cg ; T = (cose — za/c3)/%a 

pentrucă avem: Ca = Cacose. 

In dreptul articulației D avem: 

T = cos 0 — za/ca. 

Putem acum trasa linia de influenţă ca în fig. 158 d.
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30. M. Presupunem că cele două feţe, ale secţiunii i, se rotesc cu 

un unghiu oarecare, în jurul centrului de greutate al secțiunii, în 

sensul positiv al momentului (fig. 158). 

Bucata de arc Ai se rotește în jurul articulației A, deci are 

centrul instantaneu pe dreapta Ai, bucata DB se roteşte în jurul 

lui B, deci are centrul instantaneu pe BD, atunci bucata iD se va 

roti în jurul punctului L, intersecţia dreptelor 44: și BD. 

Proiecţiile A,, În și B, ale acestor centre, au v =o. Cele trei 

bucăţi de arc Ai, iD şi DB se rotesc în jurul acestor centre cu. 

unghiurile 0;, 0 și Ox. | 

Cunoscând poziţia lui Li, notăm: AL, =, n Bi =. Mai 

notăm: ci = î0 Li, fi = În Do. Când sarcina se găseşte pe intervalul 

Aa În, notăm cu aa și ba poziţia ei faţă de punctele 4, și Li, iar când 

se găsește pe intervalul L, B, cu as şi bz faţă de punctele ÎL, și Bi. 

Deplasările verticale ale punctelor i şi D vor fi respectiv: 

Vi = 0; = a,0 Pa = za 0: = fi 9 

relaţii cari ne permit a stabili o legătură între 6, 0 și 0. 

Expresia lui v pe cele patru intervale va fi: 

pai , v=0, v=a30 , v =: 

Dacă serim ecuaţia lucrului mecanic pe cele patru intervale, 

ținând seamă că lucrul mecanic al momentului este M(0+0)), 

avem: 

M = ca 4«/la  M = ai/lp M= — ag ai/la A = — ba &ifi [lata 

Valorile acestor momente în dreptul lui i și D sunt: 

M: = zi a [la 3 Mp= +, fi /le- 

Cu aceste elemente construim linia de influenţă (fig. 158 c). 

Se constată că această linie de influenţă coincide cu linia de 

influenţă a momentului în secţiunea io, a unei grinzi ADo cu consolă, 

simplu rezemată în A, și: La şi pe consola căreia sprijină grinda 

simplu rezemată Do B,. 

Aplicația Nr. 41. Se dă arcul 4DB de deschidere [ cu articulațiile 4 și B 

de nivel (fig. 159). Articulația D este la mijlocul arcului .şi ordonata lui D mă- 

surată dela linia «1 B este f. Arcul este simetrie în raport cu verticala care trece 

prin D. 

Să se găsească: 

1. Momentele maxime și minime. Ă 
2. Forţele axiale ce corespund acestor momente, sub acţiunea unei sarcini: 

a) FE mobilă pe arc; 

5) p uniform distribuită pe unitatea de proiecţie orizontală.
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Să presupunem că acestea au loc în secţiunea z; zi”, vi. Vom căuta «deci 
linia de influenţă a lui AM şi N în această secțiune, 

Pentru linia de influciiţă a momentului încovoietor avem nevoie de abscisele 
Ia și la ale punctului de intersecţie al dreptelor li și BD. Dacă scriem ecuaţiile 
acestor drepte și luăm intersecţia lor, găsim: 

la = IL + ya) 

din care, prin simple adunări, deducen Pe la» ca și fi și avem deci toate elemen= 
tele liniei de influenţă. 

Pentru linia de influenţă a lui ci 
A avem nevoie de intersecţia dreptei p 
BD eu dreapta AC, care trece prin 

“| și este paralelă cu normala la are 

în secţiunea i. Dacă g este unghiul 

tangentei la arc în i cu axa AB, 

atunci abscisa punctului de inter- 

secţie al celor două drepte este 
tocmai 

Ca sinp = — I/[1/2 [is e—1) 

din care scoatem: 

ce = 1/[(1/21) cos e — sin €] 

Așa dar, avem şi elementele linici 

de influenţă a lui N. 

Asta în mod general. Să ne 

ocupăni de un caz particular și anume 

  

când ara arcului este parabola: 

y=fjzaz/e=4f3e 

notând £=az/l și =; și 

când raportul f/1, care poartă 

numele de pleoștirea arcului, are o 

A Nuteer 

A 

Figura 159 

     
valoare curent întrebuințată, să zicem 

1/i şi deci 1/2 f= 35. 

In acest caz, avem: 

= ALX 25), = 209/1428), a 85 —9/(0 425) 
B= (5 — 9201 +25), ca= 1/(8.5 cosp— sing) 

a) Să ne ocupăm de forţa izolată F. 

Momentul + AM; va fi maximum atunci când expresia lui, adică: 

AM; = zi a/l = LE E (5 — $) 

va Îi maxună, 

Aceasta are loc pentru £= (3—/3)/6 = 0211, pentru care: 

M; = P1V/3/48 = 0,385 F1/4 

şi are loc atunci când P” calcă în această secţiune deci când.a = 2 = 02111,



Pentru această poziţie a forţei [, să găsim valoarea lui A în această secţiune, 

Avem sin e = 0,31330, ca == 1/3,01048$, care ne dă N=—095 FE, 

Să ne ocupăm de — Mi. Valoarea lui maximă va Îi odată cu a expresiei: 

Mi = zi Bu/la = 15 (5 —89/P2 

care are loc pentru £ = 1/4 și pentru care: 

| Mi = —025 F1/4 

și are loc atunci când / calcă în articulaţia D, adică pentru a= 051. 
7 

Să găsim valoarea corespondentă a lui N în secţiunea z = 1/4. Avem: 

sin e = 0,27472, ca = 1/8,09061, care ne dă N= —1S2 FE. 

b) Să ne ocupăm de sarcina uniform distribuită p. 

Pentru a avea pe A, maxim, va trebui să încărcărm numai regiunea pozitivă 

a liniei de influenţă. Se mai știe că suprafaţa acestei linii de iniluenţă multipli- 

cată cu sarcina: p ne dă tocmai valoarea momentului. 

Această suprafaţă este Mi 1/2 = zi a/2 și va Îi maximă odată cu maximum 

acestei expresii, adică cu: 
E 

fr
e (ȘI — 9201425) 

care are loc pentru: 
= 0,234, l = 0,3951, a = 0,1611. 

Valoarea momentului maxim pozitiv este: 

M; = 0,1506 plt/8 

Dacă se încarcă porţiunea 13, se găseşte aceiaşi valoare însă cu semn schimbat. 

Aceasta așa și trebuia să fie pentrucă sub acţiunea sarcinei p, întinsă peste tot 

arcul avem AM =0. 

Să găsim valorile lui A ce corespund acestor momente, Pentru această sec- 

țiune avem: sin € == 0,29086, c. = 1/3,05783. 

Suprafaţa liniei de influenţă a lui A pe intervalul [4 este: 1/2 cs + as sing = 

0,285 [ și deci N = —0955 pl. 
"Dacă se face calculul suprafeţei liniei de influenţă pe intervalul 4, se găseşte 

0,629 1 și deci valoarea corespunzătoare a lui A este N = — 0,629 pl. 

In practică se face calculul pentru secțiunea z = 1/4, care ne dă l, = 0,41, 

a, = 0,151 şi pentru care avem: 

M; = + 0,15 pl:/$ 

Acest calcul se justifică prin simplicitatea lui și prin faptul că eroarea ce 

se face asupra momentului este sub 1%. Eroarea mai mare se face numai asupra 

poziţiei secţiunii în care are loc momentul maxim. 

Dacă se calculează suprafaţa liniei de influenţă a lui N pentru această șee- 

ţiune, se găsește că celor două momente corespund forţele axiale — 0,288 pl 

și — 0,622 pl, care diferă de asemenea puţin de acelea ce corespund secțiunii 

pentru care avem momentul maxim. 

C) Arce plane cu trei articulaţii formate din grinzi 

cu zăbrele. | 

Putem face și grinzi cu zăbrele pe care să le sprijinim între ele 

ca arcele curbe de care am vorbit până acum.
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In privinţa reacţiunilor, se aplică întocmai normele indicate la 
capitolul precedent, fără cea mai mică deosebire. 

In ceea ce priveşte eforturile din bare — reacţiunile fiind cu- 
noscute — vom aplica pentru determinarea lor una din metodele 
Cremona, Culmann 

Ruter _cte.,  Diind 

totdeauna vorba de 

grinzi statie deter- 

minate. Prin urmare 

nimic deosebit de 

ceea ce s'a indicat 

până act. 

Același lucru și 

      

  

   

  

   
  
  

     

   

  
Aplicația Nr. 41 bis. 

Să se determine liniile 

de influenţă ale efortu- 

rilor din barele 1—3 și 

1—4 (fig. 160). 

19. Nia. Dacă facem secţiunea care taie barele 1—3, 3—4 și 4—6 
momentul în raport cu nodul 4, avem evident: 

pentru liniile de in- 
fluenţă. Este evi- IN, i 
dent că pentru reac- 9 ] TI TI [i i 

țiuni, ele sunt ace- i : i ji jel 
leași ca și laarcecu | i a al 
articulaţii. ii i 

Aproape la fcle ; E i , 
- . ; : ! i ȘI pentru eforturile i i 7 [+] ]]) PI 

din bare. Ne vom : pi A şi N 
ocupa numai ca apli- ae i gi (| sil Îi N n 2 
caţie de două bare f PA di & 
ale fig. 160. iii 

1 

i 

! 

  

i luăm a
 

Na = M [he 

Așa dar, linia de influenţă a lui N, este identică cu a lui M, care se găseşte 
exact ca în cazul arcului cu 3 articulaţii. Sa indicat pe figura 160 a și nu mai 
e nevoie de nicio altă explicaţie, 

2. Nu. Facem secţiunea care taie barele 1—3, 1 și 2— și luăm mo- 
mentul tuturor forţelor în raport cu punctul C;, intersecţia barelor 1—3 și 
2—A. Aci intră expresia lui 170 și Voa și deci linia de influenţă a lui Nu va îi o 
combinaţie arătată de calcul a liniilor de influenţă ale acestor două cantităţi, 

Putem să o aflăm direct cu ajutorul deplasărilor virtuale.
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Presupunem că în bara l—4 avem o tensiune Nu și că bara se lungeşte 

cu cantitatea ut. Prin această lungire patrulaterul 1—2—3—4 se deformează 

şi întregul sistem primește o serie de deplasări. | 

Partea din stânga a arcului +1 se roteşte în jurul lui -i cu unghiul 0; partea 

din dreapta se roteşte în jurul unui punct C, pe care-l vom determina, cu un- 

ghiul 0, iar arcul D B se roteşte în jurul lui B cu unghiul 0. 

Lungirea barei 1—+ se capătă prin rotirea în jurul unui centru situat pe 

normala la bară. - 

Partea din stânga se roteşte în jurul lui 44, de.i centrul instantaneu ce co- 

respunde lungirii u se găseşte pe dreapta normală pe 1—k şi care trece prin i. 

In mod analog punctul D se rotește în jurul B, deci centrul de rotaţie se gă- 

seşte pe dreapta BD. Cele două drepte se întâlnesc în C, deci bucata de grindă 

4 — D, ale cărei extremităţi se rotesc în jurul lui C, se va roti şi ea în jurul 

aceluiași punct. 

Proiccţiile pe o orizontală ale centrelor de rotaţie «1, C şi B, adică A Ci 

şi B, vor avea v=o, și deci cunoaștem 3 puncte prin cari tree dreptele cari 

reprezintă rotația bucăţilor de are -l —2, 4—D și D—B. 

Suma ordonatelor dreptelor «Îi Ca care fa:e unghiul 0; cu linia de reper 

A. B, și C, Du care face cu aceeași linie de reper unghiul 6, reprezintă deplasarea 

relativă a bucăţilor de grindă i —2 şi 4 — D. Or, acestea se rotesc una faţă 

de alta în jurul centrului C2, intersecţia barelor 1—3 și 2—4. Aşa dar, suma 

deplasărilor este nulă în C, deci dreptele A, Cu și C, Du se întâlnesc în punctul 

Cu, ce se găseşte pe verticala lui Ca. 

Mai departe. Nodul 1 se deplasează odată cu partea din stânga a arcului, 

nodul 3 odată cu porţiunea k& — D, deci 1—3 se va roti cu un unghiu 0. 

Acum putem trasa linia de influenţă. Dacă cunoaștem pe 0; putem trasa 

linia 4, C, (fig. 160 b), de unde rezultă C.D. C 3 şi deci li i şi Di B.. Pentru 

a-dimensiona această linie de influenţă este suficient a găsi un singur element, 

De pe figură avem: - 

A, dz = le 0 = c (00) e DoDi= Bi 0= ra e 2 0; +a0=10, 

egalităţi cari stabilesc raporturile între unghiuri. 

Poziţia forţei pe ficeare din intervalele di, — E, E—C, şi C—B, o fixăm 

prin distanţele a şi b măsurate dela extermităţile fie ărui interval. În aceste 

condiţii putem serie numaidecât expresia lui v. A 

De exemplu pe intervalul 3, Ca avem: v== 10, pe intervalul DB, 

m = b0y ete. 

Să aplicăm ecuaţia lucrului mecanic virtual. Vom avea ze = (0 — 0j) şi deci: 

Nu d(0—d0)=v 

Naven decât să punem aci valoarea lui v pe diferitele intervale, ca să avem 

valoarea lui Au. 

Ca să fixăm linia de influenţă wavem de cât să fixăm un singur element. 

Să aflăm pe <A, za. Avem: 

A za d (0— 0; = c (0 —0;) 
și deci 

si le = c/d 

Am putea găsi pe Do Di. Acesta are valoarea: 

De Di = câ, /d la.
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În privinţa semnului observăm că, atunci când 1—4 se lungește, porţiunea 
12 se ridică în sus, deci pe acest interval v este negativ şi deci și N. Semnul 
pe celelalte intervale rezultă din acesta. 

Ca aplicaţie să găsim expresia lui N pe intervalul De B,, pe care v= — VO, 
Avem: 

Ni d (0 — 0;) = — 0, 

ținând seamă de relaţia între unghiuri avem: 

Nas = — fu c/d la ă'a. 

In mod cu totul analog procedăm şi pentru montanţi, pentru efortul cărora 
găsim linii de influenţă analoage. 

Am putea înmulţi numărul exemplelor de acest fel. La toate se aplică în 
mod invariabil cunoştinţele căpătate până aci. 

D) Grinzi curbe plane supuse la forţe normale 
pe planul lor. 

Ne vom mărgini la cazul grinzilor curbe cuprinse întrun plan 
orizontal și supuse la forţe verticale. 

1. Consideraţii generale. 

Intocmai ca și la celelalte grinzi vom stabili mai întâi o. relaţie 
între sarcina P, forţa tăietoare şi momentul dintro secţiune oarecare. 

Raportăm elementul de arc la sistemul de axe de coordonate 
(, », B format de tangenta, normala principală și binormala la are 
(fig. 161). | 

In condiţiile problemei avem următoarele particularităţi: 
1?) binormala păstrează o .direcţiune constantă, 

și, încărearea fiind verticală și dirijată de sus în .£ 
jos, va fi—pf; 

2) rezultanta forţelor într?'o secţiune oarecare este 
verticală și se reduce la forţa tăietoare din secţiune 

care, după convențiile admise până acum, are sensul 
spre + f, deci va [i E=Tf; 

3) forţele fiind verticale și braţele de pârghie măsu- N 
Figura. "161 

  

rându-se pe orizontale, aza momentului va [i totdeauna 

cuprinsă într'un plan orizontal, deci nu are componentă verticală. 

Momentul din secţiunea dată îl descompun în două compo- 

nente: un moment încovoietor M;, dirijat după v şi un altul de răsu- 

cire M,, dirijat după 0. Ele vor îi pozitive ori de câte ori rotese 

secţiunea care o întâlnim în faţă, când parcurgem arcul ds în 
sensul pozitiv, în sensul pozitiv al axelor alese.
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In aceste condițiuni, să aplicăm ecuaţiile (1) stabilite pentru 

orice arc curb, şi anume: 

(1) di/ds =p ,  dil/ds = RO 

Din prima ecuaţie căpătăm: 

(2) . dT/ds =—p 

Din a doua ecuaţie ţinând seamă de formulele lui Frenel. şi 

că avem: 

M = Mi + M,0 
căpătăm: 

(441, /ds — M;/r) 0 + (d M;/ds + M,/r) o = Ta 

care multiplicată respectiv scalar cu » și 0, ne dă: 

(3) dA; /ds = T—M,/r, 

şi 

(4) dM,/ds = M;/r, 

relaţii analoage celor găsite până acum. 

2. Expresiile cantităților T, M; şi M,, într'o secţiune oarecare. 

Echilibrul unei asemenea grinzi puteni să-l asigurăm prin trei 

reazime simple, nesituate în linie dreaptă, printr'o încastrare sau 

două reazime simple și o incastrare incompletă. 

In toate aceste cazuri se procedează ca la descompunerea forţelor 

în spaţiu, utilizând ecuaţii de momente. 

Odată reacţiunile aflate, putem 

N găsi expresia lui 7, M; şi M, în 

o secțiune oarecare. 

    
Să presupunem că am găsit 

T, AM; şi M, în o secţiune oarecare 

și voim să găsim aceleași cantităţi 

“în secţiunea la distanţa s, interval 
pe care r rămâne constant (fig. 

Figura 162 162 a). 

Avem evident | 

(5) T, = To—pre—F 

(6) Ma = Mio cos e — Mo sin e + Torsin e— pr? (1 — cos ș) — Fr sina 

Mn = Mg cos + Miosinp + Ter (ll — cos) 

(7) — pr (e — sing) — Fr (1 — cosa).
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In aceste formule intervine momentul încovoietor şi de răsucire 
dat de sarcina p care este respectiv: 

(8) — PP pr da.rsina = — pr (L— cos e) 
o 

(p . , (9) —| pr da.r (1 — cosa) =—pr(e—sine) 
“0 

Se poate arăta uşor că aceste expresii verifică relaţiile (2), (3) 
şi (4). 

Când grinda face un cot bruse se vede numaidecât că avem 

(0”) Ma = Mio cos — Mg sing 
(7) Mn = Mao cose + Mg sing 

Așa dar, dacă ni-se dă un sistem de încărcări, putem giisi reacţiu- 
nile și de aci expresia lui 7, M; şi AM, întro secţiune oarecare. 

3. Linii de influenţă. 

Vom construi linia de influenţă a reacţiunilor și a cantităților 
T, Mi şi M, într”o secţiune oarecare întrun caz simplu și anume 
când avem o grindă curbă orizontală, 
rezimală în trei puncte A, DB și C şi 
supusă la sarcini verticale (fig. 163). 

2) Liniile de intluenţă ale reacţiunilor 
Va Ve şi Ve 

Dacă dăm o deplasare verticală 
reacţiunii Va, tot planul grinzii se 
rotește în jurul axei BC cu un 
unghiu 0. 

- Dacă un punct de pe grindă se 
găsește la distanţa z de dreapta BC, 
atunci avem evident:     Tigura 163 

v=230 “și va =2a0 4. 
şi deci 

Vaza0 =—v 30 

Va = 23/20. ” 

Absolut analog găsim liniile de influenţă ale reacţiunilor din B 
și C, însă, în aceste cazuri, z va fi distanţa dela un punct al grinzii . 
la dreptele AC și AB. Pentru exemplul din figură se vede că re- 
acţiunea din B are totdeauna același sens pe când cele din A și C 
sunt și pozitive și negative (fig. 163).
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b) Linia de influenţă a forţii tăietoare T. 

Să presupunem că facem secţiunea i (fig. 164) și că rotim 

porţiunea iBC în jurul lui BC cu unghiul 0, iar porțiunea A: 

în jurul unui ax AA, paralel cu BC, care trece prin A, cu același 

unghiu 0. In aceste condiţii cele două feţe ale secţiunii i rămân 

„paralele. “ | 

Deplasarea lui 7 va fi p; = za0, iar a unui punct oarecare: 

w = 30, * distanţele z măsurându-se respectiv dela axele AA, și 

BC. Avem evident: 
Tza0 =30 .. T =—5/zu. 

c) Linia de influenţă a momentului încovoietor AI;. 

In secţiunea i rotim cele două feţe, în jurul axului 7, cu unghiul 

0, (fig. 164). În jurul acestui az porţiunea Ai se rotește cu d; 

iar cealaltă cu 04. Porțiunea Ai se 

va roti cu unghiul 0; în jurul unui 

ax „d A, paralel cu 7 și trecând prin A. 

Porțiunea iBC se rotește însă cu 

Oycose în jurul axei BC 

Pe porţiunea Ai avem: v = 20, = 

      

     

măsurându-se dela axa AA, iar pe 

porţiunea iBC avem: v= 3 (cos, 3 

măsurându-se dela dreapta BC. 
    
   

dinia A 

Pe lângă acestea avem: 

Di 0 —00 , vi=zi 0i= a Oacose 

relaţii cari stabilesc raporturi între 

unghiurile 0; 0; și 0e. 

=
 

„?
 

- 
ii
 ? ! &   Să aplicăm ecuaţia lucrului me- 

canic. Vom observa mai întâi că 

rotirea făcându-se în jurul lui v, lucrul 

mecanic dat de M, este nul, și deci: 
M: 0 =v 

Să serim explicit aceasta. Să presupunem că F calcă pe in- 

tervalul Ai. Vom avea: 

Figura 164 

AM; 0, = 30; 

şi ţinând seamă de relaţia între unghiuri avem: 

| Mi = 2-zacos 0/(zi; + cos 6) 
In același mod pe intervalul Be, găsim: 

M; = zu icos 9/(zi A+ zucos 9).
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d) Linia de influenţă a momentului de răsucire W,. 

Procedăm absolut la fel ca pentru AM, rotind însă cele două 

feţe ale secţiunii în jurul axei G cu unghiul 0. 

In jurul acestui ax cele două feţe sc vorroti cu unghiurile 0; și Or. 

Porțiunea i se va roti în jurul unui ax 42, paralel cu 9, 

trecând prin 4, cu unghiul 0; Porțiunea iBC se va roti însă în 
jurul dreptei BC cu unghiul Osino (fig. 164), 

Pe porţiunea Ai avem: o =3 0, 2 măsurându-se dela axa As, 

iar pe porţiunea iBC avem: v = Ousing,  măsurându-se dela 

dreapta BC. 

Avem iarăși: 

0; +0: =0o , vi = 0i = Orsine. 

Pentru aceleași motive ca la cazul precedent avem: 

Mr 09 =v 

Explicit, pe intervalul Ac, avem: 

Mr = 3 sin 9/(ar + a sin 9) 
iar pe iBC: 

Mp = 330 sin 0/(ar + n sin) 

Examinând aceste linii de influenţă se constată că chestiunea 

lor e mult mai simplă de cum ar părea la prima vedere. 

Aplicația Nr. 42. O grindă orizontală în formă de semicere de raza 2 ru, 

reazimă simplu în punctele ABC, punctul B fiind la jumătatea arcului AC, 

Dându-se p = 500 kgr./m. să se găsească reac- 

țiunile şi valorile lui 7, AM; şi M, (fig. 165). 

Dacă luăm momentul tuturor forţelor în 

raport cu diametrul AC, găsim reacţiunea din B: 

03l/m     
Vu = p. ar. 2r/ar = 2pr = 2.0,500.2 = 2t   

Va = Ve = (par —2pr) [2 = 

pr (2 /2—1) = 0,571pr = 0,57Lt 

Vom avea apoi: 

T = (0,571 — e) pr 

Mi = (0,971 sing + cose— 1) pr? Figura 165 

Mr = (0,571 + sine— 0,571 cose— e) pr? 
Aceste valori variază precum urmează: 

  

o | o |____2943* | 3040” 59028" 900 
T 0,571 pr — „0 — — pr 

Mi 0 + 0,151 pr? — 0 — 0,429 pr? . A 
M, 0 — — | + Os0n pr2| pi 

Din acest tablou se vede că avem: i nu A? 
Tmin = — pr = —U,  Mimar = + 0,151 pr? = 0,302 tm 

Mimin = — 0,429 pr2 = — 0,838 îm,  AMemar = 0,104 .pr? = 0,208 n
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E) Grinzi curbe în spaţiu. 

Vom considera aci grinzile formate din arce curbe oarecum. 

supuse la forţe oarecari. 

In o secţiune oarecare raportăm elementul de arc, ds, la tan- 

genta 0, normala principală » și binormala Ș și în raport cu acestea 

vom fixa sensul pozitiv al forţelor A și 7 și al momentelor. 

Potrivit convenţiunilor de până acum, N este pozitiv în sec- 

țiunea ce o întâlnim în faţă, când parcuregerm arcul ds în sensul 

pozitiv, atunci când este dirijat către —0. Dacă notăm cu Tu 

și Tu forţele tăietoare normale respectiv pe v și f, ele vor Îi de 

asemenea pozitive când sunt dirijate respectiv către —f și —v,. 

In aceste condiţii rezultanta din secţiunea considerată este: 

—B=NO0I+ To +Tf 
Dacă notăm cu A, Ma, Mu, momentele dirijate după d, p și fi, 

atunci momentul rezultant este: 

N = MOM +A 
componentele având semnul plus când rotesc secţiunea de mai 

sus în sensul pozitiv al axelor alese. 

Dacă aplicăm acestor expresiuni _ecuaţiile e generale: 

dh/ds =p şi dii/ds = RU 

și ţinem seamă de ecuaţiile lui Frenet, găsim 6 ecuaţii de legătură 

între cantităţile de mai sus și creşterile lor în raport cu ds. 

Pentrucă. asemenea construcţiuni le 

p întâlnim. rar, ecuaţiile de care am pomenit 

nu au o aplicare practică și de aceea nu 

le mai dăm aci, deşi deducerea lor e foarte 

simplă. . 

Aplicația Nr, 43. Un resort helicoidal cilindric 

este supus la două forţe egale și de sens contrar, 

dirijate după axa cilindrului, Raza cilindrului 

care conţine helicea este r. Să se găsească 

N, T şi M în secţiunea i (fig. 166). Dacă unghiul 

elicei este a, avem: 

N=Fsina , Tp=Fcosa , Ty=0 

  

  

: 53 | F şi sunt dirijate respectiv după —0 şi—f, deci 

/ERIFICAŢ] sunt positive, 

2017 4 Valoarea momentului este rF care descom- 
— Figura 166 pus după cele două direcţii ne dă: 

M, = —rFeosa. d  , Îl, =rFsina. Ș. 
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