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INTRODUCTION.

Le but principal de ce petit livre est de présenter une
esquisse de quelques-uns des résultats actuellement obtenus
touchant les équations des types (1) ou (2) :

02u du Jdu
(1) W—f(xa.}’v u,ﬁ,@>,
?2u 2u u du
(2) m T by_’-—m =f(x,y,z,u,...,a)-

L’on peut se poser des problémes d’intégration trés divers.

Nous étudions ici le probléme tel que le pose la Physique
mathématique, point de vue extrémement important pour
I'Analyse pure.

Sur une frontiére réelle, ouverte, lon donne les valeurs de
la solution u, de sa dérivée conormale et I'on veut obtenir la
valeur de « en un point extérieur a la frontiére.

Les données étant analytiques (1) (ou réguliéres, ou holo-
morphes, nous entendons par la : développables en série de
Taylor), Pon peut établir 1’existence d'une solution analy-
tique anique. C'est un théoréme de Cauchy, retrouvé par
Mme de Kowaleska et par M. Darboux.

Or, il existe des frontiéres portant les données, telles que
le théoréme de Cauchy-Kowaleska soit en défaut.

En approfondissant cette idée, 'on arrive a la notion de
.CARACTERISTIQUE.

Les équations (1) et (2) ont leurs caractéristiques réelles;

(') Voir la Thése de M. Borel et la Collection Borel, ainsi que :
J. HApAMARrD, La serie de Taylor ( Collection Scientia )-
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on les dit hyperboligues. Au contraire, les équations du
type (3) X

2u  u

ont leqrs,&a}ractéristiques imaginaires; on les dit ellip-
tigues. ggs .

A notr&'point de vue, les types elliptique et hyperbo-
lique sont totalement différents.

Pour les équations (1), (2) la frontiére est ouverte et
porte deuz données :

Solution gr dérivée conormale.

Pour les équations (3), 'on peut se donner une frontiéere
fermée et une donnée :

Solution ou dérivée normale.

Pour les équations elliptiques, la solution est toujours
analytique, tandis que, pour les équations hyperboliques,
aucun élément n’est forcément analytique (*).

De sorte que les théories ici résumées vont plus loin, sont
plus compréhensives que le théoréme de Cauchy-Kowaleska.

Mais, comme les caractéristiques jouent un role fonda-
mental, comme leur origine naturelle est dans I’examen mi-
nutieux de ce théoréme, nous en reprenons briévement la
démonstration en résumant la théorie, aujourd’hui bien as-
sise, de 'équation générale aux dérivées partielles du pre-
mier ordre.

Puis nous exposons, d’aprés M. Goursat, la théorie des
caractéristiques pour ’équation générale du second ordre
a deux variables indépendantes et les importants théorémes
de M. Goursat et M. Riquier.

Nous nous occupons alors des équations (1).

Un résumé trés bref de la théorie générale des caracté-
ristiques, d’aprés MM. Beudon et Hadamard, nous améne
aux équations (2).

Pour les équations (1), nous essayons de mettre en relief
la célebre MiTtnODE DE Rirmany, fondée sur 'emploi de I'inté-
grale de contour et sur la notion d’adjointe, et la Mernooe
pEs ApprOXIMATIONS successives de M. E. Picard, dont la fé-

(1) Ainsi, la ou le théoréme de Cauchy-Kowaleska, qui suppose un
domaine analytique, ne s’applique plus, on trouve une solution analy-
tique.

- La ou les données seraient celles de Cauchy, les données et la solu-
tion peuvent étre simplement des founctions & fois dérivables.
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condité se montre merveilleuse dans les voies les plus di-
verses. j

Nous montrons. les résultats fondamentaux obtenus par
MM. Goursat et Hadamard.

Quant aux équations (2), étudiées autrefois par Poisson,
par Kirchhoff (1), I'on sait qu’un beau Mémoire de M. Vol-
terra (*) a récemment attiré Pattention sur elles (3).

Ce qui a été fait, a cette heure, dans cet ordre d’idées,
n’est assurément pas définitif, mais la voie est ouverte pour
I'étude del’équation hyperbolique générale, et ’on admirera
certainement la MiraopE b M. VoLTERRA, combinaison de la
Méthode de Riemann et celle de Green.

M. Hadamard publie, en ce moment, d’importants travaux
sur cette question. Cette brochure pourra, peut-étre, leur
servir d’introduction.

Dans le dernier Chapitre, nous signalons plusieurs exten-
sions notables des résultats antérieurement exposés avec plus
ou moins de détail.

1l suffira, pour lire cette étude, de connaitre la théorie des
fonctions implicites (*), les théorémes sur I’existence des
intégrales d’une équation différentielle (3}, le théoréme gé-
néral de Cauchy et M=e de Kowaleska (°).

L’on trouvera un article bibliographique trés intéressant,
sur ces questions, dans U'Encyklopddie der mathemati-
schen Wissenchaften, article écrit par M. A. Sommerfeld
(avril 1900)..

(') Voir P. Dunem, Lecons sur I’Hydrodynamique. et I’Elasticité,
Hermann, 18g1.

(*) Sur les vibrations des corps élastiques isotropes ( Acta mathe-
matica, 1894). ;

(*) E. Picarp, Conférences, Gauthier-Villars, 14o5. A A

(*) Cours ou Traites classiques de MM. Jordan, Picard, Humbert,
Goursat, Lipschitz, de la Vallée-Poussin, Fouét, Osgood.... — E. Gour-
SAT, Bull. Soc. mat. de France, t. XXXI, 19g03. — J. HADAMARD, Ibid.,
t. XXXIV, 1go6.

() Pour les fonctions analytiques on emploie le « Calcul des li-
mites » de Cauchy. Pour lés fonctions générales : la Méthode de Cauchy-
Lipschitz, la Méthode des Approximations successives de M. Picard ou
la Méthode de M. de la Vallée-Poussin.

(°) G. DarBoux, Comptes rendus, 1875. — S. de KowALESKA, Jour-
nal de Crelle, 1875. — Travaux de MM. Méray, Riquier, Bourlet,
Delassus. ...

15 septembre 1gob.
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CHAPITRE I.

EQUATIONS DU PREMIER :ORDRE A N VARIABLES INDEPENDANTES.

Nous renvoyons, pour I’historique,” aux Ouvrages clas-
siques ('), citant seulement les noms de Lagrange, Cauchy,
Jacobi, Lie, etc.

Nous supposons n — 2, car tout s’étend sans difficulté au
cas général.

Donnons d’abord le théoréme de Cauchy qui prouve Iexis-
tence d'une solution. Mm¢ de Kowaleska se servait, pour cela,
d'un jacobien. Nous allons, au contraire, avec M. Goursat,
rester strictement au point de vue que Cauchy appelait Cal-
cul des limites.

Soit donc un point O que nous pouvons prendre pour ori-
gine. Par ce point passe une courbe gauche quelconque,
rendue plane par un changement de variable. Nous voulons
trouver une surface, passant par cette courbe, solution de

0z 0z
(1) ;’IJ :f (\.’l‘, Y, 5, @))
f étant une fonction analytique.
1. THEOREME D'EXISTENCE. — L’on peut écrire
(1)

P =f(Tv Yy %, q) :Zchklnzfzh_}’k‘:[qm,

puisque nous sommes dans le domaine analytique
ci-contre n'est qu’'un chéme).

(la figure

(*) IMSCHENETSKY, Equations du premier ordre,
— P. MansioN, Equations du premier ordre. Gauthier-Villars, 1875.
— E. Goumsat, Egquations du premier ordre. Hermann, 18gr. —

S. Lig, Geometrie der Beriithrungstransformationen. Teubner, 18g6.
— E. DeLassus, Legons sur les équations du premier ordre. Her-
mann, 1897.

traduit par Hoiiel.
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N}

L'on donne une courbe BOB' dans le plan yos, soit

(2) b +B2_y2-—i~...+Bny"+.'...

Fig. 1.

r4

Et on cherche une surface intégrale passant par cette
courbe au voisinage de l'origine  *

(3) 5= Az +Any +Ap@2+Apzy +....

Donc les dérivées de z, par rapporta y, sont connues en o,
cest-a-dire

Ap= Bl, A02 = B21 = *1% 0 Aon = Bn’

Connaissant ¢, en o, 'on déduit la valeur de p, d’apres (1).
Dérivons, en y, les deux membres de (1). Cela nous don-—
nera, sans ambiguité,

02z 03 5100 or+lzg
(d.z-dy - da:c)_y?)o’ i dwdy!’)o’

Puis dérivons, en z une fois, puis en y. Cela nous donne,
sans ambiguité,

92z ar+2g
(W>o (w 0)'P>o’

Dérivons ainsi, méthodiquement, et nous obtenons tous les
coefficients A,g sans aucune ambiguité.

Ayant obtenu la série formelle (3) il faut montrer sa con-
vergence.

D’abord, en remplacant s par s+ ax, ce qui ne change
pas la forme de (1), on fait disparaitre le terme con-
stant Cogo-

Puis, M étant une constante supérieure au module maxi-
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mum de f, M. Goursat choisit habilement la majorante H
de f,
M

/4 e
-2 )y
N

P
@ est un parametre compris entre o et 1, R el p sont assi-
gnables d’aprés (1). :
Faisant alors 2 + ay—u, M. Goursat montre aisément
que I'équation différentielle

dz M
e — M
(5 du _( u
= :
4yl

est une équation majorante pour (1), c’est-a-dire telle que
le développement qu’on en déduit

(16) 3=a1% + Aoy + Q@+ an Ty +. ..

est convergent avec aqg > | Augl.

Or P’équation (5) admet une intégrale holomorphe au voi-
sinage de o, nulle ainsi que la dérivée premiére, en 0. Donc
Péquation (1) a une solution holomorphe au voisinage de o.

La démonstration s’étend immédiatement d’un systéme du
premier ordre & p fonctions z et p équations (1). Mais nous
n’avons ainsi qu’une solution locale, comme dit M. Hada-
mard, une solution autour de o dans un petit domaine.
M. Goursat a, tout récemment, apporté a ce sujet des résul-
tats nouveaux que nous allons résumer.

F
2. NOUVELLE EXPRESSION DE 1A SOLUTION.

— Soient deux
variables z, y,

dans leurs plans respectifs, soit D I'aire d’un
cercle de centre z, et de rayon R. Soit ® un domaine quel-
conque pour y (2).

Soit une fonction F (2

»¥) holomorphe quand z est dans D
el y dans®. On peut la

représenter par S, ou par S,

(S1) Po(y)+ P1(_}/)(x‘——.To)+...+ P,L(y)(x~—1'o)"' + ...
(52) EEAhk(T — @) (¥ — yo )k,

7

- (') E. Goursar, Cours, t. 1L.
(*) E. Goursar, Soc. math. de France, 1906.
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P, est holomorphe et la premiére vaut pour tout le domaine
(D, ®); la deuxiéme série vaut seulement pour le domaine
formé par D pour z, et pour y par le cercle de rayon p,
(20 dépendant de y,).

Fig. 2. : Fig. 3.

D

Yo
G oL

Inversement, si 'on a une série S;, les P, étant holomor-
phes en y dans ®, et si, formant S, en partant de S;, on peut
trouver en chaque point y, un nombre g, tel que S, converge
pour [z — x|SR, | ¥ — y,| S p,, R étant fixe, 'on peut affir-
mer que S; converge dans le domaine (D, ®) et représente
une fonction holomorphe. '

Cela posé, étudions 1’équation

=f(nz’7.7’za9)»

en supposant, ce qui est toujours possible, que I'on cherche

la surface intégrale contenant la droite 5 = o, z = x,.
Supposons f holomorphe quand 2 reste dans une aire cir-

culaire D, de centre z,, de rayon @, s et ¢ dans des aires

circulaires D,, D, de centre o, enfin y dans une aire ®.
Ecrivons donc notre équation

P :quagy(_y)(z' — zy)%zBgY.

Cherchons la solution sous la forme
F=0(y )& —2zy) 4. () — @) +...
Nous la trouverons convergente pourvu que l'on ait
le—z |ZR

R étant fixe, assez petit; et pourvu que y reste dans une
aire ®' intérieure a ®. _
L’on voit la grande importance de ce résultat, dans le do-
maine réel comme dans le domaine complexe. Par ce procédé
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M. Goursat aborde étude d'une intégrale tout le long d’une
caractéristique, courbe qui va étre définie.

Voyons pour cela dans quel cas le théoréme d’existence est
en défaut.

3. Courses D’EXCEPTION. CARAcTERISTIQUES. — Proposons-
nous maintenant de trouver des courbes T'

(T) z = z(1), y =y(t), z=23(1)

qui soient des cas d’exception relativement au théoréme de
Cauchy et de M=e de Kowaleska;
0 ;

_ 0z 0z r_dﬂz Llolz 1202

P= 5z q_dy’ = owx?’ s_dxdy’ T_())'2’
03z 03z 03z o 03z
= =) pZ—’ V= — 0= —3
a3 dz2 oy YT oz oy d9y3

Dans certains cas, il sera préférable d’écrire

0z 0z 02z

sza’ Por= @; P2o= P

o Lidrs : 3z
pi‘_dxt))f’ P‘w:&?’

On donne donc ;
(1) F(z, y, 5, p, q) = o.

Sur une courbe gauche C on donne l'intégrale, soit z(f).
Sur C, p, ¢, r, s, ... sont fonctions de ¢.

Dans quel cas C devient-elle une courbe d’exception I'?

z (2, y) doit étre une surface intégrale, donc

(2) ‘ dz = pdz -+ q dy.
Sur G, les relations (1) et (2) ne renferment que t (et dt
que I'on peut éliminer).

] (1) et (2) donnent donc les valeurs de P et g, ent sile
Jacobien n’est pas nul.

Posons
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Si J = o, on ne peut plus affirmer que (1) et (2) donnent
p(t) et g(¢t) d’une maniére unique, bien déterminée.
Si J#£o, p et ¢ sont bien définis, en ¢, de méme r et s,
d’aprés ces deux équations, conséquences de (1) et (2),

(3) X+pZL+Pr +Qs =o,

équati z.
(&) —dp +rdx +sdy =o, } o

De méme, ¢ et © sont définis par

(4) Y+¢gZ+Ps +Qz =o,

I % équations en 7.
(4") —dq + sdx +vdy = o,

J est le déterminant fondamental pour les deux systémes.
Si J =o, il y a impossibilité ou indétermination.

Si l'on peut trouver z, y, 5, p, ¢, €n ¢, annulant tous dé-
terminants de ce Tableau :

dzx d‘y' —dp =
‘ P Q X+pZ Y-+ 41 ;

Pon aura une courbe I, en z, ¥, 3, p, ¢, le long de laquelle
r, s, © seront indéterminés.
Adjoignons a (1) et (2) ces relations (avec ou sans ()

deii Ay —idp —dg

(500 BT BB B kg ey B0
ce qui donne
dz dz
6 = == = i
e Pp+Qq - P S

Ce systéme admet les intégrales premieres

F(xhy’ Z, Py q) = 0
Gr(®, ¥, 5, Py q) = Ch (h=1,2,3).

On peut encore écrire P'intégrale de (6)

(1) z = z(t, ¢, ¢, €3),
(IT) ¥ =yt cn),
(II1) BI=080, o),
(V) D=t rey),
(V) g =q(t, cp).

Si J £ o, toutes les dérivées de z s’obtiennent de méme,
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sur C. @ étant une fonction connue de zyspgrst, provenant
San 4 .

de la dérivée, en 2, du premier membre de (3), I'on a

(7) @+ Pa +Qf =o,

(7") —dr+adr+ Ldy =o, % i

deux systéemes analogues donnent (8,7) et (v, 3).

[On laisse de coté des équations inutiles, car si les résul-

; 9 [ s\ 0 [0z,

tats sont continus on sait que T <W) = @ (5;_,>, . ]
Si J=o, on a, au contraire, le résultat suivant :
Complétons le systéme (6) en écrivant, a la suite,

; : —dr —ds — d=
(8) ......... i —idv)— T e &; == o, .

Ce nouveau systéme (8) donne une courbe I’ en L E,
P> 95 7, s, © le long de laquelle 2, 8, v, & sont indéter-
mines.

Les courbes d’indétermination I/, T”, ... ont toutes un
méme support, les courbes de Iespace (z, ¥, 5) définies
par (I), (I[), (IIT). Nous les appelons courbes caractéris-
tigues ou courbes T.

Puisqu’il y a trois constantes arbitraires, par tout point
(2% »° 3°) il passe une infinité simple de courbes I' formant
un conoide.

Le cone des tangentes aux caractéristiques issues de
(2% ¥°, 2°) a pour équation

Q (20, y°, 2, dw, dy, dz) = o,
résultat de I'élimination de p, ¢ entre

F(‘T7.}”5ap19)=0=
ﬁ'_dy_ dz
? P~ Q  Pp+Qg

Clest le cone élémentaire (Elementar Kegel).
Ce qui est extrémement remarquable,
courbes T, exceptionnelles relativement au thé
Kowaleska, vont nous permettre de résoudr
plus général que le probléme analytique

point de départ.

c’est que ces
oréme Cauchy-
e un probléme
qui a été notre
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4. INTEGRATION PAR LES CARACTERISTIQUES. — Regardons les
courbes T indépendamment de leur origine naturelle. Soit
une courbe T et un point quelconque €22, y°, 2°) de T, cor-
respondant, si 'on veut, & £=0; donnons-nous arbitraire-
ment p° et ¢° valeurs de p el g pour £=o0 : la courbe I'
portée par T est définie sans ambiguité.

Appelons intégrale une expression z(z, y), continue ainsi
que ses dérivées des deux premiers ordres, non plus néces-
sairement analytiques, satisfaisant identiquement aux équa-
tions (1) et (2).

Ce qui précéde veut dire ceci :

S'il existe des intégrales ayant en commun la courbe T et
se touchant au point ¢ —o, elles se touchent en tous les
points de T.

C’est la simple traduction de ce fait :

Au lieu des équations (I), (II), .... (V), I'on peut écrire

r = ?l(ty z-o’ .}/Jq 50’ Po, 90)
et
¥ =193 % = 93,5 P = T qg=9s

(des mémes variables et paramétres).

Les surfaces intégrales se raccordant le long des courbesT,
on peut espérer que, par des assemblages de courbes T, on
formera effectivement des solutions, C’est ce qui a lieu.

Surface intégrale passant par une courbe gauche non
caractéristigue. — Soit U la courbe donnée, M un point
sur U

0= gy (u), yi=gi(u), 3= g(u),

‘Fig. 4.

soit I 'une des courbes T passant par M, P un point quel-
conque de 1%, défini par u et ¢ (¢=o correspondant a M).
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Le lieu de T° formera une intégrale si I'on a:

(a) o=Ela(w) y(t,u), z(t,u), p(Lw), q(t u)l
_d_z oz oy ;

() M~ o Lo
03 oz oy
= o — P oo

En vertu des équations (6) qui régissent les variations
sur T'® (ou « est constant) la relation (y) a toujours lieu et ()
se réduit a la relation en «

(1) F(-’”"J’", 20, p°, Q°)_= 0.

Cauchy, d’autre part, a montré que 'on a

oH
(2) Y =—ZH,
\.
ou bien
t
=
(3) H = Hoe f; ;

H° étant la valeur de H en M, sur U. Donc (8) se réduit
a H°—=o, ou bien 3

z0 dx? dy®
it Py et SRETPHI e 4 SRS
(4) du du 1 Tu 2

En résumé, par la tangente MT 4 la courbe U I'on méne
un plan tangent au cone-élémentaire, ce qui détermine 1
ou m courbes I'" d’ot1 une intégrale & 1 ou m nappes.

Si, en un point isolé, «,, de la courbe U, P’on avait

dz  dy°
duy du,
% T

le cas le plus simple serait le suivant: P’ et g° seraient fonc-
4

tions de (z — u,)¥, c’est-a-dire que K nappes de Pintégrale
se raccorderaient le long de la caractéristique. 3
SOLUTION CONOiDE. — L’on peut encore former une surface
intégrale en prenant simplement le conoide des caractéris-
tiques passant par un point fixe Q.
Un point quelconque est défini par ¢ qui est nul en Q et
varie sur T, et par u qui est la constante définissant I sur le

conoide.
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Le calcul de Cauchy, identique au précédent, montre que
’on a une intégrale si

F(whyia th', qj) =0,
p' et g' sont variables, fonctions de u.
Fig. 5.
(x1ny1.2)

T

En effet, comme précédemment,

oK
o= :d_,
oH oH oK
(2) W:_7——&L—=~ZH,
t
— Zdt
(3) H = Hle fo :

or 'on a H'= o puisque @y, y,, 3, sont constants.

ReMARQUE. — Dans tout ceci les éléments peuvent n’étre
pas analytiques. Il suffit que, d’une maniére quelconque, I'on
puisse intégrer le systéme (6) du n° 3, c’est-a-dire que

P, Q, X+pZ Y-+gqgL1

soient continus et non tous nuls a la fois au point initial M
ow il =0

Dans le domaine analytique le systéme (6) donnerait la
solution inacceptable

2 = eonst., de méme y, 3, p, q-

Dans le domaine général il n’y aurait de résultats précis
que dans des cas spéciaux. Nous supposons essentiellement Z
JirZ, pour tiver de (3) notre conclusion.

Nous allons maintenant, d’aprés un beau Mémoire de
M. G. Darboux (Savants étrangers, Institut de France,
1883), étudier les solutions singuliéres, dont Lagrange avait
déja parlé, mais d’une facon incompléte.
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5. SorurioN SINGULIERE. — Nous supposerons toujours

g‘:l;éo.

Supposons p et g éliminés entre les équations
i Be—n2 Q=s0

M. Darboux, qui avait résolu un probléeme analogue toa-
chant les équations différentielles, a démontré ce théoréme:
« Le résultat de Uélimination donne, en général, une
surface R(x, y, z) = o, lieu des points de rebroussement des
- caractéristiques. »
Et I'on a les singularités réciproques en remplacant P par
X+ pZetQ par Y + gZ.
Définissons maintenant, avec M. Darboux, la solution sin-
guliere de F = o comme surface w(z,y) satisfaisant a la
fois aux équations :

F (2, 5, 2, p,q) = o,
P(z',_y, 2, p,q)=0,
Q(z, y. 5 p,q) = o,

équations qui, dans ces conditions, entrainent les suivantes :

X+ pZ = o,
Y-+gZ=o.

(Dériver F en z, en tenant compte de ce que z, p, g sont
fonctions de x, et tenir compte de P = Q — 0; c’est immé-
diat.)

Etudions, au voisinage d’une intégrale singuliére (quand
elle existe), les caractéristiques. Soit

z=w(xz,y)
celte intégrale, faisons
4 d=z—w,
et écrivons I’équation, d’aprés Z =< o, sous la forme VT
(1) s D(z, . p, g)—o0,

cette équation devient

A +0—9(2,y,p,9') =0,
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si, pour la premiére, I'on a
o:P:Q:X—p:Y_q =

'on en déduit, pour la deuxiéme, les relations analogues.
Done une singuliére se transforme ainsi en une singuliére.

Done nous pourrons : 1o. partir de la forme (1); 2° supposer
que la singuliére est

(2) 5 = 0.

Précisons la forme de (1) en prenant le cas le plus simple :

Ap? :
(/l) ,z=Tp+qu+C%+W(~Z‘y}’yPs9):

W étant analytigue au voisinage de

partout, ou p2, ou ¢2 en facteur.

Regardons le systéme (6). Si nous voulons que le point ini-
tial d’

une caractéristique, situé sur la singuliére, corresponde

(0,0, 0,0) et contenant

- db
4 t= o0, nous remplacerons d¢ Par =g et nous aurons le sys-

téme
Pls ‘ej—{;fp, e%zq,
P ,
8. dp , dg'
R} IQW:[)—.\, 12 =g—v.

Avec M. Darboux, posons
: P=p'h, =gt
alors z, d’aprés (1), contient le facteur 02, d’on

/ P:P’e’ Q':Qlea

X=X02, Y=y,
avec

P'=Ap'—:—Bq'—.'—..., Q=Bp'+Cq'+....

Nous pouvons alops intégrer
trairement ;

le systéme en choisissant arbi-
v

Pl=u; gl—

70 =P % =10%, %:B(P'lj'—l— Q' q), Ry
)“‘i =X TN S eLi0TEe
[ a6 il CENTRALA
Nous avons liNNERS”Ai'\&
P'=A2+ BB Qv_ BasCB, ¢cuness”

Sorontii wo-oa
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d'ou
z = (Aa+BB)b+...,
y=(Ba+GCR)0+...,

z = K@2 T

Voila une caracléristique passant par le point (0, 0, 0) de
I'intégrale singuliére et tangente a la singuliére.

. o A e
Elle contient une seule constante =, car le systeme diffé-

rentiel ne change pas par la substitution 6, C6.

Ici le cone élémentaire (K lementar Kegel) est un plan,
le plan tangent a la singuliére.

Dés lors, comment former 'intégrale si lacourbe donnée U
devient une courbe V tracée sur la singuliére ?

Soit M un point de V, de parametre o.
L'on a, bien entendu, F = o, quelle que soit la caractéris-
tique T et quel que soit le point P et

=% _d:. oz oy
():K_W-—-P%.wq%.

11 faut avoir, quel que soit P,

., 03 oz dy

e i s R
Or,
oH _oH K _ 1,
gol 90, do. ndh >
d’ou

H = m6.
1l faut donc avoir

R oH oo ek
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m est une fonction de o qui doit s’annuler sur la courbe V

‘z&:‘fl(c)’ _}’°=f2(0'), 50=0’
9230 02270 92y0 0p° 0z° 0q° oy°

Seonm i VRT e e AN el
%R P Gh L od T NG 5o

oz0 oy°
0= =0 5 3-5;

ce qui achéve de définir la caractéristique a choisir en M.

Ainsi, dans le domaine analytique (I'extension serait diffi-
cile), M. Darboux a montré que la courbe U définit encore
une surface intégrale si elle devient une courbe V tracée sur
la singuliére.

En particulier, réduisons V a un point : Toutes les carac-
teristiques passant par un point fize de la singuliére
Jorment une surface intégrale. (lei m=o.)

6. Tueore pE Lacranee. — Il est utile de faire Phistoire
de ce probléme, car cette histoire montre admirablement de
quelle maniére se fait le progrés dans les Mathématiques.

Les hommes de génie, comme Lagrange, font rarement de
grosses erreurs, mais souvent leurs points de vue ont besoin
d’étre précisés et, en partie, modifiés. Ce qui prouve unique-
ment Pextraordinaire effort du précurseur.

Lagrange disait : Soient a, & deux constantes et une sur-
face

(1) Sz, y,3,a,b6)=o0.
L'on a, sur la surface.
o o
(2) o +PCT; =0}
, of . of
3 = -— = 0.
() oy +qdz i

Eliminons a, b, il vient
) F(z, ¥, 2,p, q9)=o.

Lagrange supposait impli(':il.emem que toute I’équation du
premier ordre a la méme origine que (I).
Il en concluait que, connaissant une intégrale com-

23N J =
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1° En donnant a @, & toutes les valeurs, on a toutes les
completes;

2° En posant b= ¢(a) (¢ arbitraire) et en prenant l'en-
veloppe, on a les intégrales générales ;

3° En prenant 'enveloppe de foutes les complétes, on a
la singuliere.

Tout cela est parfait si (1) a Porigine dite. Et encore, les
grands théorémes d’existence de Cauchy ont fait pressentir
de plus en plus que les solutions des équations telles que (1)
n’ont d’existence que dans un champ trés limité du domaine
analytique.

Ainsi, le théoréme de Cauchy et de Mme de Kowaleska
nous fournirait (1), étant donné (I), mais pas stirement, dans
un champ suffisant pour que soit applicable la théorie des
enveloppes.

C’est ainsi que M. Darboux a repris & neuf toute la théorie
des singuliéres.

En général, il n’y en a pas.

Si elle existe, elle jouit des principales propriétés de la
singuliére de Lagrange, ainsi que nous 'avons vu.

7. EQuaTioN LiNgATRE. — Soit Pp+ Qg =R.
P, Q, R sont fonctions de z, y, 5.
Les caractéristiques sont des courbes en z, y, z, définies
par
dv _dy dz
PO TR
Il y a une seule caractéristique en un point quelconque
(2 y°, 2°) au voisinage duquel P, Q, R n’ont pas de singu-
larité. ;
La théorie de I'intégration et de la solution singuliére est
donc infiniment plus simple, comme il est bien connu.

WNote. — Sur la nature analytigue des solutions, voir la
Dissertation inaugurale de Earite Raymonp HEeprick (Got-
tingen, 19o1).
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CHAPITRE II.

EQUATIONS GENERALES DU SECOND ORDRE A DEUX VARIABLES
INDEPENDANTES.

La théorie des équations du second ordre a été 'objet de
travaux de caracteres trés divers, que ’'on ne saurait résumer
ici.

7, s, t étant les dérivées partielles de z en 22, 2y, y?,
Monge et Ampére ont, les premiers, étudié les équations

() Hr +~2Ks—+ Lt+ M+ N(rt—s?) = o,
H, K, ..., N étant fonctions de z, y, 3, p, q.
Trés anciennement, Euler avait obtenu des résultats

notables touchant des équations, cas particuliers de celles de
Laplace :

(2) & »d'~ z 0z

0z
dmdy+ 5‘——7;—'—0@+Dz—|—E=0.

Autrefois, I'on ne doutait pas de 'existence des solutions,
sous forme ezplicite, avec des fonctions arbitraires dans leur
expression valable pour tout I'espace.

Cauchy est venu restreindre nos ambitions en recherchant,
dans un domaine restreint, une surface intégrale, analytique,
pour équation la plus générale :

(3) F('Tv}’ﬂ 3P, 49,1, 8, t)=o0,

surface astreinte a passer par une courbe C avec un plan
tangent donné le long de C.

L’on démontre un théoréme d’existence analogue a celui
du Chapitre I, sauf que, au voisinage de o, 'on donne, en
outre, les valeurs analytiques de p et g. Comme précédem-
ment, 'on passe de la courbe située dans le plan zoy a une
courbe quelconque.

Nous allons voir comment se présente le probléme de
Cauchy.

En méme temps, comme pour les équations du premier
ordre, nous rechercherons les multiplicités pour lesquelles
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le théoréme est en défaut et nous chercherons a faire aper-
cevoir quel est le role de ces caractéristiques d’un nouveau
genre.

Monge avait, a son point de vue, reconnu le role de cet
élément fondamental. M. Goursat a fait pleinement connaitre
ses travaux et les admirables découvertes d’Ampére.

Les caractéristiques tout a fait générales, relatives a I'équa-
tion (3), ne jouissent pas de certaines propriétés spéciales a
celles de (1) et qui font de ces équations de Monge-Ampére
une classe d’équations tout a fait a part.

Nous renvoyons encore, pour I'historique, aux Ouvrages
classiques (1!).

Le lecteur s’apercevra que nous sommes ici assez loin du
degré de perfection qu’a atteint la théorie dans le cas du
premier ordre.

1. CARACTERISTIQUE DU SECOND ORDRE. — Nous suivons pas
a pas M. Goursat, en modifiant un peu la forme seulement.
Cherchons donc une courbe T en =, Y %P5 Gy - - -y &, qui

sont chacune fonction de 6, telle que le théoréme d’existence
tombe en défaut.
L'on a le systéme
(1) F(z, .2, p,q,r;8,t)=0
(3) —dp ~rde+sdy =o équations en 6.
@5 —dg+sdr+tdy=o )

Pour que I'on ne puisse tirer 7, 5, ¢ du systéme, sans ambi-
guité, il faut que le jacobien soit nul :

(4) 0=J =Tdz*—Sdsdy + Rdy.
Nous posons toujours
oF
X=—, sleEy P:ﬁ, v-Sre iy T:d_F
dx ap ot

Nous supposons que T'on n’a pas une intégrale o(z, y)
satisfaisant a la feis aux équations

F:(), T£0, S:O, R=0o
dite solution singuliére. Ce serait éncore une question a
étudier séparément.

L]

5 ¥ , lrad. Houel. —
. GRAINDORGE, Eguations du deuziéme ordre. Bruxelles, Hayez, 18-2
DAL 155

— E. Goursar, £ 1 17 ? i
AT, Equations du deuziéme o, dre, 2 vol. Paris, Hermann,

() IuscHENETSKY, Egquations du deuzxiéme ordre
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Aux équations (1), (3), (3"), (4) adjoignons d’abord
(2) dz = pdz + q dy,
puis celle qui exprime que, si 7, s, ¢ sont des fonctions
connues de 0, il y a indélermination pour les dérivées troi-
siémes
oy @, Y5 8 ou P30y P21, P12y Pos-
Si nous posons
Xy=Y+ pZ+rP+sQ,
Yi=Y+¢gZ+sP+-10Q,
nous avons, pour déterminer 2, 8, y, 3, le systéme
Xi+Ra+8B+Ty=o,
—dr+ade+ 8dy = o,
Y+ RB+Sy+Td =o,
—dt +vydz+8dy =o

dont le déterminant est D — — J :
R:S T o]
o RS T i

Done, annuler D, c’est écrire I'équation (4). Supposons
que ni R ni T ne soient identiquement nuls; nous prenons
pour déterminant principal celui qui est marqué

De=sFdy.
On peut alors prendre « quelconque, B, y, 8 seront déter-
minés si 'on a
— X, :
—Y,: D
dr
dt o dr dy

Do

Développons et tenons compte de ce que la différentielle
de F est nulle, d’aprés (1)

Xyde +Yydy +~ Rdr +Sds+Tdt =0 (équation en 0, db).
Tenons compte, aussi, de équation (4). Il vient

= ds dr
(.’)) X1+T@+Rd'—x——('-
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Soit donc le systéme (1), (2),(3), (3"), (4), (5), nous
avons sz équations différentielles, et, si nous faisons, par
exemple, z =0, nous avons sept fonctions inconnues de 2.

La solution contient wne Jonction arbitraire. Pour une
telle solution, dans les termes du développement de Taylor

: 033 : :
formel, le coefficient de 38 €St arbitraire.

Cette solution y(=), s(zx), p(z), ..., t(x) est dite
caractéristique de (r).

Ceci est le cas général, RT n’est pas identiquement nul.
D’autres cas peuvent se présenter :

Cas A. — Si I'on avait T =o et R non nul, Péquation (4)
se dédoublerait explicitement en

4") Rdy --Sdzr=o,
(4”) - dy:o.
Avec (4') I'on n’a qu’a conserver (1), )52 (5).

Avec (4") l'on a des changements notables : (5) devient
5 dr ds
(5) Xl—}—-Rd‘;—l—Sd—z‘—-O'

Cas B. — Si ’on avait T — 0, R= o, I’équation (4) don-
nerait

(4") dz = o,
(4") dy =o;
d’ou, pour (5), les formes

(5") X1—:~S‘%:0,
5% : X1+S£ = o.

Cas C. — Si la relation S2 _ 4RT = o découlait de F — o,
Péquation (4) aurait constamment une racine double en Zl;
T
d’otur des caractéristiques ayant des propriétés spéciales.
Ca.s D. — Enfin, pour les €quations de Monge-Ampére, si
on laisse de ecoté (3hiet (3'), Won ade systéme
Hdp dy + qur{x+—Md;rdv+Ndpdg —0,
«(' H dy> —2Rde gyt 1, Jr» —)—N(dpdz-—q-dqd_y‘):o,
dz =pdr 4 gdy;
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d’ou 7, s, ¢ sont exclus. L’on peut, ici, détacher de la carac-
téristique du second ordre en x, ¥, ..., q, ', s, t une carac-
téristique du premier ordre en z, y, z, p, q; d’ou I'allure
spéciale de la théorie des équations de Monﬁe Ampére, avec
les intégrales intermédiaires.

En tout cas, une différence essentielle est déja apparue
entre les équations d’ordre un et celles d’ordre deua.

Appelons caractéristiques d’ordre zéro, un, deux, ...
des multiplicités d’exception relativement au théoréeme de
Cauchy-Kowaleska, contenant s seul, ou ses dérivées pre-
miéres, ou celles du premier et du deuxiéme ordre,

Pour les équations du premier ordre, 'on obtient norma-
lement des caractéristiques d’ordre un dont se détachent
tout naturellement des caractéristiques d’ordre zéro : des
courbes ordinaires. En un pointil y a une de ces courbes T
dans le cas linéaire, et un conoide de courbes T dans le cas
non linéaire.

Alors I'intégration est immédiate.

Ici, au contraire, il y a une fonction arbitraire dans les
équations des caractéristiques qui sont d’ordre deux.

La question est donc ltout autre.

Pour préciser, poursuivons notre étude.

Supposons connues, sur la caractéristique d’ordre deux,
toutes les dérivées secondes et cherchons, pour les dérivées
troisiémes, des valeurs telles que les dérivées quatriémes
soient (ndéterminées.

Sur une intégrale, z, p, ¢, ... sont fonctions de x et y.
Supposant ces valeurs portées dans (1), cette équation devient
une identité ¢

F(z, y)=o;

toutes les dérivées partielles sont aussi identiquement nulles.
De méme que nous avons écrit déja

oF
01‘ = X1— R1)30+ SP)1+ TPH-— 0,
oF
55; =Y;+ Rpy + S pra+ TP03= o,

écrivons aussi

= X!+ Rp31+Spes+ Tpiz=o,

=X, + Rpuo+ Spai—+ T pa=o.
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Adjoignons-y les relations fondamentales

— dpso—+ pho da P31 dy = o,
= dp12+_p22 dx -+ P13 d]’ = 0,
5 dPoa+P13 da + Po: dy = o.

Nous avons cing équations pour nos cinq inconnues. Le
déterminant D;=dyD; si I'on a RT = o, nous prendrons
pour déterminant principal le mineur D} (séparé par le
pointillé)

og()odxdy

Dans ces conditions, d’aprés (4), lon a D, =o0. Si I'on se
donne arbitrairement Puo> les autres dérivées sont déter-
minées sans ambiguité si le déterminant D7 est nul (théo-
réme classique dit de Rouché) :

e
D] =dy :
dpsy dy o o

dpys o  dz dy

i S L e
S

Or ce déterminant ne différe de D”
colonne. Il est inutile de Je calculer, pu
loppé.

Tenant compte de la relation

que par la premiére
isque D’ a é1é déve-

oF
d<a> =Xede +Xldy+. .,

expression en identiquement nulle sur une i

ntégrale, et de
la relation (4), 'on trouve I'analogue de (5):

X, devient X,
P2o » P3o,
P11 » P21
e - dPao dp»
(6) 2+ R T T & o

Si aux équations de Ia caractéristique d’ordre deux nous
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ajoutons celles-ci : d’abord (6), puis

dpso = p3o dz —+ pay dy,
dpn = Pay da + P12 d)’,
dpys = prada + pes dy,

nous ajoutons quatre équations et qualre inconnues; nous
aurons donc, avec le méme degré d’arbitraire, des caracté-
ristiques d’ordre trois, multiplicités telles que I'on puisse se
donner arbitrairement p,, et que les autres dérivées qua-
triémes s’en déduisent pour la formation de la série formelle
représentant 3 (z, y)-

En faisant les calculs de la méme maniére, I'on atteint le
cas le plus général.

Une caractéristique d’ordre n s’obtient en ajoutant aux
équations des caractéristiques d’ordre (2 — 1) les suivantes :

dpn,o dPn—m
dz il dy T

{ —dpn—1,0+ Prodx -+ pPp_i1, dy = o,

X A R

........... o) #'s w5 n lale o' B BEaLe sl's 4 iaie b e is e ey

— dpon—1~+ Prn-1dx +pondy = o.

Par exemple, D,, en choisissant bien parmi les équations
employées, sera de la forme

D.z-:_ dyﬁD;

done D, est nul si D, ou J, est nul (4). Puis 'on a un déter-
minant bordé qui, au facteur prés dy?, est déduit de D" par
un changement de la premiére colonne seule. Il suffit donc
d’avoir développé D”, .. ..

9. Tatorkmes pe Caveny Er pE M. Goursar. — Nous
concluons :

e J étant non nul, connaissant p et g sur une courbe G,
nous pouvons calculer sans ambiguité toutes les dérivées et,
par la méthode des majorantes, 'on montrera que la série
formelle obtenue converge au voisinage de C;

2° Au contraire, sur une caractéristique d’ordre deux, avec
la condition RT =20 et S*— 4RT £o, il existe une infinité
de surfaces intégrales se raccordant.

Pour démontrer la premiére partie (théoréme de Cauchy
et de Mme de Kowaleska) on peut, avec M. Goursat, écrire
I’équation

r=F(z, 555 p,q,51)
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et supposer que I'intégrale z, ainsi que Z)i soit nulle
pour x —o.
On fait disparaitre la constante en changeant z en
ax? :
2ok et I'on remplace s par 5/ e(y)+2d(y).
©(y) étant la valear donnée pour z;

. ’ 0z
Y(y) étant la valeur donnée pour —=.

L’on prend la majorante

i M
Ty +s5tptg ([_s—;—[‘ (e
° \ R )

@ fortiori majorante en remplacant z par =5 Pon fait

Z et ags L X
d’ou
d2z d2z\2 dz
s T A <a'_’(2) = fonct. holom. de X, z, X’

A

toutes les dérivées sont positives a l'origine; d'ou le théo-
réme annoncé, ;

Nous allons, pour bien préciser le degré d’exception d’une
caractéristique d’ordre deuz, démontrer ce théoréme de

M. Goursat :

Par une caractéristique d’ordre deux (S*— 4RT n’étant
pas nul) i/ passe une infinité de surfaces intégrales. Il
existe une in finité de surfaces intégrales ayant avec l’une
de celles-ci un contact d’ordre n (n quelconque) tout le

long de la caractéristique.

Si on appelle Sous-caractéristique la multiplicité ponc-
tuelle contenue dans Ia caracléristique, ’on peut d’abord
supposer que I’équation donnée F—o0 a subi une transforma-
tion ponctuelle et que la caractéristique est représentée par

=}

b

l

I
°© oo

§ Sous-caractéristique, axe oz,

E)

R SR

I

q:f(.m)a s:j"(:z:), [:?(‘7")

Faisant alors
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ce systéme devient
(1) _y:z:p:z‘—:q:s:t:o,

Quelle est alors la forme de I’équation, transformée de F?
Nous nous placons autour de Vorigine r =y—5...=1t=0,

Todz?— Spdz dy = Redy*=o0

doit donner dy = o, donc Ty =0, donc §,= 0 (sinon

B2 AR, T,
serait nul), on peut donc écrire I'éqnation
(1) s—®(z, ¥, 3, Py g, 7> 1) =0

Nous sommes dans le domaine analytique, ® est une série
convergente autour de I'origine.

Changeons z en x + ky et nous n’aurons pas de terme
en 7 seul.

Or, la caractéristique est, d’une part, donnée par L)
D’autre part. elle est représentée par

‘F:o, dy =0, ds=pdzr, dp=rdz, dg = sdz
1B . ds 4
( ')' cLX,—l—Sd——;‘:o ou bien Y,-{—S%:().

Donc 'on doit avoir, sur oz,

0P oD 0P

P A e

(en vertu des équations (I), X, se réduit a = et Y, a @-\

Donc

X ¥ ¥
= Z Aa,_.‘,‘x“...t)‘,

xx%

le signeE excluant tous termes en z%, yaz™, tz" et celui

en r seul.

Formons la série formelle relative a s —® — o en recher-
chant une intégrale z(x, y) qui soit nulle sur oz, égale
a ¢ (y) sur oy, et analytique autour dez— y—0:

Au point O, toutes les dérivées pg, et pj; sont connues
d’aprés ces données.

Puis, d’apreés (1),

Pli=o0.
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L’on a
I oD 0 0P 0P . 0e
Pi2= d_—y -+ ST ks %Pu-*-%Poz-*- @P-t"‘ ULMPOJ-

Les termes soulignés sont nuls en O.

Fig. =.

¥(y)

Dans les autres ’on a des dérivées nulles en O.
Donc en O

Pla=o
L’on a
oD od 0P 0P 0P odb
— oy 2 S e S 20
P21 e e ‘_'Poa—%— = P20 0P01P“ (@Pso C_)P_ogpi
De méme
pPii=o.

Montrons que 'on a

I

=X 20 gy
0*—1’31—/’“-P51

DT e
O =P2s=pilo=pY;

l

Clest le poin¢ capital a éclaiver.

Supposons que ces relations ont lieu jusqu’a Paiy Py et
montrons qu’elles ont lieu pour P it oo is

Or, tout terme de Pu=® contient I'un des facteurs
,)’7 za'Py q, 7", tl*

érivons n fois en z, D’aprés la formule de Leibniz, nous

avons encore, en facteur, l'un des termes |y, z, ..., ¢,
| P30y - -a[’n—f-i,ol; lPu: P12y - oo Ppy, pn,zl-
Donc

Phiy,1 =0,
Ecrivons, d’ailleurs,
P2 =W RP21 =5 T])og.
Dérivons » fois en z, d’ou

g '\ - a—
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Le terme A, provenant de W, pareil a ®, est nul en O.
Ecrivons

B— 0" R pay

PR R, P21+ BRp—1pag+.. .+ Rpnia,-

Comme R est nul en O, B est encore nul en O.

Enfin T, comme ¥, a la méme forme que ®, donc, si 1'on
écrit

0T
C= T{ioé — TILP03+TIL—1P13+-"+ Tpnz,

tous les termes T, T sont nuls en O.
Donc enfin

0 e
Pnii,2 = O-

Ainsi, dans la série
b ECapx“]ﬁ,
tous les termes contenant y ou y* sont nuls et 'on a
5= Co3 73+ Crszy3+ Cou '+ Co3 2?2y +. . .,
z est bien tel que, sur I'axe ox, I'on ait
s=p=qgq=r=s=1=0,

ce qui était exigé.

Or, il y a une infinité de séries pour z puisque Y (y) est
arbitraire.

Il suffit désormais de montrer qu’ayant pris, dans ¥(y),
(n —2) coefficients arbitraires, I'on peut prendre les sui-
vants tels qu'il y ait convergence. Cela résultera de ce théo-
réme de M. Goursat :

Soit une équation

s=F(z, ¥, 3P, 4 7 t),

manquantde termes en r seul et t seul, holomorphe autour
du point xy, Yo, - - -5 bo-
Soient de méme g et Y deux fonctions holomorphes avec

@ (@0) = %0, 9" =Po; ¢ =Tqs
d{()/o) = Zo, qJ’ = qo; 41” =y

-3y

e a0 o o e W E et S S Ly, A 03 ) B o
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données sur des paralléles aux axes, soit

2z =9(x) pour Y = Yo, ‘

s =d(y) pour =ty

5 . ;

L’on remplace = pPar s +o(z) +4(y) — 5y, par x, + 2/,

Y par y,+ y' el alors les valeurs données deviennent zéro
sur les axes oz', oy’. Puis l'on remplace z’ par 5" azxy,

pour faire disparaitre la constante, d’ot1 la forme
S=ax+ay +azz+ayp + as g +— Py,

@, étant du degré deu.
Avec la majorante

i S e ¥ R
(' :l‘+]’—f—5+p—l—q)(l I'—i—t) R
el e el Y e ol =
P \

et la variable unique X:a:—|—y, I'on est ramené a une
équation différentielle

d2z 1<d2z‘2_ (M “
axz Zx—z) T
X+z+2d—3(
I —
P

telle que toutes les dérivées soient positives en 0..., ce qui
prouve le théoréme de M. Goursat.

3. Tatorkme pe M. Riguier. — Au point de vue qui nous
intéresse spécialement, savoir : équations a coefficients réels
et a caractéristiques réelles, nous venons de démontrer un
théoréme important. Soit

(1) s:aav—)—By+~(z+a,p+ﬁlq—i—ar—l,-bt—l,—....

St '@ = & =0, nous avens obtenu une solution holomorphe,
prenant des valeurs données sur Oz, 0y, qui sont les direc-
tions caractéristiques a 1o rigine,

On peut aller plus loin. Prenons ces données nulles.
Soient ¢ et b non nuls, tels que l'on ait

I—g4ab>o.

Les directions caractéristiques sont done réelles, 3 Porigine.
Si I'on a, en outre,

s Alabi—~ g
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M. Riquier a montré qu’il existe une solution holomorphe (1).
L’on passe aisément au cas de données quelconques.

On connait le point de départ des travaux de ce savant.

Soit un systéme différentiel résolu par rapport a certaines
dérivées. L’'on donne a chaque variable indépendante une
cote égale a un et a chaque fonction une cote convenable, de
sorte que la cote du deuxiéme membre ne dépasse pas celle
du premier.

Supposons que ce soit possible.

Nous partageons alors les équations en groupes, relatifs a
une méme fonction inconnue. Si les groupes ne contiennent
chacun qu'une équation, le Mémoire cité résout le probléme
de 'intégration.

Sinon interviennent de nouvelles conditions (Comptes ren-
dus, janvier 1903 ), et nous croyons savoir que M. Riquier
va compléter et simplifier ses résultats dans un nouveau Mé-
moire. Mais revenons au point de vue de Cauchy, dit Calcu!
des limites, savoir :

1e Formation de séries formelles;
2° Preuve de la convergence par des majorantes.

M. Goursat est arrivé, récemment, a démontrer par cette
voie le théoréme de M. Riquier, et nous allons résumer cet
important travail.

Dans le méme ordre d’idées qu'au Chapitre I, n° 2, nous
remplacons @ par @}, b par &1 ; nous regardons z, y, A comme
variables, et nous faisons jouer a X un role spécial, en cher-
chant une intégrale valable, lorsque )\ parcourt un champ
réel ®' (intérieur a un champ ®), contenant le point —+ 1.

Nous écrivons donc la solution cherchée sous deux formes (2)

(S4) Zog+ A3+ A2Zy ..o N3, ...,

(Sy) 5 Cang“_yﬁ AY.

5, est déterminé par une équation

02z, R c)zz,t)
0z dy . S T LTI e

ou mangquent les termes en 7 seul et ¢ seul.

(') Annales de I’Ecole Normale superieure, 19o4.
(?) E. Goursar, Soc. math. de France, 1go6 (Mémoire déja cité
dans le Chapitre I).
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Donc, nous sommes certains de 1'existence de z,, daprés
ce qui précéde.
Nous écrivons alors I'équation majorante

S — ; - M
YT < z—i—p—l—q)( r-—+—t)
e— e g=—
B P R
r-1t
—M—M S~ + X (Ar+ By,

A=|al; B=|b}

P’on sait ce que sont M, ¢, gy, R.

h et I sont deux paramétres compris entre o et 1.

L’on est ramené a une équation aux deux variables indé-
v il @x J’ 5 » =
pendantes X el u = 7+ %o qui est majorante certainement

si I'on a
1—4AB >o.

ConcrusioN. — Soit une équation générale, a caractéris-
tiques réelles,
PLE, Vi By Py Ty Sy, t) = 04

Soient deux courbes passant par I'origine, non tangentes;
transformons ces courbes en axes OX, OY, d'ou I'équation

WY ke p'y A st N =y
qui s'écrit aussi bien, en remplacant X, Y par z, y,

S=8 +0x +...+ar+ bt +....

Posons
5 =soxy + 5.

Nous avons une équation (1).
Si donc Uon a
1 —4ab > o, 1— 4AB > o,

l’on peut déterminer une solution holomorphe par la con-
dition de contenir, a l’origine, deux courbes gauches
données.

L’on voit ce qui reste a faire et ’évolution sulvie a partir
du probléme de Cauchy.
Nous allons maintenant nous placer a un autre pointde vue.
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Note. — Signalons seulement (cela résulte de la théorie
des caractéristiques ) que, par Pemploi des variables carac-
téristiques, on raméne immédiatement les équations

2z b %2z i ke
am—l—i W—FC:’?—f(Z',‘}’,Z,P,q),

a, b, ¢ étant fonctions de z, y, aux formes canoniques (1)
02z 0%z
iz T gt

oz oy
I 02z
| 9z

==rf type elliptique,
=7 » hyperbolique,
0 » parabolique.

Ceci est d’autant plus important que, dans le cas de n va-
riables indépendantes, on n’a plus un nombre fini de formes
canoniques. ;

La Thése de M. Emile Cotton ( Ann. de la Fac. de Tou-
louse, 1899) le prouve, en rattachant le probléme a celui des
invariants et des covariants des ds®. (Voir les Travaux de
Christoffel et Sophus Lie et un second Mémoire de M. Cotton,
Ann. de PEcole Normale, mai 1900).

(') CamLe JorDAN, Cours d’Analyse, t. 111, p. 354.
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CHAPITRE III.

EQUATIONS DU TYPE HYPERBOLIQUE A DEUX VARIABLES
INDEPENDANTES.

Dans ce qui précéde les données et la solution étaient ana-
lytiques, et nous obtenions, par suite, cette solution dans
un domaine assez restreint. C’était, suivant I'expression de
M. Hadamard, une solution locale, mais aussi I'on atteignait
les formes les plus générales d’équations.

Nous allons maintenant prendre des formes d’équations
asses particulieres, assez simples, et inversement étudier
leur intégration dans un domaine plus étendu et dans les
conditions générales, c'est-a-dire que les fonctions em-
ployées sont simplement & fois dérivables. L’instrument de
recherche sera alors, tout naturellement, non plus la série
de puissances entiéres, mais bien, dans la méthode de Rie-
mann, U'intégrale de contour et, dans la méthode d’approxi-
mations successives de M. Picard, la série de Jfonctions con-
tinues, uniformément convergente.

1. Meraope pE Riemany. — La méthode de Riemann donne
I'intégration de i

ok S 0z .bd"’
()vd‘y*‘.—aa.ﬁ— U‘}/‘—I—CQ—O,

étant données, sur une courbe, les valeurs que prennent la
solution 5 et sa dérivée conormale (qui va &tre définie).

La courbe frontiére 8y n’est rencontrée qu’en un point par
une paralléle aux axes.

Si par un point A on méne des paralléles AB, AC aux axes,
les données sur I'arc BC définissent la valeur de z au point A.
C’est un théoréme donné par Riemann dans un cas plus
simple, et I'extension est due 2 M. Darboux (Théorie des
surfaces, t.11).

Soit @ le contour ACPBA et (Q) T'aire qu’il limite, on a
ces relations, P et Q, u, ¢ étant des fonctions de X, s bonti=
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nues et dérivables,

ffg)u%dxdy: fude—fv/:] — P dx dy,
(3) ff dxdy__/onz_fA)—Qdmdy,

les intégrales le long de Q étant prises dans le sens qui améne
Oz sur Oy par une rotation de go°.

Quand il n‘y aura pas d’ambiguité a craindre, nous repré-

senterons

0z 0z
i b 55 bar 5, et S DAy
Cela pose avec Riemann, ajoutons a I’équation
(1) o=F=3"+az+bz+cxz
une adjointe
(2) 0=G=u"+-Au;+Buy+Cu

qui devra étre telle que 'on ait

(%l

Appliquons les formules (3), (3') et faisons A —=—a,
B =— b pour faire apparaitre les combinaisons

(s 26) di iy :erly— N de.
Q) Q

auz+azuy— (aus ) — uza,

buzs+b3u,— (buz)g—. wzb,.

Le premier membre de (4) prend la forme

/.f(c—C—a,—bz)uzdxdy

+/auzd_y—buzdx—(—t/g;uzxzdy—i—zzqdx.
Q
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Nous n’avons qu’a poser

c——C—-al—bgzo,

alors G est déterminé.
Employons I'identité

o =/(uz), dzr + (uz), dy
Q :
et la deuxiéme intégrale curyiligne devient
(I) é‘/g;u(_z.zdy—zldz-)+5(u1dx—u2(()').

L’on introduit ici la direction conormale d’aprés M. d’Adhé-
mar (Comptes rendus, février 1gor).
Si les axes tournaient de 45°, I'équation (1) serait de la
forme
02z 02z 0z 0z

X TR Tix T hay tYe=o.

Dans ces conditions, n étant la normale a la courbe por-
tant les données, on définit la conormale N comme symé-
trique de la normale par rapport a 'axe des X.

Avec la forme (1) la conormale devient symétrique de la
tangente par rapport a I'axe des =

) Gl T
dN ~ ds’ dN T ds’

s étant le contour Q, ou bien :

gl 4 _ode _ ody

Si z est intégrale de (1) et « de (2), I'équation (4) devient
donc

du dz
5 = dy — buz d - e
(Z)L 2o '/Oauz ly uz dr + g(sz udN> ds.

9

Supposons donc que z et %é sont donnés sur BC.

L’expression (I) s’écrit aussi bien

f[zu,—é(uz),] dx—;-f[—zu,—;—é(uz)d dy.
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L’expression (7) comprend trois termes

5

¢ du dz

(&
auzdy—buzdx+§‘/ (zm—ztm\I—)ds:Jh
=B

B
f (zuy ~buz)dz‘—i[(uz)n—(llz)‘x]=Jz>
% 2 ;
£ 1
f (auz—zug)dy—i—;[(uz)_;—(uz)c]:h.
Cc

Si Uon peut déterminer u, annulant (2) et tel que

%—bu:o sur AB, pour ¥ = Yo,
Ju Ak
@—auzo sur AC, pour = Zo,

on voit que (uz), est connu, donc z est connu au point
; dz
A(z,, y,) en fonction des valeurs de z et IN sur I’arc BC.

L’emploi de la conormale rend intuitif ce théoréme com-
plémentaire :

Si la courbe BC se compose de deux paralléles auz axes,

’ 3

il suffit de donner sur BC la valeur de z, car celle de N
en résulte immédiatement.

Ainsi le probléme de Riemann est ramené a celui-ci :
trouver une intégrale u(x,, y,; «, y) de 'adjointe (2) con-
naissant ses valeurs :

r
f bdx

e To sur AB,
¥

/‘ ady =

e' Yo sur AC,

Ui—=1 au point A.

S 4 s .
L 'fxd:]omte u(zy, o5 @, y) ne saurait, en général, élre connue
explicitement, en fonction des transcendantes classiques.

2. Foxcrion pe Riemany. — Nous donnerons le moyen,
d’aprés M. Picard, de la calculer sous forme de série de
fonctions. La méthode de M. Picard ajoute d’ailleurs un com-
plément fondamental a celle de Riemann. Elles se complétent
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I'une Pautre et chacune est susceptible des plus larges exten-
- sions.
Admettons donc, pour I'instant, qu’il existe une fonction
de Riemann. Nous avons (voir G. Dargoux) :

_ (usp+(uz)e

SA Jh

2

G C
I du dz
Jq =Lf,; auzdy—buzdm—.—;'/n' <ém—’l(’ﬁ'> ds.

Supposons que le contour BC se compose de deux paral-
léles aux axes BD et DC.

Faisons sur ces droites les mémes intégrations que sur AB
et CA, il vient

C

S M+f _u<;,z+<£>dx
2 3 ox

D -
154 (%uz)n—(uz)c +/ u <az —4- d_“) dy,
7 i 5 A

O T

Gros p0)A > B
4 2

C S D('T‘H.yi)

¥

2 0z g 0z
m:(uz)m&:[ 2 <az+ 5}—/) dy+£ u (bz+ ﬁ) dar.

Si maintenant nous posions

dx

0z X AT
azs—+ — =o sur BD,
o

o) —
(bz—f——z:o sur DC,

S au point D(zi,_y,),

ce qui reviendrait 4 regarder z comme I'adjointe de y (au
lieu de « comme adjointe de Z), nous aurions

z

D S[A= Uy ;
ou, pour preciser,

(@1, Y15 @0, yo) = u(@o, yo; 4, y1).

Done nous pouvons échanger « et 5 4 condition d’échanger
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les roles de z, y et zy, y,, en regardant 2, ¥ comme para-
metres et z,, y, comme variables.

\ w(=zo, yo; =, y) est solution de I'adjointe;

<

| u(z, y; xo, ¥0) est solution de la primitive équation.
Y » Y : p q

La fonction de Riemann, sous ce rapport, est analogue a
la fonction de Green. (Probléme de Dirichlet).

3. MirnopE pe M. E. Prcarp. — La détermination de I’ad-
jointe pose donc le probléme de trouver lintégrale d'une

Fig. ¢. Fig. ro.
: Y R
Y R \B
£ (*arYo) ! 8 A("o Yo)
7 &n
P ) P P
ol X 0 x

équation linéaire hyperbolique étant données ses valeurs sur

des paralléles aux axes PQ, PR. Nous commencerons par le
cas simple de I'équation

Cabit i ( # i
d;p()y—az"'f.x,}’) (@ = const.),

pour montrer I'élégance des approximations de M. Picard.
Représentons par z” la dérivée seconde et considérons une

série de fonctions z,, z;, %,, ... définies par la chaine
d’équations

3= f(z, ¥)

o’{ = 0Zg,

z 5=, toutes ces fonctions étant nulles sur PQ et QR.
Bl = 0%

Représentons par g, I'aire du rectangle de sommet A s’ap-
puyant sur RPQ, par p; I'aire du rectangle de sommet (£, 1)
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é’appuyant sur RPQ. Il est immédiat que I'on a

wewr= [ [fepdsdy; atn= [ [fepnday,
P pi

zi(xo,yo)=f /azo dz dy; z:(E,n)=ffuo dz dy,
0i 4 pi

JS(#,y) étant fini et continu, quel que soit (¢ m) dans p,
I'on a, N étant un nombre assignable :

[20(E,m)] < N;

d’ou

[ 21(20,0) | < aN [/dxdy < aNzg o,
:

de méme 1
|zl(53n)l<1N£T,,

d’'ou

| #2(20, ¥0) ] < 22N /‘[xyd.z'd_y<13N% )’f’,

o

xll ,)/"
| (@0, 30) | < 1"N;L-°! n—‘,’

La série Zzn(.ro, Yo ) converge donc absolument et unifor-
mément, quelque grands que soient les segments fixes PQ,
PR.

Il en est de méme de la série

023,
oz, d_yo’
puisque
02z,
oz 0y, T i)

Done I'on peut écrire

02
szﬂ == 125n—1 =5 f(-’f,)’)-

Done 25": s intégrale cherchée, nulle sar RPOQ.

Si l'on donnait la valeur de z sur FQ:F(-Z’) et sur



CHAP. III. — EQUATIONS DU TYPE HYPERBOLIQUE, ETC. 43

PR = G(y), 'intégrale cherchée serait

Ezn—fr— F(z)+G(y)— 6,
BB B =G

Supposons maintenant que pour la méme équation l'on

0z s :
donne 5 et —< sur un arc de courbe RBCQ coupé toujours en

un seul point par une paralléle aux axes.
Appelons X, P'abscisse du point fixe R extrémité de l'arc
donné et Y, 'ordonnée du point fixe Q.
05 :

Soit () la valeur connue de 55 au point (z,y) de la

0 2 :
courbe RQ et ¥(y) la valeur connue de d—;— au méme point.

Posons

F(z) =f- o(x)dx quel que soit &,
X

1

¥
G(y) =f Y(y)dy  quel que soity.
Yy

La fonction F(z) -+ G(y) est une premiere partie de la
solution. Cest une fonction qui, ainsi que ses premiéres
dérivées, prend les valeurs données sur RQ. Nous avons alors
4 trouver une fonction nulle sur RQ. Il suffit, pour cela,
d’écrire le méme systéme d’équations, en faisant les quadra-
tures, non plus dans les rectangles p;, mais dans les triangles
correspondants, formés par RQ et les paralléles aux axes
issues de (&, 7).

Pour prouver la convergence absolue et uniforme de la
série de fonctions obtenue, il suffit de majorer de la maniére
suivante :

On remplace la fonction par une limite supérieure de son
module et 'on augmente I'aire de quadrature en remplagant
le triangle de sommet (£, ) par le rectangle p; de méme
sommet,

L’on passe mainlenant au cas général tres aisément, comme
le fait M. Picard. Soit

03 0z
F=a— +b-— +cz+
ox dy s
a, b, ..., fsont desfonctions continues de z, y, donc finies.

L’on peut supposer f nul.
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Comme précédemment, I'on forme la fonction

Lz, y) =F(x)+G(y)
qui sera z,.
Puis I'on écrit la chaine d’équations

"; = 0
03 03y
v
Sy=—a-— +b-"" .- : :
! ox oy 2 toutes ces fonctions élant nulles
0z, 0z, sur la frontiére donnée.
Sy =) = el G czy
oz ady

Il faudrait, en détail, prouver la convergence wuniforme

des séries
055k Ot
PLBRIRT

P : ~ i .
d’oun il résulterait que z :Zzn est l'intégrale. M. Picard

évite de longs calculs par une transformation simple.

Il existe deux nombres assignables K et M tels que, dans
tout le champ d’intégration définj par le rectangle construit
sur RQ, I'on ait

lal= K ypig le] <K,
I 0z, 03,
a—

e E = c;ul < M.

Ecrivons la chaine d’équations

Uy=M"
. [ du Jdu
u’é:l\(—l_;_#_;_ui . :
dr oy tous les u,, devant e€tre nuls
" ./ Ous ouy Nl sur la frontiére.
uy =K + = 4 u,
\ 0z 7}

4 v ou du S
Si les séries E 2= E -#, Zd—y” convergent, a fortior:,

les mémes séries en s convergeront.
M. Picard introduit ici une fonetion entiére de K. Les fonc-

tions d’un paramétre se réncontrent aussi dans Jes problémes

de Dirichlet. '
Soit

Uy = Kn—1 U,,,
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la série
U;+ KU, + K2U;+.. .

si elle converge, est 'intégrale de

il e dU‘dU

Jx

laquelle devient, en posant U — ek@+n V|

2V

e 2 \V —K(: )
e (K24 K)V + Me—Ea+y),

Nous sommes ramenés au premier cas. L’intégrale V est
une fonction entiére de K.
s Ju N Ju
Donec la série converge, donc Eu,, et E T 2l
a-d d_}’
convergent absolument et uniformément, quelque grand

que soit le rectangle donné de diagonale RQ).

On obtient I'intégrale en tout point de ce rectangle.

Il faudrait parler des équations différentielles ordinaires,
des équations du type elliptique, des équations fonction-
nelles, pour montrer tout le parti que M. Picard a tiré de sa
méthode. !

En restant dans notre domaine, signalons deux extensions
trés importantes de ce qui précéde.

k. ExTENSION DE LA METHODE. — 1° Fquation non linéaire.
— Soit F(«, y, 5, u, ¢) une fonction continue et satisfaisant
a la condition de Cauchy-Lipschitz, savoir :

| B2, y, 3, u, o )— F(2, ¥, 5, u,0)| < K| 3 — 3|
+ Kol ' —uw|+ Kz o' —v|,

les K étant des constantes positives.

Les données étant les mémes que précédemment, M. Picard
obtient aisément un rectangle de convergence pour les ap-
proximaltions :

» 03y 0z
Z-l — <Z’ _}/, 20y 0; 0}/0>
Lsain 034 dz,
3, = F (.’L‘, }’, Gy, d(I‘ d_}/’

.................. E R
d’ott I'intégration, dans ce rectangle, de

02z - F dz 0z
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M. Bianchi a aussitot fait usage de cette méthode pour
I"équation célébre (1)
02z

2° Nouvelles conditions auzx limites. — Voici une deusi¢me
extension aussi importante.

Fig. 11.

Q

M. Picard se donne les valeurs de z sur OP, portion de
laxe des x, et sur 0OQ, portion de la premiére bissectrice.
Soit A un point (#0; o), aire d’intégration po €étant ombrée,

S St yyaear— [ G [ F(@ ) de = ulen o
“Po <0 Yo

u est nul sur OP, 0Q, et I'on a

02y
m :f(‘z'Oa o)y

d’oit la chaine d’approximations. . . que I'équation donnée
soit, ou non, linéaire,

5. SYNTHESE DE 1.4 SOLUTION. — Considérons notre équation
linéaire, intégrée, soit par la méthode de Riemann, soit par
les approxzimations de M. Picard.

Nous sommes, maintenant, en mesure de faire la Syntheése
de la solution obtenue par Riemann.

En effet, la théorie de M. Picard montre qu’il existe au
moins une adjointe u(zy, vo; 2, Y) continue. Mettons cette
fonction continuée dans la formule de Riemann qui nous
donne la solution (o, ¥,) sielle existe.

(') L. Brancnr, Lecons de Geometrie. — E,. PICARD, Journal de
M. Jordan, 1830, 1893, et Note insérée dans la Zheéorie des sur faces,
de M. G. Darboux, t. IV,
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Soit une deuxieme solution {(z,, y,) définie par les
mémes données sur la courbe. Nous voyons que

(2o, ¥o) = L(Zo, Y0)-

1l y a donc unicité de solution.

En second lieu, u(z, y) étant continu ainsi que z(xy, ¥,),
si le point A (@,, y,) tend vers le point (1) sur la courbe
frontiére, z (2, ¥,) tend vers la valeur donnée en (1).

La solution est donc valable.

6. NOUVEAUX PROBLEMES. PROLONGEMENT DE LA SOLUTION. —
Une question se pose maintenant, celle du prolongement de
la solution. Il ne s’agit aucunement de prolongement ana-
lytique, mais d’un prolongement moins restrictif.

Voici deux remarques de M. Picard ().

Cas A. — L’on donne z et une de ses dérivées sur
I'arc N'MN.

Fig. 12.

En tout point A, a droite de OM, l'on peut calculer 5
d’aprés les données de droite; en tout point A, & gauche, on
peut calculer z d’aprés les données de gauche.

1l R’y a aucune raison pour que, A et A’ venant sur OM,
les solutions se raccordent.

Cas B. — L'on donne z seul sur OR et Q’Q, d'oui zen A,
au-dessus de Oz et en A’, au-dessous de O z. lciil y a rae-

cord sur OR, car, sur —O-T)l, I’on connait
A 0z j
zzf(“")) %:f (Z‘)

0 —_—
Posons d—;: q. Lon a, sur OR,

dg _ :
%_bq+af+cf.

(1) Bull. desiSciences math., 1899.
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D’ou ¢(x) sans ambiguité puisque 'on connait ¢ en 0.
Donc z, p, g ont mémes valeurs sur OR. Il Y a raccord,

7. Travaux pE MM. Goursat gt HapaMarp. — Tout ceci
peut €tre poursuivi si I'on remarque, avec MM. Hadamard
et Goursat, qu’une large et simple extension du probléme de
M. Picard est possible,

L’on peut remplacer les données de M. Picard : valewur
de z sur Ox et sur la premiére btssectrice, par celles-ci :

Dans ces conditions on peut se donner : sur u, gpp M'O

ds
Z et o5 et sur un arc OM, z seul.

En effet, les données de &auche déterminent 5 d’une ma-
niére unique et continue sur ON, et alors nous Connaissons,
a droite, la valeur de z sur ON et OM.

Montrons, d’aprés M. Hadamard, qu’en un point A(z,, ¥o)
Pon a une solution unique. i

% est nul sur ON et sur OPM. Il est nu) en tout
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point A (zy, ¥,). Mettons I'indice 1 aux variables sur
I'arc OPM. La formule de Riemann ne saurait ici donner la
solution, mais la solution vérifie la formule, donc

x5
_—f —u( _y,m—dxl):—/‘ w9 dyy;
Yo

== u(z'o, Yo &1, .}’1)’
0= 3z, :—[U@(d_}’l —I—[ U‘dld}’lr

VS =20 (05075 Brs Jd e

lC]

Soit une fonction arbitraire U( y,) et soit Y l'ordonnée du
point extréme N; 'on a encore

Y Yo
o:f ¢(yo)dyof U o1 dyy,
0 0

Y Y
o=[ C?ldyx/ Y U dy,.
Y1

=0

ce qui s’écrit

Considérons maintenant 'adjointe U= u (o0, ¥,; %1, ¥1)-
Il existe au moins une solution de V'équation adjointe,
soit V, qui s'annule sur NM et prend sur OCBM la valeur
arbitraire F(y,). De sorle que 'on a 'équation

F‘)’:)=— (——aV)dyO:—/

1

3§

[d’aprés le n° 2 @ devenant — @ dans I’équation adjointe,
avec U=z (zy, y1; 0,%,) adjointe de Dladjointe]. Faisons
donc

‘l’(yo):—(%‘,i_av)

il en résulte que Pintégrale

Y
[ v

a la valeur arbitraire F( y,).

Or

Y
o=[‘ F o1 dyy,
<0

donc ¢f est nul, donc z4 est nul.
Scientia, n° 29. 4
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Telle est la belle démonstration de M. Hadamard (Soc.
math. de France, 19oo). Plus tard (Soc. math., 1903),

Fig. 15.
b 4 B
/ (1
/
g
(0] 7 x

M. Hadamard a étendu 4 ce cas la solution de Riemann, par
la fonction de Riemann-Hadamard, identique a celle de
Riemann dans une région, et prolongée avec une disconti-
nuité convenable au dela. Il n’y a aucune difficulté a cela.
(Voir aussi M. Brillouin, Comptes rendus, mars 1903).

Enfin, M. Hadamard a traité le probléme suivant (Soc.
math., 19o4) :

&
dN

z seul est donné sur vC et §B.

De son coté M. Goursat faisait une étude approfondie des
équations

s et sont donnés sur By,

Ar+ 2Bs + Cr="f(z, P 25 P g )

A, B, C dépendant de 2, y seulement et en supposant les
courbes données réelles. Ce sont les équations hyperboliques
dont nous dirons un mot :

S =S4 )5 5 P, G)-

Il est & remarquer que, si le calcul fonctionnel commence
a jouer un role immense pour les problémes de Dirichlet,
depuis les mémorables travaux de M. Fredholm, ici, des
problémes fonctionnels ont été la base des recherches de
M. Goursat. En résolvant des questions telles que celle-ci :
() et w(z) étant définis, trouver une fonction ¢ telle

que Pon ait
¢lo(@)]—9(z) = n().

M. Goursat Parviem a intégrer Péquation par approxima-
lions successives, en avangant progressivement ains; -

M. Picard se donnait z sur deux segments de axe ). ot
de la premiére bissectrice. M. Goursat se donne = sur deux
courbes :
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19y =2etly — ax (a >> L);
20y =mzr; Y= myx(m>0,m>0);

3oy =x; y = w(x) courbe située dans le premier qua-
drant;
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Fig. 16.

Fig. 17.

0

4° y =w(x) eourbe ONB et y =w,(z) courbe OMA
(fig. 16).

Si les courbes étaient QQ, @QP, nous aurions le probléme
mizte dont nous avons parlé ( fig. 17).

Si les courbes étaient OR, OB, nous aurions le probléeme
de Cauchy dans le premier et dans le troisiéme quadrant,
sauf a avoir le raccord en O ( fig. 18).

Les courbes ONB, OMA, sur lesquelles I'on donne s seul,
doivent donc étre dans un méme quadrant.

11 faut remarquer que ces résultats s’étendent, en partie,
aux équations du ¢ype elliptique. On peut se poser, & leur
sujet, ou bien le probléme de Dirichlet : donnée sur un
contour fermé; ou bien les problémes étudiés ici (wvoir

E. Goursat, Annales de la Fac. de Toulouse, 2° série,
t. Vet VI):
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LES EQUATIONS GENERALES A 72 VARIABLES INDEPENDANTES.

La théorie générale des caractéristiques est actuellement
assez avancée. Nous en donnerons une idée.
Nous nous attacherons ensuite a ’étude de I’équation

2u 02 02 u

() 9wt T g~ opr =S
Ju du Jdu

J étant fonction de Z, ¥, 3, u, ) 5

Si f était identiquement nul, nous aurions la une des équa-
tions les plus importantes de la Physique. A cause de cela,
nous appelons (1) équation des ondes généralisée.

ous verrons que ses caracléristiques sont réelles.

L’intégration des équations hyperboliques i 4 variables,
du type (1) a été tres avancée par Poisson et Kirchhoff.

M. Volterra a renouvelé Ia question par son Mémoire (1),
en 1894, qui a provoqué un grand nombre de recherches.

Le probléme est présentement en pleine évolution, La
théorie générale des équations hyperboliques Zinéaires se
dessine déja cependant avec une certaine netteté.

(') Acta mathematica, t. XVIII.

——
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CHAPITRE 1.

ESQUISSE D'UNE THEORIE GENERALE DES CARACTERISTIQUES.

La théorie est toute récente. Citons les noms de :

Bicklund (Mathematische Annalen, t. XIII).

J. Beudon (Soc. math. de France, 1895).
J. Hadamard (Legons sur les ondes, 1903).
J. Coulon ( Thése, Paris, 1902).

53

Nous suivrons I’exposition de MM. Hadamard et Beudon.

1. Equations LiNEAIRES. — Prenons, pour simplifier Pexpo-

sition, trois variables indépendantes, 2y, 3, Z3-
Soit 'équation

(1) F ZEaikPik"‘f: o,
ik
Bor 0z ot (L e i
B 6.2«'5, Bk 01‘[0.7'/,~ =28
03z
Pikh = =

0x; 07 0%y,

Les données sont portées par la surface frontiére S

X3 = ‘?(‘Th x‘l)1
et on écrit

9% e C RN
Ox, = Pla '(E - P'zv 01“ UT_; = P121

On donne, sur S, les valeurs de z :

sur S, z(@y, x,, ;) devient z(zy, @,), fonction connue des

deuz variables x,, x,.

Chaque fois qu’il sera nécessaire de spécifier nettement
qu’une fonction de trois variables se réduit, sur une surface,
a une nouvelle fonction de deuz variables, nous 'indique-

rons par ce trait : 5.
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Dans (1) f ne contient que des dérivées de z d’ordre 1, ay
plus. F

pi dépend de trois variables. Cherchons sa valeur pi
sur S.

Nous n’avons qu’a écrire

0z

= fonction connue =pi+ P;p; (v=1,3).
oz

()

Donc si, sur S, outre z z, on donne p,, on connaitra p, et;,,
valeurs sur S de P1 et p,.

Donnant donc z, pg, on connait, sur S, toutes les dérivées
premiéres, en général.

Montrons que I'on connaitra toutes les dérivées de tout
ordre

( ()/7; . e T
g —~— = fonction connue — Pii~+ Pipg ;
(i S V=9,
()‘_—_ = (k=l,2,3)7
ﬁ T P3i-Pips,
d’our
—  op; ops
P —= 6_37 — Pkﬁi 4= P1PAP33

Il suffira de connattre P Or P’équation (1) donne alors
(2) Hpg+ K = o,

ayant posé
¥ /
H = E aikpiP/,aZ dtépi+d33’7
0,
__2 a,;,(— =Py L2 p3>+ E: a:a'~+f,

2 indiquant que ¢ et % Prennent seulement les valeiirs 1, 2.

En général, on a H o8 pr. Pss est connu; done toutes les
dérivées secondes sont connues.

Pareillement, on a

F = fonction connye e P; pins,
(111)

d ==

({: = P33i+ P1P3331
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d’ou la valeur de p;zs et puis celle de pizs en fonetion

de ]—13—33
Alors 'équation (1) donne

(3) H psss 1+ K; = 0.

On voil exactement de méme que toutes les dérivées
d’ordre « sont connues en fonction de

;:;3 (2 fois),

et que celle-ci est connue sans ambiguité si H= o.

D’ou la série formelle. Puis on établit la convergence, et
I'on a le théoréme de Cauchy et Mme de Kowaleska.

Il y a exception au théoréme si la surface S est une solu-
tion de H —=o.

Nous appelons, avee M. Beudon, caractéristiques les sur-
faces intégrales de

/ /
(9.') 0=2 aikPiPk—E iz Pi+ ass.

Supposons les a dépendant seulement des z, non de 3.
Peur intégrer cette équation, on cherche les courbes carac-
téristiques de H — o, nommées par M. Hadamard bicaracté-
ristiques de (1).

Soit

JH oH
dP[ S ;)_-Z'_L =T Ei'

Ces bicaractéristiques sont données par

dry dz, dx, =Py Lol

T T TP U B Pl B Pat

Sur une surface caractéristique, on se donnera z, mais non
pas p; totalement arbitraire, car, H étant nul, p, devra étre
une intégrale de K =o. ;

Transformons K, en dérivant la relation

03

S5t == PP | SR 2, 2y i),
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Dans (1) f ne contient que des dérivées de z d'ordre 1, au
plus. =

p: dépend de trois variables. Cherchons sa valeur Pi
sur S.

Nous n’avons qu’a écrire
0z
r}.’l?,‘

(I)

= fonction connue = p;+ P, p; (c=1, 2):

Done si, sur S, outre z, on donne Ps, on connaitra p, et p,,
valeurs sur S de p, et p,.

Donnant donc =, p;, on connait, sur S, toutes les dérivées
premiéres, en général.

Montrons que I'on connaitra toutes les dérivées de tout
ordre
opr

e

——— = fonction connue = pz; + Piprs

(1) S"f ((;:w);)
op; __ — — L =1, 2, )
(;L;:_Psi—l- Pipsy
d’ou

—  opr ops —
Pir = d_x:; — Pka%: + PPy pss.

Il suffira de connaitre p,,. Or P’équation (1) donne alors
(2) H]Zg‘—i— K — o,

ayant posé
/ /
H =2 &y Pz'Pk‘—'-Z aisPi+ agy,
Y o 9 0ps L wapy
K=Y “lk(m i abd ittt

/
2 indiquant que 7 et & prennent seulement les valeirs 1, 2.

En général, on a H =0, p.; est connu; donc toutes les
dérivées secondes sont connues.
Pareillement, on a

9P : . e =

T.-r,-‘ = fonction connue = Pihi+P; prps,
(1) S

P33

01‘:‘. = P3si+ Pipsss,
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dou la valeur de pizs et puis celle de pypn en fonetion

de }73;3.
Alors I'équation (1) donne

(3) H p3ass+ Ky =0.

On voit exactement de méme que toutes les dérivées
d’ordre = sont connues en fonction de

IE--% ( fois),

et que celle-ci est connue sans ambiguité si H= o.

D'ou la série formelle. Puis on établit la convergence, et
Pon a le théoréme de Cauchy et M=e de Kowaleska.

1l y a exception au théoréme si la surface S est une solu-
tion de H =o.

Nous appelons, avee M. Beudon, caractéristiques les sur-
faces intégrales de

1 '
(25 ozz a,-kPiP;,-——E a;s Pi—+ ass.

Supposons les a dépendant seulement des x, non de z.
Pour intégrer cette équation, on cherche les courbes carac-
téristiques de H = o0, nommées par M. Hadamard bicaracté-
ristiques de (1).

Soit

oH oH

ar 1, o &

Ces bicaractéristiques sont données par

dzy dzs daxy _ —dP = dbs
T, M, = 0,P= Py 5+ Pk Bt Pabs

Sur une surface caractéristique, on se donnera z, mais non

pas p; totalement arbitraire, car, H étant nul, E devra étre
une intégrale de K =o.
Transformons K, en dérivant la relation

03 — — 3 .
Ezpi”‘_l)ip’ (/(:l,‘z), (t=1,2),
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= 55 Opy - — P
_d’\z = @ —é—P,&*pa +Par's
0x; 0z, oz oxy 73

3

L / d2:7: )A(}/)j_ > dp';__‘P
2 e <m" Yoy Tk oy —PePik
/ d_,—
-+ E a,-;;dL;; 0.

Cest une équation aux dérivées

partielles, linéaire, défi-
nissant p, en fonction de z, et 2,.

On Décrit
ps dps / 02z — ) A
3 S s G e\ oo = ihy P ote g e
i O, + Ir} s Z ay, oz, 0wy — P3Puk J

Les courbes caractéristiques sont données par

dz, _ dzy zlp_,-,'
I IS ==
Or
H1=2a“P,+2a12P2~a13= 11 85
I, = 2“12P1+2a22 P2—6123: I,
(@i = ay; puisque Pi= pr;).

Les courbes car
définies par des ¢
est la méme,
& Cette remar
- Aivsi done, S

actéristiques de H—o0 et K =

0 sont donc
quations différent

ielles dont /g premiére

devenant upe surface cap
peutbse donner arbitrairement 3 ef on ne peut se donner p,
qu’en un point sur chaque bz'caracte’rtls'tique.

Il en sera de e,

méme pour p.s, p.. . . -3; Car on a, pour ces
dérivées, les €quations toutes semblables

actéristique, on

dz, L dr, _dp:
AT S o it

M. Hadamard a, d’ailleurs, étendu la
d’équations avec autant d’'inconnues z

Il est impossible, ici, de ramene
€quation.

théorie aux systémes
que de variables .
T un systéme a une
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Il est possible, au contraire, d’étendre la théorie de
Beudon-Hadamard aux équations non linéaires, grice a une
dérivation.

Montrons-le briévement et indiquons, d’aprés MM. Beu-
don et Hadamard, qu'en général, lorsque la surface des
données est caractéristique, il existe une infinité de solutions
pour le probléme de Cauchy.

Bien entendu, si la surface des données n’est pas caracté-
ristique, on montre facilement qu’il existe une solution ana-
lytique unique, conformément au théoréeme de Cauchy-
Kowaleska.

9. EQuATIONS GENERALES. — L’équation est d’ordre £, non
linéaire. Par une dérivation, on a une équation d’ordre k-1,
linéaire par rapport aux dérivées d’ordre supérieur.

Soit
(1) i F(Pi/ﬁpir Z, xi):O;

dérivons en z,, d’ou

JoF JF
(2) Zzaikpikn“‘zigipin“‘ ‘(Epn—f—‘(g = 0,
n
pete oF @_ oF
i C)P[A~’ = o/-’i

Sur une surface S,

q : T (s L2y, or4 578 n—=1)5
on donne z, p,.
Soit
dx
p,= 2
i ()xia
on a
£ :-_[T-—Q— 1’-p_ d’ont E
drl‘ 3 fny 3
@ =_[)—llx.+ P,’p,-n, d’ont ;77]\-',
l)(l‘f :

en fonction de p,,, et alors (1) donne Prns €n général.

De sorte (ue nous sommes ramené a trouver une solution
de (2) connaissant, sur S, z et ses dérivées premieres et
secondes.

Cherchons les dérivées troisiémes, nous avons, comme
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précédemment, ! ¢
H Pnnn—+ K = o,

’ SU
H' = E E aikPiP/;—z %in Pi+ %nn = 0.

La question se présente de la méme fagon que précé-
demment.
"oH' dp,,

. Ppa :
Ve Sen (BB~ Pupun) -,

A

K' = — - I;l’

TSRS W
;o Z'J'<0x,~ P""P'>+d: P”+r)z‘,,

Bien entendu, tout se répéte, sauf qu’une éqaation non
linéaire d’ordre %4 se comporte comme une équation d’ordre
K

3. THEOREMES »'EXISTENCE, —_ MM. Beudon et Hadamard,
en suivant pas & pas M. Goursat, ont établ; des théorémes
fondamentaux,

Nous mettons I'équation générale sous la forme

Prn—1=F (i, 5, psy pir).

Nous exprimons que le plan z,— o est tangent, en o, i
une caracteristique.

Suppqsant que la droite 2, — o — Z,_y n’est pas tangente
a une btcaractenstzque, nous trouvons wune solution holo-
morphe unique prenant des valeurs données

s=4 (2, x, ooy Bag) pour T, =o,

z=x(x,, ceey Zpoy, -Z‘,,) pour Zp_1 = o.

Puis nous passons au cas ou le plan 2, — ¢ et caractéris-
tique et nous obtenons ce THEOREME : Soit une €quation gé-
nérale du second ordre.,

Une intégrale est détermingée par ses valeurs données :
I° sur une caractéristique; 2° sur une surface sécante (Din-
tersection n’étant pas une bl’caractéristique).

Cette seconde condition remplace la donnée de toutes fes
dérivées Prn...n €0 un point de chaque bicaractéristique (e

L e 1
(") J. Havsamanp, Legons sur les ondes.
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k. RemarQuE. — Pour 'équation des ondes, étudiée au
Chapitre suivant, I'on rencontre une circonstance nouvelle.

Les caractéristiques sont des plans & 45° sur le plan z, ¥
ou des enveloppes de tels plans.

Menons un céne a 45°. Clest une caractéristique Spe-
ciale : le fait de donner la valeur de Pintégrale sur le cone
suffit 2 déterminer sans ambiguité toules les dérivées sur ce
cone.

Au point de vue des éléments analytiques, il y aurait la
une étude a faire. Elle est commencée dans un Mémoire
qui va paraitre (*).

Note. — Est-il nécessaire de remarquer qu’évidemment la
théorie des caractéristiques est toute différente suivant que
Péquation est linéaire ou non, suivant que 3 n’entre pas ou
entre dans la fonction a;z [Chap. I, n° 1, formule (1)]. _

Il en est de méme quand le nombre des variables indépen-
dantes est moindre que 3 (I Partie, Chap. II).

(') R. D’ADHEMAR, Journal de M. Jordan, 1906.
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CHAPITRE II.

L’EQUATION DES ONDES GENERALISEE.

2u ?u 02y _ Ou Jdu U.’.l)
oz2 dy?  0z2 s % oz’ ()_y’ 3

1. UNE FORMULE FONDAMENTALE. La yoT1oN pE coNorMALE. —
Soit une surface Jermée =, soit W 1le volume intérieur,
soient @, B, v les cosinus de la normale extérieure en un
point, soient « et ¢ des fonctions de =, Y, 5, admettant des
dérivées des deux premiers ordres; représentons, d’autre
part, par le symbole A Popération

02 02 092
<m = o T d—z?)’
et par le symbole D, Popération

0 0 0
(*a*ﬁ@“"az)'

La méme méthode qui donne la célébre Jormule de Green,
fondamentale dans 1a Physique mathématique, donnera

[f /‘[u:\(v)——vA(u)] dt = /‘f[uD,,(v) — oD, (u)| dw.
Sy 1Z):

Clest la forme employée par M. Volterra, par M. Coulon
dans ses premiers travaux.

Or j’ai montré (') que D, représente une dérivée véritable,
suivant la direction symétrique de la normale Par rapport au

plan zy, direction nommeée conormale et représentée par N.
L’on a alors

(6 fff[uA<v>~vA<u)]d—.=ff(u%’_p%>(/w.

(W) (=

~)

Considérons un plan & 45° sur P’horizon (2y)iowr une sur-

(*) Comptes rendus, 11 février 1901,
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face polyédrale de plans de cette espéce, ou un cone dont les
génératrices soient 4 45°. Pour toutes ces surfaces 'on voit
que la direction conormale est située sur-la surface méme, de
sorte que, si I'on connait, sur ces surfaces, la valeur de «, la

d s !
valeur de (7:— s'en déduit. MM. Coulon et Hadamard ont

¢tendu la notion de conormale a I'équation linéaire générale

du type hyperbolique.

9. INTEGRATION, PAR M. VOLTERRA. — Cherchons, avec
M. Volterra, une fonction V, analogue a celle de Green ou
de Riemann, telle que

KEV =0,
et qui soit nulle sur un cone A a 45°, de sommet A.
Fig. 19-
%

P

Y
Nous sommes alors certain que, sur A, I'on a

av 4
dN =

(MM. Volterra et Coulon étaient obliges de faire un calcul
pour s’en assurer.)

En plus, V(z, y, 5) sera infinie sur laxe vertical A z'.

Dans ces conditions, si l'on applique la formule (G) au

y u :
volume marqué par - des hachures, s1 u et N sont donnés

sur =, la formule (G) se réduira @ une intégrale simple
étendue de A en P égalée a un terme connu.

Une inversion donnera « intégrale de A(u) =F(z, 7, )
Montrons-le.



62 . DEUXIEME PARTIE.

Soit A : (&, ¥o. 5,), soient

1

s=s=23%), A=x—=29 Y=y—7
ri= g2 y
soit

f = il S RS,
r
Cherchons une fonction V:go(e). L’on a

- 1 do

I ,’I 2 :
V=(P=log[£r+ (:—) —1],

V est bien nulle sur le cone A, qui a pour équation

r

=1

N &

Soit r—c¢ I équation du cylindre vertical T, de rayon infi-
niment petit. La formule (G) donne

_‘/‘v/“/\VF(z‘,y,z)d'c :ff(u%—v%)dm.

(W) 2 Bl

f[v dm_/fV ek G

(« étant 'angle polaire) et, comme

Or

lim(Vxe) =,

£=0

ce terme est nul a la limite.
Puis, sur I, Pon a

AU, S
T e

el u est fonction de z seul. On a donc

1*i'-tff ?rd“’*“mff

—zrf (0, 3o, 5 d.

<o .

u(xo,],, z)rdads
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3 dv dv
‘fffv“" fxf(“ﬁ—"d—N)d‘”
{2

D’ott

(W)

.=—_——JA: 'uc‘]‘~ u(z)ds.
z

0

Par inversion,
0J s
27:"’(‘1"0’)/0; zo) == ;)’T’
~.)
Et clest, établie plus rapidement, la formule donnée par
M. Volterra [ formule (2) de la page 183)]-

M. Volterra a donc reconnu intuitivement le role des sur-
faces caractéristiques, puisque le cone A est caractéristique
pour Péquation

A(u)=o.

1l a découvert la fonction convenable V et a ainsi obtenu
la formule qui donne Pintégrale en A, si elle existe, en fonc-
tion des valeurs données

u ‘
du | sur laire de = découpée par A.

-(_i_N— I

Jai complété cette belle théorie dans divers Mémoires
(Journal de M. Jordan, 1904 et 1906 et Rendiconti del
Circolo di Palermo, 19053 ).

Je vais résumer les résultats obtenus.

Si 8 est un cone ou un polyedre de droites a 45°, la
donnée u suffit, puisque % en résulte.

En plus le plan tangent de = doit étre constamment incliné
a 45°, au plus, sur xoy.

1l reste alors a faire, suivant expression de M. Hadamard,
la synthése de la solution.

1o La solution est-elle unique, lorsque u et sa dérivée sont
donnés?

20 Quand le point (%, Yos %0) tend vers le point (1) de la
frontiere =, est-ce que (%o Yo z,) tend vers iy valeur
donnée?

30 Peut-on vérifier I'équation A (u) = o?

Le premier point résulte de la formule. Pour les deux
autres, nous devons mettre sous une forme nouvelle les
dérivées d'intégrales a élément infini, comme I'ont fait
simultanément M. Hadamard et Pauteur.

(N
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Bien enfendu, d’aprés la forme de J, I'on considérera
séparément deux problémes :

1° Intégrer
Ai(w) =K,

du ;
u et =< étant donnés nuls sur 3;
d

2° Intégrer
A(u) = o,

u et % étant donnés non nuls.

A plusieurs reprises (Congre‘.s: des mathématiciens, Hei-
delberg, 1904 ; Anrnales de I'Ecole Normale supérieure,
1905), M. Hadamard a signalé comme difficile cette syn-
these de la solution, et sa vérification. Nous allons montrer
quel a été notre point de départ.

3. PARTIES FINIES DEs INTEGRALES. — Soit
B
F(z)= [ Sz, a) da.
<A

Si A et B sont des fonctions de o continues ainsi que leurs
dérivées premiéres et si J(z,2) admet une dérivée, par rap-
port a a, continue, il est bien connu que I'on a

dF Yor dB A dA
(I) E—‘/‘: d—d-dz‘_,—f(B,a)E_‘/(A’a)E

Dans son 7raité d’Analyse (1. 1, P- 43), M. Picard
remarque que cette formule (1) ne serait pas applicable a la

fonction
o
tb(a):/ gt
/o ‘/Z‘(I‘(I‘)

Il se présenterait une différence, n’ayant aucun sens, de
deuz termes infinis. Etudions cela.
Prenons, plus généralement,

“ ~
(2) Vin) = [ f(z,i)‘/dj :
0 a6 — 2

Nous supposons que f(z, 2) admet des dérivées premiéres
” :

et déterminées et conlinues.

V est une fonction hien déterminée et continue. On peut
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donc faire le changement de variables

o—z =0a(1—y),
et V devient V,,

1
Vi(2) =f f(ay, a)/a

dy
Vi—%

Considérons d’ailleurs 'intégrale
g

1
9 G S
Wi = [ L[ A0V :
e 0% Vi —
D’aprés les hypothéses faites, les intégrales V, et W, con-
vergent uniformément, d’ou

av,

M dr

Mais I'on peut écrire

1—h 9
W 1im<f 2
h=0 Jo o0

1—h

J/L='7[ SVa

e

Posons

ﬂ@
<

On a
W= lim (2
; B e \01 /N
Cette limite existe certainement, comme on le verrait en
faisant dans W, le changement

I— ¥y = 3%,
Donc enfin

. ki e 10 s e
(3) ngl_‘)(duf foa ).

Voici le point essentiel : légitimité de ’interversion de
deux passages a la limite.

Mais, en dérivant J,, intégrale ci-dessus, ou A est fini
pour 'instant, nous pouvons employer la formule (1) :

& (1—h)
(4) 2= f = f“”’“)d
/72— z
i f[z(l—h), o) d[ S Tty

Vhya

o

Scientia, n° 29.
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Cette expression (4) renferme deux termes qui. croissent
indéfiniment lorsque h tend vers zéro, mais dont la somme
est finie, quelque petit que soit A. Nous le savons d’avance,
par le changement de variables; vérifions-le :

puisque

9 L e - Ly e S
A=l ()
Alors

e,
0

9\ —

[ T k)]

La premiére intégrale sera finie, d'aprés nos hypothéses. La
deuxiéme intégrale donne

_[f#a) ““—”’+f““‘h’£ _dw
[\/u—xJo 0 oz va—x

Ici encore I'intégrale est finie. Donc

adp 1 ; Sla(1—h),a], f[!(l—h),d].
5, = bartie finie 4 W(I—_}L)_Tﬁ_

; 1
11 est clair que les deuzx termes en ‘7; devenant chacun

infint pour h=o ont une somme Jinie quelque petit que
sott h, puisque la somme contient un facteur \/Z

Nous ferons constamment usage de ces parties finies d’in-
tégrales infinies, car cela s'impose. L'extension aux inté-
grales doubles, grace aux coordonnées polaires, est immé-
diate. 3

ExtENsioN. — Etendons ceci aux intégrales triples, nous
trouverons encore la partie finie.

Soit d’abord un champ fini, variant d’une maniére continue
avec un paramétre A et une fonction o, sous le signe, continue
ainsi que ses dérivées premiéres en x, ¥y Sy ke

Formons Pintégrale triple et calculons la dérivée en ), en
établissant, d’aprés M. C. Jordan ('), la formule d’Ostro-

(') Cours d’Analyse, v. 111 : Calcul des varialions.
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gradski, simplifiée pour notre usage. Soit
o = [ [e@ e dedy ds;
W(L)

le champ d’intégration W, comme ¢, dépend d’un para-

métre A,
I+Al=fff(c9+Acp)_dxdydz.

(W+Aw)
Nous voulons calculer

QL =:]iulél-
X AN
Pour cela, amenons les deux intégrales a avoir méme
champ dlntegratlon Nous y arriverons en faisant corres-
pondre a tout point (z, y,z) de (W -+AW) un point
(X,Y,Z) de W par les formules

@2 =:X;+—a
g==Y
Z:Z—FC,

avec la condition que la transformation vaille pour passer

d’une frontiére a lautre (&, 4, { sont des fonctions infini-
ment petites de 'ordre de A}).

Alors
I+AI=Jf/:[WJdXdeL

(W)
J étant le jacobien,

4 9% %

i K oY oz
o on )
9% v 0Y 9z |’
lija JC 9t
X Yt L

W étant la fonction ¢ -+ Ag exprimée en X, Y, Z.
On a
f)E g

J=1+ X dY + 5 —,—inf. petit d’ordre 2.
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Or
: 3 0P 9o ()qp_l_
(P(IZ‘,)’,Z):(P(X, Y72)+Ed_x'+7)ﬁ+cbi
2L
o s
Ap(z, 3, 2) = Ao(X, Y, )—i——()—)\- e
Donc

) ) 9
1IfJ=9(X,Y,Z)+3—§DA7\+[R(QE)A—W(@)—JI— ﬁ(zpl)]+....

Enfin, I'on a

dp o g NS
(2) AI:f'/f[ﬁAAﬁLK(?E)Jr 5y (¢)
(W)

B

: j
+ 57,80 | axavaz ...

Dot la dérivée, en remarquant que &, n, £ contiennent A\
en facteur,
Représentons lim <A—E)\> par £, etc. Nous avons une inté-
Ax=o
grale étendue au volume W et une intégrale étendue & son
contour X : .

ol Jo
w
—i—ffcp(&’cosa—i—'q’cosﬁ—e—C’cosy)dcr.
)

Il était clair que seules les valeurs de &, 7', U sur = inter-
viendraient.

(Nous avons repris la notation Z, ), 5 au lieu de X, Y, Z.)

Nous aurons a faire de cette formule I'usage suivant :
W sera le volume ABC limits par le cone A de A et parla
frontiére donnée S. Dans certains cas, W sera seulement la
portion de ce volume situge au-dessus de la section horizoi-
tale MN.

Le paramétre X sera I'une des coordonnées .z, Yoy 3 de A.
Enfin 'on aura a considérer le volume limité p;;r le cone A
comme la limite du volume limité par Phyperboloide X (poin-
Lillé)

(Z— ZO)Z——]'2: e2
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Lorsque = tend vers zéro, suivant une loi quelconque, I'on
voit que:

vol. abe = w tend vers W — ABC;

aire be tend vers aire BC;

aire mn tend vers aire MN;

aire abe = ) tend vers aire ABC — A.

A (20,y0,%0)

Lorsque W sera MNBC, A sera, bien entendu, Paire cor-
respondante du cone.
Soit alors

(4) I:fffFdedydz.
4

F(x, y, 5) est fini ainsi que ses dérivées premieres et
deuxiémes et G(z — x4, ¥y — ¥y, 5 — 5,) est infini sur A
comme

1 1

Ri% V(Z =z P 12
Lintégrale 1 a un sens, d'aprés cela.

On peut écrire, par les mémes considérations de conver-
gence uniforme qui ont servi pour I'intégrale simple,

(5) >=[f 6L i [ [Fedrdy;
03 o 03 3
W

aire BC

c’est la dérivée sous forme immédiatement finie, et cela ré-
sulte de la formule (3), avec cette remarque

oG G

OBy . log
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ou bien encore

)
(6) J)_;o:1im[fffF;_zdr+ffFdedy];

aire A

la limite existe, d’aprés (5), lorsque w tend vers W; nous
écrivons donc aussi bien

ol 0
(7) a=part.ﬁn.[f/f£;FGdTJ.
w

Ceci n’est rien de plus que ce qui préceéde, mais celte
forme est utile cependant.
Dérivons encore, en écrivant (5) sous la forme
ol
5' — = Ja T,
(%) 9z, 1+ Jg

Les mémes remarques donnent, sous forme {mmédiate-
ment finie,

dJ, 02 F oF
() E——fff(}-dz—zdf-ffg(}dl‘d],
W aire BC
et, sous forme de partie finie,

0J, ; JoF oG oF
S ] nl e S T oty |
s 0z, % f./f 05 03z i ./f 03 C axls

aire A

A aJ, : : :
De méme nous avons 9z Sous forme tmmeédiatement finie
0

el : SRR :
(d’aprés ce que nous avons fait sur lintégrale simple).
Soit (8) cette expression que nous n’écrivons pas.

Sous forme de partie finie,

L A 9G
(1) Tzo_hm[~ffFdedy—— f FGxdl].
aire bc contour bc

Il est inutile d’écrire Pexpression finie de e
Ayant ainsi B

ol

e intégrale finie (B) + intégrale finie (9),

nous sommes cerlains que la somme des parties finies (%)
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et (y) a un sens. Mais nous allons la transformer encore pour
: oF
S . :
n’avoir plus a faire a — dans ().
p T dans ()
1l suffit toujours d’observer que

226G 026G

00z, 033~

.

P’expression () devient

; G oG
(8) hm[fffFW%dr-k ff 752 d dy

aire h+aire bc
oF
—i—(f‘/;;Gdzdy:l,
A

de sorte que (2) + (y) donne

; 4 222G oG oF
(9) llm[ffstzg—dr—o—ff(FE - GE>dzdy
w A

it f FGXdl].

contour be
Lorsque ¢ tend vers zéro, lintégrale triple n'a plus de
sens et les deux autres intégrales deviennent infinies comme
[ l ’ . . ’ by » -
- e La somme étant finie et égale & (B) ~+ (3), nous.ecri-

vons encore (g) sous la forme

(10) part. ﬁn.[‘/ffF (;:(%} d‘:].
W

" Remarquons que si W était MNBC au lieu de ABG, nous
aurions des intégrales ayant un sens suivant be et mn (au
lieu de be seul) se détruisant exactement, et dans (9) I'inté-
grale de contour bc devrait étre remplacée par une intégrale
de contour be et mn, de méme nature exactement, de la

1
forme —.
€

Les dérivées premiéres et deuxiémes en z, et Yo s€ pré-
sentent exactement de la méme maniére.

Nous avons désormais I'instrument indispensable, actuelle-
ment, pour I'étude compléte de notre équation.

Ces parties finies proviennent de la légitimité de I'inter—

. 5 B : - b}
version de deux passages a la limite, interversion que I'on
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peut écrire
0 ; \ : d
7 (fim ) = lim (5:3,).

Elles permettent de mettre en évidence certaines expres-—
sions qui, sans elles, restent voilées. Il est prudent d’avoir
constamment sous les yeux leur définition exacte et Pexpres-
sion immédiatement Jinie correspondante.

Nous pouvons maintenant faire la synthése, la vérification,
et une large extension.

k. SyNTHESE DE LA soLuTion. — Grace i ce qui précéde, on
prouve assez facilement que la solution u(zy, ¥4, 5,) prend
la valeur donnée a la frontiere quand le point (z,, Foat5s )
vient sur la frontiére.

On distinguera deux cas :

1° A(u) =0 données non nulles, frontiére quelconque.
La démonstration est assez courte (Journ. de M. Jordan,
1906 ). Frontiére caractéristique. C’est beaucoup plus diffi-
cile (Circolo matematico di Palermo, 1905).

2° Passons au cas ou l'on intégre A(u)=F avec des
données nulles a la frontiere.

Dans le cas ott la frontiére est un cone A, on démontre
que u, tend bien vers zéro quand le point Bo (24, VorBy)
s’approche du cone A.

Quand la frontiére est quelconque, 'emploi des parties
finies montre rapidement que, Z étant la cote maxima d’un
point de S compris dans Pintérieur du cone A, de A :

Uy est de 'ordre de (Z — S

duy Odu, du,

92," dzy’ 9y,

Donc la convergence est démontrée encore. (Thése, Journ.
de M. Jordan, 1904.)

Et ceci nous permettra d’intégrer des équations beaucoup
plus générales.

sont de 'ordre de (Z — 5,).

3. VERIFICATION pE 14 SOLUTION. —
céde on peut tirer la vérification de Péquation,

Nous prendrons le cas A(u) =F avec les données nulles
sur la frontiére, caractéristique ou non. Nous résumerons
s.eulement la question. La fonction V étant complétement
z{zde'lerminée au point A (24, Y05 30), étantinfinie sur la ver-
ticale Az’, ayant ses dérivées infinjes sur le cone, autour de A,

Enfin, de ce qui pré-



CHAP. II. — L’EQUATION DES ONDES GENERALISEE. 73

nous ne pouvons parler des « parties finies » autour de A.
Done nous isolons A par le plan horizontal MN.

Au volume AMN correspond une portion de w (2, ¥, %),
soit «”. Au volume BCMN correspond «/,

u( g, Yo, zo) =u'+u'.

Dans le volume AMN on prendra les expressions immédia-
tement finies des dérivées. Faisant tendre AMN vers zéro,
on obtient

A(u") = F(xo, Yo, 50)-

Dans le volame BCMN, en comparant les parties finies
aux expressions immédiatement finies des dérivées, on a

A(u’) == OL

Done on a le résultat cherché.
La vérification serait bien plus facile a établir pour le
cas A(u) = o, avec les données non nulles sur la frontiere.

6. INTEGRATION PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES D'UNE EQUA-
TI0N PLUS GENERALE. — Rappelons les résultats obtenus pour
Aw)=F(z, y, 2)- Etant donné le volume d’intégration ABC,
nous considérons le volume majorant AB'C’ limité par le
méme cone A de \ et par un plan horizontal B'C’ de cote Z
supérieure a la cote maxima de la frontiére S,

2T u(2y, Yo, zo)szng—z\%clr
ABC
——rno [ [ [

ABC

Z— 3)*
—antyF (50, 0 EE2E,

(8,1, %) est un point moyen. 6y est un nombre compris
entre o et 1, parce que l'on a intégreé dans le volume majorant.
. ou i 2 NS,
Pour P'expression de 5 faisons encore sortir F de l'inté-
%o
grale, majorons avec A B'C’, nous avons a prendre

& ¥ G e
f d“f dz | part. fin. f _’(————O)Jirdr‘,\]
0 25 0 [(z__zo)g__ ,.2]2

7

Z
I ~
o [ (a2 _ds=»n [ ds,
1 53— R0 z

D 0
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d’ou

d 4 ” r .I
2T:dz u(z'm.}’o’zo):2W9AF(E,"MC)(Z—50)7
0

o d J
et les eéxpressions analogues pour

— et —.
iz 9y,
D'ou I'intégration de

du du Ju)\
A(u)_f<-z'7.7, 3, u, 0 @’ —d:) 5

1° Si f est linéaire;
2° Si le théoréme des accroissements

a la fonction f(z, Viiza
variables u, u,, u,, 205}

Jinis est applicable

» Uiy Uy, uy) relativement aux



TROISIEME PARTIE.

GENERALISATIONS ET REMARQUES.

1. EQUATION D’'ORDBE 72 A 2 VARIABLES INDEPENDANTES. — On
passe, sans grande difficulté, de ce qui précéde a la théorie
des caractéristiques dans le cas tout a fait général, le nombre
des variables indépendantes étant deuz (voir M. Goursat).

Pour I’équation

AoPno—+ Aipp—ta—+-.- T Anpon = 0,

B A d
les caractéristiques sont données par iji =\, "aveec
Ak — Ay An—1 4 AgAn—2 .. - (—1)"A, = o.

9. Travavx pE M. Le Roux. — Dans sa Thése (1894), con-
sacrée principalement aux équations linéaires du type hyper-
bolique, dans le domaine analytique, M. Le Roux met en
euvre cette idée ingénieuse : trouver une solution dépen-
dant d'un paramétre (2, Y, «) et choisir convenablement
les limites de la quadrature

X =ff(a) z(z, _j/, o) da,

de sorte que X (x, ) soit encore une solution. En particu-
lier, il retrouve ainsi et généralise les résultats de MM. Dar-
boux et Appell relativement aux équations d’Euler et
Poisson,

U " @, g_z_ ___——x@ d—z-:-: .
E(pvﬂ) z—x——ydx—ktc——yf)y o

(Si ces équations ont été, depuis longtemps, I'objet de
beaux résultats, c’est d’ailleurs parce que leur forme corres—
pond 4 une propriété fonctionnelle simple. (Voir, par exem ple,
le Mémoire de M. Biihl, Journal de M. Jordan, 1904.)

M. Le Roux rattache ses Travaux aux méthodes de Pue'—
mann, de Picard, et a la célebre Méthode de Laplace (voir
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M. Darboux, Travaux étudiés par M. Goursat, dans ses
Lecons, Hermann), et il résout un probléme d’inversion
d’intégrales définies.

Il étudie aussi les singularités des solutions, qui dé-
pendent ou de Péquation méme ou des donnces sur la fron-
tiére (singularités accidentelles).

Plus tard (Journal de j1. Jordan, 1898), il étend ses ré-
sultats aux équations lindaires d’ordre n a deux variables,
puis (Journal de M, Jordan, 19oo) aux équations a n va-
riables.

M. Le Roux a été ainsi progressivement amené a relier ses
Travaux & Pétude des transformations infinitésimales
(Journal de M. Jordan, 1903, et Travaux de UUniversité
de Rennes, 1906 ).

Reteuons seulement jci que M. Le Roux a montré que cer-
taines solutions, dites normales, ne peuvent admettre que
des caractéristigues pour lignes singuliéres accidentelles.

3. Travaux ps MM. DErassus, Biancar, NiccorLerrr, — D’autre
part, dés 1895, M. Delassus, dans sa Theése sur les équations
a caracléristiques réelles, dans le domaine analytique, fait
usage de la notion fondamentale du domaine d’un are (*)et
montre que les lignes singuliéres essentielles des solutions
(celles au dela desquelles on ne peut prolonger analytique-
ment) sont, ou bien certaines lignes fixes, ou bien des
caractéristiques.

Dans cette Theése, M. Delassus intégre, par approxima-
tions successives, d’abord les équations a une seule caracté-
ristique,

i=la, 1, o s, —1,

onz 0i+k z
W:E““‘W tk:o,l,g,...,n—l,

puis les équations de |a forme la plus gé
forme canonique

©(3) = u(z),
ayant posé

0 (/] d d 0 0 0z 0.
w = 5+ )\ —_— —_— = e =—. e 2
(Z) <()Z‘ n 0)/> <().Z‘ = R”_j ())f> \().Z‘ -+ )\2 W) <E S )\1 ay)

%(s) ne contenant que des dérivées d’ordre n — .

S
(') Etant donné un arc analy

;i ! tiqgue rvégulier AMB, on trouve une
are o Lentourant et telle que, guelles que soient les données ana-
Iytiques sur AMB, Vintégrale est analytique dans J,.
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Enfin M. Delassus fait la belle extension suivante de la
Méthode de Riemann et de la Méthode de M. Picard. Soit

B 0ns AL Qi-+k
F(z) IS dxP Jye “‘f(z) o ZAMW’

‘\i=07172,---’P’ p-qg=n,
=012, ..,q, NS — 1.
L’équation adjointe sera
prc oi+k
Ga) = D (=i o (i) = o,
d’ott
oM oN 020

F—SG:— e
iy ox "oy T woy’

M, N, @ ont des formes telles que I'on obtient une formule
toute semblable & celle de Riemann par la méme intégrale
de contour.

1l est encore a remarquer que M. Delassus s’occupe, dans
sa Thése, de certaines équations & trois variables indépen-
dantes, celles dont les caractéristiques ont une forme tres
particuliére rappelant le cas de deux variables.

De lear coté, M. Bianchi et M. Niccoletti ont fait aussi
de remarquables extensions de la Méthode de M. Picard et
de la Méthode de Riemann a des systémes d’équations du
type hyperbolique.

La solution, malgré la complication des notations, est
assez simple (1) et fort élégante.

b Travavx pe MM. Tepoxe, CouroN, HApAMARD. — Nous
avons vu la haute valeur de Pidée de M. Volterra touchant
I'étude de I'équation des ondes cylindriques généralisee,

02 02 02

W=

>u = F(z,5,3)-

A un autre point de vue et bien avant lui, Poisson et Kirch-

hoff avaient étudié I'équation des ondes sphériques

gRen B G A gRl g RN
B(V’:(Jﬁ*”ayﬁazra‘zaﬁ)vf“

(1) L. Biancur, Adccademia dei Lincei, 18¢5. — O-. NiccoLETTI, Acc.

‘dei Lincei, 1895, et Mémoires della R. Acc. di Napoli, 1896
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Soit'S une surface dans I’espace (z, y, z), ¢ étant regardé
comme parameétre.
On donne pour t — o,

s Viz, y,5,0) = f(z,y,2),
Jd

Vv
1 o—t(TaJGZ, 0):5’(.’1‘,)’,5),

soit

F(¢) = mffsf(x,y,z)dc,

- ;
G(t) = m./v/s‘g(:v,y,z)dc.

Poisson a donné (1), en 1819, la solution de B — o, sous
la forme

d
Vo, ¥0, 20, t) = aTt[t F(£)] +-2G(¢).

Il y a grand intérét a rattacher cette solution 2 un théo-
réme fondamental de Kirchhoff (Académie de Berlin, 1882;
Annales de U’Ecole Normale supérieure, 1886). Ce théo-
réme a été démontré aussi par Beltrami (Institut Lombard,
1889).

On peut aisément étendre la méthode de M. Volterra aux
équations de la forme

2 . o pra g
0z%+m+--+@—'ﬁ) = o.

Cest ce qu’a fait M. O. Tedone (Annali di Matematica,
1898).

On peut également passer aux équations étudiges par
M. J. Coulon, dans sa These -

P q
2 2
APV — 0_2*20_7 Vitsos
1 dm/z d.yl::/

1

On obtient Pintégrale par des dérivations répétées, et
M. J. Coulon a obtenu une forme symbolique trés élégante,
en méme temps d’ailleurs que, parallélement a M. Hadamard,

s e U S he e b AR o

(") Voir le beau Livre de M. Duuewm : Lecons su U’Hydrodyna-
migque et ’Elasticite (Paris, Hermann i -
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il obtenait des interprétations hydrodynamiques d’un grand
prix (Thése de M. Coulon, Hermann, 1902 ).

Mais ici 'on doit faire une observation fondamentale.

Nous avons obtenu, pour A (u)=F, la valeur u(z, y,, Zg)
en fonction de données situées a U'intérieur du cone A de A
au-dessus ou au-dessous du sommet.

M. Volterra s’est attaché a un autre probléme, en placant
les données sur une surface qui tourne autour de A s/, comme
un cylindre. Nous appelons ce nouveau probléme le probléme
eatérieur et réservant le nom de probléme intérieur a celui
que nous avons résolu ici complétement.

M. Volterra, puis M. d’Adhémar ont montré que le pro-
bléme extérieur n’aura pas de solution, en général. M. Ha-
damard annonce que I'on doit modifier son énoncé et prendre
un probléme mixte, les données n’étant pas partout les
mémes ( Lecons sur les ondes, p. 331).

Or il résulte d’une remarque de M. J. Coulon, qu’en
général clest le probléme extérieur qui se présente seul
lorsque p et g sont quelconques.

Ainsi, pour I’équation AP»2V = o, de nouvelles recherches
devront étre faites pour compléter les résultats de M. J. Cou-
lon. L’étude du probléme extérieur devra étre poursuivie.

Prenons la question de plus loin.

Quand on a des équations a plus de deux variables indé-

‘pendantes, ni la question des caractéristiques ni celle des

formes canoniques des équations ne se posent de la méme
facon.

Pour le second ordre, il résulte des travaux de M. Cotton
(nous I'avons déja dit), quil n’y a plus un nombre limité de
formes canoniques simples pour les équations linéaires.

1l faut donc étudier 'équation linéaire générale. M. Hada-
mard a commencé cette étude dans un remarquable Mémoire
relatif au cas de trois variables indépendantes (Annales de
UEcole Normale supérieure, 1904 et 1903).

Ce Travail établit un lien entre les types hyperbolique et
elliptique, par I'analogie des solutions fondamenfales mises
en jeu. Il faut remarquer que la méthode est limitée au cas
de données analytiques et qu'elle conduit aux méri?es
calculs que celle de M. Volterra pour Déquation étudiée
ici.

On voit immédiatement que, pour notre équation

Pu - 2w JPu
A(u)=a5+372'-—§;—0»
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on a la solution

(I

|

Avec M. Volterra, nous employons cette autre solution
fondamentale

m vewafs
1 r

qui se déduit immédiatement de (1) par une quadrature.
Pour le cas linéaire général, on part toujours de la for—
mule oit entrent I'adjointe et la conormale, mais M. J. Hada-

mard cherche une solution fondamentale analogue de —lﬁ et
non pas de V.

Ceci 'améne a étudier un probléme résolu dans des cas
spéciaux, d’abord par M. Picard (Comples rendus, avril 1891,
juin 1900), puis par MM. Hilbert, Hedrick, Fredholm. Le
Roux, Holmgren, Levi-Civita (Nuovo Cimento, Pisa, 1897).

M. Hadamard part donc des solutions fondamentales en —

R
(R étant, en général, une distance géodésique relative a une

forme différentielle déduite de équation).

1l obtient encore, par une dérication, la valeur de «(z,,
Yoy 50) au sommet d’un conoide caractéristique, qui est
I’analogue du céne A.

La dérivation conduit a ces parties finies d’intégrales dont

nous avons longuement parlé a propos de I'équation des
ondes.

= =

Pour montrer la force de la modification que M. Hada-
mard fait subir a la méthode de M. Volterra, il nous suffira
de dire que I'équation

A(u)+-Ku=o (K = const.)

est immédiatement intégrée, sans la méthode d’approxima-
tions successives. ,

M. Hadamard a été plus loin encore et, dans un Mémoire
qui sera prochainement publié (Acta mathematica), il
¢tend ses vésultats & I'équalion linéaire hyperbolique de
deuxiéme ordre & n variables.

La parité du nombre n joue un role prépondérant.

n étant impair, P'analogie avec notre équation des ondes
est complete. n étant pair, la partie de la solution fonda-
mentale qui conduirait a nos « parties finies » s'élimine
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d'éﬂgéﬂiéme, et la méthode ressemble davantage a celle de
Riemann (Comptes rendus, 13 février 1905).

llvestera encore, pour le probleme extérieur, des ques-
tions trés difficiles a résoudre. Sans doute, comme le pense
M. Hadamard, faut-il se placer a un point de vue autre que
celui de MM. Volterra, Tedone et de Pauteur, et poser un
probleme mizte. ;

5. REMARQUE SUR LA NATURE ANALYTIQUE DES SOLUTIONS. —
On sait, depuis longtemps, que les solutions de I’équation
de Laplace

02z 02z

sont analytiqgues. En 18go, M. Picard (Journal de I’Ecole
Polytechnigue) a obtenu ce résultat remarquable qu’il en
est de méme pour I'équation

+b—+cz=0

Az-i—aa—‘; oy

(a, b, ¢ étant analytiques). M. Hilbert a énoncé et M. Serge
Bernstein a démoniré ce méme théoréme pour les solutions
de Péguation elliptique la plus générale, a deux variables
indépendantes.

Ajoutons que Dl’analyse de M. Bernstein repose sur un
emploi tout &4 fait merveilleux des Approximations succes-
sives (Mathematische Annalen, t. LIX).

Dans une courte Note ( Comptes rendus, 1895) M. Picard
a esquissé la démonstration du méme théoréme pour I'équa-
tion linéaire générale, d’ordre 2p, 2 caractéristiques 1magi-
naires, 4 2 variables indépendantes. e 2

Pour les équations hyperboliques étudiées ici, il est cl’alr
que la solution n’est pas forcément analytique, et q}le l’On
obtient cette solution dans deux régions différentes, separces
par la frontiére portant les données. Autant de différences

avec les équations elliptiques.

6. REMARQUE SUR LES SYSTEMES D'EQUATIONS DU TYPE edye
BOLIQue. — La théorie des caractéristiques des sys'temes,
Commencée par M. Hadamard, pourra sans doute I‘?Slll.le.r
de 'étude minutieuse des travaux de MM. Méray, Riquier,

Bourlet, Delassus (1).

(') I. Hapavarn, Soc. Math. de France, 1906.
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On sait, en effet, aujourd’hui, que la forme canonique de
Mm=e de Kowaleska n'est pas la forme la plus générale.

Signalons seulement Pintégration, par M. Niccoletti, de
systemes généra]isaut directement celui-ci :

c)?z[ 0% );
Ty 2 +Ebzﬂ—+2wk—°

puis Pintégration, par M. Volterra (méme Mémoire), du

systeme (1) ‘
02u 0 [ou do
— = a?Au + =5 e X
s o a? Au + (b2 a) <0w+0y>+\’
<
29 Ju oy
— 2 2 et Ry e e LA
’\ S = 22 A0 + (b a)dy(dx+dy>+Y'

La généralisation de ce systéme a été magistralement
étudiée par M. O. Tedone (Memorie dell’ Accademia di
Torino, 1897).

7. REMARQUE SUR LA SYNTHESE DE L'EQUATION DES ONDES. —

La donnée étant portée par un cdne caractéristique, la e
these a été faite ainsi (p. 72).

On prend les coordonnées polaires avec le sommet du cone
pour origine, soient X, 0.

On plend d abord le cas ou la donnée esl 3, ou A\ (p en-
tier). Ici

R2=aA+ b

(tandis qu’en général on aurait un terme en 225 mais le cas
général se traite trés rapidement, on I’a dit)

39+ D cosb),

On a alors a dériver, en z,, l’intégrale

e Tt

\/al—f—b

B est la racine de R=o0; r ¢’ exprime en 1, c’est la distance

polaire relative a A (z,, Yos%0); Y =cos0; D est la distance
de ce point A a I'axe du cone.

(') A étant le laplacien i = i
_r)xZ d},‘.’
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On prend la « partie finie » et 'on est ramené a calculer,
par la méthode des résidus,

27 dﬁ
= P — K = const. ),
' f Rz, Mgt h

puis on passe au cas ot la donnée est

ifb,,(ﬁ))\",
0

@, étant périodique, sans aucun nouveau calcul. (Cire. di
Palermo, 1905.)

8. RemMarQue sur LE tHEOREME pE M. RiQuier. — Nous
avons été un peu bref sur cette question (p. 34). Ajoutons
un mot :

Reprenons la majoration

(R s L :

<l_i¢> (l_z+p+q> /[4 r—q—t)
3 1 \ R

—M <1—|—r;;[>+)\(Ar—a—Bt),
u—-%—!—%/" z=0(u,N);

alors (1) devient
Tk A B b
(2) [m—-/\<ﬁ+—ﬁ>]?(u)

e ! I> SR A B 02 (u)
T RARE T BT TR e

il —<* == —L>29"2(1L)+\1"[u, tf'(u), 9" (u)]-

Il nous faut une solution a coefficients positifs, holo-

morphe pour A =1.
Pour cela rendons positif le coefficient de ¢” pour A —1,

Al2—hl-+Bh2<o. e
Nous posons donc ' i

(I) 1—4AB >0

4 :
et prenons 7 entre les racines, avec

o< <, (i Ee iy
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Posons

7 )‘I>Iy

H et K étant des nombres positifs, on a, pour (2), la
forme (3),

N ur

il _
(3) o (u) = hio"(u) i+l\)+

A

|

)‘i

On a bien alors une intégrale, nulle ainsi que ses deux
premiéres dérivées pour u —o, a coefficients positifs et con-
vergenle pour

[z | <a, ly | <8, M < (p>i,0> 0,0 > 0).

On voit comment s'introduit la condition (I).

Mais la condition qui intervient dans ce mode de démons-
tration est-elle nécessaire? Ou bien 'existence des solutions
dépend-elle de propriétés arithmétiques des coefficients de
I'équation?
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