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ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
| A CARACTÉRISTIQUES RÉELLES. es 

eat, 

| INTRODUCTION. 

Le but principal de ce petit livre est de présenter une 
esquisse de quelques-uns des résultats actuellement obtenus 
touchant les équations des'tÿpes (1) ou (2) : 

: du . du du\. 
(1) | | ea = (er a) 

du du: d'u ie du @) | de TA de =f(orsu un $) 

L’on peut se poser des problèmes d'intégration très divers. 
Nous étudions ici le problème tel que le pose la Physique 

mathématique, point de vue extrêmement important pour 
PAnalyse pure. ot - " , 

Sur une frontière réelle, ouverte, l’on donne les valeurs de 
la solution u, de sa dérivée conormale et l'on veut obtenir la 
valeur de # en un point extérieur à la frontière. . 

Les données étant analytiques (1} (ou régulières, ou holo- 
. morphes, nous entendons par là : développables en série.de 
Taylor), l'on peut établir l'existence d’une solution avaly- 

. tique unique. C’est un théorème de Cauchy, retrouvé par 
Mre de Kowaleska et par M. Darboux. us 

Or, il existe des frontières portant les données, tèlles que 
le théorème de Cauchy-Kowaleska soit en défaut. . Lure 

En approfondissant cette idée, l’on arrive à la notion de: 
.CARACTÉRISTIQUE. US | 

Les équations (1) et (2) ont leurs caractéristiques réelles; 

  

- (*} Voir la Thése de M. Borel et la Collection Borel, ainsi que : 
+ J, HADANARD; La série de Taylor (Collection Scientia). à
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on les dit hyperboliques. Au contraire, les équations du 

type (8) 
du ‘du - 

(3) To f | 

ont leurs çaractéristiques imaginaires ; on les dit ellip- 

tiques. r A, 

À noirépoint de vue, les types elliptique et hyperbo- 

lique sont totalement différents. 
Pour les équations (1), C2) la frontière est ouverte et 

porte deux données : 
Solution £r dérivée conormale. 

Pour les équations (3), l'on peut se donner une frontière 

fermée et une donnée :: 

Solution où dérivée normale. : 

Pour les équations elliptiques, la solution est toujours 

analytique, tandis que, pour les équations hyperboliques, 

aucun élément n’est forcément analytique (t). 
De sorte que les théories ici résumées vont plus loin, sont 

plus compréhensives que le théorème de Cauchy-Kowaleska. 
Mais, comme les caractéristiques jouent un rôle fonda- 

mental, comme leur origine naturelle est dans l'examen mi- 
nutieux de ce théorème, nous en reprenons brièvement la 
démonstration en résumant la théorie, aujourd’hui bien as- 
sise, ‘de l'équation générale aux dérivées par tielles du Pr e-. 
mier ordre. 

Puis nous. exposons, ‘d’après M. Goursat, la théorie des 

caractéristiques pour l'équation générale du second ordre 
à deux variables indépendantes et les importants théorèmes 

de M. Goursat et M. Riquier.. 
Nous nous occupons alors des équations (1 . 
Un résumé très bref de la théorie générale des caracté- 

ristiques, d’après MM. Beudon et Hadamard, nous amène 
aux équations (2). 

Pour les équations (1), nous essayons s de mettre en à relief 
la célèbre Mérnonr DE Rirmanx, fondée sur l'emploi de l'inté- 
grale de contour et sur la notion d'adjointe, et la Mérnone 
DES APPROXIMATIONS SUCCESSIYES de M. E. Picard, dont la fé- 

  

(1) Ainsi, là où le théorème de Cauchy-Kowaleska, qui suppose un 
domaine analytique, ne s'applique plus, on trouve une solution analy- 
tique. 
+ Là où les données seraient celles de Cauchy, les données. et la solu- . 
tion peuvent ètre simplement des fonctions Æ fois dérivables.
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condité se montre merveilleuse dans les voies les plus di- 
verses. 

Nous montrons. les résultats fondamentaux obtenus par 
MM. Goursat et Hadamard. 

Quant aux équations (2), étudiées autrefois par Poisson, 
. par Kirchhoff (}, Pon sait qu’un beau Mémoire de M. Vol- 

terra (?) a récemment attiré l'attention sur elles (3). 
Ce qui a été fait, à cette heure, dans cet ordre. d'idées, 

n'est assurément pas définitif, mais la voie est ouverte pour 
‘ l'étude de l'équation hyperbolique g générale, et l’on admirera 
certainement la MÉTnODE pE M. VoLrEnRA, combinaison de la 
Méthode de Riemann et celle de Green. 

M. Hadamard publie, en ce moment, d'importants travaux 
sur cette question. Cette brochure Pourra, peut-être, leur 
servir d'introduction. | 

Dans le dernier Chapitre, nous signalons plusieurs exten=" 
sions notables des résultats antérieurement exposés avec plus 
ou moins de détail. 

Il suffira, pour lire cette étude, de connaître la chéorié des 
fonctions implicites (*), les théorèmes sur lexistence des 
intégrales d’une équation différentielle (5), le: théorème gé- 
néral de Cauchy et Mme de Kowaleska (). . 

L'on trouvera un article bibliographique très ‘intéressant, 
sur ces questions, dans l'Encyklopädie der mathemati- 

schen Wissenchaften, article écrit par M. A. Sommerfeld 
(avril 1g00).. - 

  

(*) Voir P. Dunes, Lecons sur l'Hydrodynamique. et l'Élasticité, 
licrmann, 1891. 

() Sür les vibrations des corps élastiques tsotr °pes (<lcta mathe- 
matica, 1894). . 

(5) E. PicarD, Conférences, Gauthier-Villars, 1905. 
Cf) Cours ou Traités classiques de MM. Jordan, Picard, Humbert, 

Goursat, Lipschitz, de la Vallée-Poussin, Fouët, Osgood... .. — E. Gour- 
‘SAT, Bull. Soc. mat. de France, t. XXI, 1903. I. HADAMARD, Jbid., 
t. XXXIV, 1906. . 

(5) Pour les fonctions analytiques on emploie le « Calcul des di- 
mites » de Cauchy. Pour lés fonctions générales : la Méthode de Cauchy- 
Lipschitz, la Méthode des Approximations successives de M: Picard ou 
la Méthode de M. de la Vallée-Poussin. 

(5) G. DarBoux, Comptes rendus, 1875. — s. de RoWALESKA, Jour- 
nal de Cretle, Se — Travaux de MM. Méray, Riquier, Bourlet, 
Delassus.. | ‘ 

15.septembre 1906.
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CHAPITRE L 
ÉQUATIONS DU PREMIER ‘ORDRE À 2 VARIABLES INDÉPENDANTES. 

- . a te Lt E 

Nous renvoyons, pour l'historique,’ aux Ouvrages .clas- 
siques (*), citant seulement les noms de Lagrange, Cauchy, 
Jacobi, Lie, etc. D Le 

Nous supposons # — 2, car tout s'étend sans difficulté äu 
cas général. et . 

Donnons d’abord le théorème de Cauchy qui prouve l’exis- 
tence d'une solution. Mme de Kowaleska se servait, pour cela, 
d'un jacobien. Nous allons, au contraire, avec M. Goursat, 
rester strictement au point de vue que Cauchy appelait Cal- 

‘cul des limites. . . 
Soit donc un point O que nous pouvons prendre pour ori- 

-gine. Par ce point passe une courbe.gauche quelconque, 
rendue plane par un changement de variable. Nous voulons 
trouver une surface, passant par cette courbe, solution de 

: 5 1 + 5 . ds. ‘ . 
() - : os Je Jr D) ° “ 

dy 

f étant une fonction analytique. 

4. TuéonèuE D'EXISTENCE. — L'on peut écrire 

O p=f@ y aq) =) Cuumahykztqn, 

puisque nous sommes dans le domaine analytique (la figure 
ci-contre n'est qu’un chème). 

(!) Ixscn#xErskY, Équations du premier ordre, 
— P. Maxstox, Équations du premier ordre. Gauthier-Villars, 1875. — EL. Gounsar, Equations du premier ordre. Hermann, 1891. — S LE, Geometrie der Berührungstransformationen. Teubner, 1896. — E. Derassus, Leçons sur les équations du premier ordre. Wer- manu, 1897. - Fr 

traduit par Iloücl.
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L'on donne une courbe BOB" dans le plan 703, soit 

(2) . 4= By + Bayt++ Bayn+.... 

- Fig. 1. ‘ N 

  

Et l’on cherche une surface intégrale passant par celte 

courbe au voisinage de l'origine a? 

(3) 3 = A1oT + AT + Ant+ A2 +... 

Donc les dérivées de 3, par rapport à y» sont connues en 0, 

c 'est-à- dire 

Au= Bi Ao2 = Bo, ses Agn = Bas: c... 

Connaissant 4, eù 0, l'on déduit la valeur de P; d'après (1). 
Dérivons, en y, les deux membres de to: Cela nous don- 

nera, sans ambiguité, | ° 

025 : ds os - dr+13 . . ." 

LC 5) Gr) ne gs). TT 
Puis dérivons, en æ une fois, puis en y. Cela nous donne, 

sans ambiguïté, : door eo ee, - 

[atz a ne Fi 

Dérivons ainsi, méthodiquement, etnous obtenons tous s les 

coefficients À,g sans aucune ambiguïté. . 

Ayant obtenu la série formelle (3) il faut montrer sa con- 

vergence. 
D'abord, en remplaçant 3 par ‘2+ ax, ce qui ne change 

pas la forme de (1), l’on fait «disparaître le terme con- 

stant Coo00- 
Puis, M étant une constante supérieure. au module maxi-
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mum de f M. Goursat choisit habilement la majorante II 
de f, | - ° 

° [ M (4) H= - - — —M, 
Lhy+s ‘ a Y / 

(EE (2) 
« est un paramètre compris entre o etr, R el'p sont assi- 
gnables d’après (1). | | . 

Faisant alors + ay—u, M. Goursat montre aisément 
que l'équation différentielle 

- ° ds M _ . = — "5 
G) du u 

_ « : ia ds 

TR "+5 du 

est une équation majorante pour (1), c’est-à-dire telle que 
le développement qu’on en déduit - 
(6). ‘ 5 = 197 + any + AT? + ATV +... 

est convergent avec &u8 > | Aug |. 
= Or l'équation (5) admet une intégra le holomorphe au voi- 
sinage de 0, nulle ainsi que la dérivée première, en o. Donc 
l'équation (1) a une solution holomorphe au voisinage de o. 

La démonstration s'étend immédiate ment d’un système du 
premier ordre à p fonctions s et p équations (1). Mais nous n'avons ainsi qu’une solution locale, comme dit M. [lada- 
mard, une solution autour de o dans un petit domaine. 

: M. Goursat a, tout récemment, apporté à ce -Sujet des résul- , lats nouveaux que nous allons résumer. - 

2. NOUVELLE EXPRESSION DE LA SOLUTION. —- Soient deux variables x, y, dans leurs plans respectifs, soit D l’aire d’un 
cercle de centre z, et de rayon R: Soit ® un domaine quel- - Conque pour y (2). : - : . . 

Soit une fonction F(x, y) holomorphe quand x est dans D el y dans ®. On peut la représenter par. S, ou par $, 
D PO) + PO — 0) ++ Pay) moe + 
CORDES TT A E 

} E. Gounsar, Cours, t. II. - 
) E. GounsaT, Soc. math. de France, i906.. 

.C (
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P, est holomorphe et la première vaut pour tout le domaine 
(D, ©); la deuxième série vaut seulement pour le domaine 
formé par D pour æ, et pour y par le cercle de rayon Po: 
(29 dépendant de Yo): ee 

Fig. 2. ° _ Fig. 3. 

 < 
Inversement, si l’on a une série S,; les P, étant holomor- | 

phes en y dans ®, et si, formant S, en partant de S;, on peut. 
trouver en chaque point y, un nombre p, tel que S, converge 
pour [T— 2 |SR, | 7 —70l£po, R étant fixe, l'on peut affir- 
mer que’ S, converge dans le domaine (D, ®) et représente 
une fonction holomorphe. 

__ Cela posé, étudions l équation 

     
P=f(2, 7:59) 

en.supposant, ce qui est toujours possible, que l'on cherche. 
la surface intégrale contenant la droite 3 — 0, æ —Xx,. ' 

Supposons j holomorphe quand zx reste dans une aire cir- 
culaire D, de centre x,, de rayon a, 3 et 4 dans des aires. 
circulaires D:, D, de centre o, enfin y dans une aire @. 

: Écrivons donc notre équation 

p= ty) _ roshg 

Cherchons la solution sous la forme 

3 = (TT — 20) +... + onyx y Hess 

Nous la trouverons conver gente pourvu que 1 l'on ait 

lr—r|£ 

R étant fixe, assez petit; et pourvu que y ‘reste dans ! une 

aire D’ intérieure à ®. | 
L'on voit la grande importance de ce résultat, dans le do- 

maine réel comme dans le domaine complexe. F: Par ce procédé
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M. Goursat aborde l'étude d'une intégrale tout le long d’une 

caractéristique, courbe qui va être définie. 
. Voyons pour cela dans quel cas le théorème d'existence est 

en défaut. : Li ee | 

3. Counses D'EXCEPTION. CARACTÉRISTIQUES. — Proposons- 
nous maintenant de trouver des courbes F : 

M æ=x(t), y=y(t), sz=:(t) 

qui soient des cas d'exception relativement: au théorème de 
Cauchy et de Me de Kowaleska; 

ds JS : do? 5 ..  0?3 d?s 
  

PT 5x? TT y. TT Gr? ST 6r0y’ FT ot 

__ 933 032 33 s 03 3 | 

on PE Ge Te gp 
Dans certains cas, il sera préférable d'écrire 

03 | . ds d?5 
Pio= 3x? Pui—= dy” Ps dx? ? 

ds 03 | 
PT ve ay? P30 = 9x3? ….. 

On donne donc 

ED | F(æ,ÿ,3,p,g9)=0. 
Sur une courbe gauche C on donne l'intégrale, soit 5(4). 
Sur GC, p, q, r, 5, ... sont fonctions de 4. 

Dans quel cas C devient-elle une courbe d'exception T? 
3(x, 7) doit être une surface intégrale, donc 

(2) De | ds =pdr+q dy. 

Sur C, les relations (1) et (2) ne renfer ment que t (et dt 
que l’on peut éliminer). 

{r) et (2) donnent. donc les valeurs de P etg,ent,sile 
Jacobien n’est pas nul. 

Posons : 

9F 

dx. , ….. 

, oF ce =? 

le jacobien est
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‘: SiJ—o, on ne peut plus affirmer que (1) et (2) donnent 

p(e) et g(t) d'une manière unique, bien déterminée. 

Si] <0o,petq sont bien définis, en 4, de même rets, 

d'après ces deux équations, conséquences de (1)et (2), 

G)  X-+pz+Pr +Qs =0, } , 
équations en é. 

(3') — dp+r dx +sdy =0, _ . 

De même, £ et < sont définis par 

(4) Y+gZ2+Ps +Q= =0, 
(4') —dq+sdr++dy=0, 

équations en £. 

J'est le déterminant fondamental pour les deux systèmes.’ 

Si J —o, il y a impossibilité ou indétermination. 

Si l’on peut trouver æ, y, 5, P,q, en Ë, annulant tous dé- 

terminants de ce Tableau : 

| dx dy — dp -— dy | | 
, 

P Q X+pZ Y+g2 

l’on aura une courbe Il’, en æ, ÿ, 5; p, q, le long de laquelle 

r, 8, * seront indélerminés. . | ‘ 
Adjoignons à (1) et (2) ces relations (avec ou sañst) 

  

dx dy  —dp — dq (= dt), 
    

GE. PQ X+pZ Y+g2 

ce qui donne . : | | 

ds dx cure 
6) Re = = = dt). 

( Pp+Qg P ( ) 

"Ce système admet les intégrales premières | 

F(æ, y; 3,P g)=0, | 

Gr(r, Y,2,P g)=ch. (hk=1,2,3). 

On peut encore écrire l'intégrale de (6) 

(1) | æœ = (4, Ci Cas Ca} 

(I) n EAU Ch} ” 

CII) ce se s(8 cn) : 

OV) papa 
D gegtheme 

Si J 0, toutes les dérivées de z s'obtiennent de'même,
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sur C. d étant une fonction connue de æyspqrst, provenant 
OR . , 

de la dérivée, en +, du premier membre de.(3), l'on a 

(7). CPHPa +Qh ne! équations en 4, 
(7) — dr+adr+f®dy =0, j: 

deux systèmes analogues donnent (8,7) et (+, à). 

[on laisse de côté des équations inutiles, car si les résul- 

hoicennr À / 023 \ ‘à fats\. : tats sont-conlinus on sait que = Ge = 7 () .. | 

Si J—o, on a, au contraire, le résultat suivant : 
Complétons le système (6) èn écrivant, à la suite, 

. (6): : ur 
  8) esse (= dt) = LL =ds _—&. 

pp Dh; dy 

Ce nouveau système (8) donne une courbe T’ en Æ Yr3, 
Pr 91 Tr, $, % le‘long de laquelle «, B, +, à sont indéter- 
minés. … . 

Les courbes d’indétermination I’, I”, ... ont toutes un 
même support, les courbes de l'espace (x, y, 5) définies 
par (1), (I), (HI). Nous les appelons courbes caractéris- 
tiques ou courbes T. Le 

Puisqu’il ÿ a trois constantes arbitraires, par tout point 
(æ°, 7°, 3°) il passe une infinité simple de courbes L formant 
un conoïde, 

Le cône des tangentes aux caractéristiques issues de 
(æ°, y°, 3°) à pour équation |: . 

| Q(a0, 79, 50, dr, dy, ds) = 0, | 

résultat de l'élimination de p, q entre 

F7 sp,g)=0, 
dr __dy : . ‘ds 

PQ  Pr+Qg 

C'est le cône élémentaire (Elementar Kegel). 
Ce qui est extrêmement remarquable, 

courbes F, exceptionnelles r 
Kowaleska, vont nous per 
plus général que le- 
point de départ. 

  

c'est que ces 
elativement au-théorème Cauchy- - 

mettre de résoudre un problème 
problème analytique qui. a été notre :
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k. INTÉGRATION PAR LES CARAGTÉRISTIQUES. — Regardons les : 

courbes T indépendamment de leur origine naturelle. Soit 

une courbe T et un point quelconque (x, F°, 3°) de T' cor- 

respondant, si l'on veut, à £— 0; donnons-nous arbitraire- 

ment p° et g° valeurs de p et q pour 0 : la courbe Tr’. 

portée par T est définie sans ambiguïté. 

Appelons intégrale une expression 3(+, y), continue ainsi 

que ses dérivées des deux premiers ordres, non plus néces- 

. sairement analytiques, satisfaisant identiquement a aux ‘ équa- 
tions @). et (2). 

Ce qui précède veut dire ceci : 

- S'il existe des intégrales ayant en commun la courbe T'et 

se touchant au point t—o, elles se touchent en tous les 

points der. ct Po rec 
C'est la simple traduction de ce fait : : 
Au lieu des équations (1), (II), .... (V), l’on peut | écrire 

= Gi(4; Fr P 3 °, p°, q° } 

et 

- = 92% 393 -P—=SQu q—=Ss 

(des mèmes variables et paramètr es). 
Les surfaces intégrales se raccordant le long des courbes, 

on peut espérer que, par des assemblages de courbes T, on 
formera effectivement des solutions. C'est ce qui a lieu. 

Surface intégrale passant par une cour be gauche non 
caractéristique. — Soit U la courbe donnée, un point 
sur U: | 

ment), = au) = gatu) 

  
soit T° l’une des courbes T passant par M, P un point quel- 

conque de r°, défini par 4 u et t(t—=0 ‘correspondant à M).
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Le lieu de r° formera une intégrale si l'on a i 

(a) 0=Ffr(tu) yGu) zu) pu, . g{t, u)}, 
05 , dx. . dy 

CB) o=H= ou Fou Tu’ 

. . - _ 05 dx . dy 
Cr). SK PH D 

! on 7 

En vertu des équations (6) qui régissent. ‘les variations 
sur T° (où u est constant) la relation CN) a toujours lieu et L (a) 
se réduit à la relation en «. 

Cv) | F(æ9,,79, 20, pt, qgt)= 0. 

Cauchy, d'autre part, a montré que l'on a 

° OH 
(2) . =, 

À 
ou bien 

t 

‘ ‘ — [ zat ‘ ‘ 
(3) . : H = He J, ; |: | 

H° étant la valeur de H en M, sur U. Bone -@). se réduit 
à H°— 0, ou bien : 

| . dn Fa de. dy: | 
(4) ST — te LE = 0. 

du du 

En résumé, par la tangente MT à:la courbe U l'on mène 
un plan tangent au. cône-élémentaire, ce qui détermine 1 
ou m courbes T° d’où une intégrale à 1 ou »2 nappes. 

Si, en un point isolé, w,, de la courbe U, l’on avait 

dx. dy 
du _ du 
PQ 

le cas le plus simple serait le suivant: p° et q° seraient fonc- 

tions de (4 — us, c’est-à-dire que. K nappes de l'intégrale 
se raccorderaient le long de la caractéristique. . 

SOLUTION CONOÏDE. — L'on peut encore former une surface 
intégrale en prenant simplement le conoïde des caractéris- 
tiques passant par un point fixe Q. 
Un point quelconque est défini par 4 qui est nul enget 

. varie sur T', et par u qui est la | constanté définissant à Sur le 
conoïde. .
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Le calcul de Cauchy, identique : au précédent, montre que 

l’on a une intégrale si 

F (en Yu 1P1:g!) 0, 

p'etg'sont variables, fonctions de u. 

Fig. 5. 

(oyrz) 

  

| dH dE dK 

t 

(3) eme h . 

or l'on a I 0 puisque æ,, 1, 5, sont constants. 

Remarque. — Dans tout ceci les éléments peuvent n'être 

pas analytiques. Ii suffit que, d’une manière quelconque, l’on 
puisse intégrer le système (6) du n° 3, c'est-à- dire que 

P, Q X+p2 Y+g2 

soient continus ét non tous nuls à la fois: au point initial M 

oun:{—o. 

Dans le domaine analytique le système (6) donnerait la 

solution inacceptable 

æ= const, de méme VS Ps q: 

Dans le domaine général il n’y aurait de résultats précis 
que dans des cas spéciaux. Nous-:supposons essentiellement Z 
Jiné, pour tirer de (3) notre conclusion. 

Nous allons maintenant, d’après un’ beau Mémoire de 

M. G. Darboux (Savants étrangers, Institut de. France, 
1883), étudier les solutions singulières, dont Lagrange avait 

déjà parlé, mais d'une façon incomplète.
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5. Sozuriox sixquiÈre. — Nous supposerons toujours 

2F 
— = 250. 
93 ° 

. Supposons p et g éliminés entre les équalions 

Fo, Po, Q—o.: 

M. Darboux, qui avait résolu un problème analogue tou- 
chant les équations différentielles, a démontré ce théorème: 

© « Le résultat de l'élimination donne, en général, une 

surface R(x, y, z)=—= 0, lieu des points de rebroussementdes 
. caractéristiques. » 

Et l'on a les singularités réciproques en remplaçant P par 
X+pZetQ par Y + g2. - 

_. Définissons maintenant, avec M. Darboux, la so/ution sin- 
gulière de F—0o comme surface (27) satisfaisant à la 
fois aux équations : - 

F(z,7; 3:pP,q)=0, 

P(2,7;:3p;q) 0: 

Q(r, 7. 2P:4)=0, 

équations qui, dans ces conditions, éntraînent les suivantes : 

X+pZ=o, | 

Y+gZ=o. | ‘ 

(Dériver F'en æ, en tenant compte de ce que 5 Pr9: sont 

fonctions de x, et tenir compte de P—Q—5; c'est immé- 

diat.) N 
Étudions, au voisinage d’une intégrale singulière (quand 

elle existe), les caractéristiques. Soit 

| ‘+= u(r,}) 

celte intégrale, faisons . | 

\ s'= 5-0, "2 

et écrivons l'équation, d'après 2 o, sous Ja forme 2 7 

Qu) 2e pp q)=0, 
cette équation devient 

3'+w—d'(x, JP" g'})=0,
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si, pour la première, l’on a 

OSPEREX—-P=Y—g (Zn), + 

l'on en déduit, pour la deuxième, 
: Donc une singulière se transforme 
Donc nous pourrons: re. partir de] 
que la singulière est 

les relations analogues. 
ainsi en une singulière. 

a forme (1}; 2° supposer 

© (2) | 3=0. 

Précisons la forme de (1) en prenant le cas le plus simple : 
| A p°® a? . .. (n + Bp9 + CE Ney p,q) 

Ÿ étant analytique au voisinage de (0,0, 
Partout, ou p*, ou g* en facteur. 

Regardons le système (6). Si nousv |  tial d’une Caractéristique, situé sur la 

0,0) et contenant 

oulons que le point ini- 
singulière, corresponde : ,. dû - . 4 £— 0, nous remplacerons dé par -j et nous aurons le Sys- Ü têème 

| ‘ ne dp » ‘ dy ‘ T LT -P, 0 =Q, 
« 

dp - dg , 

Avec M. Darboux, posons 

P= p'"8, g=9, . 
. alors 5, d'après (1), contient le facteur 02, d'où 

; P=P0, Q=—0Q0, 
X=X0, Ye yo - avec 

- Se P'=Ap+Bg'+..., Q'= Bp'+ Cg'+..….. ‘ 
| Nous pouvons alors intégrer le Système en choisissant arbi- | trairement ° ° 

   

P=a, gp, . 
az — p' - dy ! ds 1, ut 
a =? À = 3 a PP CN 
dp' … # dq' u , . | - SLIOTEC . ADN = Ÿ 

CENTRALA 

    Nous avons 

POS Au+BS;  Qo— Br C8, 
Sefontin no on
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d'où 
..æ=(Au+ B$)6+..., 

y=(Ba+ CR)0+..., 

3 = K0? | Ho. 

Voilà une’caractéristique passant par le point (0, 0, o) de 
l'intégrale singulière et tangente à la singulière. 

. ” & « eme 

Elle contient une seule constante =; car le système diffé- 

rentiel ne change pas par la substitution 0, C0. 
Ici le cône élémentaire (Z{ementar Kegel) est un plan, 

le plan tangent à la singulière. 
Dès lors, comment former l’intégrale si lacourbe donnée U 

devient une courbe V tracée sur la singulière ? 

  

= 

Soit M un point de V, de paramètre 6. | 
L'on a, bien entendu, F = 0, quelle que soit la caractéris- 

tique T et quel que soit le point P et 

3 dx dy 

a PP 5 2% 
o= K = 

Il faut avoir, quel que soit P, 

ds. dx .0y 
NE GP T0 : 

Or, | . ° 
9H [2H ok _1, 

dÙ ‘90 05 ° 0 ? 

d’où 
HU = 0. 

Il faut donc avoir | 

fa
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m est une fonction de « qui doit s’annuler sur la courbe V : . Fe . . EE LT 

= fi(s), F= fac), 2 —.0, | 
. 9130 Pad 9 02y0  0p9 0x0 .0g0 dy? = DO —î 

. PT 3008 Po000 — T3 À à — 0 à 

Les trois premiers termes sont nuls ; il reste 
Î 

.. _ : 0æ0 dy? 
ET Pr 

ce qui achève de définir {a caractéristique à choisir èn M. : 
Ainsi, dans le domaine’analytique (l'extension serait diffi- 

cile), M. Darboux à montré que la courbe U définit encore 
une surfacé intégrale si elle devient une courbe V tracée sur 
la singulière. , Le _. ‘ 

En particulier, réduisons V à un point : Toutes les carac- 
téristiques passant ‘par un point fixe dela. singulière 
forment une surface tntégrale. (loi m=o.) : | 

6. Tuéonte ve Lacrance. — Il est utile de faire l’histoire 
_de ce problème, car cette histoire montre admirablement de 
quelle manière se fait le progrès dans les, Mathématiques. 

Les hommes de génie, comme Lagrange, font rarement de grosses erreurs, mais souvent leurs points de vue‘ont besoin 
d’être précisés et, en partie, modifiés. Ce qui prouve unique- 
ment l'extraordinaire effort du précurseur. 
Lagrange disait : Soient a, b deux constantes et une sur- 

face _. | Do o: 
4 (1) . ‘ | f{2, F2 Z,4, b)=0. 

L'on a, sur la surface, É 
ot note - ° "te : EE 

| f _ Ÿ _ ® Lattes 
2 di 

Éliminons a, b, il vient 

(1) - F(z, y; &3 Ps g)=0.. 

Lagrange supposait implicitement que toute l'équation du 
Premier ordre a la même origine que (1). . 

Il en concluait que, connaissant une intégrale com- 
M NS 9
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19 En: donnant à a, b touLes les valeurs, on a toutes les 

complètes; 
2° En posant b= (a) (e arbitraire) el en prenant l'en- 

vekppe, on a les intégrales générales ; 
3° En prenant l'enveloppe de toutes les complètes, on a 

la singulière. - : 

Tout cela est parfait si (1) a l’origine dite. Et encore, les 
grands théorèmes d'existence de Cauchy ont fait pressentir 
de plus en plus que les solutions des équations telles que (1) 
n'ont d'existence que dans un champ très limité du domaine 
analytique. : 

Ainsi, le théorème de Cauchy et de Mme de Kowaleska 
nous fournirait (1), étant donné (1), mais pas sûrement, dans 
un champ suffisant pour que soit applicable la théorie des 
enveloppes. 

C’est ainsi que M. Darboux a repris à neuf toute la théorie 
des singulières. : 
En: général, ny ena pas. ‘ 

Si elle existe, elle jouit des principales propriétés ‘de la 
singulière de Lagrange, ainsi que nous l'avons vu. 

7. "Équarios LINÉAIRE. — Soil Pp + = = KR, : . 
P, Q, R sont fonctions de æ, y, s. 
Les caractéristiques sont des courbes en Ty Jr3 définies 

par . 

EN y a une seule car actéristique en un à point quelconque 
(x, y°, s°) au voisinage duquel P, Q, R n'ont pas de singu- 
larité. . 

La théorie de l'intégration et de la solution singulière est 
donc infiniment plus simple, comme il est bien connu. 

Note. — Sur la nature analytique des solutions, voir La 
Dissertation inaugurale de Earre Raymoxo Hebriok (Güt- 

‘ lingen, 1go1).
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CHAPITRE IL. . 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU SECOND ORDRE À DEUX VARIABLES 
INDÉPENDANTES. rot 

La théorie des équations du second ordre a été l’objet de 
travaux de caractères très divers, que l’on ne saurait résumer 
ici. . | 

r, $, { étant les dérivées partielles de 5 en æ?, zy, y?, 
Monge et Ampère ont, les premiers, étudié les équations 

0) Hr+2kKs+Li+Mæ+N(re st) = 0, 

H, K, ..., N étant fonctions de x, y, 3, p, q. 
Très anciennement, Æuler avait obtenu des résultats 

notables touchant des équations, cas particuliers de celles de 
. Laplace : Fm - ; 

dx 03 ds - 
(2) roy + Pos Ca + Ds+ES 0. 

Autrefois, l’on ne doutait pas de l'existence des solutions, 
sous forme explicite, avec des fonctions arbitraires dans leur 
expression valable pour tout l’espace. a 

Cauchy est venu restreindre nos ambitions en recherchant, 
dans un domaine restreint, une surface intégrale, analytique, 
pour l'équation la plus générale : 

(3) F(x, F5 PS t)=0, 

surface astreinte à passer par une courbe C avec un plan 
tangent donné le long de C. ‘ | 

L'on démontre un théorème d'existence analogue à celui 
du Chapitre I, sauf que, au voisinage de o, l’on donne, en 
outre, les valeurs analytiques de p et g. Comme précèdem- 
ment, l’on passe de {a courbe située dans le plan 50y à une 
courbe quelconque. 

Nous allons voir comment se: présente le problème .de 
Cauchy. : oo . 

En même temps; comme pour les équations du premier 
ordre, nous rechercherons les multiplicités pour lesquelles
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‘" le théorèmé est en défaut et nous chercherons à faire aper- 
cevoir quel est le rôle de ces caractéristiques d'un nouveau 
genre. 

Monge avait, à son point de vue, reconnu le rôle de cet 
élément fondamental. M. Goursat a fait pleinement connaître 
ses travaux et les admirables découvertes d'Ampère. 
Les caractéristiques tout à fait générales, relatives à l’équa- 
tion (3), ne jouissent pas de certaines propriétés spéciales à 
celles de (1) et qui font de ces équations de Monge-Ampère 
une classe d'équations tout à fait à part. 

Nous renvoyons encore, pour l’historique, aux Ouvrages 
classiques (1). | LU. | 

Le lecteur s’apercevra que nous sommes ici assez loin du 
degré de perfection qu’a atteint la théorie dans le cas du 
premier ordre. | 

: Lé CARACTÉRISTIQUE -DU SECOND onDrE: — Nous suivons pas 
. à pas M. Goursat, en modifiant un peu la forme seulement. 

Cherchons donc une courbe F'en x, y, 5, p,q, ..., 4, qui 
sont chacune fonction de 6, telle que le théorème d’existence 
tombe en défaut, : : : ., . | 

- L'on a le système et ou 

QG) F(x,7,2, p,q,r,s,t)=0o . 
(3) — dp + rdx+sdy=0o équations en . 
(3) — dq+s dr +tdy=0o 

Pour que l’on ne puisse tirer r,s, £ du système, sans ambi- 
guïté, il faut que le jacobien soit nul : 
(4) ._.. o=J = T d2?—S dx dy +R dy? 

©" Nous pôsons toujours FD 

. _0F dE. oF X= — ..., Te 

Nous supposons que l'on n’a pas ‘une ‘intégrale w(x, y) 
satisfaisant à la fois aux équations | 

: Pit fi mortes Fi 
F=0, T = o, S= 0, R = o, 

- Fu . . CN e È ’, dite solution singulière. Ce serait: 
étudier séparément.‘ ‘7: 

‘encore une question à 

  
(1) DISCHENETSKY, Éqguations di deuxième ordre, trad. Houel. — . GRAINDORGE, É‘quations du deuxième ordre. Bruxelles, Hayÿez, 18-2 , —. E. GouRsaT, Equations du deuxième ordre, 2 vol. Paris, llermann.
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Aux équations (1), (3), (3), (4) adjoignons d’abord. 

(2) _ ds=pdr+gdy, | 

puis celle qui exprime que, si r, 5, € sont des fonctions 
connues de 0, il ÿ a indétermination pour les dérivées troi- 
sièmes | 

% B.. Y: Ô ou P301 Pers Piss Pos. 

Si nous posons .… 

XM=Y+pl+rP+sQ, 

Yi=Y+gZ+sP +140, 

nous avons, pour déterminer x, 8, +, à, le système 

Xi+ Ra+S$+Ty=o, 

— dr+adr+8dr=o, 

Yi+RB+Sy+Ti—o, 

— dt + y de + 8 dy = 0: 

dont le déterminant est D —— J : 

‘ R:S T o | 
oiR ST | 

0 o dr dy 

  

Donc, annuler D, c’est écrire l'équation (4). Supposons 
que ni R ni T ne soient identiquement nuls; nous prenons 
pour déterminant principal celui qui est marqué 

 D'e Try. 

On peut alors prendre « quelconque, B, , à seront déter- 
minés si l'on a 

° — X;: 

—Yii D 
dr : 

dt 0 dr: dy 

-D’= 0 = 

Développons et tenons compte de ce que la ‘différentielle 

de F est nulle, d’après (1) 

Xa dx + Y; dy + Rdr +S ds+Tdt=—o . (équation-en 9, d). 

Tenons compte, aussi, de l'équation (4). Il vient 

Je ° ds dr 
(6) METT HR IS 0
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Soit donc le système (1), (2); (3), (3°), (4), (5), -nous avons six équations différentielles, et, si nous faisons, par exemple, æ— 0, nous avons sept fonctions inconnues de x. = La solution contient ne fonction arbitraire. Pour une . telle solution, dans les termes du développement de Taylor 
: 33 . . formel, le coefficient de 9x3 st arbitraire. 

Cette solution y(x), 5(x), p(æx), ..., t(æ) est dite Caractéristique de ( 1). | . . Ceci est le cas général, RT n’est pas identiquement nul. D'autres cas peuvent se présenter : 
Cas À. — Si l’on avait T=0 et R non nul, l'équation (4) se dédoublerait explicitement en ‘ 

(4) | R dy --S dx = 0, 
(4) | dy = 0. 

Avec (4') l'on n’a qu’à conserver (1), (2), ..., (5). Avec (4) l'on a des changements notables : (5) devient : 
» . dr ds ° à 

Cas B. — Si l’on avait T = 0, R= 0, l'équation (4) don- . nerait 7 LL 

CG : dx = 0, 
(COX oo dy=o; 
d'où, pour (5), les formes 

gr ° tr (5) Xi4+ST = 0, rt. | ! dy - 

° ds . 5"). . X —— = ( ) NM+ST 0. 
/ 

: 

Cas C.— Si la relation S2— &RT —o découlait de F — o, 
Péquation (4) aurait constamment une racine double er D; . . - D d'où des Caractéristiques ayant des Propriétés spéciales. 

Cas D. — Enfin, pour les équations de Monge-Ampère, si on laisse de côté (3) et (3), l’on a le système = 
U dp dy + L dg dx + M dx dy + N dp dq = 0, Hdyr —2kKdrdy+ La + N(dp dr + dq dy) = 0, 

* ds = p dx + q dy;
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d'où r, s, é sont-exclus. L’ on peut, ici, détacher de la carac- 
téristique du second ordre en &, y,...,q, r,5, t une carac- 

téristique du premier ordre en x, y, 5, p, g; d'où l'allure 
spéciale de la théorie des équations de Monge- -Aunpère, avec 
les intégrales intermédiaires. 

En tout cas, une différence essentielle” est déjà apparue 
entre les équations d'ordre un et celles d'ordre deux. 
Appelons caractéristiques d’ordre zéro, un, deux, ... 

des multiplicités d'exception relativement au théorème de 
Cauchy-Kowaleska, contenant 5 seul, ou ses dérivées pre- 
mières, ou celles du premier et du deuxième ordre, :... 

Pour les équations du premier ordre, l’on obtient norma- 
lement des caractéristiques d'ordre un dont se détachent 
tout naturellement des caractéristiques d'ordre séro : des 
courbes ordinaires. En un point il y a une de ces courbes T 
dans le cas linéaire, et un conoïde de courbes : T dans le cas 
non linéaire. : 

Alors l'intégration est immédiate. . 
Ici, au contraire, il y a une fonction arbitraire dans les 

équations des caractéristiques qui sont d'ordre deux. 
La question est donc tout autre. 

Pour préciser, poursuivons notre étude. 
Supposons connues, sur la caractéristique d’ordre deux, 

toutes les dérivées secondes et cherchons, pour les dérivées 
troisièmes, des valeurs telles que les dérivées quatrièmes 

‘soient éndéterminées. | NE | 
Sur une intégrale, 5, p, g, ... sont fonctions de x et y. 

:Supposant ces valeurs portées dans (1), cette équation devient 
une identité | . 

F(x, 7) =0; 

toutes les dérivées partielles sont aussi identiquement nulles. 

De même que nous avons écrit déà 

dF 
dx = X;- + Rpso+ Spu+ Tpu=0, 

Tr . 

dE . 
dy =Yi+ Rp + Spa+ T Pos = 0, 

écrivons aussi 

Fr . ‘ 
Hÿ — XI+Rps1+S pre + Tps5= °, | 

: ŒF , 
— = Xi + Rpro Spa Tpsr= 0.
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Adjoignons-y les relations fondamentales 

_ dp30+ Ps0 dr + P31 dy = O0, 

— dpia + Pos dr + pis dy = 0, 
— dpis Pis dr + pos dy = 0. 

Nous avons ‘cinq équations Pour nos cinq inconnues. Le déterminant D; = dyD; si l'on'a RT ;£o, nous prendrons pour déterminant principal le mineur: D; (séparé par le poinuillé) 
R ST o oo 

Lo io: 0. dr. dy 

Dans ces conditions, d’après (4), l'on a D; — o. Si l’on se donne arbitrairement p,, les autres dérivées sont déter- minées sans ambiguïté si le déterminant: D; est nul (théo- rême classique dit de Rouché) : : 

—X2 S T 

XI RS T 
dps dy o  o 

dpis 0 dx dy 

Di= dy 

Or ce déterminant ne diffère de D” que par la première colonne: Il est inutile de le calculer, puisque D” à été déve- loppé. 
Tenant compte de la relation . 

dŒ\ Se à | a( = Xi: dr +Xt dy+.., 

expression en 0 identiquement nulle sur une intégrale, et de la relation (4), l’on trouve l’analogue de (5) : 

  

X: devient X3, 

P20 » P30; 
Pi » Pa; 

s. 
- dp39 dpi . 

(6) Xi+RER ET dy = 0. 

Si aux équations de la Caractéristique d'ordre deux nous
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ajoutons celles-ci : d’abord (6), puis 

dPr0 = P30 dr + Pa dy; 

dpi = Pan dr + Pis dy, 

dpus = Pie dT + pus dy, 

nous ajoutons quatre équations et quatre inconnues; nous 
aurons donc, avec le même degré d’arbitraire, des’ caracté- 
ristiques d'ordre trois, multiplicités telles que l’on puisse se . 
donner arbitrairement p,, et que les autres dérivées qua- 
trièmes s’en déduisent pour la formation de la‘ série formelle 
représentant (x, y). 

En faisant les calculs de la même manière, l’on atteint le 
cas le plus général. 

Une caractéristique d’ordre 2 s'obtient en ajoutant aux 
équations des caractéristiques d'ordre (r — 1) les suivantes : 

- dPn,0 dpn-11 
Xa-1+ Re TZ = 0, 

Paso Pa, o dx + Past dy = 0, . 

sos ssese cosmos. ss. , 

Par exemple, D.. en choisissant bien D parmi les équations 
employées, sera de la forme 

D:= dy?D; 

donc D, est nul si D, ou J, est nul (| 4). Puis l'on a un déter- 
minant bordé qui, au facteur | près dy*, est déduit de D” par 
un changement de la première colonne seule. Il suffit donc 
d’avoir développé D”, | 

9, Tuéonèues DE CAUCUY ET DE M. Gounsar. — Nous 
concluons: | 

1° J étant non nul, connaissant p'et q sur une courbe : G, 
nous pouvons calculer sans ‘ambiguïté toutes les dérivées et, 

par la méthode'des majorantes, l'on: montrera que la série 
formelle obtenue converge au voisinage de C; 

2° Au contraire, sur une caractéristique d'ordre deux, avec 

la condition RT 20 et S'— 4RT <o, il existe une infinité 
de surfaces intégrales se raccordant. 

Pour démontrer la première partie (théorème de Ca uchy 

et de Mr? de Kowaleska) on peut, avec M. Goursat, écrire 

l'équation 
| r=F(t, y: Pig Sst)
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et supposer que l'intégrale :, ainsi que = soit nulle 
pour x = 0. 

On fait disparaître la constante en changeant : en ax? , : L Lt le 5 + —- et l’on remplace 3 par 5'+ 2(Y)+ry(y). 
&(3) étant la valeur donnée pour 3; 
” A e Ô5 #(7) étant la valeur donnée pour =" 
L'on prend la majorante 

‘ M . 
( T+y P+I) (: =) 
  — M, 

9 R 

a fortiori majorante en remplaçant + par T3 J'on fait 

T+ay=X; 
d’où . 

d?s d?:\? . . ds S 4x3 — À} (3) 7 fonct. holom. de X, #, ak”? 

.toutes Îles dérivées sont positives à l'origine; d’où le théo- rème annoncé, - . 
Nous allons, pour bien préciser le degré d'exception d’une Caractéristique d’ordre deux, démontrer ce théorème de M. Goursat : ‘ 
Par une Caractéristique d'ordre deux (S— 4RT n'étant pas nul). £{ passe une énfinilé de surfaces intégrales. 11 existe une in fintté de surfaces intégrales ayant avec l’une de celles-ci un contact d'ordre n (2 quelconque) tout le long de la caractéristique. 

Si l’on appelle Sous-caractéristique la multiplicité ponc. tuelle contenue dans Ja Caractéristique, l’on peut d’abord Supposer que l'équation donnée F—0 a subi une transforma- on ponctuelle et que la Caractéristique est représentée par 
J =0o, <o . niet! | ve 2x 2 0 Sous-caractéristique, axe 07, 3=0, Fi 
P=—=o, 
r&Æo, | Fe ec 
TES) Sfax) = o(æ). 

Faisant alors / 
| . . 2 
Ses+yf+be,
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ce système devient 

(1) J=i= =r=q=s=t=0. 

Quelle est alors la forme de l'équation, transformée de F? 

Nous nous plaçons autour de l’originex=y=s...=t0, 

Todz® — Sode dy.= Rod = 0 

doit donner dy — 0, donc T,—0, donc $,7£0 (sinon 

SE — 4 Ro To 

serait nul), on peut donc écrire l'équation 

[Q) s—b(x, Y S Pr Pt) 0. 

Nous sommes dans le domaine analytique, + est une série 

convergente autour de l’origine. . 

Changeons x en æ+4ky et nous n’aurons pas de terme 

en r seul. | à 

Or, la caractéristique est, d'une part, donnée par (I).. 

D'autre part, elle est représentée par : 

. [rs dy=0o, d:s=pdx, .dp=rdx, dq=sdx 

on} et X;ÿ+S—-—0o : ou bien Yi+S—- =0. 
. dr - x - 

Donc l'on doit avoir, sur 0%, 

db _  d 
dt ? dx 

, : 7 sq à À , 0d 
[en vertu des équations (1), X, se réduit à = et Y, à el 

Donc | | | 
: , Æ#% ‘ ‘ 

D = > À AT, 
Le 

xx 

le signe Ÿ excluant tous termes en a", yæ®, iæm.et celui 

en r seul. Je ae Le Uouriles - 

Formons la série formelle relative à s—d—o en recher-" 

chant une intégrale 3(x, y) qui soit nulle sur ox, égale 

à ®(y) sur oy, et analytique autour deæ—y=0. ,... 

Au point O, toutes les dérivées pf, et p$x Sont connues. 

d’après ces données. - © oo 

Puis, d’après (1), , 

Pi1—0:,
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L'ooa | 

2P 9 + op + db + àxb + db :| Pi2= d 7 Pot -dpio? Po ?*? pro 1 ù por?" 

Les termes soulignés sont nus en O. 

Fig. 7. 

< 

Y(y 

  

0 & 
|. 0 

Dans les autres l’on a des dérivées nulles en O. 
Donc en O | 

Lo Pi:=0. L'ona  " | : 
9,0%, op db ‘d%. op , Pa= oz gx Pn ; pis * Spa?! Pre? 9par 

De même 

. Ph=0. 
Montrons que l’on a 

O=pPii=phi=pli=.. D 
O=Pia= pis plr..…. 

C'est le Point.capital à éclairer. | . Supposons que ces relations ont lieu jusqu’à Pris Pè2 et Mmontrons qu'elles ont lieu POUT Phis,1s Poste . Or, tout terme de Pu—%, contient l’un des facteurs ls s p,gr, 4]. 
Dérivons À fois en æ. D'après la formule de Leibniz, nous avons encore, en. facteur, l’un'des termes 19 5, ..., 4 | P30, es Pn+aol, lPi1 Pits ce: Pasts Pnal. Donc . Lin ne 

. .f :  Phtiis 0. . 

Ecrivons, d'ailleurs, : nice es 

PR = VE Rpa + T pos. 
Dérivons n fois en Z, d'où LL dits 

nm _ L PS _
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Le terme À, provenant de W, pareil à +, est nul en O. 
Ecrivons . - 

! dMRp ‘ - 
B = an = Rapu+ Raipsi ++ Rprense dx" 

Comme R est au! en O, B est-encore nul en ©. 
Enfin T, comme W, a la méme forme que +, donc, si. l'on 

écrit 
onT , 

C— — res = Ta pos + Tapis + Tpas 

tous les termes T;, T sont nuls en O. 
Donc enfin | 

Phti,s = 0. 

Ainsi, dans la série 

5 — D Casriy8, 

tous les termes contenant y.ou y? sont nuls et l’on a 

3—= Cosy3+ Cisry3+ Co + Cry +. .. 
ë 

‘ sest bien tel que, sur l'axe ox, l’on ait 

2=p=q=r=s=t=o, 

ce qui était exigé. | 
Or, il ya une infinilé de séries pour z-puisque.y(y) est 

arbitraire. | | | Se 
Il suffit désormais de montrer qu'ayant pris, dans #(7),. 

(n —2) coefficients arbitraires, l'on peut prendre les sui- 

vants tels qu’il y ait convergence. Cela résultera de ce théo- 

. rème de M. Goursat : 

Soit une équation ‘ | | 

s=F(z,Y, 5 Pr th, 

manquant de termesen:r seulet t seul,. holomorphe autour 

du point Æo, Yos +-.3 Lo. | 

Soient de même ».et Y deux fonctions holomorphes avec 

: G(To 2.30, "9 = Po; e=ro : 
ou % ï 

Yy)=s, YVegn Yet 7 
NE 

en Re Lolévmonrenbo nrennnt des valeurs
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données sur des’ parallèles aux axes, soit 

1525 pour y =ÿe 
2=%(y) Pour : æ= 6. 

L'on remplace 5 par s'+ LS) + #9) — 350, & par x, + æ!, ÿ Par Jo+ 7" el alors les valeurs données deviennent séro sur les axes ox, oy'. Puis l'on remplace 5’ par 5"+ aTY; pour fairé disparaître la constante, d'où la forme 
SE AT+@ÿ+a33+ap+ A5 + Pa, 

D, étant du degré deux. 
Avec la majorante 

  

  

M r+t 
—M— M LTHS+Is+p+g (+4 | R ! À R 

et la variable unique X=2x+ y, l’on est ramené à une équation différentielle 

    

ds. L/ds\r:. : eM 
a (Ge) = x, & 

I _ TT EE 

P 
telle que toutes les dérivées soient positives en O..., ce qui . prouve le théorème de M. Goursat. - ‘ 

- 3. Tnéorèxe De M. Riquier. — Au point de vue qui nous intéresse spécialement, savoir : équations à coefficients réels . et à caractéristiques réelles, nous venons de démontrer un théorème important. Soit . : 
() SERRE + fr + ie +up+Big+art bee. 
Si a = b —0, nous avons obtenu une solution holomorphe, Prenant des valeurs données sur Oz, 0 y, qui sont les direc- tions caractéristiques à l’origine. - On peut aller plus loin. Prenons ces données nulles. Soient a et b non nuls, tels que l’on ait 

NE . 1—4{abSo. 
Les directions Caractéristiques sont donc réelles, à l’origine. Si l’on a, en outre, Lo 

1—4labiso,
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M.Riquier a montré qu’il existe une solution holomorphe {1}, 
L'on passe aisément au cas de données quelconques. 

. On connaît le point de départ des travaux de ce savant. 
Soit un système différentiel résolu par rapport à certaines 

dérivées. L'on donne à chaque variable indépendante une 
cote égale à un et à chaque fonction une cote convenable, de : 
sorte que la cote du deuxième membre ne dépasse pas celle 
du premier. . 

Supposons que ce soit possible. 
Nous partageons alors les équations en groupes, relatifs à 

une même fonction ‘inconnue. Si les groupes ne contiennent 
chacun qu'une équation, le Mémoire, cité résout le problème 
dé l'intégration. 

‘ Sinon interviennent de nouvelles conditions (Comptes ren- 
dus; janvier 1903), et nous-croyons savoir que M. Riquier 
va compléter et simplifier ses résultats dans un nouveau Mé- 
moire. Mais revenons au point de vue de Cauchy, dit Calcul 
des limites, savoir : 

1° Formation de séries formelles; , 
2° Preuve de la convergence par des majorantes. 

M. Goursat est arrivé, récemment, à démontrer par cette 

voie le théorème de M.  Riquier, et nous allons résumer cet 
important travail. 

Dans le même ordre d'idées qu'au à Chapitre I, n° 9, nous 
remplaçons a par a}, b par bÀ; nous regardons x, y, comme 
variables, et nous faisons jouer à À un rôle spécial, en cher- 
chant une intégrale valable, lorsque À parcourt un champ 
réel O’ (intérieur à à un champ @®), contenant le point +1. 
Nous écrivons donc la selution cherchée sous deux formes () 

  

(Si) : 20+ 54H LL, He.) 

(S2) 7 ECugyray8 AT. 

5 est déterminé par une équation ’ 

ds . : dx : 

Co st) 
où manquent les termes en r seul et £ seul. 

  

| - (2 ‘Annales de L'École Normale supérieure, 1904. 
-(2) E. GoursarT, Soc. math. de France, 1906 (Mémoire déja cité 

dans le’ Chapitre 1).
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Donc, nous sommes certains de l'existence de Zn d'après 
ce qui précède. 

Nous écrivons alors l'équation majorante 

  

  

  

à 
S — 5 7 I 

LATT (EE) (—1#s 
. 2. . Pi R 7. 

Te Ar + Be), -             

-A=lal, B=|bl, 

l'on sait ce que sont M, p, fi, R. 
_k et l'sont deux paramètres compris entre o et 1. 
L'on est ramené à une équation aux deux variables indé- 

pendantes Aetu— 7 + D qui est majorante certainement 

si l’on a . 
1— {AB 5 o. 

CoxcLusiox. — Soit une équation générale, à caractéris- 

tiques réelles, - ‘ 

_ P(X, F3, Ps Gr St) = Où : 

Soient deux courbes passant par l'érigine, non tangentes ; 
transformons ces courbes en axes OX, OY, d'où l'équation 

FX, Y,s3,p',...,l)=0, 

qui s'écrit aussi bien, en remplaçant X, Y-par x, y, 

| SÉS+ar+...+ar+bi+.s.. 
Posons 

2 = S07Y + 3". 

Nous avons une équatiôn (1). 

Si donc l’on a Login ee :. 

1 iab>e, 1— 4AB >> 0, 

l’on peut déter miner une solution holomorphe par la con- 
dition de contenir, à, , l’origine, deux courbes gauches 
données. 

- L'on voit ce qui reste à faire et l’ évolution suivie à partir 
du problème de Cauchy." 

T Nous allons maintenant nous placer à äun autre e.pointde vue.
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Note. — Signalons seulement (cela résulte de la théorie 
des caractéristiques) que, par l'emploi des variables carac-_. 
téristiques, on ramène immédiatement les équations 

023 ds ds 
on +050 *° ge Er 3, P; g} 

a, b, c étant fonctions de æ, y, aux formes canoniques (1) 

dtz os ee 
mt = = f, type elliptique, 

o3z | : 
dy =f, hyÿperbolique, 

23 

| dx? = f, » parabolique. 

Ceci est d'autant plus important que, dans le cas de n va- 
- riables indépendantes, on n’a plus un nombre fini de formes 
canoniques, 

La Thèse de M. Émile Cotton (Ann. de la Fac. de Tou- 
louse, 1899) le prouve, en rattachant le problème à celui des 
invariants et des covariants des ds?. ( Voir les Travaux de 
Christoffel et Sophus Lie et un sécond Mémoire de M.Cotton, 

Ann. de l'École Normale, mai 1900). 

(*) CauiLe Jonpax, Cours d'Analyse, t. LI, p. 354.
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- CHAPITRE JII. 

ÉQUATIONS DU TYPE HYPERBOLIQUE A DEUX VARIABLES 
-, INDÉPENDANTES. | 

x 

Dans ce qui précède les données et la solution étaient «na- 
lytiques, et nous obtenions, par suite, cette solution dans 
un domaine assez restreint. C'était, suivant l'expression de 
M. Hadamard, une solution locale, mais aussi l’on atteignait 
les formes les plus générales d'équations. D | 

Nous allons maintenant prendre des formes d'équations 
assez particulières, assez simples, et inversement étudier 
leur intégration dans un domaine plus étendu et dans les 
conditions générales, c'ést-à-dire que les fonctions em- 
ployées'sont simplement Æ fois: dérivables. L'instrument de 
recherche sera alors, tout naturellement, non plus la série 
de puissances entières, maïs bien, dans la méthode de Rie- 
mann, l'éntégrale de contour et, dans la méthode d’approxi- 
mations successives de M. Picard, la série de fonctions con-- 

tinues, uniformément convergente. 

1. Méruops De RiEmaNx. — La méthode de Riemann donne 
l’intégration de ‘ 

Ds, 95 p 9 Lo 

dx dy dx | dy Fes—o, 

étant données, sur une courbe, les valeurs que prennent la 
“solution 5 et sa dérivée conormale (qui va être définie). 

La courbe frontière fy n’est rencontrée qu'en un point par 
une parallèle aux axes, : | . 

Si par un point À on mène des parallèles AB, AC aux axes, 
les données sur l'arc BC définissent la valeur de = au point À. 

: C’est un théorème donné par Riemann dans un cas plus 
simple, et l'extension est due à M. Darboux (Théorie des 
surfaces, t.I1). | 

Soit Q le contour ACPBA et (a) l : aire qu’il limite, on a 
ces relations, P ét Q, u, o ï étant des fonctions de x, y, conti-
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nues et dérivables, _ . 

(3) JS, «T° dr dy = Law [: DEP de dy, 

w. JL med fre f [5 2 Qar dy, 

les intégrales le long deQ étant prises dans le sens qui amène 
Oz sur O ÿ par une rotation de go®. 

Fig. 8. 

  

Quañd il n'y aura pas d'ambiguïté à craindre, nous repré-" 

Ps. r 3" 95 ar a À ar 9x op PT 50 97 PAT 51 Par &2 
- Cela posé, avec Riemann, ajoutons à l'équation 

  senterons 

- (D . 0=F=s"+asi+bs+ez 

une adjointe . 

(2) o=G=uw+ Aui+ Bui+ Cu 

qui devra être telle que l'on ait LL 

() J UF —2G)de dy = [Ma —N ar. 
(Q; 

Appliquons les formules. (3), (3/) et faisons. A — 
B —— b pour faire apparaître les combinaisons 

auUZ +asu = (aus) — US, 

buzs+bsur— (bus);— usb. 

Le premier membre de (4) prend la forme 

ff e—-G-a-vus dr dy ‘ 

+ fausdy—busar+ fus dy + su: dr.
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Nous n'avons qu’à poser 

| c—C—a—b;=0, 

alors G est déterminé. 
Employons l'identité 

os fus) de + (us) dy 
: Q . | 

et la deuxième intégrale curviligne devient 

(1) | 2 Jantes dy — 3 dr) + 5(u dr — us dy). 

L'on introduit ici la direction conormale d'après M. d'Adhé- 
mar (Comptes rendus, février 1901). 

Si les axes tournaïent de 45e, l'équation (1) serait de la 

Oz d?z ds 89% Le — 

OX oYs TX Foy 150. 

Dans ces conditions, n étant la normale à la courbe por- 
tant les données, on définit la conormale N comme symé- 
trique de la normale par rapport à l'axe des X. . 

Avec la forme (1) la conormale devient symétrique de la 
tan£ente par rapport à l'axe des æ 

(5) dm _dz . dy _ dy 
NN 7 AN 4? 

s étant le contour A, ou bien : 

(6) AN Or ds à ds' 
Si z est intégrale de (1).et & de (2), l'équation (4) devient 

donc | 
- ‘ du ds = 3 dy — buz d ! > — U— (7) o Je y u de+: [ES 7) ds. 

Supposons donc que z et LE sont donnés sur BC. 
L'expression (1) s'écrit aussi bien 

Juin] dz+ [ Lau sun] dy.
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L'expression (7) comprend trois termes 

CS - Cy du - , 43 
aus dy bus de +} [ CR dau, [ 3), Can “ax : 

. PB s . 
f (zu — bus) de — L[usm— GHa] = 8, 

A : | 
A. - . 

[ (aus— su, )dy + S(ush—(us)c]= 
c 

Si l'on peut déterminer u, annulant (2) et tel que Pet ; , q 

= —bu 0 sur AB, pour Y=Yyn 

du ‘ — 
rs —au—o sur AG, pour æ=%0, 

on voit que (uz}A est connu, donc z est connu au point 

À (&5 Ÿo) en fonction des valeurs de et £ sur l'arc BC. 

L'emploi de la conormale rend intuitif ce théorème com- 

plémentaire: . | 

Si la courbe BGse compose de deux parallèles aux axes, 

il sufit de donner sur BC la valeur de 5, car celle de & 

en résulte immédiatement. 

Aïnsi le problème de Riemann est ramené à celui-ci : 
trouver une intégrale u(xs, Yo; PJ) de  l'adjointe (2) con- 

naissant ses valeurs : : 

[fe sur 5, 

f” ady | … ° LS 

er sur AC, 

ut au point À. 

1 L adjointe u(to Yo: T; pr ne saurait, en général, être connue 
explicitement, en fonction. des transcendantes classiques. 

2. Foxcriox ve Lexaxx. — Nous donnerons le moyen, 
d'après M. Picard, de la calculer sous forme de série de 
fonctions. La méthode de M. Picard ajoute d’ailleurs un com- 
plément fondamental à celle de Riemann. Elles se complètent
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Pune l’autre et chacune est susceptible des plus larges exten- 
- sions. ’ 

_ Admettons donc, pour l'instant, qu'il existe une fonction 
de Riemann, Nous avons (voir G. Dannoux) : 

- &sh+(us)e. 
2 

c 
I du dz J: = f aux us de  J CR" — D) ds. 

Supposons que le contour BC se compose de deux paral- 
lèles aux axes BD et DC. !. 

Faisons sur ces droites les mêmes intégrations que sur AB 
et CA, il vient - 

— C / ° _ L = Get , f u(ss+) de 2 b .. 0x 

__ {#s)n—(uz)c +f ° ( Fe) ———— —<{"° - u(as 4 —) dy, 2 h ? dy 7 

e CS 
(to, Yo)A —+ B 

DS [+ 
CG < D(x1, 71) 

eve f (ue dz dy + Z de. FAT EE ° +) PT Luis +3) 
si maintenant nous posions 

— di, 

  

  

Bs + z =° sur DC, 

dz — AS+ — 0 sur BD, y . 

S=1 au point D(æ 1), 

ce qui reviendrait à “regarder 3 3 comme l'adjointe de u (au lieu de # comme adjointe de 5), nous aurions. 

. AZ Uy; 
ou, pour préciser, 

2, 1; Lo, Yo) = u(%o, Jo; Li, 1). 

Donc nous pouvons échanger # et z à condition d'échanger
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_les rôles de æ, y et æ, Yo, en regardant æ, y comme para= 
mètres et %,Y, Comme variables. 

| u(xo, Yo; æ, y) est solution de l'adjointe : 

u(x, 73 To, Yo) est solution de la primitive équation. 

La fonction de Riemann, sous ce.rapport, est analogue à 
Ja fonction de Green. (Problème de Dirichlet). 

8. Méruone px M. E. Picanb. — La détermination de l’ad- 
jointe pose donc le problème de trouver l'intégrale d'une 

Fig. g. 

  

A 
(Yo)   

  

            
     

équation linéaire hyperbolique . étant données ses valeurs sur 

des parallèles aux axes PQ, PR. Nous commencerons par le 
cas simple de l'équation 

d?s . . 

dy — as+ f(x, y) (a=const.), 

pour montrer l'élégance des approximations de M. Picard. . 

Représentons par 5” la dérivée seconde et considérons une 
série de fonctions 2, 34 5» --. définies par la chaîne 
d'équations ‘ 

Si toutes ces fonctions étant nulles sur PQ et QR. 

Représentons par p, l’aire du rectangle de sommet A s’ap- 

puyant sur RPQ, par p; l'aire du rectangle de sommet (&,n)
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s’appuyant sur RPQ. Il est immédiat que l'on a 

Gore [ [renard 26e /f [renard 
° . Po Pi . 

#1(Tor Jo) = f. fa dx dy; a@ms f fax de, 
. Be” pi 

(y) étant fini et continu, quel que soit (En) dans ps 
l'on a, N étant un nombre assignable : 

1 So(E, n)| <N; 

  

d'où | 

lZLo70)| <aN JJe&|<sare 
La 

de même . 

1#(Ën)| <aNër, 
d'où EL 

2 
LG) <eN [ [ay dr dy < ax 7, …. : l A 

. . TÉ H 

ln (To; Ya)| < 2N 2. 

La série dr (Gos do) converge donc absolument et unifor- 
mément, quelque grands que soient les segments fixes PQ, 
PR. ". 

Il en est de même de la série. 

a 925, 

Si 2 0% do” 
puisque 

05, ’ ‘ Des de = “Em-i(nd 0). 
Donc l’on peut écrire 

0? D  . me Dore Danse ar) 
Donc D 3 intégrale cherchée, nulle sur RPQ.: 
Si l'on donnait la valeur de = sur PQ = F(z) ét sur
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PR = G(y), l'intégrale cherchée sérait. 

| Dent F(z)+ G(y)— 8, 

_B= F(P}=G(P). 

Supposons maintenant que pour la même équation lon 

aN 
un seul point par une parallèle aux axes. 
Appelons X, l’abscisse du point fixe R extrémité de l'arc 

donné et Ÿ, l’ordonnée du point fixe Q. ” 

. 05 ‘ : , . 
donne 5 et — sur un arc de courbe RBCQ coupé toujours en 

Soit o(æx) la valeur connue de & au point (z,Y) de la 

‘ 93 a no. 
courbe RQ et (y) la valeur connue de 7 au même point. 

Posons ‘ ‘ 
- Tr 

Fe [ o(x)dx. quel que soit, 
x 

; 
G(y) = f ds) dy quel que soit y. 

ï oo 

La fonction F(æ)+ G(y) est une première partie de la 

solution. C’est une fonction qui, ainsi que ses premières 

dérivées, prend les valeurs données sur RQ. Nous avons alors 

à trouver une fonction nulle sur RQ. Il suffit, jour cela, 

d'écrire le même système d'équations, en faisant les quadra- 

tures, non plus dans les rectangles p;, mais dans les triangles 

correspondants, formés par RQ et les parallèles aux axes 

issues de (#,n). : : : 

Pour prouver la convergence absolue et uniforme de la 

série de fonctions obtenue, il suffit de majorer de la manière 

suivante : . ‘ r.. 

On remplace la fonction par une limite supérieure de son 

module et l’on augmente l'aire de quadrature en remplaçant 

le triangle de sommet (t,n) par le rectangle p; de même 

sommet. . FU 

L'on passe mainlenant au cas général très aisément, comme 

le fait M. Picard. Soit 

= a +0 +cs+f 
0x dy 

a, b,..., f sont des fonctions continues de æ, y, donc finies. 

L'on peut supposer f nul.
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Comme précédemment, l’on forme Ja fonction | 

E(x,y)=F(r)+G(y) - qui sera &. | 
Puis l’on écrit la chaîne d'équations 
." 
3 =0: 

0% 059 
. =a + C2 |. - : T1 07. + dy + toutes ces fonctions etant nulles d3; dx sur la frontière donnée. FRE AT + D Les, . . dr. oy 

Il faudrait, en détail,. prouver la convergence uniforme des séries | 
L _— \ syst dns | 2 dm 0 ? 0y 

d'où il résulterait que s=Ÿ >, est l'intégrale, M. Picard : | évite de longs calculs par une transformation simple. Il existe deux nombres assignables K et M tels que, dans tout le champ d'intégration défini par le rectangle construit sur RQ, l'on ait ‘ 

IT<K, [ej<Kk, 
-. [al <K, 

dy d30 . _ : RS ETES 

EÉcrivons la chaîne d'équations 

ui = M" | : 
. "fou: du: ° à . us =K — +1 y . | 2 (E dy 1 tous les , devant être nuls n y fdte dus { sur la frontière. u; = K Tr = + le ‘ LOT . dy 

ge cs du . Si les séries un, Ÿ Lt 
> rm éd 0x ? 

ose …. . 
. . 

DT Lo  . Par con vergent, a fortiori, les mêmes séries en : Convergeront. 
M. Picard introduit ici 

tions d’un paramètre se rencontrent 
de Dirichlet. 

. Soit . 

une fonction entière de K. Les fonc- 
aussi dans les problèmes 

Un = Ka-1 U»,
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-la série ‘ ‘ 
| Wie KU, + RU, 

si elle converge, est l'intégrale de 

AU _K/AU LOU, 

laquelle devient, en posant U = ek&+Y)V, 

OV LR+RIV+N eKtrp) 
dx dy © 

Nous sommes ramenés au premier cas. L'intégrale V est 
une fonction entière de K. 

: eo dun dun 
Donc la série converge, donc D'un et Ÿ 2, — 

. y 
convergent absolument et uniformément, nue grand 
que soit le rectangle donné de diagonale RQ. 

On. obtient l'intégrale en tout point de ce rectangle. ” | 
Il faudrait - parler des équations différentielles ordinaires, 

des équations du type elliptique, des équations fonction- 
nelles, pour montrer tout Le parti que M. Picard a tiré de sà . 
méthode. . : | 

En restant dans notre domaine, signalons deux extensions 
très importantes de ce qui précède. _ 

k. EXTENSION DE LA MÉTHODE. — 1° Équation non linéaire. 
— Soit F(x,y,5,u,v) une fonction continue et satisfaisant . 
à la condition de Cauchy-Lipschitz, sav oiv: : 

LECæ,7, su, v')—F(x,7,3,u, I <RIs 51 

+Ku—ul+Ksl0—0v|; 

Les K étant des constantes positives. - 
Les données étant les mêmes que précédemment, M. Picard 

obtient aisément un rectangle de convergence pour les ap- 
proximations : 

ee on os . 
31 = F(æg Bo me) 

0x" dy 

ñ à ds, 03 are sd à) 
: d'où l'intégration, dans ce rectangle, de 

o?s =F ©. _ ds 03
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M. Bianchi a aussitôt fait usage de cette méthode pour 
‘l'équation célèbre (1) 

75. sins 
dxdy- 

2° Vouvelles conditions aux limites. — Voici une deuxième extension aussi importante, | | 

Fig. sr. 

  

  

M. Picard se donne les valeurs de s.sur OP, portion de 
l'axe des æ, et sur OQ, portion de la: Première bissectrice. Soit À un point (ro, Yo}, l'aire d'intégration £0 étant ombrée, 

J J Sr) ddr = [ v [ D fte, à = (ay yo) 
u est »rul sur OP, OQ, et l'on a 

du : 
2m507 —/(%0 Jo), 

d’où la chaîne d'approximations..…. que l’équation donnée soit, ou non, linéaire. _ 

5. SYNTHÈSE DE LA SOLUTION. — Considérons notre équation linéaire, intégrée, soit par la méthode de Riemann, soit par. les approximations de A1. Picard. | ” Nous sommes, maintenant, en mesure de faire la synchèse de la solution obtenue par Riemann. ‘ En effet, la théorie de M. Picard montre qu'il existe au moins une adjointe « (Lo Vo; æ, J) continue. Mettons cette fonction continué dans la formule de Riemann qui nous donne la solution 3(%o, Yo) sé elle existe. 

  .. (1) L. Braxoui, Leçons de Géométrie. — E. Picanp, Journal de A1. Jordan, 1830, 1893; et Note insérée dans la TAcorie des surfaces, de M. G. Darboux, t. IV. | ‘ Lo, 
e
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Soit une deuxième solution C(%s, Jo) définie par les 
mêmes données sur la courbe. Nous voyons que 

2(Zo; Jo) = C(To Jo). 

Il y a donc unicité de solution. 
En second lieu, u(æ, y) étant continu ainsi que 2(%0, Yo), 

‘si le point À (xs, Yo) tend vers le point (1) sur la courbe 
frontière, z(%0, yo) tend vers la valeur donnée en (1). 

La solution est donc valable. 

6. Nouveaux PROBLÈMES. PROLONGEMENT DE LA SOLUTION. — 
Une question se pose maintenant, celle du prolongement de 
la solution. Il ne s’agit aucunement de prolongement ana- 
lytique, mais d'un prolongement moins restrictif. 

Voici deux remarques de M. Picard (1). 

Cas À. — L'on donne z et une de ses dérivées sur 
l'arc N'MN. ‘ 

Fig. 12. 

  

  

N° 0 ° N x 

En tout point À, à droite de OM, l'on peut calculer : 

d'après les données de droite; en tout point A',à gauche, on 

peut calculer s d'après les données de gauche, 

Il ny a aucune raison pour que, À et À’ venant sur OM, 

les solutions se raccordent. | : 

Cas B. — L'on donne s seul sur OR et Q'Q, d'oùzenA, 

au-dessus de Ox et en A’, au-dessous de Ox.lciilyarac- 

cord sur OR, car, sur OR, l'on connaît . = 

ds 

s=fa) =) 

. 03, y: “eur ON Posons ÿ— ÿ-. L'on a, sur OR; | 

LL pg+ af + ef. 
dx . 

(!) Bull. desiSciences math., 1890." 
“ …. ss # oc Suis . sus +
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D'où g(æ) sans ambiguïté puisque l'on connaît q en (. Donc :, p, q ont mêmes valeurs sur OR. Il y à raccord, 

Fig. 13. 

  

  

7. Travaux DE MM. .Goursat £T Hapaanp. — Tout ceci peut être poursuivi si l’on remarque, avec MM. Jadamard et Goursat, qu’une large et simple extension du problème de M. Picard est possible, : 

  

M 

  

. L'on peut remplacer les données de M. Picard : valeur de z sur Ox et sur Ja Première béssectrice, Par celles-ci : valeur de 5 sur Ox et une courbe PaSSant par O, située dans _le premier quadrant. D TE ee Dans ces conditions on peut se donner : sur wi arc M'O, 
set Es et sur un arc OM}: seul. 

En effet, les données de gauche déterminent z d’une ma- 
nière unique et continue sur ON, et alors nous Connaissons, à droîte, la valeur de 5: sur ON et OM. 

Montrons, d’après M. Hadamard, qu’en un point Az, Yo) lon a une so/ution unique. ’ : | z est nul sur ON et ‘sur OPM. IL est nul en° tout 
#
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point A(Zo Jo). Mettons l’éndice 1 aux variables sur 
l'are OPM. La formule de Riemann ne saurait ici douner la 
solution, mais la solution vérifie la formule, donc 

Ôs ds L af" (5 be) LL toi ds; 

ici 

u— = (ao, F05 Tir Yih 

Jo | 
a [| Ua dyi= +f U ec: dys, 

‘ 0 

U = U(0, oi Ts, Ji). 

Soit une fonction arbitraire Y() et soit, LY l'ordonnée du 
. point extrème N; l’on a encore 

of Lo fu Uo dy, 

ce qui s'écrit : 
Y 

ef" aa f YU dy. } 

Considérons maintenant l'adjoïinte U— u(o; Vos Lu Yi) 
Il existe au moins une solution de l'équation adjointe, : 
soit V, qui s'annule sur NM et prend sur OCBM la valeur 
arbitraire F(y1). De sorte que l’on a l'équation 

ron=- fu (ar ae 

[d'après le n°2 a devenant — a dans l'équation adjointe, È 
“avec U—:(x,, 715 0, Yo) adjointe de l’adjointe]. Faisons 
donc . 

av 
tons } 

il en résulte que l'intégrale | 

[ YU dy 

a la valeur arbitraire FO). 
Or 

' = fra Le 

0 

donc 99 est nul, donc z4 est nul. : 
. Scientia, n° 99. oi . n
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Telle est la belle démonstration de M. adamard (Soc. 
math. de France, 1900). Plus tard (Soc. math. 1903), 

y 

  

  

M. Hadamard à étendu à ce cas la solution de Riemann, par 
la fonction de Riemann-Iadamard, identique à celle de 
Riemann dans une région, et prolongée avec une disconti- 
nuité convenable au delà. Il n’y a aucune difficulté à cela. 
(Voir aussi M. Brillouin, Comptes rendus, mars 1903). 

Enfin, M. Hadamard a traité le problème suivant (Soc. 
math., 1904) : : 

set x sont donnés sur y, 

seul est donné sur C et BB. Le _ 
‘ De son côté M. Goursat faisait une étude approfondie des 
équations ‘ CT CR | 

Âr+2Bs RCE f(x, 5 P;:9); 

À, B, C dépendant de x, ÿ seulement.et en supposant les 
courbes données réelles. Ce sont les équations hyperboliques . ! dont nous dirons un mot: 

SE f(x, 7, 5, Pr 4). . ° 

Il est à remarquer.que, si Je calcul fonctionnel commence à jouer un rôle immense pour les problèmes de Dirichlet, depuis les mémorables travaux de M. Fredhoim, ici, des problèmes fonctionnels ont été la base des recherches de M. Goursat. En résolvant des questions telles que celle-ci : 
r(æ) et w(æ) étant définis, trouver ‘une fonction. o telle que l’on ait | ot 

| plo(r)]—ç(r)= (x). 
M: Goursat parvient à intégrer l'équation par approxima- 
lions successives, en avançant progressivement ainsi: 

M. Picard se donnait : sur deux segments de l'axe Or et de la première bissectrice. M. Goursat se donne. = sur deux courbes : à Perte ce
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y=xre y— ax (a >>1); : 
y=mr;ÿ=mæ(m>o,m>o); 
3 y—=zx; y —=w(x) courbe située dans le premier qua-* 

ot 

Fig.. 16. Fig. 17. 

  

& y (x) courbe ONB et Lyme). courbe OMA 
(fig. 76). 

_Si les courbes étaient RQ, QP, nous aurions le problème 
mixte dont nous avons parlé (fig. 17). ; 

Si les courbes étaient OR, OS, nous aurions le problème 
de Cauchy dans’ le premier et dans le troisième quadrant, 
sauf à avoir le raccord en O (fig. 18). 

Les courbes ONB, OMA, sur lesquelles l'on donne 3 seul, 
doivent donc être dans un même quadrant. 

Il faut remarquer que ces résultats s'étendent, en partie, 
aux équations du éype elliptique. On peut se poser, à leur 
sujet, ou bien le problème de Dirichlet : donnée sur un 
contour fermé; ou bien’ les problèmes étudiés ici (voir 
E. Gounsar, Annales de la Fac. de Toulouse, 2° série, 

t. Vet VI).



  

DEUXIÈME PARTIE 
LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES À 72 VARIABLES INDÉPENDANTES. 

  

La théorie générale des Caractéristiques est actuellement assez avancée, Nous en donnerons une idée. 
Nous nous attacherons ensuite à l'étude de l'équation 

d?u o2 u ou a oo gr gr Ah 
du du du J étant fonction de æ, y,s,u, ! 5x’ dy? Z° 

Si f était identiquement nul, nous aurions là une des équa- tions les plus importantes de la Physique. A cause de cela, nous appelons (1) équation des ondes généralisée. Nous verrons que ses caractéristiques sont réelles. L'intégration des équations hyperboliques à 4 variables, du type (1) a été ‘très avancée par Poisson et Kirchhoff. ‘M. Volterra a renouvelé la question par son Mémoire (t), en 1894, qui a provoqué un grand nombre de recherches. Le problème est Présentement en pleine évolution. La théorie générale des ‘équations hyperboliques linéaires’ se dessine déjà cependant avec une certaine netteté. 

  : (1) Acta mathematica, t.'XVIIL
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CHAPITRE 1. 

ESQUISSE D'UXE THÉORIE GÉNÉRALE DES CARACTÉRISTIQUES 

La théorie est toute récente, Citons les noms de : 

Bäcklund (Hathematische Annalen, 1. XII). 

J. Beudon (Soc. math. de France, 1895). 

J. Hadamard (Leçons sur les ondes, 1903). 

J. Coulon (Thèse, Paris, 1902). 

Nous suivrons l'exposition de MAI. Hadamard et Beudon. 

1. Équarions LINÉAIRES. — Prenons, pour ‘simplifier P expo- 

sition, trois variables indépendantes, Li Pas Ds 

Soit l'équation 

(0) F =Ù axp+f= 0, 

" . ik : . JV ie à : 
‘7725 Ut st 
Pi= Oxi” Pik = dridr4 = Pkis | 

35 : 
Pile es tee 

dr; drr TR 

Les données sont portées par la surface frontière S 

ro Ta = DT; Ta), ‘ 
et l’on écrit. | 

d? . de ° do: . FU, At 
— —P 2 —=P à Dies 

dr 9. 0e ? 0TiÜTe dE ° 

__ On donne, sur S, les valeurs.de 5 : . 

sur S, 2(œ, 2, æ3) devient 5(%1, z:), fonction connue des 

deux variables æ;, ta. 
Chaque fois qu'il sera nécessaire de spécifier nettement 

qu ’une fonction de trois variables se réduit, sur une surface, 

à une nouvelle fonction de deux variables, nous lindique- 

rons par ce trait : 5.
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Dans (1) f ne contient que des dérivées de 3 d'ordre 1, au 
plus... 

L 
Pi dépend de trois variables, Cherchons sa valeur Pi sur S. 
Nous n'avons qu'à écrire. 

. 05 . _— — . (1) dm = fonction connue = pit Pips (ê=1,0). 

Donc si, sur S, outre 3, on donne Ps on connaîtra p, Pietpa, valeurs sur S de P1 et Pa. 
-Donnant donc :, p;, on connaît, sur S, toutes les dérivées premières, .cn général, | 
Montrons que l’on connaîtra toutes les dérivées de tout ordre : ‘ 

Se fonction connue = pz5+ Pipes = ,a) (LD) è | (=5,0), 
p; = — | (Æ=1,2,3) de Pai+ PiPss ‘ 7? 

d'où : | 
— _ dy dps — PRE TE — Pr + PiP&Pss. 

Il suffira de connaître Pas. Or p équation (1) donne alors 
10 | (HAS+K= 0, 
.ayant posé 

! KV!’ H = > dix PyPge ÿ dis Pi+ dss, 
° ‘ dm : à Zune, 

S indiquant que é et # Prennent seulement Les valétrs 1, 2. 
En général, on a Ho, ps Pas est connu; donc toutes les dérivées secondes sont connuëés. 
Pareillement,ona.  , 

px . : NS _— . —— de = fonction éonnue Æ Phi P;prrs, (D) 
Pa: 
de = prit Pipsss,
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d'où la valeur de pyxs.et puis celle de p;4, en fonction 

de Pass 
Alors l'équation (1) donne 

(3) I Pass + Ki= 0. 

On voil exactement de même que toutes les dérivées 

d'ordre x sont connues en fonction de 

P33--:.3 (x fois), 

et que celle-ci est connue sans ambiguïlé si H<o. 

D'où la série formelle. Puis on établit la convergence, et 

l'on a le théorème de Cauchy et M®+ de Kowaleska. | 

Il y a exception au théorème si la surface S est une solu- 

tion de I — 0. CO | 

. Nous appelons, avec M. Beudon, caractéristiques les sur- 

faces intégrales de | 

| ; 1. : ' 
(2) o=Ÿ ainPiPa— Ÿ &j3 Pr Gsae 

Supposons les a dépendant seulement des x, non de s.. 

Pour intégrer cette équation, on cherche les courbes .carac- 

téristiques de 11 —0, nommées par M. Hadamard bicaracté- 

ristiques de (1). 
Soit 

oIl oi ml om dP; = ki 

.Ces bicaractéristiques sont données par . 

lb UP ele lil  Lo+ Pois 
dr | dre ds : _dP, | _ al, 

th 

Sur une surface caractéristique, on se donnera 3, mais non 

pas Ps totalement arbitraire, car, H étant nul, p, devra être 

une intégrale de K — 0. 
Transformons K, en dérivant la relation 

do — 
9e, Pit Papa (Æ=1,2), (ê=1,2),
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Dans (1) ne contient que des dérivées de z d'ordre 1, au 
plus. . : h 

Pi dépend de trois variables. Cherchons sa valeur p, 
sur S. 

Nous n'avons qu à écrire. 

d= 

(1) = fonction connue = p;+ P;ps (E=1,2). ë 

Donc si, sur S, outre = 3, on donne Ps on .connaîtra Pi et Pa; 
valeurs sur S de Pi et Pa. 
Donnant donc =: Zy Ps on connait, sur S, toutes les dérivées 

premières, en général. 
Montrons que l'on connaîtra toutes les dérivées de tout 

ordre : 

px fonction connue = px; + P;prs DE «b) 0T; ‘ 
(= 1,2), 

ps == | | ‘ | (Æ=1,2,3), - UT; Psi+ PPsa 

d'où ° 
— dpi Ps —— 
Pik = dœx — Pass + PePxpas. 

Il suffira de connaître p;3. Or l'équation (1) donne alors 
© (2)  Hps+K=o, 
ayant posé 

! 1 . 
H => nez dis Pi+ dis, …. 

Re an ( dE à ne) +X en, 
5 indiquant que ë et £ prennent seulement les valéürs 1,2. 

En général, on à Ho, Ps Ps3 eSt connu; donc toutes les dérivées secondes sont connués. | 
Pareillement, on a. 4 

Tee æ fonctiot Conhue = pri P;prn, 
° G) ‘ | ‘ 

OPss — — 
dm T Pasit PiPass,
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d'où la valeur de Pixs et puis celle de P;xn en fonction 

‘de Passe 
: ‘ 

_ Alors l'équation (1) donne 

(3) . I ps33 + Ki = 04 

On voil exactement de même que toutes les dérivées 

d'ordre x sont connues en fonction de 

Pase-.s (z fois), 

et que celle-ci est connue sans ambiguité si Ho. 

D'où la série formelle. Puis on établit la convergence, et 

l'on a le théorème de Cauchy et Mme de Kowaleska. | 

Il y a exception au théorème si la surface S est une solu- 

tion de I1— 0. e | 

. Nous appelons, avec M. Beudon, caractéristiques les sur- 

faces intégrales de | 

L , : | \ 

(2) => aile ais Pi Gus. 

Supposons les a dépendant seulement des x, non de z.. 

Pour intégrer cette équation, on cherche les courbes .carac- 

téristiques de H —0o, nommées par M. Hadamard bicaracté- 

ristiques de (1). 

Soit 
oo, 
dP; = His dti — Er. 

Ces bicaractéristiques sont données par . 

Li 

dr, _ dr: ds | —dP, ds. 
= 
Pi ePe tai 7 Es+ Peës 

Sur une surface caractéristique, on se donnera x, mais nou 

pas P; totalement arbitraire, car, I étant nul, p, devra être 

une intégrale de K — 0. - 

Transformons K, en dérivant la relation 

Ecprli  Usnay (sr
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- C'est une équation aux dérivées partielles, linéaire, défi. nissant p, en fonction de +; et 2. On l'écrit 
_ 

nr PE 0m (x —. RC D CE Pa) += 
Les courbes caractéristiques sont données par 

dx! _: dre = dps 
US I TL Or î Lt 

- 
Il, = 21 P;+ ace Pe— 3 5, 
Be 2ePit+ aa Pr a — 11}, 

(air = ay; Puisque Pik= Ps). Les courbes caractéristiques de H=—oetK—o sont donc définies: par des équations ifférentielles dont la première est la même, .. 
Bon ÿ Cette remarque de M. Hadamard est essentielle, + Ainsi donc, S devenant une surface Caractéristique, on Peut se donner arbitrairement s et l’on ne Peut se donner Ps 

qu’en un point Sur chaque bicaractéristique. - l'en sera de même pour Ps Ps5..:3; car où a, pour ces 
dérivées, les équations toutes semblables "oi. 
“à 

CE = = LS, h LB Lu 

dr; Ts d 34 
° TL = = <<, li 12. m : 

M. Hadamard a, d’ailleurs, étendu la théorie aux systèmes 
d'équations avec autant d’inconnues 5 que de variables x, Il ‘est Impossible, ici, de 'amener. un système à une 

. “équation.
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Il est possible, au contraire, d'étendre la théorie de 

Beudon-Hadamard aux équations non linéaires, grâce à une 

dérivation. | Fo ‘ 

Montrons-le. brièvement et indiquons, d’après MM. Beu- 

don et Hadamard, qu’en général, lorsque la surface des 

données est caractéristique, il existe une ën finilé de solutions 

pour le problème de Cauchy. - 

Bien entendu, si la surface des données n'est pas caracté- 

ristique, on montre facilement qu'il existe une solution ana- 

lytique unique, conformément au théorème de Cauchv- 

Kowaleska. - 

9, ÉQUATIONS GÉNÉRALES. — L'équation est d’ordre. #, non 

linéaire. Par une dérivation, on a une équation d'ordre # +7, 

linéaire par rapport aux dérivées d'ordre supérieur. | 

Soit | . 

() : L F(piks Pis 5 Ti) = 0; 

: dérivons en æ,, d’où 

: | 9 : 0F . 
-(2) Ÿ > 2ikPitn + DB Pin + 5e Pn + Tee =0,. 

| dE. 9F 
Lik = = — 

pit” 7     Sur une surface S, 

on donne 3, Py- 
* Soit 

on a 

Be % 
dr; =pit Pipns . d'où Pis 

dpx = pr + P; d'où ; | : dm — Pik + FiPkn | Piks : 

en fonction de p,n, et alors (1) donne Pam en général. 

De sorte que nuus sommes ramené à trouver une solution 

‘de (2) connaissant, sur S, 3 et.ses dérivées premières et 
secondes, . : . . 

Cherchons les dérivées éroisièmes, nous avons, comme 
re
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précédemment, . . 

LA 4 . H Pran+ K'= 0, 

| | MED abs Pe— Van Pi nn = 0. 

La question se présente de la même façon que préci- demment. . ‘ 

_K CETTE —— 
LE ,, . . 

+ _ dPy 0x; +1 ‘ 
: [Dm : | , L'— > Like CEE papan + /!, 

Pa . 0F oF e — n 4 _ 
_— — Î _ De ( | Paa r:) + 05 Pat Ty 

Bien entendu, tout se répèle, sauf qu’une équation ñon linéaire d'ordre 4 se comporte comme une équation d'ordre EH 

3. Tuéoniues D'EXISTENCE. — AIM. Beudon et Hadamard, en suivant pas à pas M, Goursat, ont établi des théorèmes fondamentaux. - | L 
Nous mettons l'équation générale sous la forme 

Pn,n-1= F(xi, S5 Pis Pix). 

Nous exprimons que le plan æ,—0 est tangent, en o, à une caractéristique. 
‘ Supposant que Ja droite x, — 0 — La1 n'est pas tangente à une bicaractéristique, NOUS trouvons une solution holo- morphe unique prenant des valeurs données 

SE (ri ae ..., mn) pour . x, = 0, 
FX (21 ..., Tnt, Tan) pour Ln-j = 0. 

| Puis nous passons au cas où le plan æ,— 0 est caractéris- têque et nous obtenons ce THÉORÈME : Soit une équation gé- nérale du second ordre. . + . . ° 1: Cr ù 
Une intégrale est déterminée Par ses valeurs données : :1° Sur une caractéristique; 2° sur une surface sécante (l'in- tersection n'étant pas une bicaractéristique). | Cette seconde condition remplace Ja donnée de toutes les 

» e + . ‘ ce 4 
- . > + 

dérivées Pnn..n EN un point de chaque bicaractéristique (1). 
    a (1) J, HAvawanD, Leçons sur les ondes.
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4. Remarque. — Pour l'équation des ondes, étudiée au 

Chapitre suivant, l'on rencontre une circonstance nouvelle. 

Les caractéristiques sont des plans à 45° sur le plan x, y 

ou des enveloppes de tels plans. | 

Menons un cône à 45°. C'est une caractéristique Spé- 

ciale : le fait dé donner la valeur de l'intégrale sur le cône: 

suffit à déterminer sans ambiguïté toutes les dérivées sur ce 

cône. | ct | ‘ 

Au point de vue des éléments analytiques, il y aurait là 

une étude à faire, Elle est commencée dans un Mémoire 

qui va paraître (*). 

Note, — Est-il nécessaire de remarquer qu'évidemment la 

théorie des caractéristiques es£ toute différeñte suivant que. 

l'équation est linéaire ou non, suivant que + n'entre pas ou 

entre dans la fonction a;x [Chap 1, n° 1, formule (r)]. | 

Il en est de même quand le nombre des variables indépen- 

dantes est moindre que 3 ({r° Partie, Chap. Il). 

  

("} R. »'Annéwar, Journal de AI. Jordan, 1906.
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CHAPITRE I. 
© L'ÉQUATION DES ONDES GÉNÉRALISÉE. 

Qu d'u d'u : _ du du du de gr on Fans 

  

:- 1. Une rorxuce FONDAMENTALE. LA NOTION DE coxonMaLE. — : ‘Soit une surface fermée 3, soit W. le ‘volume intérieur, ‘soient a, 8, + les cosinus de la normale ertérieure en un . Point:soient w et + des fonctions de x, Jr #, admettant des dérivées des deux premiers ordres; représentons, d'autre part, par le symbole À l'opération -. 
. LE da : 9? 

‘ et par le symbole D, l'opération 

und 12) my -tx : 
La même méthode qui donne la célèbre Jormule de Green, fondamentale dans la Physique mathématique, donnera 

IPRICOE OT = [ [rune - o DA (u)] du. iW) 
1) 

C'est la forme employée par M. Volterra, par M, Coulon dans ses premiers travaux. ‘ Or j'ai montré (que D, représente une dérivée véritable, suivant la direction Symétrique de la normale Par rapport au plan æy, direction nommée conormale et représentée par N. L'on a alors 
De 

°(G) Jf Jvc acee f f(ete ed tW) | {E) 
Considérons un plan à 45° sur l'horizon (zy) ou une sur-. 

  

(*) Comptes rendus, 11 février 1901.
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face polyédrale de plans de cette espèce, ou un cône dont les 

génératrices soient à 45°. Pour toutes ces surfaces l'on voit 

que la direction conormale est située sur-la surface mème, de 

sorte que, si l’on connaît, sur ces surfaces, la valeur de «, la 

du pee Fe 0 

valeur de TN s'en déduit. MM. Coulon et Iladamard ont 
4 ' 27 . . 

étendu la notion de conormale à l'équation linéaire générale 

du type hyperbolique. i eee . 
: : : 

9, IxtéeraTION, Par M. VOLTERRA. — Cherchons, avec 

M. Volterra, une fonction V, analogue à celle de Green ou 

de Riemann, telle que 

-A(V)=0;, 

el qui soit nulle sur un cône À à 45°, de sommet À. 

    4 Ga 
® Nous sommes alors certain que, sur A, l'on a 

dv 0.” 

NT 

(MAL. Volterra et Coulon étaient obligés de faire un calcul 

pour s’en assurer.) | . 

En plus, V(x,y,2) sera infinie sur l'axe vertical À s'. 

Dans ces conditions, si l'on applique la formule (G) au 

: . u ‘ 1" 

volume marqué par des hachures, si u et sont donnés 

sur ©, la formule (G) se réduira à une intégrale simple 

étendue de À en P égalée à un.terme connu. Vo 

Une inversion donnera w intégrale de A(u) = F(x; y, 3). 

-Montrons-le. |
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Soit À : (æo; Yos 30), Soient 

LEZ — Lo, 

r=gt+ ya; 
SSS —Ju 

1 = 
FES — 59, 

soit 

: er. 

Cherchons une fonction V 

A(V)= LÀ £ fe 

z! . gs'\? 
V=o— log ++ (£) —1 |, 

» Qui a pour équation. 
V'est bien nulle sur le cône À 

, 

= 1, 

s
u
 

Soit r —e l'équation du cylindre vertical r, de rayon inf- niment petit. La formule (G) donne 

feras [LR aN — VEN). 
(W3 - (S+ 

Or 

du du LÉ f fra 

(ai étant l'angle polaire) et, comme 

im(V Xe) = 0, 
EZ=0 . 

-ce terme est nul à la limite. 
Puis, surr, lon a 

dV 9v os D = 5, 
aN TT or r 2 72 

et u est fonction de seul. On a done | 

re LS « dent ff r=Q 

sax f" (ré, re, 2), | ‘ 

PR F7 da d3 

  

#0
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1 ° ‘ cree . 

| dv dY\ , 
— VF d: — = — VV — 

SJ 4 [JC VX) 4 
12) . ‘ 

D'oi 

(WT 

e—dz ex [ u(z) ds. 
: z . 0 

Par inversion, 
‘ CAR 

2FU (To; Yo 20) = 72, 
+) 

Et c'est, établie plus rapidement, la formule donnée. par 

M. Volterra [formule (2) de la page 183). _ 

\L, Volterra a donc reconnu intuitivement le rôle des sur- 

faces caractéristiques, puisque le cône A est caractéristique 

pour l'équation ‘ 
A(u) = 0. 

Il a découvert la fonction convenable Veta ainsi obtenu 

la formule qui donne l'intégrale en A; si elle existe, en fonc-" 

tion des valeurs données | ‘ 

u | 

du Ÿ sur l'aire de Z découpée par A. 

& | 

J'ai complété cette belle théorie dans divers Mémoires 

(Journal de M. Jordan, 1904 et 1906 et Rendiconti del 

Circolo di Palermo, 1905). . | | 

Je vais résumer les résultats obtenus. 

Si 5 est un cône ou un polyèdre de droites à 45°, la 

, . du. , 
donnée u suffit, puisque 7x €n résulte. 

L 

En plus le plan tangent de £ doit être constamment incliné 

à 45°, au plus, sur æoy. st 

Il reste alors à faire, suivant l’expression de M. Hadamard, 

la synthèse de la solution, Le. | 

jo La solution est-elle unique, lorsque w et sa dérivée sont 

donnés? 
‘ 

2° Quand le point (Zo» Jos 50) tend vers le point (1) de la 

frontière ©, est-ce que (os Jos 50) tend vers & valeur 

donnée? ‘ : | 

3 Peut-on vérifier l'équation A(4) = 0? 

Le premier point résulte de la formule. Pour les deux 

. autres, nous devons mettre.sous une forme nouvelle les 

dérivées d'intégrales à élément infini, comme l'ont fait 

simultanément M; Hadamard et l'auteur. : 

.
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Bien entendu, d’après la forme de J,, l'on considérera 
séparément deux problèmes : | 

- 1° Intégrer 

AÇ(u)="#F, 

u ea étant donnés nuls sur =: 

2° Intégrer 

AÇu)= 0, 
| EU , u et se étant donnés non nuls. | . | 

À plusieurs reprises (Cong grès des mathématiciens, ei- delberg, 1904; Annales de l'École Normale supérieure, 1905), “M. Hadamard a signalé comme difficile cette syn- thèse de la solution, et sa vér tfication. Nous allons montrer quel a été notre point de départ. 

3. Parrirs FINIES DES INTÉGRALES. — Soit , 

N B 
FGys f J(&, a) dr. 

A 

Si À et B sont des fonctions de & continues ainsi que leurs dérivées premières et si J{2, 2) admet une dérivée, par rap- port à 2, continue, il est bien connu que l’on a 

dE _ fhof, FA 0 À OR Haes, 97, Je). - 

Â 

de. 

Dans son Traité! d'Analyse (t. I, p. 43). M. Picard remarque que cette formule (1) ne serait pas applicable à à la fonction | | 

p = 

= "a = 

Il se présenterait une différence, n'ayant aucun sens, de deux termes infinis. Étudions cela. ‘ . Co Prenons, plus généralement, 

€) = [ra 
Z—rT . 

: 

    

T Nous supposons que f(x, 2) admet des. dérivées ; premières à 
: of, 9f déterminées et continues. ‘ Ôx” 0x : . . . V'est une fonction bien déterminée et continue. On: peut . 

oo
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donc faire le changement de variables 

æ— æ=4(1—}ÿ), 

et V devient V,, 

LOECZ a vs.   

Considérons d’ailleurs l'intégrale 
. D 

. 1 ° n 

We [Star 0 el. 

D'après les hypothèses faites, les intégrales V, et. W, con- 
vergént uniformément, d'où 

dV: 

RS W = 

Mais l’on peut écrire 

. 149 eu à rs)   
Posons. 

  

On a 

Wi = un(2 

Cette limite existe certainement, comme on le verrait en 

faisant dans W, le changement 

_ yes. 
Donc enfin 

dV . fo. pin dx 
6) da = lin a) JG 

Voici le point essentiel : légitimité de l’interversion de 

deux passages à la limite... 

Mais, en dérivant J,, intégrale ci-dessus, où Æ est /ini 

pour l'instant, nous pouvons employer la formule (1) : 

  

æ(1—) 

&) Lu =[ D Der 

LEO A d [20 — 2). 
VRVa 

Scientia, n° 29. | 5
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_ Cette expression (4) reñférme deux termes qui: croissent 
indéfiniment lorsque } tend vers zéro, mais dont la somme 
est finie, quelque petit que ‘soit 2. Nous le savons d'avance, 
par le changement de variables; vérifions-le : 

d f{æ;a) __ df, .a : dis | 
  

puisque _ 

Alors 

JUL LED ae nu 
0 dx fa x °- 

œ(1—h;, 

=[ 
Hrof dr  .o I fax |. Éz-a(e) «| 

La première intégrale sera finie, d'après nos hypothèses. La 
deuxième intégrale donne . oo 

_ CS dx 
a |: 0 dr Va x 

Ici encore l’intégrale est finie. Donc: 

La 4 flaG— A) a]. 
Vhva Vhva 

Il est clair que Les deux termes en TA devenant chacun 

ES = partie finie + 

tnfini pour ho ont une somme finie quelque petit que 
soit h, puisque la Somme contient un facteur ÿ%. 
Nous ferons constamment usage de ces parties finies d’in- 
tégrales infinies, car cela s'impose. L'extension aux énté- grales doubles, grâce aux coordonnées polaires, est immé- | 
diate. . | | É 

ExTExSION. — Étendons ceci aux intégrales triples, nous 
trouverons encore la partie finie. _ | : Soit d'abord un champ fini, variant d’une manière continue 
avec un paramètre À et une fonction 5, Sous le signe, continue ainsi que ses dérivées premières en æ, y, 3, ). 

Formons l'intégrale triple et calculons /a dérivée en }, en établissant, d'après M. C. Jordan (}, la formule d'Ostro- 
  

(1) Cours d'Analyse, 1. II : Calcul des variations.
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gradski, simplifiée pour notre usage. Soit 

. Wa) . | | 

le champ d'intégration W, comme: 9, dépend d’un para 
mètre À, . ‘ 

dse ff freins. 

U W+ AW) 

-Nous voulons calculer h Les au 

ol. AI _ 
j =lims | ! . _ tetes 

Pour cela, amenons les deux intégrales à avoir méme 
.champ d'intégration. Nous y arriverons en faisant corres- 
pondre à tout point (x, Y33) de OAV) un . point 
(X; Y;2Z) de W par les formules 

AXE “ 

z LH. 
pren 

avec la condition que la transformation vaille pour passer 
d’une frontière à l’autre (Ë,.n, € sont des fonctions s énfini- 
ment petites de l'ordre de A1). 

Alors : .. 

rare ff fusaxavar, 
(W) / ‘ 

J étant le jacobien, . 

Pr x 9Ÿ . 02. 
or dn on 
OX ‘oY 22 |’ 
dd dt 

-0X 'r7 

W étant Ja fonction © -+ A? exprimée en X, Y, Z. 

..Ona | . 

: Æ èn L % 
.J=t+ ty T SZ x + inf. petit d'ordre 2.
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Or 

ta D otx 2 ,., 9%, ,0d0 PCI 5) EUX V2) ESS ns LS +. 

et : ‘ . 

, Y,Z) = ue Ap(r,ÿ,s5)= Ap(X, ; J+.s sr He. 

Donc 

- : de. 3 Ô à VI eV 2) + DEAR + [RCE + À en) 70]. 

Enfin, l’on a 
. ds . o . o 

(2) se [ [Es + es) + 2 (en) 

{W) 

+ 9  j + 72 (3%) | dXdY d2 +... 

D'où la dérivée, en remarquant que Ë, n, £ contiennent 4} 
en facteur. —. — ‘ 

Représentons lim +) par f’, etc. Nous avons une inté- Aï=0\ 4 
grale étendue au volume W et une intégrale étendue à son 
contour & : . . 

. ol do - Gr a J SJ Reæaa 
w 

+ [fee cos 4 + n'cos8 + K'cosy) de. 

Il était clair que seules les valeurs de £!, n', £'sur S inter- viendraient, FL ‘ ‘ (Nous avons repris la notation æ, ÿ, 5 au lieu de X,Y, Z.) Nous aurons à faire de cette formule l’usage suivant : VW sera le volume ABC limité par le cône A de A et par la frontière donnée S. Dans certains cas, VW sera seulement la portion de ce volume située au-dessus de la'section horizon- tale MN. 
Le paramètre } sera l’üne des coordonnées Los J'or 50 Je À. Enfin l’on aura à considérer le volume limité par le cône A comme la limite du volume limité par l’hyperboloïde x (poin- tillé) —— 

(5 — 20) — 72 02,
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Lorsque € z tend vers _3éro, suivant une loi quelconque, l'on 
voit que: 

vol. abc = 1 tend vers W = ABC: 
aire be tend vers aire BC; 
aire An tend vers aire MN; 

-aire abc =} tend vers aire ABC — A. 

. Fig. 20. 

  

A (Lo Yeto ) 

Lorsque W sera MNBC, A sera, bien entendu, Paire cor- 
respondante du cône. : 

Soit alors 

CE 1= ff [ro dr ads 
‘ w . 

F(æ, y, 3) est Jéné ainsi que ses dérivées premières et 
deuxièmes el G(T —%5, Y — Yon 5 — 5%) est énfini sur À 

comme . 

RU Gr 

 L'intégr alelaunsens, d’ après cela. 
On peut écrire, par les mêmes considérations de conver- 

gence uniforme qui ont servi pour l' intégrale simple, 

5). JS [ JS Has f frédray; 
aire BC 

c'est la dérivée sous forme immédiatement finie, et cela ré- 
sulte de la formule (3), avec cette remarque 

0G 0G 

03 : d%°
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ou bien encore 

(6) UNE nf fou 
aire À 

la limite existe, d’après (5), lorsque æ tend vers W; nous 
écrivons donc aussi bien : 

Go) | ‘ = part. fin. LS érea. 

Ceci’ n’est rien de. plus que ce qui précède, mais celle forme est utile cependant. 
. Dérivons encore, en écrivant (5) sous a forme 

dl (5°) = =h+ 

Les mêmes remarques donnent, sous forme immédiale- rene . 

D ue JSISE Ref fEceu 
aire BC 

. et, sous forme de par te finie, 

(a) PE m/IS EE “Je Sd] 
aire À: 

CA De même nous avons de sous forme immédiatement finie 
(d'aprés ce que nous avons fait sur. l'intégrale simple) Soit (ô) cette expression que nous n° écrivons ; Pas Sous forme de Partie finie, . 

-(n np Sfr F rer] 
- aire bc 

Contour bc 

Il est inutile d'écrire l'expression finie de y. Ayant ainsi 
ce vite ot ue _ ., | 92 — intégrale finie (B) + intégrale finie (à), 

nous sommes, certains que la somme des parties finies (x)
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et (y) a un sens. Mais nous allons la transformer encore pour 

n'avoir plus à fairé à _. dans (a). 

J1 suffit toujours d'observer que 

œG __#6, | 
0203 0. ler 

Le . - : Lion 

l'expression (2) devient 

© rULrse SF réa 
023$ 030 

aire}. +aire bc 

_. CITE G de #] 

de sorte que (a). (+) donne : cle. | 

aG ON Lu 
(9) DA aerres ds + GX) da 

— [ sera] 
contour be 

Lorsque £ tend vers zéro, l'intégralé. triple n'a.plus dé 

sens et les deux autres ‘intégrales deviennent infinies comme 

_ et =" + La somme étant finie et égale à à a + (8), nous.écri- 

vons encore (9) sous La forme 

(ro) L | part. ce [/ [SE] 

-Remarquons que si W. était MNBC au lieu -de ABC, nous 

aurions des intégrales ayant un sens suivant bc et mn (au 

lieu de be seul) se détruisant exactemenl, ( et dans (9) l'inté- 

grale de contour bc devrait être remplacée par .une intégrale 

de contour ‘be et mn, de même nature exactement, de la . 

forme =. 
Ê. 

Les dérivées premières et” L'déuxièmes en æo et Yo Se pré- 

sentent exactement de la mêméë manière. 

- Nous avons désormais l'instrument indispensable, actuelle- -. 

ment, pour l'étude complète de notre équation. - ° 

- Ces parties finies proviennent de la légitimité de l'inter_ 

version de:deux passages à la limite, interversion que l'on
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peut écrire . . Li . 

0 . 9 

(im) = lim (an). 
Elles permettent de mettre en évidence certaines expres- sions qui, sans elles, restent voilées. Il est prudent d’avoir constamment sous les yeux leur définition exacte et l'expres- sion immédiatement Jinie correspondante. . Nous pouvons maintenant faire Ja synthèse, la vérification, et une large extension. 

&. SYNTHÈSE DE LA SOLUTION. — Grâce à ce qui précède, on prouve assez facilement que la solution u(x,, Jos So) prend la valeur donnée à la frontière quand le point (x,, Vos So) vient sur la frontière. U ‘On distinguera deux cas : | 19 A(u)—o données non nulles, frontière quelconque. La démonstration est assez courte (Journ. de A. Jordan, 1906). Frontière caractéristique. C’est beaucoup plus diffi- cile (Cércolo matematico di Palermo, 1905). 2° Passons au cas où l'on intègre A(u)—{#F avec des données nulles à la frontière. | 
Dans le cas où la frontière est un cône A, on démontre que &, tend bien vers zéro quand le point A5(Zos Var 50) s'approche du cône A. . _ Quand la frontière ‘est quelconque, l’emploi des parties finies montre rapidement que, Z étant la cote maxima d'un point de S compris dans l’intérieur du cône À, de A: | &, est de l’ordre de (Z— 5); 

duo, due, duo sont de l’ordre de (Z— 3). 95 070 09 . 70 : Donc la convergence est démontrée encore. (Thèse, Journ. de 11. Jordan, 1904. ) : Ù Et ceci nous permettra d'intégrer des équations: beaucoup plus générales. T Fo 
+ 

‘ S. VÉRIFICATION DE LA SOLUTION. — Enfin, de ce qui pré- cède on peut tirer la vérification de l'équation. Nous prendrons le cas A(u)=F avec les données nulles sur la frontière, Caractéristique ou non. Nous résumerons - seulement la question. La fonction V. étant complètement indéterminée au point A (Los Yo; 30),.étant'ên finie sur la ver- | Ucale Az, ayant ses dérivées infinies sur le cône, autour de A,
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nous ne pouvons parler des «parties finies » autour de À.. 

Donc nous isolons À par le plan horizontal MN. 

Au volume AMN correspond une portion de &#(%6, Yo 30); 

soit #”. Au volume BCMN correspond «’, 

(To, d'os So) = + u”. 

Dans le volume AMN on prendra les expressions émmédia- 

tement finies des dérivées. Faisant tendre ANIN vers séro, 

on obtient : . 

AÇu)= F(ro Jo; 50).. 

Dans le volume BCMN, en comparant les parties finies 

aux expressions émmédiatement finies des dérivées, on a: 

A(u')=0. 

Doné on a le résultat cherché. 
La vérification serait bien plus facile à établir pour le 

cas A(u) = 0, avec les données non nulles sur la frontière. 

. 6. ISTÉGRATION PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES D'UNE ÉQUA- 

riox Pius GéxéRaLE. — Rappelons les résultats obtenus pour 

A(u)=F(x, y, 3). Étant donné le volume d’intégra tion ABC, 

nous considérons le volume majorant AB'C’ limité par Le 

même cône A de À et par un plan horizontal B'C'! de cote Z : 

supérieure à la cote maxima de la frontière S, 

) aV 
2R (To, Vos = [ [fre 

ABC 

= renof f [Ye 
ABG 

— 59} 

=— 2704 F(E mn per, 

(&,n, 6) est un point moyen. 0, est un nombre compris 

entre o et 1, parce que l'on à intégré dans le volume majorant. 

. du . . oc 

Pour l'expression de = faisons encore sortir F de l’'inté- 

So 

grale, majorons avec A B'C', nous avons à prendre 

25 L 2— 2 (33 

[ da [ ds | part. fin. f _=G= 2) rar) 

9 2 0 2} 

» — Z 
CE 

7 1 
os f (3— 30) as=s [ ds, 

20 

  

3 — 50 =
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d'où - +. Le 

CD Sont ; _ ; , ; LR 5e “(Lo Jo 20) = 2704 F(E, mn, E)(Z — 20), ‘ +0 

…. À 
— et —. 

et les expressions analogues pour P ‘ D P Cu 0% dYo 
D'où l'intégration de 

. | du. du du AG) =f (ar, S, U, 9” dy” 7) _ 

1° Si f est Unéaire;: 
:. 2 Si le. théorème des accroissements finis est applicable à la fonction F2, 7, 3, u, u, Us U;) relativement aux variables &, &,, Ur, We Fo 

Lei TR
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GÉNÉRALISATIONS ET REMARQUES. 

1. ÉQUATION D'ORDBE 7 À 2 VARIABLES INDÉPENDANTES. — On 

passe, sans grande difficulté, de ce qui précède à la théorie 

des caractéristiques dans le cas tout à fait général, le nombre 

des variables indépendantes étant deux (voir M: Goursat). 

Pour l'équation 7 : - 

* AoPno+ AsPntti test ÂnPon = 0; 

se , , dy _ 
les caractéristiques sont données par 9 — À, avec . 

AoÀ® — A: Àn—1 + As A2 +... +(— 1)" Ân= 0. 

9, Travaux pe M. Le Roux. — Dans sa Thèse (1894), con- : 

sacrée principalement aux équations linéaires du type hyper- 

bolique, dans le domaine analytique, M. Le Roux met ‘en 

œuvre celte idée ingénieuse : trouver une solution. dépen-: 

dant d’un paramètre 5(æ, ÿ #) €t choisir convenablement 

les limites de la quadrature : Le oc ‘ 

exe/f FC) am 71) de, 

y} soit encore une solution. En particu- 
de sorte que X (æ, 

- fier, il retrouve ainsi et généralise les résultats de MM. Dar- 

boux et Appell relativement aux équations d'Euler et 

Poisson, ‘ UT oo 

. h - g' 8 0 2 | : ii 

E(B, $") Tru tx -sY 7 0: . 

." (Si ces équations ont été, depuis longtemps, l'objet de 

eur forme corres- 
beaux résultats, c’est d'ailleurs parce qué Ï . 

exemple, 
pond à une proprièlé fonctionnelle simple. (Voër, par 

le Mémoire de AI. Bühl, Journal de AI. Jordan, 1904.) .. 

M. Le Roux rattache ses Travaux aux méthodes de Rie-. 

mann, de Picard, et à la célèbre. Méthode de. Laplace (votr
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M. Darboux, Travaux étudiés par M. Goursat, dans ses Leçons, Hermann), et il résout un problème d'inversion d’intégrales définies. | | 
I étudie aussi -les Singularités des solutions, qui dé- pendent ou de l’équation mème ou des données sur la fron- tière (singularités accidentelles). 
Plus tard (Journal de Â1. Jordan, 1898), il étend ses ré- sultats aux équations linéaires d'ordre » à deux variables, puis (Journal de 11. Jordan, 1900) aux équations à nr va- riables, - 

‘ M. Le Roux a été ainsi progressivement amené à relier ses Travaux à l'étude des transformations . in/finitésimales (Journal de 1. Jordan, 1903, et Travaux de l’Université de Rennes, 1906). Fo | . Retenons seulement ici que M. Le Roux a montré que cer- taines solutions, dites normales, ne peuvent admettre que des caractéristiques Pour lignes singulières accidentelles. 
3. Travaux pe MM. Derassus, Braxour, Niccozerrr, — D'autre part, dès 1895, M. Delassus, dans sa Thèse sur les équations à caractéristiques réelles, dans le domaine analytique, fait usage de la notion fondamentale du domaine d’un arc ('jet montre que les lignes singulières essentielles des solutions (celles au delà desquelles on ne peut prolonger analytique- ment) sont, ou bien certaines lignes fixes, ou bien des caractéristiques. - . Dans cette Thèse, M. Delassus intègre, Par. approxima- tions successives, d’abord les équations à une seule caracté- ristique, 

du e “di+k = TS Poor en © Don re Jo... ni, . ‘ I+K<n, 
puis les équations de la forme la plus. générale, mises sous "forme canonique 

‘ | wW(z)= u(s), ayant posé 
. 

[d 2\/d  : 2 d\/dz ‘ 0z 
DOG Has) (TL na). (L —)(Z= —_ 

(5) (Œ + 5) (& hu-s nd) Œ + Xe 5) Œ +h +) u(3).ne contenant que des dérivées d'ordre n—r. 
— 

tique régulier AMB, on trouve une QUE, quelles que soient les données ana- le est analÿtique dans A. 

  

 (") Étant donné un arc analy aire « l’entourant et telle lytiques sur AMB, lintégra 

-
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Enfin M. Delassus fait la belle ‘extension suivante.de la 

Méthode de Riemann et de la Héthode de A1. Picard. Soit 

Na LE AN di+k 

Feoe on GS Dur 

jÉ—0, 1,20. P p+qg=n, 

lA=o,1,2,...,q Apq = 1: 

L'équation adjointe sera 

=, 

NW . disk 
G(u) = CE re QU) sn 0, 

d'où ° 

up—:qz MON, 20 , 
0x dy 0x dy 

M, N, 8 ont des formes telles que l’on obtient une formule 

toute semblable à celle de Riemann par la même intégrale 

de contour. ‘ . ne 

Il est encore à remarquer que. M. Delassus s'occupe, dans 

sa Thèse, de certaines équations à trois variables indépen- 

dantes, celles dont les caractéristiques ont une forme très 

particulière rappelant Le cas de deux variables. 

De leur côté, M. Bianchi et M. Niccoletti ont fail aussi, 

de remarquables extensions de la Méthode de M. Picard et 

de la Méthode de. Riemann à des systèmes d'équations du 

type hyperbolique. U on D 

La solution, malgré la complication des notalions, est 

assez simple (1) et fort élégante. 

x Travaux pe MM. Tenoxe, CouLox, FapawaRD. — Nous 

avons vu la haute valeur de l'idée de M. Volterra touchant 

l'étude de l'équation des ondes cylindriques généralisée, 

0? 92 0? LR D 

sue (eg) FU) | 

. . . ° re 

À un autre point de vue et bien avant lui, Poisson et Kirch- 

holl avaient étudié l'équation des ondes sphériques:. 

: d? gd?  d?: 1 0? …. ‘ 

    

(1) L. Biasent, -dccademia dei Lincei, 1895. — O. NiccoLETTI, cc: 

-dei Lincei; 18y5, et Mémoires della A. Acc. di Napoli, 1896.
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Soit-S une surface dans l’espace (æ, y, 3), L étant regardé 
comme paramètre, . | oi - 

On donne pour t—0, 

V(z,,3,0)= f(x,7,5), 
. à av 
d DM 0)=g(2,7,5), : soit cl 2 _. 

2 

FO ae J Je 5, 5 ds . 
. . . © ï L + v ° © 

GO are J Jeter sa. 

Poisson a donné (!},-en 1819, la ‘solution de B—o, sous 
‘Ja forme . . .. . d' | \ 

Vos Fos 20; €) = PAL F(2)]+4G(e). 

1 y a grand intérêt à rattacher celle solution à un théo- 
rème fondamental de Kirchhoff (Académie de Berlin, 1882; 
Annales de l’École Normale supérieure, 1886). Ce théo- rème a été démontré aussi par Beltrami (Institut Lombard, 
1889)... Ut. Le : © On peut aisément étendre la méthode de M. Volterra aux ” équations de la forme — ie Le 

: 9? - gd? .. do? gd? : 
Gerra -2)vee . 

C'est ce qu'a fait M. O. Tedone (Annali di Matematica, 1898). : . Ù oo | 
On .peut également passer aux ‘équations étudiées par M. J. Coulon, dans sa Thèse : ° 

os 
“ . : P 

Fo : o? d2 - r APN = — — S — = 0. Or} du 0yt ]Y 9 
1 . 

On obtient l'intégrale par des dérivations répétées, et M: 3. Coulon a obtenu une forme symbolique très élégante, . en même temps d’ailleurs que, parallèlement à M. Hadamard, 

  
\ 

.. (*}-Voir le beau Livre de M. DuuEM : Leçons sur L’Hydrodyna- mnique el l'Elasticité (Paris, Hermann ). CU . °
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il obtenait des interprétations hydrodynamiques d’un grand 

prix (Thèse de M. Coulon, Hermann, 1902). 

Mais ici l’on doit faire une observation fondamentale. 

Nous avons obtenu, pour A(u)—F,la valeur u(%o, Yo 50) 

en fonction de données. situées à l'ëntérieur du cône À de A: 

au-dessus ou au-dessous du sommel. + _- — 

M. Volterra s’est attaché à un autre problème, en plaçant 

les données sur une surface qui tourne autour de As", comme 

un cylindre. Nous appelons ce nouveau problème le problème 

extérieur et réservant le nom de problème intérieur à celui 

ue nous avons résolu ici complètement. . ‘ . 

M. Volterra, puis M. d'Adhémar ont montré que le pro- 

blème extérieur n'aura pas de Solution, en général. M. Ha- 

damard annonce que l’on doit modifier son énoncé et prendre 

un problème mixte, les données n'étant pas, partout: les 

mêmes (Leçons sur les ondes, p. 331). tt | 

Or il résulte d'une remarque de M. J. Coulon, qu’en 

général c’est le problème extérieur qui se. présente seul 

lorsque P et g sont quelconques. ° . 7 | 2 

Ainsi, pour l'équation AP:7V = 0, de nouvelles recherches 

devront être faites pour compléter les résultats de M. J. Cou- 

lon. L'étude .du- problème extérieur devra être poursuivie. 

Prenons la question de plus loin. oo 

Quand on a des équations à plus de deux variables indé- 

‘pendantes, ni la question des caractéristiques ni celle des 

formes canoniques des équations ne se posent de la même 

façon. . . :. TU . L 

Pour le sécond ordre, il résulte des travaux de M. Cotton 

{nous l'avons déjà dit), qu’il n'ya plus un nombre limité.de 

formés canoniques simples pour les équations linéaires. 

11 faut donc étudier l'équation linéaire générale. M. Hada- 

mard a commencé cette étude dans un remarquable Mémoire 

relatif au cas de trois variables indépendantes (Annales de 

l'École Normale supérieure, 1904 et 1905). | 

Ce Travail établit un lien entre les tÿpes hyperbolique et 

elliptique, par l’analogie des solutions fondamentales mises 

en jeu. 11 faut remarquer que la méthode est Jimitée au cas 

de -données” analytiques el, qu'elle conduit aux 767768 

calculs que celle de M. Volterra pour l'équation étudiée 

ici. Fe cie a E 

On voit immédiatement que, pour notre équation. 

du. du. du 

AGDE Gt ge on
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on a la solution 

I ‘ ° L 1 (D RS 

Avec M. Volterra, nous employons cette autre solution 
fondamentale ‘ 

Gt) Vas] 

      

qui se déduit immédiatement de (1) par une quadrature. 
Pour le cas linéaire général, on part toujours. de la for- 

mule où entrent l'adjointe et la conormale, mais M. J. Hiada- 
. 1 mard cherche une solution fondamentale analogue de K 

non pas de V, 
Ceci l'amène à étudier un problème résolu dans des cas 

spéciaux, d’abord par M. Picard (Comptes rendus, avril 1891, 
juin 1900), puis par MM. Hilbert, Hedrick, Fredholm. Le 
Roux, Holmgren, Levi-Civita (Wuovo Cimento, Pisa, 1897). 

M. Hadamard part donc des solutions fondamentales en + 
R 

(R étant, en général, une distance géodésique relative à une 
forme différentielle déduite de l'équation). 

Il obtient encore, par une dérivation, la valeur de u(Los 
J'oy 50) AU sommet d’un conoïde caractéristique, qui est 
l'analogue du cône A. 

La dérivation conduit à ces parties finies d'intégrales dont 
nous avons longuement parlé à propos de l'équation des 
ondes. | ‘ 

et 

Pour montrer la force de la modification que M. Hada- 
mard fait subir à la méthode de M. Volterra, il nous suffira 
de dire que l'équation 

| A(uÿ+Ku= 0 (K = const.) 

est immédiatement intégrée, sans la méthode d'approxima- 
tions successives. . . os 
M. Hadamard a été plus loin encore et, dans un Mémoire 
qui sera prochainement publié (Acta mathematica), il 
“étend ses résultats à l'équation linéaire hyperbolique de 
deuxième ordre à » variables. Le 

La parité du nombre n joue un rèle prépondérant. 
n étant impair, l’analogie avec notre équation des ondes 

est complète. x étant pair, la partie de la solution fonda- 
mentale qui conduirait à nos « parties finies » s'élimine
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d'elle-même, et la méthode ressemble davantage à celle de 
Riemann (Comptes rendus, 13 février 1905). 

[restera encore, pour le problème extérieur, des ques- 
tions très difficiles à résoudre. Sans doute, comme. le pense 
AL. Hadamard, faut-il se placer à un point de vue autre que 
celui de MM. Volterra, Tedone et de l’auteur, et poser un 
problème mixte. ° ‘ 

5. REMARQUE SUR LA NATURE ANALYTIQUE DES SOLUTIONS. — . 

On sait, depuis longtemps, que les solutions de l’équation 
de Laplace ‘ | | 

a À 023 
5 ge or —° 

sont analytiques. En 1890, M. Picard (Journal de l’École 
Polytechnique) a obtenu ce résultat remarquable qu’il en 
est de même pour l'équation ce 

As+a 0 B%+cs=0 
| 0x dy : 

(a, b, c étant analytiques). M..Hilbert à énoncé et A. Serge 

Bernstein a démontré ce même théorème pour les solutions 

de l'équation elliptique la plus générale, à deux variables 
indépendantes. | . . . 

Ajoutons que l’analyse de M. Bernstein repose sur un 

emploi tout à fait merveilleux des Approximations succes- 
sives (WMathematische Annalen, t. LIX). | 

Dans une courte Note (Comptes rendus, 1895) M. Picard 

a esquissé [a démonstration du même théorème pour l’équa- 

tion linéaire générale, d'ordre 2p, à caractéristiques 1magI- 

naires, à 2 variables indépendantes. | . 

Pour les équations Ayperboliques étudiées ici, é 

que la solution n'est pas forcément analytique, et que l'on 
obtient cette solution dans deux régions différentes, Séparces : 

par à frontière portant les données. Autant de différences 

avec les équations elliptiques. 

il est clair 

8 D'ÉQUATIONS DU TYPE HYPER- 

des systèmes, 

doute résulter 
Riquier, 

6. REMARQUE SUR LES SYSTÈME 1 
BOLIQue, — La théorie des caractéristiques 

commencée par M. Hadamard, pourra sans € 

de l'étude minutieuse des travaux de MM. Méray, 
Bourlet, Delassus (1). 

()5. HaDamanp, Soc. Afath. de France, 1906. 

a
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: On’ sait, en effet, aujourd’hui, que la forme canonique de 
Mme de Kowaleska n'est pas la forme la plus générale. 

Signalons -seulement l'intégration, par M. Niccoletti, de 
systèmes g généralisant directement celui- -ci : ‘ 

‘ 2223; 
Le aix 1. > bu EL Cik3k = 0 ŒYy TA re LE Te 2 ik SR 1. 

puis l'intégration, par. M. Volterra (même Mémoire), du 
système (* ) 

du h du | de | LE ue 2 a? — 2 | Se = 4 set ce a nÈ(E +%)ex 

. | de du  d — = a A9 +) LT) y. 
; LE a 2 : C ‘ D dx D): Ÿ 

La généralisation de ce Système a été magistralement 

étudiée par M. O. Tedone (Y/emorie dell’ Accademia di 
Torino, 1897). - 

7. Remarque SUR LA SYNTHÈSE DE L'ÉQUATION DES ONDES. — 
La donnée étant portée par un cône caractér istique, la Sy: n- 

thèse a été faite ainsi (p. 72). 
On prend les coordonnées polaires avec le sommel du cône 

pour origine, soient à, 0. 
On prend. d'abord le’ cas où la donnée est 37, ou XP & en- 

tier). lei ‘ ‘ 

R= = ax + b 

(tandis que en général on aürait' un terme en-}?; mais Je cas 
général se traite très rapidement, on l'a dit) 

= 2 2(20+ D cos0), a 

D= 52 D. I à 

. On a alors à dériver, en &, l'intégrale 

JT PT-eentepipas, 
a À 

B est la racine de R—0o; rs? exprime en À, c’est la distance 
polaire relative à A(o, Yo, 30); y = cost; D est la distance 
de ce Point À à l’axe du cône. ‘ 

' : 0? 0° (") 4 étant le laplacien 3m + Th
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On prend la « partie finie » et l'on est ramené à calculer, 
par la méthode des résidus, - 

CE ° dû | 
,= —— { — | J (K— y (K consL.), | 

puis on passe au cas où la donnée est 
= L 

D Pa(0)Ar, 
0 

D, étant périodique, sans aucun nouveau caleul, (Cérc. di : 
Palermo, 1905.) Doc , 

8. REMARQUE suR LE TuéorÈME DE M. Riquien. — Nous 

avons élé un peu bref sur cette question (p 34). Ajoutons 
un mot : 

Reprenons la majorätion 

T uw S+p+q\: r+t 

CF) CE) SS) 
., _ (re DE) +7 +80, 

  

  

»  s=e(u,à); 
alors (1) devient 

..{A  B\1,. 
(2) [if +7) IQ | : 

1/1 if: A  B vo. 
=r(xe2)l#- (+ r)] 

+ re +) 2(u)+ Wu, g'(u), g"(u)]. 

Il nous faut une solution à coefficients positifs, holo- 
morphe pour À =1. 

Pour cela rendons ‘positif le coefficient de o" pour À —1, 

AB—RIHBRR<LO. ee 

Nous posons donc | rer 

OS 1— {AB > 0 

et prenons 1 entre les racines, avec 

o<h<i, o<l<i1.
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Posons 
A B. or 

ET hi 
7 —+ h > D 

fl et K étant des nombres positifs, on a, pour (2), la 
forme (3), : . 

  

: / I x 
- (3) - e"(u) = hle"?(u) rt) x" 

| M 

. On a bien alors une intégrale, nulle ainsi que ses deux 
premières dérivées pour « 0 à coefficients positifs et con- 
vergente pour , : 

° Iæl<a, Lrl<8, [Al < pu (>Laxe,R>o). 

On voit comment s'introduit la condition (1). 
Mais la condition qui intervient dans ce mode de démons- 

lration est-elle nécessaire? Ou bien Pexistence des solutions 
dépend-elle de propriétés ar ithnétiques des coefficients’ de 

. l'équation? . 
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