MAURICE D OCAGNE

MEMBRU AL lNSTIT‘JlULUIr FRAN’I‘EI G
PROFESOR LA SCOALA POL!TECHNXCA DIN’ PARIS

3 By




TARM

R

P!

R

UNIVERS

DIN

Cota

Anul.

1

G \HH

r. Invent

F

.

ia

Sect

N




I P

2

GEOME
PURA
INFINITEZIMAL

DE

N. ABRAMESCU

PROFESOR LA FACULTATEA DE STUNTE DIN CLUJ

i~ :>«(

NG

!/
) T

~/

CU O PREFATA

DE

MAURICE D'OCAGNE

MEMBRU AL INSTITUTULUI FRANTE!
PROFESOR LA SCOALA POLITECHNICA DIN PARIS

EDITURA UNIVERSITATII DIN CLUJ
1930



: i

s
H pIRLINTEDE A

i - Tm’

ieorp \jkagzég g
MM“‘MJ
-?

) ' T
b A A Y
Cﬁ A i AR
{ T ey 2 £ iy

B.C.U. Bucuresti

MIAIARN
G144



La ¥ Llnivanse G P gy’

2, 9/@‘77



%'c acesl /45%% ceess Ao %’ameéig /&uéé'
Q%%Z{ezzmé' z%%/zéw'm/ e Lomtin tarpeczrecs,
weczselite %eameiéw %@%cez, %m%u/éﬂ’

u%%%éé % ﬂé‘)d 722,

Morndars al Fustitutitisi Farfios;
% sas Lo %%p %%%o/nzbm“ ore %@m,

iz demse Ao aﬂ/mzéﬂﬁfe g éﬂ/%ec/ﬂad crmnags.



Jo6/3
Dbt

PREFACE.

Certes, l'analyse peut étre regardée comme Pinstrument de
recherche le plus puissant dont dispose le géométre et lon ne
saurait frop s’émerveiller des conquétes qui lui sont dues, mais
Pentl:ousiasme que U'on en peut ressentir ne doit pas faire mécon-
nailre le haut intérét des méthodes de la géoméirie dite synthétique
et conduir a les négliger. 1l est d'ailleurs possible de faire appel
sur ce point a lopinion d’un illustre analyste, LAGRANGE, qui, dans
les Nouveaux mémoires de I’Académie de Berlin, écrivait en 1773 :
»Quelques avantages que I'analyse algébrique ait sur les méthodes
géométriques des anciens, qu’on appelle vulgairement, quoique fort
improprement, synthése, il est néanmoins des problémes ol celle-ci
parait préférable, fant par la clarté lumineuse qui 'accompagne
que par lélégance et la facilité des solutions qu'elle donne“. Un
tel jugement, émanant d’une pareille autorité, suffit a légitimer le
mainfien d’'un enseignement de pure géométrie dans le cycle des
hautes études mathématiques. Mais ce maintien peut se justifier
encore par un autre ordre de considération. Les méthodes de la
géoméirie synthétique se montrent d’une remarquable fécondité dans
le domaine des applications techniques oi il semble qi'on les ait
un peu trop négligées dans la période contemporaine, ce qui s’explique,
au surplus, par la cammodité, la généralité qu'offre la méthode
analytique, Péconomie de pensée que comporte son emploi. Mais on
pouvait déplorer que ces avantages fissent par trop négliger les
admirables ressources que peut offrir aussi aux techniciens la
méthode synthétique (Y). Cest pourquoi je me suis efforcé, par mon
enseignement de I'Ecole polytechnique de Paris, de remettre, dans
la plus large mesure possible, cette méthode en honneur, alors que,

(') Je crois devoir signaler  ce propos le remarquable ouvrage qu’un
de mes anciens éléves, M. WOLKOWITSCH, vient de publier sous le titre:
Applications de la géométrie a la stabilité¢ des constructions (en deux volu-
mes; Doin, éditeur; 1928-—1930). -
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dans un autre cours, nos éléves recoivent un enseignement trés élevé
de lanalyse. Aussi, est ce avec une particuliere safisfaction que j'ai
vu, @ ma suite, M. le professeur N. ABRAMESCO s’engager dans la
méme voie, adoptant méme, sur beaucoup de points, mes propres
démonstrations pour en répandre la connaissance dans son pays, y
ajoutant d’ailleurs — ai-je besoin de le dire? — bien des choses
intéressantes, tirées de son propre fonds. Je souhaite vivement de
voir le livre qu’il consacre d ce sujet trouver, auprés du public
roumain, fout le succés qu’il meérite.

Maurice d’Ocagne,
Membre de I'Institut de France,
Professeur a YEcole Polytechnique de Paris.

Paris, le février 1930.



PRECUVANTARE.

Aceastd lucrare este rezumatul lectiunilor de Geometrie purd
Infinitezimald, pe care le profesez la Universitatea din Cluj, cu
scopul de a mentine, aldturi de metoda de cercetare a Analizei
matematice, si una intuitivd de Geometrie purd.

Primele lectiuni de acest gen la noi in fard, se datoresc
D-lui Profesor universitar si Inginer Er. PANGRATI, fostul meu profesor,
ale cdrui neintrecute prelegeri ce ne ficea la Universitatea din Bucu-
resti mi-au rdmas ca model, si de aceea ii aduc sI pe aceastd cale
omagiile mele de recunogtingd.

Acest curs este fipdrit din fondul pe care Ministerul Instruc-
tiunii Pa pus la dispozitia Universitdii din Cluj pentru publicarea
manualelor didactice universitare. Exprim aci recunoscdtoare mulfu-
miri Onor. Minister al Instrucfiunii si Comisiunei Insdrcinatd cu
ingrijirea publicdrei, precum si Senatului universitar din Cluj pen-
tru cd a aprobat publicarea acestor lectiuni.

Mulfumesc in acelas timp si Tipografiei Cartea Romdneasce -
din Cluj, pentru stdruinta depusd ca lucrarea sd iasd cat mai bine.

7 N. Abramescu.
Cluj, Octombrie 1930.



LECTIUNI DE GEOMETRIE PURA INFINITEZIMALA

INTRODUCERE.

1. Geometria Infinitezimald (sau diferentiald) studiazid pro-
prietdtile figurilor geometrice in vecinitatea unuia din elemen-
tele sale. Astfel, tangenta la o curbi este dreapta care uneste
un punct cu un punct infinit vecin, cercul osculator trece prin
tret punct infinit vecine.

Acest studiu se poate face, sau in mod analitic, sau pur
geometric. Studiul analitic al Geometriei Infinitezimale a fost
desdvarsit de marele geometru francez Darboux, in monumen-
tala sa lucrare, Legons sur la théorie Lénérale des surfaces.

Matematicile considerate independent de aplicatiunile lor,
se divid in doud ramuri distincte, Analiza st Geometria.

Dacs, cum spune D-1 M. d’Ocagne (1), Analiza constitue
utilul prin excelenti in cercetirile matematice, daci permite,
chiar in domeniul faptelor din spatiu, si confere fundamente-
lor teorii toatd soliditatea pe care o cere o critici riguroasi, nu
este mai putin adevirat, dupid justa observare a eminentului
analist, D. P. Appell(?), ci, daca prin intrebuintarea Analizer
se cdstiga repede o oarecave indeménare in mdanuirea Sormu-
lelor, se’ sfarseste prin a se perde obisnuinta rationamentului
direct, se renuntd la aceastd metoads, de altminteriea foarte
instructivd, care consistd in a considera lucrurile asa cum Se
prezintd (in ele insi-le) si fard a le perde din vedere in cursul
rationamentului (Poinsot, Théorie nouvelle de la rofation des
corps, § 1. »

Mai mult, Geometria puri se impune prin nenumdiratele
sale mijloace de cercetare, prin claritatea propozitiunilor pe

(') M. d’Ocagne, Prefata lucrarei sale, Cours de Géométrie pure et
appiiquée de PEcole Polytechnique, 1917.

{*) P. Appell, Prefata la lucrarea D-lui Demartres, Cours de Géo-
métrie Infinilésimale, 1013,

N. Abramescu. — Lectiuny de Geometrie purid Infinitezimali. 1




care le pune in evidents, prin simplicitatea si eleganta solutiu-
nilor pe care le da.

La toate ramurile de aplicatie, in legituri cu matemati-
cile, metoda geometricd aduce ajutorul cel mai eficace, ofers
solutiunile cele mal variate, cele mai elegante si mai potrivite,
cele mai neprevizute.

Primele cercetiri de Geometrie purd Infinitezimali sunt
tot atat de vechi ca si inceputurile Calculului Infinitezimal, iar
ridicarea lor la rangul unui corp de doctrini este datoriti
geometrilor Monge, Poncelet, Ossian Bonnet, Chasles, Man-
nheim, M. d’Ocagne. Primele lucrdri in acest sens (in Franta)
sunt ale lui Chasles, Traité de Géomélrie Supérieure (1852),
Aperen historique (1889), Mannheim, Principes et développe-
ments de Géométrie Cinématique (1894); Schoenflies (traducere
Speckel), Géométrie du mouvement, continand Notions géomeé-
triques sur les complexes et les congruences de droites de Fou-
ret (1893); a D-lui M. &’ Ocagne, Cours de Géométrie Descrip-
tive et de Géométrie Infinitésimale (1896). Chasles, Mannheim
si D-1 M. d’Ocagne sunt intemeetorii Geometrii pure Infinite-
zimale. O altd lucrare in acest sens este a lui Demartres,
Cours de Géométrie Infinitésimale (1913) si in fine cea mai
noud, este a D-lui M. d°Ocagne, Cours de Géométrie pure et
appliquée de | *Ecole Polytec/mzqzte (1917), a cirei noud editie,
Cours de Géométrie de I’ Ecole Polytechnique, a apirut in 1930
si de care ne-am servit in mare parte in alcituirea acestor lec-
tiuni, expunand uneori chiar propriile si neintrecutele demon-
stratiuni a D-lui M. d’Ocagne.

INFINITII MICL

2. Infinitii mici. Un infinit mic este, prin definitie, o can-
titate varlablla, care tinde citre zero. Cand se compari doi
infiniti mict « si B, care variazd simultan, se pot prezenta ur-

mitoarele cazuri: = tinde cidtre zero, cand se zice cd B este

infinit mic in raport cu «; daci g tinde cdtre o limiti diferita

de zero sau infinit, sau mai general, rimane cuprins intre douid
numere de acelag semn, se zice ci P si « sunt infiniti mici de
acelas ordin.

Se compard, in general, infinitii mici care figureazi in
aceasi chestiune, cu unul dintre ei, 8, care se numeste infinit
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mic principal. Un infinit mic « este de ordinul n, cand raportul
«:0” tinde citre o cantitate £, finita si diferitd de zero, adica
5 o€£
th -k,  o=h0"fch"
¢ tinzand citre zero in acelas timp cu 0. 0% se zice partea
principald a infinitului mic .
Asupra infinitilor mici putem arita urmitoarele proprietiti.
1° Suma unui numar marginit de infinify mici de ace-
las ordin este un infinit mic de acelas ordin. In adevir, si
considerdm infinitii mici de ordinul #,
a=RO"tel o' =p'frte'0, .
Avem
ata’-b . =(ktA . .) 0 et )67
relatiune care probeazi ci suma (e+2a'+...), de un numir de-
terminat de termeni, este un infinit mic de acelas ordin # cu
cei dati.
2° Diferenta a doi infiniti mici de acelas ordin este un
infinit mic de un ordin cel putin egal cu acela al infinitilor
mici considerati. In adevir, avem
a—o'=(f — ') 074 (c—c’) 02,
Diferenta (x—a’) este un infinit mic de ordinul # cand
kFrk' si este de ordin superior lui 2 cand k=4'.
3° Produsul a doi infiniti mici este un mfinit mic de
un ordin egal cuu suma ordinelor infinitilor mici considerati. Fie

a=Rn el a'=pOmteOm; ¢ & -0,

Avem
ac =Rl (he' - ') Bt g ¢,
Se vede ci
lim g > &E,

ceea ce probeazi ci produsul «o’ este un infinit mic de un
ordin (m-n), egal cu suma ordinelor st n ale infinitilor mici
considerati. :

4° Catul a doi infiniti mici este un nfinit mic de un
ordin egal cu diferenta ordinelor celor dos tnfiniti mici con-
siderati. Fie

a=R0m- 407 o =Rl g




Avem
*
« ke - im % —lim bt k
a ke z fr—n B

o ' q . A
ceea ce probeazi ci 7 €ste un infinit mic de ordinul (m—n).

5° Infinit mici echivalenti. Doi infiniti mici se zic echi-

valenti dacd au aceeasi parte principald. De ex.,
a==flindelr o — e,

Raportul a doi infiniti mici echivalenti este egal cu 1, cici
07 Lclin . kte B !
L, =11m—+—,=~=l_ (5, £ = O)
AU ke p

6° Limita raportului a doi infiniti mici este egald cu li-
mita raportului mfmmlor mici echivalenti. In adevir, fie «,
do1 infiniti mici si «’, B’ infinitii mici echlvalentl Avem

.o .
lim — = lim
o

lim oi, = Il ]imﬁ—, =1l
o

p
7 ’
lim & = lim (% - %):m%.
De aci rezultd cd limita raportului a doi infiniti mici nu
se schimbi cand inlocuim pe fiecare din ei cu partea lor prin-

cipali.

7 Limita sumei mai multor mfinits mici, de acelas or-
din, nu se schimbi daci inlocuim mfinitic mici o altii echi-

valenti. In adevir, fie a;, a,,... o, p infiniti mici si f;, fig,... Bs
echlvalengn lor, adici

7

Si considerim rapoartele
% % %p
B BBy
Sa presupunem cd am aranjat astfel notatiile, in cat 2+
1
sd fie cel mai mic si g—‘; sa fie cel mai mare din aceste rapoarte.
Avem ‘ :

% _ %

BBy



decl

% <py %,
%<, %»
% 1<Bp-1 EL:,
% =B %:_-
Adunand aceste relatii, avem

al+a2+...+a,><§—’<@1+@2+...+§:),

oy tost. . ta,
@ Bt B <5

De asemenea,

#5>f 3 s >fpr gl 25, g, —@IB
De unde, adunand,
al+a2+...+ap>f§<@l+@g+...+@p>,
oot . +a, '
BitBot-... 55

Comparand (1) cu (2), urmeazi

ﬂ<°‘1+°‘2+---+“ﬁ %

Br " BitBet. B B

2) s

By

adicd raportul
3 ooyt . oy,
Bit-Bs+.. kB, -

este cuprins intre cel mai mic si cel mai mare din rapoartele
“1 %

B

Dar la limiti aceste rapoarte tind citre 1. Raportul (3)
fiind cuprins intre doud cantitdti care tind citre 1, urmeazi ci
acest raport are limita 1, adici

It %+t .. e, il
BitBat.. "Hsp




hm (4. ..4a) = lim (B,+...+B,)

st astfel proprietatea enuntati este verificata,

De aci urmeazd ci limita sumei de infiniti mici nu se
schimba dacd inlocuim infinitii mici cu partile lor principale.

3. Metoda infinitezimald consti in a inlocui infinitii mici,
care figureazd in problema de rezolvat, cu altii echivalenti, pe
care il alegem astfel ca sd simplificim cat mai mult rationa-
mentele si calculele. Rezultatul final nu va fi gresit din cauza
acestor inlocuiri, cdci, in definitiv, n’avem de calculat de cat
limite de rapoarte sau limite de sume.

CURBELE PLANE.

CURBURA CURBELOR PLANE.

4. Lungimea unui arc de curbi. Si considerim un arc
decurb#plani AB(Fig. 1)
cu smmpld conexiune.
Fie M si M’ dous puncte
infinit vecine ale aces-
tuiarc. Tangentain punc-
tul M la curba AB este
limita cdtre care tinde
dreapta MM’ cand M’
: tinde citre M. Normala
in M este perpendiculara in M pe tangenta in acest punct.

Si considerim pe arcul AB punctele M;, M,,...M,, in
ordinea dupi care un mobil ar descrie arcul AB, dela A spre
B. S presupunem ci aceste puncte sunt asa de apropiate, in
cat arcele partiale AM,, M;M,,...M,B si fie convexe si ci
coardele subintinse de aceste arce si faci unghiuri ascutite
cu tangentele duse la cele doui extremititi ale fiecirui arc.
Fie Ty, Ts,... T. punctele de intersectie ale tangentelor duse
in A, My, M,,...M,, B. Asa fiind, linia poligonali AM,...M.B
‘este inscrisd, iar linia poligonald AT,... T,B este circumscrisi
arcului AB.

In aceste conditiuni, fungiimea arcuiui AB este limita co-
tre care tinde perimetrul linii poligonale inscrise in acest arc,
cand laturile acestei linii poligonale tind citre zero.

A B

Fig. 1.
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Pentru a justifica aceast definitie, va trebui si aritim
Cd aceastd [imitd existd si ci este umicd, adicd este indepen-
dentd de legea dupi care laturile tind citre zero.

1° Vom arita, mai intai, ci raportul  perimetrelor uner
linit poligonale inscrise si a linis poligonale circumscrise co-
respunzatoare, tinde citre 1, oricare ar fi legea dupi care la-
turile linii inscrise tind citre zero.

In adevir, fie S;, S,,... S, proectiile punctelor Ty, T, ...
Tx pe laturile AM;, M, M,,. ..M. B. Fiindci fiecare coardd face
unghiuri ascutite cu tangentele la extremititile sale, punctele

u Sy...S. cad respectiv in interiorul segmentelor AM,,

M;M,,... M, B.

Raportul perimetrelor liniilor poligonale circumscrise si
inscrise este egal cu

@) AT+ T,M;+M, T, +...+M, T,+T, B ;
ASI_"‘S!Ml +M152+ v +MnSn+SnB

Dar, aceasti valoare este cuprinsi intre cel mai mare si
cel mai mic din rapoartele

(5) ‘&,L‘MI,...TLB.
AS) I SivE S.B

Si considerdim unul oarecare din aceste rapoarte, de ex.,

, care este egal cu
M152

M, T, M, T, 1

M;S,  MT;cos ToM,S,  cos ToMS, |

Dar cand coardele M;M,, ... tind citre zero, unghiul
Ts M, S, tinde citre zero, iar cosinusul siu citre 1, prin ur-
mare, acest raport tinde citre 1.

Deci, fiecare din rapoartele (5) tinde citre 1 si deci st
raportul (4) tinde citre 1, adici raportul perimetrelor a unei
linii poligonale inscrise st a linii poligonale circumscrise co-
respunzitoare tinde citre 1.

2° Acestea fiind stabilite, si aritim ci perimetrul unei
limii poligonale inscrise ale carei laturi tind catre zero, are o
limita determinati si independentit ae legea de inscriere a li-
nit poligonale.

In adevir, fiind inscrisi o linie poligonald in arcul AB,
S4 unim un punct oarecare al fiecirui arc subintins de laturile
linii poligonale cu extremititile laturii corespunzitoare. Obti-
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nem, astfel, o noui linie poligonalsd, inscrisi in arcul AB, a-
vand de dou#d ori mai multe laturi ca prima. Operand cu a-
ceasta la fel ca cu prima, si asa mai departe, vom obtine o
serie nelimitatd de linii poligonale inscrise, dupd o lege parti-
culard. Perimetrele g, po, ... ale acestor linii vor creste, si
cum sunt mai mici de cat perimetrul unei linii poligonale cir-
cumscrise arcului AB, ele vor tinde citre o limiti determi-
natd L. De asemenea, perimetrele P;, P,,...ale liniilor poligo-
nale circumscrise arcului AB, vor tinde (No.4, 19 citre a-
ceeas limitd L.

Asa fiind, sd considerdm acum un sir de linii poligonale
nscrise in arcul AB, dupi o /lege oarecare, si ale ciror laturi
sa tindd citre zero. Fie p perimetrul uneia din aceste linii po-
ligonale inscrise si P perimetrul linii poligonale circumscrise
corespunzdtoare. P fiind mai mare de cat oricare din perime-
trele py, ps,..., va fi mai mare sau egal cu limita lor L. De
altd parte, p fiind mai mic de cat unul oarecare din perimetrele
P, JEm v Feell TnultT e a Mcu S imita oy N8

Vom avea deci

de unde 12~<_f.

Dar (No. 4, 19 ;Pare ca limita pe 1. Deci, raportulf;

este cuprins intre 1 si o cantitate care tinde citre, 1, are dect
ca limitd unitatea, adicd si p are ca limitd pe L. Prin urmare,
perimetrul unei linii poligonale inscrise, ale cirui laturi tind
cdtre zero, are o limitd determinati si independentd de legea
de inscriere a linii poligonale, astfel ca lungimea unui arc de
curbd AB este limita citre care tinde perimetrul unei linii po-
ligoale inscrise in arcul AB, cand laturile linii poligonale in-
scrise tind citre zero.

5. Raportul dintre un arc infinit mic si coarda sa. Sa
considerdm un arc infinit mic M; M, (Fig. 1) si fie T, punctul
de intersectie a tangentelor duse la extremititile M, si M, ale
;arculul M; M,. Avem

coarda My My <arc M, M, < M, T,+T. M,,

de unde :
arc Ml Mg S M1 Tg +T2 Mg
coarda M; M, ™M, S,-+S,M,
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Dar, ultimul raport tinde (No. 4, 1° citre 1, cand arcul
M; M, tinde citre zero, deci raportul

arc M, M,
coarda M,M,

tinde citre 1, cand arcul M; M, tinde citre zero.

Deci, raportul dintre arcul tnfinit mic $¢ coarda sa tinde
catre 1 cand arcul tinde citre zero.

In studiul proprietitilor curbelor se ia ca infinit mic prin-
cipal arcul infinit mic de curbi. Arcul infinit mic Sl coarda sa
find infiniti mici echivalenti, vom lua, dup4 imprejuriri, ca infinit
mic principal, fie arcul infinit mic, fie coarda corespunzitoare.

6. Curbura intr’'un punct, Cerc de curburd. Si con-
siderdm un punct M pe curba (M) sl punctul infinit vecin M’
(Fig. 2). Fie K punctul de intersectie al tangentelor MT si
M'T" la curbd in M si M.

_ Unghiul © =TKT” format de tangentele in M si M’ ma-
soard cantitatea cut care curba (M) se depirteazi in M de forma
rectilinie, cand trecem de la M la M. Unghiul o se zice wun-
g/zz'u/A de contingentd in M, sau curbura totala a arcului MM'.

Insemnand cu « si at-du unghiurile ficute cu o dreapts
fixa x’x de tangentele MT st MT in M si M, se vede ci
o+ do=atw, de ;
unde w=de, Deci,
unghiul de contin-
gentd este cres-
terea unghiului «
ce-l face tangenta
in M cu o directie
fixd a'x.

Unghiul de con-
tingentd este infi-

nit mic de ordinul
" intdi, cici daci ar
fi de ordin supe- L
rior, -.ar urma ci
cresterea unghiu- Fig. 2.
lut « este infinit mic de ordin superior ordinului intai, adic
aceastd Crestere ar putea fi neglijati si deci unghiul « ar ri-
mane acelas cand se trece de la M la M’, adicd curba intre
M si punctul infinit vecin M’ ar fi linie dreapti.

Deci, unghiul de contingents este infinit mic de ordin su-
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perior ordinului intai, numai in puncte particulare ale curbei
(M) si vom presupune ci M nu este unul din aceste puncte
singulare ale curbei.

Pentru aceleasi motive, wunghiul &= KMM', facut de
coarda MM’ cu tangenta in M este infinit mic de ordinul intdi.

Presupunand ci o reprezintd arcul ce corespunde pe cer-
cul cu raza 1 unghiului de !contingenti, iar infinitii mici
arc MM’ si o fiind de acelas ordin, raportul

®
arc MM’

tinde citre o limitd, care se zice curbura in punctul M.

Cand curba este un cerc {Fig. 3), avem
arc MM'=Ruo, deci
(0} 1
m—, Zﬁz const,,
ceea ce probeazd c3d in acest caz cur-
bura este constantd, iar raza cercului

este inversa curburei, adicd limita ra-

portului E%I\Q .

In cazul unei curbe oarecare, curbura variazi de la un
punct la altul. Si luim pe normala in punctul M (Fig. 2), in
sensul concavititii curbei, o lungime MC egald cuinversa cur-
burei si si descriem din punctul C ca centru un cerc cu raza
CM. Cercul astfel construit se zice cercul de curburd in M,
raza sa R, raza de curburd, iar centrul siu, C, centrul de cur-
burd si avem

R=lim (2 MM),
o
Acest cerc si curba sunt tangente in punctul M si au in

acest punct aceeas curburd. Cercul de curburd caracterizeazi
curba in punctul considerat.

7. Altad definitie a centrului de curburi. Fie C’ punctul
de intersectie al normalelor la curbd in punctele infinit vecine
M si M’ (Fig. 2). S4 insemnim cu Q proectia punctului M’ pe
normala in M. Egaland valorile lui QM’ din triunghiurile QMM’
st C'QM’, avem

MM’ sin QMM’ = C'M’ sin MC'M'.
Dar patrulaterul KMC'M’ avand unghiurile din M si M’
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drepte (normalele sunt perpendiculare pe tangente), urmeazi
cd MC'M'=w. Deci relatia precedenti devine

MM’ cos $=C'M’ sin v,

de unde
mp_ MM cosd MM’ arcMM’' o
Gluf= sino _arcMM  ©  sino oS?
Dar
. MM ) .
llmm -1, lim TR 1, lim cos¢—>1;
dect

lim C'M'=lim 2 MM _ g

adici C'M’ tinde citre raza de curburd in M, sau ci punctul
C’ tinde citre centrul de curburs in M. 7

Deci, centrul de curbura intrun punct M este limita
punctului de infersectie a normalei in M e normala infinit
vecind.

8. Cerc osculator. Cand punctul M’ este infinit vecin de
M, normalele MC’ si M'C’ (Fig. 2) pot fi considerate ca egale,
deci triunghiul MC'M' isoscel, jar unghiul C'MM'=90~ 2.
Dar C'M fiind" perpendiculars pe tangenta MT, urmeazi ci
unghiurile ¢ si C'MM’ sunt complimentare, deci din punct de

el ) :
vedere infinitezimal, ¢ egal cu 5’ sau o echivalent cu 2¢, care

se poate scrie in mod conventional, ® = 29,
Dar, in triunghiul KMM’ (Fig. 2),

unghiul o fiind exterior triunghiului,

urmeazd cd » si fie egal cu ¢--¢’;

deci, din punct de vedere infinitezi- ? /(M)

mal, unghiurile ¢ si ¢ sunt echiva-

lente, $—¢’, triunghiul KMM’ isoscel. C M’
Acestea fiind stabilite, putem defini

in mai multe feluri cercul de curbura.
1° S& considerdm, in primul rand, i T

cercul variabil ce este tangent curbei Il\__?g 4_

in punctul M (Fig. 4) si ce trece

prin punctul M. ME fiind diametrul punctului M, avem

MM’= ME sin ¢, MM’=2 MC sin ¢, MC= ﬂM— .
2sind
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Deci : : ",
lim MC — lim MM MM’ arcMM’

2sind 111T1 arcMM’  2¢  sin q,:"

Dar 2¢ este echivalent cu »; deci

lim MC = lim w -

R,
ceea ce probeazd ci cercul tangent in M si care trece prin
punctul infinit vecin M', tinde citre cercul de curburd in M.

20 S3 ludm, de o parte si de alta a punctului M, arcele
infinit mici, M"M, MM’ (Fig. 2). Unghiul de contingenti (curbura
totald) T"LT’ este egal cu suma unghiurilor de contingentd
T“UT, TKT’, ale arcelor M"M, MM'. Dar triunghiurile M“"UM,
MKM’ pot fi considerate, din punct de vedere infinitezinal, ca
isoscele, dect unghiurile M"MU, KMM’ echivalente cu jumaititile
curburilor totale (unghiurilor de contingents) ale arcelor MM,
MM, adici, suma lor,

X MUM -+ xXKMM’ = = — X M"MM’,

este echivalentd cu jumitatea unghiului de contingenti (a
curburei totale) a arcului M"MM’. Deci, unghiul M"MM’, in-
scris in arcul M”M’, este suplimentul

F jumdtitii curburei totale a arcului M"M’

(oricare ar fi M intre punctele infinit

vecine M” si M’). Deci, unghiul SMM’

este echivalent cu jumitatea curburei

M” M totale a arcului M"M".
Asa fiind, si considerdm (Fig. 5) cer-
M _ cul ce trece prin punctul M si dou#

S puncte infinit vecine, M’ si M". Insem-
nand cu M’CF diametrul lui M”, avem

MM’ = M"F sin M"FM’=2M"C sin M"MM’ = 2M"C sin SMM".
De unde

Fig. 5.

MgV

2 sin SMM’
Dar, am vizut ci SMM’ este echivalent cu jumitatea
curburei totale a arcului M"M’. Inlocuind sinusul cu arcul, se

vede ci limita lui M"C este egali cu limita raportului dintre
arcul M"M’ si curbura totald a acestui arc, adici raza de curburi

M'C=
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in M, citre care tind M” si M’. Deci, cercud ce trece prin punc-
tul M si doud puncte infinit vecine, tinde citre cercnl de
curburd in M.

Cercul de curburi avand in M tre puncte confundate cu
curba, este complect determinat, cici un cerc este definit prin
trei puncte. Cercul de curburi are cu curba in punctul M trei
puncte confundate, are, dupi cum se maj spune, un contact de
ordinul al doilea. Pentru acest motiv, cercul de curburi este
cercul osculator in M.

In general, o curbi (T), pentru a cirei determinare trebue
(2+1) puncte, este perfect determinati daci are cu alta curbi
(M), in punctul M, un contact de ordinul n, adicd (#4-1) puncte
confundate. Se zice atunci c¢i curba (') este osculatoare curbei
(M) in punctul M. De ex., o dreapty fiind definitd prin dous
puncte, un cerc prin trei, o parabold prin patru, o conici prin
cinci puncte, etc, va exista, in fiecare punct al curbei, o dreapti
osculatoare avand cu curba un contact de ordinul intai (tan-
genta); un cerc osculator, avand un contact de al doilea ordin;
o parabold osculatoare, avand un contact de ordinul al treilea;
o conicd osculatoare, avand un contact de ordinul al patrulea, etc.

Dar, se poate, in mod exceptional, in anumite punte ale
curbei considerate (M), curba (T') osculatoare curbei (M), sd
aibd cuaceasta un contact mai mare cu o unitate de cat acela
pe care il cere gradul siu de determinare; se zice atunci ci
curba (T) este supraosculatoare. De ex., o dreaptd perfect de-
terminatd prin doud puncte, poate, in anumite puncte, si aibi
trei puncte confundate cu curba (M); aceasts dreaptid supraos-
culatoare este ceea ce se zice tangenta stationara ; punctul siu
de contact este un punct de inflexiune.

9. Studiul unei curbe in vecinitatea unuia din punc-
tele sale. Si considerim pe o curbx pland punctul M si punc-
tul infinit vecin M’. Fie T (Fig. 6) punc- C
tul de intersectie al tangentelor in M
st M Ia curba (M), C punctul de inter- =
sectie a normalelor in punctele M si M.
Si insemnim cu © unghiul de contin-
gentd si 4 si ¢’ unghiurile coardei MM’

: M’
cu tangentele in M si M.
Ne propunem si vedem ce fel de ; 5

infiniti mici sunt elementele curbei de-
terminate in vecinitatea punctului M. Figges
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L Infiniti mici de ordinul intéi. 1° Unghiul b facut de
tangentd cu coarda. Si ducem cercul ce trece prin M’ si e
tangent in M curbei date. La limiti, acest cerc este cercul os-
culator in M, centrul siu este punctul C de intalnire a doux
normale infinit vecine, raza sa devine raza de curburi. Din
punct de vedere infinitezimal, unghiul  este echivalent cu 2,
triunghiul MCM’ este isoscel.

Ducand diametrul punctului M, avem in acest cerc

, . sin¢ 1
MM’= 2MC sin ¢, MM = 2MC’
de unde
b  d sind MM
arc MM’ ~ sind MM’ arc MM”’
) 1 MM’
arc MM’ ~ sin¢ 2MC arc MM'®
Deci

lim —% . — fim s = L
arc MM’ 2MC 2R
Deci ¢ si arcul MM’ sunt de acelas ordin atata timp cat
R este finit si diferit de zero. Cand raza de curburi se anu-
leazd intr’un punct, acesta este un punct de intoarcere (rebrous-
sement); cand R — oo, avem in acel punct o inflexiune.
In acelas mod se arati ci si unghiul ¢’ este infinit mic
de ordinul intai.
2° Lungimile tangentelor MT si M'T. In adevir, din
triunghiul MTM’, avem
MT sind’”  sind’
MM~ snMTM sinw

De unde
MT _sind’ o ¢
MM~ ¢ sino o

Dar ¢’ si o fiind infiniti mici de ordinul intai, raportul

Q. N . " ]
S tinde citre o cantitate finitd si deci

lim 2L ji ¥
MM
ceea ce probeazi ci MT si MM’ sunt de acelas ordin, sau ci

MT si arcul MM’ sunt de acelas ordin.
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3° Suma tangentelor MT s M'T fiind suma a doi infi-
niti mici de ordinul intai, este infinit mic de ordinul intai, ca
st arcul MM’ si coarda MM’. Trebue ficuti o distinctie intre
el, cici din triunghiul MTM’, avem

coarda MM’ <arc MM'<<MT-+M'T.

4° Proectia coardei pe o directie neperpeha’z'mlard pe tan-
genfa in M este un un infinit mic de ordinul intai. In adevir,
MF fiind proectia coardei MM’ pe directia
Mx (Fig. 7), avem
, , MF
MF=-=MM’ cos FMM’, g
Dar, la limitd, unghiul M'MF tinde citre
unghiul TMx ce-l face tangenta in M cu
directia datd. Deci

= cos FMM’.

lim %IME, = cos TMx.

Daci directia Mx nu este perpendiculari pe tangenta in
: . . -
M, unghiul TMx=£90°, raportul %)I/IW tinde citre o catime finit

si diferitd de zero; proectia MF a coardei MM’ este infinit mic
de acelas ordin cu MM, deci de acelas ordin cu arcul MM’
Cand directia Mx este perpendicularid pe tangenta in M,

cos TMx — 0, raportul Mﬂhi‘7 —> 0, deci proectia MF este de ordin

superior lui MM'.

WL Infiniti mici de ordinul al doilea. 1° Distanta orto-
gonald sau oblica de la un punct al curbei la tangenta intr ‘un
punct infinit vecin. M si M’ fiind doui puncte infinit vecine
Fig. 6), fie P intersectia tangentei in M cu o dreapti dusi prin
M, paraleli cu directia A. Din triunghiul MM'P, avem

M'P — MM MP _ sin PMM’
sin PMM’  sin MPM'* MM’ sin MPM"’
M'P  sin PMM’' PMM’ 1

MM':2  PMM' MM sinMPM’ '

Deci
M'P . PMM’ 1

i e~ I e i e

Dar, la limiti, unghiul MPM’ tinde citre unghiul ficut de
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tangenta in M cu directia A, deci sin MPM’ tinde citre
sin (MT, 4), iar PMM’ si MM’ fiind infiniti mici de acelas ordin,

1

raportul lor este o catime finitd. Deci raportul NI tinde ci-

tre o cantitate finitd si diferitd de zero, adici distanta oblici
M'P, de la punctul M’ la tangenta in punctul infinit vecin M,
este infinit mic de ordinul al doilea.

In cazul distantei ortogonale, avem (Fig. 6)

lim M'P _hm{PMM’ 1 im M'P ! M'P oL
MM'? MM’ oR’ " MPZ: (MM’ cosd)? 2R’
Deci, distanta M'P de la punctul M’ la tangenta infinit
. A . u (arc MM")2 .
vecind, este echivalenti cu b RGN adici
M'P — 2R

s fiind arcul infinit mic MM’, iar R raza de curburd in M.
De asemenea,

m . _1__——"2 7 < MDD 2
MP—ﬂQR MP", M'P— «. MP?,

% fiind o cantitate care nu se anuleazi in punctul M.
2% Diferenta celor doud tangente, MT—M'T. In adevir,
din triunghiul MTM’ (Fig. 6), avem

MT  sind’ Ist n s .
MM~ sinw MT = MM » M'T=MM =
Deci
: ’ ' —d b J-d
MT-MT = 5% (sind’—sin{) = UL il i i —LLQ
sin © —— 5 :

7

b+4
2
tezimal, avem

este echivalent cu ; deci, din punct de vedere infini-

Dar

’ L .
' MT—M'T — g MM ¥ —¢ %
, sin ®

cos
4 2

- . . -y ® P
MM’ si w fiind de ordinul intai, iar cos 3> 1, urmeazi

7

5~ sau cu & —d).

cd (MT—M'T) este de acelas ordin cu sin
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\71'

Dar, am vizut (No. S 10 1) i

e v ey 1imi=.i,
MM 2R’ INIBT 193
R si R’ fiind razele de curburi in M si M’. Deci
b1 o LY, B |
MM T2R Y WM aR T
astfel ci
el N T e IR R
MM 2R R TS T =5 Rre o

Dar, la limit3, cand M’ se apropie de M, diferenta (R’—R)

a razelor de curburi tinde citre zero ; deci ;&ﬁ,{b = 0, adici
(¥"—d) este infinit mic de ordinul al doilea cel putin fatd de
MM’ si deci si echivalentul siu (MT--M'T) este infinit mic de
ordinul al doilea cel putin.

3° Si considerim doui curbe (C) si (C) tangente in
punctul M (Fig. 8). Fie N si N’ punctele lor de intersectie cu
O secantd neparaleld cu tangenta in M.

Ducand MD perpendiculari pe NN’, avem ((bi) ©)
NN"=ND ~N'D==
MD tgNMD —MDtgN'MD, M N’
NN’
— - s D
MD tg NMD —tg N'MD. 1

Dar, am vizut c4 proectia MD a coardei MM’ este infinit
mic de ordinul intai, si cum, la limit4, cand N si N’ se apro-
pie de M, unghiurile NMD , N'MD tind citre unghiul ficut de
tangenta comund in M cu directia perpendiculars pe NN, ur-

7

. g - , -
meazd cd limita raportului %—> 0, adica NN’ este infinit

mic de ordinul al doilea cel putin.

Asa dar, fiind date doud curbe (C) st (C'), tangente in M,
taindu-le in N si N' cu o dreapti meparaleld cu tangenta in
M, distanta NN’ dintre cele doud puncte infinit vecine cu M
este infinit mic de ordinul al doilea cel putin.

UL Infiniti mici de ordinul al treilea. 10 Diferenta dintre
suma tangentelor si coarda MM’ (Fig. g). Notand cu D picio-
rul perpendicularei din T pe coarda MM’, avem

MD =MT cos$, DM'=TM’ cos?’,

N. dbramescu. — Lectiuni de Geometrie purd Infinitezimals., 2
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MM'=MT cosd +M'T cos ?'.

Dar ¢ si ¢’ fiind infiniti mici,
atunci din punct de vedere infini-
tezimal, avem

cosb —1—¢e,, cosd’ —1—¢,
gy si €, fiind infiniti mici de ordi-
nul al doilea. Deci

MM'— MT (1—e,) + M'T (1—¢'5),
MT—+M'T~MM'—MT.e,-+M'T.¢",.

Ly ' Dar, MT si M'T fiind infiniti mici
’ de ordinul intai, produsele MT.e¢,,
M'T.€’y sunt de ordinul al treilea si deci suma lor este de or-
dinul al treilea, astfel ci avem
MTH+M'T—MM'— e,.

29 Diferenta dintre suma tangentelor si arcul MM'. In
adevir, dacd in relatia precedent inlocuim coarda MM’ cu o
catime mai mare, arcul MM’, diferenta devine cu atat mai mici
si deci

MT-+M'T~—arc MM'—¢’;.

3% Diferenta dintre arc si coardd. Pentru a vedea care
este aceastd diferentd, sd substituim arcului infinit mic MM’ al
curbei (M) un arc de cerc ce trece prin M, M’ si un al treilea
punct M” intre cele doud, infinit vecin de cele doua.

Sé considerdim punctul M” in pozitille succesive ce le
poate ocupa pe arcul MM’ de la M la M’ (Fig. 10). Cercul ce
trece prin punctele M, M”, M’ are :

centrul pe perpendiculara pe mijlocul £

lut MM'. Cand M” este in M, centrul

¢ al acestui cerc este la intersectia L

acestei perpendiculare cu normala in

M; cercul este tangent curbei in M, M M
arcul de cerc MM’, in felul cum am v
‘ficut figura, este mai mare decat arcul

curbei MM'. Cand M” este in M, Fig. 10.

centrul ¢" al cercului este la intersectia perpendicularei cu nor-
mala in M’; cercul este tangent curbei in M’, arcul MM’ al
acestui cerc este mai mic de cat arcul curbei MM'.

Existd, deci, intre cele doud pozitii extreme ale acestul
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cerc, o pozitie intermediars, pentru care cercul si curba se
traverseazd, astfel ci arcul MM’ pe cerc si pe curbi si aibs
lungimi egale. Centrul acestui cerc este situat in interiorul
segmentului ¢, raza sa este cuprinsi intre razele de curburi
corespunzitoare in M si M. Vom zice ci acest cerc este echi-
valent cu curba in toati intinderea arcului MM,

Arcul MM’ fiind infinit mic, cele trei puncte infinit vecine,
M, M”, M’, determini un segment de cerc capabil de un unghi
egal cu jumditatea curburei acestui arc (No. 8, 29), care poate
fi substituit arcului de curbi in orice chestie in care vor in-
terveni lungimile s si / a arcului $1 coardei.

Acestea fiind stabilite, fie ® unghiul de contingentd, sau
curbura totali a arcului MM'. In cercul echivalent, a cirui razi

s’o notdm cu p, avem

MM’ = 2psin % » arc MM’ = po.
De unde

arcMM’' — MM’ = 2, ‘g—sin g)

Dar, diferinta dintre un arc infinit mic si sinusul sdu are
. 1 .. .o 1w\ o ;
ca parte principald G din cubul arcului, adici E(E) T Deci,
partea principald a diferentei arcMM’'—MM’ este
(0% O
29——:9—.
48 24
Insi pw =3, deci, din punct de vedere infinitezimal, pu-
tem scrie :
s3

arc MM’ —coarda MM’ — _—,
2402

s=arcMM’'.
Dar, p este cuprins intre razele de curburd in M st M';
deci, diferenta dintre arc si coardi,

arc MM'—coarda MM’

este echivalenti cu
53
24R?’

5

este infinit mic de ordinul al treilea.
4° Am aridtat ci distanta ortogonald sau oblici de la un
2;

R fiind raza de curburd in M, si se vede c aceasts diferents

i“
i‘
!
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punct la tangenta intr’'un punct infinit vecin este infinit mic de
ordinul al doilea.

In cazul unui punct de inflexiune

o /ﬁw (Fig. 11), aceasti cantitate M'D devine
TP M’D = MM’ sin ¢.

/ ' Dar, in acest caz, ¢ este infinit mic

dig i de ordinul al doilea cel putin si deci

si sin ¥ este de ordinul al doilea cel putin; cum MM’ este de

ordinul intai, urmeazi ci produsul MM'sind este infinit mic de
ordinul al treilea cel putin.

5° Diferenta dintre normalele in doud puncte infit ve-
cine. C fiind punctul de intersectie al normalelor in punctele
M si M’ (Fig. 12), avem :
MC  MC MC_sinMM'C
sinMM'C™ sinM'MC” M'C™ sin M'MC
Dar
CE R M M
MM'C 5= M'MC 59

Deci

C

MC  cosd’
M'C  cosd”’ Fig. 12.
de unde :
MC—-M'C  cosd’ —cos{
M'C cost
. MC_ . bt | 4o
MC—M'C=~~, 2sin =7 sin T2
cosd 2 2

Dar, M’C tinde citre raza de curburi in M, care in ge-
neral este finitd, afard de cazul punctului de infexiune; cos —1:

$-F-’ o o ae DB . T

,—I;I) este Infinit mic de ordinul intai; sin - 2‘ este de ace-
lag ordin cu ($—¢’), care este (No. 9, I, 2° de ordinul al doi-
lea. Deci, produsul este de ordinul al treilea, aga cd diferenta

- normalelor in doud puncte infinit vecine este infinit mic de or-
dinul al treilea.

sin

Observare. Am presupus pand acum cj punctul M, in
vecinitatea ciruia studiam curba, este un punct simplu al
curbel, adicd unghiul PMM’, al coardei MM’ cu tangentain M,
este infinit mic de ordinul intai (Fig. 13). Distanta M'P de la
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punctul M’ la tangenta in punctul infinit vecii M este infinit
mic de ordinul al doilea. Se zice ci in acest
caz curba si tangenta au in punctul M un

contact de ordinul intdi si avem, din punct M’
de vedere infinitezial, T
M'P — A MP?, M QP
A fiind o functiune de MP, care nu se anu- i (2
leazi pentru MP = 0 (in M).
Cand

M'P — 2 MP"H,
se zice ci curba st tangenta au un contact de ordinul n, adici
M'P este infinit mic de ordinul (n+1). In cazul inflexiunei este
contact de ordin superior lui 1.

S insemndm cu o unghiul de contingentd, adici curbura
totald a arcului MM’. Stim c4 acest unghi ® este variatia sau
diferentiala unghiului ce-l face tangenta in M cu o directie fix3;
‘deci, din punct de vedere infinitezimal, tgw poate fi considerat
ca diferentiala tangentei unghiului PMM’.

Dar,

M'P

g3XPMM'= 1=,

tgPMM’ — AMP”.
Deci

o AM'P) _ dOMP™TY) e A
tbmﬂd(m'ﬂwm— - Mn+1)MP” — (n+1) tgXPMM’.

Prin urmare, considerand numai pirtile principale, avem,
din punct de vedere infinitezimal,

o — (n-1) XPMM'.

Triunghinl QMM' (Fig. 13) nu mai este isoscel ca in ca-
zul punctului ordinar, ci unghiul MM'Q este echivalent cu n ori
unghiui PMM'.
10. Alte expresii ale razei de curburd. 1° Si conside-
rdm cercul osculator in punctul M la curba (M) (Fig. 14). Fie
N un punct vecin de M pe tangenta MT la curba (M). Dia-
metrul cercului osculator ce trece prin N tae curba in M’, iar
cercul in M” si D. :
Puterea punctului N fagi de cercul C fiind MN® sau "
NM".ND, avem 13
(6) MN? == NM“(NM”-+2R), 3

R fiind raza de curburi.
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Dar NM” este distanta oblici de la un punct M” al cer-
culul la tangenta in punctul infinit vecin M. Se stie (No. 9,
II, 19 c3 distanta oblici NM” este in-

NT finit mic de ordinul al doilea. Dezvoltand

M” (M) formula (6), se poate neglija NM"2, care

este infinit mic de ordinul al patrulea

si avem
g MIN® — 5NM'R,
de unde T
MN?
D @ R~ onar

Fig. 14.

Dar, NM" —NM' =M'M" este di-
stanta oblicd a dous puncte infinit vecine a dou curbe tangente
in M (cercul osculator si curba). Deci (No. 9, II, 3% M'M” este
infinit mic de ordinul al doilea cel putin, se poate inlocui NM”
cu NM’ si deci formula (7) devine

m?

2NM"

Asa dar, raza de curburi intr'un punct este echivalents
cu raportul dintre pitratul segmentului MN determinat pe tan-
genta in M de normala in punctul infinit vecin M, si de doux
ori distanta NM' de la punctul infinit vecin M’ la tangents,
mdsuratd pe normala in M’

2° Pentru a gisi altd expresie a razei de curbur, si du-
cem din punctul infinit vecin M’ al curbei (M) (Fig. 15) o per-
pendiculari pe tangenta in M, pe care o tae in N, iar cercul
osculator in punctul P (cel mai apropiat de M). MD fiind dia-
metrul cercului osculator, avem din triunghiul dreptunghic MPD,

PQ* =MQ. QD = MQ(@©@R - MQ), MN® = NP(2R —NP).

Dar NP fiind infinit mic de ordinul M N
al doilea, NP? este infinit mic de or- “§ M’
dinul al patrulea, pe care neglijandu-], ‘
avem

IRESS

2NP

Cum M'P este (No. 9, II, 3% infi- (M)
nit mic de ordinul al doilea, se poate D
inlocui NP cu NM’ si deci formula Fig. 15.

MN’ —2NP.R, R~
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precedentd devine

MN?
adicd, raza de curburi este echivalenti cu raportul dintre pi-
tratul segmentului de pe tangents sl de doud ori distanta or-
togonald pe tangents, de la tangents la curbi.

11. Alte proprietiiti ale cercului de curburd. Si con-
sideram cercul (T') tangent in M la curba (M) (Fig. 16) si fie
m, M’, P intersectiile cu o perpendiculari
pe tangenta in M a cercului (I), a curbei
(M) si a tangentei MT.

S insemnim cu p si R razele de cur-

burd in M ale cercului si curbei. Obser- M)
vand formula (8), aceste raze sunt date de M
W WP e
e “29mP’ 2M'P’
de unde ,
o o 1(MP* M—Pz) MP'(1_1)
77zM—-mP—MP<—=§( 57 IRE =—}—2— R

Stim ci MP este infinit mic de ordinul intai. Deci, cati
vreme p=:R, adici cercul (T) nu este cercul osculator, distanta
mM' dintre cercul (I) si curbi este infinit de ordinul al doilea.
Aceastd distantd este de ordinul al treilea cel putin cand p=R,
adicd in cazul cand cercul (T) devine cercul osculator iin M.

Deci, dintre toate cercurile tangente in M la curba (M),
cereul osculator se apropie cel mai mult de curba M) 2 punc-
ful M, fiindca distanta de la un punct al lui, vecin cu M, la
curba (M), este inflnit mic de ordinul al treilea.

Aceastd distantd este infinit mic de ordinul al treilea in
raport cu MP. Deci, aceastd distanti depinde de MP® si deci
ist schimbi semnul odati cu MP, adicd, parcurgand curba (M),
distanta schimbi semnul in M, ceea ce insemneazi cd, inainte
de M, cercul osculator este interior curbei, iar dupd M, exte-
rior sau interior, cu alte cuvinte, cercil osculafor traverseazd
curba in punctul considerat.

CURBE INFASURATOARE.

12. Curbe infisuritoare. Si considerim o curbi (C) va-
riabild, care se deplaseazd continuu ocupand diferite pozitii in
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plan (Fig. 17). Insemnand cu M unul din punctele de intersec-
tie a doud curbe infinit vecine (Cs_,) si (Cz) din familia (C), si
presupunem cd acest punct tinde cdtre o limitd determinati #:,.
Punctul #: se zice punctul
caracteristic al curbei (Cy).
Locul punctelor caracte-
ristice #; se zice curba
L infisuritoare (I') a curbe-
i lor (C).

Curba (I') are o proprietate interesanti si anume este tan-
gentd la fiecare din curbele familii (C), respectiv in punctul ca-
racteristic al fiecirei curbe (C). In adevir, fie Ms punctul de
intersectie al curbelor vecine (Ci_,), (Cs); si considerdm punc-
tul My, vecin cu My, si careleste la intersectia curbei (Cy)
cu curba (City) infinit vecind. Cand curbele (Ci-,) si (Cigy)
tind cidtre curba (C;), coarda M, My, tinde cidtre tangenta
in punctul »2 al infisuritoarei (I'), care este locul punctelor
M.. Dar MiMsy, fiind coardd si in curba (Cz), va tinde la Ii-
mitd, citre tangenta la curba (Cg) in punctul limitd al fui My,
adicd in . Deci, curbele (Cs) si (I) sunt tangente in punctul
mp. Asa dar, curba (I') este infisuritoarea curbelor (Cs).

13. Desfdsurata unei curbei plane. Infisuritoarea (I)
a normalelor unei curbe date (C) se zice desfasurata curbei (C).
Punctul caracteristic al unei normale in punctul M al curbei (C)
este centrul de curburd | in punctul M, ca fiind intersectia nor-
malei in M cu cea infinit vecini (Fig. 18). Curba (C) se zice
desfasurdtoarea curbei ().

Curba desfisuratd are o proprietate caracteristici. In ade-
vir, sd consideram doui normale
vecine Mp, M'p’, ale curbei (C)
st p si p’ punctele lor de con-
tact cu desfisurata (I'). Insem-
nand cu P intersectia normale-
lor, avem

MI{J’I—_M!L:
(M'P+Pyp')—(MP-—Pp) -=
M’'P—MP-(Pp’ - Pyp).

Dar, am vizut (No. 9, III, 5%
cd diferenta (M'P—MP) a doux
normale infinit vecine este in- Fig. 18.
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finit mic de ordinul al treilea; deci, se poate neglija si putem
inlocui (M'p’—Mp) cu (Pe'+-Pyp).

Insd, am vizut (No. 9, III, 2 ci, pentru curba (), dife-
renta dintre suma tangentelor (Pr'4-Py) si arcul pp’ este infi-
nit mic de ordinul al treilea. Se poate deci inlocui (Pp'-+Pp)
cu arcul pp’ al desfasuratei. Deci, din punct de vedere infi-
nitezimal, avem

MW —~Mp — arc ju’,
sau
dMp) = d(p),
adicd variatia normalei Mp este egald cu variatia arcului al des-
fasuratei ().

Integrand de la punctul A al curbei (C) pani la punctul
M, avem

Aa—Mp = arc ay,

adicd, lungimea unui arc al desfisuratei este egal cu diferenta
razelor de curburi corespunzdtoare ale desfisuritoarei.

Rezultd de aci un procedeu de constructie al desfisuri-
toarei. Si ne inchipuim un fir flexibil sl inextensibil fixat cu
una din extremititile sale in punctul o al desfisuratei, infisu-
randu-se pe arcul «8 si intins in linie dreaptd dupi tangenta $B.
‘Daci lungimea acestui fir este astfel ci extremitatea sa si fie
in B, va fi destul a-l desfisura tinandu-l mereu intins, pentru
ca extremitatea sa cea libers si vie si coincidi cu toate punc-
tele arcului AB ale desfisuritoarei. ’

Aceastd proprietate Justifici numele de desfisurats dati
curbei (I'), locul centrelor de curburd a curbei (C).

14. Si observim ci desfasuritoarea, curba (C), descrisz
de extremitatea firului, este traectoria ortogonali a tangentelor
la desfisurati, curba () (adica tae ortogonal aceste tangente).
In adevar, si presupunem c firul, a cdrui o extremitate este
in « si care este intins pe arcul B al desfasuratei, are o lun-
gime determinati, cealalts extremitate fiind in B. Desfasurandu-1
s tinandu-l intins, se obtin pozitile M, M’... ale extremitatii
sale (Fig. 18). La limity, lungimile MP si M'P sunt egale, dect
triunghiul MPM’ poate fi considerat ca 1soscel si deci, la limits,
unghiurile PMM’ — MM'P — 900, Dar, la limita, MM’ tinde citre
tangenta in M la curba (C) descrisi de extremitatea firului.
Deci, aceasti tangents este perpendiculard pe dreapta PM, cu
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alte cuvinte, curba (C), descrisid de extremitatea Sirului, este

traectoria ortogonald a tangentelor la curba ().

' Variind lungimea firului, fie-
cdrel lungimi ii corespunde o
desfisuritoare, toate desfisuri-
toarele fiind traectorii ortogonale
ale tangentelor la desfasurati,
curba (I). Deci, unei curbe (1),

M; i corespund o infinitate de des-

L}
@_

M, ((!,) I f4surdtoare.
(&) 2 =y e A
_ Si considerim doud destisu-
FERiL ritoare (C) si (Cy) (Fig. 19).

Avem
Mp—Bf = arcpB, M;p—B,f=arcpf,

urmeazi deci

Mp—BB= M,p—B,3,
My — BB — M,M-+-Mp.—(BB+B,B),
BB, — MM,.

Deci, curba (C,) se obtine din curba (C), luand pe nor-
malele la curba (C) aceeas lungime. Curbele desfisuritoare (C)
st (Cy) sunt curbe paralele.

Observare. Proprietatea desfdsuratei aduce problema calculului lun-
gimel unui arc dintr’o curbd la determinarea unei desfisuritoare a acestei
curbe. Dacid se considera desfasuratoarea curbei (T) ce trece prin punctul §
(Fig. 19) al curbei considerate, arcul p8 al acestei curbe este egal cu seg-
mentul rectiliniu pM, (§M, fiind arcul corespunzitor din desfasuritoare).

15. Asupra desfisuratelor si desfisurdtoarelor avem urmaitoarele
proprietati.

1° Daca curba desfasuridtoare intalneste desfdsurata, desfasurdtoarea
are un punct de intoarcere de specia intai (Fig.20). Aceasta se poate usor
observa, considerand normalele inainte de punc- T
tul A de intalnire al desfasuratei cu desfisu-
ratoarea. Se obtine, astfel, ramura (C,) a des- (cl)
fasuratoarei, tangentd in A la normala in A
la desfasurata (T'). Pentrunormalele dincolo de A
A, corespunde alti ramurd (C,) a desfisuri-
toarei, tangentd in A normalei in A la curba (T)

(T). Deci curba desfasurdtoare are in punctul A
un punct de intoarcere de specia intai. (Cl)
2° Cand curba desfasuratoare prezintd un
varf,un punct underaza de curburs este maxima Fig. 20.
sau minim4, ii corespunde pe desfdsuratd un punct de fnapoere de specia
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intai (Fig, 21). A fiind varful curbej desfasuritoare, ii corespunde pe des-
fasuratd punctul «. Plecand de la punctul A pe curba (C), raza de curburs
creste, in A raza de curburi este un minimum.

De ex., desfasurata (T)
a elipsei (E) are patru
puncte de intoarcere de
specia intai (Fig. 22), cici
elipsa are patru varfuri.
Curba (E) este o desfisu-
ratoare a curbei (T). Con-
siderand mai multe des-
fé§urétoare ale curbei (I),
unele sunt interioare aces-
tei curbe, altele exterioare,
Cele exterioare nu intal-
nesc curba, sunt curbe
paralele cu elipsa; cele
interioare pot intalni cur-
ba (I) si pot prezenta
puncte de intoarcere.

18. Aplicatie. Sg siu-
diem  infasurdtoarea (')
unti cercvariabil al cirus
centru C descrie curba (C)
{Fig. 23). Considerand o
pozitie infinit vecini a cer-
cului, coarda lor comuna este perpendiculard pe linia centrelor. Punctele
de contact ale cercului cu infasurdtoarea sa sunt limitele A si B ale puncte-

v lor de inte1sectie ale cercului C cu ace-
(E) ,__(.' asta coardd comund. Prin urmare infi-
Surdtoarea este compusid din doui ra-
b (F) muri de curbs, (A) si (B).
B = A La limita, dreapta care uneste cen-
trele a doud pozitii infinit vecine ale
d cercului (T), este tangenta in C la curba
D (C), astfel c4 coarda AB, care uneste
punctele de contact, ia limita este per-
pendiculard pe tangenta in C la curba
(C); mai mult, tangentele in A si B la curbele (A) si (B) se taein acelas
punct T pe tangenta in C la curba (C).

S4 ne propunem acum sdg &dsim punctul de contact al dreptei AB
cu infasurdtoarea sa. Pentru aceasta, si considerdm doud pozitii infinit
vecine ale triunghiului ABC. Aceste triunghiuri sunt omologice, pen-
trucd varfurile lor corespunzatoare se gasesc pe drepte concurente in T,
Rezults ci punctele de intalnire ale laturilor corespunzitoare sunt in
linie dreaptd. Dar, Ia limitd, punctul de intersectie a laturei AC si co-
respunzitoarei sale este centrul a de curburi in A la curba (A), cici AC

Fig. 21.

Fig. 22.

(1) A se vedea, M. d'Ocagne, in Nouvelles Annales de Mathematiques (1915, p. 435).
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este normald in (A la curba (A). De asemenea, BC fiind normala in B
la curba (B), intersectia acestei laturi cu pozitia ei infinit vecini este
centrul de curburd 4 al curbei (B) in B; in fine punctul de intersectie
al dreptei AB cu pozitia ei infinit vecind este punctul de contact ¢ al

oL | ®
2 )
C
T 7
/ \()
A
(A)
a

Fig. 22.

dreptei AB cu infasuratoarea sa. Deci, punctele a, 4, ¢ sunt colineare si
prin urmare punctul de contact ¢ al dreptei AB cuinfdsuritoarea sa, este
intersectia acestei drepte cu dreapta care uneste centrele de curburi ale
curbelor (A) si (B) in punctele A si B,

PROPRIETATI FUNDAMENTALE.

In vederea aplicatiunilor ce le vom face, vom stabili mai
intai cateva proprietiti fundamentale de care vom avea nevoe.
17, Variatia unui arc de curbi limitat de doui tan-
gente la altd curba. Si considerim doui tangente infinit ve-
. cine la curba (A), care determind pe curba (B) punctele B si B
(Fig. 24). Ne propunem si studiem variatia arcului BB'.
Fie T intersectia tangentelor in A si A’ la curba (A),
B unghiul ce face cu AB tangenta in B la curba (B), ¢ unghiul
format de BB’ cu tangenta in B, v unghiul tangentelor in A
si A’; o, coarda BB', ¢ sunt infiniti mici.
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Din triunghiul TBB’ avem

BB’ BT o !
sinw — SmTBB’ BB’sinB’ = BT sinw.

Dar diferenta dintre arcul BB’ si coarda BB’ este infinit

S

[~ Y

AT B / C
or”
Fig. 24.

mic de ordinul al treilea, ar¢BB’'—BB'—. &5; apoi BT=AB—
AT— AB-¢,; avem apoi

w+B'=B'BC=f49, B'=f+¢—w, sinB’— sinf-}-¢’,.

Inlocuind in (1), avem

(arcBB'—¢;) (sinf4-<’,) — (AB—¢))sinw,
arc BB'sinf — ABsino,
., AB

@) arc BB'— Smp%

Insemnand cu « unghiul tangentei in A la curba (A) cu
o directie fixd, stim ci w=d, asa ci formula (2) devine
(3) arc BB'— LBda.

sinf

Insemnana cu d(B) variatia arcului curbei (B), adici toc-
mai arcul infinit mic BB, descris de punctul B pe curba (B),
formula (3) devine
AB

@) d(B)= 55 de.
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Notand cu 4 punctul de intersectie al normalelor in A si
B la curbele (A) si (B), din triunghiul dreptunghic ABb (Fig. 24)
avem

AB

AB—(BsinAbB, AB=0Bsinf, - =B,

astfel cia formula (4) devine
(5) d(B)=6B. d«.

Deci, cresterea (variatia) unui arc de curbi (B) cuprins
intre dou# tangente infinit vecine de pe curba (A), este egali
cu produsul unghiului de contingents a curbei (A) prin seg-
mentul de normald din punctul B pani in punctul unde aceasti
normald tae normala in A, B fiind punctul de intersectie al
curbei (B) cu tangenta in punctul de origini A.

Considerand. altd curbi (C), fie C punctul de intersectie
al e1 cu tangenta in A (Fig. 24) si ¢ punctul de intersectie al
normalel In A cu normala in C la curba (C). Avem, ca si pen-
tru curba (B),

(6) d(C)=cC. da.
Tmpérgind (5) cu (6), obtinem
dB) _ 4B
(7) i) LB,

formula stabiliti de Mannheim.
Secriind relatia (4) si pentru curba (C), avem

_ac

: 4G siny"

)

pe Care impdrtind-o cu (4), rezultd

- d(A) _ ABsiny

Insemnand cu S intersectia tangentelor in B si C la cur-
bele (B) si (C), din triunghiul BSC (Fig. 24), avem

BS __ siny
CS ™ sinf’
si deci formula (8) devine
dB) AB BS

& d(©) ~AC CS’
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Aceastd formuld a fost stabiliti de Newton.
18. Varijatia de lungime a unui segment de dreapta.
S4 evaludm variatia segmentului AB (Fig. 24), A fiind punctul
de contact al segmentului AB cu curba (A), iar B punctul de
Intersectie al tangentei in A cu curba (B). Considerand pozitia
infinit vecind a segmentului AB, variatia segmentului e dati de
d(AB)=A'B’—AB.

Scriind ci proectia conturului TBB’ pe tangenta AB este
nuld, avem

De unde
(TA'4-A'B')cost — AB—AT-(arcBB'—¢;)cos(o-}-8),
(TA'+A'B)1— &)=~ AB—AT-+(arcBB’—¢,) (cospcosB—singsinf).
BB’ si ¢ fiind infiniti mici de ordinul intai, stiind apoi c#
produsul a doi infiniti mici este un infinit mic de ordin mai

mare, dezvoltand relatia de mai sus si lisand de o parte infi-
nitii mici de ordin mai mare ca doi, avem

TA’+A'B’— AB—AT--arc BB'cos §,
A'B’—AB — arcBB'cos §—(TA'4AT).

Dar (TA’+AT) difers de arcul AA’ cu un infinit mic de
ordinul al treilea; deci

A’B’—AB — arcBB’cos f—arcAA’,
{10) d(AB) = d(B)cosp — d(A).

Dar, din (5) avem

TB’cosw = TB+BB’cosB’BC.

d(B) = bBda,

do fiind unghiul de contingentd A. Apoi, prin definitie, ¢ fiind
centrul de curburd in A la curba (A), de unghiul de contin-

gentd, Aa raza de curburi in A, avem

__dA) - .
=y d(A)= Aa. da,

asa cid formula (10) devine
(11) d(AB) = b6BcosBdx — Aa.de.
Din triunghiul dreptunghic ABé (Fig. 24), avem
bBcosp— Ab;

d(AB) = Ab.de. — Aa.de,
(12) d(AB) = ab.d.

deci (11) devine
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Aceasta este formula care di variatia segmentului AB,
a fiind centrul de curburi in A, iar 4 intersectia normaleiin A
cu normala in B. :

Aplicatii. 1° Dacd $=90° adici daci curba (B) este des-
fasuritoarea curbei (A), 4 se confundi cu A, ab=Aa=R, raza
de curburd in A, iar formula (12) devine

d(AB) == Rdx.
Dar, din definitie, Rda = d(A) si deci avem
d(AB) =d(A).

In acest caz AB este raza de curburd in B, curba (A)
este desfisurata curbei (B), d(AB) este variatia razei de cur-
burd a curbei (B), iar d(A) este variatia arcului de desfisurati.
Am regisit, deci, proprietatea cunoscuti a desfasuratei, ci di-
Jferenta a doud raze de curbura a desfasurdtoarei este egal cu
arcul corespunsditor din desfasurata.

2° Dacid segmentul AB are o lungime constantd, atunci
d(AB)=0, deci, din formula (12), ab=0, ceea ce insemneazi ci
normala in B la curba (B) trece prin centrul de curburd al
curbei (A), corespunzitor punctului A. Deci, dac pe tangentele
la o curba (A) se duce o lungime constanta AB, normala in B
la curba descrisi de B trece prin centrul de curburd in A la
curba (A).

3° Presupunand ci tangenta in A tae alti curbi (C) in
punctul C, avem analog cu (10), '

d(AC) = d(C)cost — d(A),
pe care scdzand-o din (10), urmeazi
(13) d(BC) == d(AC) —d(AB) = d(C)cosy — d(B)cos3.

Putem da alti formd acestei relatii. In adevir, avem ana-
log cu (12), pentru curba (O),

d(AC) = ac.de,

¢ fiind punctul unde normala C tae normala in A.
Scizand aceastd relatie din (12), avem

d(BC) = d(AC) — d(AB) = ac,dx — ab.da,
(14) d(BC) = bc.dz,

care dd variatia segmentului BC, determinat intre doui curbe
(B) si (C) de tangenta in A la curba (A).
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In particular, daci BC=const., urmeazi c3 d(BC) =0,
deci be=0; adici normalele la curbele descrise de extremititile
unui segment constant se intélnesc pe normala la infasurdtoarea
segmentului BC.

Deci, daci pe fiecare normali la o curbd, se ia, incepand
de la punctul de incidents B, o lungime BC constants, locul
punctului C admite de asemenea ca normali dreapta BC.
Curbele (B) si (C) sunt zise curbe paralele. Se obtin astfel
toate desfasuritoarele ale desfasuratei curbei date,

4° Daci pe segmentul BC se ia punctul M, astfel ca
BM=~£.BC, k= const., avem d(BM) = £d(BC), si prin urmare,
conform relatii (14), b =k . bc. Deci, daca punctui M divide Seg-
mentul BC intr’un raport constant st normala la infasura-
toarea acestui segment ftae in b, wy c normalele la curbele
(B), (M), (C), avem

bm _ BM
bc  BC

In particular, daci M este mijlocul lui BC,  este mij-
locul lui ée.

19. Variatia unui unghi. Si ducem din punctul A al
unei curbe (A) tangentele AM A
si AN la doui curbe (M) si (N)
sl sid ne propunem a calcula
variatia unghiului MAN sau
« (Fig. 25).

Si ducem din punctul in-
finit vecin A’ tangentele A'M’,
A'N'. Diferenta (¢ —a) a un-
ghiurilor MAN si M’A’N’ este
variatia unghiului «, adics

o) =o' —a,

S fiind intersectia dreptelor
AN'si A’MY, din triunghiurile
AST si A’'ST’, avem

%+ XSTA=a"4 3 ST'A’,
de unde Fig. 25.
(15) @' —a=STA —ST’A’".

Dar unghiurile STA si ST'A’ sunt unghiurile de contin-

N. Abramescu. - Lectiuni de Geometrie purd Infipitezimala. 3
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gentd a curbelor (M) si (N). Insemnand cu 8 si 8" unghiurile fi-
cute de AT si AT’ cu o directie datd, stim cd unghiurile de
contingents sunt egale cu df si db'.

fnlocuind in (15), avem
(16) d(e) = dd — db'.

Insemnand cu 2 si » punctele de intersectie ale nor-
malei in A la curba (A) cu normalele in M st N la curbele
(M) si (N), aplicand relatia (5), avem

d(A)= Am .db, d(A)= An.db";

‘ _da) o dA)
de unde di — Ao’ db = i
Inlocuind in (16), avem
) 1 1

care di variatia unghiulut MAN — . Aceastd formuld a fost
gisitd de Mannheim.

Aplicatii. 1° Dacd unghiul « este constant, variatia sa,
de=0; deci Am = An, punctele m si » coincid. Deci, norma-
lele la infasurdatoarele laturilor unui unghi constant se tae pe
_normala la curba descrisid de véarful unghiului.

Dacii una din laturile unghiului constant, AN, de ex.,
coincide cu mormala in A, atunci n coincide cu centrul de
curburd a al curber (A) in punctul A. Deci, punctul de contact
M al laturei AM cu infasurdtoarea sa este piciorul perpendi-
cularei lasate pe AM din centrul de curburd a al curber (A).

Aceasti proprietate se poate interpreta si altfel. Dacd
unghiul ficut de normala in A cu AM este constant, atunci
si unghiul ficut de tangenta in A Ja curba (A) cu AM este
constant (ca fiind complimentul unui unghi constant). Deci, daca
o laturd a unui unghi constant vamdne tangenta la locul
descris de varful unghiului, atunci punctul de contact al celei-
lalte laturi cu infasurdtoarea sa este pictorul perpendicularer
lasate pe ea din centrul de curburd al curbei descrisa de varful
unghiului st in varful unghinlui.

2° Fie L punctul unde bisectoarea unghiului MAN atinge
infisurdtoarea sa (L) si / punctul unde normala la (L) tae nor-
mala in (A). Aplicand relatia (17) unghiurilor MAL si LAN, avem

1 11\

AMAL) = d(B) (- ~ L), dNAL =8 37— 1)
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Dar ¢ MAL = NAL; deci

1 s gL
Am Al Al Awx’

2 1 1
A Rm TR

Aceastd relatie probeazi ci punctul I osse conjugatul
armonic al lui A fati de m St 7.

In particular, daci bisectoaren AL se confundi necontonis
i normala Aa in A, punctul /'se confundd cu centrul de
curburi ¢ in A Ia (A). Deci, in acest caz, punctele m si n
divid armonic razq de curburd Aa. Curbele (M) si (N) se zic
atunci causticele prin reflexiune fatd de curba (A).

Observare. Daci curba infdsurdtoare a unej drepte varia-
bile se reduce Ia un pbunct, pentru fiecare din pozitiile dreptei
variabile, normala Ia infidsuritoare este atunci perpendiculara
la aceastx dreapti in acel punct.

20. Normale la curbele descrise de punctele sau in-
fasurate de dreptele unej figuri de formi invariabili.
Centru instantaney de rotatie. Metoda lui Chasles. S3 con-

c siderdm in mod con-
tinuu pozitiile succe-
sive ale unei figuri
invariabile ca forms,
ale cirei doua din

(B) Punctele sale descriu

curbele cunoscute (A)

si (B) (Fig. 26). S4 ne

B  Propunem, pentru o

pozitie oarecare a fi-

gurel, si gisim nor-

Fig. 26. mala la curba desc risi

de un punct oarecare C al figurei si normala la infasuritoarea

uneia din dreptele & ale figurei, pe care o putem presupune
dusi prin punctul C, dealtfel si el ales arbitrar.

Segmentul AB, fiind de lungime constantd, avem punctul
M unde AB atinge infisurdtoarea sg (No. 18, 89, coborand din
punctul I, de intalnire a] normalelor in A si B 1Ia curbele de-
scrise de aceste puncte, o perpendiculary IM pe AB.

Unghiul CAB fiind constant, normala la infisurdtoarea
laturei AC, se obtine (No. 19, 1% ducand pe CA perpendiculara

3

(A)

A M
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IQ din punctul I, de intalnire al normalei in A la curba de-
scrisd de varful A, cu normala in M la infisurdtoarea laturei AB.

De asemenea, perpendiculara IP coborati din I pe BC,
este normala la infisuritoarea laturei BC.

In mod analog, unghiul C fiind constant, normala in punc-
tul C la locul descris de punctul C, este dreapta ce uneste
punctul C cu punctul I de intalnire al normalelor IP §i IQ la
infasuritoarele dreptelor CA si CB.

fn fine, bazandu-ne pe aceleasi proprietiti stabilite, unghiul
dreptei d cu BC fiind constant, normala la infdsuritoarea aces-
tei drepte este perpendiculara coboratd pe aceasti dreaptd din
punctul I de intalnire al normalelor IC si IP.

In rezumat, normalele la toate curbele descrise de punctele,
sau la infasuritoarele dreptelor unei figuri de formad invaria-
bild, trec, pentru aceeas pozitie a figurei, prin acelas punct 1.

Aceastd proprietate a fost descoperitd de Chasles, care a
numit punctul I centru instantaneu de rotatie. Vom vedea, mai
departe, pentru ce a fost datd aceasti numire punctului L

Exemple. 1. Se stie ca un punct oarecare M al unui segment de
dreapts AB, de marime constantd, ale carui extremitati A s§i B descriu

Y dreptele perpendiculare Ox si Oy, de-
scrie o elipsd, ale cdrei axe sunt indrep-
B | tate dupd Ox si Oy si alecdror lungimi
sunt a=MB, 6=MA (Fig. 27).

Curbele descrise de A si B fiind
dreptele Ox si Oy, normalele la aceste

M curbe in A si B sunt perpendicularele
/ in A si B respectiv.pe Ox si Oy, Fiel
(0] / x punctul de intersectie al acestor perpen-

/P A diculare. ;I este centrul instantaneu de
rotatie in miscarea figurei AB de forma

/ invariabilz, la momentul considerat.
Dupa proprietatea lui Chasles,
Q | dreapta MI este normala in M la elipsa

descrisd de M.
Din triunghiurile asemenea MPA

Fig. 21. si BMI, avem
MA MB MA . Ml
MP— M NPT MB

in mod analog, din triunghiurile asemenea MBQ, MAI, avem
MQ Ml ] MB . MI
MB-MA FT T MA
De unde
MP _ MA.MI_ MB.MI_ MA®_ ¢

MQ~ MB = MA MpB2 4
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-a si bfiind semiaxele elipsei descrisa de M ; regdsim astfel o proprietate a
normalei la elipsd intr’un pract, referitoare Ia raportul segmentelor cu-
prinse pe normal4 intre punctul considerat pe elipsa si punctele unde nor-
mala tae axele elipsei.

1. Tangenta (normala) intr’un punct M al unei Jiguri variabile ca
Jformd care ramdne asemenea cu ea insdgi. Fie cd doud puncte A si B
(Fig. 28) ale figurei mobile de- _ M
scriu curbele (A) si (B), iar mis-
carea figurei in plan o definim
prin curba la care ramane tan-
genta dreapta AB. Fie E punc-
tul ei de contact cu infasura-
toarea. Unghiul A fiind constant,
punctul de contact al dreptei

AM cu infisuratoarea sa este )
picierul F al perpendicularei (E) (B)
pe AM din punctul « de inter- (A)

sectie al normalelor in A si k. Fig. 28.

De asemenea, punctul de contact G al luj MB cu infasurdtoarea este pi-
<ciorul perpendicularei pe MB din punctul § de intersectie al normalelor
in B si E. Unghiul M fiind constant, normala in M trece prin punctul p
de intersectie al normalelor in F st G si este M.

21. Normale Ia curbele descrise de punctele sau 1la
infasuratoarele dreptelor unei figuri de formi variabijli.
Metoda lui Mannheim. Fie M, P, Q punctele de contact cu
infasuritoarele ale
laturilor triunghiu-
lui ABC, de forms
variabili (Fig. 29).
Normalelela aceste
infisuritoare tae in
a, b, b, ¢, & o
normalele la cur-
bele (A), (B), (C),
descrise de punec-
tele" Ay B, C.

Conform celor
stabilite la variatia

Fig. 29.

unut arc de curb3, avem (No. 17)
dA) _Aa  dB)_BY dC)_Co
dB)  B6 dC) C” @A) Ad”

Inmultind aceste relatiuni, obtinem

Aa. B . Cc

Bb.Co . Ag” — L




Aceastd formuld stabilitd de Mannheim, permite, cunos-
cand cinci din cele sase normale, Aa"a, Bb'6, Cc’c’, Mba, Pé'c/,
Qa’'c", si se construiasci a sasea. :

S4 presupunem cid normala necunoscuti este aceea care
corespunde la unul din varfuri, normala Cc¢”¢’, de ex. Din for-

!

mula de mai sus se deduce o valoare X pentru (%, cicl ce-
¢
lelalte expresiuni sunt cunoscute. Va fi destul a lua pe CQ

C .
punctul Q,, astfel ca'%=k Perpendiculara in Q; pe CQ
1
tae normala P4’ in punctul ¢’ ciutat.
Sd presupunem acum ci normala necunoscuti este aceea

care corespunde uneia din laturi, normala Mba, de ex. Din for-
5 ol Aa |
mula de mai sus, se géseste o valoare §t pentru B’ cdci ce-

lelalte cantitdti sunt cunoscute. Dacd T este punctul de intal-
nire al tangentelor in A si B la curbele (A) si(B), avem [No. 17,
formulele (7) si (9)]

d(A) _ Aa dlA) MA.TA

dB) Bb' dB) MB.TB’

de unde
Ae MA.TA
Bt MB.TB
Cum &-——-u avem
Bo 4
MA . RAES
MB.TB

o

] A
de unde se deduce valoarea raportului MB' Cicl Tp este cu-

noscut. Acest raport fiind aflat, se giseste punctul M pe la-
tura AB si deci si normala la infisurdtoarea acestei drepte.

22, Centrul instantaneu de miscare a unei figuri plane variabile
care riméane asemenea cu ea insdsi (‘). . AB si A’B’ (Fig.30) fiind doua
elemente lineare a doud figuri asemenea F si F’ si P punctul de inter-
sectie al dreptelor AB si A’B’, si insemnam cu [ punctul de intersectie
al cercurilor PAA” si PBB’. Triunghiurile IAB si IA’B’ au egale un-
ghiurile din A si A", B si B/, sunt deci asemenea. 1 este deci propriul
sdu omolog in aceste triunghiuri, este punctul dublu al figurilor asemenea
F si F’. Cum unghiurile BIA =B’IA’, urmeazi ca rotind figura F’ in jurul
lui I de acest unghi, figura F’ ia pozitia F, omotetica cu F, in raportul
#= AB: A’B". Deci, se poate obtine figura F’ din F, printr’o rotatie in

('} A se vedea nota mea din Nouvelles Aunales de Mathematigues, février 1926.
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Jurul punctului dublu I §i o dilatare (amplificare) in raportul de omotetie

{asemdnare) 4.

Cand punctul A’ este infinit vecin
de A, dreapta AA’ tinde catre tan-
genta AT in A la traectoria descrisa
de A. Cum unghiurile ITAA’=IBB’, ur-
meazd cd, in miscarea unei Jiguri
Plane in planul Sau, variabild cu pas-
irare de similitudine, tangeniele AT
la diferitele tracctorii gle punctelor A,
la un moment dat, fac acelas unghi
cu razele vectoare 1A ce unesc Punc-
il dublu cu acele puncte, 1 este centrul
instantanen de migcare la momentul
considerat,

p

B

Fig. 30.

Deci, curba pe care se miscs un punct oarecare al figurei, la un

5

moment dat, pentru a trece infinitezimal 1a o pozitie infinit vecind, este

punct fix I din plan cu acele puncte M

; dceaste curbe, numite in Cize-

matica wmediilor deformabile, curbe de curent, sunt deci spirale logaritmice.

Il. Miscarea continua a unei figuri F variabila, care rimane aseme-
f1€a cu ea Insdsi este cunoscuts (') daci se dau curbele (A) si (B) descrise
de doua puncte A si B ale figurei F si curba (y) infdsurstoarea dreptei

AB.

Fie AT (Fig. 31) si BS tangentele in A si B la curbele (A) si (B)
si 1 punctol de contact al luj AB cu infasurdtoarea sa (7). AT si BS sunt

A\_/ryB
S

Fig. 31.

limitele dreptelor AA’ si BB’
st v limita punctuluji P, Deci
centrul instantanen de miscare,
L, la momentul considerat, este
punctul de intdlnire al cercuri-
lor trecand prin Y st tangente
respectiv in A si B g drepiele
AT si BS.

- Luand un sens pe tangen-
tele AT si BS, se vede c& un-
ghiurileIYA==I A T=IBS.Mfind
un punct oarecare al figurei F
In miscare, care ridmane ase-
Mmenea cu ea insisi, fangenta (2)

in M la curba descrisade M este dreapta MR, asifel ca unghiurile IMR=

IAT=IBS.

De asemenea, punctul de contact, N, la momentul considerat al unei
dreple A a figurei mobile ¥ oste astfel ca unghiurile INA=IMR = [AT —

IBS=17A.

() N. Abramescu, Sour le mouvement des figures planes variables ayec conservalion
da similitude on daire (Bull. de la Soc. roumaine des sciences math., vol, XX VI, ianuae

rie—ijulis 1924).

() A se vedea gi metoda Iuj Mannheim,

expusd la No. 20, exemplul II,
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Deci, in miscarea unei fiouri plane, care ranidne asemenca u eq
insdsi, dreptele care tae, la un moment dat, subt acelas unghi constant,
potrivit ales, traecloriile diferitelor puncte ale _/lom’ez in miscare, se in-
lalnesc in acelas punct 1.

Ca aplicatie, s& consideram normala in M la curba (M) care tae o
curba (N) (Fig, 32) in punctul N; se ia, in sensul arcelor crescatoare a

curbei (M), pe perpendicu-

1¥ lara in N pe MN, un vector
NM'=/%.MN (4= const.).
Pentru a gidsi tangenta in
M’ la curba descrisa de acest
punct, se observd ca triun-
) ghiul MNM’ rdmane aseme-
nea cu el insusi. Insemnand
M’ cu MT tangenta in M la
curba (M) in sensul arcelor
crescatoare, cu p centrul de
curburd in M la curba (M),
prin NS tangenta in N la

M)

N curba (N), centrul instanta-

R neu I de miscare al figurei

3 care ramane asemenea cuea
Fig. 32.

insdsi, este la intersectia
cercului de diametru Mp cu cercul ce trece prin p si este tangent in N la
curba (N). Tangenta in M’ la curba (M) este dreapta MR astfel ca un-
ghiurile TMI=INS =IM'R.

23. Centrul instantaneu de miscare ale unei figuri plane variabile cu
pastrare de arie (). 1. Fiind date doua segmente AB (Fig. 33) si A'B/,
punctul I, astfel ca ariile AIB= A’IB’, este pe o dreapta A, care trece
prin intersectia R a dreptelor AB si A’B’, si ‘care este locul punctelor
astfel ca raportul distantelor la dreptele AB si A’B” s4 fie egal cu A'B’: AB.

Fiind date doua triunghiuri ABC si

A'B'C’, de aceeasi arie, exista in planul 4 \R
lor un punct I, astfel ca ariile AIB= i P
AIB, BIC=B'IC’, CIA = C'IA’; B/ | WA
! = 5 = ; acest 4

punct este la intersectia dreptelor Aq, \ !
Ap, Ae corespunzitoare egalitatii arii- \\\ ,I
lor BIC=B'IC’, CIA=C'IA’, AIB=AIB". SN
A’, B, C’, fiind omoloagele punctelor 'i .
A, B, C, punctul I este propriul siu A RN
omolog in triunghiurile ABC, A’B'C". Al B

Fiind date doud figuri F si F’ de Fig. 33.

aceeasi arie, astfel ca trlunghlurlle ABC,

AB’C' s4 fie omoloage in figurile F si F’, se stie (2) cd existd un punctl
care este propriul siu omolog in f;gurlle 1 gl 19

() A se vedea nota mea din Nouvelles Aunales de Math., Avril 1926.
(!) N. Abramescu, Sur le mouvement des Jigures planes variables avec conservalion

de similitude ou d'aire (Bull. de la Soc. roumaine des sciénces math , vol. XX VI, ianuarie—
iulie 1924),
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S& considerdm o figurs pland F care are o deformare omogeni cu
péstrare de arie. Fie ABC un triunghi al figurei F. Miscarea acestei figuri
este cunoscutd daci se dau curbele (A) si (B} descrise de punctele A si B,
infasuritoarele (Y) si (8) ale laturilor AB st AC si aria triunghiului ABC.
Fie F’ pozitia infinit vecini a figurei F si A’'B'C’ omologul triunghiului
ABC in figura F’. Dacd A’B’ tinde catre AB, punctul R de ittalnire a luj
AB si A'B’ tinde citre punctui Y de contact al lui AB cu infisuratoarea
sa si punctul I este pe dreapta care trece prin Y si cum A'B":AB>1,
locul lui I este bisectoarea exterioari a unghiului dreptelor, AB si A'B/,
adica tinde citre normala in ¥ la curba 7).

De asemenea, punctul 1 este pe normala in § la curba (§). Deci,
punctul de contact « al lui BC cu infisuratoarea sa () este piciorul per-
pendicularei coborate din I pe BC.

Deci, in deformarea 0mogend a wnni figuri plane variabili cu con-
servare de arie, normalele la infdsurdtoarele dreptelor Jigurei concurd, la
wun moment dat, in acelas punct 1. Acest punct I este centril instantanen
de miscare, analog cu centrul instantaneu de rotatie in cazul figurei de
forma invariabila.

Pentru a gisi tangenta in C la curba descrisé de punctul C al Sfi-
Qurei I, se vede ci, in deformarea triunghiului variabil ABC, se cunosc
cincl normale, in varfurile A si B, sila infasuritoarele laturilor AB, BC,
CA, si deci se poate infrebuinta meloda lui Mannheim (No. 21) pentru a
£asi a sasea normald, in C, si deci si tangenta in C.

IL Se pot extinde aceleasi consideratiuni la o Sigurd variabilé care
are o deformare omogend cu conservare de volum. Se vede intai, ca
fiind date doui tetraedre ABCD, A’B’C’'DY, de acelas volum, existi un
punct I, astfel ca volumele IABC=1IA'B'C’, IBCD=IB'C’'D’, ICDA =
IC'D’A’ si deci IBDA=IB'D’A". Se deduce c (P) fiind un plan al figurei
in miscare, planele duse prin caracteristicile planelor (P) [caracteristica
unui plan (P) fiind limita Intersectii planului (P) si a pozitii infinit vecine],
Perpendiculare pe planul (P), concurd in acelas punct 1,

APLICATIL

24. Determinari de normale. 1° Normali la concoidd. Se stie ci con-
coida unei curbe (B) se obtine (Fig. 34) luand o lungime constantd BC=—/ pe
raza vectoare OB, care uneste polul O cu un
punct oarecare B al curbei (B). Segmentul C
BC fiind constant, normalele in B si Cla
curbele descrise de aceste puncte, se intal-
nesc pe normala in punctu] de contact al D B
dreptei BC cu infasuritorea sa. Segmentul
BC trecand necontenit prin punctul O, in-
fasurdtoarea sa se reduce la punctul O, ast-
fel ¢4 normala in O la infasurdtoarea fuj
BC este perpendiculara in O pe BC. Fie D
punctul unde normala in B la curba (B) tae perpendiculara in O pe BC.
Normala in C la curba descrisa de punctul C este dreapta DC.

2° Normald la podard. Fiind date curba (A) si punctul O, podara

B
5 (B)

Fig. 34.
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curbei (A) este locul proectiilor M ale punctului O pe tangentele la curba
A M (A) (Fig.. 35). Pentru a gidsi normala in M,

\ sd considerdm unghiul constant (drept)
AMO, a carui una din laturi este tangentd

in A la curba (A), iar cealalti latura trece
/ prin punctul fix O. Normala in M trece
; prin punctul de intersectie al normalelor in
A si O la curbele descrise de aceste puncte.

| 0 Normala in O este perpendiculara in O pe
Fig. 35. OM, care se tae cu normala in A in
punctul I. Normala in M este MI si trece prin mijlocul lui AO-

(A)

3° Normale la curba omoleticd cu o curbd daté. Fiind dat punctul
O si curba (B), omotetica curbei (B)se obtine (Fig. 36) luand pe raza OB
punctul C, astfel ci

OB__ . 0
—O~C——K—const. B
S4 presupunem cd normalele la i

curbele (B) si (C) in punctele B si
C tae in & si ¢ perpendiculara in
O pe BC; cum BC trece prin punc-
tul O, infisuritoarea sa este punc-
tul O, jar normala la infisuritoarea
lui BC este perpendiculara in O Fig. 36.,
pe BC, centrul de curburad in O este chiar punctul O.

Aplicand o proprietate cunoscuta relativa la variatia unui segment
[No. 18, formula (12)], avem

d(0OB) =0b.dx, d(OC)=Oc. da,

Lol

do fiind unghiul de contingentd din O. De unde

d(OB)_O_b-
d(0C)™ Oc¢
Cum
a’(OB)_@_K
ZIOG) ImOC s
rezultd ca
0s_ 08
Oc¢~ 0OC’

ceeace probeazd ci normalele
Bb, C¢, in B si C sunt paralele.

Deci, normala la omotetica
unei curbe este paraleli cu nor-

Fig. 31.

mala la curba dati.

4° Virfurile A si B ale unui iriunghi variabil ABC (Fig. 37)
descriu doud curbe (A) si (B), latura AB rdmadne tangenid la o curba (),
tar laturile AC si BC au directiuni fixe. Sd se defermine normala in
C la curba (C) descrisd de punctul C. Fie «, 2, 7 punctele de contact ale
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laturilor BC, CA, AB cu infasuritoarele lor si R, P, Q punctele de inter-

sectie ale tangentelor in A si B la curbele (A) si (B),in B si C Ia curbele
{B) si (C), in C $i A la curbele (C) si (A).

Dupi o proprietate stabilitd {No. 17, formula (9)], avem

dA) _vA.RA dB)_ «B.FB 4C) _ 8C.QC
dB)"" tB.RB’ 4(C)  «C.PC’ dA) BA. QA
Inmultindu-le, obtinem

1 «BRFORRETAEE “oc 4

YB «C gA" RB PC QA

In cazul problemei, AC si BC fiind de directie dats, isi ating in-
fasuritoarele lor la infinit, deci punctele f si a sunt la infinjt pe aceste
drepte si deci ;

gC aB
ga—l =L
Relatia precedents devine

Y4, RAPB oC_,
"B RB PC Qga~™"
Fie A, B, C’ intersectiile laturilor BC, CA, AB cu AQ, BR, CP.

eAvem
Ri_ sinB’BA PB__ siC'CB %_sinA'AE.
RB " sinA’AB PC sinB’BC’ QA — sinC’CA
Relatia de mai sus devine
YA sinB’BA sinC’CB sinA’Ag_ I
YB sinA’AB sinB'BC sinC'CA — **
Dar, din triunghiurile AB’B, BB'C, avem
AB’_ sinABR’ B'C_sinB'BAl sinABB’ AR’ BC
AB " sinABB’ BC ~ sinCB'B’ sinCBB’ ~— B'C AB’
cdci sin AB’B=sin CB'B. In mod analog,
sinBCC’ _ BC’ AC  sinCAA’ A’C AB 1

sinACC' ™~ AC’ BC” SinBAA"—AB AC
Tn]ocuind, relatia gisita devine dupa oarecari reduceri
8) _ %' g%‘- 2—,5- é,%:l.
Fie C” punctul unde CR tae pe AB. Avem
BA AC CB_
B'C AB  Ca Y
astfel c4, netinand seama de semn, relatia precedenti devine
CEBRCB_+B CB_yB CB
CL ¥ NN TR T YA 'C’a
Punctele C”, v fiind

cunoscute pe latura AB, valoarea raportului
CB:C’A este cunoscuts

si deci pozitia punctului C’ este determinati.
Tangenta in punctul C este dreapta CC’.
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Observari. 1. S& presupunem c# curbele (A) si (B) sunt doud drepte.
Tangentele la aceste curbe in A si B sunt chiar aceste drepte. Daca curba
(1) este o iperbold, iar curbele (A) si (B) asimptotele sale, punctul de
contact 7 al dreptei AB cu iperbola este mijlocul segmentului AB; deci
vA :yB=1, iar relatia obtinuta (18), aratd cd dreptele AA’, BB, CC’ sunt
concurente, tangenta in C este dreapta CR.

1. Daci, pe langa conditia ca curbele (A)si (B) sd fie doud drepte,
mai punem conditia ca dreptele duse prin A si B si fie paralele cu aceste

R drepte, atunci A’ si B sunt aruncate la
infinit, caci CA paralela cu BR, CB pa-
raleld cu AR, asa carelatia (18) devine
(Fig. 38) '

’

v YBCTA~T 7 CA~ YA

adicd punctele C’ si 7y suat conjugate

armonic in rapoert cu A si B.
C III. Se observa ca relatia generala
Fig. 38. ce da a sasea normald (la nol tangenta}
in C, cand se cunosc cinci, depinde numai de tangenta in ¥ la curba ().
Deci, sangenta in C la curba descrisi de C depinde numai de tangenta in 7.
Transformarea (Y, C) este deci de contact, asa ci o exprimare geometricid
a unel frausformdri de contact este: fangenta la o curbd (1) tae doud curbe
in A si B; se duce din A tangenta la o curbd (§) si din B tangenta la o
curbii (). Punctul de intersectie C al acestor fangenie este astfel in cdl

transformazca (%, C) este de contact.

25, Infisuritoare de drepte. 1° Coardd care subintinde intr’o curbd
un arc de lungime constantd. Daci dreapta variabiia AB determind, pen-
tru fiecars din pozitiile sale (Fig. 39) pe curba
(C) un arc AB de lungime constantd, avem i

d(A) = d(B).

Insemnand cu T intersectia tangentelor
ia A'si B la curba (C), avem [No. 17, formula (9)]

M 5T =" e
de unde A / \\ ', (N\) ,'/\‘
MAL TB Ny
MB — TA’ SN
Si ducem prin A si B paralelele laBT R | =7
si AT, care se tae in S. e
Avem
MA _SA, Fig. 39.
MB ™~ SB

ceeace probeazi cid SM este bisectoarea unghiului ASB si astfel punctul
" M de contact al dreptei AB cu infisurdtoarea sa este determinat.

20 [ufasurdtoarea unei coarde a unei curbe vazutd dintr'un punct

Jix subt un unghi constant(’). Fie AB o coardad a curbei (C), vazuta din

(1) A se vedea, M. d'Ocagne, Sur lenvelopte de certaines droites variables (Nouvel-
les Annales de Mathematiques, 1883, p. 252 ; 1886, p. 88 ; 1897, p. 233).



45

punctul O subt unghiul constant AOB (Fig. 40). S4 gisim punctul M de
T

contact al coardei AB cu infasuritoarea sa.
Fie T intersectia tangentelor in A si
B la curba (C). Dar stim [No. 17, formula (9)]
cd
dlA) _ MA.TA |
dB) MB.TB

Fie a si & intersectiile normalelor in
A si B la curba (C) cu perpendicularele ri-
dicate in O pe OA si OB,

Dar, din cauzi cd unghiul AOB este
constant, urmeazi cd OA si OB se invar-
tesc cu acelas unghi @6 si deci [No. 17, for-
mula (5)]

d(A)=Aa.db, d(B)=Bb.a,
de unde

Aa__ AM. AT
B4 BM. BT’
sau M BT
A Aa.
(19) BM —AT Bb

Sa coboram din T pe OA si OB perpendicularele TI si TJ. Din
asemanarea trivnghiurilor OAa si ITA, de o parte, OBb si JTB, de alta,
avem

Az _OA Bs_ OB
AT= T’ BF=71]

Inlocuind in (19), obtinem

AM_OA.TJ
BM ~ TI.OB

S4 lasdm din punctul M perpendicularele MH si MK pe OA si OB.
Avem

AM _ aria OAM _ OA. MH
BM ~ aria OBM OB.MK
Relaiia precedentd devine
OA.MH_ OA.T)J @_Lj
OB.MK™ OB. TI’ MK TI

Triunghiurile HMK, JTI, avand unghiurile HMK = JTI, ca supli-
mentele unghiului 10], avand, de asemenea, si laturile care formeazi
aceste unghiuri proportionale, sunt triunghiuri asemenea. Deci, unghiurile
MHK = TJI. Dar, din patrulaterele inscriptibile OHMK, OITJ, rezulta ega-
litatea unghiurilor MHK = MOK, TJI=TOI si deci, observand egalitatea
unghiurilor MHK = T]JI, urmeaz4 egalitatea unghiurilor MOK = TOI. Deci,
dreptele TO si MO fac unghiuri egale cu laturile unghiului O, sunt si-
metrice fatd de bisectoarea unghiului AOB, sunt, cum se mai zice 15020~
nale. Deci, punctul de contact M al dreptei AB cu infisurdtoarea sa este
intersectia dreptei AB cu isogonala dreptei OT fata de unghiul AOB.

Daca curba (C) datd este o elipsa cu centrul O, polara punctului T
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in raport cu elipsa este AB. Punctul de la infinit al dreptei AB are ca

polard diametrul conjugat directii AB, adic4 dreapta care uneste punctul O

<u mijlocul lui AB. Dar, polara acestui punct trece prin polul dreptei pe

care se gdseste, adicd prin polul lui AB, punctul T. Deci, dreapta care

uneste punctul O cu mijlocul lui AB trece prin T, say, dreapta OT trece
prin mijlocul lui AB.

Atunci, dreapta OM, isogonala lui OT, este isogonala medianei tri-

unghiului OAB, este, cum se mai zice, si-

o) mediana varfului O din triunghiul OAB.

Si presupunem, mai mult, ci unghiul

AOB este drept (Fig. 41). Mediana triun-
ghiului AOB este OE, bisectoarea unghiu-

lui O este OG, G fiind mijlocul arcului
B AB. Ducand indltimea unghiului drept O,
avem egalitatea unghiurilor GOF = OGE =
EOG, ceea ce probeazi ci dreapta OF este
simetrica medianei OE in raport cu bisec-
toarea OG, adica simediana unghiuluidrept O
este indltimea acestui unghi drept.
Fig. 41. Asa fiind, si presupunem ci se con-
sidera coarda AB 2 unei elipse cu centrul O. care e vizuta din centrul O
subt un unghi drept. Punctul de contact M al coardei AB cu infisuritoa-
rea sa este la intersectia coardei AB cu simediana unghiului drept O,
adicd cu perpendiculara din O pe AB, Deci, infasuridtoarea coardei AB
este o curbd astfel cd normala intr’un punct M oarecars al ei trece prin
punctul fix O, adici este un cerc. Asa dar, infdsu- :
rdtoarea coardelor elipsei visute din centrul O al B M
elipsei subt un unghi drept este un cerc cu centrulin O.
Pentru a gisi raza acestui cere, si consideram
pozitia particularid a coardei AB si anume aceea ce 0 A
uneste varfurile A si B ale elipsei (Fig. 42). Raza
cercului este perpendiculara OM. Din triunghiul drept- Fig. 42.
unghic AOB, avem

= OA%?0B2 0OA2.0B® ——., g2.0° i 1 1
2. =D OB TRD OB e o 2t 0 H D 1 1
OM*= AM.BM = EWiEi 5 oM oy o a2+b’

astfel cid raza cercului este dati
in functiune de semiaxele a si &

ale elipsel.
S 26. Teoremele lui Graves si
Chasles asupra arcelor elipsei.
A 1° Fie AM si AM, tangentele
duse din A la elipsa (M)
(Fig. 43). Daca punctul A
se deplaseazd pe elipsa (A)
omofocald cu (M), se stie ca
tangenta in A la (A) este bi-
sectoarea AT exterioard a un-
Fig 43. ghiulut MAM, a tangentelor,
cdci se cunoaste proprietatea conicelor omofocale, ca tangentele duse din

T
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acelas punct la conicele omofocale admit aceleasi bisectoare si aceste bi-
sectoare sunt tangentele in acest punct la cele dousd conice omofocale ce
trec prin acel punct.

Urmeazi cd unghiurile « si & ce le fac AT cu directiile MA si
M, A sunt suplimentare, cici IMAA =0, AA’ fiind bisectoarea unghiu-
lui M;AS. Deci

&+ =m, cosx-t cosx, =0,

Considerand tangentele duse la conica (M) dintr’un punct A’ infinit
vecin de A pe conica (A), vedem cd, dacd unghiul elementului MM’ cu
MA tinde citre zero, si prin urmare cosinusul siu tinde citre 1, unghiul
lai M;M’; cu M, A tinde citre « si prin urmare, cosinusul sau tinde citre —1,

Aplicand proprietatea relativdl la varjatia unui segment [No. 18, 3",
formula (13)], avem pentru segmentul MA, pentru care unghiurile B siy
din formula (13) sunt aci egale cu « si 0,

(20) : d(MA) = d(A)cosa—d(M).

Pentru segmentul M, A, pentru care unghiurile § si 7 din formula (13)
sunt respectiv «, si @, avem

a(M; A) = d(A)cose,+d(M,).
Adunand aceastd formuld cu (20), obtinem
dMA) + d(M; A) = d(M,)— d(M) = d(arc MM,),
pe care integrand-o, gisim
MA 4 M, A—arc MM, = const.

Deci, diferenta dintre suma tangentelor duse dintr'un Punct al elip-
sei (A) la elipsa omofocald (M), st arcul acestei elipse (M) cuprins intre
punctele de contact, este constantd. Aceasta este teorema Iui Grauves.

2° Sia presupunem acum ci conica {A) omofocals cu elipsa (M) sa
fie o iperbold (Fig. 44).

Tangenta in A este bi- e / AT
sectoarea interioara a un- P

ghiului MAM, ; in acest A 1 &
caz, unghiurile « sia, pe ’

care le face AT respec-
tiv cu MA si M|A, fac
360° si avem

a-f-a, = 2m, cosa= cosw,.

Dar, unghiurile ¥ din
formula (13) (No, 18), care
sunt aci unghiurile Ini et 4l
MM’ cu MA si al lui M, M, vl
cu M, A, tind amandous citre = cdnd A’ vine in A, si deci cosinusurile
lor tind catre —1, Aplicand formula (13) (No 18) pentru MA si M, A, avem

d(MA)=d(A)cosac—}—a’(M), d(M,A)=d(A)cosoc1+d(M,), COSA=COSt,.
Scdzand aceste doui relatii, obtinem

dMA) — d(M,A) = d(M) — d(M,).




48

Notand cu R punctul de intersectie al iperbolei (A) cu elipsa (M),
avem

dMA) — d(M;A) = diarcRMj — d(arcRM,)

Integrand si observand cd integralele ambilor membrii se anuleaza
deodatd cand punctul A vine in R, avem

MA — M,;A=arcRM — arc RM,.

Deci, diferenta lungimilor tangentelor AM si AM, duse dintr’un
punct A la elipsa (M) este egald cu diferenta arcelor delerminate intre
punclele de contact M si M, de punctul unde elipsa (M) este inldinild de
iperbola omofocald ce frece prin A. Aceasta este teorenia lui Chasles.

27. Determinarea centrelor de curburda ale conicelor (). . £lipsa.
18 Normala intr’un punct oarecare M al unei conice fiind bisectoarea unghiului

FMF’ (Fig. 4b)

S - (F si F’ focarele)
— : ale razelor vec-
M toare, se stie

(No.19,2% ca cen-

trul de curbu-

H rad m esle con-
Fiy N ¥ A Jugatul armonic
T allui M in ra-

port cu punctele

m [ si [ de infer-
Sectie ale nor-
P malei in M cu
P perpendicularele
in F si F pe

MF si MF’ (caci

i infasuratoarele
laturilor MF si
MF’ ale unghiu-

=

Fig. 45.

lui MFM’ sunt punctele F s1 F').

Asa se giseste centrul de curburi al elipsei cand se cunosc focarele.

2" Se poate gisi o altd constructie pentru centrul de curbura al
elipsei. Stim [No. 20, Exemplu], ¢a N si P fiind punctele unde normala

2

in M tae axele elipsei (Fig. 45), avem %%:%;, a si b fiind semiaxele
elipsei.

fnsemnand cu # si p punctele unde perpendicularele in P la OP si
in N la ON tae norimnala la infisuratoarea lui NP (adici perpendiculara in
m la NP), avem [No. 18, Aplicatia 47|

mn __ MN

n wp - MP’

Fie T si S punctele de intersectie ale axelor elipsei cu tangenta in
M, perpendiculara pe MN. Triunghiurile asemenea #uN si NMT, de o

(1} A se vedea, M. d’Ocagne, in L’Enseignement mathcmatique, 1915 (p. 307).
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parte, mpP si MPS, de alta, dau
Filie WING T 18l
MN~ MT’ MP  MS
impérgindu-le si observand (21), avem
mn MP_ mN MS
mp MN ™~ mP MT’

mN __ MT

(&8 WP = MS

In punctul N si ridicam perpendiculara NK pe MN, care tae dia-
metrul OM al punctului M in H. Avem

MT _ HN

MS — HK
Comparand aceastd egalitate cu (22), rezulta

mN_ BN

mP~ HK’

relatie care probeaza ci Hsm este paraleld cu KP, adici perpendicularg
pe OA.

Se -obtine, deci, constructia urmitoare a lui Mannheim. Prix punctul
N unde normala MN fae axa OA, ridicim la aceastd normali o pevpen-
diculard ce tae diametrul OM in punctul H. Perpendiculara din acest punct
pe OA itae normala MN in centrul de curburd cantat.

3% Sa presupunem ci vrem a gisi cenfrul de curburd intr'unnl din
vdrfurile elipsei. Din formula generald (Fig. 46)

MN &
MP = o = T
se vede cd in virfurile axei mari, cand M h
tind cdtre A, MN tinde catre normala infinit O|N A
vecind de AO si deci punctul N al lor de in- o
tersectie este centrul de curbura in A, astfel )
cd MN tinde citre raza de curburd in A. Din
formula de mai sus, avem ﬁ
. 51 5 b? b
lim MN=;,11mMP=;20A=E a =y Fig. 46.

expresiune care di raza de curburd in A. La fel se vede ci raza de
2

N a
curburid in B esteT-

Constructia o facem astfel. Consideram dreptunghiul OATB format
de OA, OB si tangentele la elipsd in varfurile A si B. Perpendiculara
din T pe AB tae axele OA si OB in « si 8. Din triunghiurile asemenea
OAB, ATa, BET, avem

OB _ Az _BT
OA~ AT Bp’

N. Abr amescu. — Leciiuni de Geometrie puri Infinitezimali. 4
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de unde
OB.AT & OA.BT a2
e e i
ceea ce probeazd ci centrele de curburi in A si B la elipsd sunt punc-
tele « si B.

I. Jperbola. Se poate intrebuinta o constructie analoagd cu prima
datd la elipsd, in cazul cand se cunosc focarele. Avem, insa, si urmitoarea
constructie. Fie M un punct al iperbo-
lei cu asimptotele Ox si Oy (Fig. 47).
Tangenta in M la iperbol4 este dreapta
ST dusd prin M, care, marginita la
asimptote, are wijlocul siu in M.
Normala in M este perpendiculara in

M pe ST.
e M fiind mijlocul lui ST, centrul
Fig. 47. de curburd m este [No. 18, Aplica-

tia 4° wmijlocul segmentului st din normala in M, cuprins intre perpendi-
cularele ridicate in S st T pe Ox st Oy. ‘

Sa considerdm acum cazul tperbolei echilalere. Unghiul asimptote-
lor Ox si Oy este drept (Fig. 48), astfel ci bi- N
sectoarea ON a unghiului Oy este axa trans- Y|
versa a iperbolei echilatere. Fie N punctul unde
aceastd bisectoare tae cercul de diametru ST.
Unghiurile SON= NOT, apoi, M fiind mijlo- § M
cul lui ST, MN=0M, ca raze ale cercului.
ST fiind tangenta in M la iperbola echilaters, Q
MN este normala in M, astfel cd, M fiind un
punct al iperbolei echilatere cu centrul O, nor-
mala in M tae axa transversi a iperbolei (bi-
sectoarea ON a unghiului #Oy) in punctul N,
In asa fel c& OM = MN. De aci, un procedeu de a construi normala intr’un
punct M al iperbolei echilatere; cercul cu centrul in M si raza OM, taea
doua oard axa transversi in N, asa cia normala in M este MN.

Asa fiind, sd considerdim un punct M al iperbolei echilatere cu axa

o I

Fip. 48.

Y transversi OA ; se construeste nor-

mala MN, care tae axa netransversa

M H in P (Fig. 49). Avem OM=MN=MP.
1

Deci, normala PN are mijlocul siu

in M, punctul M divide segmentul PN

0 M A intr’un raport constant, se po.ate aplica

acelas procedeu ca si la elipsa pea-

Nwm\ tru gdsirea centrului de curburd in M,

si anume, se ridici in punctul N unde

r normala tae axa o perpendiculara pe

Fig. 49. normald ce tae in H diametrul OM

al punctului M ; perpendiculara din H pe axa OA tae normala in m cen-
trul de curbura in punctul M al iperbolei echilatere.

Se poate mai mult simplifica aceasta constructie. Sd ducem din m

perpendiculara mM, pe OM. Unghiurile MmH = MH# ca find compli-
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mentele unghiurilor egale MNO, MON. Triunghiul MH este isoscel, tri-
unghivrile MM, = MHN, deci MM, =MN. Cum OM = MN, rezulti OM=
MM,, deci, se prelungeste OM cu o lungime egald MM,=0M, perpendicu-
lara in M, pe OM rae normala MN in centrul de curburd m.

Cand punctul M este varful unei iperbole oarecare (Fig. 50), se vede,
din figura 47, ci tangenta ST este perpendi-

culard pe axa iperbolei, care devine normala S :
la varf, iar punctele s si # se confundé cu cen- 0 A
trul de curburd #s. Deci, centrul de curburi &
intr’un varf al unei iperbole oarecare, se ob- T
tine ducand tangenta la varf care tae asimp-

totele in S si T. Perpendicularele in S si T Fig. 50.

pe asimptote se 1ae in centrul de curbura a.

In cazul iperbole: echilatere, unghiul SOT este drept, figura «SOT
este patrat, deci « este simetricul lui O fatd de A si deci centrul de cur-
burd in varful unei iperbole echilatere este simetricul centrului in raport
cu vdrful iperbolei.

Qbservare. Dacd punctele M si m sunt date (Fig. 49), locul punctu-
lui M, este cercul descris pe M ca diametru, iar acela’al punctului O
este cercul simetric al precedentului in raport cu punctul M. Avem deci
urmatoarea proprietate : Locul centrelor iperbolelor echilatere avind in
punctul M un contact de ordinul al doilea cu o curbi datd, esle un cerc
avdand ca diametru simetricul in raport cu M, a razei de cnrburd in punc-
tul M la curba data.

L. Parabola. Aceasti curbi se poate considera ca un caz particu-
ar al conicelor cu centru, presupunand ca unul din focare este aruncat
la infinit (Fig 51). ¥ fiind focarul si A directoarea parabolei, se stie ca
normala in M este bisectoarea unghiului format de dreapta FM cu para-
lela din M la axa parabolei (perpendiculara pe directoare).

Ducand aceasts bisectoare, se stie ca centrul de curburd m este
conjugatul armonic al lui M in raport cu punctele f/ si- // de intersectie
ale normalei in M (aceasts bisectoare) cu perpendicularele in focarele F

si F’ pe dreptele FM si F’M. Cum

M[ F’ este presupus la infinit, perpen-

H diculara in F’ pe F’M tae normala

la infinit. Deci punctul f* este la
infinit pe normald si conjugat ar-
F/ N monic cu f in raport cu M si s,

adicd f este mijlocul lui Mm. Cum
J este construit, centrul de curbura
f m la paraboid este simetricul lui
M fata de f.

Se poate face si altfel aceasta
constructie, Fie G simetricul lvi M
G {m fatd de F; perpendiculara in G pe
MG tae normala in 1, centrul de
curbura.

Fig. 51.

Putem da alti interpretare acestei constructii. Fie N punctul unde
normala in M tae axa pacabolei, care este paralela cu MH (Fig. 51). Deci
4*
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unghiurile FMN=FNM, céci MN este bisectoarea unghiului FMH. Rezults
cd FN=MF si cum FG=MF, urmeaza ci, ME=FG=FN, deci F este cen-
trul unui cerc ce trece prin M, N, G, cu diametru MG, sau ci unghiul MNG
este drept, adied NG perpendiculars pe MN. Punctul # fiind pe bisectoarea un-
ghivlui GMH, care este inéltime in triunghiul GMH, urmeazi cd Gm = mH,
GM=MH, deci triunghiurile MG#m=MHm. Dar unghiul MG fiind drept,
urmeaza c4 si egalul sdu MHsm si fie drept, adica Hm: perpendiculars pe
MH, sau pe axa paraboleij.

De aci rezultd urmatoarea constructie pentru centrul de curburi in
M la parabold. Fie N punctul unde normala in M tae axa parabolei, H
punciul de intersectie al paralelei la axd dusi prin M cu perpendiculara
in N pe normald. Perpendiculara din H pe axd tae normala in centrul de
curburd.

In caz cand punctul M este varful paraboler (Fig. 51), N tinde citre
punctul de intersectie al normalei la varf cu normala infinit vecing, adica
centrul de curburd « la varf. Dar, avem necontenit MF =FN, deci focarul
F este mijlocul distantei de la varf la centrul de curburs «. Deci, centrul
de curburd in varful paraboler este simetricul vdrfului in rapart cu focarul.

28. Tractricea (') este curba (M) ale carei tangente mirginite de la
punctul de contact M pana la o
curba datd (A) au aceeas lungi-
me, adica MA=const. (Fig. 52).

Centrul de curbura m al
(A) curbei (M) este {No.18,2% in-
tersectia normaleiin M la acea-
std curba cu normala in A la

‘}M) curba (A).
n a M ]A Centrul de curburi s, al des-

fasuratei curbei (M) depinde de
centrul de curburd a al curbei
(A). In adevar, si consideram
triunghiul MA, cdruia si-i aplicim metoda lui Mannheim [No. 21]. In-
semnand cu a’ intersectia normalei in s la desfasurata curbei (M) cu
normala in e la desfasurata curbei (A) (adica perpendiculara in a pe Am),
avem

Fig. 52.

d(M)_M d(A) _ Aa dm mmy
dAY Am’ don)  md’ dM)  Mm

. Inmultind aceste relatii, rezulta

1_Aa.mmi Aa  ma
Am.ma’’ Am  wmm,

Fie « punctul de intalnire al lui @a’ cu MA si p intersectia aceleas
drepte MA cu perpendiculara in # pe Am. Avem

okt I v
Am~— Ap’

(}) A se vedea, M. d’Ocagne, Theoric geomclrique du virage a bicyclelte(Gente Cioil,
t. XXIX, 1896, p. 140).
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deci
Aa __ ma’
Ap  mmny’

relatie care probeazid ci dreapta sz, p trece prin a, de unde urmeaza ur-
matoarea constructie. Se ridicd in centrul de curburd m al curbei (M), per-
pendiculara pe Am ce tae AM iny; dreapia care uneste acest punct p cu
centrul de curburd a al curbei (A) trece prin centrul celei de a doua cur-
buri, m,, a curbei (M).

Sa considerdam, in particular, cazul cdnd curba (A) este o linie
dreapt@a X’X si sa ne propunem a studia curba (T) fractrice corespunzi-
toare (Fig. 53).

Fie mf o tangenti la tractrice mirginita intre punctul de contact #
si punctul # unde tae dreapta OX; avem mi= a=const. Numind cu «
unghiul X#m, distanta sp, de la m la OX, este egald cu a sinx; aceasta

T
descreste de la valoarea @ la 0 cand « creste dela 5 la m. Punctul A

unde tangenta este perpendiculara pe OX este deci cel mai departat
de OX. mp devine nul
cand m este la infimt,
deci curba are pe OX ca
asimptotd si are doui ra-
muri simetrice in raport
cu dreapta AO.
Curbura tractricei. Fie
mK, m’K normalele la
(T) in douid puncte infi-
nit vecine. Triunghiurile
dreptunghice tmK, ‘m'K
au prin ipotezd mi=m't’;
laturile mK si 'K sunt

echivalente ca avand Ili- X’ X
mitd comuna raza de
curburd in . Centrul M
de curburd in m la (T) Fig. 53.
este (No.18,2%) la intersectia normalei in # cu perpendiculara in ¢ pe OX;
raza de curburd este mM = — qa cotgw.
Scriind relatia care di raza de curbura a unei curbe, avem
- (23) d(arccmA m)= — a cotgu.

Lungimea arcului si cuadralura fractrices. Integrand ecuatia (23),
avem

arc Am = -- alog sing,

care di lungimea arcului de tractrice.

Aplicand segmentului ¢ formula (10) (No. 18), care da variatia
unui segment, avem

d(m?) = d({) cos(t — &) — d(m).
Dar mf=const., deci dimé}=0. Deci, ¢ descriind dreapta OX,
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d(t) = d(04), iar d(m)= d{arc Am), din formula precedents rezulta
0= — 4(0¥ cosa — d(arc Am),

darc Am) _ d(0f -

dx de
si tindnd seamd de (23), avem
;d(o—f) Cosa = — q cotgu
do 4
(29)
409  a -
de  sina

S& considersm patrulaterul curbiliniu AO¢m si cel infinit vecin cu
el, AO#w’. Diferenta ariilor lor, care este variatia d(AO#m), sau cresterea
acestei arii, difera de aria trivnghiului  %7# cu aria mhm'.  Dar

- 1 7 y B . r 1 X
aria mhm’ =gmh.hm' siv mhm'= 5 Mh . hm’ sin thm' = 5 Wb’ sin(de).
Cam mh, m'h, sin(de), sau de, sunt infiniti mici, produsul lor este infinit
mic cel putin de ordinul al treilea si deci, se poate inlocui d(AOIm) cu
aria triunghiului Az
. 74 1 7 7, 1 ; .
Insa, aria At =g At . ht sintht =g (mt—mh) (m't + hut') sin (do)—
1 oy ol G
) mt.m't . da, aviahtt — y da,

Avem, deci,
2
d(AOtm) = 92— da.

Integrand,

az T
AOtm =% (a—?) ’
care este formula de cuadratura ce da aria cuprinsa intre AO, curbi si

o tangentd oarecare. Ficand « —x §i dubland, se vede ci aria totals cu-
s : ; 8 nat
prinsa intre tractrice si baza sa X’X este egald cu o

Desfdisurata tractrices. Din (24) deducem
do «
d0f)=a sina’ Of=aq logtgg-
Din triunghiul dreptunghic M4, avem

mt=M¢cos mtM, a=M/ cos (oc -- g—) = M¢#sin«,

a -
M= —_
SN

Fatd de axele OX si OY, l.ungimile O¢t=x, Mf=1 sunt coordona-
tele punctului M, centrul de curburd al tractricei.in 7. Avem
X
@

o ; a
g5 =¢% sina=—.

x=alogtg = =
i — gg2 y y

o ML
sina
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Dar
@ sl
. Ztg? a 2¢°%
sina = = e ra=
e =
1‘+ g5 14«
L
Impartind cu ¢ *,
a 2
= e »
J/ 7 el
e a+ea

de unde
. x

x
y=%(e;+ e—a)l

care este ecuatia curbei chainetle. Deci, desfasurata traciricei este curba
chainelfe. /

Proprietitite curbei chainette sunt date imediat de cele ale tractricei,
1° Cand a creste de Ia ; la =, Of creste de la 0 la infinit, M/ de la g la

infinit, curba (C) are convexitatea catre OX si forma din figura 53.

2° Pentru a gasi normala in M, sa ducem din # perpendiculara /H
pe normala MN in M. Se vede c4 in dreptunghiul MsfH avem MH=1m/—a.
Deci, normala in M se afld deseriind din M ca centru un cerc de razi a
si ducand din M perpendiculara M¢ pe X’X, iar din £ se duce la cerc o
tangentd /H ce face cu OX un unghi ascutit. Dreapta care uneste punc-
tul M cu punctul de contact H este normala in M la curba chainette

3° Sa considerdm arcul AM al acestei curbe. Se stie de la proprie-
tatile desfasuratelor, ca chainette fiind desfdsurata tractricei a carei raza

de curburd in # este R, avem d(M)= d(R). Cum raza R = —acotga, ur-
meazd cd d(M)=d(—acotga)= izm de. Asa dar, raza de curburd in M la
chainette este, conform definitii,

R ___d(M)= a

YT da sinza

Prelungind noermala in M pand tae pe OX in N, din triunghiul M#N,
avem .

MA=MN.MH=MN.q, Mi=-%, MN=_% .
sina sin®a
Deci, raza de curburd a curbei chainette este egald cu normala li-
mitatd la dreapta OX si dirijata in sens contrar.
29. Caustice. Podare. Si presupunem ci razele MA, tangente la o
curbd (A), se refractd pe o curba (M), astfel c unghiurile « si 8, fdcute
cu normala in M la curba (M), de raza incidenta MA si raza refractatd

MB, sa fie legate cu relatia
sinf = # sing,

# fiind indicele de refractie (Fig. 54). Curba (B}, ‘infdsurdtoarea razei re-
fractate, este zisi caustica curbei (A) produsd de curba dirimantd (M).
Si stabilim relatia dintre punctele A si B a curbei date si a caus-
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ticei sale, Si diferentidm relatia dats si avem
(30) cosB d B = # cosa da,

S4 coboram din centrul de curburd C al
Iui (M) perpendicularele CH si CK pe MA si
MB. Se vede ci
CH=CM sine, CK=CM sing,
CH_ sina_ 1.
CK ™ sinB =
Egalitatea (30) se poate scrie
(31) CH cos df = CK cosu de.

Patrulaterul MCKH fiind inscriptibil, un-
chiurile CKI, CHI sunt respectiv egale cu «
si B. S4 ducem CI perpendiculari din C pe HK;
avem

Fig. 54.

HI=CHcosf, IK=CK cosa,
si deci relatia (31) devine

(32) (e

Insemnand cu @, b intersectiile normalei in M cu normalele in A
si B la infisuritoarele (A) si (B), sa aplicam formula (17) de la variatia
unui unghi (No. 19) si avem pentru unghjurile a si B,

_Ca.dM)_HA.dM)

1 1 Ma—-MC
(7] —— e — = m— i
== (MC Ma) MCY Mol = MCTMa oMa TG
. 1 1)\  Mb—MC _Co. dM)_KB. dM)
AB)=d(M) (W:_W)_MC T Me M = M= #e - MEB
Inlocuind in (32) obtinem,
KB.dM)_ .. HA.dM)
IHMC. MB K MA . MC ’

sau

TH.MA .KB=IK.HA .BM,

ceea ce probeazd ca punctele A, B, I, considerate pe laturile triunghiului
MHK, sunt colineare. ;

Se obtine, deci, urmatoarea proprietate ('), pe care Cornu a obtinut-o
analitic: Dreapta care uneste punctele A si B, unde raza incidenté st raza
refractald ating infasurdatoarele lor, trece prin piciorul 1 al perpendicu-
larei cobordte din centru de curbura C al curbei dirimante pe dreapta care
uneste picioarele H si K ale perpendicularelor cobordte din acelas centru C
pe cele doud raze.

In cazul reflexiunei, n=—1, razele MA si MB sunt simetrice in

(") A se vedea, M. d'Ocagne, in Nouvelles Annales de Math. (1915, p. 505). Pentru
alte numeroase aplicatii, a se vedea, M. d’Ocagne, Sur les adjointes infinitesimales des conr-
bes planes (American Journal of Mathemalics, 1889, p. 55 si 1892, p. 227 5 Nouvelles Annales
de Math., 1900, p. 219;  Bull. de Iz Soc. malh. de France, t. 52, p. 132 gi 395), Theéoréme
géneral sur la détermination des normales (Nouvelles Annales de Math., 1890, p. 289 si
1894, p. 501).




57

" raport cu normala MC, dreapta HK este perpendiculara la aceasta nor-
malad si punctul I se afli pe aceastd normala Q
(Fig. 55).

Deci, in acest caz, punctul | prin care trece
dreapta AB este piciorul perpendicularer cobo-
rate pe MC din piciorul H al perpendiculare;
cobordle pe raza incidentd MA din centrul de P M
curburd C al curbei dirimante (M).

Si presupunem, mai mult, ci raza inci- ] m)
dentd MA, in loc de a avea o infasuratoare J
curba (A), si treacd printr’un punct fix A.
Constructia punctului B unde raza reflectata

MB atinge Infdsuratoarea ramane aceeas. A N

Sa c_otforémuatunci pe tangenta in M, la H l K
curba dirimanti, perpendiculara AP. Locul J
punctului P (Fig. 55) este podara curbei (M) C B

in raport cu punctul A si se stie (No. 22, 29
cd normala PN la aceasta podara trece prin
mijlocul J al lui AM.

Presupunand ca AP tae pe MB in Q, punctul Q este simetricul
Jui A in raport cu P. Curba (Q) este deci omotetica curbei (P) in raport
cu A si cum dreapta QM este paraleld cu PN, normala la curba (P), re-
zulta (No. 22, 3%) ca QM este normala in Q (normalele la doua curbe omo-
tetice sunt paralele). Deci, caustica prin reflexiune a punctului A in raport
e curba (M) este desfasurata omoteticei in raport cu A, in raporiul de
omolelie 2, a podarei curbei (M) relativ la A.

Cum punctele omoloage P si Q ale acestor doua curbe omotetice,
sunt in linie dreaptd cu A, se vede (No.184% c4 centrele de curbura in
punctele omoloage vor fi in linie dreapta cu A. Centrul de curburd in Q,
la curba (Q), fiind B, centrul de curburé R in P la curba podard (P), este
la intersectia dreplei AB cu normala in P, adici dreapta PN. Deci, urma-
toarea constructie pentru centrul de curburd R al podarei (P): Fie H
proectia pe AM a centrului C de curburd a curbei (M) si 1 proectia pe nor-
mala in M a punctului H; N fiind proectia pe MC a punctulur A, centrul
de curburd R la podara (P) este la intersectia dreptelor PN st Al

Sd aplicam aceastd constructie la podara cercului C in raport cu
P punctul A (Fig. 56). Ducand CS perpen-

diculard pe AP, se vede ci SP=CM,
raza cercului, o constanta; locul lui
M S este cercul de diametru AC. P este
deci obtinut prelungind raza vectoare
AS a cercului de diametru AC cu o
lungime constanti SP, adica P des-
crie meleul lui Pascal, dvpa insdsi
definitia sa. Centrul de curburs in P
se afla astfel: Fie H proectia lui C
pe AM; I proectia lui H pe MN, N
Fig. 56. proectia lui A pe MC; dreptele PN

si Al se tae in centrul de curburi R.

Fig. 55.
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O alta aplicatie si facem la podara unei iperbole echilalere, care
este o lemniscald a lui Bernoulli (Fig, 57) de acelas centru si varfuri. Se
stie cd centrul de curburi al iperbolei echi-
Yy latere in M se obtine prelungind raza vectoare
C AM cu o lungime egals MH; se ia o dreapta
E ME egal inclinatid ca si AM pe axa iperbolei
y (bisectoarea unghiului x0y) si ME este nor-
P\ H mala in M la iperbols; perpendiculara ridicats
In H pe AH tae normala ME in centrul de
% M curburi C.

- Revenind la constructia centrului de curburs
N a unei podare (Fig. 55), se vede ci in figura 57,
piciorul H al perpendicularei scoborats din
centrul de curbura C al iperbolei echilatere pe
diametrul AM este simetrical lui A fatd de M. Rezultd ci dacs se duce
din A si H perpendicularele AN si HI pe normala ME (Fig. 57), centrul
de curburd R al podarei (P) in P este la intersectia dreptelor PN cu Al

Insa, din triunghiurile asemenea ARP, RNI, avem

PR__AP__ MN

RN~ IN_ 1IN’

Fig. 57.

Dar cum A si H sunt simetrice fati de M, urmeazi ci N si I sunt

simetrice fatd de M si deci NM=MI, NI = 2MN si deci relatia de mai
sus devine

PR _MN_1
RN=IN — 2
de unde
PR=R7N, PN —3PR, PR=%\I-

Deci, raza de curburé PR o lemniscate: este egalii cu o treime din
normala sa polard PN cind polul este asezat in centrul curbei,

30. Cicloida. Se zice cicloida curba descrisi de un punct dat al unui
cerc care se rostogoleste firdi si alunece pe o dreapta X'X (Fig. 58).
Fie O un punct al lui B S
X’X cu care coincide T
la momentul initial
punctul M ce se misci. i
Pentru a construi ci- , M be
cloida prin puncte, se %_0O AXA [ 0,X
va descrie un cerc tan-
gent la X'X intr’un PI\\L
punct variabil A, cu o
razd constanti si tot- Y’ K H %
deauna de aceeas parte
a lui X'X. Se va lua
pe cere, de la A cdtre O, un arc AM egal cu segmentul de dreaptd AO;
M este un puuct al cicloidei. Curba se compune dintr’o infinitate de bucle

consecutive, analoage cu 0S50, toate egale intre ‘ele. Fiecare dintre ele

J

Fig. 58.
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admite o axd de simetrie perpendiculara pe OX, cici o bucli poate fi
obtinuta, fie prin rostogolirea cercului, efectuata in sensul 00,, fie prin
rostogolirea in sensul de la O, la O, Amplitudinea OO, a fiecirei bucle
este egald cu 2ra, g fiind raza cercului mobil.

Normala. Fie A si A’ doud puncte de contact infinit vecine ale
cercului mobil cu dreapta X'X st M si M punciele corespunzitoare ale
cicloidei. Si ducem de la un cerc la altul MM; paraleld cu OX ; avem
MM, = AA’. De asemenea,

arc MM’ = arc A’M’ — are A'M;=0A"-0A=AA"

Triunghiul infinit mic MM, M’ poate fi ‘considerat ca isoscel, cici
MM, = AA’=M,M’; deci unghiurile M, M’ ale acestui triunghi au limite
egale. Limita dreptei MM’, sau tangenta Ja cicloida, este deci egal incli-
nata pe MM, (directia OX) si MyW’ (directia tangentei MT in M la cerc);
deci unghiurile TMB = BMM,, adici aceasta tangenti trece prin mijlocul
B al arcului MM, ; normala in M trece deci prin A. Asa dar, normala
intr'un punct al cicloidei, trece Prin punctul de contact al cercului mobil
cu dreaptd fixd.

Curburd. Desfasurata. Sa descriem un cerc simetric cu primul in
raport cu punctul A si fie P intersectia lui cu normala MA. Si ducem
tangenta KY la acest cerc, paraleld cu X'X si fie H punctul ei de inter-
sectie cu axa SI a buclei considerate. Avemn

arc KP=arc KPA — arc AP = ng — arc MA =0l — OA = Al = KH.

Cum punctul H este fix, rezulta ca locul lui P este o cicloidd cu
baza Y'Y cu punctul de intoarcere H.

Dar, tangenta in P la aceasts cicloidid trebuind si treaca prin
punctul cercului generator cel maj departat de baza, va fi PA, adica nor-
mala la cicloida precedents. Aceasta a doua cicloida este deci infasura-
toarea normalelor primei, cu alte cuvinte desfisurata. Raza de curbura in
M este egali cu MP $i egala cu indoitul normaiei in A.

Deci, raza de curburd a cicloidei este ¢8ald cu indoitul normalei gi
divijaté in acelay sens; desfasurata este alld cicloids egal@ cu prima i
avand ca varfuri punctele de intoarcere ale acesleia.

Lungimea arcului. Arcul de cicloid OP, dupa teoria generali a
desfisuratelor, este egal cu segmentul rectiliniu MP; deci este indoitul lui
AP. Rationand la fel pentru desfasuritoare, se vede c4 arcul SM este in-
doitul lui BM. Deci, arcul de cicloidd, cuprins intre varf si un punct oare-
care al curbei, este egal cu indoitul langentei in acest punct, socotita de in
punctul de contact piud Ia tangenta la vdrf. Daca M vine in O, MB de-
vine diametrul 2z al cerculuj mobil ; arcul SO are deci lungimea 4a. Asa
dar, lungimea wunei bucle inlvegi este egald cu de 8 ori raza cerculus
10bil.

Cuadratura. Fie L punctul de intalnire al normalei MA si norma-
lei infinit vecine, M’A’. Triunghiurile LAA’, LMM’ avand unghiul L co-
mun, raportul ariilor este egal cu

[EANNE A
LM.LM’
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care are ca hmltaz; deci, aria triunghiului ALA’ este echivalenti cu o

treime din aria patrulaterului curbiliniu MAA’M’. Urmeazi ca ariile tri- -
unghiurilor curbilinii finite OMA si OAP sunt in raportul 3:1. In parti-
cular, pentru aria jumdititii de bucla OSI, avem

aria OMSI =3 aria OPHI = 3 (aria dreptunghiului cu laturile OI, IS—
aria OMSI), 4 aria OMSI=3.OLIS,

aria OMSI == > ¢, 24 = 3°2,
4 2

Deci, aria buclei intregi este 2ra?, adicd de trei ori aria cerculin
mobil.

31. Spirala logaritmicd este curba ale carei tangente MT tae razele

vectoare sub un unghi constant (Fig. 59).

/ T  Unghiul OMT fiind constant si una din la-

turi rdméanand tangentd la curba descrisa

de varful sdu M, rezulta (No, 19, Aplica-

M tia 1% cd centrul de curbura s al spiralei

0 in M este la intersectia perpendicularei in O

pe OM cu normala in M (perpendiculara
pe MT).

Locul lui 2 este tot o spirald logaritmicd, de oarece raza vectoare
Om face cu tangenta ¢ un unghi constant, egal cu cel facut de OM si
MT. Desfagurata spiralei este insisi spirala data.

32. Aria coroanei determinati de un punct al unei coarde de lun-
gime constantd intr’o curba datd. Fie M un punct determinat pe o coards
AB de lungime constants, mobild in curba in-
chisa (C), cu conexiune simpld, astfel ca A’
MA=a, MB=6¢, suma a-+ b=1I/=const.

(Fig. 60) fiind lungimea coardei. B ﬂﬁ‘ A
B’ )‘(

tQm

Fig. £9

Fie I intersectia normalelor la curba (C)
in A si B. Punctul de contact P al coardei AB
cu infisuritoarea sa este (No. 20) piciorul P
al perpendicularei din I pe AB.

S& ducem prin P pozitia infinit vecind A’B’ ©
a coardei AB si fie M’ punctul corespunzitor
lui M pe coarda A’B’. Insemnand cu p distanta
variabild AP, se vede cd aria infinitezimala
MM’A’A are ca valoare principald pe aceea a diferentei (PAA’—~PMM’)
adica

Fig. 60.

do =5 [p*—(p—a)'] b, ds="2 (%p—a) db.

Deci, aria coroanei cuprinsi intre curba (M) si curba (C), care co-
respunde la o variatie a lui 0 de la 0 la 2x, este dati de
2n

(33) c=a §pde — na?,
0
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Dar, aria coroanei cuprinsi intre curba (C) si infisurdtoarea lui AB
poate fi obtinutd, prin integrarea, fie de arii elementare PAA’, fie prin in-
tegrarea de arii elementare PBB’. Avem deci

2 2n
1 1
g \edb= o (1 — p)2d8,
0 0
de unde
27 L2n
[e* —(/—@»ldd==0, \(2 —)db =0,
0 0
si deci
2r
pdb = x/.
0

Inlocuind aceasts valoare in (33), avem

¢ = arl/ — na' = na({—a) = nala-}-b —a),
6= nab,
care d4 expresia arii cautate,
In particular, coroana limitatd Ia curba descrisi de mijlocul coar-
dei are o arie egala cu aceea a unui cerc avand aceasta coardi ca diametru.

33. Determinarea geometrici a maximelor si minimelor a unor
elemente legate de o figurd mobild. Sa presupunem ca am putat exprima
geometric variatia unora din elementele unei figuri variabile. Se poate
observa ca, dacd vreunul din aceste elemente trece printr’'un maximum
sau minimum, atunci variatia sa este nuld si deci, de aci, un mijloc de
a gasi conditia geometricd pe care trebue si o indeplineasca acest ele-
ment. In adevir, cand un asemenea element trece printr’un maximum sau
minimum, este ca si cum, pentru o variatie infinit mica a pozitii sale,
plecand dela aceasta, ar raméane constant.

1° De ex.,, si considerdm o coardi AA, care inchide in curba (A)
un segment de arie constanti. Cand trecem de la pozitia AA, la cea
infinit vecind A’A’, (Fig. 61), variatia arii segmentului este diferenta arii-
16r triunghiurilor infinitezimale MAA' MA,A’,, adici

WL L G}
d5=§(MA = MA])de.

r
, Ay
Deci, cand variatia aceasta este nula, ur- A ,‘
K. E ad . A

meazd MA =MA, si M este mijlocul lui AA,. v
Dar pozitia M unde se tae doua coarde infinit A
vecine, AA; si A’A’, este punctul de contact
al coardei AA, cu infasuratoarea sa. Deci,
segmentul inchis ae aceast@ coardd trece
Drintr’'un maximum sau wminimum pentru o
pozitic a coardei care atinge infasurdloarea in
mijlocul sdu. Sau, o coardd AA;, care delerming intr’o curbd (A) un seg-
ment de arie constantd, atinge infdsurdtoarea in mijlocul ei.

Fig. 61.
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2° Si considerdm alt exemplu. Sé cautdm friunghiul de arie mi-
nimum circumscris la o elipsd. S4 lasam fixe dous tangente ce formeazi
triunghiul, AB si AC, de ex,, si sa facem si varieze a treia, BC. Vedem,
dupa cele stabilite mai sus, ci elipsa trebue si atingd pe BC in mijlocul
ei. Aplicand acelas rationament celorlalte dous laturi, se vede ca elipsa
trebue s atings laturile triunghiului ABC respectiv in mijlocul lor.

Pentru a construi un zstfel de triunghi, vom considera cercul a carui
proectie este elipsa. Triunghiul circumscris la acest cerc, a cérui proectie
“este ABC, este astfel ca punctele de contact ale sale cu cercul coincid cu
mijloacele laturilor, ceea ce arata cd triunghiul este echilateral. Se vede
deci ca sunt o infinitate de triunghiuri circumscrise la elipsa, toate de
aceeas arie, care corespund conditii de minimum. Se zice poligon semi-
regulat circumscris la elipsa, proectia poligonului regulat circumscris la
cercul a carui proectie este elipsa. Deci, triunghiurile semiregulate, cir-
cumscrise la elipsd, loate de aceeas arie, sunt acelea pentru care, printre
toate triunghiurile circumscrise Ia elipsa, aceastd arie este minima.

3% Se poate, de asemenea, determina ¢riunghiurile de arie MAXTMUI
inscrise in elipsd. Pentru aceasta, sa considerdm un triunghi ABC, inscris
in elipsd, avand baza BC fixa, iar varful A variabil pe elipsi. Daca ABC
este o pozitie corespunzitoare maximului, atunci variatia infinit mica a
arii este nula pentru aceasts pozitie, asa c4 noua pozitie A’BC, infinit
vecina a triunghiuluj ABC, are aceeas arie cu ABC, adica AA’ este pa-
raleld cu BC. Dar AA’ tinde la limita catre tangenta in A la curbi; deci,
BC fiind fixs, triunghiul ABC corespunde arii maxime cand tangenta in A
este paralela cu BC. Asa dar, un astfel de triunghi variabil, inscris intr’o
elipss, are o arie maxima, cand tangentele in varfurile sale la curba la
care este inscris triunghiul, sunt paralele cu laturile opuse triunghiului.

Considerand cercul a c#rej proectie este elipsa, se vede c¢i aceste
triunghiuri inscrise in elipsd corespund triunghiurilor din cerc care se
bucura de aceeas proprietate, adica tangentele in varfuri sunt paralele cu
laturile opuse, deci sunt echilaterale (un poligon regulat).

Se deduce, ca si pentru cazul precedent, cd friunghiurile Semiregu-
late inscrise intro elipsa, foate de aceeas arie, sunt acelea pentru care,
Printre foale triunghiurile inscrise in aceeas elipsd, aceastd arie este
maximum.

NOTIUNI DE GEOMETRIE CINEMATICA PLANA,

34. Generalitati, O figury invariabild, fiind formati dintr'o
reunire de mai multe puncte ale ciror distante mutuale sunt
invariabile, Geometria Cinematica are ca obiect studiul pro-
prietitilor geometrice ale traectoriilor descrise simultan de
punctele unei figuri invariabile in miscare. Primele cercetiri in
acest sens se gisesc la Cauchy si Chasles, dar intemeetorul
Geometrii Cinematice a fost Mannheim, ale cirui rezultate au
fost publicate in lucrarea sa, Principes et developpements de Géo-
métrie Cinématique (1894).
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In Geometria Cinematici se consideri o succesiune con-
tinud a pozitillor ocupate de elementele figuri invariabile ca
formd, fira si se tie seamd de timpul intrebuintat pentru a
trece de la o pozitie la alta. Cand seia in considerare s1 timpul,
se trece de la domeniul Geometrii Cinematice la acela al
Cinematicer pure.

Este de altfel o legdturd intre Geometria Cinematici si
Cinematica propriu zisi. In adevir, daci se considers varia-
tiunile de pozitie ale figurei mobile, care depinde de un para-
metru oarecare, se poate, sau si considerim variatiile infinit
mici simultane ale diferitelor elemente ale figurei, sau si
considerdm derivatele lor in raport cu parametrul variabil si
figurate geometric. In primul caz, avem Geometria Cinematici,
in cazul al doilea, cand se di parametrului variabil numele de
fump, avem Cinematicd propriu zisa.

In general, se considera cx miscarea figurei mobile de-
pinde de un parametru variabil. Dar, se poate inchipui ci an-
samblul pozitiilor figurei mobile corespunzator la o variatie
continu3, depinde nu numai de un singur parametru, ci de mai
multi, cd este deci o miscare cit mai multi parametrii. Si ve-
dem care este numirul acestor parametrii.

Un solid, in spatiu, poate fi raportat la un triedru tri-
dreptunghic de care si fie invariabil legat, astfel cd, pentru
determinarea pozitii in spatiu a solidului, trebue cunoscuti po-
zitia acestui triedru, si anume, trei cantititi, coordonatele var-
fului triedrului si alte trei, care si determine directiile muchi-
lor triedrului. In total pozitia unui solid in spatiu  depinde de
gase parametrii. Se zice ¢ un solid variabil de pozitie in spa-
tiu, nefiind supus la nici o conditie, are sase grade de libertate
(se bucurd de al saselea grad de libertate). Daci trebue si
satisfacd la o conditie simpls dati, aceasta insemneazi cs cei
sase parametril care definesc pozitia solidului verifick o relatie,
sau, cd numdirul parametrilor se reduce la cinci (de care de-
pinde pozitia). Solidul se bucur# atunci de al cincilea grad de
libertate si ansamblul variatiilor continue necesare de a.l face
sé treacd de la una oarecare din aceste pozitii la toate cele pe
care le poate ocupa, poarti numele de miscare cu cinci para-
metris.

Se poate usor extinde definitia aceasta la cazul a patru,
a trei, sau doi parametrii arbitrari. In acest ultim caz, punctele
figurei in miscare descriu suprafete traectorii. in fine, miscarea
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Cu un parametru corespunde primului grad, este miscarea
propriu zisi in sensul obisnuit al Mecanicei. De aceasta ne
vom ocupa in cele ce urmeazi.

In plan, pozitia unei figuri plane depinde de trei para-
metrii, cici trebue a cunoaste pozitia unghiului drept, doux
cantititi, si directia uneia din laturile unghiului, inci o canti-
tate, deci in total trei parametril. In plan, miscarea cu un grad
de libertate poate fi determinata daci se cunosc traectoriile a
doud din punctele figurei mobile.

35. Deplasare finitd. Se zice deplasare, transformarea
care permite a trece de la o figurd (F) din plan la o alts figura
egald (F'). Fie AB, A'B’ dou# segmente omoloage ale figurilor
egale (F) si (F’) (Fig. 62). Putem aduce A in A’ cu o rotatie
in jurul unui punct agezat pe per-
pendiculara pe mijlocul lui AA’.
De asemenea, putem aduce punctul
B peste B’, cu o rotatie in jurul
unui punct asezat pe perpendicu-
lara pe mijlocul lui BB'. Fie I ia-
tersectia perpendicularelor ridicate
pe mijloacele dreptelor AA’ si BB'.
Triunghiurile AIB, A'IB’ au AB=
A'B’, IA=IA’, IB=IB’; deci sunt

Fig. 62. egale si prin urmare unghiurile

BIA=B'IA’, BIB’=AIA’. Deci, se

poate trece de la figura (F) la figura (F') cu o rotatie in jurul
punctulut I, de unghiul AIA’=BIB’".

Daca dreptele AA’ si BB’ sunt paralele, se pot intampla
dou# cazuri, sau AB este egald si paraleld cu A'B’, sau AB

1
1
1
!
3
I
I
1
r
I
1
|
5

Al

B B’ B = T

Fig 63. Fig: 64.

st A’'B’ sunt simetric inclinate pe AA’ si BB'. In primul caz
(Fig. 63), punctul I este aruncat la infinit, si se trece de la
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tie egald cu AA’=BB’. In
cazul al doilea (Fig. 64), I fiind intersectia dreptelor AB si A’B’,
se trece de la figura (F) la figura (F') cu o rotatie in jurul
punctului I, de un unghi egal cu AJA’.

36. Deplasare infinitezimali. Miscare continui. Dacs o
figurd plani (F) se migcd continyu, fiecare punct M al siu
descrie o traectorie. Fie (F) si (F’) doud pozitii infinit vecine ale
figurei mobile si M’ omologul lui M. Am vizut c3 se poate
trece de la figura (F) la figura (F) cu o rotatie in jurul unui
punct I (aruncat la infinit dacs rotatia se reduce la o translatie),
iar perpendiculara pe mijlocul lui MM’ trece prin punctul I
La limits, aceasts perpendiculard devine normala in M la tracc-
toria Jui M. Deci, pentru o pozitie oarecare a figurei (F), nosr-
malele la traectoriile tuturor punctelor sale trec printy un punct
L, numit centru instantanen de rotatie al figurei (F) pentru
pozitia considerata.

Dupd cum punctele unei figuri (F), cu un grad de liber-
tate, descriu traectorii, liniile (curbele) cari apartin acestej figuri
admit curbe infisurdtoare, ale ciror puncte dc contact voim a
le determina. Fie (C) st (C') (Fig. 65) doux pozitii infinit vecine
ale unei curbe oarecare ce apar-
tine figurei mobile. Dac (C) si (C) M
se tae in M’, punctul caracteristic © P
al curbei (C) [de contact al curbej
(C) cu infdsuritoarea sa], este li-
mita P a punctului M’ pe (C). Dacy, €
la fiecare moment, privim punctul
M’ ca fixat pe curba (C’), ii cores- Figjcs:

figura (F) la figura (F’) cu o translat

de rotatie. Asa dar, la limita, normals in P la curba (C) trece
prin centrul instantanen de rotatie. Deci, normalele in punctele
de contact cu infasuratoarele ale curbeloy ce apar tin unei figuri
de formad invariabili, trec brin centrul instantancu de rotatie.

Asa dar, punctele caracteristice ale curbelor (C) sunt
picioarele normalelor duse la aceste curbe prin centrul instan-
taneu de rotatie. Dacy se cunoaste, deci, un punct caracteristic
al unei linii al figurei mobile, centrul instantaneu de rotatie se
afld pe normala in acest punct. In particular, daci o linie a
figurei mobile trece printr'un punct fix, normala la aceasty

N. dbramesecu. — Lecliuni de Geometrie purd Infinitezimals. 5
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linie dus¥ prin punctul fix contine centrul instantaneu de rotatie.

Aplicatie. S4 considerdm un unghi drept ale cirui latari MP, MP’
sunt tangente la o conica (C) de centru O (Fig. 66). Normalele in P si P’
la conica (C) tdindu-se in I, normala in M, la curba descrisi de M, este

MI. Figura IPMP’ fiind un dreptunghi,
M diagonalele PP’ si MI se tae in mijlocul
P lor w. Dar PP’ este polara punctului M
in raport cu conica (C). Polara punctului
w de la infinit de pe dreapta PP’ este locul
mijloacelor coardelor conicei paralele
0 cu PP, adici diametrul Ow al conicei
P! conjugat directii PP’. Dar acest punct
1 de la infinit, filnd pe PP’, polara sa
Fig. 66. trece prin polul M al dreptei PP’ pe
care se afla acest punct; asa dar, dia-
metrul Ow trece prin M si deci dreapta care uneste punctul M cu mijlo-
cul o al segmentului polarei sale trece prin centrul O al conicei. Toate
normalele la traectoria (M) trecand prin O, aceastd curba este un cerc
de centru O. Regasim astfel teorema iui Monge : Locul vairfurilor unghiu-
rilor drepte circumscrise la o conicd este cercul lui Monge (ortoplic).

37. Miscarea cea mai generald a unei figuri plane in
planul sdu. Dacd insemndm cu (II) planul fix pe care se miscd
figura (F), se poate presupune ci figura mobili este desenati
pe un plan nemirginit (I,) mereu aplicat pe planul fix (II).
Dacd, pentru fiecare pozitie a figurei mobile, intepdm pozitia
centrului instantaneu I, urma astfel insemnati descrie pe planul
(1) o curbd (I') numits bazd, iar pe planul (1) o curbi ()
numitd rulantd. Vom ardta ci miscarea figurei (F) pe planul
(1) poate fi obtinuta prin rostogulirea curbei (I'y) pe curba (),
cele doud curbe fiind tangente in fiecare moment in centrul
instantanen I corespunzitor pozitii considerate (V).

In adevir, si insemndm cu ¢ parametrul variabil (care
poate fi numit timpul daci voim) de care
depinde miscarea care este cu un grad de I
libertate. Pentru o valoare dati lui f, cur-
bele (I') si (I';) au comun punctul I centrul (™)
instantaneu de rotatie  corespunzitor |
(Fig. 67). Fie I’ si I'; punctele pe (I') si
(T'y) care vor veni si coincidd cu centrul ,
instantaneu de rotatie corespunzitor valorii :
¢+ At a parametrului, pentru care pozitia ()
planului (II;) va fi notatd cu (II'y). Trece- Fig. 67.

Q

(Y) Cauchy, cel dintai, a observat aceasta in 1827, iar Chasles, doi ani mai tarziu,
fntroducand notiunea de centru instantaneu de rotatie, a precizat aceasti teorie.
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rea de la pozitia (II,) Ia (I',) se poate face cu o rotatie A¢ in
jurul unui punct J' care va tinde cdtre I in acelas timp cu I’
si I'y; cu aceasti rotatie se aduce I'; peste I', astfel cx punc-
tul J* este varful unuj triunghi isoscel cu baza I I'; si cu un-
ghiul de la varf egal cu A¢. Asa fiind, avem

. Ao . Ao
o1’ 1/ .y =
Iy, 1, Ao 2I'J’ sin 280 sin BIAD

; Ap A Ao Af Ao af
2

Ao are limita 1, 1ar£ o valoare finitj, pe cand
2

7y’

. 4 I
I'J tinde citre zero. Deci lim IT;—>O.

Intrebuingénd notatia vectoriald, avem

> > >
I'l'y= 11— 11,
8
e : s I
adica I'l'; este diferenta vectorilor I’ ST CumTt‘-»O,
intrebuintand tot notatia vectoriald, urmeazi c avem
-> -
PR | T
lim b lim b/

Egalitatea acastor doud derivate geometrice (viteze dacy 7
este timpul) arati cj tangentele in I la curbele (I) st (T'y) sunt
aceleasi, adici gceste curbe sunt tangente in 1; apoi, ci, daci
ds si ds, reprezinty diferentialele arcelor ale acestor curbe in
I, avem ds = ds; si integrand, pornind de la doui puncte co-
respunzitoare oarecare (care coincid) ale curbelor (T) si (Ty),
urmeazd ci s=s,. Deci, este o rostogolive a curber Ty tru-
lanter) pe curba @) (baza).

Se poate vedea, pe cale inversi, ci daci se defineste
miscarea planului (II,) pe planul (I} prin rostogolirea uneij
curbe (I'y) pe o curbs ('), centrul instantaneu este |a fiecare
moment punctul de contact al celor doui curbe.

Traectoriile in pPlanul fix a punctelor insemnate pe planul
(ILy), in miscarea astfe] determinatd, sunt numite ritlete.,
De ex., sa consideram miscerea segmentului PQ de lungime con-

5’
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stantd (a-}-b), care se sprijing cu extremilatile sale P si Q pe douct drepte

y
Q

M

LY

|

Fig. 68.

P

X

perpendiculare Ox si Oy (Fig. 68). Un punct
M al segmentului, definit astfel cd QM==¢g,
MP ==b, descrie o elipsd cu centrul O sicu
axele Ox si Oy.

Centrul instantaneu de rotatie este
punctul I de interseciie al perpendiculare-
lor in P si Q pe Ox si Oy. De oareze
Ol =PQ, locul punctului I pe planul fix
este cercul cu centrul O si raza (a-5).

Deci baza este cercul de centru O si raza Ol=a+-b.

Fatd de segmentul PQ, locul punctului I este cercul descris PQ ca
diametru, cu raza pe jumditate ca a primului cerc. Rulanta este deci cer-

cul de diametru PQ.

Miscarea figurei se face prin rostogolirea cercului de diametru PQ
in interiorul si pe cercul cu centrul O si cu raza indoita ca a primului.

38. Centrele de curburd ale traectoriilor punctelor
figurei mobile. Fie M un punct invariabil legat de curba (T))

care se rostogo-
leste peste curba
(I') (Fig. 69). Nor-
mala in punctul M
la traectoria sa (M)
este dreapta MI
care-l uneste cu
centrul instantaneu
de rotatie I, punc-
tul de contact al
bazei (I') cu rulanta
(T'y). Vom presu-
pune cd aceste
curbe au curburile
de acelas sens si
cd deci razele lor
de curburi Ir si Iz
sunt de acelas
semn.

Sd cdutim cen-
trul de curburd p
al curbei (M). In-
semnand cu d(I) si
d(M) diterentialele

/P'

N

Fig. 69.

arcelor descrise simultan de punctele I si M pe curbele (I') si




69

(M), fie N punctul de intersectie al normalei in I la curba (IN)]
cu normala la infisurdtoarea dreptei MI, adici cu perpendicu-
lara in p la MI. Avem (No. 17)

| dM)_ My
€5 | 70 = IN

Pe de altd parte, dw fiind unghiul de rotatie infinit de
mica in jurul lui I, avem

{35) dM) = IMdw.

Dar, aceasti rotatie infinit de micy aduce tangenta in
punctul I’y, infinit vecin de I pe (I')), si coincidi cu tangenta
in punctul I, infinit vecin de [ pe (F). Deci, notand cu do, si
49 unghiurile de contingentd respective ale curbelor (Iy) st (I),
avem

R a761 — de — d(l),
Insz
_dD
del_ Il.l ’ d — Iz ’
astfel ca relatia precedents devine
dab _d40)_ n{l_ i) L
I, I =dv, dl) (Iz'l 7Y 4

Inlocuind in aceasti formuld pe d(M) si d(I) cu valorile
lor din (34) si (35), avem
My 1 1
36 =L = i
- N M (Iz’l )
Fie H conjugatul armonic al punctului 7 in raport cu
extremititile diametrului IJ al cerculu osculator la (I';). Avem

2 il 1 2 1 1

T-FTH %=t

7

(37)
R 1
L TP T Y Iy, In 1H
Egalitatea (36) devine
Mp IM
Ducand prin p paralela pK Ia IN, avem
M pM

H~ K’
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si comparand cu relatia (38), rezulti
My _ My
IN ™ pK’
adicd figura pKIN este un paralelogram si ci IK, paraleld cu
pN, este perpendiculard pe MI.

IN=pK,

De aci urmeaza constructia punctului . Se ia conjugatut
armonic H al centrului de curburd i al bazei (L) in raport cu
extremitdtile diametrulus 1] al cercului oscilator al rutantei (1'y).
Se ia punctul de intersectie K al lui MH cu perpendiculara
ridicata in 1 pe ML Centrul de curburd v este la intersectia
drepter M1 cu paralela dusa din K la Ii.

Sa cautim a simplifica aceastd constructie. Pentru aceasta,
si ducem Mz, care tae 0K in A. Avem

A g4l
Ty T T
AK 4 H

sau, pentrucd punctele H si ¢ sunt conjugate in raport cu cer-
cul de centru 7; si derazi ¢;1 (;;]>=7¢H.4,0),

1o

AR EESTI
ceea ce aratd ci dreptele A, p7 si KI se intalnesc in L, care
probeazid ca punctul L se gaseste pe dreapia pl. de unde ur-
meazd constructia lui Savary: Centrul de curbura v al fraec-
torii punctulur M este la intersectia norinaler MI si a dreptes
care uncste centrul de curbura i al bazel cu punctul de inter-
sectie al perpendicularer ridicate in 1 pe MI cu dreapta care
uneste centrul de curbura iy al rulanter cu punctul M.

Observare. S& gasim locul punctelor M, care pentru po-
zitia consideratd, trece printr'un punct de inflexiune ale tracc-
toriilor lor. Pentru aceasta, trebue ca p si deci si punctul K
(Fig.69) sa fie la infinit, adicdi MH perpendiculari pe MI. Atunci
unghiul HMI este drept st locul punctelor M este cercul de
diametru IH. De aceea acest cerc se zice cercul inflexiunilor.
De asemenea, Mp este nuli, numai cand M i ¢ se confundi
in I, adica M si fie pe rulanta (I';).

39. Centrele de curbura ale infasuridtoarelor liniilor
figurei mobile. Determinarea centrului de curburi al infasu-
ritoarei unei curbe antrenatd de planul (II;) se aduce imediat
la cazul unei simple traectorii cu ajutorul urmatoarei observiri.



(1

Punctul caracteristic N al curbei (C) antrenati in rostogolirea
lui (T'}) pe (I), adicx punctul unde isi !
atinge infisuritoarea sa (N), este pi- ,
ciorul normalei IN dusi la aceasty
curbd prin ceatrul instantaneu |
(Fig. 70). De asemenea, in pozitia
infinit vecind (C’), punctul caracte-
ristic este puntul N’ al normaleil’N’
la curba (C).

Considerand desfasurata (D) a
curbei (C), antrenati odati cu ea,
normala IN o atinge in M, centrul
de curburi a lui (O corespunzitor
punctului N. In pozitia infinit ve-
cind, I'N’ atinge desfasurata (D’)
in My, centrul de curburi al luj (C),
Corespunzitor lui N’. Dar, daci
presupunem cd am insemnat punc- T
tul M pe (D), acest punct a venit in M’ infinit vecin de M,
pe D’ si normala in M’ Ia traectoria (M) a acestuj punct in-
semnat este I'M’.

Deci, centrul de curbury al infasuritoarei (N) este limita
punctului de intalnire p’, a lui IN st I'N’, dupi cum centrul
de curburi al curbej (M) este limita punctului de intalnire B
alui IM cu I'M’.

Din triunghiurile I'M'M'; si I'v'p’;, avem

MM, UMY T,
sinl”  sin M sinl’ ~ sin p’
De unde

ppy  I'py sin M’
MM, TI'M sinp

Dar, in membrul a] doilea ambii factori tind citre limite
finite {observand cj unghiurile M’ si p’ sunt doi infiniti  mici
de ordinul intai). Deci, amandoj termenii ai fractii primului
membru sunt de acelas ordin. Asa dar, p'p’; este infinit mic ca
st M'M'; si limita: lui I’y este aceeas ca limita lui ', Deci, cen-
trul de curburd al infasuratoarei (N) este tocmai centrul de
curburd a traectoris (M) descrisi de centrul de curburd M al
curbei (C).

Dacd presupunem ci curba (C) este o dreants, ar pérea,
la prima vedere, ci teorema nu se poate aplica, cici centrul
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de curburi M al acestei drepte este aruncat la infinit. - Vom
arita ci, in acest caz, punctul ¢ tinde citre o pozitie determi-
nati la distantd finitd. Pentru aceasta, si observdm, cd, dupd
prima constructie a centrului de curburd
p corespunzitor lui M (No. 39), cand acest
punct M se depirteaza la infinit pe IM
(Fig. 71), punctul K devine piciorul per-
pendicularei coborate din M pe IK si se
giseste prin urmare pe cercul de diametru
IH. Pe de alti parte, punctul p este al

Mo

K X A A
patrulea varf al paralelogramului construit
pe IH si IK.

Deci, locul punctelor (v corespunzdtoare
punctelor M de la infinit (prin wurinare

0 centrele de curburd ale infasurdtoarelor

dreptelor figurei) este cercul simetric in
lrp raport cu 1 al aceluia descris pe TH ca
diametru. Acesta se zice cercul rebrusmentelor.

40, Aplicatie. Centrul de curburd la curba capa ("), locul vdrfului M
@ unui unghi drept a cdrei 0 laturd trece meren prin punctul fix O (Fig. 72),
pe cind un punct A ]
insemnat pe o laturd
(MA=a) parcurge o
dreaptd fixa trecand M
prin punctul O. Luand
aceasta dreapti ca Oux,
origina O, perpendi-
culara in O ca Oy,
ecuatia curbei este

yn(xr_l_y:):a!xz_
Simetricd in raport
cu axele, tangenta la
Oy, asimptotele fiind Fig. 12
y=r=a (duble), curba este unicursali.

Perpendiculara in O pe OM (normala la infisuratoarea acestei laturiy
si perpendiculara in A la OA (normala la locul lui A), tdindu-se in I,
centrul instantaneu de rotatie al! unghiului drept mobil, normala in M la
Capa este MI. Centrul de curbura este punctul p unde MI atinge infasu-
ritoarea.

Dar, raza de curburd a infasuratoarei lui OM redusi la O, este nuld;
punctul O apartine deci cercului rebrusmentelor al infasuratoarelor drep-
telor si prin urmare, simetricul sdu P in raport cu I este pe cercul in-
flexiunilor a traectoriilor. Dar a doua extremitate H a diametrului lui I,

A\

() A sevedea, M. d’Ocagne, Nouvelles Annales de Mathemaliques (Janv. 1925, p. 158).
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In cercul inflexiunilor, este pe Ox (toate punctele lui Ox fiind de inflexiune
pentru cd traectoria lui A este rectilinie); rezults c4 H este la intersectia
lui Ox cu perpendiculara in P pe OP. Odata H obtinut, se duce MH ce
tae In K perpendiculara in 1 la MI, paralela din K la IH trece prin cen-
trul de curbura p in M la capa.

41. Epicicloide (*). Cand baza (T) si rulanta (T,) sunt cercuri, traec-
toria a oricirui punct invariabil legat de cercul (') este o epicicloida. Se
vede ci pentru un cerc de razi 7, orice epicicloidi este definits prin ur-
* matorii parametrii: 1° raportul p al razei 7y a cercului (I') cidtre raza »
a cercului (I'), luat cu semnul -+ sau —, dupi cum cele doui cercuri sunt
tangente interioare sau exterioare; 20 raportul & a distantei cuprinsa intre
punctul considerat (mobil) M si centrul 7, al cerculuij (Ty) la raza acestui
cerc, raport care totdeauna poate fi luat pozitiv alegand ca razi jumitatea
de dreapti ce porneste din 4 si se dirijeaza catre M.

Presupunand ci 3 este egal, superior sau mai mic de cat 1, epici-
cloida este ordinard, alungitd, sau scuriald.

Cand p este pozitiv si mai mic de cat 1, se di curbei numele de
hypocicloida.

Dacid p=0, aceasta nu poate si aiba loc (cand se exclude solutia
7,=0, ceea ce ar da un cerc) de cat daca 7 =» o0, adica daca baza este o
dreaptd, in care caz curba se zice cicloids.

Dacd ¢ — oo, adica 7, = 0, avem o desfasurdtoare a cerculyi,

1¢ Constructia lui Savary se aplica la centrele de curburi a epi-
cicloidelor, punctele 7 si 4, fiind In acest caz centrele cercurilor (@) si (Ty).
in cazul epicicloidei ordinare, M fiind
un punct al cercului (T,) (Fig. 93),
punctul L din figura 69 devine dia-
metral opus lui M n cercul (T,). Dar, M
din triunghiul M3, taiat cu transver-

sala Lip (Fig. 73), avem U
T Li pM L
i, LM pl = .
Dar U
L_ » Li_1 1/
it, rn—7' LM _ 2’
astfel ci relatia precedenta da g,
Oy, —
Mg ﬁ—r)= Const.
I

Asa dar, centrul de curburé p divide normala ML intr'un raport
constant. Deci raportul Ip: IM este totdeauna constant, asa ca Jocul centre-
lor de curburd p corespunzdtoare, la fiecare moment, diferitelor puncte M
ale cercului (Ly), este tot un cere. |

20 In cazul cina cercut (L) are diametrul egal cu raza cercului r)
(Fig. 74), cercul () trece necontenit prin centrul 7 al cercului (I). Apli-

(1) A se vedea, M. d’Ocagne, L’ctude geometrique sur la rectification et la qguadrature
des epi — ot hypocycloides (Nouvelles Annales de Math., 1915, p. 533). De asemenea, J. Le-
maire, Hypocycloides et epicycloides (Vuibert, 1929).
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cand constructia lui Savary pentru centrul de curburid corespunzitor unui
punct M, al cercului (I}), atunci L, din figura 69 devine diametrul opus
Iui M; in cercul (Ty) (Fig. 74) si /L, este pa-
ralela cu M,I; punctul ¢ de intersectie al

M,y I dreptelor MiT si L7 este la infinit, centrul
) de curburi p este aruncat la infinit, raza de
(') M curburi in M, este infinita. Cum aceasta

proprietate este verificatd pentru orice punct
Ll M, pe traectoria sa, locul lui M, este o

? 5 : 3
dreaptd, care trece neapérat prin punctul ¢
I Regisim teorema lui La Hire: Orice punct
( . @ unui cerc ce se rostogoleste in interiorul
unui cerc de razd dubld, descrie un dianietru

Fig. 74. al cerenlui al doilea.

Este asemenea usor de vazut ce fel de epicicloidd descrie un punct
M oarecare legat de cercul (Ty). Fie L;, M, extremitatile diametrului cercului
T, si care trece prin M. Dupi teorema precedents, locurile descrise de
M, si L, sunt doidiametrii perpendiculari M, L, ai cercului (). Cum
LM, este diametrul cercului (I'), deci o constanti, M este un punct al
unui segment I,M; de lungime constantd ce se sprijini pe doud drepte
perpendiculare, deci descrie o elipsi.

Observare. Pentru ca o epicicloida sa. prezinte puncte de inflexiune,
trebue (No. 39, Observare) ca cercul de centru 7, ce trece prin punctul M
(insemnat), si tae pe 77 intre punctul I si punctul H conjugatul armonic
al lui 7 in raport cu extremitéfile I si | ale diametrului lui (Tyj trecand
prin I (Fig. 69). In cazul cicloidei, punctul H coincide cu 7, si se vede
deci cd pentru ca aceastd curbid si aiba puncte de inflexiune trebue ca si
fie turtita.

CURBELE STRAMBE.
NOTIUNI INTRODUCTIVE.

42. Infiniti mici. Metoda infinitezimald consti in a inlocui
cantitatile infinit mici variabile care figureazd, cu alti infiniti
mici echivalenti, pe care ii alegem astfel ca si se simplifice cat
mai mult rationamentul si calculele. Aceasta o putem face usor
daci tinem seami de urmitoarele proprietiti.

1° Un segment wvectilinin ufinit mic este echivalent cu
proectia sa pe un plan sau pe o axa care face ununght infinit
mic cu divectia segmentului. In adevir, fie AB segmentul din
spatiu, AB’ proectia sa pe o axi sau un plan ce face cu di-
rectia segmentului unghiul 8; avem

AB’=ABcos0.

Dar 6 fiind infinit mic, cosb este echivalent cu 1, deci
proectia AB’ si segmentul AB sunt echivalenti.
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2° Un unghi variabil infinit mic este echivalent cu proectia
sa pe un plan care face cu Planul acestui unghi un unghi in-
Sfinit mic. In adevir, fie 0 unghiul facut 8
de planul unghiului ABC (Fig. 75) cu
Planul de proectie si B'A’C’ proectia
acestui unghi.

S ludm pe laturile unghiului dat lun- ' ' 'C
gimile AB=¢, AC=54 si fie B, Y unghiu- || 1
rile ce le fac respectiv AB si AC cu '| B
planul de proectie. Avem A IC'
A'B’=AB cosp = ccosd, A’'C’'=bcosy. '

Stim cx Fig. 75.

(1) aria A’B’C’ = aria ABC cos®,
Dar

aria ABC = —;— -bc sin BAC,
ariaA'B'C’ =é A'B".A’C’ sin B'A'C_’Zébc cosf cosy sinB’A’C’.
Inlocuind in relatia (1), avem

—;— be cosp cosy sin B’A’C’:% be sinBAC cosh,
de unde
sinB'’A'C’ cosb
sinBAC ~ cosf cosy _

Unghiurile 8, v, 6 fiind infiniti mici, membrul al doilea tinde
cdtre 1, deci raportul sinusurilor este egal cu 1 si deci si ra-
portul unghiurilor BAC, B’A’C’ tinde citre 1, adicd sunt infiniti
mici echivalenti.

3° Doud segmente rectilinii, AB, A'B’, sunt echivalente st
ait aceeas directie limitd, daci cele doud segmente AA’ si BB’

B’ sunt anfiniti mici in raport cu
AB. In adevir, si ducem A'B”
(Fig. 76) egald si paraleld cu AB.
B" In triunghiul BB'B”, avem
B’'B"=BB" cosB” 4 BB’ cosB’,

Fig. 76, de unde

BB S SR 4535 ]
AN A cosB” + AR cosB’,
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B'B” AA' L aBBI .
A B TR T
Dar, AA’ si BB’ fiind infiniti mici in raport cu AB, rapoartele
AA’ BB tind citr d By tinde ci#t
AR’ AB e zero si deci si—= g tinde cétre zero.
Din triunghiul B'B"A’, avem

’ "

MM "
sinA’ = AR sinA’'B'B”.

Cum AR 0, rezultd ci sinA’ — 0, deci unghiul A’ tinde
citre zero si deci vectorii AB, A’B’ au aceeas directie limita.
Din triunghiul A'B’B”, avem
A'B’=A'B”cosA’ + B"B’ cosA’B’'B”,
de unde N )

- _ BB’ __B"B’ L |y .
Dar, am vizut ci AR = B ~ 0 si unghiul A’»0; dect

cosA'B'B".

B .
AB TV
echivalenti.

43. Lungimea unui arc. Fie AB un arc de curbd stramb#
(Fig. 77), ab proectia sa ortogonald pe planul (Q), M un punct
oarecare al acestui arc si s proectia acestul punct. Intr'un
plan oarecare si ducem o dreaptd xy (Fig.77) si sd luam pe

raportul’ si prin urmare vectorii A’B’, AB sunt

M, N,

§-—-.__
3—-—__
2

Fig. 77.
aceastd dreaptd, pornind de la un punct oarecare @y, lungimea
aym, egald cu lungimea arcului em. Sa ridicim apoi in 2, o
perpendiculard #;M,; egald cu mM. La orice punct M al curbei
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(AB) va corespunde astfel un punct M; si cand punctul M de-

scrie arcul AB, punctul M; descrie un arc de curbs plani (A;B,),

a cdrul lungime si o notim cu /. .
Asa fiind, si inscriem in arcul (AB) linia poligonali

AMNPSB si fie amnpb, A\M;N,P,B, liniile poligonale corespun-

zatoare inscrise in proectia (ab) $iin curba plani (A,B,). Se

stie cd valoarea raportului ;

@) AM--MN-+4-NP -+ PB

AM; + MiN, + NP, + P;B,

este cuprinsi intre cea mai mici sl cea mai mare valoare din

acelea ale rapoartelor

@) AM MN NP PB
AM, MN, NP, P,B,

S lugm unul din aceste rapoarte, de ex., I\EIVI—g Si in-
il

semnam cu ¢ diferenta Nu—Mm, sau egala sa Nyu,—Mm,.
Avem
MN*=mn® 438, MN, =i, 452,
Deci
(MN )2 mn® -5

MiN, myny® 4 52

: . MN 2 .. -
Valoarea raportului MN ) este cuprinsd intre rapoartele
25
mn )2 52_1
\mlnl ’ 82_ ¥

sau intre rapoartele
(coarda mn)2
arcmn |’

Dar, cand arcul de curbs pland mnu tinde citre zero,
MN 1
' MN,
Prin urmare, fiecare din rapoartele (3) tind citre 1 si dect
si raportul (2) tinde citre 1, adicA numiritorul

AM +-MN - NP 4 PB

tinde citre aceeas limiti ca i numitorul (A;M; + M,N, + N P+
P;B,). Dar, numitorul tinde citre lungimea / a arcului de curbi
plani (AB,), ori care ar fi legea dupi care tind citre zero la-
turile linii poligonale AMNPB.

st primul raport tinde citre 1, deci, la limits
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Asa dar, suma (AM+MN-NP-~PB) tinde citre limita thy
oricare ar fi legea dupd care laturile linii poligonale inscrise
in curba datd tind citre zero. Aceasta este, prin definitie, lun-
gimea arcului AB.

Deci, lungimea unui arc de curbd (AB) este limita citre
care tinde perimetrul linii poligonale inscrise in acest arc de
curbd. Aceastd limita este unicd si nu depinde de legea dupa
care find catre zero laturile acestei linii poligonale.

44. Arcul infinit mic si coarda sa sunt infiniti mici
echivalenti. Si considerdm arcul MN al curbei (AB) si repre-
zentarea sa pland, arcul M;N; al curbei (A;B;) (Fig. 77). Am
vazut cd arc MN = arc M;N;, deci

arc MN _ arcMyN, . (arc MlNl) (M@) :

MN ~—  MN MN, /\ MN
Dar, pentru curba plani (A,B,), raportul
arc M;N;
M;N,

tinde cdtre 1, cand arcul tinde citre zero. De asemenea, am

M . .
aratat ci raportul ﬁgl tinde cidtre 1. Deci raportul

arc MN

" MN
tinde citre 1, adicd arcul MN infinit mic si coarda sa MN sunt
infiniti mici echivalenti.

Pentru a studia o curbi in vecinitatea unui punct M, se
ia, de obicei, arcul infinit mic ca infinit mic principal. Cum
arcul infinit mic este echivalent cu coarda sa, urmeazi ci se
va putea lua ca infinit mic principal si coarda.

45. Doud arce infinit de mici, corespunzitoare pe doui
curbe strimbe care se corespund punct cu punct, sunt in-
finiti mici de acelas ordin. Fie M si N doui puncte cores-
punzitoare pe curbele (M) si (N) si fie M’ si N punctele infinit
vecine corespunzitoare pe aceleasi curbe (Fig. 78). Sa ducem
prin N segmentul NP egal si paralel cu MM'. Avem

arcMM’_arcMM” NN’ MM'
arcNN°~ MM’ arcNN’ NN’
Dar, din triunghiul NN'P, avem
_NP NN
sinNN'P ~ sinN’PN’

(4)




79

de unde
NP _ sinNN'P

b NN = sinN'PN'

Ins#, a zice ci curbele (M)
st (N) se corespund punct cu
punct, inseamni ci, fiind date
punctele omoloage M si N pe
cele dou curbe, punctul N’ se
obtine din M’ cu o operatie
determinati, care face ca si
existe, pentru punctul N, di-
rectile NN” si PN, astfel cx,
ducand prin punctele N si P
paralele cu aceste directii, sx
obtinem univoc punctul N’. HIERTEE
Asa dar, triunghiul NN’P are, pentru punctele N si N’, un-
ghiuri determinate, asa c4, la limity, raportul (5) tinde citre o
valoare determinati si deci si raportul

arc MM’

arc NN’
tinde citre o valoare determinaty, adici arcele MM’, NN’, co-
respunzatoare, sunt infiniti mici de acelas ordin,

Aceastd proprietate ne permite a inlocui arcul unei curbe
date cu arcul altei curbe, care se corespunde punct cu punct cu
cea dintai, dar ale cirei proprietdti sunt mai usor de determinat,

46. Variatia de lungime a uwnuj segment rectiliniu.
Fie AB, A’B’ dous pozitii infinit vecine ale unui segment recti-

liniu variabil (Fig. 79). S4 insem-
B’ ndm cu A" B” proectiile pe
dreapta AB ale punctelor A’, B,
Unghiul Iui A’B’ cu AB fiind
infinit mic, stim (No.42,1%) ci
B” A'B’" si A”B” sunt echivalenti.

—_——

i

A B Variatia segmentului variabil
Fig. 19 este AB— A’B’, care este echi-
valenti cu

AB—A"B"=AA"+ A"B—A"B—BB" = AA" — BB".

Insemnand cu a si B unghiurile ce le fac la limiti AA’ si
BB’ cu directia AB, avem c variatia segmentului AB este

d(AB)= AA’cosx — BB'cosp.

: A
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Presupunand ci extremitdtile A si B se miscd pe curbele
(A) st (B), AA’ si BB’ sunt respectiv. d(A) si d(B), astfel ca
- variatia segmentului AB este dati de

(6) d(AB) = d(A) cosx — d(B) cospB,

a i B fiind respectiv unghiurile tangentelor in A si B la curbele
"(A) si (B) cu directia segmentului AB.

Aceasta se mai exprimé zicand ci variatia de lungime a
unui segment vectiliniu are ca parte principali diferenta de-
plasirilor extremitatilor sale, proectate pe directia segmentului.

Din relatia (6) deducem: 1° Cind un segment rectiliniu se
deplaseaza vamdandnd normal la traectoriile extremitatilor sale
(¢ =8=90°, lungimea sa este o constants. :

20 Cand un segment rectiliniu de lungime constantd ra-
mane normal la traectoria uneia din extremititi, el ramane de
asemenea normal la traectoria celeilalte extremititi.

S4 considerim, de ex., o curbi (C), astfel ca planul siu
normal, adicd planul perpendicular pe tangents, in fiecare punct,
sd treacd necontenit printr'un punct fix A. Daci B si B’ sunt
doud puncte infinit vecine ale acestei curbe, variatia AB’—AB
va fi nuld, cici, din (6), se vede ci AA’ si cosp sunt amandoui
nule, si deci d(AB)=0, adici AB este o constanti. De aci re-
zultd cd orice curba al cirei plan normal trece printr’un punct
fix este trasi pe o sfera avind ca centru acest punct.

CURBE SFERICE.

47. Curbe sferice. Multe din propriettile curbelor plane se
extind imediat la curbele sferice (trase pe sferi) si folosesc la stu-
diul curbelor strambe in general. Inainte de a studia curbele
strambe, vom face deci o scurtd privire asupra curbelor sferice.

Cercul mare joaca pe sferi acelas rol ca dreapta in plan.

Tangenta la o curba sfericia. AB fiind
un arc al unei curbe sferice, si considerim
doud puncte M si M’ pe aceasti curbi
(Fig. 80). Triunghiul OMM’ fiind isoscel
(OM=0OM’), coarda MM’ este perpendicu-
lard pe dreapta Ol care uneste centrul O
cu mijlocul I al coardei MM'. La limiti,

Fig. 80. cand M’ se apropie de M, MM’ devine
tangenta MT in M, OI se confundi cu OM, astfel ci tangenta in
M la curba sfericd este perpendiculari pe raza OM.
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Cerc mare tangent si cerc mare normal la o curbi sferica.
Cerc mare tangent intr’un punct M al unei curbe sferice este
limita cercului mare cu centrul in centrul O al sferei si care
trece prin punctul M si punctul M’ infinit vecin de M pe curba
sfericd. Cerc mare normal in punctul M al curbei sferice este
cercul mare ce trece prin M si al cirui plan este perpendicular
pe acela al cercului mare tangent in M curbei sferice.

Cercul mare tangent intr'un punct M imparte sfera in
doud emisfere din care numai una contine punctele curbei si-
tuate in vecindtatea punctului M. Vom presupune totdeauna c
cercul normal intr'un punct este dirijat, plecand de la acest
punct, in regiunea concavititii.

Deci, o curbi sfericd se poate considera ca locul inter-
sectiilor succesive ale unei familii de cercuri mari depinzand de
un parametru.

48. Variatia unui arc de cerc mare. Proprietatea rela-
tivd la variatia unui segment B
rectiliniu se extinde la un arc
de cerc mare mobil pe sfera
data. '
Sa considerdam, in adevir,
doud pozitii infinit vecine AB
st A’B’ ale acestui arc (Fig. 81). Cercurile mari din care fac
parte aceste arce se tae in punctul P siin altul diametral opus
pe sferd. Din punctul P, ca pol, si descriem arcele de cercuri
A’A”, B'B". Avem
A'B'—AB=A"B"—AB=BB"—AA".

Variatia lungimei unui arc de cerc mare este deci echi-
valentd cu diferenta deplasirilor extremitatilor sale, proectate
pe directia segmentulus.

Se deduce din aceastd proprietate urmitoarele :

1° Dacid un arc de cerc mare se deplaseaza vamdanand nor-
mal la traectoriile extremitatilor, lungimea sa ramane constanta.

2% Dacid un arc de cerc mare, de lungime constantd, ra-
mane normal la traectoria uneia din extremititile sale, el ra-
mane normal si la traectoria celeilalte extremitits.

8° Orice curba sfericd al cirei cerc mare normal trece
printriun punct fix, este un cerc avind acest punct ca pol.

49. Desfasuratd sfericd. Este, de asemenea, analogie intre
curbele plane si cele sferice in ce priveste teoria desfisuratelor.

B"

Fig. 81.

N. Abramescu. — Lectiuni de Geometrie purs Infinitezimalx. 6




Se zice desfasurati sferici a unei curbe (C) infdsuritoarea cercuri-
lor mari normale laaceasti curbi.
Fie A si B doud puncte oare-
care ale curbei (C), A, si B,
punctele corespunzitoare pe des-
fasurata (C,) (Fig. 82). Arcul
A;B; al desfdsuratei este egal
cu diferenta arcelor BB,, AA,,
de unde rezultd, ca si pentru

curbele plane, un procedeu de
a construt o curbd sferici cu

(<)) ajutorul unui fir intins pe des-
fasurata sa.

50. Curbura sferica. Inainte
de a studia curbura unei curbe sferice, avem nevoe de oare-
care notiuni pregititoare.

Triunghiuri sferice. Si con- p

siderdm pe o sferi O un cerc
mare ABC (Fig, 83) si fie PP’
diametrul sferei perpendicular
pe planul cercului. Punctele P
si P’ se zic polii cercului mare
ABC. Considerand un cerc mic
DE, tras pe sferd, al cirui plan
este perpendicular pe PP’, punc-
tele P si P’ se zic polii acestui
cerc. Vom alege ca pol pentru
cercul mic DE acel punctP, cel
mai apropiat de planul cercului,
care se obtine la intersectia sferei cu diametrul sferei perpen-
dicular pe planul cercului. Punctele cercului DE sunt depar-
tate egal de polul P, intelegand prin departarea a dous puncte
M si N de pe sferd arcul de cerc mare MN ce trece prin
aceste puncte.

Unghiul cercurilor mari PAP’, PBP’, este unghiul tang 2n-
telor in P la aceste cercuri si este egal cu unghiul AOB
{Fig. 83) corespunzitor diedrului format de planele acestor cer:
curl. Acest unghi se mdsoari cu arcul AB al cercului mare ABC
cu planul perpendicular pe PP’ (Fig. 83).

Fie A, B, C trei din punctele de intersectie a trei cercuri
mari trase pe sfera. Triunghiul curbiliniu ABC (Fig. 81) se zice

Fig. 82.

Fig. 83.
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un triunghi sferic. Laturile sale sunt arcele BC, CA, AB, mi-
surate pe cercurile mari din care fac parte aceste arce. Unghiurile
triunghiului sferic sunt A, B, C, egale
cu unghiurile diedrelor formate de pla-
nele cercurilor mari care determini tri-
unghiul.

Aria unui fus sferic. Portiunea din
aria unei sfere determinati de arcele
ADA’, AEA’ (Fig. 85) de cercuri mari,
se zice fus sferic. Marimea sa depinde
de unghiul A al diedrului format de pla- Fig. 84.
nele cercurilor mari si se noteazid fusul A. Unghiul A este
médsurat cu arcul DE,

Sd consideram doui fuse A si A, ale aceleas sfere. Se

A vede cd ariile lor stau in acelas raport

ca unghiurile lor corespunzitoare A si
A,. Deci i

fusA _ ungh.A
D (7) fusA;  ungh. A,

Si ludm ca unitate de misuri a
arillor de pe sferi triunghiul sferic
tridreptunghic, adicd a opta parte din

Fig. 85. aria sferei, iar ca unitate a unghiurilor,
unghiul drept. Luand ungh. A,=1 unghi drept, atunci fus A,
este a patra parte din sferd, adici doud triunghiuri sferice tri-
dreptunghice, deci aria sa este reprezentati de numirul 2.
Relatia (7) devine

fus A __ungh.A
2 aria triungh. tridrept ~ 1 drept’

sau
mis. arii fus A = 2 mis. ungh. A.

Asa dar, daci se ia ca unifate de misurd a arii, aria tri-
unghiului sferic tridreptunghic, iar ca unitate de unghi, unghiul
drept, masura arii unui fus sferic este de doui ori misura
unghiului s3u.

Aria unui triunghi sferic. Fie ABC un triunghi sferic
(Fig. 84). Sa complectim cercul mare CB si si prelungim la-
turile CA si BA panid in punctele C’, B’ unde tae acest cerc
mare. Avem

ABC+B'AC'=fus A, CBA+CAB'=fus B, ACB4-C’AB=fus C.
6&
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Adunand, avem

2ABC + CAB~+ABC' + AC'B’+ B/AC = fusA + fusB + fusC,
2ABC +- -+ (aria sferii) — fusA + fusB L fusC.

Luand ca unitate de unghi, unghiul drept, ca unitate de
masurd a arii, aria triunghiului sferic tridreptunghic, jumatatea
arit sferii este misurati cu numirul 4 sl daci se noteazi cu

S, A, B, C numerile care m#soari aria st unghiurile triunghiului
ABC, avem
4 425 =2A 4 2B + 2C,

S=A+B-+C-2

Deci, aria triunghiului sferic are ca masurs suma 1u-
merilor care masoard unghiurile, micsoratd cu 2.

Aria unui poligon sferic. Se zice poligon sferic poligonul
ale carui laturi sunt arce de cercuri mari ale sferii. Luand un
punct in interiorul unui poligon de # laturi st unind acest punct
cu varfurile poligonului, cu ajutorul arcelor de cercuri mari,
impdrtim poligonul in » triunghiuri sferice. Scriind ariile acestor
triunghiuri cu formula de maj sus si adunand, avem

de unde

mis. arii. polig. = suma numer. ce mzsoars ungh. polig.+4 — 2s,
deci
mds. arii polig. sferic = suma numer. ce masoari
ungh. pol. — 2(;—2).

In cazul unui patrulater sferic ABCD, misura arii este
egald cu suma numerilor ce misoars unghiurile sale micsorate
cu 4, adici

mds. arii ABCD=A +B+C+D — 4.

Aria unui triunghi isoscel tras pe sfera. Si consideram

o caloti sferici cu baza cercul EBCF (kig. 86) si indltimea AD.

A Sd ducem prin varful A al calotei dous

arce de cercuri mari, AB si AC. Sa

format un triunghi isoscel ABC tras pe.

E F.sfers, caruia ii corespunde unghiul A

sl a cdrui arie este in legiturd cu ca-

lota AEBCEF. In adevir, dacd la un unghi

A, corespunde aria triunghiului ABC,

cand unghiul creste, aria triunghiului

obtinut se mireste si cand ajunge ca

! unghiul A si fie 180° sau =, aria sa este
Jumitate din calota AEBCF. Deci

Fig. 86.
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la ungh. = corespunde %aria calotet . . % 2ry . AD,

” » A » ABC... A.V.AD,

adica aria triunghiului isoscel ABC (arc AB=arc AC) crste
egald cu produsul dintre masura unghivlui A, raza sferii st
inaltimea calotei din care face parte acest triunghi, sau,

mis. ABC———i\\.r.AD.

Acestea fiind stabilite, sa studiem curbura uner curbe
sferice. S4 considerim arcul MM’ al unei curbe sferice (Fig. 87)
si fie P unul din punctele de
Intersectie ale cercurilor mari
- tangente in M si M’ la arcul
MM'. Unghiul « fermat de pla-
nele acestor cercuri se zice
curbura sfericd a arcului MM'.
Cand arcul MM’ este infinit mic,
acest unghi se zice wunghi de
contingenta sferici. Curbura
sfericd intr’un punct M este li-

Ml

mita raportului
MM'—0.

Fie K punctul, situat in regiunea concavititii arcului MM/,
unde se tae cercurile normale in M si M’ la arcul MM'. Si
ducem din punctul K ca pol arcul de cerc MH si si considerdm
triunghiul MKH. Acest triunghi isoscel face parte din calota
cu varful K si indltimea /% distanta de la polul K la planul
cercului ce contine arcul MH. Presupunand ci sfera are raza 1,
aria acestui triunghi curbiliniu MKH este misurati cu produsul
0.4, 6 fiind unghiul cercurilor mari normale in M si M’. S
calculim acum pe /. Pentru aceasta, ne raportim la figura 86.
Inidltimea 4 a calotei AEF este AD = 0A — OD=1—0D. Pe OD
" il'calculam’din triunghiul dreptunghic OBD (D =90"), unde un-
ghiul la centru BOD este misurat cu arcul AB, care, in cazul

figurei 87, este arcul MK. Dar, OD =OBcosBOD = cos(arc AB)=
cos(arcMK). Deci.

A=AD=1— OD =1 — cos(arc MK),

lar aria triunghiului sferic MKH este misuratdi cu
81 — cos{arc MK)], luand raza sferei egali cu 1, unitatea de

o
————  cand
arc MM Flg. §7.
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unghi, unghiul drept sl unitatea de arie, aria triunghiului sferic
tridreptunghic.

Pe de alta parte, triunghiul MHK este echivalent, din
punct de vedere infinitezimal, cu patrulaterul sferic KMPM’,
a cdrui arie este misurati cu suma unghiurilor sale micsorats
cu 4, adici

X PMK + X MKM' + KM'P 4 3 M'PM — 4,

sau
ldrept. 4- 0+ 1drept. +2dr. —« ~ 4dr.=—0 — .
Avem, deci, din punct de vedere infinitezimal,
611 — cos(arc MK)] — 0 — o,
sau

(8) = 8. cos(arc MK).

Pe de alti parte, arcul MM’ (Fig. 87) este echivalent, din
acelas punct de vedere, cu arcul MH, care, in figura 85, este
arcul BC. Acest arc BC face parte din cercul EBCF (Fig. 86)
cu raza BD == OB sin BOD == OB sin(arc AB). Cum stim ci
mdsura arcului este egali cu produsul dintre raza cercului si
unghiul la centru corespunzitor, urmeazi ci arcul BC are ca
madsurd BD (unghiul BDC)= OB sin (arc AB) (unghiul A).

In cazul figurei 87, OB==R=1, raza sferii, pe care e trasi
curba sfericd, arc AB=arc MK, unghiul A=ungh.0. Deci, arcul
MM’ e dat de

(9) arc MM'=R 0 sin(arc MK) =6, sin(arc MK).
Divizand (8) cu (9), avem
2 0. cos(arcMK) A
(10) arcMM’ 0 sin(aee ST T cotglarc MK).
. o o ; .
Cand M’ se apropie indefinit de M, Arc MM tinde citre

curbura sfericd in M, punctul K de intersectie a cercurilor nor-
male in M si M’ tinde citre punctul M; al desfisuratei sferice
corespunzator lui M, arc MK tinde cdtre arcul de cerc mare
MM;=9. Deci, curbura Sfericd in M, dati de (10), este

(1 1) cotge.

Daci curba (C) se reduce la un cerc, punctul K este fix
st coincide cu polul cercului; curbura sferica ‘este deci con-
stantd. Recipro¢, cercul este singura curbi a cirei curburi sfe-
rici este constantd. In adevir, pentru orice arc MM’ al unei
astfel de curbe, avem MM,=M'M’,=0 si desfasurata sferici se
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reduce la un punct. Cercul mare normal trece printr’un punct
fix al sferii si curba este un cerc avand acest punct ca pol.

51. Cerc de curbura. Si descriem din punctul M; ca pol
un cerc mic de razi sferici M;M (Fig. 86); acest cerc atinge
curba in punctul M si are in toate punctele sale, aceeas cur-
burd sfericd ca si curba (C) in punctul M. Acesta se zice cer-
cul de curburda. Arcul MM, este raza de curburd sferici, iar

M, polul de curbura.

CURBE STRAMBE. CURBURA. TORSIUNE.

52. Curbura. Razid de curburd. Pe curba (M) si adop-
tdm un sens de parcurs determinat si si insemnim cu s arcul
de curbd AM, cuprins intre un punct A ales ca origini si un
punct oarecare M, precedat de semnul 4+ sau —, dupi cum
directia de la Ala M este directia pozitivi sau negativi (Fig. 88).

Fig. 8.

Fie MT directia pozitivd a tangentei in M, adici aceea care co-
respunde la arcele crescitoare. Ducand printf’un punct O al
spatiului paralele cu tangentele MT, M'T’,..., se formeaza
conul (S). Si insemndm cu (Z) curba de intersectie a acestui
con cu sfera descrisd din O ca centru si cu raza egali cu uni-
tatea de lungime. Curba () se zice indicatoarea sferici a tan-
gentelor curbei (M). Curbele (M) si (¥) se corespund punct cu
punct; astfel punctului M ii corespunde pe (Z) punctul », unde
paralela la tangenta MT tae sfera. Cand M descrie curba (M)
in sensul pozitiv, punctul » descrie curba (X), intr’un anumit
sens pe care il vom adopta ca sens pozitiv pe curba (), astfel
cd arcele s si 5 ale acestor doui curbe cresc in acelas timp.
Se zice curbura in punctul/ M limita raportului

arc mmt’

arcMM"’
cand M’ se apropie indefinit de punctul M, adici




ds
L CTS.
Se zice punct de inflexiune punctul curbei unde curbura
este nuli,

Inversa curburei, adici
ds

ds
se zice raza de curburd in M sl se noteazi cu R.

93. Normald principald. Centru de curburi. Cerc de
curburd. Curba (M) admite o infinitate de normale, toate situate
in planul perpendicular in M pe tangente MT si care se zice
planul mormal in M la curba (M). Si considerim acea normald
care este paraleld cu tangenta s la indicatoarea sferici in
(Fig. 88). Aceastd normali se zice normala principald. Vom lua
Ca sens pozitiv pe aceasti normald MN, sensul tangentei £,
S& ducem prin M o paraleld cu tangenta M'T" si si luim pe
aceastd dreapti si pe tangenta MT douix lungimi egale, MT"=MT.
Directia limitei lui TT” va fi precis aceea a normalei princi-
pale. Aceasta este dirijatd deci citre concavitatea curbei, adici
de aceeas parte ca si punctul M’ in raport cu planul dus prin
MT perpendicular pe MN. Acest plan se zice plan rectifiant.

Si luim pe normala principals, in sensul pozitiv, un seg-
ment MC egal cu lungimea R a razei de curburi, C se zice
centru de curburd, iar cercul cu centrul in C st cu raza R se
zice cerc de curbura.

54. Plan osculator. Planul dus prin tangenta MT si nor-
mala principald MN se zice planul osculator in M. Acest plan
se bucurd de mai multe proprietiti.

1° Planul osculator fiind limita planului MTT” (Fig. 88)
se vede, deci, ci acest plan este limita planului dus prin tan-
&enta MT si paralel cu tangenta infinit vecing M'T’,

2° Fie A, B, C trei puncte infinit vecine ale curbei (M)
situate in planul (P), arcul AB fiind deasupra planului (P), iar
arcul BC dedesubt (Fig. 89). Sx presupunem cid punctele A, B, C
sunt puncte ordinare si ci nu sunt puncte de inflexiune sau
singulare pe arcele AB, BC. Si considersm punctele A’ al ar-
cului AB, B’ al arcului BC, cel mai deasupra si cel mai de jos
fatd de planul (P). Ducand in indicatoare punctele a’, & cores-
punzitoare tangentelor in A’ si B’, care sunt paralele cu pla-
nul (P), urmeazi ci planul Oa’s, paralel cu tangentele in A’
si B’, este paralel cu planul P.
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Sd presupunem ci punctele A, B, C variazi si se apropie
nemdrginit de un .acelag punct limita M. Atunci punctele a’, 4’

/ :
/ﬂ <
A B pl a’
\
O@b’

7/
N . B ’//
— o=
® -

Fig. 89.

vor avea ca limitd comuni punctul corespunzdtor lui M.
Dar, la limit4, planul Oa’é’ tinde citre planul care este para-
lel cu planul osculator in M. Deci, planul (P), care trece prin
punctele A, B, C, tinde citre planul osculator in M, cand punc-
tele A, B, C, infinit vecine, tind citre punctul M.

Asa dar, daca trei puncte mfinit vecine au ca limitd un
punct M, care nu este nici singular si nici punct de inflexiune,
Planul acestor trei puncte are ca limiti planul osculator in M.

De aci rezultd ci curba traverseaza planul osculator in M,
cdci intre partea care precede si aceea care urmeazd acestui
plan osculator, curba are trei puncte confundate in M comune
cu planul si altele nu mai poate avea.

3% Demonstratia precedentid subsistd cand doui puncte
A si B se confundi in A; planul acestor trei puncte A, B, C
e determinat atunci de punctul C sitangenta in A. Deci, planul
osculator este limita planului ce trece prin tangenta inty ‘un
punct si prin punctul infinit vecin.

4° Sa ducem prin tangenta MT in M Ja curba (M) un plan (1L}

(Fig. 90) si fie M’ un punct
infinit vecin de M, E piciorul

M’ perpendicularei din M pe pla-
nul (L), F proectia lui M’ pe
M E tangenta MT. Unghiul M'FE
() il este unghiul plan corespun-
zdtor diedrului format de pla-
Fig. 90. nele (II) si M'MF. Avem

ME=M'F sinM'FE=MM’ sinM'MF sinM'FE.
Dar, MM’ si sinM'MF sunt mnfiniti mici de ordinul intai
cand se ia arcul MM’ ca infinit mic principal. De asemenea,
cata vreme planul (II) nu trece prin punctul M’ (nu se confundi
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cu planul M'MF), unghiul M'FE este diferit de zero si sinM'FE
tinde citre o limitd finitd. Asa fiind, distanta M’E la planul (II)
de la un punct M’ infinit vecin de M, este infinit mic de ordi-
nul al doilea.

Cand, insd, sinM'FE este si el infinit mic, adici planul (1},
ce trece prin tangenta MT, trece si prin punctul M’ infinit
vecin de M, atunci distanta M'E este infinit mic de ordinul al
tret'ea, cel putin. Dar, in acest caz, planul (Il) tinde citre pla-
nul osculator in M.

Deci, dintre toafe planele ce trec prin tangenta MT, pla-
nul osculator este acela care se apropie mai mult de curba in
M de cat orice alt plan. De aceea i se zice plan osculator, cici
are cu curba un contact de ordinul al doilea, are trei puncte
confundate cu curba in M, tocmai cate trebue pentru a deter-
miza un plan,

5° Planul tangent la conul (S) dealungul generatoarei Om
(Fig. 88) este definit de Om si tangenta s/ si cum Om si mt
sunt respectiv paralele cu tangenta MT si normala principala
MN, urmeazi ci planul tangent la con dealungul generatoarei
O este paralel cu pianul osculator in M la curba (M).

Dar, doui piane tangente infinit vecine de O 1a conul (S)
se tae la limitd dealungul generatoarei O ; deci st doud plane
osculatoare infinit vecine de M se vor tiia la limita dupid o
dreaptd paraleld cu O, adici dupi tangenta MT. Rezulti c
doud plane osculatsare infinit vecine de punctul M al curbei (M)
se tae la limitd dupa tangenta in M. Stiind ci intersectia a
doud pozitii infinit vecine a doud suprafete variabile se zice
caracteristica, urmeazi ci caracteristica planului osculator in M
este tangenta in acel punct..

95. Dreapta polard. Suprafatd polara. Si proectim curba

strambid (M) pe planul TMT”
T’ (Fig. 91). Unghiul de contingents

TMT" (a doui tangente infinit ve-
M cine) este echivalent cu acela al

proectiunii. Acest unghi este de-

M T altminterlea egal cu unghiul pla-
Lig.pr nelor normale in M si M'. Coarda

MM’ este echivalenti cu proectia ei, fiindci face cu planul
variabil TMT” un unghi infinit mic. Urmeazi de aci ¢ curbu-
rile curbei si proectii sale, in punctul comun M, sunt egale sj
dect curba (M) si proectia sa au .acelas centru de curburi

TII
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Dar centrul de curburi ¢ al proec:ii este in planul TMT”
la intersectia normalelor la curba proectatd in proectiile punc-
telor M si M. Aceste normale se gdsesc in planele normale
la curba (M) in M si M’ si deci punctul ¢ este Ia intersectia
planului TMT” cu dreapta de intersectie a planelor normale
in M si M’ la curba (M). Dar TMT” tinde citre planul oscu-
lator in M. Deci, centrul de curburd C al curbei in M este limita
intersectii planului osculator cu dreapta de intersectie a plane-
lor normale in M si in punctul infinit vecin cu M.

Dar, intersectia planului normal in M si a celui infinit
vecin cu el este caracteristica Planului normal in M. Se zice
dreapta polara caracteristica planului normal. Deci, dreapia
polard este perpendiculara in centrul de curburd  pe  planul
osculator. Locul dreptelor polare pentru o curb# se zice supra-
fata polara.

56. Cerc osculator. Am vizut ci planul osculator in M
este limita planului (P) ce trece prin punctul M si doua puncte
M’, M” infinit vecine de M. Si proectam curba (M) pe planul
(P) format de punctele M, M, M”. Cercul circumscris triun-
ghiului M'MM” coincide cu proectia 'sa pe planul (P) si la li-
mitd tinde citre cercul de curburi al curbei proectate (care este
o curbd pland) pe planul osculator. Dar, am vizut mai sus ci,
dacd se proecteazi o curbi (M) p= planul TMT”, care are
aceeas limitdi ca si (P), curba sl proectia au la limits acelas
centru de cirburd in M (acelas cerc de curburd). Deci, cercul
de curburd al curbei in M, corncide cu limita catre care tinde
cercul ce trece prin punctul M st doua puncte M'si M" afinit
vecine de M.

Cercul de curburd in M- se zice st cercul osculator in M,
cdci are cu curba trei puncte confundate in M, are, cum se
mai zice, in acest punct, un contact de ordinul al doilea.

Cercul de curburi {osculator) se afli in planul osculator,
lar centrul siu este la intersectia planului osculator cu carac-
teristica planului normal in M.

Este evident ci, in orice chestiune, unde vor interveni
tret puncte infinit vecine, se va inlocuj curba cu cercul siu
osculator.

57. Binormala. Torsiune. Se zice binormali perpendicu-
lara MB in M pe planul osculator (Fig. 92). Binormala este
deci paraleld cu limita perpendicularei comune la tangentele
MT si M'T’, de unde si numele de binormali.
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Aceasta dreapti este paraleld cu dreapta polard A, limita
Intersectii planelor normale in M si M.

Pe sfera, pe care am figurat indicatoarea (Z) a tangentelor,
sd figurdm o indicatoare analoagi a binormalelor. Pentru aceasta,

Fig. 92.

vom lua ca sens pozitiv pe binormala MB, acela pentru care
triedrul tridreptunghic, cu muchile, tangenta MT, normala prin-
cipali MN, binormala MB, si aibd acelas sens cu un triedru
direct Oxyz. Se stie ci triedrul Oxyz este direct, cand un ob-
servator, agezat dealungul lui Oz, cu picioarele in O, si capul
spre 2, privind Ox si Oy, ar trebui si invarteasci ‘in sens
direct (invers ca acele unui ceasornic) axa Oxca si o astearni
peste Oy.

Triedrul format de tangenta MT, normala principald MN
binormala MB, in sensul indicat, este #riedrul principal in M.

S4 ducem prin centrul O al sferii o razi paralela cu MB
si fie # punctul unde inteapa sfera (Fig. 92). Cand punctul M
descrie curba (M), punctul » descrie curba (8), indicatoarea bi-
normalelor. Fie ## tangenta in » la aceastd curbid si m# tan-
genta la indicatoarea tangentelor.

S3 consideram conul (S;) cu varful O si directoarea curba ().
Generatoarea Oz a acestui con este perpendiculard pe Om si
mt, adicd pe planul tangent dealungul lui Om la conul (S) cu
varful O si directoarea curba (). Deci, conul (S;) este supli-
mentar cu conul (S) si este reciprocitate, adicd, generatoarea
Om este perpendiculard pe planul tangent la conul (S,) dealun-
gul lui O, adici dreapta Om este perpendiculard pe dreptele
On si nt’ gi cum nt’ este tangentd la o curbd trasd pe sfer,
e perpendiculard pe raza On. Deci, n# este perpendiculard pe
On si Om, adicd pe planul #0n. De asemenea, mf este perpen-
diculara pe Om si On, deci pe planul mOn. Tangentele mt si
nt' la indicatoarea tangentelor si binormalelor in punctele corese
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punzdtoare m si n, fiind perpendiculare pe planul mOn, sunt
paralele intre ele.

Aceste doui indicatoare au tangentele #if si nt" de acelas
sens sau de sens contrar, dupi cum s’a luat pe binormala MB
sensul pozitiv sau negativ. Vom lua ca sens pozitiv pe indi-
catoarea (Y), acela in care se deplaseazi punctul # cand M
descrie curba (M) in sensul pozitiv; in rezumat, arcele MM’,
mm’, nn’ sunt cate trele de acelas sens.

Arcul infinit mic #»’ este echivalent cu unghiul binorma-
lelor, sau cu unghiul planelor osculatoare in M si M. Acest
unghi se zice unghiul de torsiune si-1 vom nota cu dr. Unghiul
de torsiune di o idee de cantitatea cu care curba, in vecini-
tatea lul M, se depirteazi de forma plani, dupd cum unghiul
tangentelor (de contingenti) masoard cantitatea cu care se de-
parteazd de forma rectilinie.

ds N : d ;
Raportulzt— =T se zice raza de torsiune in punctul M

Sl este o cantitate pozitivi.
Torsiunea este o cantitate algebrics, a cirei valoare abso-

2 ; . . 5 I e
lutd este inversa razei de torsiune, egali’ cu T S al cirei semn
este determina: de dispozitia ce o are curba fati de planul siu
A AIA - il ) >
osculator. Pe cand in cazul curburei, | Maveam nevoe si

tinem seami de sens, cici curba in vecindtatea lui M era toatd
agezatd de aceeas parte a planului rectifiant (dus prin tangentd
perpendicular pe normala principald), in cazul torsiunei se
schimbd, cdci planul osculator traverseazi curba si poate fi
agezatd in raport cu acest plan in dou# feluri deosebite.

Planul osculator desparte spatiul in dou# regiuni. S¥ ne
inchipuim un observator asezat in picioare pe acest plan, cu
picioarele in M, privind spre centrul de curburi. Dupi cum
punctele curbei, vecine de M, din aceeas regiune cu observa-
torul, sunt asezate la dreapta sau la stanga sa, vom zice ci
dispozitia curbei este dextrorsum sau sinistrorsum. Dispozitia
ramane aceeas daci trecem de la una la alta din cele doui
regiuni separate de planul osculator.

" 2 -y Iyt :
Asa fiind, vom lua pentru misura torsiunei —7 I pri-

mul caz si —I—% in cazul al doilea; % fiind egald cu % este

esentialmente pozitivi.
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Este de observat cd, cele dou# dispozitii pe care le-am
definit, corespund celor doud orientdri distincte ale triedrului

m . 1
format de tangenta, normala principald si binormala sicd oy

corespunde sensului direct ce am luat mai sus pe binormala MB.

Observare. Si presupunem c4 torsiunea este nuli dealungul
curbei (M). Indicatoarea binormalelor se reduce atunci la un
punct » si indicatoarea tangentelor la un cerc mare tras pe
sferd cu centrul O si avand punctul # ca pol. Tangenta MT
este deci paraleld cu un plan fix (P). Distanta sa la acest plan,
cand trecem dela punctul M la punctul infinit vecin M’, creste
cu un infinit mic, care rdmane constant de ordinul al doilea,
cel putin. Aceastd distantd ramane deci constanti si curba este
necesar pland. Torsiunea la o curbi strambi se anuleazs deci
numai pentru anumite puncte particulare; de aceea se mai zice
linie cu dubld curburd la o curbi care nu e plani.

Se zice punct de a doua inflexiune unui punct al unei
curbe strambe unde torsiunea este nula.

58. Relatiunile dintre cele doud indicatoare. Indica-
toarea tangentelor (Z) si aceea a binormalelor (0) (Fig. 93) sunt

Fig. 93.

doud curbe sferice suplimentare, adici Ox este perpendiculara
pe planul tangent in # la conul cu varful O sidirectoarea (Z),
dupd cum Om este perpendiculard pe planul tangent in » la
conul cu varful O si directoarea (8). Ele au aceeas desfisurati
sfericd, cici cercul mare my (Fig. 93), normal la curba (3) in #,
este normal si la curba (8) in #, tangentele in s si# la aceste
curbe fiind paralele. Planul cercului mare mn este paralel cu
planul rectifiant dus prin tangenta MT si binormala MB; deci
cercul mare mn reprezinta sferic planul rectifiant al curbei (M).
Polul de curburd 2, [limita intersectil a.dou# cercuri mari nor-
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male in doud puncte infinit vecine de m pe curba ()] este deci
reprezentarea sferici a caracteristicei planului rectifiant. Raza
de curburd sfericd, egald cu arcul s,m, misoari (No. 50) in-
clinarea @ a acestei caracteristice pe tangenta MT. Asa fiind,
unghiurile de contingentd si de torsiune in punctul M, ds, si dx,
sunt masurate respectiv cu arcul sm’ al indicatoarei () si prin
unghiul de contingentd sferici al arcului mum’.

Dar, am vizut (No. 50) ci curbura sferici a curbei (Z)in
punctul sz este limita raportului

ungh. conting. a arc s’
arc mmn’

Deci, acest raport este egal cu

arT
(12) e
Dar, tot curbura sferici in 7 este dati de formula (No.50) (11),
cotgy,
R
care, in cazul nostru, este
(13) cotge.

Egaland expresiunile (12) si (13), care reprezintd curbura
sfericd in », avem

cotgy = 75
de unde
ds T
(14) Be=—=nx"

Si observim, de asemenea, ci unghiul 6 din formulele (8)
si (9) (No. 50) devine, cand se aplica aceste formule la indica-
toarele (2) si (0), unghiul dv a doui normale principale infinit
vecine. Aceste formule se pot scrie deci

(15) dt = duv cosy, do =duw siny
si deci, intre unghiurile infinit mici, s, dr,' dw, avem relatia
(16) : dw? = ds? 4- gr2,

59. Sfera osculatoare. Prin punctul M al unei curbe (M)
si prin alte trei puncte M’, M”, M, infinit vecine de M, se
poate face si treacid o sferd sinumai una. Aceastd sfery S)
variabild, cand ultimele trei puncte se apropie indefinit de pri-
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mul, tinde citre o pozitie limitd si devine ceea ce se zice sfera
osculatoare in M. Aceastd sferd osculatoare contine evident cer-
cul osculator, centrul siu este situat pe dreapta polard si deci,
pentru a cunoaste aceastd sfer, e destul a sti, in mirime si
in semn, distanta centrului sdu la centrul de curburi.

Pentru a determina aceastd distantd, si considerim un
poligon sferic variabil, cu varfurile in punctele M, M’, M“, M"’;

acest poligon este in intregime
ﬂ ” agezat pe sfera variabi_lﬁ'(S) sl
M va tinde citre o curbd limitd (M,)
situatda pe sfera osculatoare.
C Curba (M) si curba (M) vor
(M) putea evident si fie substituite
A una alteia, daci nu trebue a

considera de cat infiniti mici de

G ordinul al treilea cel mult. Fie

atunci A dreapta polara (Fig. 94),

RS caracteristica planului normal in

M, adicd intersectia planului normal in M cu planul normal in

punctul infinit vecin de M. Centrul C, al sferel osculatoare in

M este pe dreapta 4, iar proectia C a lui M pe A este centrul

de curburi in M la curba (M) (centrul cercului osculator in M)

S# insemnim cu R raza de curburd CM (raza cerculul oscu-
lator) si cu C;M = raza sferei osculatoare.

Sa considerim pe sfera osculatoare curba (M), cercul
mare normal in M la curba (M,) si cercul mare normal la aceeas
curbi in punctul infinit vecin de M. Planele acestor cercuri
normale sunt planele normale in M si punctul infimt vecin, asa
ci punctul #, de intersectie a acestor cercurl normale este pe
dreapta polari A. Punctul s, pentru curba sfericd (M,) trasda
pe sfera osculatoare, este polul de curburd in M la aceastd
curbd, iar arcul de cerc mare #;M=0o este raza de curburad
sferici a curbei (M;) in M.

Pentru a calcula raza sferei osculatoare, sid consideram
triunghiul dreptunghic CC,;M (unghiul drept in C), in care avem

CM=C,M sinCC;M, R=7sine.
Raza » a sferei osculatoare este constanti fatd de variatia

arcului 9 a cercului mare normal la curba (M,) trasd pe sfera
osculatoare. Deci, diferentiind, avem ’

dR =7 cossdeo.
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Dar, din acelas triunghi dreptunghic CC;M, avem
C,C=C,M COSP=rC0SY,
astfel ci relatia precedenti devine
(17) , dR=C,C dyp.

Insi do este variatia arcului de cerc mare normal la curba
sfericd (M,), este diferenta dintre razele de curburi sferici ale
curbei (M), in punctul M si punctul infinit vecin de M, si cum
#y este punctul desfisuratei sferice corespunzitor punctului M
al curbei sferice (M,), dupd proprietitile desfasuratelor, urmeazi
cd variatia razei de curburd sferici este egald cu variatia arcu-
lui de desfasurat. Deci, do=d(n,), intelegand prin (#2) curba
descrisa pe sfera osculatoare de punctul ;.

Dar, Cum, este dreapta polari in M, este paraleld cu
binormala in M, deci d(n;) reprezinti arcul de curbi sfericd (s12,)
care masoard pe sferd unghiul a doud binormale infinit vecine.

Insd, -acest unghi stim ci este unghiul de torsiune in M, adici

ds y
T deci
das
iar formula (17) devine
a.
dR=C, TS :
sau
1 dR
CCI— o Ts )

T {iind raza de torsiune.
Acestea fiind stabilite, din triunghiul dreptunghic CC,M,
avem :
C M2 (2.1 72 dR)?
CM*=C.CHCM= (T 2 4Ry
deci raza » a sferej osculatoare in M Ia curba (M) este dati de
; dR \2
18 =R* -T2 |2 .
18 P=RAT =)
4Observa.re. Din formulele stabilite, se vede ci curba (M)
st curba sfericd (M,) au, in punctul M, aceeas curburs, aceeas
torsiune si aceeas derivati a curburei in raport cu arcul s al
curbei (M).
-60. Formulele lui Frenet—Serret. Consideratia indica-

N.Abramescu, - Lecfiuni de Geometrie purd Infinitezimala, 7
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toarelor sferice ne permite s stabilim formulele fundamentale
in teoria curbelor strambe, care dau variatia cosinusurilor di-
rectoare (%,8,7), (&, 8,Y), (@', 8", 7") ale tangentei, normalei
principale si binormalei, muchile triedrului principal.

Pentru aceasta, si ducem prin centrul O al axelor de
coordonate rectangulare Oxyz, paralele cu tangenta, normala
principald si binormala, si fie s, p, n intersectiile acestora cu
o sferd cu centrul O.si raza unitatea: Punctul sz descrie indi-
catoarea tangentelor, iar.# indicatoarea binormalelor.

Fie m' si »’ punctele infinit vecine de # si n pe indica-
toare, corespunzitoare punctului. M’ infinit vecin de M pe
curba (M). Se stie ci tangentele in » si » la indicatoarele res-
pective sunt paralele cu normala principald, adicd cu Op. Drep-
tele mm’ si na' tind, la limitd, citre tangentele in 7 si 2 la
indicatoarele respective, deci sunt, la limitd, paralele cu Op.
Dar, arcele mm'=ds, nn'=drv si sunt deci egale cu

ds ~ ds
R T

Insd, afard de infiniti mici de ordinul al treilea, aceste
arce sunt egale cu coardele mm', nn'.

Asa fiind, si observim ci coordonatele punctelor #: si »
sunt («, B, 7), (", ", v"), iar ale punctelor 7" sin’ sunt (x+de,
B4-dB, v+dy), (@"+do", §'+dR", Y"+dy"). Deci, de,d, dy sunt
proectiile pe cele trei axe ale segmentului ', iar do”, dB”, dy”,
proectiile pe aceleasi axe. ale segmentului n7'.

Proectand pe mm’ pe Ox, avem

- s N
doo == mm’ cos(Ox, mm)—R_oc, do = R
de unde
o, de_ d8_f dy_Y
75 TR AR sl ER
Proectand pe #n’ pe Ox, avem
4doc"=7111'cos(0x, mz'):fI{‘—s oc'., a’a"=$a’,
de unde
aw_o 4B dy'_y
20 Tl P Ty A T
Dar, avem

2 ’ g
a?-Lo2ta’2=],
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De unde
ade - o' do’ - oo — 0,
w'da’ = — adu — oda’,
sl tinand seami de (19) si (20), urmeaza
04 o
& = — o s — o e s
RS

iy

de unde

o) L& A p g s g g
ds R T s R RS R T
Formulele (19), (20), (21) sunt formulele lui Serret-Frenet
St servesc a cunoaste variatia celor nous cosinusuri directoare
ale triedrului principal in functiune de aceste cosinusuri si ra-
ZeleSR s
61. Desfasuritoarele unei curbe strambe. Pe cand nor-
malele la o curby Pland sunt tangente Ia aceeas curba, desfi.
surata acelei curbe, normalele principale nu sunt tangente la
aceeas curbi.
Se poate, insi, si se gdseascd, c¢a si la curbele plane,
desfdsuritoarele unej curbe strambe (M), adici curbele la care

(A). S4 aplicim formula (6) de la No. 46, care dx variatiunea
unui segment rectilinju. In cazul actual, segmentul este MA,
unghiurile subt care acest segment tae curbele (M) si (A), de-
scrise de extremititile sale, sunt $1 90%; deci, aceasti formulx
devine
dMA) = d(M),
st integrand de la o pozitie M, oarecare, avem
MA " M()Ao — arCMI\/Io.

Pentru a gisi o desfisuritoare a unej curbe (M), n’avem
de cat si aplicam dealungul curbei (M) un fir flexibil si s3
fixim unul din capetel= firului pe curb. Deslipind celalt capit
al firului de curba (M) si tinandu-l intins, extremitatea firului
descrie o desfasuritoare a curbei (M).

Mai urmeazi de acj
gentele la (M) de doui
constant.

cd segmentul determinat pe toate tan-
desfasuritoare ale acestei curbe este

62. Studiul upej curbe in vecinitatea ynuj punct. Fie
MT, M'T’ tangentele | extremitatile unui arc infinit mic MM’

*
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al curbei (M). S& proectim figura pe un plan variabil (P), pa-
ralel cu aceste doud tangente. Punctul de intalnire al tangen-
telor la curba proectatd (M,), in M; si M';, este piciorul per-
pendicularei comuner la MT si M'T’ (Fig. 95). Curbura totala
a arcului MM’ este egald cu curbura totali a proectiunii M,M’;;
unghiurile si segmentele rectilinii sunt de altfel echivalente cu
proectiile lor, din punct de vedere infinitezimal, si proprietZtile

M) M /

AWM

(M)

T,

Fig. 95.

demonstrate pentru curbele plane,
pentru un punct ordinar (No. 9),
se extind si la curbele strambe si
anume:

10 Segmentele tangentelor la ex- -
tremititile unui arc infinit mic,
limitafe la perpendiculara comuna
la aceste tangente, sunt infinifi
mici echivalents.

2° Unghinl format de coarda
unui arc infinit mic st tangenta
la una din extremitifile sale este
echivalent cu jumdtatea unghinli
de contingenta.

3% Unghiul inscris intr’un arcinfinit mic este echivalent
cu suplimentul jumatatii curburei fotale a acestui arc.

49 Deci, cercul osculator in M va
putea fi substituit carbei ins#si, dacid nu
se considerd decat relatiuni dintre trel
puncte infinit vecine. Se poate, ca si
in cazul curbelor plane, si se arate cd
diferenta dintre un arc st coarda sa

are ca parte principald

5% Distanta de la planul osculalor
la punctul infinit vecin. Si luim acum
ca plan de proectie (P), un plan per-
pendicular pe tangenta MT (Fig. 96).
Fie M;M’; proectia arcului MM’. Cele
dou# arce M"M, MM, care pornesc din
punctul M, fiind situate de aceeas parte
a planului rectifiant si de o parte si de

Mll

N
N

/

ds? ) M
24Rz2 4y
M,
M’
M T,
Fig. 9.

alta a planului osculator, punctul M, este un punct de intoar-
cere al curbei (M;). Curba (M,) are deci dou# ramuri tangente
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in Mj la dreapta M;T,, urma planului osculator pe planul de
proectie. Ordinul de contact al fiecirei ramuri cu tangenta co-
% 1 WY
muni M,T, este o adica
1
il
. M H=2MH? ",
A fiind o functiune' de MH care nu se anuleazi cand M,H->o0.
Dar, unghiul de contingentd M’,T,H este diferentiala un-
ghiului ce tangenta in M, face cu o directie fixd, Deci

7

1
tgHMIM’ = %l tgHMlM’llelH El
1

7 _d(MIII__B__ i » _—;'__i ’
eHT M, =Sl _z( . —{—I)MIH == gHMM,.

Considerand numai pirtile principale, avem, din punct-de
vedere infinitezimal,

> HM, M, — % SHT,M,.

Dar, unghiul M’,T,H este unghiul plan corespunzitor
diedrului format de planele MM, T,, planul osculator in M, cu
planul dus prin tangenta in M’ la curba (M) paralel cu tan-
genta MT in M.

Pe indicatoarea sferici (Fig. 97), acest unghi este egal cu
unghiul planelor Om# si Omne, care, din punct
de vedere infinitezimal, este egal cu unghiul
coardel mnu:' cu tangenta i ce este echivalent
cu jumitatea unghiului de contingentd al indi-
catoarei sferice mm’'. Dar acest unghi este toc-
mai unghiul de torsiune, asa ci unghiul M, T,H Fig. 97.
este echivalent cu jumitatea unghiului de torsiune, lar unghiul

HM;M’; este echivalent cu o treime din unghiul de torsiune, ?
Acestea fiind stabilite, expresiunea distantei punctului M’
la planul osculator in M este dati de
M’ H=MM’, sinM’;M;H = MM’ sinM’MT sinM’; M, H.
Dar MM’ este echivalent cu ds; sinM’MT cu unghiul for-

mat de coarda MM’ cu tangenta la extremitatea M a arcului,
deci echivaleat cu jumitatea unghiului de contingenti a arcu-

lui MM’, adici dg ; sinM';M;H echivalent cu unghiul M, M,H

y

. : 3 : ) . .. dt
echivalent cu o treime din unghiul de torsiune, adics 5
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Deci, distanta de la punctul M’ la planul osculator in punc-
tul infinit vecin are ca parte principald :

dsdt _ dsdesdrc
(22) A~d§?§———6—--

Urmeazi ci aceastd distantd este infinit mic de ordinul al
treilea, deci schimbi semnul odatd cu ds, asa ci intr’un punct
ordinar, planul osculator traverseazi curba, ceea ce stiam.

S4 proectim acum curba pe planul rectifiant (dus prin
tangentd, perpendicular pe planul osculator). Urma planului
osculator pe planul rectifiant, adici tangenta MT, va fi tan-
gentd la proectia curbei. Dar, planul osculator avand trei puncte
confundate in M, in proectie, curba va avea trei puncte con-
fundate in M, asa cd in punctul M curba va avea un punct de
inflexiune. Deci, proectia curbei pe planul rectifiant are in
punctul M o inflexiune.

6° Cea mai scurti distantd dintre doud tangente infinit
vecine. Sd considerdm tangentele MT si M'T’ in doui puncte
infinit vecine. Si proectim figura pe un plan perpendicular pe
tangenta MT (Fig. 96). Planul dus prin tangenta M'T’ paralel
cu MT este perpendicular pe planul de proectie si are urma
T,M';, tangents la curba de proectie. Perpendiculara comuni
la tangentele MT, M'T” este egali cu distanta de la punctul M,
la dreapta T;M';. Deci, insemnand cu 3 cea mai scurti distantd
a tangentelor, avem

(23) °e=MM';sinMM, T, = MM'sinM'MTsinM,;M’, T,.

Dar, HT,;M'; este echivalent cu jumitatea unghiului de
torsiune ; HM;M’, echivalent eu o treime din unghiul de tor-
siune si observand ci HT,; M/, este exterior triunghiului T,M,M';,
avem

X MM, T, = 3 HT, M, — X HM, M/, =(§ - ‘% =3 %
Inlocuind in (23) pe MM’ cu echivalentul siu ds, sinM'MT

. . das . darz
cu echivalentul siu <X M'MT, sau-, pe sinM;M’, T, cu o
urmeazd cd partea principali a distantei 2 dintre dous tangente
infinit vecine, este

a’s_(z’c daz !

(24) 3 e 15

ds 4o ds
1L 2 (5

Formulele (22) si (24) se datoresc Iui O. Bonnet.
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63.. Aplicatii. Elicea. Inainte de a termina studil curbe-
lor strambe, si aplicim cele stabilite pentru elice, una din
curbele strambe cea mai intrebuintati.

Se zice elice curba trasi pe un cilindru, ale cirej tangente
fac un unghi constant cu generatoarele cilindrului, sau, ale cirei
tangente fac un unghi constant o cy sectiu-
nile drepte ale cilindrului. Elicea se zice in
acest caz de unghiul « (Fig. 98). _GJV

Dacid se desfisoard pe un plan cilindrul
pe care etrasd elicea, unghiurile se conservi, \ ]
deci transformata elicei este o dreapti taind ~g
dreptele care sunt transformatele generatoa-

o] A

i : o .
relor cilindrului subt unghlula—a. Aceasts Fig. 9.

proprietate fundamentali a elicei ii poate servi de definitie.
19 Fie G paralela la generatoarele cilindrului  dusa Prin
centrul O al sferei cu raza 1 (Fig. 99). Tangenta la elice facand
un unghi constant cu G, paralelele duse
prin centrul O al acestei sfere la aceste
tangente, fac un unghi constant cu G si
t deci formeazid un con de rotatie. Acest
con tae sfera dup un cerc mic, astfel cx
indicatoarea () a tangentelor la elice este
un cerc mic, al cirui plan este perpendi-
cular pe G. Fie 7 punctul pe indicatoare
corespunzitor punctului M de pe elice.
4 Tangenta in m la indicatoare este perpen-
diculard pe Om si G, deci pe tangenta in M la elice (paralels
cu Om) si generatoarea cilindrulu ce trece prin M. Asa dar,
normala principali la elice, care e paraleld cu tangenta ¢ in
m la indicatoare, este perpendiculara pe directia fixid a gene-
ratoarelor sau este paraleli cu un Plan perpendicular la diyec.
tia generatoareloy.

Planul tangent la cilindru in M fiind determinat de gene-
ratoarea ce trece prin M si tangenta in M Ia elice, se vede cx
normala principald la elice este perpendiculard pe acest plan,
deci se confunda cu normata in M la cilindru.

2° Binormala in M la elice fiind perpendiculari” pe tap-
genta in M si normala principald, este situati in planul tan.
gent in M Ia cilindru s fiind perpendiculari pe tangenta MT,
face un unghi constant cy Seneratoarea ce trece prin M. Deci,

Fig. 99.
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binormala la elice face un unghi constant cu directia genera-
toarelor.

Planul rectifiant la elice in M, format de tangents si bi-
normald, se confundi cu planul tangent la cilindru in M.

3° Fie (M,) sectiunea dreapti a cilindrului, cu alte cuvinte.
proectia elicei (M) pe un plan perpendicular pe directia gene-
ratoarelor. Fie M;M’;y arcul care reprezinti proectia arcului MM’
al elicei. M’ fiind infinit vecin de M, coarda MM’ face cu planul
de sectiune unghiul «, ce-l face tangenta in M cu sectiunea
dreapti. Insemnand cu s sis, arcele socotite pe elice si proectia
sa, incepand de la doud puncte A si A,, avem M;M’, — MM'cosz,
ds; = ds cosz, de unde, integrand,

(25) §;==S5 cos.

Deci, un arc oarecare al elicei este proportional cu preectia
sa pe un plan perpendicular pe directia generatoarelor.

4° Curbura si torsiunea elicei. Si considerdm, in general,
pe o curbd (M), triunghiul ABC format de trei puncte infinit
vecine, avand toate aceeas limitd punctul M al curbei (M). Sa
proectim ﬁgura pe un plan ce face unghiul 8 cu planul oscu-
lator in M s1 cu tangenta in M unghiul ¢. Fie a, 4, ¢ unghiu-
rile facute de laturile trlunghlulm ABC cu planul de proectie,
R si Ry razele cercurilor circamscrise triunghiurilor ABC si
proectii sale. A unghiul planului ABC cu planul de proectie.
Insemnand cu A;B,C, proectia triunghiului ABC, avem

ariad;B,C,; = ariaABCcosh.

Dar,
aria ABCﬁﬁAB BC. CA, aria A;B,C, = AIBI'BICI'C'A’-
4R 4R,
Deci, relatia precedentid devine
A;B..B,C,.C/A;  AB.BC.CA Rocia

R, - R
Dar A;B;=ABcosc, B;C;=BCcos7, C,A;=CAcosb;
deci relatia de mai sus devine

COSA _ cosacosb cosc.
R e A
Trecand la limitd, se vede ci @, 4, ¢ au ca limitd comuni
unghiul @, iar A tinde citre unghiul 9; deci, insemnand cu R siR,
razele de curburd in M la curba (M) si la proectia sa, avem
relatia generald
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cosll  cos’p
9 ; wedibel Al 5
(26) R R,

In cazul elicei de unghinl «, si luim ca plan de proectie
planul sectiunei drepte. Planul osculator in M este format de
tangenta in M si de normala principald (care e normala la ci-
lindru in M); acest plan face cu planul de proectie unghiul «,
deci in cazul nostru, A=, Unghiul format de tangenta MT
in M la elice cu planul de proectie este tot «. Deci relatia (26)
devine

1 cos%
27 EE
( ) R Rl ’
de unde deducem raza de curbura R la elice in M, R, fiind
raza de curburi a sectiunei drepte in M.

Pentru a afla valoarea razer de torsiume, si observim ca
normalele principale in dous puncte infinit vecine M si M’ fiind
paralele cu planul sectiunei drepte, unghiul lor dw se proec-
teaza in adevirata mirime pe acest plan si misoari curbura
totald a arculur M;M/,, proectia arcului MM’.

Aplicand formula (16), No. 58,

dw? = do® I dr?,
avem
ds,® _ ds?  ds? ds® ‘,( 1 1)
R RTT Re= (gt

Tinand seami de relatiunile (25) si (27), si inlocuind pe

ds si R, avem
cos’x__ costx 1

RP ~ Ry 1T

de unde
1

(28) T

De aci urmeazi ci raza do curburd si raza de torsiune
a elicer in M sunt si yna st alta proportionale cu curbura sec-
fiunei drepte; apoi, raporiul dintre razele de curburi st ftor-
stunea in M la elice este constant, egal cu |tou|.

5° Reciproc, si presupunem ci raportul curburei citre
torsiune are o valoare constantd dealungul unei curbe (M). Dar,
am vizut [No. 58, formula (14)] ci raza de curburi sferici a
mndicatoarei tangentelor este dats de raportul dintre razele de
curburd R si torsiune T; deci este constantd. Ins, raza de

SIN% cosw
R,
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curburd sferica fiind constantd, urmeazi (No.50) ci aceastd in.
dicatoare a tangentelor este un cerc si deci curba (M) este o
elice. De aci rezultd urmitoarea proprietate datoritd lui- Ber-
trand, anume, orice curbd a cirer curburd si forsiune sunt intr un
raport constant este elice.

69 Raza r a sferei osculatoare e daté de (No. 59)

29) r=Re+T: (0]

Dar
R4

= 1
cos®o

deci
dR_dRy 1 _dR, ds, 1
ds  ds cos’« ds; ds cos'a

Inss, din (25), ds,=ds cosw; deci

dR__aR, 1
(30) ds  ds; cos®

Fie 1, centrul de curburd al curbei (M;) proectia curbei
(M); avem R,=M,p,, iar curba (y;) este desfisurata curbei(M,).
Unghiul de contingentd in p, la curba () este acelas ca un-
ghiul de contingentd dw, in M; la curba (M,), cici tangentele in
M; sip, sunt perpendiculare. Deci, insemnand cu R, raza de
curburd in py la curba (), avem

_d(lJ'l),
si cum, dupd proprietatea desfasuratelor, dR,=d(;), avem
_dR,
Rg“—'d—u)l'
De asemenea, :
_dsy
Rl—d—(’)l.
Deci
dR; dR; 1 R,
ds,  dw, ds1 ~ iR
: do,
- Formula (30) devine
dR R, 1
ds R1 cosx

lar, din (29), avem



7-2:R2+ ’:[‘2_2 R’ ;

R, cos2x :
Inlocuind pe R si T cu valorile lor, (27), (28),
RI T Rl

R =, il T T ’
CoS2x SIN%cos®
avem
5 2 2
et ROUSINRN TR
costa * sin%xcos?a RPcos?x
1
2
\ 1 2 R
(31) 2= R —2 |-
cosfo \" ! + sin2e

Avem deci expresia razei sferei osculatoare in functiune
de raza de curburd R, a sectiunei drepte si a razei de cur-
burd R, a desfisuratei acestei sectiuni drepte. '

7 Elicea circulard. Cand cilindril pe care e trasy elicea
este de rotatie, elicea se zice circulary. In acest caz, sectiunea
dreaptd este un cerc cu centrul O pe axa cilindrului; normala
principald a elicei este indreptatd dupi normala la acest cerc,
deci intilneste axe cilindrului.

Reciproe, daci normalele principale la o curbi. strambi
intalnesc toate, subt un unghi drept, o dreapti fixs, curba este
o elice circular.

In acest caz, raza de curburd a sectiunei drepte este con-
stantd si egald cu raza cilindrului. Deci, razele de curbura St
torsuune ale elicei circulare sunt constante.

Reciproc, daci curbura sl torsiunea unei curbe cu dubli
curburd sunt constante, raportul lor este constant, curba este
elice. Dar, din (27), rezulti c3 R, este constant, deci sectiunea
dreaptd are raza de curburi constantd, este un cerc, elicea
este trasd pe un cilindru de rotatie. De unde rezults proprie-
tatea lui Puiseux, orice curbai ci dubli curburd, ale cirer curburi
st torsiune sunt constante, este o elice circulayd. -

In cazul elicei circulare, sectiunea dreapti este un cerc,
desfasurata sectiunei drepte este centrul acestui cerc, iar raza
de curburd R, a acestei desfisurate este zero. Deci formula (31)
devine
’ W RI

P he— 2
costa cos2u

ceea ce probeazi ci raza r a sferej osculatoare in M la elice
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este egali cu raza R a cercului osculator in M. Deci, /a elicea
circulard, centrul sferei osculatoare coincide cu centrul cerculus
osculator.

Elicea circulari se bucuri incd de o proprietate intere-
santi. Insemnand cu M, un punct al elicei ase-
zat pe generatoarea de origind a cilindrului de
—) rotatie (Fig. 100) si cu M un punct oarecare al
/ elicei, fie m intersectia cercului de sectiune
M dreaptd ce trece prin M, cu generatoarea lur M.
"~~~ S4 notdm cu o unghiul MyOm. Tiind cilindrul

M_J dealungul generatoarel lui M, si desfiasurandu-l
M, O '~J pe un plan, arcul MM devine o dreaptdi M,M’
(Fig. 101) ce face unghiul « cu dreapta ce re-
prezintd desfisurarea sectiunei drepte. Arcul
My se transformi in dreapta Mym', astfel ci

Fig.100.

Mo’ = arc MoM = ro,

7 fiind raza cilindrului (cercului de sectiune dreapti). De ase-
menea (Fig. 100), (Fig. 101),

Mu=M'm’ = MM'tga = rotga=hv, h=rtge,

/ zicandu-se pasul redus al elicel.

Deci, se obtine un punct al elicei, rotind raza OM, a cer-
cului sectiunei drepte de un unghi o,
pand ajunge in pozitia O, apoi dand 1.
o translatie punctului 7z, paraleld cu axa
cilindrului, egald cu /4w (proportionala
cu unghiul ).

Aceastd proprietate fundamental M,
poate servi ca definitie a elicei circulare, Fig0l.
1ar migcarea, in felul descris, a punctului M pe elice, se zice
miscare elicoidala.

Presupunand ci m a fdcut ocolul complect pe cercul O,
punctul M ajunge in M, pe generatoarea lui M, (Fig. 160),
astfel cd w=2x si deci

MM, =vr. 2r.tga=H;
H se zice pasul elicei. Se vede ci pasul redus este egal cu

h=rtga =—

o
64. Ordinul de contact a doua curbe strimbe. Se zice
cd dodu linii cu dubld curbura (C) st (C) au, in punctul dat
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M, un contact de ordinul 7, cand, ficand si varieze infinit de
putin curba (C,), de ex., se poate face ca ele si aibi, afari
de punctul M, » alte puncte comune M;, M,,... My, infinit ve-
cine de M. Pentru aceasta, trebue ca curbele (Cy) si (C) sa
indeplineascd in punctul M anumite conditii pe care le vom
determina. Fie (C’,) curba care rezultd din deformarea lui (C,);
sa presupunem ci (C';) revine, dupd o deformare egals si
contrard, sa coincidi cu (C,). Atunci punctele M;, M,,... M, se
vor deplasa pe curba (C), apropiindu-se indefinit de M. Daci
n=1, secanta MM, devine, la hmity, tangenta comuni curbe-
lor (C) si (C,); cele doud linii date (C) si (C,) trebue si fie
tangente in M, care este conditia contactulis de ordinul intii.

Pentru #n==2, cercul circumseris triunghiului MM;M, va
avea ca limita, cand (C,’) va redeveni curba (C,), un cerc os-
culator de odati la cele doud curbe ; acestea vor trebui si aiba,
in punctul M, aceeas tangents, aceeas directie a normalei prin-
cipale, aceeas razi de curburi. Acestea sunt conditiile unui
contact de ordinul al doilea. ‘

Cand #=3, sfera circumscrisi tetraedrului MM, M, M,
va avea ca limitd, in aceleasi conditli, o sferi care va fi oscu-
latoare deodati curbelor (C) st (Cy; distanta centrului acestei
sfere la centrul de curburd, a cirui valoare este (No. 59)

dR o
il s vaavea aceeas valoare pentru cele doud linii date. Dar,

este evident, ci, in acest caz, curbele (C) si (C;) vor avea in
punctul M;, infinit vecin de M, un contact de ordinul al doilea,
si dupi cele ce am vizut mai sus, cele doui raze de curburi
in M; trebue si aibd aceeas valoare. Insi R +dR=R,+}dR,,
dect neglijand infinitii mici de ordin superior, avem

R-F-MM, %;’5=121+M1v11 ot

sy’
. " . dR_dR .
Tinand seami ¢4 R=R;, urmeaz E:Xl' Deci, con-
$ 1

ditille pentru un contact de ordinul al trejlea sunt si aibd a-
celeasi tangente, aceleasi normale principale si

- dR__dR, —
R—RI, TS——TSI, T—T1
In general, daci avem un contact de ordinul » in M, a-

dici curbele (C) si (C,) au comune punctele M;, M,,.. My, in-
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finit vecine de M, ele au in comun (#—1) puncte comune in-
finit vecine de M,, deci curbele au in M; un contact de ordi-
nul (z—1). Vom avea, deci, conditiile ciutate, derivand in ra-
port cu arcul conditiile obtinute pentru contactul de ordinul
(n—1). ' ,

Urmeazi, deci, c, pentruca doui curbe cu dubli cur-
burd s& aibi intr'un punct dat un contact de ordinul 7, trebue:
19 Sd aiba aceeas tangentd si acceas normald principald ; 20
Curbura si cele dintii (n—2) derivate in raport cu arcul sa
fie egale pentru cele douii curbe,; 3° Torsiunea st cele dintdi
(n—3) derivate ale sale in raport cu arcul sa JSie egale pentru
cele doud curbe.

“ Observare. Dupd cum in plan am considerat, in fiecare
punct al unei curbe, cercul osculator, care si aibi aceeas tan-
gentd si curburd ca si cwba considerats, se poate, analog, sa
ne inchipuim, in fiecare punct al unei curbe strambe, elicea
circulard, care si aibi acelas triedru principal, aceeas curburi,
aceeas torsiune. Pentru a defini aceastd elice tangentd in M la
MT, va fi de ajuns a cunoaste: 1) unghiul «, pe care, in pla-
nul rectifiant in M, il face generatoarea cilindrului, pe care e
trasi elicea, cu binormala; 2) raza R, a cilindrului tangent la
acest plan rectifiant dealungul generatoarei. In adevir, din
(27) si (28), avem

Pl T,

T T ReLTE
Aceastd elice s'ar putea numi elicea de curburasi de
forsiune, iar nu elicea osculatoare, cum este uneori necorect
numitd, cici o curhd este osculatoare la alti curbi datd, cand
are un contact de ordinul cel mai mare compatibil cu gradul
sdu de determinare, adici, in cazul de fatd, un contact de or-
dinul al treilea si nu de ordinul al doilea cum este in cazul
elicel mai sus consideratd. Pentru elicea osculatoare, pe langi
cd trebue sd fie aceleasi, pentru curbi si elice, curbura si tor-

; ! SR - .
siunea, mai trebue ca si 7 54 fie egale pentru cele dous

curbe,

65. Ordinul de contact a unei curbe si a unei suprafete.
Se zice c¢i o curbi (C) are cu suprafata (S) un contact de or-
dinal #, cand; dupd o variatie infinit mici a curbei (C), noua
pozitie (C’) a acestei curbe tae suprafatain # puncte M;, M,,...
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M., infinit vecine de M. Asa fiind, o linie .cu dubli curbura
are un contact de ordinul al doilea cu planul siu osculator
(intr’un punct ordinar) si de al treilea ordin cu sfera sa oscu-
latoare. Conditiile generale de contact depind de conditiile in
care variazi curburile si torsiunile Iiniilor, in numir infinit, pe
care le putem face si treacd prin punctul M pe suprafata (S).
Aceste conditii se pot obtine derivand de (n—1) ori, in raport
cu arcul s al curbei, pe acelea care exprimi ci curba si su-
prafata au in comun punctul M.

NOTIUNI SUMARE ASUPRA SUPRAFETELOR
RIGLATE. SUPRAFETE DESFASURABILE,
APLICATIE LA STUDIUL CURBELOR STRAMBE

66. Determinarea suprafetelor riglate. Ordinul supra-
fetelor riglate. Cand un punct descrie o curbi (C), triedrul
format de tangenta, normala principald, binormala, variazi de
asemenea, astfel ci fiecare din muchile acestui triedru nasc
cate o suprafatdi. Cum aceste suprafete sunt riglate, pentru a
stabili relatiunile ce existd intre aceste suprafete si curba (C),
vom face o expunere sumari asupra suprafetelor riglate.

S4 considerdam trei curbe (C1), (Cy), (Cy) si un punct
oarecare M; pe curba (C,). Conurile cu varful in M, si avand
ca directoare curbele (C,) si (C,), admit, in general, o genera-
toare comund M,M,M;, M, si M, fiind puncte pe curbele (C,)
si (C;). Cum punctul M, a fost ales arbitrar pe curba (C,),
rezultd cd este o simpli infinitate de drepte A care si se spri-
Jine pe directoarele (C,), (Cs), (Cy). Deci, daci mai punem con-
ditia ca aceasti dreaptd A si intalneascid incd o directoare,
curba (Cy), vor fi un numiir hotirat de drepte A care si in-
talneascd de odati curbele @G IEY,, (€

Numind conditie simpld faptul ci dreapta ciutati intal-
neste o curbd directoare, rezulti ci pentru ca o dreaptd si
fie determinatd, trebue patru conditii simple.

Tot o conditie simpld este si faptul ci dreapta e tan-
gentd la o suprafatd datd, numits nucleu.

Asa fiind, dacd o dreapti A este supusd numai la trei
conditii, adici si intalneasci trei directoare date (C,), (Cy),
(Cy), atunci existd o simpld infinitate de drepte A care nasc o
suprafatd numitd riglata. Dreptele A se zic Leneratoarele su-
prafetei.
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Daca printr'un punct al spatiului se duc paralele la ge-
neratoarele unei suprafete riglate, se obtine un con director
al acestei suprafete. Suprafata trece prin curba de la infinit a
acestui con, care poate si fie luati ca una din directoarele a-
cestei suprafete. Dacd conul acesta se reduce la un plan di-
rector, suprafata contine dreapta de la infinit a acestui plan.

In caz cand suprafata are un plan director (generatoarele
sunt paralele cu un plan) si are o directoare rectilinie, se zice
conoid. Conoidul e drept cand directoarea rectilinie e perpen-
dicularid pe planul director. -

Cand cele trei directoare (C,), (C,), (Cs) sunt linii drepte,
suprafata este un iperboloid cu o panzd, care degenereazi in-
tr'un parabolord iperbolic, cand cele trei directoare sunt para-
lele cu un plan (un paraboloid iperbolic mai este niscut de o
generatoare care se sprijind pe doui directoare linii drepte si
este paraleld cu un plan director). :

Amandous aceste cuadrice riglate au un al doilea sistem
de generatoare rectilinii, fiecare din generatoarele unui sistem
intalnind pe acelea ale celuilalt sistem si neintalnind nici una
din acelas sistem din care face parte. Se zice semicuadrici
ansamblul tuturor generatoarelor apartinand la acelas sistem,
iar cele doui semicuadrice ale unei aceleas cuadrice riglate se

zic complimentare.
Cele doua semicuadrice ale unui aceluias iperboloid ad-

mit acelas con director, care, cand se aseazi varful siu in
centrul suprafetei, se confundi cu conul asimptotic. Cele dous
semicuadrice ale unui paraboloid au planele directoare distincte,
dreapta de la infinit a fieciruia dintre ele apartinand la semi-
cuadrica complimentars. Cand aceste plane directoare sunt

perpendiculare unul pe altul, paraboloidul se zice echilater.
S presupunem cd o suprafati riglatd (3) are ca direc-

toare trei curbe algebrice (C,), (C,), (C;), respectiv de ordinele
my, My, s, $i care n'au nici un punct comun intre ele. Ordi-
nul  Asm,,m,m, al acestei suprafete (Z), este numirul de
puncte in care o dreaptd oarecare D intalneste suprafata (),
sau, mai bine, numirul de drepte care intalnesc de odati pe
(Cy), (Cy), (Cy) si (D). Pentru a obtine aceste drepte, se poate,
nvers, considera suprafata rigaldi Au,m,1 cu directoarele
(Cy), (Cy), (D) si sa luim punctele sale de intalnire cu curba
(Cs). Aceasta fiind de ordinul mz,, acest numar este s,8m,m, 1

si deci, avem egalitatea
Am,,m,,m, :ng-’lm,,mg_l.



113

Rationand la fel, avem
Bom i, 1= B, 1,1, A1 =m1,A11,1.

Cum 41,11 este ordinul unei suprafete cu trei directoare
rectilinii, adici o cuadrici, avem

Qon,,my,my = 2 1039099015,

Sd observim c4, prin fiecare punct M, al directoarei (Cy)
trec generatoarele comune conurilor cu varfurile in M;, avand
ca directoare (C,) si (C;), adici in total nis.mly  generatoare.
Punctul M, este multiplu de ordinul mym; si deci directoarea
(Cy) este o linie a suprafetei de ordinul ., de multiplicitate.

Deci, suprafata riglata (3), definitd de ftrei directoare
respectiv de ordinele nimsms, este de ordinul 9 My st
directoarele fiind pe () ca linii respectiv de ordinele de mul-
tiplicitate momy, mymy, mms.

Si presupunem acum ci doud directoare, (Cy) si (C,), de
€X., au un punct comun, A,, Se vede ci generatoarele co-
nulul cu varful A,,; si directoarea (C,) fac parte din acele
drepte care intalnesc pe (C,), (C,), (C,) si deci, locul propriu
zis, in afard de acest con strein de ordinul my, Se compune
numai din suprafata (%) de ordinul 2 mymams—m,, pe care
directoarea (C,) este o linie multipld de ordinul (2, m;—1) de
multiplicitate, fiindci una din dreptele care satisfac la conditiile
ardtate, care trec prin fiecare punct M; al lui (C,), se giseste
pe conul strein cu varful A,,;.

' In mod analog, se vede ci daca curbele (Cy), (Cy), au oy,
puncte comune, (Cy) si (Cs) au a5 puncte, (Cs) st (C)) au ay,

puncte comune, suprafata (I) este de ordinul

RO LRV S I AR
liniile (Cy), (Cy), (Cy) avdna pe () ordinele de multiplicitate
respectiv egale cu

Moty —0Ogys,  Iighly—ayy,  WgHly ~ Uy,
aceste rezultate fiind gisite de Salmon.

67. Proprietatile planului tangent la o suprafata riglata.

1% Vom ardta mai intdi existenta planului tangent pentru o
suprafatd oarecare. Si consideram trei curbe (Cy), (Cy), (Cy) tre-
cand prin punctul M al suprafetei (Fig. 102), situate in intre-
gime pe suprafatd. Sa lisim fixe curbele (C,) si (C,) si si fa-
cem si varieze continuu curba (C,), raimanand mereu pe supra-

N. Abramescu, — Lectiuni de Geometrie purs Infinitezimali. 8
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fatd, pani ajunge in pozitia (C'3) si care tae curbele (C,) si(Cy)
in punctele My si M,. S4 facem printr'o variatie, efectuaty in
' sens invers, ca si aducem curba (C"5)
in pozitia initiald (C,), ficand-o si
(€ treacs prin aceleasi pozitii interme-
diare. Laturile triunghiului  M,;M,M
(C;) fiind mereu in acelas plan, si cum ele
au ca limit#, afari de cazuri excep-
tionale al lui M, tangentele in acest
punct la curbele (C,), (Cy), (C,), ur-
meaza cd tangentele in acest punct, la
trei curbe oarecare trecand prin punctul M sunt asezate in acelas
plan, care este, prin definiiie, planul tangent in M la suprafata,
format de tangentele la curbele (Cy) si (Cy) situate pe supra-
fatd si trecand prin punctul M. Un astfel de punct, pentru care
tangentele la toate curbele trase pe suprafati si trecand prin M,
sunt in acelas plan, se zice un punct ordinar al suprafeter.
Sunt si puncte pentru care aceste tangente nu mai sunt in
acelas plan; un exemplu de punct singular este varful unui
con, unde tangentele la curbele ce trec prin acest punct, adicd
generatoarele conului, nu sunt in acelas plan, ci formeazi chiar
conul. Astfel de puncte ale unei suprafete se zic. puncte conice.

Asa fiind, planul tangent intr’un punct ordinar al unei
suprafete este format de tangentele la doud curbe trase pe
suprafatd si care trec prin acel punct. Normala la suprafati
intr’un punct este perpendiculara in acel punct pe planul tan-
gent la suprafatid in punctul considerat, :

2° Planul tangent intr’un punct M al unei suprafete riglate ()
contine generatoarea G a suprafetei si
care trece prin punctul M.

Sd considerim acum suprafata nis-
cutd de o dreapti mobild, care are un
singur grad de libertate (depinde de un
parametru variabil); fie G si G’ dou po-
zitii infinit vecine ale acestei generatoare
(Fig. 103), M si M’ intersectiile lor cu
un plan (P) perpendicular pe G, M'H
proectia lui G’ pe acest plan. Si ducem
din M o perpendiculard MH pe aceasts Fis 405,
proectie si fie K punctul lui G’ care se proecteazi in H. Si
ducem prin K o paralels la HM care tae pe G in L. Dreapta LK

()

Fig. 102.




115

este perpendiculara comuni la generatoarele G si G'. Lungimea
¢=LK misoard cea mai scurti distantd intre aceste genera-
toare care fac intre ele unghiul M'KH = «.
Din triunghiurile dreptunghice HMM’, M'HK, avem
M'H = KH tge = MH teHMM’,
ML

(1) tg M'MH — ==,

Luand unghiul « ca infinit mic principal, si presupunem
L[ i ~ AN o’ Sl N
cd distanta & este infinit mic de acelas ordin ; atunci 4 tinde citre

o limitd determinatd, %; piciorul L al perpendicularei comune
celor dous generatoare G si G’ tinde citre un punct O, numit
punctul central al generatoarei G. Planul OLK tinde citre pla-
nul tangent la suprafatd in acest punct central, care se zice
planul central pentru generatoarea G ; planul GMM’ tinde citre
planul tangent in M; distanta ML tinde citre MO; unghiul
M'MH tinde citre unghiul ¢ facut de planul tangent in M cu
planul central.

Notand cu MO =u, relatia (1) devine

S—

2) tgy =

| =

Aceastd formuld a lui Chasles face si se cunoasci distri-
butia planelor tangente dealungul generatoarei G. % se zice
parametru de distributie pentru generatoarea G. Pentru a in.
latura orice ambiguitate, parametrul de distributie va avea sem-
nul 4 sau —, dupd cum, cand punctul M se depirteazd de O,
intr'un sens sau intr’altul, planul tangent se invarteste in sen-
sul direct sau retrograd pentru un observator cu capul in M
sl picioarele in O.

3% Relatiunea (2) aratd ci fiecirui punct al generatoarei G
ii corespunde un plan tangent si invers, la fiecare plan ce trece
prin generatoarea G, ii corespunde un punct de contact a cirui
distantd & de punctul central e dati de relatia (2). Deci, existi
intre aceste puncte si aceste plane o corespondents omografica
si deci raportul anarmonic a patru plane tangente in patru
puncte ale generatoarei este egal cu acela al celor patru prncte
de confact. ‘

S consideram doud plane perpendiculare intre ele, de
unghiurile ¢; si ¢y, adici tgy, tge’; - 1=0. Avem tgqol=%,
g
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4

tgqo'1=%; deci x,x"; -+ £2=0. Insemnand cu M;, M’; punc-

tele de contact corespunzitoare distantelor x;, x’; de punctul
central, relatia x;x", -+ £2=0 arati c3 OM,.OM’; + £2=0, adici
diviziunile (punctualele) descrise de punctele My, M, sunt in
tnvolutie, punctul central al tmvolutii fiind O, de aceea s’a dat
numirea de punct central punctului O,

4° Cand punctul M se depirteaza nemarginit de O, tgop

: ] T .
tinde citre oo, iar @*J?. Planul tangent in punctul de la in-

finit al lui G, zis plan asimptotic, este deci perpendicular pe
planul central. Planul G'’KH (Fig. 103), perpendicular pe LK,
deci pe planul GLK, rimane tot timpul perpendicular, chiar
cand trecem la limitd. Acest plan se confundi deci la limit3 cu
planul asimptotic si cum acest plan la limitd este paralel cu
planul tangent corespunzitor la conul director, se vede ci
Planul asimpiotic al unei generatoare este paralel cu planul
tangent la conul director dealungul generatoarei corespondente.

Ducand prin fiecare generatoare un plan perpendicular la
fiecare din planele precedente, se vede cx planul central dea-
lungul unei generatoare este paralel cu planul normal la conul
director dealungul generatoarei corespondente.

In particular, daci suprafata este cu plan director, planele
asimptotice ale acester suprafete sunt toate paralele si planele
centrale sunt perpendiculare la acest plan director.

59 Locul punctelor centrale O ale suprafetei este o curbi
care se zice limia de strictiune a suprafetei. Linia de strictiune
nu tae ortogonal generatoarele. In adevir, daci G’ tinde citre
G, sau G citre G/, L in primul caz, K in al doilea, tind, unul
pe G, altul pe G', cidtre pozitii limite apartinand liii de stric-
tiune, dar dreapta care uneste aceste doui pozitii limiti are o
directie care diferd de aceea a lui LK, astfel ¢4 nu trebue con-
fundat LK cu arcul infinit mic al linii de strictiune.

(8. Punctul reprezentativ al distributii planelor tan-
gente. 1° Adoptand pe generatoarea G un sens pozitiv indicat
de sigeatd (Fig. 104), si ridicam pe aceasts generatoare prin
punctul sdu central O, o perpendiculari Ol egald cu parametrul
de distributie £ si dusid intr'un sens astfel ca sdgeata ce indici
sensul pozitiv al lui G si tindi si facd si se invarteasci bra-
tul de parghie IO in sensul direct sau retrograd, dupd cum 4
este pozitiv sau negativ. Se vede ci punctul I este astfel cx
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unghiul MIO, luat cu sensul sau, este egal cu acela ce planul
tangent in M face cu planul central. Pentru acest motiv, punc-
tul I, considerat intaia oarid de Mannheim, a
fost numit punct reprezentativ al distributis M
planelor tangente dealungul generatoarei G.

Rezults de aci cd, unghiul sub care se 1
vede din 1 un segment oarecare MM al lui G i ¥
face sa se cunoasca unghinl, cu sensul sdu, k
care-l facintre ele planele tangente in M si M.

Se vede de aci ci, dacid se cunosc pla-
nele tangente in trei purcte M;, M,, M, ale
generatoarel G, se poate afla planul tangent intr’un punct oare-
care al acestei generatoare. In adevir, si observim ci punctul
reprezentativ I este la intersectia segmentelor de cercuri des-
crise pe M;M, si MuM, si capabile de unghiurile ce fac intre
ele, de o parte planele tangente in M; si M,, de alta parte
planele tangente in M, si M;. Punctul I fiind construit, unind
un punct oarecare M al generatoarei cu I, unghiul MIM, este
unghiul ficut de planul tangent in M cu planul tangent in M,
si deci se poate construi planul tangent in M, cici este cunos-
cut planul tangent in M; (2).

2° Dacd doud suprafete au o generatoame comuni G,
existd pentru ele, pe aceastd generatoare, doui puncte de ra-
cordare, adicd puncte unde planul tangent este acelas si pentru
una si pentru cealalts suprafati. Aceste puncte pot fi reale,
confundate sau imaginare. In adevir, planele tangente dealungul
lui G ale uneia din suprafete pe de o parte, si ale celeilalte
suprafete pe de alts parte, formeazi doui fascicole omografice,
care au, dupd cum se stie, dous plane duble.

Pentru a obtine aceste plane duble, observim e, dacx N,
este unul din aceste puncte de racordare, unghiurile pe care
planul tangent comun in N; le face cu planele centrale ale celor
doud suprafete fiind date de OIN, si O'I'N;, atunci unghiul
IN;I" este egal cu unghiul acestor plane centrale. Punctele de
racordare sunt deci la intersectia generatoarei G cu segmentiul
capabil de unghiul celor doud plane centrale construit pe dreadia
ce uneste punctele reprezentative 1 si 1.

Fig. 104.

(!) Pentru determinarea punctului reprezentativ in cazul unei suprafefe strambe
trecAnd printr’o directoare dati si circumscrisi la o suprafaii (nucleu) dat¥, dealungul
unei curbe date, a se vedea Nofa D-lui M. d’Ocagne in Comptes Rendus de U Acad. des Se.,
l.er semestre 1928, p, 64.
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Daca, in afara de aceste doud puncte de racordare pe ge-
neratoarea G mar existd un al treilea, foale punctele genera-
toarer sunt puncte de racordare, cu alte cuvinte cele aond supra-
Jele se vacordeazi dealungul generatoarei G. Aceasta rezults
din faptul ci, din cunoasterea planelor tangente in trei puncte
ale lul G, se poate afla planul tangent in orice punct al lui G.

69. Suprafete de racordare. Paraboloidul normalelor,
Din cele de mai sus rezulti ci, pentru a determina planele
tangente la o suprafatd riglatd (2), dealungul unei generatoare
G, se va putea substitui suprafetei () o altd suprafats (),
trecand prin G, cu conditie ca si aibi acelas plan tangent cu
(2) in trei puncte ale lui G.

Se va putea si se ia pentru () o cuadrici care si fie
de racordare cu (%) in trei puncte M;, My, M, ale lui G. Va fi
deajuns si se ia pentru directoarele lui (), trei drepte, D;, D, D,,
trecand prin My, M,, M; si situate respectiv in planele tangente
la (Z) in aceste puncte. Daci aceste drepte Dy, Dy, D, sunt ob-
tinute la intersectia planelor tangente in M;, M;,M; cu plane
paralele cu un plan (x), cuadrica de racordare este un para-
boloid iperbolic, avand planul (m) ca plan director: celalt plan
director va fi (N.67,4° paralel cu planul asimptotic al lui ()
dealungul lui G.

Daci planul (%) este perpendicular pe G, toate genera-
toarele paraboloidului de racordare dealungul lui G sunt orto-
gonale la aceastd generatoare, si cum cele doux plane direc-
toare sunt perpendiculare unul pe altul, paraboloidul este
echilater. :

S4 rotim in jurul lui G de un unghi drept acest para-
boloid al tangentelor ortogonale. Fiecare din aceste genera-
toare, perpendiculard pe G, va rimane perpendiculari si dupa
rotire, mai mult, fiecare generatoare devenind perpendiculari
Pe pozitia primitivd a sa, este perpendiculari pe o a doua
dreaptd din planul tangent corespunzitor la (2); ea este deci
perpendiculard pe acest plan tangent, adici se confundi. cu
normala corespunzitoare la (2). Deci, /locul normalelor la o
suprafald riglati dealungul uneia din generatoarele sale G este
un paraboloid echilater, al carui unul din planele directoare
este perpendicular pe G, celalt fiind paralel cu planul central
al lui G. _

Planul tangent in varful paraboloidului este perpendicular
pe directia axel paraboloidului, care este dati de intersectia
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celor doud plane directoare, - unul perpendicular pe G, altul
confundat cu planul central, amandous, prin urmare, perpendi-
culare pe planul asimptotic, asa ci directia axei paraboloidului
este perpendiculard pe planul asimptotic. Planul tangent la varf
va fi deci planul asimptotic. Ficand o rotatie inversi de 90°,
acest paraboloid al normalelor devine paraboloidul de racor-
dare, planul asimptotic precedent devine planul central al cirui
punct de contact este punctul central. Deci, punctul central O
al generatoarei G este varful paraboloidilui normalelor dealun-
gul generatoarei G. 2

70. Aplicatii. I Se da planul tangent intrun punct M al unei gene-
ratoare si doud din cele trei elemente, punctul central O, planul central
(adica unghinl o), parametrul de distyibutie k (adicd lungimea O], fig. 104);
Sa se gdseasca al ilretlea din aceste elemente.

1° Se da punctul M si cantitatile ¢ si £. Se duce prin punctul M
(Fig. 104) o dreapta care face cu partea negativa a generatoarei unghiul

k19 @ .
o IS se duce o paraleld la generatoare la distanta % care tae dreapta

construitd in punctul I. Din punctul I se lasa perpendiculara 1O pe gene-
ratoare si astfel gdsim punctul central O. :
2% Daca se di O si 4, punctul I se gédseste imediat pe perpendicu-
lara in O pe generatoare la distanta £; unindu-l cu punctul M, avem un-
ghiul OIM = .
3 Daca se dau O si 9, se ridica in O o perpendiculara pe genera-
toare si se duce prin M o dreaptd care face cu partea negativa a_ gene-

: e = . 4 5 .
ratoarei unghxul?—- ¢ ; aceastd dreaptd tae perpendiculara in I, iar IO

este parametrul de distributie 4.

II. Se daw planele tangente in doud puncte M st M’ si unul din cele
trei elemente, punctul central, planul central, parametrul de distributie. Sd
se afle celelalie doud elemente.

1¢ Elementul dat este punctul central O. Fie « unghiul (en semuul
sau) al planelor tangente in M si M’ (Fig. 105). Punc-
tul I este la intersectia perpendicularei in O pe ge- M
neratoare cu segmentul de cerc ce trece prin M si
M’ si capabil de unghiul «. Sunt doua solutii, una
sau nici una, dapd cam cercul tae, este tangent sau

nu tae perpendiculara in O. OI este parametrul de A M
distributie si unghiul MIO este unghiul ficut de pla- L v
nul central cu planul tangent in M. Fig. 105.

2° Daca se da planul central, se cunosc unghiurile ¢ si ¢’ pe care planele
tangente in M si M’ (Fig. 106) le face cu planul central. Tinand seams
de sens. se duc prin M si M’ dreptele ce fac cu generatoarea unghiurile
%—cp, —g——:p’. Punctul lor de intalnire este punctul reprezentativ, I, de
unde se deduce punctul central O si parametrul de distributie, 10 = 4.
3° Daca se da parametrul de distributie %#, punctul reprezentativ I
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este (Fig. 107) la intersectia paralelei cu generatoarea la distanta %, cu
segmentul de cerc descris pe MM’ capabil de unghiul « egal cu acela al

G
i M’ Mm”
’ |
M N 0,
M
YRy 0 ’ J
8% «’
5 M (L7 M
i— lo
Fig. 106. Fig. 107. Fig. 108.

planelor tangente in M si M’. Odata gasit punctul 1, punctul central O
este piciorul perpendicularei din I pe gencratoare. Sunt doud solutii, una,
sau nici una. : '

1. Se dau planele tangente in trei Functe M, M', M", sé se afle punc-
tul central, planul central st parametrul de distributie. Si misurim un-
ghiurile @ si «” cu care trebue-a invérti- planul tangent in M pentru a-l
aplica pe planele tangente in M” si M. Punctul reprezentativ [ (Fig. 108)
este la intersectia segmentelor de cercuri descrise pe MM’ si MM respec-
tiv capabile de unghiurile o’ si o”. In toate cazurile avem o singura solu-
tie. Perpendiculara 10 din I pe G ne di punctul central O, parametrul
de distributie este 10 =4, iar unghiul IOM este egal cu cel ficut de pla-
nul tangent in M cu planul central,

IV. Plan tangent la o suprafala riglatd cu doud curbe directoare

-

o

L

()
<

Fig. 109,

si plan direcior. Si alegem planul orizontal de proectie paralel cu planul
director (Fig. 109) si fie (A, A’), (B, B’) cele doua curbe directoare. Si
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ducem planul tangent in punctul (m, m’) al generatoarei (ab, a'é’), care
este o orizontald ce se sprijini pe curbele directoare. Pentru aceasta, sa
consideram paraboloidul de racordare dealungul generatoarei (ab, a’b),
care are ca plan director un plan orizontal si pentru directoare tangentele
in (a, @), (5, &) 1a curbele date. Acest paraboloid este de racordare, caci,
in punctele (a, @), (6, &) si punctul de la infinit pe dreapta (ab, a’d)),
are acelas plan tangent ca si ‘Suprafata.

Va trebui si construim planul tangent in (s, m’) la acest parabo-
loid, care va fi planul tangent cautat. Pentru aceasta, ne servim de faptul
cd planul tangent la paraboloid intr’un punct, este determinat de cele dous
generatoare de sisteme diferite ce trec prin acel punct. Sa gasim deci ge-
neratoarea de al doilea sistem ce trece prin (7, m’) si se sprijina pe cele
din sistemul 1ntai. Printre generatoarele sistemului intai, la fel cu (ab, a’4’),
paralele cu planul orizontal, este si aceea perpendiculara pe planul vertical
ce se sprijina pe tangentele in (a,a’), (6,8, adicd o dreapti perpendicu-
lard pe vertical ce trece prin punctul #* de intersectie al drepteior ce re-
prezintd proectiile verticale ale tangentelor in (a, a’), (6,8). Generatoarele
sistemului al doilea intalnind pe aceasta, de sistemul intai, proectia  lor
verticala trece prin #; generatoarea de sistemul al doilea ce trece prin
(m, m’), este m'7, a carui proectie orizontald, pe urma orizontala 24 a
planului format de tangentele in {a, ), (6,8"), urma paraboloidului, este (¢, 7).
Generatoarea a doua, este (m/, m’t’), iar planul tangent in (w2, m’) la supra-
fatd este format de (ab, a’t’) si (mt, m't).

Punctul central al generatoarei (ab, a’8’) este punciul acestei gene-
ratoare, care reprezinta punctul de contact al paraboloidului cu planul tan-
gent la paraboloid trecand prin feneratoarea consideratd si perpendicular
pe p'anul dir ctor, adicd pe planul orizontal, Se va duce, deci, prin acea-
std generatoare.un plan perpendicular pe planul orizontal si se va gasi,
cum se stie, punctul siu de contact cu paraboloidul, care va fi punctul
central al generatoarei,

Aceasta o mai putem face si pe alte cale, in modul urmitor. Printre
paraboloizii de ra-ordare cu suprafata dealungul lui (ab, a’®’), sa co .si-
derdm pe acela care are ca directoare dreptele din planele tangente in
(a,a’), (&,0) la suprafatd si care sunt frontale. Acest paraboloid are pla-
nele de proectie ca plane directoare, iar directoarele sale sunt frontalele
{au, a'u'), (bo, 'v)). Fie s punctul unde se tae proectiile lor wverticale. Ge-
neratoarele din acelas sistem cu aceste drepte trec in progctie verticala
prin &', proectia verticala a generatoarei de acelas-sistem cu (ab,a’d)), a
paraboloidului si care este perpendiculard pe planul vertical de proectie.
Prin acest punct trece proectia verticala a unei generatoare frontala, care
intalnind pe (a6, a’t’), se proecteazi orizontal in o (pe planul orizontal
generatoarele se proecteazi trecand prin o). Planul tangent in (0,0") este
format de (ab,a’s’) si de perpendiculara in o0 pe planul orizontal, este deci
perpendicular pe orizontal, pe planul director' al suprafetei, este planul
central al generatoarei, iar (0,0') este punctul central cdutat.

Se mai observi ca planul central este perpendicular pe pianul ori-
zontal, este un plan tangent al cirui punct de contact este un punct al
conturului aparent orizontal, Deci, linia de strictiune a suprafetei, locul
punctelor centrale, se proecteazs pe planul orizontal dupa curba care este
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proectia orizontald a conturului aparent orizontal, adicd dupi curba infa-
Surdtoare a- proectiilor generatoarelor pe planul orizontal.

Dacd directoarele a's’, &’s’ sunt paralele, ‘punctul s” este aruncat la
infinit, punctul central o este de asemenea la infinit. Sunt, deci, genera-
toare singulare, pentru care punctul central este la infinit. ]

Curba de umbr4 este formats de punctele de contact ale planelor
tangente paralele cu o directie dats, sau un' fascicol de raze luminoase,
duse; prin fiecare generatoare, fie paralel cu directia razelor, sau trecand
prin punctul ce reprezintd sorgintea luminoasa.

RV Suprafaid sirambi cu dond curbe directoare st con direcfor. Pen-
tru a construi o generatoare ce trece prin punctul (@,a') al uneia din curbele
directoare, se transporti conul director ca si aibs varful in (a,¢') ; el este
‘tdiat de cealaltid curbi directoare intr’un numéar de puncte; dreptele ce
unesc aceste puncte cu punctul (@,a) sunt generatoarele suprafetei. Dacs,
pentru una din aceste drepte, se cere planul tangent in (m,) (Fig. 110),
se intrebuinteazs paraboloidul de racordare care are ca plan director pla-
nul tangent la conul director dealungul generatoarei paralély cu (ab, a’d")
si aceleasi plane tangente ca si suprafata in (a,a’), (5,¢). :

Sa considerdm cazul cand connl director este de rofatie. Si luim ca
plan orizontal (Fig. 110) un plan pevpendicular pe axa acestui con. Pentru
O generatoare oarecare a suprafetei, planul central fiind perpendicular’ pe
planul tangent la conul director, este paralel cu planul mieridian al conului
(ce trece prin generatoarea de contact a conului cu planul tangent 51 prin
axa conului), este deci (vertical) perpendicular pe planul orizontal. .

Acestea fiind stabilite, se vede c planul central al suprafetei 'stréfnbe
pentru generatoarea (ab, a’¥’) (Fig. 110), este unul din planele directoare
ale paraboloidului normalelor la aceasts
suprafatd pentru generatoarea conside-
ratd, Generatoarele acestui paraboloid,
care nu sunt paralele cu acest plan cen-
tral, adici normalele la suprafata stram-
b#, se proecteazi atunci orizontal dupa
drepte care trec prin acelas punct. Se
cunoagte planul tangentla suprafata ri-
glatd in{a,q’), unde ab intalneste una din
directoarele date, si deci normala in acest
punct la suprafats; de asemenea, in punc-
tul (5,6). Punctul ¢ de intalnire al proec-

Fig. 110, tiilor orizontale ale acestor dous nor-

male este punctul prin care trec proec-

tiile orizontale ale normalelor la suprafata riglatd pentru diferitele puncte

ale generatoarei ab. Prin urmare, pentru un punct (se,m), normala la

suprafatd se proecteazi orizontal dupa dreapta cm si urma orizontald a

planului tangent in (m,m’) este perpendiculara coborati pe ¢ din urma
¢ a generatoarei ab pe planul orizontal.

Am vizut ci planul central pentru o generatoare este planul pro-
ectant orizontal al acestei generatoare si cum este tangent in punctul cen-
tral, rezultd ci linia de strictiune (locul punctelor centrale) este locul
punctelor de contact ale planelor tangente la suprafata perpendiculare pe
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planul orizontal, adica /inia de strictiune este curba de, contur aparent
orisontal.

VI Suprafaté stramba cu trei directoare curbe. Pentru generatoa-
rea abe, care intalneste directoa-
rele date in a, &, ¢ (Fig. 111), cu- A
noastem planele tangente la su-
prafatd in aceste puncte, ele sunt
plane determinate de generatoare
si tangentele la curbele directoare
in a, b, ¢. S luim in aceste plane
tangente respectiv dreptele A, B,
C st sa consideram iperboloidul
de racordare ce are ca directoare
aceste trei drepte. Pentru a deter-
mina planul tangent in . al ge-

neratoarei abc, vom construi planul tangent in s la iperboloidul de ra-
cordare. Pentru aceasta, si ducem dous generatoare G, si G, ale acestui
iperboloid, de acelas gen cu abc (adicd doua drepte care si se sprijine
pe A, B, C). Dreapta ce trece prin s si se sprijind pe G, si G, este ge-
neratoarea iperboloidului de acelas sistem cu A, B, C. Aceasta dreapta si
generatoarea abe determina planul tangent la suprafati in .

Invers, daca prin generatoarea adc se duce
obtine punctul de contact unde acest
punctul de intalnire al generatoarei

tae iperboloidul de racordare, Aceastd ' dreapta de intersectie a planului

cu iperboloidul este aceea care uneste urmele Iui G, si G; pe planul dat
dus prin abc si avem astfel punctul de contact al
fata riglati.

Fig. 111.

un plan oarecare, se
plan atinge suprafata riglats, luand

acestul plan cu supra-

Exemplu. Biais passé. Aceasts suprafats ce se Intalneste in cursul
de Stereotomie, are ca directoare doud cercuri egale cu planele taralele
St perpendiculara la aceste Plane dusd prin mijlocul Segmentului de dreapta
cuprins inlre centrele cercurilor.

S ludm ca plan vertical de proectie acel paralel cu planele cer-
curilor C, si C; (Fig. 112) si ca plan orizontal un plan perpendicular- pe
acesta si dus prin linia centrelor cercurilor. Cercurile se proecteazs ver-
tical dupa cercuri egale p'q", poqs’ si orizontal dupa dreptele paralele
cu linia de pimant #1913, 2¢s. Directoarea D are ca proectie verticals
punctul o’ egal departat de centrele cercurilor si ca Proectie orizontali o

perpendiculara pe linia de pamant (dreaptd perpendiculars pe vertical
si situatd in planul orizontal).

Fie a’d'c'd’ Proectia verticala a unej
tale ale acestor puncte fiind q,b,c,d. Punct
toare tae directoarea D are proectia orizo
tiile orizontale ale centrelor cercurilor. Pr.
o', corespunde la patru drepte ceintalnesc ¢
tre aceste patru, sunt totdeauna dous car
samblul acestor dous drepte formeaza qu
{(0,07) si ca directoare cercurile date,
nasculd de celelalte dreple, ca ad st bc

generatoare, proectiile orizon-
ul (0,0)) unde aceste genera-
ntala o egal departats de proec-
oectia verticald a’é’, ce trece prin
ele trei directoare date; dar, prin-
€ trec prin acelas punct 0. Ap-
N con avand ca varf punctul
Suprafa!a biais passé este aceca
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Prin punctul o0 si ducem o/ paraleld cu ad si bc; punctul / este
mijlocul lui $d. Proectand pe /in /' pe d'4’, I’ este mijlocul lui @’4’. Pen-
tru o generatoare oarecare a suprafetei, avem un punct /. Locul acestor
puncte este un cerc care trece prin centrul lui C’;, acesta este urma co-
nului director al suprafetei pe planul acestui cerc director.

3
~

S T e e mcEm e m . — - ——— o -

ed (IH}

9‘

T e e m - - ——

42

err 8

A

Deci, asezand In o vdrful conului director, acest con va avea ca
urma pe planele cercurilor C';, C'y, un cerec.
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_ Plan tangent inlr'un punct. S4 ladm un punct (m, m) pe gencra-
toarea (b¢, b'c’). Vom intrebuinta iperboloidul de racordare dealungul ge-
neratoarei (¢, 6'c’). Sa ducem in punctul ¢’ o tangentd la C/;; aceasts
tangentd se proecteazi orizontal pe segmentul de dreapti dupi care se
proecteaza cercul. Sa ducem si tangenta in (6,6) la cercul C’,. Proectiile
verticale ale acestor tangente se tae In ¢, pe prelungirea lui D, cici o'¢’
este perpendiculard pe linia centrelor cercurilor si egal depirtats de aceste
cercuri cu raze egale.

Iperboloidul de racordare are ca directoare tangentele in #c" la
cercurile directoare si directoarea rectilinie D a suprafetei bials passé.
Pentru a construi planul tangent in (m,m’), trebue a cauta generatoarea
acestui iperboloid care intalneste doui drepte ale aceste; suprafete, de a-
celas sistem cu bc. Sa ludm, pentru una din aceste drepte, urma iper-
boloidului pe planul orizontal (H’), care contine deja directoarea rectili
nie D; aceasta urma se gaseste unind urmele @B pe acest plan ale tan-
gentelor la cercurile directoare, tangente care sunt directoarele iperbo-
Joidului.

Perpendiculara in ¢ pe planul vertical intalneste directoarele iper-
boloidului proectate dupa e’c’, 6’ si dreapta D cu care este Laralela.
Aceastd perpendiculara pe planul vertical este deci de asemenea o dreapta
a’iperboloidului de acelas sistem cu generatoarca ce contine punctul .
Unind ¢’ cu m’, avem proectia verticald a generatoarei acestui iperboloid
sicum urma acestei drepte pe (H) trebue sa fie pe urma iperboloidului
pe acelas plan, aceasts urm# este in punctul /4, pe of. Unind m cu £, avem
proectia orizontald a dreptei '3/, Dreapta (smt, m't) si generatoarea (be,
b'c’) definesc planul tangent ciutat. Urma pe (H’) a acestui plan tan-
gent' este dreapta 74

Generatoarele singulare ale suprafetei sunt ceie situate in planul
orizontal (.5, p%p"), (2291, 9%:9":); ele intalnesc directoarea rectilinie in S
Si #. Aceste generatoare intalnesc cercurile directoare in puncte unde pla-
nele tangente sunt verticale si confundate. Planul tangent este acelas dea-
lungal 'acestor generatoare ; este diferit in punctele s si u care sunt punc-
tele centrale pe aceste generatoare.

Alte generatoare singulare sunt acelea care se proecteaza vertical
dupa drepte duse prin o', tangente la proectiile verticale ale cercurilor
directoare. In punctele unde aceste drepte intilnesc cercurile directoare,
avem, pentru fiecare din aceste drepte, acelas plan tangent.

Punctul central pentru generatoarea (bc, b'c’) este punctul acestei
generatoare unde planul tangent in acest punct este perpendicular pe pla-
nul tangent la conul director dealungul generatoarei (o/, o’l’) paralela cu
(¢, &°¢). Planul tangent Ia conul director e determinat de (ol o'/) si tan-
genta in (4 /) la cercul o/’ din planul cercului C’;. Se va gasi deci planul
ce trece prin (be, b'c’) si perpendicular pe acest plan, iar urma sape pla-
nul (H) trece prin » si va taja Pe Bo in punctul 8, a carui proectie ver-
ticala este 67 0% tae pe 4% in punctul #, a cdrui proectie orizontald p
este pe bc; (4, 1M) este punctul central, Locul acestor puncte este linia de
Strictiune.

71. Suprafete desfisurabile. Fie G si G' doud genera-
toare infinit vecine, O si O’ punctele centrale corespunzitoare
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(Fig. 113), LK=25 perpendiculara lor comuns, « unghiul lor.
Ducand OF paralels cu LK si FE perpendiculari pe G’, se

G G* Vvede cid OE este perpendiculara din O
o o Pe G, iar OE este distanta de la.O la
F G’. Din triunghiul OFE, avem
E OE=|/OF*+FE?,
1 K - OE=|/LK*+FK’sin%,
OF~/2t+ 0L sina=> |/ (2L
M | — Alburill
“H ' Din triunghiul OO’E, avem
8 303! ' OE=00'sinO0E,
deci, egaland,
@) aV1+(9$)2=oo'sin00'E.

Am vizut ci, daci 3 si « sunt infiniti mici de acelas ordin,
insemnand cu ¢ unghiul format de planul tangent in M cu pla-
"nul central, avem

) toep=— g k> lim »0% x=OM.

Sd presupunem ci & este infinit mic fati de «. Atunci
suprafata riglati se zice suprafata desfasurabild. Din (3) se

- . OLsine :
vede cd OL si « fiind infiniti mici, raportul —5 — poate avea

o limita finitd, deci, membrul intai este infinit mic de acelas
ordin cu &; deci, si membrul al doilea este infinit mic cel pu-
tin de ordinul al doilea. Deci, trebue, sau ca OO’ si fie infinit
mic de ordinul al doilea, sau ca unghiul OO’E si fie infinit mic.

Dacd OO’ este infinit mic superior in raport cu unghiul
a doud generatoare infinit vecine, inseamni ci O este fix fatd
de aceste doudt generatoare, adici generatoarele trec prin acelas
punct fix; suprafata ar fi un con.

Liasand la o parte acest caz particular, si presupunem ci
< OO’E este infinit mic, adicd are ca limits pe 0 (zero). Aceasta
insemneazd cd directia limitd a lui OO’ coincide cu G; aceastd
generatoare G este deci tangenta in punctul O la linia de stric-
fiune. Se poate deci defini o suprafata desfasurabila ca locul
tangentelor la o curba stramba. :
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o 0

Parametrul de distributie b= lim%—» 0, deci, din formula

(4) se vede ci tgp oo, cp_>g » deci, planil tangent la o supra-
Jald desfasurabila in orice punct al unei Leneratoare este acelas.
Acest plan e perpendicular pe limita planului determinat de GLK,
planul central. Dar, dreapta LK devine la limits binormala la
linia de strictiune (ca fiind perpendiculard pe doui: tangente
infinit vecine, G si G'); deci, planul GLK tinde citre planul
rectifiant la linia de strictiune. Asa dar, planul tangent la
Suprafata, care am vizut ci ii este perpendicular, este planul os-
catlator la linia de slrz'cﬁlz'zfme, care se zice muchia de intoarcere
'(rebroussement).

Observare. Am vizut (No. 62) ci cea mai scurts distants
a doud tangente infinit vecine a unet linii cu dubli curburi
este infinit mic, cel putin de ordinul al treilez. Deci, daci o
dreaptd se deplaseazi continuu, cea mai micy distantd . dintre
doud pozitii consecutive nu va putea si fie de ordinul al doilea;
dacd nu este de ordinul intai, ea trebue s fie cel putin de
ordinul al treilea si atunci dreapta ramane tangentd la o curbi
strambd. Aceasta este teorema lui Bouquet.

72. Infasuridtoarea unui plan mobil. Si considerim un
plan variabil, a cirui pozitie depinde de un ‘parametru si fie
P si P" dous pozitii infinit vecine ale planului. Voim s3 aritim
ca dacd P’ tinde citre P, Intersectia 4 a acestor dous plane
tinde citre o dreapti G, bine determinatd in planul P. In ade-
var, fie D urma planului mobil P pe un plan fix Q, E urma
dreptei A pe acelas plan. Cand planul P variazi, dreapta D
infisuri o curbi (C), si cand P’ tinde citre P, punctul E tinde
cdtre punctul de contact M al dreptei D cu infisuritoarea sa.
Urma dreptei A pe un plan oarecare tinde citre un punct limits
perfect determinat si deci 4 va tinde citre o dreaptd determi-
nati G. :

Limita G a Intersectii 4 a planului P sl a celui infinit
vecin se zice caracteristica planului variabil P. Cand P variaz,
dreapta G naste o suprafatd riglati. Planul P, continand, de
altfel, tangenta la curba (C) Intersectia acestei suprafete cu
planul Q, este tangent in M la aceasti suprafatd. Cum aceast
suprafatd are acelas plan tangent in toate punctele generatoare;

G (dealtminterlea oarecare), este o suprafald desfasurabils,
este infdsurdtoarea planuhui mobil P.
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Punctul central al caracteristicei G se numeste punct de
intoarcere, locul acestor puncte, cu alte cuvinte linia de stric-
tiune a suprafetei, se zice muchia- de intoarcere (rebroussement).

Deci, dacd planul mobil rimane tangent la o curbi (trece -
prin tangenta la curba), caracteristica sa trece. prin punctul de
contact Asa dar, fangenta intr un punct variabil al unei linii
cu dubla curbura coincide cu caracteristica Planului osculator.

73. Diferite moduri de generare ale suprafetelor des-
fasurabile. Am vizut ci, in definitia unei suprafete desfisu-
rabile, se poate dispune de doux conditii arbitrare pe care si
le impunem generatoarelor, asa cd aceste conditii pot fi, sau
ca generatoarele si intalneasci doui curbe (directoare), sau s
fie tangente la doui suprafete (zise nuclei) date, sau si intal-
neascd o curbd datd si s fie tangenti la o suprafati dati, sau,
dacd se presupune ci aceasti curbi si fie situati pe aceast:.
suprafata, generatoarele si fie tangente la o suprafatd dealungul
unei curbe date pe suprafati.

Daca admitem ci planul tangent la o curbi este orice
plan ce trece prin tangenta la aceasti curbi, se vede ci, in
fiecare din aceste cazuri, suprafata desfisurabili este infasurs-
toarea planelor tangente comune la cele doux elemente direc-
toare (directoare sau nuclei dati} ce au servit si o defineasci,

Si considerdm cazul cand generatoarele intalnesc dous
directoare date, curbele (A) st (B). Daci AB este o generatoare
a supratetei desfisurabile (2) ce trece prin aceste curbe, pla-
nele tangente in A si B fiind determinate de AB si tangentele
in A si B la curbele (A) st (B), cum aceste plane sunt confun-
date, urmeazi ci tangentele in A si B trebue si se intalneasci
intr’'un punct T. Se obtin deci generatoarele AB ale suprafetei .
(), alegand punctele A st B astfel ca tangentele in aceste
puncte la curbele () si (B) si se intalneasci. Aceasta se poate
face astfel. Si considerim suprafetele desfisurabile (¥'), (X)
ndscute de tangentele la curbele (A) si (B); fie (T) curba de
intersectie a suprafetelor (2) si (X"). Dintr’'un punct T al aces-
tei curbe, care apartine deodati ]a desfasurabilele () si (X),
se poate duce o tangenti TA la curba (A) si una TB la curba
(B); dreapta AB care uneste punctele de contact a acestor tan-
gente este o generatoare a suprafetei (%) desfisurabile ciutatx.
Acest procedeu il aplicim cu succes in cazul cand curbele (A)
st (B) sunt plane, firi si fie in acelas plan; desfisurabilele
(') si (") sunt planele acestor curbe, iar curba (T) este dreapta
de intersectie a acestor plane.
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Mai putem obtine generatoarea AB si in modul urmitor.
SA considerdm conul cu varful A si directoare curba (B); prin
tangenta in A la curba (A) si ducem la acest con un plan tan-
gent a cdrui generatoare de contact tae curba (B) in punctul B.
Tangenta in B la aceasti curbd, continuti in planul tangent la
con dealungul Iui AB, intalneste deci tangenta in A prin care
acest plan a fost dus; deci AB apartine suprafetei desfisura-
bile ().

Fiecare con cu varful A si directoarea (B) fiind tangent la
(2) dealungul lui (AB), aceasti suprafata desfasurabila (2) poate
JU consideratd ca infasurdtoarea conurilor trecind prin curba
(B, ce apartine suprafeter (3) st avdnd ca vérfuri punctele unei
alte curbe (A} a lui (2). In particular, se poate lua ca curbi (B)
curba situata la infinit pe suprafata (Z). Fiecare con cu varful
A este atunci un con director al suprafetei. Deci, orice supra-
fatd desfasurabild este infasurdtoarea conurilor sale directoare
avdnd ca wvirfuri puncie’e unei curbe oarecare care apartine
suprafeter.

74. Proprietitile liniilor trase pPe o suprafata desfi-
surabild. Iia AMM' muchia de intoarcere a suprafetei desfi-
surabile (Fig. 114). Un punct M, al supraletei este cunoscut,
dacd se stie punctul central M

’
zl generatoarei ce trece prin M,, (©) al
adicd tangenta MM, la curba ©),
muchia de intoarcere, si vecto- A M’
rul MM,. Trebue deci a cunoa- do v
ste arcul AM =s, socotit de la | M T M
un punct fix A al curbei (C) si Fig. 114,

valoarea algebrici / a vectorului

MM,. Pentru ca M, si descrie o curbi (Cy). trebue ca / si fie
o funciie dati de arcul s, /=f(s). Fie ¢ unghiul subt care curba
(Cy) tae generatoarea MM,. Insemnand cu ds unghiul de con-
tingentd al muchei de intoarcere, dsy arcul M,M’;, aplicand for-
mula relativa la variatia lungimei unui segment rectiliniu, avem

{5) dl=—ds + ds, cosi.
Din triunghiul TM',M,, gdsim
MM, PasthE
sinfds) — sinTM’;M,’
deci

N. Abraniescu. — Lectiuni de Geometrie purs Infinitezimala. O
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M, M, sin(f —do)— TM, sin(ds),
M]M’l Sinz“_’ TMI dc, MlMll Sinl"“‘: MMI(IIG,
(6) , ds, sini = /ds.

Fie mm’, mym’; indicatoarele sferice ale tangentelor pen-
tru muchia de intoarcere (C) si curba (C,) (Fig. 115). Planul
tangent la suprafata desfasurabili in M, fiind definit de tan.
' genta in M la (C) si tangenta
+in My la (Cy), planul cercu-
lui mare sm; este paralel
cu acest plan tangent. Cum
acest plan tangent este pla-
nul osculator in M la muchia
(C), planul cercului mare i
este paralel cu planul oscu-
lator in M Ia curba (C).. Deci
acest cerc mare mm, este
tangent in s arcului mm’, cici, si pentru arcul miy S1 pen-
tru arcul mun’, sunt confundate in punctele indicatoarei co-
respunzatoare la doui tangente infinit vecine la curba (C). De
asemenea, cercul m'm’'; este tangent in #’ arcului mm’.

Planul format de centrul sferei, punctul s, si tangenta in
my la curba mem’y este paralel cu planul osculator in M, la
curba (C,). Deci, unghiul 8 al arcelor nmy §1 mgn’y, in punc-
tul s, este egal cu unghiul format de planul tangent in M,
la suprafata desfisurabild -cu planul osculator in M, la curba
(Cy).

Si observam ci arcul 7nimy masoard unghiul 7, unghiul
tangentelor in M, la curba (C,) st in M la curba (C); deci

Fig. 115.

minmey —m'm' == d (i) ==di.

Sa aplicim proprietatea variatii de lungime a arcului de
Cerc mare smmy §i anume, variatia lungimei unui arc de cerc
mare s, este echivalentd cu diferenta deplasdrilor extremi-
tatilor m si m;, proectate pe directia arcului sz,. Insemnand
cu 9 unghiul arcelor miny Si mymn'y, cu do— arc mm’y, de;—
arc mymn’y, unghiurile de contingenti ale curbelor (C) si (Cy),
se vede cd m se deplaseazi pe sum,, deci deplasarea extre-
mitdtii s face unghiul zero cu directia 2y, iar deplasarea
extremititii #z;, adic mym'y, face unghiul 6 cy muny; deci

(7) di=ds,cos b — gs.
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Relatiunile (5) st (6) se pot scrie

ds, b S 5T SN
45 cost = ds+1’ g S = ld—s,
sau J
(8) %z—l cosi=/"(s)+1, % sini= ﬁl, ,
R fiind raza de curburi in M la ().
Ridicand la pitrat s adunand, avem
ds. \2 ) 2/
) =[ro+i [+ 5,
de unde
° dsl_ s 2 [2
©) @ V[f(sH—l] =
Din (8) deducem :
cotgr = (S,T{-,
(®)
‘ - ]
(10) cotgi = 5| 1479 |
Din (7} avem ]
’ as di | do) ds
G. 0= SO e | [ s
d5, cosb=d/4-ds, o cosf (ds+ds)dsl’
cost Il i i ‘
(11) R P CR \a’s+R)’
o+ [+,

R, fiind raza de curburd in M, la (C,).

Fie K punctul de intersectie ale cercurilor maj mari mniy,
m'm'y, (Fig. 115). Si descriem din punctul K ca pol, pe sfera
de centru O si raza 1, un arc de cerc mic, 7'y, Fie H inter-
sectia diametrului HO al sferei (Fig. 116) cu planul dus. prin
m'yt perpendicular pe KO. Arcul pmn’, face parte din cercul cu
centrul H st raza Hw';. In triunghiul OHm’, (Fig. 116), unghiul
HOm'; este misurat de arcul Ky, care, afard de infiniti mici
de ordin superior, este echivalent cu arcul de cerc mare mwi'm'y
(Fig. 115), adicd 7. Deci, din triunghwl dreptunghic HOw/,,
avem Hm'; — Owmi'y sini — sin: ‘Lungimea arcului 7/ in cercul
cu centru H si raza Hm'; —sing (Fig. 116), este arc m/p=
Ha'y S’y Hp. Dar, unghiul s, Hp misoard unghiul planelor

as
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OKm'y, OKy, adicd unghiul planelor cercurilor mari #'m’y, mm,
(Fig 115); cum aceste plane sunt paralele cu planele osculatoare
in M si Mla muchia (C), urmeazi ci unghiiul

K lor, ' Hp, este egal cu unghiul de torsiune

a’r-ADeci, arcul m’p=dr sin:.
In triunghiul dreptunghic me,m’,p (Fig. 115),
H p avem

my b =1’ 1772,51n0 dtsini = da;sind.
. De unde
: ' @ i@ sy

75 Sini= a’ o
o) .
il I - - 2 jz
Fig. 116. () SREtla= E\/[f (s)+1 } 4'R—z sinf.

Formulele (9), (10), (11), (12) ne dau toate proprietitile
curbei (C,) trasd pe supirafata desfdsurabili considerati.
Observare. Sa proectim figura pe planul tangent la supra-
fata desfasurabild in M;. Acest plan este planul osculator in M
la muche si este reprezentat pe sferi cu planul cercului mare
mm,y. Planul osculator in M; la curba (C,) este reprezentat pe
sferd de Om, si tangentain M, la arcul mzm’;, deci unghiulf este
unghiul format de planul osculator in M; la (C,) cu planul tan-
gent in M, la suprafati.
Acest plan tangent trecand prin tangenta in M, la curba
(Cy), face cu aceastd tangenti unghiul zero. Deci, proectand
curba (C,) pe planul tangent in M; la suprafati, insemnand cu
p1 raza de curburd a proectii si aplicand formula (26) de la
No. 63, avem
cosh__ 1
R, P1

] ] b :
Deci, (ﬂRS— este curbura proectii curbei (C,) pe planul tan-
1

gent in M; la suprafata desfisurabild. Din aceasta cauzi i se
dd numele de curburd tangentiali a curbei (Cy)in M1 Aceasta
se mal numeste si curbura geodezica.

75. Desfasurarea suprafetei desfisurabile. Si considerim
mai intai o curbi plani (c) a cdrei curburi este o functiune
dati F(s) de arcul s al curbei. Insemnand cu « unghiul ce
face cu OX tangenta la curba (¢} si la extremitatea arcului s al
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curbel, curbura e dati de‘:;—z; deci %E:-F(s). fntregand, avem

a=oa, -+ £(s),
- ; L dx a .
%, fiind o constanti. Din relagule:g = cosy, L—{%zsma,integrénd,
obtinem

F=x019(s), 3=y, 4+ d(s).

De aci rezults cx tunctiunei F(s) dats, ii corespunde o
singurid curbi (c), cici constantele x,, y,, a,, care caracterizeazi
fiecare solutie particulars, servesc pentru afixa in plan pozitia
curbei (¢) si nu au nici o influentd asupra forme; si dimensiu-
nilor curbei.

Deci, se poate construi numai o curbs plana si una sin-
Qurda pentru care curbura si fie functiunea dati de arc.

Asa fiind, si consideram suprafata (S), locul tangentelor
la o curbd (C). Insemnand cu s arcul curbei (C), socotit de la
origina fixd A, curbura la extremitatea M a areului s este o
functiune dati a acestui arc.

Conform proprietitii precedente, putem construj in planul

P (Fig. 117) o linie (¢), a cirei curburs sd fie definity de aceeas
lege ca si pentru curba (C).

Curbele (c) si (C) se cores-

!
pund punct cu punct, astfel (c) T (P)
¢4 curburile in doud puncte -
corespunzitoare sunt egale L t
ca si lungimile arcelor co- m oyl

respunzitoare. Fie M, un
punct oarecare al supra-
fetei (S) (Fig. 114), M punctul corespunzitor al muchei de in-
toarcere, »2 punctul pe (c) {Fig. 117) omologul lui M. S3 luim
ca omolog al punctului M, al suprafatei punctul s, al planului,
obtinut luand pe tangenta in s la curba () un vector mnny
egal in marime §i in semn in vectorul MM, =/. Suprafata si
planul se corespund atunci punct cu punct, astfel ci cantity.

Fig. 117.

tile s, = ! au aceleasi valori pe suprafati si pe plan pentru

doud puncte omoloage. Din relatiile (9), (10), (11), unde figu-
reazd numal aceste cantititi si derivatele lor in raport cu arcul
s, se deduce pentru curbele (c) si (C) aceleasi valori pentru
l& to'l' E)S_B

dsa IR
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De -aci rezultd, 1) ci aceasti transformare conservd. lun-
gimile de arc; 2) de asemenea, se conserva si unghiurile, cici
dacd doud curbe care se tae in M, pe suprafati formeazi un-
ghiurile 7 si j cu generatoarea ce trece prin My, curbele omo-
loage care se tae in 2y, formeaza cu transformatd acestei genera-
toare aceleasi unghiuri 7 si ;; diferenta (i —;) este aceeas in
plan si pe suprafatd, si deci doui linii ale suprafetei se tae
subt acelas unghi ca si liniile omoloage din plan. '

Aceastd proprietate rezulti de altfel din precedenta, cici
este evident ca orice transformare a unei suprafete care con-
servi arcele, conservd si unghiurile.

3) Aceastd transformare conservi st curbura tangentiali
cosf

R,
cu planul curbei, cosl devine egal cu 1 si curbura tangentiald
este chiar curbura proprie; insemnand cu , raza de curburi
a curbei transformate, avem

- Planul osculator in cazul unei carbe plane confundandu-se

cosfh 1
(13) : =

Ry 7
de unde numele de curburd de desfdsurare care se maji di
curburei tangentiale.

Cand 0=0, atunci planul osculator in M, se confunda cu
planul tangent'la suprafatd in M,; curba (M,) este muchia de
. 1 1 I .

Intoarcere, - =—, adici, in desfasurarca pe un plan, raza
TN A
de curburd a muchii de intoarcere se c. nservi.

Din cele expuse de mai sus, rezulti ca suprafata locul
langentelor la o curbd, poate fi aplicata pe un plan cu conser-
varea lungimii arcelor, de unde si numele de suprafata desfa-
surabila datd acestei suprafete.

Transformarea suprafegei desfasurabile pe un plan poate
fi obtinutd cu o deformare continui. Pentru aceasta, va fi de-
ajuns si facem ca muchia de intoarcere si devinid curbi plani,
ldsand invariabile lungimea arcului cuprins intre coua puncte
oarccare si curbura in fiecare punct. Aceasti deformare con-
tinui se zice desfdsurarea suprafetei (S), - ’

Aplicabilitatea suprafetei destisurabile pe un plan poate
fi stabilitd, procedand astfel. S inscriem in muchia (C) (Fig. 118}
linia poligonala M;M,M;..., cu laturi infinit de mici. Laturile
MM, M,M,,..., prelungite, formeazi o suprafatd poliedrals,
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care se confundi, la limita, cu suprafata desfisurabild .a cirei
muche este (C). Dar suprafata poliedrali considerats poate fi des-
fasuratd pe un plan prin rotatii succesive
in jurul laturilor M;M,, MoMs,,... Aceasts .
proprietate subsistd.la. limitd si astfel se (©)
poate aplica suprafata desfisurabils pe un
plan. Tragand pe suprafata poliderals o
linie poligonald N;N,Nj..., lungimile  ele- N,
mentelor acestei linii dupi desfisurare, ca
st unghiurile cu muchile adiacente nu ,
sunt alterate. Trecand la limitd, se vede cx lungimea arcului
unei curbe cuprins intre doud generatoare oarecare si unghiu-
rile acestei curbe cu generatoarele se conservi in desfisurare.

76. Liniile geodezice ale suprafetei desfasurabile. Se
zice linie geodezicd a unei suprafete destdsurabile, o linie trasi
pe aceastd suprafatd, pentru care curbura tangentiala este nuli
in fiecare punct. Din formula (13) se vede. cd curbura.tangen-
tiald este nuld cand 6 =900, adicx planul osculator la curba
este normal la suprafata desfasurabil.

*De aci urmeazi ci daci se desfasoari suprafata " pe un
plan, o linie geodezica se fransformd intr'o, curbi . a cirei

" Fig 118,

curburi %z 0, deci-o /inie dreapta. Aceste linii se bucurs'de

1 » . & I ; - N R A T
urmitoarele proprietiti. Ea misoars pe . suprafatd .cea. mai
scurtd distantd de la un punct la altul; prin doud puncte ale
suprafetei putem face si treacd numai o linie geodezicd si nu-
mai una; orice linie trasi pe suprafatd admite in fiecare din
punctele sale o linie geodezica tangentd; unghiul format 'de
cele doud linii geodezice tangente la extremitatile -unui arc, este
egal cu unghiul tangentelor rectilinii duse Ia extremititile arcu-
lul transformat; curbura tangentiald intr'un punct al-‘unei flinii
oarecare este deci egald cu unghiul format de liniile geodezice
la extremititile arcului, divizat prin lungimea arcului infinit mic
ce inconjurd acel punct; din aceasti cauzi curbura tangentiala
se zice curbura Leodezicd. :

i

APLICATIL

77. Suprafata strimba a.binormalelor. Suprafata des-
fasurabila a tangentelor. Ca aplicatiuni . a celor stabilite, sz
consideram suprafetele riglate niscute de muchile, sau infy.
surate de fetele triedrului. principal al unei eurbe strambe, .
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format de tangenta, binormala si normala principald a unei
curbe strambe. O astfel de linie poate fi consideratdi ca mu-
chia de intoarcere a desfasurabilei, infasurdtoarea planulu
osculator in punctul variabil M, tangenta MT fiind caracteris-
tica planului osculator si punctul M punctul de intoarcere (re-
broussement).

Cea mai scurtd distantd dintre dous binormale infinit ve-
cine este egald cu arcul MM’ = ds al curbei date, unghiul a-
cestor binormale este unghiul de torsiune; parametrul de dis-
tributie al planelor tangente la suprafata riglati a binorma-

s !
lelor este egal cu _dn—::T’ raza de torsiune; punctul M este

punctul central, curba strambi dati este linia de strictiune
comund desfisurabilei descrisd de tangenti si suprafetei stramba
riglatd a binormalelor; astfel de suprafete se zic conjugate.
78. Suprafata rectifianta. Planul rectifiant continand
tangenta’ MT, caracteristica sa, sau dreapta rectifiants, trece
prin punctul M. Dar, am vizut [No. 58, formula (14)] ci ea

. - - s o
face cu planul osculator un unghiu 9, a cirui tangents estepy

relatie care o determind complect. Planul rectifiant fiind per-
pendicular pe planul osculator in M, unghiul 0 din formula

(11) (No. 74) este Y0°, deci curbura tangentiald este nuli, deci
curba datd este o linie geodezici a suprafetei rectifiante si se
transforma deci intr’o linie dreapti cand se aseazd suprafata
M rectifiant si suprafata rectifianta.
/ 79. Suprafata stramba a normale-
lor principale. Fie MO si M'O’ doui nor-
A O si O punctele centrale, K centrul de
OF-=z7H curburd in M. M'’K poate fi considerati
ca proectia lui M'O’ pe planul osculator
dreapta M'K si s3 unim O cu H. Triun-
ghiul O'OH estz dreptunghic in H.
Planele rectifiante in M si M’ sunt
deci dreapta rectifiants, adica limita intersectii acestor doui
plane, este perpendiculard pe MO si M'O’, adica paraleld cu
limita dreptei OO, care se apropie de perpendiculara comuni

¥,

/
K

M , Pe un plan, de und: si numele de plan
male principale infinit vecine (Fig. 119),
in M. Sd coboram O'H perpendiculari pe

Fg. 119, respectiv perpendiculare pe MO si M'O’;
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a: dreptelor MO, M’O’. Planul MKM’ tinde cdtre planul os-
culator in M si cum OH este proectia lui OO’ pe planul
MKM’, urmeazi ci unghiul O’OM la limitd tinde citre unghiul
9 format d= dreapta ractifiant cu planul osculator in M. Dar,
am vizut [No. 58, formula (14)], ca tgcng.
Unghiurile, MKM’ este echivalent cu unghiul de contin-
gentd ds; O'M'H estz e hivalent cu unghiul format de planele
osculatoare in M st M', este deci echivalent cu uaghiul de tor-
siune, d-. [
In triunghiurile O'M'H, OO'H, OHK, avem
O'H=OM sin O'MH, O'H — O'M’ sindt, O'H — OMux,
O H=OHtgO'OH, O'H — OHtgz,
OH = OKsinOKH, OH — OKd>.

De unde
MO_ O ds_ds
OK "OH &t qt 8%
gk 8 g A
Cum Ezﬁztg;, avenj, la limitz,
MO -
(Ope =
de unde

DO NN OK

sin*  cos ¢ cos¥*s +-sin%
(14) MO = Rsin%, OK= Rcos¥;, tgy = %

Dar, dupi formula (16) (No. 58), dw fiind unghiul a doui.
normale principale infinit vecine, avem

A2 = ds2 4 gr2,

sau
adw\? dc\2 at\?  dw\2 | 1
G =)+ () (- a+d,
de unde
d - T 1 1
5 Hry RS ds=—f\/1+tg°—im?
(15) dw 1

Pentru a avea parametrul de distributie la aceasta supra-
fatd a normalelor principale, si observim ci planul tangent in M
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este format de normala principali ‘MO si tangenta in M Ia
curba (C), adicd planul osculator in M la curba (C). Aplicand
formula (2) (No. 67) care di parametrul de distributie al plane-
[or tangente, avem

tgo — Z y

¢ fiind unghiul format de planul tangent in M cu planul cen-
tral (tangent in-O), x=0M, 4 parametrul de distributie. Dar,
planul tangent in M este planul osculator in M; planul tangent
in O este limita planului format de MO si O0’; dedi, unghiul
acestor doud plane tangente este dat de unghiul O’OH, adici
tocmai unghiul din formulele de mai sus st deci parametrul de
distributie este dat de

4 OM_ Rsiny
~tge  sing
cos®

= Rsin%cosy.

Dar, din (14), tgcng » Rsinp = Tcosv, deci

(16) k= Tcos%,
Cea mai scurtd distanti OO’ este dati din triunghiul OO’H,

OH=00'cosy, 00’ = OH _ OKsinOKH _ Reos*pds
COsP cOosY cos®

(17) OO’ = Rcoswds, OO"—}gcoscpdc, OO’ — ds cosw.

Aplicatii. Formulele (14), (15), (16), (17) dau toate relatiile
ce pot exista intre curba (C) si suprafata strambi formati de
normalele principale. Ca aplicatie, si determindam curbele (C)
asa ca norinalele sale principale sa fie normale principale la
alta curba (C,).

S4 observim (No. 46) mai intai ca segmentul MM, din
normala comuni cuprins intre dous puncie corespunzitoare ale
curbelor (C) si (C,), trebue si aibi o lungime constanti; fie /
aceasta lungime,

Si considerim indicatoarele tangentelor la curbele (C) si
(Cy. Tangentele la aceste curbe sferice in punctele sz si my,
corespunzatoare punctelor M si M;, sunt paralele cu normalele
principale in M si M,, adici sunt paralele. Razele Osm si Onz,
ale sferei, fiind ambele perpendiculare pe directia comuni a
acestor tangente, cercul mare mm; este normal la aceste doui
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indicatoare; are deci o lungime constanti si unghiul 7, misurat
de arcul sy, este st el constant. Urmeazi deci urmitoarele
proprietdti pentru curbele (C) si (Cy).

1° Distanta MM, a doua puncte corespunzitoare are o
lunoime constanta, [. .

2° Unghiul format.de langentele la cele doud curbe, in
doud puncte corespunzitoare are o valoare constanti i.

3% 5S4 considerim suprafata niscuti de normala principal3
MM, ; unghiul ¢ este egal cu unghiul planelor tangente la supra-
fatd in M si M;. Daci O este punctul central, 4 parametrul de
distributie al planelor tangente, aplicand formula (2) (No. 67),
avem

MO M,0O
tgo=-—", ¢ =
de unde & /3 S /4
M,O __MO
3 /e Vi MM,.
gl = tglp—g) = — = MM

. MOM,0 ™ - MOMO’
ifiess ==

= Ik
B REMOUT NO)

relatiune in care intrd numai elementele curbei (C).
Inlocuind in aceasti relatie pe MO si 4 prin valorile lor

(14) si (16), #=Tcos%, OM = Rsinzy, tgfp:%y avem

TR: RT?
/e‘Tz_l_ 32 OM—-TB-.‘-R '
OM> 4 po LR* | ROTY  ROT
s W 2= e (TR Re-T2*
31 deci
pe YRS,
e AR R ST R
=R RT? " RTHIT sini T 77’
TR T TR
sau : N ..
COSz Sinz Sinz
(18) SRR

De aci urmeazi ¢4, daca normalels principale ale unei curbe
(C) sunt in acelas timp normale principale la o a doua curbi (C,),
curbura st torsiunea curber (C) verifici o relatie lineard. Curbele
(C) care se bucurd de aceastd proprietate se zic curbele b
Bertrand. ' &
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Sd observim ci elicea este un caz particular al curbelor
lui Bertrand, pentruci raportul curburei citre torsiune este
constant. Dacd se consideri in particular elicea circulard, pentru
care R si T sunt constante, este evident ci normalele princi-
pale sunt normale principale la o infinitate de elice de aceeas
axd; suprafata formati de aceste normale se zice e/icoidul strdmb.

4° S4 presupunem acum ci relatia (18) este verificatd pen-
tru doud sisteme de valori 7). 7y, st /y Iy, ale lui 7 si . Vom

: ” 7 (g} %
avea atunci doud ecuatii care ne dau pe R Sl aceste doud

ecuatlt inceteazd de a mai fi compatibile cand t; =15 Dar
aceasta nu se poate, cici ar urma ca planul tangent si fie ace-
las in doud puncte ale aceleas normale principale, ceea ce este
imposibil, cici normalele principale la o curbi strambi nu for-
meazd o suprafati desfisurabili, ceea ce se vede din relatia (16)
care dd parametrul de distributie. Deci, valorile lui 7; si 7,
corespunzdtoare la doud valori diferite ale lui /, sunt neapirat
diferite. Rezultd c4 valorile lui %§i%r corespunzitoare curbei
(C) sunt constante si aceastd curbid este deci elice circulari.
Avem deci urmitoarea proprietate: Daca normalele principale
ale unei curbe (C) sunt in acelas timp normale principale la
doudt curbe (C,) st (Cy), ele sunt la o infinitate de curbe ; toate
aceste curbe sunt elice circulare de aceeas axa i normalele lor
principale formeazd un elicoid stramb.

80. Suprafata infasuritoare a planelor nermale. Am
vdzut cd caracteristica planului normal (No. 55) coincide cu
dreapla polara (perpendiculara in
centrul de curburd pe planul oscula-
tor), de aceea se di numele de
suprafata  polard la infasuritoarea
planelor normale la o curb# stramba.
Pentru a determina punctul de con-
tact al dreptei polare cu infdsuritoa-
rea sa, si consideram sfera care atinge
curba (C) in punctul M si in alt punct
T M T infinit vecin M’; aceasti sferi are ca
limita sfera osculatoare in M. Cum
centrul sdu este in planul normal in M,
centrul sferei osculatoare este deci limita punctului de intersec-
tie a caracteristicei planului normal in M cu planul normal in-

Fig. 120,
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finit vecin, adici punctul de contact al dreptei polare cu infi-

surdtoarea sa. Muchia de intoarcere a suprafetei polare este
deci locul centrelor sferelor osculatoare, iar tangenta la curba
descrisa de centrul sferei osculatoare este paralela cu binormala.

Desfasurata unei curbe (C) este o alta curbi (C,), ale
cirei tangente tae normal curba (C,) (Fig. 120). Proprietitile
gdsite la curbele plane au loc si pentru curbele strambe. Asa,
de ex, variatia de lungime a unui segment MM, este egal cu
arcul corespunzitor din desfdsuratd si desfisuritoarea se ob.
tine prin acelas procedeu ca si la curbele plane. O curbi plana
sau strambd admits o infinitate de desfasurate, fiecare fiind
muchia de intoarcere a unei desfisurabile (2) trecand prin
curba (C) si care este o traectorie ortogonali a generatoarelor.
Planul tangent la suprafata (¥), MM, T, dus prin M, si tangenta
MT la curba (C), este (No.71) osculator desfisuratel (C,) in
punctul M;. Binormala desfasuratei in M, este deci perpendi-
culard pe MT, ea este deci situati in planul normal la (C);
punctul M, apartine deci dreptei polare a lui M. Se vede ci
planul osculator al desfssuratei continand pe MT, este perpen-
dicular pe planul normal in M, adici pe planul tangent la
suprafata polard. Deci, curba (C,) este o curbi trasa pe supra-
Jafa polard, al carei plan osculator in M, este perpendicular
pe planul tangent in M, la suprafata polars, este; deci, con-
form definitii, o geodezicd a suprafefer polare.

Deci, desfasuratele unei curbe (C) sunt pe suprafata polara
st formeazd pe aceastd suprafata o familie de linis Leodezice.

Desfasurarea suprafefei polare. Rezulti deci ci daci se
intinde suprafata polard pe un plan, desfisuratele se transformsi
in linii drepte. Fie PK dreapta polari relativi la M L)
K centrul de curbura. Prin fiecare P
punct M, al lui PK trece o desfasu- B
ratd si numai una si aceastd desfisu- ©€) j/
ratd tae dreapta PK subtun unghi 7, M,

e . N R
a cdrul tangentd este egald cu MK R

Efectuand desfisurarea, fie (I) M
(Fig 122) curba in care se transforma ©)
muchia de intoarcere a suprafatei
. polare; PK se transformi intr'o tan-

gentd pk la aceastd curbd (T); prin fiecare punct #z; al acestei
drepte trece o dreaptd 4,0 care este transformata uneia din
destasurate, iar unghiul 7/ se conservi in desfasurare.

K

Fig. 121.
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Fie O punctul unde aceasti dreaptd intalneste perpendi-
culara in % pe pt (Fig. 122). Triunghiul dreptunghic Kz, 0
() (Fig.122) este egal cu triunghiul KM, M

(Fig.121), ca avand unghiurile din M,
si m; egale si latura unghiului drept
myk = MK. Urmeazi deci Ob=MK=—R
st deci punctul O este independent de
linia geodezici considerati. Avem, ast-
fel urmétoarea proprietate a lui Lancret,
Cand se desfasoara pe un plan supra-
Jata polard, desfasuratele se transforma
introun sistem de drepte concurente St
curba transformatia a locutni centrelor
de curburd este podara punctului lor de intélnive in raport cu
transformnata muchii de intoarcere.

Observiri. 1. Si consideram o desfasuratd ce tae dreapta
polard sub unghiul 7; aceasts desfdsurati este o geodezics pen-
tru suprafata polard, deci planul tangent la suprafata desfasu-
rabili in M, (Fig. 121) este perpendicular pe planul osculator
in M, la muchia de intoarcere, (M,). Deci unghiul 6 din formula (7)
(No.74) este 900 si deci avem i = — d'5,, ds, fiind unghiul de
contingentd al muchii. Dar, tangenta la muche este dreapta po-
lard, paraleld ca binormala, asa cd unghiul de contingenti oo,
este unghiul a doui binormale infinit vecine, adici tocmai tor-

Fig 122,

siunea dt a curbei (C). Deci, di=—dr, sau di = —% Insem-
nand cu « unghiul lui MM, cu MK (Fig. 121), urmeazi «=90°—;,
deci do=—di, da:%g- Intregand,
S
Pl
o=y + SO TS

Considerand dous valori ale unghiului 2, corespunzitoare
la doua valori diferite ale lui a, diferenta acestor doui un-
ghiuri este constanti dealungul curbei (C). Se vede, deci, ci,
douda normale ale curbei (C), care sunt tangente la doua desfa-
surate diferite, se tae subt un unghi constant. Deci, daci se
cunoagte o familie de normale la curba (C) care nasc o des-
fasurabild, adici daci se cunoaste o desfasuratd a curbei (C),
se obtin celelalte desfisurate ale curbei (C) invartind primele
normale de un un unghi constant in jurul punctului unde tae
curba (C).
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II. Locul centrelor de curburi nu poate fi .desfisurati. In
adevdr, dacd ar fi asa, podara punctului O, in raport cu curba
() (Fig. 122) ar fi o dreapti ce trece prin O, tangentele la
curba (I') ar fi toate paralele cu aceeas directie fixd si curba
ar fi plani. L

Este usor de vizut care e tangenta in centrul de curburi
K al curbei (C) la curba (K} descrisi de acest punct. Pentruca,
afard de infiniti mici de ordinul al treilea, axele de curburi
(dreptele polare) corespunzitoare punctelor infinit vecine M st M’
ale curbei (C) pot fi socotite ci se tae in centrul S al sferei
osculatoare in M, apoi, aceste axe fiind respectiv perpendicu.
lare pe planele osculatoare in M si M/, dreapta KK’ este per-
pendiculard la intersectia acestor plane. Deci, la limit3, tangenta
cdutata este perpendiculard pe tangenta MT in M la curba (O).
Pe de alta parte, unghwrile MKS, MK’S fiind drepte, elementul
KK’ apartine sferei de diametru MS. Deci, tangenta la locul
centrelor de curburid se confundi cu tangenta in K continuti
in planul normal in M la (C), la sfera de diametru MS, sau,
incd, cu tangenta in K la cercul circumscris triunghiului MKS.

81. Suprafete de egald panti. Elicoidul desfasurabil.
S considersdm acele suprafete desfasurabile, al ciror con di-
rector este de rotatie, cu axa verticali. Planul tangent dealun-
gul fiecdrei generatoare G este paralel cu planul tangent la
conul director dealungul generatoarei corespunzitoare g. Dar,
planul tangent la con admite generatoarea £ ca linie de cea
mai mare pantd; deci, G este linia de cea mai mare pantd a
planului tangent la suprafata desfasurabild. Planele tangente
ale acesteia au deci o pantd constanti, egald cu aceea p a
generatoarelor, de unde si numele de suprafete de egali panta
ce se dd acestor suprafete.

Din cele ce am vizut (No. 73), aceste suprafete pot fi
considerate ca infisuritoarea conurilor directoare, avand var-
furile pe una oarecare din liniile ce-i apartine.

Pentru a ne face idee de forma suprafetei, si presupu-
nem cd dintr'un punct deasupra unui plan orizontal lisim si
cadd nisip; acesta va lua forma unui con de rotatie, ale cirul -
generatoare au in raport cu orizontul o panti caracteristici ce
depinde de natura nisipului. Rezults, deci, ¢4 daci turnim la
fel nisip dealungul unei linii oarecare, nisipul turnat va Iua
forma unei suprafete de egali panti ce trece prin aceasti
linie.
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Fie (H) o sectiune orizontald a unei suprafete (X). Pen-
trucd pe fiecare con cu varful H, generatoarea suprafetei (2)
se obtine ducand la con un plan tangent prin tangenta in H
la curba (H), se deduce ci generatoarea G este normali la (H).
Toate generatoarele G ale suprafetei desfisurabile (), fiind
normale la (H), muchia de intoarcere a suprafetei (2) este o
desfasuratd (D) a Iui (H. Este deci situati pe suprafata po-
lard a lui (H), care este cilindrul vertical (I'), avand ca sectiune
dreapta (D) desfasurata lui (H) situati in acelas plan cu (H).
Generatoarele G, tar.gente la (D), fiind egal inchinate pe orizont,
aceastd curbi (D) este o elice trasi pe cilindrul ().

Deci orice suprafati de egala panta (Z) este locul tan-
&ente or la o elice trasd pe un cilindru vertical (). Cum planul
tangent dealungul fiecirei generatoare se confundi cu planul
osculator la aceasti elice [care este muchia de intoarcera a lui
(2)], urmeazi ci suprafata () tae ortogonal cilindrui (U) dea-
lungul acestei elice.

Si considerim cazul cand cilindrul (') este de rotatie, iar
elicea (D) este circulara. Suprafata (%) se z.ce atunci efsi0id
desfasurabil. Desfasurand elicoidul pe un plan, raza de curbura
a muchii de intoarcere se conservi (No. 75) si cum raza de
curburd a elicei circulare este constantd, urmeazi ci curba
desfasurati are raza de curburi constantd, este un cerc. Degi,
dacd dintr'o foae subtire de hartie, se tae un cerc de razi
Res 57;‘-’71 (+ raza cilindrului si « unghiul elicei, R raza de curbur
a elicei, No. 63), apol, tdind foaia rimasi dealungul uneia din
razele cercului, o rdsucim pentru a o aseza ortogonal pe un
cilindru de raza Rcos?, dealungul unei elice de unghiul «,
foaia ja forma unui elicoid desfasurabil, numit surupul lui
Arhimede.

NOTIUNI ASUPRA SUPRAFETELOR.

PROPRIETATILE CURBELOR TRASE PE
O SUPRAFATA,

82. Asezarea unei suprafete fata de planul tangent.
Orice dreaptd ce trece printr’un punct O al unei suprafete si
care este situati in planul tangent in acest punct, are cu supra-
fati doua puncte comune, confundate cu O. Deci O este un
punct dublu al sectiunei ficute in suprafata prin planul tangent
in O, iar aceasti curbi de sectiune prezintd in O doui ramuri.
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Tangentele in O la aceste dous ramuri se zic tangente asimp-
fotice. Aceste tangente au in punctul O trei puncte comune cu
suprafata, au contact de ordinul al doilea. Orice sectiune plana
dusd prin una din ele are punctul O ca punct de inflexiune.

Fie M un punct al suprafetei a carui distantd de punctul O
(Fig. 123) si fie infinit mic de ordinul intai. S4 insemnim cu P
proectia acestui punct pe planul :
tangent in O. Daci in punctul Y’ X
O suprafata nu prezinti nici o
singularitate,» distanta MP este,
in general, de ordinul al doilea; X'
aceastd distantd poate deveni de
ordinul al treilea, cand punctul it
P este asezat pe una din tangentele asimptotice X'X, Y'Y. Se
obserd cd PM rimane de aceeas parte a planului tangent atata
vreme cat proectia sa P ramane in interiorul unghiului XOY,
sau opusul siu X'OY’; PM este de cealaltd parte a planulut
tangent, dacd P este in celelalte unghiuri X'0Y, XOY’. Se
pot prezenta trei cazurl.

"M
{

P

Y //

10 Cele doud tangente asimptotice sunt imaginare. In acest
caz MP are acelas semn si suprafata este in vecinitatea lui O
fatd de planul tangent cum ar fi elipsoidul. Punctul O se zice
eliptic si este un punct dublu izolat al sectiunel prin planul
tangent.

2° Cele doud tangente asimptotice sunt reale st distincte.
Aceste drepte impart planul tangent in doud regiuni distincte,
fiecare fiind formati din cele doui unghiuri opuse la varf (cu
varful in O). Punctele suprafetei, vecine de O, suntasezate de
0 parte si de alta a planului tangent, dupa cum proectiile lor
sunt in una sau in alta din regiunile determinate in planul tan-
gent de tangentele asimiptotice. Suprafata, .in vecinitatea lui O,
este dispusa, fatd de planul siu tangent, cum ar fi o suprafata
riglatd de ordinul al doilea. Pentru sectiunea prin planul tangent,
punctul O estz un punct dublu cu tangente distincte sl punc-
tul O se zice punct iperbolic.

3" Tangentele asimptotice sunt confundate. Punctul O este-
atunci un punct de intoarcere al sectiunei cu planul tangent si
se zice punct parabolic. In vecinitatea punctului O suprafata
fatd de planul tangent se prezinta ca o suprafatd desfasurabila
intr’an punct al muchii sale de intoarcere.

N. Abramescu. — Lectiuni de Geometrie purs Infinitezimals. 10
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83. Forma suprafetei. Indicatoare. Pentru a ne face o
idee de forma suprafetei, intr’'un punct dat O, vom tdia supra-
fata cu plane paralele cu planul tangent in O, infinit vecine sl
echidistante de planul tangent. Distanta MP este o functiune
de coordonatele x si y ale punctului P raportat Ja axe fixe din
planul tangent; cum aceasts distanti este de ordinul al doilea,
parte)a sa principald este un trinom de gradul al duilea,
ax*+-2bxy—+cy?. Neglijand infinigii mici de ordinul al treilea, sec-
tiunile ficute cu planele MP = t/, se proecteazi pe planul
tangent in O dupi sistemul de dou# conice conji.gate, repre-
zentate de ecuatiile

ax®+-2bxy + cy? =+ /.
Avand in vedere numai Jorma suprafetei in O, putem

substitui ui /4 o valoare finits §l constanti oarecare, de ex., 1
iar conicele obtinute,

y

ax? 4 2bxy +cy2—=+1,

sunt omotetice si concentrice cu precedentele. Aceste douz
conice formeazi ceea ce se numeste indicatoarea in punctul O.
Ea se compune din doux iperbole conjugate avand ca asimptote
tangentele asimptotice, cand punctul este iperbolic; dintr'o
elipsd reald si una Imaginard, cand punctul este eliptic; cand
punctul O este parabolic, indicatoarea se reduce la doud drepte
paralele.
84. Curbura unei curbe trase pe suprafatd. Teorema
lui Meusnier. Fie M un punct al unei curbe (M) trasi pe o
| 2 y suprafata (S) (Fig. 124), MT tangenta in
M, M’ un punct infinit vecin. Si luim
(M) in planul tangent axele Mx, My para-
iy lele cu axele indicatoarei in M. Fie M,
M, T piciorul perpendicularei d'in M’ pe pla-
M M=+ : nul tangent, IV{OMI p?rp.endulculara pe MT
Observand ci MM’ difera de proectia
Fig. 124, sa MM, pe planul tangent Mxy cu un
infinit mic de ordinul al doilea, raza de curburi R a curbei (M)
in M este dati de
Dar, insemnand cu (¥,5) coordonatele punctului Mo, fata
axele Mx, My, avem

cos L M;M'M,.



MM,” = x24-y2 si deci
x= MM, cosxMM,, y = MM, cosxMM,.
Insi, intre M'M, =2 st (x, y) avem relatia
@) 5 =MMo= a2 + 2,52,
care este ecuatia indicatoarei in punctul M, alegand pentru Mz, My
paralele cu axele indicatoarei.
Inlocuind in (2) pe x si 3, avem
MM, = MM, ? (&,c0824MM, + %,sin2xMM,),
asa cd relatia (1) devine
im 5 cosMoM’M‘1 :
2 a;c05%xMMy + assin2aMM,

La limitd, planul MMM’ devine planul normal dus la
suprafatd prin tangenta MT, planui MM,M’ devine planul oscu-
lator in M la (M). Deci, insemnand cu 6 unghiul planului
osculator cu planul normal si cu ¢ limita unghiulut xMM,, adici
aMT, avem din (3)

3) Ri=1l

cosf
2(%;c05%9 4 aysin¥y)

(4) RE=

Aceasta expresie ramanand constanti pentru aceeas valoare
a lui ¢ cand 8 este acelas, se vede ci R este acelas pentru
foate curbele trase pe suprafati avind acelas plan osculator in
M, in particular pentru sectiunea facuta in suprafata prin pla-
nul osculator. Aceasta aduce studiul curburei unei curbe trasi
pe suprafatd in M la acela al sectiunii plane.

Facand in (4) pe =0, se vede ci

1
2(e;c05%p +-y5in%0)

(5) R1 =

este raza de curburid a sectiunii normale dusa prin MT. Insem-
nand cu R raza de curburi a sectiunii du-a prin MT ce face
cu sectiunea normald unghiul 0, din (4), avem

R == R,cosb.

Adica, raza de curbura a unei sectiuni plane duse prin
tangenta MT este proectia pe planul acestei sectiuni a razei de
curburd a sectiunii normale dusa prin MT. Aceastd teoremi a
lui Meusnier reduce inca studiul curburei in M la acela al sec-
tiunilor normale.

10*
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85. Curbura sectiunilor normale. Si insemnim cu R
raza de curburd a unei sectiuni normale, ce trece prin normala
intr'un punct M al unei suprafete. Valoarea acestei raze este
datd de expresia (b),

- 1
 2(x,cos%pta,sinZyg)

(6)

unde @; si @, sunt coeficientii din ecuatia indicatoarei in M,
_lar ¢ unghiul format de tangenta MT din planul tangent in M
la suprafatd cu axa Ou, adici cu directia uneia din axele indi-
catoarei. :
Facand in (6) 9=0, v=90", obtinem
1 1
R] = 2—06;’ Rg — 2—12)
care sunt razele de curburd ale sectiunilor normale corespun-
zdtoare axelor indicatoarei in M, care se zic sectiuni normale
principale.
Din aceste relatii, deducem

! 1
xy = E)le Ly = 2R2’
si deci relatia (6) devine
2 L, _cosy , sin’g
(() R g R] + Rg

Aceastd relatie a Iui Euler di raza de curburi R a unel
sectiuni normale oarecare in functiune de razele de curburd
principale R; si Ry si de unghiul ¢ ficut de planul sectitinii
normale principale cu planul sectiunii normale.

Inlocuind in relatia (2), pe «, sl @, cu valorile lor, ecuatia
indicatoarei devine

x? 1 2 x2 -y?.
5 T =22 =+2-=29j
Rl R2 ¥ R1+R2 ¢
Insemnand cu p semidiametrul indicatoarei ce face unghiul
$ cu Mx, avem
20 e 2672
p’cos cp+p sin ‘P:—r_)/,,
R, R,
st comparand cu (7), urmeazi
= 2R,

deci, raza de curburi a fiecdrei sectiunt normale esle propor-
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tionald cu patratul semidiametrului indicatoarer dirijat dupa
urma acestei sectiuni normale pe planul tangent. Gratie acestel
teoreme a lui Dupin, variatia curburei in jurul punctului M
este figuratd de indicatoare.

Rezultd de aci ci dacd doud suprafete tangente intr'un
punct au in acel punct aceeas indicatoare, toate secfiunile de-
terminate in ambele suprafete de planele normale comune au
aceeas curburi in punctul considerat. Se zice atunci cid cele
doud suprafete sunt osculatoare in punctul considerat.

Din proprietatea lui Dupin si acelea ale conicelor, urmeazi.
10 Printre sectiunile normale corespunzitoare lui M, cele doui
sectiunt principale sunt acelea ale ciror raze de curburd sunt
maximum sau minimum. :

2° Suma curburilor a doud sectiuni normale rectangulare .
este constantd si egald cu suma curburilor principale.

3% Suma razelor de curburi a celor doud sectiuni normale
duse prin doi diametrii conjugati ai indicatoarel, este constantd
st egald cu suma razelor de curburd principali.

Aceste ultime doud proprietdti sunt enuntate pentru cazul
indicatoarei elipticd. Daci indicatoarea ar fi iperbolica, trebue
inlocuit cuvantul sumi cu diferenta. De altfel, aceastd distinctie
devine inutila dacd se convine a privi curbura unel sectiuni
normale ca pozitivi sau negativi, dupd cum centrul de curburi
este de o parte sau de alta a planului tangent.

Toate aceste rezultate sunt continute in formula (7) a
lui Euler, .

L _costy  sintg

TR R,

Observari. 1. Curbura seciunii normale se anuleazi, cand
planul trece printr’o asimptotd a indicatoarei, ceea ce rezultd
din faptul ca sectiunea normali corespunzitoare admite punctul
M ca punct de inflexiune.

Conditia ca o conici si fie de gen parabolic exprimandu-
se cu o singuri relatie intre parametrii, urmeazi cd punctele
parabolice ale unet suprafete sunt asezate pe o linie care separa
suprafata in doud regiuni, din care una contine punctele eliptice,
cealalta punctele iperbolice.

I, Sunt pe orice suprafatd puncte eliptice pentru care indi-
catoarea este un cerc. Un astfel de punct, care se zice ombilic,
este, in general, un punct izolat, cici conditiile ca indicatoarea
sa fie redusd la un cerc se exprimd prin douid relatii intre
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parametril conicei. Se poate intampla, insd, ci pe o suprafats
particulard, una din aceste ecuatii si se reduci la o identitate ;
In acest caz ombilicurile formeazy un §ir continuu si sunt ase- -
zate pe o linie.

86. Tangente conjugate. Cand un punct M descrie o
curbd (C) pe o suprafati, planul tangent in M, a cirui pozitie
depinde de un parametru, infisurid o desfisurabilx circumsrisi
suprafetei dealungul curbej (C) si caracteristica planului tangent
trece prin punctul M. Existi intre directiile acestei caracteristice
si tangenta MT la curba A(C) o relatie remarcabils, :

In adevir, fie M’ (Fig. 125) un punct variabil al curbej (C),
infinit vecin de M. Planele tangente (P) si (P’) in M si M’ se
tae dupid o dreaptd (D) care, Ia
limits, devine caracteristica MT,
$i care atinge suprafata in M.
Trebue deci ca ea sz intalneascs
suprafata in doui puncte M;,
(©) M}, infinit vecine de M. S& pre-
supunem ca punctul M este iper-
bolic; cele patru puncte M,
M’, My, M," sunt varfurile unuj

Fis 125, patrulater curbiliniu, format de
cele patru ramuri ale sectiunilor ficute in suprafatd prin planele
(P) si (P'). Tangentele in M, si M," la aceste patru ramuri for-
meazd un patrulater stramb M, M, " a cirui diagonala pp’
este intersectia planelor tangente (Py), (P'y) in punctele M, M,.
Si observim ci una cel putin din cele doui coarde MM,;, MM’,
nu este infinit mic in raport cu coarda MM', cdci in acest caz
cele trei segmente M'M, M'My, MM'; ar avea aceeas directie
limita si punctul M ar fi parabolic. Pe de alti parte, Mp este
infinit mic cel putin in raport cu una din coardele MM;, MM,
cdci altfel, directia sa limitd ar fi tangentd de o dati la cele
doud ramuri de curbi ce pleacd din M, ceea ce este imposibil.
Deci My este infinit mic in raport cu MM’ si de asemenea si
My, Deci dreptele py’ si MM’ au aceeas directie limit4 si tan-
genta MT se deduce din MT;, dupi cum MT; se deduce din
MT. Aceste doui tangente se zic pentru acest motiv fangente
conjugate. :

,Din cele de mai sus rezulti ci o tangentd variabild si
conjugata sa descriu, in planul tangent, doud fascicole in in-
volutie. Pentru ca MT si se confunde cu MT;, trebue ca punc-
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tul M si fie punctul de intoarcere al planului tangent. Daci
MT se confundi cu MT,, planul tangent, ce contine tangenta
MT, are in acest caz drept caracteristici tangenta in M la
curba (C), este deci planul osculator in M la curba (C). Sec-
tiunea normald dusi prin MT trebue si aibid un punct de in-
flexiune in M; deci, cand MT se confundi cu MT,, atunci MT
trebue si fie una din tangentele asimptotice. Dar cand MT se
confunda cu MT,, aceasta este o razi dubli a involutii deter-
minate si deci razele duble ale involutii determinate de tan-

gentele conjugate sunt asimptotele indicatoarei.
Rezultd de aci ci o pereche de tangente conjugate, for-

mand un fascicol armonic cu razele duble, coincide cu un sis-
tem de diametrii conjugati at indicatoarei si in particular, axele
acestel conice formeazi perechea de raze perpendiculare sle
acestel Involutil.

Se stie insd cd, dacd intr’un sistem in involutie, sunt douz
perechi de raze perpendiculare, razele duble sunt izotrope si
atunci toate perechile de raze conjugate sunt perpendiculare.
Indicatoarea este atunci un cerc si punciul M este un ombilic.

Se vede de asemenea cd caracteristica planului tangent
este nedeterminatd cand si deplascazd pe tangenta asimptotici
ce porneste dintr'un punct parabolic,

87. Linii asimptotice. 1° Se zice linie asimptotica o linie
trasd pe suprafatd, a cdrei tangentd in fiecare punct coincide
cu conjugata sa; o astfel de linie atinge, in fiecare punct al
sdu, una din asimptotele indicatoarei. Existd, deci, in general,
pe o suprafatd oarecare, doud familii de linii asimptotice, reale
sau imaginare, dupd cum suprafata admite sau nu punctz iper-

bolice.
2° Orice dreaptd situatid pe suprafatd este o linie asimp-

toticd, cdci orice plan trecand prin aceastd dreapti di loc la o
sectiune ale carei toate punctele sunt puncte de inflexiune.
Dacd, mai mult, planul tangznt este acelas dealungul acestei
drepte, caracteristica sa este in fiecare punct nedeterminati,
lar cele doud raze duble ale involutii se confundi, cici cele
doud tangente asimptotice se confundi. In acest caz, cele doua
linii asimptotice, in fiecare punct al dreptei considerate, se con-

fundd cu aceastd dreaptid; toate punctele sunt parabolice.
Asa dar, pe o suprafatd desfisurabild, cele doui familii

de linii asimptotice se reduc la una singurd, formati din gene-

ratoare, si toate punctele unei astfel de suprafatd sunt puncte
parabolice.
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Reciproc, orice suprafatia (S) ale cirei toate punctele sunt
parabolice este o suprafatd desfasurabild. In adevir, pPe o ast-
fel de suprafatd, cele doux familii de lini asimptotice se reduc
la una singuri. Deplasandu-ne dealungul uneia din aceste linii
asimptotice, caracteristica planzlui tangent este intr’'una nede-
terminati, ceea ce insemneazi cai planul tangent este invariabil.
Suprafata admite deci un sistem de generatoare, astfel ¢4 pla-
nul tangent este acelas dealungul lor. Fie (G) o astfel de ge
neratoare a supraletei (S). I'lanul (P) tangent la suprafata dea-
lungul 1ui (G) depinde de acelas parametru de care -depinde
generatoarea (G), deci de un singur parametru. Asa dar, pla-
nul (P) cand variazi admite o caracteristicd (D). Dar acest plan
este tangent Ja suprafata (S) in punctul M, care se gdseste pe
caracteristica (D). S& presupunem c in migcarea planului tan-
gent, punctul de contact descrie pe suprafatdi drumul infinit
mic MM'". Dar, necontenit punctul de contact M este pe carac-
teristica (D), oricare ar fi pozitia acastui punct pe generatoa-
rea (G); cu alte cuvinte, toate punctele generatoarei (G) apar-
tin lui (D), sau ci generatoarele suprafetei (S) sunt linii drepte.
Deci daci suprafata adimite o Jamilic de generatoare, astfel
c@d dealungul [or planul tangent sa fie mvariabil, aceste gene-
ratoare sunt linii drepte, suprafata este desfasurabila.

Observare. Planele tangente la o suprafatd oarecare depind
in general de doi parametrii (formeazs, in general, un ansamblu
dublu infinit); numai la suprafetele desfisurabile planele tan-
gente d:pind de un singur parametru (o simpld infinitate). Nu
existd, in general, pe o suprafatd, o curbi, dealungul cireia
planul tangent si fie Invariabil, aceasta poate si aiba loc ex-
ceptional pentru o curbi izolatd, cum sunt, de ex., paralelele
extreme alc torului. In cazul suprafetelor desfisurabile, aceastz
proprietate apartine la toate generatoarele.

3" Dealungul unei linii asimptotice, tangentele conjugate
se confundi, adici tangenta intr’un punct M al acestei linii este
caracteristica planului tangent la suprafatd cand ne deplasim
pe aceastd linie (Fig. 125). Dar planul tangent la suprafati
continand tangenta MT si avand caracteristics chiar aceasti
dreapts, este planul osculator la curba (C) in M, cici caracte-
ristica planului osculator este tangenta la curba strambi. Deci,
a linie asimptotica ests o linie trasi pe suprafata astfel ca
planul oscualator intr un punct al ei este tangent la suprafata.
Sau, linia asimptotica coincide cu muchia de iittoarcere a supra-
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Jelet desfasurabile circumscrisa suprafeter (S) dealungul ace-tei
linit.

4% 53 presupunem ci toate suprafetele desfasurabile cir-
cumscrise dealungul liniilor asimptotice ale unei aceleas familii
au in comun o curbid (I'). Fie ( £) o astfel de linie aSImptotlca-
i punctul unde tangenta in M intalneste curba (I') (Fig. 126)
Se poate ca punctul p si rimae
invariabil cand M variaza; linia(g)

ale cirui toat2 tangentele trec prin ¢
acelas punct it este evident linie )
dreaptd si suprafata (S) este des- t
fasurabila. Decd p variazi cu M, %\

planul osculator al Jui (g) in M (9)
atinge suprafata desfasurabili nis-

cuti de Mp in fiecare punct al
acestei drepte. Cum curba (I') este presupusi situats pe aceasta
suprafata desfasurabiid, planul tangent contine tangenta ¢ la
curba (T,

Daca aceastd proprietate are loc pentiu toate liniile asimp-
totice ale unei aceleas familii, se vede ci toate planele tangente
la suprafata (S) vor fi tangente la aceas curbi (). Aceste
plane tangente la suprafata (S) depind de un singur parametru,
suprafata este deci o suprafaga desfasurabila. Deci, daca supra.
Jelele desfusurabile nascute de tangentele la toate liniile asimp-
totice ale unei aceleas fanilic a suprafeter (S) aw in comun o
curba (V) suprajata {S) este desfasurabila.

5" In acest uitim caz cele doud familii de linii asmlptotlce
se confundd. Deci, dacd proprietatea enuntati apartine numat
la una din cele doud familii de asimptotice, trebue ca p si fie
invariabil pe (I') pentru fiecare generatoare (g) si variazd numai
cand se trece de la o generatoare la alta. Suprafata (S) este
deci o suprafaid strambi riglata trecand plm curba tT)

Deci, daca supmfatele desfasurabile circumscrise dealingul
wner aceleas familii de linii asimptotice se tae dupa aceeas
curba (I ), aceste linii asimptotice sunt drepte.

Fig. 126.

* Daci se ting seami cd orice suprafati dublu riglats
este cuadrice‘l, urmeazd cd daca doud familii de suprafete des-
Sasurabile circumscrise dealungul celor doud familti asimpiotice
trec vespectiv prin doua curbe fixe (V) si ('), suprajata consi-
deratd este de ordinul al doilea.

Observare. Este evident ci se poate inlocui in cele ce
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preced eurba fixd (I) cu o suprafatd fixd (2), la care sa fie
circumscrise suprafetele desfisurabile dealungul asimptoticelor.
Se poate deasemenea presupune ci cele doui curbe (T) si (I'),
sunt distincte sau confundate. : i”.

7% Sa aplicam cele ce preced la cazul cand una din cele
doud curbe, (I') de ex., este cercul de la infinit. Suprafata este
atunci o srprafatd riglati cu generatoare izotrope. Asimptotele
indicatoarei. sunt drepte izotrope, deciindicatoarea este un cerc,
punctele suprafetel sunt ombilicuri. Daci presupunem ci aceastd
suprafatd este reald, ea va fi dublu riglatd si cum trebue si
contie cercul de la infinit, ea este o sferd. Deci, sfera este sin-
Sura suprafald reald ale cirei toate punctele sunt ombilicuri.

8% Aplicatie. Orice suprafati de ordinul al doilea fiind
dublu riglatd, are ca linii asimptotice aceste doui sisteme de
generatoare. Dar, este evident cd suprafata (S) formati de nor-
malele principale ale unei curbe strambe(C) admite aceasts
curbd ca linie asimptoticd, cici planul osculator al- acestei linii
(C) este evident tangent la suprafata (S) [planul osculator este
format de normala principala si tangenta in M la cucba (C),
cere fiind tangente la doud curbe de pe suprafata (S) formeazi
planul tangent la suprafata (S)]. Deci, normalele ‘principale ale
unei curbe strambe nu pot niciodatd si formeze o suprafata
de ordinul al -dotlea, ele nu. pot niciodata sa intilneasca *rei
dreple fixe, nici sa intilneasca doud dreple fixe ramdandnd pa-
ralele cu un plan fix. : =%

9> Aplicatic la elicoid surup patrat. Exemplu de dete -
minare de linii astmptotice ale unei suprafete riglate. Si con-
sideram suprafata (S) ndscutd de normalele la un cilindru cir-
cular dealungul unei elice trasd pe cilindru, suprafati care se
numeste elicoid surup patrat. Fie M un punct care descrie
elicea. Daca M se ridicd cu cantitatea z dealungul axei cand
raza cilindrului ce trece prin acel punct se roteste de unghiul
o, se stie ci z—=/Aw. Dar, pentru orice punct insemnat M’ pe
raza punctulut M, =z si o sunt aceleasi. Deci acest punct M’
descrie o elice de acelas pas redus ca si acela al lui M. Se
vede astfel cd intersectiile elicoidului cu cilindrii circulari avand
ca axd axa cilindrului dat, sunt elice de acelas pas. In fiecare
punct al aceStei suprafete planul tangent e determinat, de tan-
genta la elice si de generatoarea rectilinie, adici normala la
cilindru pe care e trasi elicea; deci acest plan se confundi cu
planul osculator la elice. Asa dar, fiecare din aceste elice este
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0 linie asimptotica a elicoidului. Cele dous linii asimptotice,
elicea si normala Ia cilindru, sunt ortogonale in fiecare punct;
indicatoarea este iperboli echilaters s, cum vom vedea, supra-
fata apartine categorii de suprafete minime.

88. Linii de curburd. 10 Se zice linic de curburi o linie
care atinge in fiecare din pinctele sale una din cele doud axe
ale indicatoarei. Din aceast: definitie rezultd ci existd pe fie-
care suprafatd o retea conjugata ortogonald formati de liniile
de curburd. Aceastd retea este totdeauna reald, pe cand reteaua
asimptotici este cand reali cand imaginar3.

2" Iiste usor de vizut ce sunt liniile de curburi pe supra-
fete particulare. Pe o suprafatd desfasurabild, liniile pe curburd
sunt generatoarele si traectoriile lor ortogonale, ceea ce re-
zultd din faptul ci intr’un punct parabolic cele dou# directii
coincid cu una din directiile principale.

3 De aci rezultd o proprietate importantd a linillor de
curburd pentru o suprafati oarecare. In cazul unei suprafete
desfasurabile, normalele la suprafata dealungul unei genera-
foare (care formeazi un sistem de linii de curburi) formeaza
un plan, deci o suprafata desfasurabila,

Fie o curbd oarecare (C) trasi pe o suprafata desfisura-
bild si doud puncte infinit vecine M st M (Fig. 127), m si w'
punctele corespunzitoare ale muchii
de intoarcere. Normalele in M si M/
la suprafatd sunt perpendiculare pe
planele tangente in M si M, adica pe
planele osculatoare in m si.m’ Ia

muchie; deci aceste normale Ia supra- M
(©)

fatd in M si M’ sunt paralele cu bi-

normalele in # si ' la muchia de Fg. 127.
intoarcere. Planul normal in m este paralel cu limita citre care
tinde planul format de binormalele in si m'. Deci, un plan
dus prin normala in M si paralel cu normala in M’ este la
limita paralel cu planul normal in . adici cu planul dus prin
M perpendicular pe mM. Asa dar, cea mai scurts distant dintre
normalele in M si M’ are ca parte principala distanta de “la
punctul M" la planul dus prin M perpendicular pe mM. Dar
aceastd distantd are ca parte principald produsul lui MM’ cu
cosinusul unghiului sub care curba (C) tae pe mM. Insa, pentruca
suprafaia nascutd de normalele in M st M’ s fie desfasurabila,
trebue ca cea mai scurti distantd a lor Si fie infinit mic de
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un ordin superior; deci trebue si fie zero cosinusul unghiului
sub care curba MM’ tae pe mM, adici curba (C) si fie traec-
.oria ortogonald a ofeneratoare]or rectilinii a suprafetei desfasu-
rabile date.

Asa dar, pe o suprafatd desfasurabild, normalele la supra-
fatd dealungul generatoarelor rectilinii si traectoriilor lor orto-
gonale, nasc suprafete desfisurabile. Dar, pe o suprafatd des-
fasurabild, generatoarele rectilinii si traectoriile lor ortogonale
formeazd reteaua ortogonald de linii de curburd. Deci, pentru
suprafetele desfisurabile, normalele la suprafati dealungul linii-
lor de curburid nasc suprafete desfisurabile.

Aceasti proprietate a liniilor de curburid are loc si pentru
o suprafati oarecare. In adevir, M fiind un punct al unei linii
de curburd a unei suprafete (S), planul tangent dealungul aces-
tei linii de curburd descrie o suprafatsd desfisurabild () care
contine linia de curburd (M). Dar, caracteristica (G) a planului
tangent in M este conjugati cu tangenta in M Ja linia de curburi.
Insd aceastd tungents MT este o axd a indicatoarei. Caracte-
ristica fiind conjugatd in indicatoare cu ea, este cealalti ax3,
adici perpendiculard pe MT.

Deci, generatoarea (G) a suprafetei (3) tae ortogonal curba
(M); deci, pe suprafata desfisurabild (2), (G) si (M) sunt doux
linii de curburd. Dar suprafetele (S) si (¥) au aceleasi plane
tangente dealungul linii de curbur# si deci si aceleasi normale.
Insa, normalele la suprafata desfasurabild (Z) dealungul linii de
curburd (M) formeazi o suprafatd desfisurbild. Deci, pentru
orice linte de curbura a unei suprafete, normalele la suprafata
dealungul linii de curbura nasc o suprafati desfasurabila.
Aceastd proprietate a liniilor de curburi ii poate servi ca definitie.

Daes se eonsiderd, de ex., a suprafati de rotatie, supra-
fetele niscute de normalele dealungul meridiamrelor sunt plane,
cele relative la paralele sunt conuri de rotatie. Deci cele doux
familii de linii de curburid sunt compuse din meridianele si
paralelele suprafetei de rotatie.

Observare. Intr’un ombilic, directiile principale sunt nede-
terminate, linitle de curburd ale uneia din cele doud familii se
reunesc toate, cum sunt meridianele in varful unei suprafete
de rotatie; acelea din a doua familie inconjurd acest ombilic,
ca paralelele in jurul varfului suprafetei de rotatie.

4" Normala MN la suprafatd este normald si curbei (M).
Dar se stie cd punctul de contact al acestei normale cu infi-
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surdtoarea sa este pe dreapta polard a curbei (M) pentru punc-
tul M, adici pe perpendiculara pe planul osculator dusi prin
centrul de curburd al curbei (C) in M. Dar, dupi teorema lui
Meusnier, aceastd perpendiculard trece prin centrul de curbura
al sectiunii normale continand pe MT si cum MT este o axi
a indicatoarei, aceastd sectiune normalid este sectiunea normali
principald continand pe MT. Asa dar, aceasti perpendiculari
trece prin centrul de curbura al sectiunii normale principale ce
contine pe MT si deci punctul de contact al norma’er MN cu
infasurdtoarea sa este centrul de curburd al sectiunii principale
ce contine pe MT. Asa dar, infasurdatoarea normalelor dealun-
gul unei linii de curbura se confunda cu locul centrelor de
curburd principale corespunzatoare.

Pentruca fiecare linie de curburd (M;) admite ca muche
de intoarcere (C;) a normalii sale (suprafata desfasurabili nis-
cutd de normalele la suprafata dealungul T
acestel curbe) locul centrelor de curburid g
principald (C,) corespunzitoare, daci se M (M2)
consider# toate linille de curburd ale unui I
aceluias sistem cu (M;), muchile de in- _;;
toarcere (C,) (Fig. 128) nasc o suprafati (%,) (M)
la care toate rormalele suprafetei (S) date C
sunt tangente, pentru cd sunt tangente fie- ;
care la o curbd (C;) a suprafetei (Z,). De ()
asemenea, locul curbelor (C,) ale centrelor G
de curbura principale corespunzitoare sis-
temului al doilea (M,) de linii de curburi () N
nasc o suprafatd (¥,) la care toate norma- Fig. 128.
lele suprafetei (S) sunt tangente.

Deci, foate normalele suprafetei (S) sunt tangente deodati
la panzele (2,) st (), amdndoua constituind desfasurata supra-
Seter ().

5° Si determindm planul tangent la aceasti desfisuratd
in fiecare din punctele C; si C;. Considerand mai intai punc-
tul C; (Fig. 128), se vede cia normala MN ridmanand tangenti
la (C.), ea naste o suprafati desfisurabild. Cum ridmane tan-
gentd la (X)), desfisurabila pe care ea o naste este circumscrisi
la aceastd suprafata, al cidrel plan tangent in C,; este acelasca
cel tangent la desfisurabild dealungul generatoarei C,M. Dar,
acest plan tangent in M e determinat de generatoarea C;M si
tangenta MT, la curba (M;) pe care o descrie M, adici planul
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principal NMT,. De asemenea, planul tangent la (Z,) in M,, este
planul principal NMT;,. Deci, planul tangent la desfasuratd in
Jiecare din centrele de curburi principald, situate pe aceeas
normald, este planul principal corespunzdtor la celalt.

Sd observdm ci aceste plane tangente sunt perpendiculare
$t cum planul NMT,, tangent la desfisurabila a cirei muche
este (C,) este osculator la aceastd muche in Cy, unde planul
tangent la desfisurati este NMT,, urmeazi ci curbele (C,) si
(Cs) sunt asttel ca in fiecare din punctele lor planul lor oscu-
lator este normal la desfasurata suprafetei.

6° Dacd punctul M se misci pe o curbi oarecare a supra-
fetei ce trece prin M, normala MN nu mai naste o desfisura-
bild, dar pentruci ea rimane tangents la (Z) si (Zy), planele
tangente la suprafata pe care o nasc sunt aceleast ca cele tan-
gente la (&) si (2;) in C; si C,, adick MT,N si MT,N. Avem
astfel teorema lui Mannheim, foafe normaliile corespunzditoare
la toate liniile suprafeter cz trec prin M se racordeazi in cen-
trele de curbura principale C, si Cy sttuate pe normala in M,
planul tangent comun in Srecare dintre cle fiind planul  prin-
cipal corespunzitor la celalt.

7 Din faptul c4 dealungul linii de curburd, normalia este
desfisurabila, urmeazi importante proprietiti. Si consideram
o linie comuni (M) la dous suprafete, care este linie de curburi
pe fiecare din ele; normaliile la cele dous suprafete dealungul
acestei linii fiind desfagurabile, cele dous familii de normale la
curba (M) admit cate o desfasurati si deci (No. 80, observarea I)
normalele respective in fiecare punct al curbei (M) fac un unghi
constant. Asa dar, cele doud Suprafete se tae dealungul linii (M)
sub un unghi constant,

Se vede, de asemenea, ca dacd doudsuprafete se tae subt
wit unghi constant dupa o linie care este linie de curburd pen-
ru una din ele, este de asentenea si pentru cealaltd.

Acestea sunt proprietitile lui Ioachimsthal.

Ca un caz particular, se vede @ dacd o suprafata (S') este
CLrCumscrisa unei suprafete (S) dealungul unei linii de curburs
(M) a suprafetei (S), suprafata (S') admite si ea linia (M) ca
linte de curbura.

8" Orice linie trasi pe un plan sau pe sferd putand fi
privitd ca o linie de curburi a planuiui sau a sferei, se vede
cd, dacd un plan sau o sferd tae o suprafata (S) dealungul
unet curbe (M) subtun unghi constant, aceasti curbi (M) este o
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linie de curburd a lui (S) si reciproc, daci o linie de curbure
(M) a unei suprafete (S este pland sau sferica, planul sau sfera
care contine (M) intalneste suprafata (S) dealungul ac:stei linii
subt un unghi constant. :

89. Exemple de determinare geometricd a liniilor de
curburd. Am vizut ci liniile de curburi a suprafetelor des-
fasurabile sunt generatoarele si traectoriile lor ortogonale (des-
fdsuritoarele muchii de intoarcere a acestei desfisurabile). Daca
desfasurabila este suprafai de egald pantd in raport cu ori-
zontul, al doilea sistem de linii de curburid este dat de sec-
tiunile sale orizontale. : ]

Pentru un con, al doilea sistem de linii de curburi, traec-
toriile ortogonale ale generatoarelor sunt intersectiile” conului
cu sfere avand centrul in varful conului.

Considerand suprafata infasuratoare de sfere, cercul dupa
care aceasta suprafald este atinsd de fiecare sferi este o linie
de curburd a acestei suprafete si reciproc, orice suprafati - po-
seddnd un sistem de linii de curburd circulare este o suprafata
infasurdtoare de sfere.

Fie N centrul sferei variabile descriind curba (N). Se vede
cd toate normalele la suprafatd dealungul cercului de contact (M)
al sferei si al suprafetei [situat in planul normal la (N)in punc-
tul NJ trec prin centrul N care constitue desfasurata (1) a linii
de curburid (M). Centrul N este deci deodati centrul de curburi
principala pentru toate sectiunile normale tangente la cercul (M).
Deci, in acest caz, panza (Z) a desfdsuratei a suprafetei se
reduce la curba (IN).

Ca exemplu de suprafete infisuritoare de sfere, putem
cita cazul cand razele sferelor au o valoare constantd, cand
suprafata se zice suprafata canal, si apoi cazul cand locul (N)
al centrelor sferelor este o linie dreaptd, cand suprafata se zice
de rotatie. ,

Se vede deci ci suprafetele de rotatie admit ca linii de
curburd: 1) paralelele (cercurile de contact cu sferele infasu-
rate), astfel ci pentru toate punctele ale unui aceluias paralel
centrul de curbura principal corespunzitor este varful conului
normalelor; 2) meridianele, care sunt traectoriile ortogonale,
astfel ci pentru fiecare din punctele sale, centrul de curburi
principal corespunzitor este acela al meridianului insusi (al
cdrui plan este normal Ja suprafati).

S4 consideram suprafata de rotatie, ndscuti din rotatia
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unei chainette in jurul bazei sale, numiti catenoidda (aliseida).
Fie C centrul de curbura intr’un punct al unei chainette si N
punctul unde normala MN .tae baza, si stie ci CM = MN.
Razele de curburi principala pentru catenoidi sunt, MC pentru
meridian (chainette) si MN pentru paralelul descris de M. Cum
MN=CM, C si N fiind simetrice in raport cu M, urmeazici
pentru catenoidid, razele de curburi principale sunt egale si de
semn contrar.

Pentru #or, raza de curburi principald corespunzitoare
paralelului este lungimea normalei limitatd la ax3, aceea care
corespunde meridianului, este raza cerculvi meridian.

Torul este. d= altfel, un caz particular al suprafeiei ale
cdrel linii de curburi sunt circulare in ambele sisteme, numiti
ciclida lui Dupin. Dealungul fiecdreia din liniile de curbura
care se tae intr'un punct al ciclidei, sunt sfere, de unul si
celalt sistem, care sunt tangente [a suprafatd; aceste doui sfere
sunt deci tangente intre ele in punctul considerat. Rezulta ci,
fiecare sferi din unul din cele dous sisteme este tangentd la
toatz sferele celuilalt sistem. Dar, trei. oargcare din sferele sis-
temului al doilea pot determina ansamblul co! al tuturor celor
din primul sistem. Se poate deci zice ci cic/ida este infasura-
toarea tuturor sferelor tangente la tre; Stere date.

Fie (C) o linie de curburi a suprafetei (S) si (D) desfi-
surabila circumscrisi la () dealungul lui (C) [infasuritoarea
planelor tangente la (S) dealungul lui (C)], desfasurabild ale
cdrei toate generatoarele rectilinii G, in virtutea teoremei direc-
tiunilor conjugate, sunt pretutindeni ortogonale lui (C) si care,
in baza teoremei lui loachimsthal, admite de asemenea pe (C)
ca linie de curburd. Prin inversiune, dreptele G dau pe supra-
fata (D) inversa lui (D), cercuri (G’) dealungul cirora sunt
circumscrise lui (D) sterele inverse ale planelor tangente la (D)
dealungul generatoarelor (G); aceste cercuri (G) sunt (in virtu-
tea aceleas teoreme a lui loachimsthal) lini de curburi ale
lui (D) si prin urmare, inversa (C’) a lui (C), care le este orto-
gonald din cauza conservirii unghiurilor, este de asemenea o
linie de curburi a suprafetei (D’) si cum suprafetele (D) si(S’)
se racordeazi dealungul lui (C), dupi cum (D) §i' (S) dealun-
gul lui (C), (C') este de asemenea o liniz de curburx a lui ().

Rezultd de aci teorema lui Fouché, inversiunea conservi
linitle de curburd.

In particular, daci se transforms prin inversiune o supra-
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fatd, ale cirei cele dous sisteme de linii de curburd sunt cir-
culare, se obtine o suprafati care se bucuri de aceeas pro-
prietate; deci, inversa unei ciclide a lui Dupin este o ciclida a
lui Dupin. i ‘

Putem aranja polul de inversiune ca aceasti inversi sk fie
un tor. In adevir, fie (S,), (Se), (Ss) cele trei sfere fixe la care
raman tangente sferele (¥) a ciror infisuritoare este ciclida
consideratd. Planul centrelor acestor trei sfere le tae dupi tret
cercuri admitand un cerc ortogonal comun (I), care are ca
centru centrul lor radical; cercul (I') este ortogonal celor trei
stere. Luand ca pol orice punct al acestui cerc, sferele (S,), (S,), (S;)
se transformd in sferele (S',),(S's),(S";s) ortogonale dreptei 4,
transfo mata lui (I'), deci avand centrele pe aceastd dreapti A.
Suprafata transformati a ciclidei este deci infasurdtoarea sfere-
lor (X') tangente la cele trei sfere (S), (S4), (S'5) si se vede ci
aceste sfere admit ca infisuritoare un tor de axi 4; deci,
orice ciclida a lui Dupin poale intr’o infinitate de moduri si
JSie tnversa unui ftor. ,

90. Torsiune geodezicd. Teorema lui Dupin asupra
sistemelor triple ortogonale. I. Fie M, M’ doux puncte infinit
vecine ale unei curbe (M) trasi pe o suprafata (S). Josef Ber-
trand a numit deviatie dealungul elementului MM’, unghiul &
pe care il face normala M'Z’ in M’ la suprafatd cu planul de-
terminat in M de normala MZ la suprafati si tangenta MT la
curba (M).

Insemnand cu ds elementul de arc al curbei (M) in- "M,
limita raportului %) se zice torsiune geodezicd in M a curbei (M)
care aparine suprafetei (S). Pentru a gisi valoarea acestei tor-
stuni, si observim ci intr'o Tegiune infinit mic, considerats
in jurul lui M, normalele la suprefatd se confundi, afari de
infiniti mici de ordinul al doilea, cu acelea ale paraboloidului
(No. 83)

a1 0 O
Z — ERHI e QE ’
R, si R, fiind razele de curbur principale in M la suprafata (S).

Deci, din punct de vedere infinitezimal, se poate lua ca
cosinusuri directoare ale normalei in M’, valorile

DD ey
R] R2 1

N. Alyamescu, —~ Lectiuni de Geometrie purd Infinitezimali. 1t
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Si insemnim cu ¢ unghiul format de tangenta in M cu
intaia directie principald in M pe suprafati. Perpendiculara in
M pe MT in planul tangent in M la suprafati, este normala
la planul TMZ si are ca cosinusuri directoare

—sing, cose, O.

Sinusul unghiului @ format de normala M'Z’ si planul
TMZ este cosinusul unghiului normalei M’'Z’ cu normala la
planul TMZ si deci

sind = - (—sing) -+ 2 (cos9) + (— 1) (0)
: Y R1. . Rg !
si inlocuind sindd prin &4, de care diferd cu un infinit mic de
ordinul al treilea, avem

__xsing ycosy.
R, T R

Dar, punctul (,y) considerat din planul tangent fiind foarte
apropiat de punctul M, luat ca origing, « si y sunt proectiile
arcului MM’, deci

x ~dscose, y—dssing,

adb—

st deci formula de mai sus devine la limits
1 1
d)—_— L £ e
at (R2 Rl)sxnpcospds,
sau
aib—(i——i) sin® cos
ds  \R, R, ne cose,

: {— . d
astfel c4 avem o expresiune a torsiunei geodezice % =G,
1

G= (E -— Ril) SINY cosy.

/

Aceastd expresiune aratd ci in orice punct a unet linii ade
curburd avem 9=0, sau p=90° deci G=0, si reciproc.

De asemenea, daci doui linii ce trec printr’un punct al
suprafetei se tae subtun unghi drept, avem intre curburile lor
geodezice, ¢ fiind unghiul corespunzitor primei si ¢ =90+«
unghiul corespunzitor celei de a doua,

1

f— L__“l_ 1 v | CLER i . il —a
G —( R, Rl)smso cos®p ——(R2 R, )sm(cp—l—QO)cos(cp F90)=—G,
i G+ G'=0,
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Sa cautam o altd expresiune a ftorsiunes geodezice. Si
considerdam un punct M al suprafetei (S) (Fig. 129), normala
MZ 1la suprafald si normala principald MN 7" Z
la curba (M) trasa pe suprafati. Prin punctul M
M sa ducem paralelele MZ’;, MN’, la norma-
lele de acelas fel in punctul infinit vecin M’ .
si s le proectim in MZ',, MN’, pe planul " °
MZN.

Stim ¢d proectia unui unghi pe un plan
care face cu planul unghiului un unghi infi
nit mic este un infinit mic echivalent. Deci L
insemnand cu ® unghiul NMZ, atunci unghiurile N’,MZ’,
Z':MZ, N'oMN sunt respectiv echivalente cu w--dw, &, d= [un-
ghiul de torsiune al curbei (M)]. Dar pe figurd se vede

wt-do+db=wtdx,

M

deci db=dr— dv,

si divizand cu ds, avem
dy_dv_do
a5 ik

st deci o altd expresie dati de Ossian Bonnet a curburei geo-
dezice,
1 do

unde T este raza de torsiune a curbei (M) si o fiind unghiul
format de normala la suprafati in M cu normala principals in
M la curba (M).

Pentru a doua suprafati (S') ce trece prin (M), avem de
asemenea

,_l_a’w’_
G—_T ds
De unde 3
,_do'_do
ESGE=T ds’
(L) G—-G’zﬂ,
ds

V fiind unghiul celor dous suprafete in M.

De aci rezults ci, daca unghiul V este constant dealungul
curbei (M), avem pentri orice punct al liniy (M), G=G’. Dacji
in aceleasi conditii, avem G =0, avem de asemenea o =11
Regdsim astfel teorema lui loachimsthal ci daci doud supra-

TH
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fete se tae dealungul unei linit comune (M) subt wun unghi con-
stant, si dacd linia (M) este linie de curbure pentru prima
suprafatd, este si pentru a doua.

Il. Formulele (9) si (10) ne permit a stabili o teorem3 im-
portantd a lui Dupin asupra sistemelor triple ortogonale.

Fie (Sy), (S), (Ss) trei familii (formand fiecare o simpli in-
finitate) de suprafete, tdindu-se doui cate doux dupi curbele
Cys, Cosy Csy. Daci dealungul fiecireia din aceste curbe (%
suprafetele (Sy), (S,) la care apartin, setae subt un unghi drept,
ansamblul format de aceste trei familii de suprafete constitue
un sistem triple ortogonal. Daci convenim a reprezenta prin
Gij si Gji torsiunile geodezice intr’un punct al curbei C;;, dupa
cum este consideratid pe suprafata (S.) sau (S), avem, in vir-
tutea relatii (10),

(11) G1o— Gy =0, 623_632:0; Gy1— G13=0.

De altd parte, se vede ci in fiecare punct M comun supra-
fetelor (S,), (S,), (S;), tangentele la curbele C,,, Cy;, Cyy formeazs
un triedru tridreptunghic; de unde, in baza relatii (8),

(12) G+ 613:0; Gas+- 621:“; G+ G3>2:O-

Atribuind ecuatiilor (11) respectiv. semnele 4 — 4, jar
celor din (12) respectiv -+ - —, adunandu-le, avem 2G,, == (0
adicd G; =0, si deci toate curbele Cij sunt linii de curburi
pentru suprafetele (S), (S) la care apartin. De unde urmeazs
Cd intersectitle a doud suprafefe din doud familii diferite a
unui sistem triplu ortogonal, sunt linii de curburd a acestor
suprafefte.

De aci urmeaza ci se pot deduce imediat liniile de curbur#
ale cuadricelor. In adevir, orice cuadrici apartine la un sistem
omofocal constituit din trei familii particulare (elipsoizi, iperbo-
loizi cu o panzi, iperboloizi cu doui panze), astfel ci, de la
o familie la alta, suprafetele se tae subt un unghi drept dea-
lungul linii lor comune de Intersectie. Aceste trei familii for-
meazd deci un sistem triplu ortogonal, si dupd teorema lui
Dupin, se vede ci liniile de curburi ale uneia oarecare din
suprafetele sistemului sunt date de intersectiile sale cu toate
suprafetele celorlalte dous familii la care aceasta suprafatdi nu
apartine.

91. Suprafete minime. Conditia ca indicatoarea intr’un
punct oarecare al suprafetei si fie o iperbold echilaters, se
exprimi printr’o conditie unicd, de unde urmeazi ci pe orice-
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suprafatd existi o linie de puncte iperbolice, astfel ¢4 pentru
fiecare punct al acestei linii curburile principale si fie egale si
de semne contrare (opuse, R;=—R,). Se zice Suprafati minima
o suprafatd pentru care aceasti linie este nedeterminati si
pentru care cele doug famili; de linii asimptotice se tae pre-
tutindens subt un unghi drept. Vom determina dous din supra-
fetele minime. B _
1° Suprafata minima de rvotfafie. Fie M un punct oare:
care al unui meridian situat in planul fi-
gurei (Fig. 130), MN normala limitats Ia
axa de rotatie. MN este egald, dupi teo-
rema lui Meusnier, cu raza de curburé\\
normald relativa la paralelul punctuluj M.
A doua razi de curbura principald este
egald cu raza de curburi MC a meridianu-
Iui. Deci, daci suprafata este minimi, vec- ;
torit MN si MC sunt egali si de semn SRS :
contrar si meridianul este o curbj chainette.  Deci, suprafata
minma de rofatie este aceea niscuta de chainette care se invir-
teste in jurul basei sale. Aceasts suprafati- se - zice catenoida
sau aliseida. ' i
2° Suprafata minima riglati. Fie M un punct oarecare .
al unei suprafete riglate (Fig. 131), (G)
(C)/(T si (C) generatoarea rectilinie si curba

asimptotici ce trec prin -acest punct,
G MT tangenta la (C). Planul TMG  tan-
gent.la suprafati este osculator la (C).
Pentru ci suprafata este riglatd, si al
doilea sistem de linii asimptotice este format de generatoare,
ca suprafata si fie minim, trebue ca asimptoticele. si se tae
subt un unghi drept; deci G s3 fie perpendiculari pe MT, adici
normala principald a curbej (C). Daca aceasta proprietate se
extinde pentru toate asimptoticele, dreptele G sunt normale
principale ale unei infinititi de linii. Aceste linii sunt (No. 79, 39)
elice. Deci, singura Suprafala minima este elicoidul stramb cu
plan director. » ,
92. Linii geodezice.‘ I. S3 consideram o curbj (M) trasz

pe o suprafatd si si o proectim pe planul tangent in punctul
M al suprafetei. Curbura proectii se zice curbura tangentiali

si are ca valoare Ri datd de formula (No. 4)
1 _ . 4 a

M

Fig. 131.
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cosf_ cos¥p
R pimR -

R fiind raza de curburi a curbei (M), 9 unghiul fdcut de pla-
nul osculator al curbei (M) cu planul tangent la suprafati (pla-
nul de proectie), ¢ unghiul ficut de planul de proectie cu tan-
genta MT la curba (M). Planul de proectie trecand prin tan-
cosb

R
Aceasti valoare rimane aceeas cand se inlocueste supra-
fata cu desfisurabila circumscrisd dealungul curbei (M) [niscuts
de caracteristica planului tangent Ia suprafati dealungul linii (M)].
Am mai vizut (No. 75) ci ea se conservi cand se aplicd
aceastd desfisurabild pe un plan. Deci, curbura tangentiald a
unei linii trasa pe o suprafati este egald cu aceea a linit planc
dupd care se transforma aceasti curbd cand se aplici pe un
plan desfasurabila circumscrisi. De aceea aceasti curburi se
zice si curburade desfasurare. Se mai zice si curbura geodezici.
Am vizut de asemenea ci o linie geodezicd pe o desfi-
surabild se bucurid de proprietatea ci are curbura tangentiald
nuld in toate punctele sale. Aceastd proprietate se extinde usor
pentru o suprafati oarecare. Si considersim, in adevir, o linie
(M) trasd pe suprafati, de cea mai scurti distantd intre doui
din punctele sale. Fie doux puncte M si M’ fixe si foarte apro-
piate. Daci se inlocueste arcul curbei (M), cu extremititile in
M si M/, prin orice alt arc de curbd, mergand pe suprafati
de la M la M, lungimea s a acestui arc nu se poate de cat
sd se mdreascid si de asemenea se mireste si diferenta dintre
arcul s si lungimea ¢ a coardei fixe MM'. Dar, aceast4 diferent
este de acelas ordin de mirime ca sl ¢® si cum ¢ este infinit

mic, va trece printr’un minimum in acelas timp ca partea sa
v c? » - o o
principali 2R+’ R fiind raza de curburd a linii modificate

genta MT, =0, deci curbura tangentiald are ca valoare

-

Dar, daci numim cu R, raza de curburd normali in M, care
este aceeas pentru toate curbele ce trec prin M si M’, « un-
ghiul planului osculator variabil cu planul ce trece prin tan-
genta MT si normala la suprafatd in M, dupid teorema lui
Meusnier, avem (No. 84) R=R,, cosx. Diferenta s—c atinge deci
minimul sdu cand cosz este cel mai mare, adici «=0, sau ci
planul osculator si se confunde cu planul ce trece prin nor-
mala MN, adici si fie perpendicular pe planul tangent la supra-
fata (S) in M. Deci, pentru curba (M) geodezicid, de cea mar
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scurtd distantd dintre doui oarecare din punctele sale, planul
osculator in orice punct este normal la suprafati (perpendicu-
lar pe planul tangent la suprafatd). Dar unghiul « este com-

plimentar cu unghiul 6 ce intrdin formula curburei tangentiale,
4(:%{59- Cum, pentru geodezici avem =0, urmeazi 9=90°, deci,
dealungul unei geodezice curbura tangentiald este nula.

Rezultd ¢i un fir intins intre doux puncte ale suprafetei,
de partea convexitdtii suprafetei, se aseazd dupd o geodezici
sl, in particular, orice generatoare rectilinie a unei suprafete
este 0 geodezicd. S’ar pdrea ci este arbitrar faptul ci in cazul
generatoarelor rectilinii, ele sunt si asimptotice si geodezice,
cdcl, in cazul asimptoticelor, planul osculator este tangent si
in cazul geodezicelor, planul osculator este perpendicular pe
planul tangent al suprafetei. Dar, in cazul unei linii drepte
{generatoarelor) planul osculator este nedeterminat.

Il Proprietati. Faptul ¢4 geodezicele constitue drumul
cel mai scurt intre punctele sale pe o suprafati, aceste curbe
joacd, in geometria pe o suprafatd, acelas rol ca linia dreapti
in geometria plani.

In cele ce urmeazi vom enunta propozitiile fundamentale
ale teorii geodezicelor (1), adeverindu-le sumar prin cateva simple
.conslideratii geometrice.

Trebue de la Inceput a admite (ceea ce se stabile§te usor
in Analizd) ci o geodezicd este complect determinati de un
punct si tangenta in acest punct (dupd cum, in plan, dreapta
este definitd de un punct si directia sa). De asemenea, ci nu
trece, in general, de cat o geodezici prin doud puncte ale
suprafetei (mai clar, pentru o lungime infericars la o - limits
determinatd, purtatd pe fiecare geodezici plecand de la punc-
tul M, nu trece prin M si extremitatea aceste; lungimi nici o
gecdezicd de o lungime mai micy).

1% Daca pe toate geodezicele ce trec P
prin acelas punct M se iawarce egale,
locul extremititilor acestor arce este o
curba normald la toate acestegeodezice.
In adevir, fie PM si PM’ doui geode-
zice infinit vecine (Fig. 132), pe care P
ludm arcele egale PM si PM'. Daca arcul infinit mic MM’ al locului

(*) Pentru studiul complect, a se vedea Darboux, Legons sur la theorie Zenerale
-des surfaces, cap, 1V, cartea V,
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lui M n’ar fi normal la PM si PM’, unul din unghiurile ficute de acest
arc cu geodezicele, cel din M, ar fi obtus, celalt in M’, ascutit. S3
ducem prin M arcul de geodezici MM, ortogonal in M la MM"..
In triunghiul infinit mic MM,M’, care poate fi asimilat, afara
de infiniti mici de ordinul al treilea, cu un triunghi plan, avem
MM, <<M,;M'. Deci, am avea PM;4+M,M<<PM’, sau de cat PM,
cici PM’=PM, ceea ce nu se poate fiindecd PM fiind arc de
geodezicd este cel mai scurt drum intre P st M. Se conchide:
deci ci MM’ este ortogonal in M la PM.

2° Dacit pe fiecare din Leodezicele normale la o curba
oarecare trasd pe o suprafata se iau arce egale, lucul extremi-
P’ tafilor acestor arce este o curbi nor-

(P) P mald la toate aceste geodezice. Fie PM

st P'M’" dou# arce de geodezici infi-.
nit vecine, egale intre ele, normale
la curba (P) in P si P’ {EighL133).
Si ducem geod=zica MP' sl sd ludm
— Ppe accastd curbd arcul MP; egal cu
Fig. 133. MP. Dupi teorema precedents, arcul

PP, de curbd geodezicy, ortogonal in P la MP, este tangent,
la (P). Deci arcul PP’ este infinit mic- de ordinul al doilea,
diferenta P'M—P'M'=P,P’ este ea de ordinul al doilea, asa
cd, luand ca si pentru PM, o lungime PP ,=P'M’, urmeazi
cd MP',=P,P’ este de ordinul al doilea, deci arcul P'.M’ nor-
mal in M" la P'M’ este tangent arculut MM’, sau ci P'M’ este-

normal in M’ la curba (M) -descrisi de M. Curba (M) astfel
obtinutd se zice paralels cu (B). -

(M)

Observand ci curbele (P) si (M) sunt traectorii ortogonale
ale sistemului de geodezice PM $i cd printr'un punct M nu

trece de cat una din aceste traectorii ortogonale, s= deduce ci
doud traectoriy ortogonale

oarecare a ufer simple infi-
nitdti de geodezice pe o supra-
Jatadetermind pe aceste Leodc-
zice arce egale.

30 Fie MP si M'P’ douz po-
zitii infinit vecine ale unuj are
geodezic (Fig. 134). Si ducem P Py
prin M’ si P arcele de traecto. Fie it
rie ortogonali M’M;, P'P,. Din cele de mai sus, M'P' = M,P,.

PI

(M)
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Deci ‘
dMP)=M,P, — MP = PP, — MM,,

st cum triunghiurile MM'M;, PP'P; pot fi asimilate cu triun-
ghiuri plane, avem

a(MP) = d(P) cosP;PP’ — d(M) cosM;MM’,

formuld care di variatia de lungime a unui arc de Leodezica

Pe o suprafatd analog ca pentru variatia de lungime a unui
segment de dreapti,

4° Dacd suma sau diferenta distantelor Leodezice a unui
punct M variabil pe o suprafata la doud puncte Jixe P si Q
a acesfer suprafete este constanta, tangenta la curba (M) pecare
o descrie acest punct este bisectoarea exterioard sau interioard

@ unghivlui ce fac intre ele arcele &eodezice PM si QM. In
adevdr, in cazul sumei constante, avem (Fig. 135)

d(PM) + d(QM) =0,
si dupd proprietatea precedents
d(M)cosQIMM'-l—a’(M)cosPIMM':O, Q

adici

Q:MM’ + P, MM’ = =,

si deci proprietatea este demon- P
stratd. Fiz. 135.

Demonstratie analoagi pentru cazul diferentei constante

Curbele (M), corespunzdtoare la una sau alta din aceste
ipoteze, au fost numite de Darbous, elipse sau iperbole Leode-
zice, 1ar P si Q focare geodezice.

WL Determinarea geodezicelor i elipsod. S3 ne inchi-
puim pe un clipsoid [M] o linie (M) astfel ca tangenta in fie-
care din punctele sale M si fie tangentd la o cuadrici [P] omo-
focald cu [M]. Aceasts tangentd naste o desfisurabild circum-
scrisd lui [P] dealungul linii (P) ce descrie punctul siu de
contact P cu aceastd cuadrici. Planul siu tangent dealungul
generatoarei MP se confundi deci cu planul tangent la [P] in
P; dar acest plan tangent la desfasurabild este planul osculator
la muchia de intoarcere (M) si cum dupd o teoremi cunoscuts
planul tangent la [P] in P este perpendicular pe planul tangent
in M la [M] (cict suprafetele sunt omofocale), se poate zice ci
planul osculator in M la curba (M) este normal in acest punct
Ia elipsoidul [M].
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Aceastd proprietate avand loc pentru toate punctele curbei
(M), rezults, in baza celor de mai sus, ci curba (M) este o geo-
dezicd a elipsoidului [M].

Deci, toate liniile care Jormeaza o simpla infinitate trase
pe [M), ale caror tangente sunt tangente la cuadrica [P] omo-
Jocald cu [M] sunt geodezicele suprafefer [M].

Cum cuadricele [P] formeazi ele insi-le o simpli infinitate,
se vede ci se obtin astfel sistemul dublu infinit al geodezicelor
elipsoidului [M].

Fiecare cuadrici [P], fiind complect determinati de valoarea
parametrului A, care intrd in ecuatia sa,

2

x2 2

o gE 2
iTEots

(Zg— —)\:1’

cand o raportdm la axele principale ale elipsoidului [M], se
vede cd geodezicele Iui [M] pot fi astfel grupate in sisteme
simplu infinite caracterizate fiecare cu o valoare a lui x. Vom
numi geodezicele g(X) acelea care se obtin cu ajutorul cua-
dricei [P] corespunzitoare acestei valori ale lui A.

ﬁzfdytrdz‘oarea &eodezicelor ale unei aceleas famili ale
unui elipsoid. Fie e()) linia de intersectie a elipsoidului [M] cu
cuadrica [P] corespunzitoare la o valoare datd lui A. Se stie
(No. 90) ca aceastd curbi este o linie de curburi a lui [M].
Dar, fiecare tangentd la aceasti linie ¢()) fiind tangentd deodati
la [M] si [P], este tangent lao geodezici ().

Reciproc, printre tangentele MP la o geodezicd g(A), existd
una pentru care punctele M si P se confundi; aceasta este
atunci tangenti la e¢(A). Rezultad cx &eodezicele g() au ca infa-
surdtoare linia de curburd e() intersectia lui [M] st [P].

Dacd voim a sti cate geodezice g(A) trec printr‘un punct
M dat pe [M], va fi deajuns a observa ci tangentele in M la
aceste geodezice, fiind in acelas timp tangente la [P], sunt in-
tersectiile planului tangent in M la [M] cu conul cu varful M
circumscris la [P]; sunt deci doui. Dar, cum aceste doud geo-
dezice au ca infisuritoare linia de curburi ¢(A), se poate zice
cd prin fiecare punct M al elipsoidului [M] trec doui geode-
zice tangente la o aceeas linie de curburd e(\) data.

APLICATIL

93. Cuadrica osculatoare. Si consideram o suprafati
riglatd (%) si o generatoare (G) a sa. Putem face ca cuadrica
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de racordare dealungul Iui G (No. 69) si treacs prin a doua
generatoare infinit vecind G’ a suprafetei (3). Va fi de ajuns a
lua pentru directoare (D), (Dy), (Ds) dreptele unind punctele
M;, M,, M, ale generatoarei (G) cu acelea unde planele tan-
gente la () in aceste puncte sunt intalnite respectiv de (G).
in particular, daci se ia pentru (G’) generatoarea lui (2)infinit
vecind de (G) si se trece la limitd, se vede ci se obtine o
cuadrici (Q), astfel ci toate sectiunile sale si acelea ale lui
{(5) prin aceleasi plane au aceeas curburd in punctul lor comun
situat pe (G). In adevir, inainte de a ajunge la limiti, aceste
doud sectiuni au in comun punctul M cu tangenta in M (si-
tuatd in planul tangent comun in M) si punctul infinit vecin M’
pe (G'). Rezults ci cele doux suprafete au aceeas indicatoare
in fiecare punct M al lui (G); dar asimptotele acestei indica-
toare sunt pentru (Q) generatoarea (G) si generatoarea de al
doilea sistem trecand prin M; pentru (), a doua asimptoti
este tangenta in M la curba, care impreuni cu (G) este inter-
sectia suprafetei cu planul siu tangent. Deci, avem teorema lui
Chasles, tangentele in punctele situate pe (G) la curbele de in-
tersectie a suprafater () cu planele tangente dealungul lui G,
nasc o cuadrica care se zice osculatoare la (2) dealungul lui (G).
(Cuadrica osculatoare aci nu este identici cu aceea ce ar re-
zulta cand s’ar extinde la suprafete aceeas notiune de la curbele
plane).

Aplicatie la demonstrarea geometrici a proprieldtii asimptoticeloy
unei suprafete riglate. Orice linie trass pe o suprafati este o asimptotica
a acestei suprafete, cici orice sectiune normala dusi prin aceasts dreapti
avand raza de curburd infinitd, aceasta este, in fiecare din punctele sale,
asimptotd la indicatoarea corespunzatoare. Urmeaza de aci, ci, pe o supra-
fata riglata generatoarele rectilinii formeaza un prin sistem de linii
asimptotice. Se demonstreazi prin Analiza c4 determinarea asimptoticelor
de al doilea sistem depinde pe o ecuatie a lui Riccati, de unde se deduce
<& raportul anarmonic al punctelor de tnfersectie a patru asimplotice oare-
care de al doilea sistem cu fiecare Leneratoare este constant.

lata o demonstratie geometricd a acestei proprietati (‘). Daci asimp-
totica (M) tae generatoarea (G) in M Si. generatoarea infinit vecind G’ in
M’, tangenta in M la asimptotica, generatoare a cuadricei osculatoare care,
afara de infiniti mici de ordinul al treilea, contine deasemenea pe G/,
intalneste aceastd generatoare in punctul M.

Dacd " este piciorul perpendicularei coborate din M’ pe planul
tangent in M, acest plan fiind osculator la M), M'm’ este un infinit mic

(}) A se vedea M. d’Ocagae, Cours de Geometrie (1930}, p. 135, demoustralia elevului
Scoalei Politechnice din Paris, D-1 Jouguet, din promotia 1926,
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de ordinul al treilea. Cum, de alta parte, unghiul M’M“#’ (unghiul lui G’
cu planul tangent in M) este infinit mic de ordinul intai, M’M” este infinit
mic de ordinul al doiiea.
: S4 consideram acum patru puncte M;, M,, M;,, M, pe G. Punctele
M*;, M, M7, M7, apartindnd la generatoarele corespunzitoare ale cua-
dricei osculatoare, avem egalitatea rapoartelor anarmonice

M, M, M, M,) = (M", M", M, M) A

Dar, din cele de mai sus, rezultd cd rapoartele anarnomice (M, M/,
M, M) si (M*, M, M", M”,)) difers cu un infinit mic cel putin de ordinul al
doilea, ca si rapoartele anarmonice (M, M, M, M,) si (M’ M’, M, M’,). Cum
aceasta are loc dealungul asimptoticelor (M,), (M,), (My), (M), rezulta ci ra-
portul anarmonic (M, M, M, M,) este constant.

94. Conoidul drept cu nucleu sferic. Pentru reprezenta-
rea suprafetei, ne servim de metoda dublei proectiuni, pe pla-
nul. orizontal si vertical (pe care il vom rabate peste planul
orizontal).

Sd ludm ca plan orizontal de proectie un plan paralel cu
planul director si ca plan vertical un plan paralel cu cel ce
trece prin directoarea rectilinie si centrul sferei ce formeazs

A nucleul. Fie (0,0’) centrul
: sferei, (A,A’) directoarea rec-
tilinie perpendiculara pe
planul orizontal, situati in
planul de front oe al cen-
trului sferei (Fig. 136).
Pentru a avea o genera-
toare a conoidului, si-l
tdem cu un plan orizontal
(H'). Acest plan tae axa
in punctul (e,0’) si sfera
dupd cercul (cd,c'd’) a cirui
proectie orizontald este cd.
O generatoare a conoidu-
lui este situati in acest
plan orizontal, trece prin
(a,a') si este tangenti sfe-
rei, adicd cercului(cd,c’d’). Proectia sa verticali este H’, iar cea
orizontald tangenta din @ la cercul ¢, adici ab, asa cz o ge-
neratoare a suprafetei este (ab,a’d).

Locul punctului & este cercul de diametru oa, iar al punc-
telor (5,6") de contact al generatoarei cu sfera este intersectia
sferei cu cilindrul vertical avand ca bazi cercul oa, adici o

t
I
!
I
1
'
)
H
1

Fig. 136
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bicuadratici strambd, simetrici in raport cu planul vertical de
proectie; deci aceasta se proecteazi vertical dupd o conici.

Pentru a gisi natura acestei conice, si tiem cilindrul si
sfera cu un plan orizontal oarecare; cele doud cercuri de sec-
tiune au comune punctele circulare ale acestui plan; proectia
verticald are deci un punct la infinit in directia orizontalei
punctului 4’, oricare ar fi aceastd orizontald. Locul punctelor
b este dec1 o parabola avand axa orizontald, care este ori-
zontala centrului o’ al sferei.

S3 Juim ca directoare (C,), (C,), (C,) respectiv verticala
punctului @, dreapta de la infinit a planului orizontal sl curba
de intersectie a nucleului sferic cu cilindrul vertical avand ca
bazi cercul de diametru oa. Intrebumgand notatiile (No. 66)
cunoscute, avem

my=1, my=1, my=4, 0y, =2, 0, =2, o, = 0,

deci

A=, momy— o3 =2, mignsg— oty =2, g1l — 0y =1,
ceea ce arati cd acest conoid considerat este o suprafati de
ordinul al patrulea, pe care generatoarea rectilinie si dreapta
de la infinit a planului director sunt linii duble.

Pentru a construi planele tangente dealungul generatoarei
(ab,a’d’), si consideram paraboloidul de racordare, avand unul
din planele directoare orizontal si al doilea plan director de

front.
Generatoarea de front a punctului (2,a’) este verticala a-

cestui punct; cea din punctul (,6') este linia de front a planu-
lur tangent la sferd a cdrei proectie verticali &'/’ este per-
pendiculard pe 0’6" (cici unghiul format in spatiu este drept si
are o laturd §'f" paraleld cu planul vertical de proectie, dect
se proecteazd in adevdrata mirime). Dar, proectiile verticale
ale generatoarelor de front trec prin acelas punct, proectia
generatoarei din celalt sistem care este perpendiculara pe ver-
tical, deci prin punctul /. Generatoarea de front intr'un punct
oarecare (m,m’)al lui (ab,a’d’) este prin urmare {(m/, m'f’).
ceastd generatoare (1n:/, m'f’), impreuna cu (ma, m'a’), determini
planul tangent in (#, ") (cici planul tangent este determinat
de cele doua generatoare de sisteme diferite ce trec prin acel
punct).

Se vede, de altfel, ci suprafata posedd patru genera-
toare singulars, adicd acelea ce se afli in planele tangente o-
rizontale ale sferei si acelea care se gisesc in planele tangente
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verticale ce trec prin directoare; acestea din urmi sunt in pla-
nul ecuatorului orizontal al sferei.

Pentru a determina punctul (#,m') al suprafetei unde
planul tangent e paralel cu un plan dat, se duce ab, in proec-
tie orizontald, paraleld cu orizontalele acelui plan dat. Aceasta
tae cercul de diametru oa in punctul b, proectia sa verticald
', este pe proectia verticald a cercului de razi ob. Se duce a-
poi perpendiculard pe o0b’, care tae verticala aa’ in /. Paralela
cu frontalele planului dat dusi prin /' di pe a'6’ proectia ver-
ticald »' a punctului de contact ciutat, de unde, cu o linie de
ordine, obtinem punctul . -

95. Conoidul lui Pliicker. Cilindroidul(), 1° Conoidul
lui Placker sau cilindroidul este conoidul drept avand ca direc-
toare: 1) o sectiune pland (elipsd) oarecare a unui cilindru de
rotatie; 2) o generatoare a cilindrului trecand prin unul din
varfurile axei mari a acestei sectiuni; 3) pentru plan director,
un plan de sectiune dreaptd a cilindrului.

Dac# notdm cu 1, 2, 3 respectiv dreapta de la infinit a
planului director, directoarea rectilinie si directoarea eliptici,
avem cu notatiile cunoscute,

my=1, my=1, my3=2; 0;3=0, dg3=1, oz =0.

Deci, ordinul suprafetei este 4—1=3, iar generatoarea
rectilinie este o linie dubld a suprafetei.

20 54 luim ca plan orizontal de proectie planul sectiunei
drepte trecand prin punctul comun celor doui directoare si ca
plan vertical un plan paralel cu acela ce trece prin directoa-
rea rectilinie si axa cilindrului. S4 numim cu #¢’ urma verti-
cald a planului directoarei eliptice proectatd orizontal dupi cer-
cul de ‘centru o si raza oa (Fig. 187). O generatoare a supra-
fetei este (am, a'm’).

Si considerdm un alt plan perpendicular pe vertical, ce
trece prin tangenta la elipsa directoare in punctul ei de inter-
sectie cu directoarea rectilinie verticala (#2',4), cu urma verti-
cald #p" si fie (/,/') punctul unde tae generatoarea (am,a’n?).
Avem

al  _alllZp

S —— 17 i | —— COI]St‘,'

am a'm’  Zq
deci locul punctului / este cercul omotetic al aceluia descris de
m, in raport cu a. Deci, foate planele duse prin tangenta la

(1) Studiul facut de D-1 M. d'Ocagne in Archiv der Malematick, 1903, p. 130,
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elipsa dirvectoare in punctul ei de intalnive cu divectoarea recti-

linie, tae suprafata aupd conice proectate orizontal dupa cevcuri

tangente in a la at. Si 2

insemnam cu (I';) aceste

conice ale suprafetei.

Una din ele poate fi sub-

stituitd ca a doua direc-

toare, in locul primei

elipse considerate ca di-

rectoare. t
3° Planul tangent in

(m,m') este determinat

de generatoarea {am,

a'm’) si tangenta (mf,

m't’) la directoarea elip-

tica. Urma orizontali a

acestui plan este deci

paralela #£1a am. Linia ()

de cea mai mare panti

a sa in 7 este perpendi- ¢

culara din # pe am ce

trece prin mijlocul 7 al lui g Vo

am si centrul o al cer- LR

cului. Punctul ¢ are ca proectie verticald ¢/ mijlocul lui a'm’;

deci drepta #7 trece prin mijlocul o' al lui 2'q" si in

spatiu, linia de cea mai mare pantd consideratd trece prin

punctul (0,0} independent de pozitia lui pe cerc. Se vede

decl cd planul tangent in orice punct al elipsei directoare frece

prow punctul (0,0') unde axa cilindrului tae planul tangent ori-

zontal ='q" la suprafati. Sau, plancle tangente dealungul elipser

directoare au ca infasurdtoare un con avind virful pe axa

celindrulud de rotatie pe care se afla elipsa considerata.

Am vizut, ins, ci se poate lua ca directoare una oare-
care din elipsele (I';) situate pe cilindrele de rotatie tangente
la primul dealungul generatoarei rectilinii ; deci, proprietatea de
mai sus subsistd pentru fiecare din aceste elipse.

Se deduce de aci un mijloc simplu de a construi prin
puncte curba de umbri a suprafetei pentru o sursi luminoasi
oarecare. Se obtin punctele acestei curbe de umbrid situatd pe
una oarecare din conicele (I';), intrebuintand conul circumscris
suprafetei dealungul acestei conice ).
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40 Sectiunile suprafefer prin planele sale tangente. Planul
tangent intr'un punct oarecare (#,m’) al suprafetei continand
generatoarea (am,a’m’) in acest punct, si suprafata fiind de
ordinul al treilea, restul intersectii acestui plan tangent cu
suprafata va fi o conicd (T).

S4 observim ci se cunosc patru puncte ale acestei co-
nice si anume, (n2,12'); punctul (e,a’) pentrucy directoarea (az,a’z")
este o linie dubld a suprafetei; (0,0") pentrucd dreapta (2¢,2'¢’)
este o generatoare a suprafetei; (#¢) pentrucd dreapta perpen-
diculard pe vertical in # este o generatoare a suprafetei. Proectia
orizontal a conicei cautate este deci circumscrisi patrulaterului
aomt inscriptibil intr'un cerc. Pentru a determina aceastd co-
nicd, si ciutdm tangenta in m. Aceastd tangenti este (No. 93)
a doua asimptotd a Indicatoarei, prima fiind generatoare recti-
linie, si aceste doud drepte sunt, avand in vedere teorema lui
Dupin (No. 86), conjugate armonic in raport cu tangenta (12’
la conica (T) trecand prin (#,m’) si cu caracteristica planului
tangent in acest punct care se confundi cu (mo,m’0"), desfasu-
rabila circumscrisa dealungul lui (I'y) fiind, cum am viazut, conul
cu varful (o,0).

Dar, in proectie orizontald, dreapta a/z in triunghiul drept-
unghic omt este indliime; conjugata armonici a acestei inil-
timi, in raport cu laturile unghiului drept, este tangenta la
cercul circumscris. Deci, proectia orizontald a conicei cautate
se confundd cu cercul circumscris patrulaterului aomt, care are
in comun cu acest cerc patru puncte o,m,/a §i tangenta in
unul din ele, .

Se poate vedea si altfel ci proectia orizontald a conicei
(I's) este cercul de diametru of. In adevér,'punctele (0,0") si
{¢,f') sunt cel mai de sus si cel mai de jos al conicei (L'y); deci
tangentele in o si £ la proectia orizontald a acestei conice sunt
paralele cu orizontalele planului tangent, adicd perpendiculare
pe of, care, prin urmare, este o axi a acestei proectii. Mai
mult, unghiul oa? fiind drept, aceastd conicd este cercul de
diametru of.

Luand ca a doua directoare conica (L), definitia cilindroi-
dului devine, un conoid avind generatoarele perpendiculare la
Leneratoarele wnui cilindri de rvofatie si admirind ca direc-
toare rectilinii, una din generatoare, apor o sectiune plana
oarecare a cilindrului,

5° S4 considerdm acum pe conica (Iy) punctul f diametral
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opus lui a si-si-l unén cu punctul de intalnire p al conicei (I's)
cu o generatoare oarecare e a suprafetei. In spatiu, unghiul
proectat dupd unghiul drept apf, avand una din laturile sale
ap orizontald, este un unghi drept; orizontala proectatd dupi
ap este deci perpendiculara comuni la verticala proectati in @
st la dreapta planului conicei (T,) proectats dupd fir. Deci, cz-
lindroidul poate fi privit ca locul perpendicularelor comune la
directoarea rectilinie si la toate dreptele planubui conicei (Ty)
trecand prin punctul diametral opus lui a in aceastd conicd.

De oarece prin fiecare punct al suprafetei trece o conici
('), se obtin o infinitate de moduri analoage de generare ale
aceluias cilindroid.

6% Invers, se poate vedea ci locul perpendicularelor co-
mune la o dreapta datd si la toate dreptele unui plan ce trec
prin acelas punct este wn cilindroid. In adevir, cunoscand
punctele a si f, se poate construi cercul aof?, deci se cu-
noaste conica (I';) a cirei proectie este acest cerc si servindu-se
de a doua definitiune, urmeazi ci suprafata este un cilindroid.

7% 54 lasam dintr’un punct oarecare al verticalei punctu-
lui / o perpendiculard pe fiecare generatoare ap a suprafetei;
piciorul acestei perpendiculare coincide cu punctul p, pentru
cd unghiul drept care are o laturi orizontald se proecteazi
dupd un unghi drept. Conica (I';) reprezinti deci locul procc-
tillor ortogonale ale unui punct oarecare a verticalei lui I/ pe
generatoarele suprafetei si cum punctul f poate fi ales arbitrar
[conica (T's) corespunzitoare fiind aceea ce are ca proectie ori-
zontald cercul de diametru af], urmeaza ca locul proectiilor
ortogonale ale unui punct oarecare al spafiului pe generatoa-
rele unui cilindroid este o conica (V) a acester suprafete, a-
ceasta conica rdmdndnd acecas pentru toate punctele situate pe
0 aceeas paraleld la directoarea rectilinie a suprafeter.

De altfel, D-1 Appe/l a demonstrat() ca cilindroidul este
singura suprafata riglati avand proprictatea “cilindrului, ca
locul proectiilor unui punct oarecare al spatinlui pe generatoa-
rele sale sa fie o curba pland, de unde si numele de cilindroid.
Ciliadrul fiind o suprafatd desfisurabils, cilindroidul este sin-
gura suprafata riglati (strambd) care se bucuri de aceasts pro-
prietate.

Y) Appell, Bulletin de la Socicte’ mathematique de France, t. XXVII, p. 261; a sé
vedea si demonstratia geometrica a ) 1ui Bricard. in Bullefin de la. Socicts mathematique
de France, t. XXIX, p. 18, precum i a 1-lui Harmegnies, elev al Sccalei Politechnice
Paris, promotia 1919 (Nouvelles Ann. de Math., 1920 p. 178).

N.Abramescu, — Lectiuni de Geometrie purs Infinitezimali. 12



8° Linii asimptotice. Am vizut ca asimptotele indicatoarei
in (m, m’) sunt proectate orizontal dupi #a si ms, tangenta in
la cercul omfa. Liniile asimptotice ale suprafetei au ca prim
sistem generatoarele rectilinii si al doilea sistem curbele ale
cdror proectie orizontali au ca tangenti in fiecare punct m
dreapta s definitd mai sus. Dar, unghiul #ns avand in cer-
cul omta aceeas misurd ca si unghiul fam, este deci egal cu
amt; deci, fatd de polul @ si axa polari af unghiul ams a tan-
gentei cu raza vectoare este dublul unghiului polar Zam; aceasta
este o proprietate caracteristici a lemniscatei lui Bernoulli, avand
punctul sdu dublu in a si tangentele in acest punct af si aq.

Deci, proectiile orizontale ale liniilor asimptotice din sis-
temul al doilea ale cilindroidului sunt lemniscate ale lui Bernoulli,
avand punctul dublu in @, unde tangentele sunt a# si aq.

9° Asimptotele indicatoarei in (., #’) fiind cunoscute
proectie orizontald, sunt complect determinate, cici ele sunt
planul (amo, a'm'o’).

Deci, pentru a cunoaste indicatoarea, va fi destul de a sti
raza de curburd a unei sectiuni normale oarecare ce trece prin
(m, m'). Sé considerdm sectiunea normali ce trece prin (m¢, #'t).
Planul acestei sectiuni normale este determinat de (12¢, 1m'¢) s
de normala (mn, m'n’) ale cdror proectii sunt respectiv perpen-
diculare la orizontala am si frontala o’a’ a planului tangent in
(m, m’). De asemenea, planul normal la cilindrul proectant al
elipsei (I'y), dus prin (m#, m't), este definit de aceasta tangenti
st normala la acest cilindru in (m, '), care este orizontala
proectatd dupid mo. Se pot construi unghiurile » si ®’ pe care
aceste plane normale le fac cu planul conicei (Ty), plan per-
pendicular pe vertical, care le tae pe ambele dupd (m¢, m'#).
Asa fiind, dacd p este raza de curburd a lui (Ty) in (e, m),
po st p'o razele de curburd ale sectiunilor normale definite mai
sus la cilindroid si cilindru proectant, in acelas punct, dupi
teorema lui Meusnier, avem

n
n

— >

P = po costd = p’y cosw’.

Dar, dacd ¢ este unghiul tangentei (mf, #'t) cu genera-
toarea cilindrului proectant, adici cu verticala punctului (i, '),
relatia lui Euler, aplicatd la cilindrul a cirui sectiune dreaptd
este cercul derazd Oa=r (R;=v, cealalti razi de curburi R,
a sectiunei drefte este oo, cici curba de sectiune este genera-
toarea rectilinie}, arati ci



Plo= e
ol=S e :
sin®o

De unde urmeazi
. rcosw’
A o -
sin®pcosy

Construind aceastd expresie a razei de curburi a sectiu-
nei normale oarecare, indicatoarea in (u, m') se poate construi,
cdci se cunosc asimptotele si un punct.

95. Manunchi de normale. Teorema lui Sturm. Daci
se considerd in jurul unui punct M al unei suprafete, o arie
infinit micd trasi pe suprafatd, ansamblul normalelor duse prin
punctele continute in interiorul acestei arii constitue un minunchi
de normale, a cirui normald in M este normala mijlocie. Vom
ardta cd, afard de wnfinifi mici de ordinul al doilea, normalele
acestui manunchi intalnesc axele de curburd ale celor doud sec-
tiung principale trecind prin MN.

Pentru a demonstra aceastd proprietate a lui Sturm, vom
stabili urmitoarele. 1° Dacd se proecteaza pe unul din planele
principale, Mz, de ex., normalele in doud puncte corespunza-
toare ale suprafeter si paraboloidului osculator in M,

x2 y‘l

» 2R; ' 2R,

unghinl acestor proectiuni este infinit mic de ordinul al doilea.
In adevir, aceste proectiuni sunt normalele la sectiunile supra-
fetelor, paralele cu Mxz, obtinute dand lui y in ecuatiile supra-
fetelor o aceeas valoare constanti. Unghiul lor este egal cu
acela al tangentelor la aceste sectiuni ale cidror (pante) coefi-

HE=

= : . O 1 L . -
cienti unghiulari, = diferd cu un infinit mic de ordinul al
£

doilea, cici diferenta valorilor lui z corespunzitoare este de
ordinul al treilea. Acest unghi este deci de ordinul al doilea.

20 Dacd se proecteazi ortogonal un punct oarecare M' al
unui paraboloid in m' pe planul tangent in varful M, paralela
la normala in M' dusd prin m' intdlneste axele de curburd
A, st Ay (perpendicularele pe sectiunile principale in centrele
de curburd principale) corespunzatoare punctilui M. In adevir,
sd observdm cd proectiunile pe unul din planele principale, ale
sectiunilor plane ale paraboloidului, paralele cu acest plan, se
obtin cu o translatie paraleld cu Mz din sectiunea principali.

Deci, in toate punctele proectiunei, situate pe o paraleld

Ly
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la Mg, normalele la proectiile acestor sectiuni plane sunt pa-
ralele intre ele si paralele cu dreapta care uneste proectia co-
mund a piciorului lor pe Mx (sau My} cu punctul =R, (sau
z=Ry) a lui Mz, cici subnormala sectiunii principale este con-
stantd si egald cu parametrul R, (sau R,).

Dar, normalele la suprafatd se proecteazi pe planul prin-
cipal Mxz (sau Myz) dupi normalele la aceste sectiuni plane
paralele cu acest plan principal. Deci, paralelele la normalele
in punctul M’ oarecare al paraboloidului, duse prin proectia
lor m” pe planul tangent in varful M, intalnesc toate axa de
curburd in punctul #=R, (sau z=— R,).

3° Acestea fiind stabilite, prin punctul M’ (Fig. 138) al
suprafetei, infinit vecin de M, si ducem normala la suprafati

M m' si paralela la normala corespunzitoare

% a paraboloidului osculator st fie M'N’,

(M) M'N’; proectiile lor pe Mxz. In baza
N M’ primei proprietiti de mai sus, unghiul

N'M'N’; este de ordinul al doilea, seg-
mentul N'N’; este de asemenea infinit
mic de ordinul al doilea. Insemnand cu

G Cy centrul de curburi principal cores-

Dy N7 N P, punzitor sectiunii principale Mxz, si cu
N, CiD; perpendiculara in C, in planul

> principal Mxz pe MC,, adici axa de

Fig 138. curburd a celei de a doua sectiuni prin-

cipale, in virtutea proprietitii a doua, se vede ci M’ N, este pa-
raleld cu »'C,, apoi CiN; =m'M’, care este de ordinul al doi-
lea, si cum unghiul in N, este infinit mic, urmeazi ci (CINT
este de ordinul al trejlea, deci C,N’ este de ordinul al doilea,
adicd, afari de infiniti mici de ordinul al doilea, normala in M’
intalneste axele de curbury, C,D,, ale celor doux sectiuni prin-
cipale ce trec prin MN.

Regisim o proprietate stabilits de Mannheim (No. 88, 69)
cd, dacd M’ tinde citre M, dealungul unei curbe oarecare si-
tuatd pe suprafata datj, suprafata niscutd de normali este tiiati
de planul principal dupd o curbd, care admite axa de curburi
Ay ca tangenti in C,. ecl, toate elementele de suprafati ri-

glatd, niscute de normalele in jurul lui MN, se racordeazi in
Cy si de asemenea in C,.

96. Raze refractate sau reflectate. Teorema lui Malus
si Dupin. Si considerim o suprafati (A) pe care se refracti
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razele AM normale la o suprafatd (M)(") (Fig. 139). Din punctul
A ca centru si de-
scriem sfera (S) cu M,
raza AM, tangentiin 1 (S)
M la suprafata (M). )
Punctul M fiind pe P
suprafata (M), pozitia (A)
sa depinde de doi pa-
rametril, : dect  sfera "
variabild (S) depinde M
de dol parametrii. Asa
dar, aseste sfere isi (M) N
ating infiasuritoarea
in doua puncte carac- g
teristice, punctul M si simetricul siu M, in raport cu planul
tangent in A la suprafata (A). Pentru a vedea aceasta, e destul
a considera sferele corespunzitoare la trei puncte infimit vecin
A, A, A", care se tae in doud puncte simetrice in raport cu
planul AA’A” al centrelor si apoi a face ca punctele A’ si A”
sd tinda citre A.

Si luim ca plan al figurei acela determinat de raza AM
st normala AN in A la suprafata (A).

S4 observim ca raza AM, se confundi cu raza reflectati
a lui AM pe suprafata (A) si ci aceastd razi normald in M, la
sfera (S) este de asemenea normald la suprafata (S;) care constitue
a doua panzi a suprafetei infdsurdtoare a sferei (S). Deci, ra-
zele normale la o suprafata (M) se reflectd pe o suprafati oare
care (A), astfel ca razele reflectate sunt normale la altd supra-
fala.

S4 considerim acum sfera (¥) de centru A cu raza egald
AM g S . o )
cu—=, n find indicele de refractie. Aceasta sferd depinde de

doi parametrii si are doud puncte caracteristice, de contact cu
infdsuratoarea sa, it si pb;. Pentru a determina aceste puncte,
sd consideram sfera (S') corespunzitoare la alt punct A’, in-
finit vecin de A, care tae sfera (S) dupa un cerc a cirui limitd
(C) trece prin M si M;. De asemenea, limita (I') a cercului dupi -
care sfera (') [dedusd din (S) ca (¥) din (S)] tae (2), trece prin
punctele p st ;. Dar ansamblul sferelor (S) si (2) este omo-

(!} A se vedea M. d'Ocagne, Cours de Geomelrie de UEcole Polylechnigue 11930),
altd solutie datad de D-l1 Babinet, clev al promotii speciale 1919.



182

tetic cu ansamblul sferelor (S) si (£). Centrul lor de omotetie
este varful comun a unui con circumscris la (S) si (S'), si a co-
nului circumscris la (2) si (&'). Limita sa este deci varful comun
al conului circumscris lui (S) dealungul lui (C) si al conului
circumscris lui () dealungul lui ([); este, asa dar, polul in
raport cu sfera (S) a unui plan ce trece prin M si M;. Dar
acest pol descrie dreapta A conjugatdi cu MM, in raport cu
sfera (S), care se proecteazi pe planul figurei in P. De aci
rezultd cd cercurile (I) de contact ale sferei () cu conurile
avand ca varfuri diferitele pozitii ale polului pe dreapta con-
jugati A, trec prin punctele de intalnire g si p; ale sferei (3)
si a dreptei conjugate, in raport cu aceastd sferd, a dreptei ce se
proecteazi in P; aceste puncte se obtin pe planul figurei ducand
din P tangente la conturul aparent al sferei ().

Asa fiind, dreapta Ap este normali in g la suprafata (i),
infisuritoarea sferei (Z), ea avand in acest punct acelas plan
tangent ca si sfera.

Dar, dreapta Ap este in planul MAN al figurei, al razei
incidente MA si normalei MN la suprafata refractanti. Apoi,
unghiurile MAN si pAN fiind respectiv egale cu MPA si pPA,
urmeaza

sinMAN _ AM__
sinpAN ~ Ap ¢
Deci, Ap este raza refractatd corespunzitoare lui AM si

deci razele normale la suprafatd se refractd pe o altd supra-
fatd, astfel ci razele refractate sunt normale la o altd suprafata.

Rezulta de aci ci razele luminoase, ce pleaci dela o sursa
redusd la un punct, care, inainte de orice reflexie sau refractie,
pot fi privite ca normale la o sferd avand acest punct ca centru,
sunt, dupi un numir oarecare de reflexiuni sau refractii, nor-
male la aceeas suprafatd ().

Rezultatul gisit de Malus pentru razele ce pornesc din-
tr’'un punct, a fost generalizat de Dupin, pentru razele normale
la o suprafata oarecare. 4

Si considerim acum razele luminoase pornite de la o
sursi, interioare la un con a cirui deschidere foarte micd in-
conjurd una din ele, p; ansamblul acestor raze vor forma dupa
un numir oarecare de reflexiuni sau refractii, ceea ce se zice
manunchi luminos imprejurul razei ce provine din p, care se
noteazi de obicei cu aceeas literd.
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Aplicand teorema lui Sturm, se vede c4 daci p este punc-
tul unde raza p este normald la suprafata (1), razele ménun-
chiului luminos intalnesc foarte sensibil cele doud axe de
curburd principale ale suprafetei corespunzitoare punctului (1),
cdrora, pentru acest motiv, fizicienii i-au dat numele de focalele
lui Sturm. Se poate vedea (ceea ce se probeazi si prin expe-
rientd) ci, dacid se deplaseazi un ecran normal la raza g, ima-
ginea luminoasd se reduce sensibil la o mici trisitura rectilinie
(fragment din focala lui Sturm) cand ecranul va trece prin fie-
care din cele dou# centre de curburi principale ale lui (1) si-
tuate pe p.

NOTIUNI SUMARE ASUPRA COMPLEXELOR
SI CONGRUENTELOR DE DREPTE (3.

97. Coordonatele omogene ale linii drepte. Si consi-
derdm o dreaptd D paraleld cu directia

W o o

/ e n

Ecuatiile proectiilor dreptei D pe cele trei plane de co-
ordonate sunt

(1) nx—mez=p, lz—nx=q, mx—Ily=r.

De unde
@) lp+mg+nr=0.

Se vede ci dreapta (D) ale cdrei ecuatii sunt(l), este con-
tinutd in planul

(3) px+ qytrz=0
ce trece prin origini.

Parametrii /m,1,6,9,7, in numir de 6, legati cu relatia (2),
determind, afard de un factor constant, ecuatiile (1) si deci
dreapta (D). Acestea se zic coordonatele omogene ale linii drepte
(D). Aceste coordonate fiind cunoscute prin valori proportio-
nale, si apoi verificand o relatie omogeni (2), ele se reduc, in
realitate, la patru distincte, cea ce de altfel trebuia, cici o
dreaptd in spatiu este determinatid de patru conditii.

(}) M. &’Ocagne, Cours dc Geomeirie ac I’ Ecole Polytechnique (1930), p. 153. A se
vedea §i expunerca geometrici asupra Complexelor 5t congruentelor de Fourel, in apendi-
cele cirtii, La glometrie du mouvement, de Schoenflies, tradusi de| Speckel; Gauthier Vil.
lars, 1893.
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Insemnarea geometrici a acestor coordonate este urmi-
toarea: /m,n sunt proectiile pe axe, p,7,7, momentele, in raport
cu axele, ale unui vector oarecare luat pe dreapta considerati.

Conditia ca dreptele D{,m,n,p,q,7) si D' ({',m' 0, p',q %)
sd se intalneascd, se obtine eliminand pe x,y,2 intre ecuatiile
(1) si analoagele sale pentru cealaltd dreaptZ, ceea ce se poate
usor avea inmultind ecuatiile (1) respectiv cu /,m’n’ si ecua-
tille analoage pentru (D) respectiv cu /m,n. Adunand, gisim
(4) Up4m'q+n'r+1p' +mg'+-nr'=0,
conditia necesard si suficientd ca dreptele (D) si (D) si se in-
talneasci.

~ 98. Diferite sisteme infinite de drepte in spatiu. Pozi-
tia unei drepte depinzand de patru parametril in spatiu, se poate,
in ansamblul cuadruplu infinit al dreptelor din spatiu, si ima-
gindm sistemele de drepte triplu, dublu si simplu infinite, care
satisfac respectiv, la o conditie, doud, sau trel conditii simple,
care se exprimi cu relatii omogene intre coordonatele /, 12, #. p, ¢,7
ale acestor drepte.

Astfel, o singurid ecuatie omogeni intre coordonate defi-
neste un sistem triplu infinit, sau un complex de drepte; doud
ecuatii omogene definesc un sistem dublu infinit, sau o con-
Lruentd, in fine, trei ecuatii omogene definesc un sistem simplu
infinit, sau o serie de drepte.

Exemplu de complexe, sunt dreptele tangente la o supra-
fatd datd, sau care intalnesc o linie datd, care poate fi la in-
finit pe un con sau pe un plan dat.

Congruente formeazi dreptele tangente la doud supra-
fete date, normalele la o suprafats, dreptele care intalnesc doud
linii date.

Serie de drepte formeazi generatoarele de acelas sistem
- ale unei cuadrice riglate (semicuadricd), tangentele la o curbd
strambi, etc.

99, Clasificarea complexelor si congruentelor. Am vizut
ci un complex este definit de o ecuatie omogend,

(5) ¥, m, n, p, q, =0,

intre coordonatele fiecirei drepte a complexului. Dacd aceastd
ecuatie este algebrici si de gradul i, complexul se zice alge-
bric si de gradul p.

Si consideram dreptele complexului ce trec prin acelas
punct din spatiu. Exprimand ci coordonatele punctului verifica
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ecuatiile (1), care de fapt sunt dous, se obtin doud conditii, care
impreund cu cea exprimatd prin (5), se vede ci aceste drepte
satisfac la trei. conditii simple, adica formeazi o serie. Dreptele
acestel serii trecand prin acelas punct, nasc un con, a cdrut
ecuatie se obtine astfel. Fie (%0, ¥, 20) punctul fix si (x, v, 2) un
punct oarecare al unei drepte a serii. Proectiile vectorului for-
mat de aceste puncte pe axele de coordonate sunt x—xo, ¥ —yo,
Z—2%; momentele in raport cu aceleasi axe sunt 2Yo - V&,
XZ—2%y, ¥ao—Xy,. Cum aceste sase cantititi sunt propertio-
nale cu /, m, n, p, ¢, 7, st verificand ecuatia omogeni (5), avem
Flx—x,, y—y., 2—z, BYo= YRy XBy— 2K, J Xy—x )=,
care este ecuatia conului ciutat si care s= zice conul complexi-
{ui corespunzitor punctului considerat. Ordinnl acestur con este L,
egal cu acela al complexulus. .

Si considerdm acum toate dreptele complexului situate in
acelas plan, unde ele au o infisuritoare oarecare. Tangentele
duse dintr’un punct oarecare al planului la aceastd curba sunt
intersectiile acestui plan ca conul complexulul avand ca varf
acest punct Numdrul acestor tangente este st deci infasurs-
toarea dreptelor complexului situate intr’un plan considerat,
numitd curba complexului, pentru acest plan, este de o clasa
egald cu ordinul (v al complexulus.

Se zice complex linear acela pentru care ecuatia (b) este
linears. Conurile si curbele complexului linear sunt respectiv
de ordinul intai si clasa intaia, deci se reduc respectiv la plane
st puncte. Ecuatia linears (5) continarnd 5 parametrii, un com-
plex linear C este complect determinat prin cinci conditii simple,
adicd prin cunoasterea a cinci drepte, proectiv independente,
care-i apartin.

Doua ecuatii omogene, F(/,m, n, p, g,7)=0, G(/ m, 1, p,
g, r)=0, algebrice si intregi, de gradele p sl v, definesc o con-
Lruentd algebrica, al cirei ordin este numirul de drepte care-i
apartin sl care trec printr'un punct al spatiului si a cirei clasi
este numdrul de drepte continute in orice plan al spatiului.

In general, ordinul unei congruente este egal cu numirul
de generatoare rectilinii, comune conurilor complexelor F si G,
avand acelas varf; clasa, numarul de tangente comune la curbele
complexelor continute in acelas plan. Aceste numere sunt egale,
in general, cu wv. Sunt, insi, cazuri cand aceste numere nu
mai sunt egale. De ex., coardele unei cubice strambe formeaza
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o congruentd de ordinul intai si clasa treia. In adevir, nu pot
trece doud coarde ale unei cubice strambe printr’un punct al
spatiului, cdci cele patru puncte ale acestor coarde ar forma
un plan, care ar tiia cubica in patru puncte, ceea ce este
absurd. De altfel, in fiecare plan sunt trei coarde obtinute
unind doui cate doud cele trei puncte unde acest plantae cubica.

Daca ecuatiile F=0 si G=0 sunt lineare, congruenta (c)
corespunzitoare este lineard.

100. Proprietétile speciaie ale complexelor lineare.
19 Pol si plan polar. In orice complex linear [C], toate drep-
tele ce trec printr'un punct, sunt situate in acelas ‘plan, numit
plan polar (plan focal) al acestui punct. Toate dreptele situate
in acelas plan trec prin acelas punct numit go/zl (focarul) acestui
plan. Deci, toate punctele si planele spatiului sunt in raport cu
complexul [C], asociate doui cate doud, fiecare punct fiind si-
tuat in planul corespunzitor.

20 Daci polul P al planului W este in planul I, reciproc,
polul P al planului W este in planud 1. In adevir, si consi-
derdm un complex linear [C] si fie P polul planului II. Daci
polul P este in planul II', cum este si in planul II, se afli pe
dreapta D de intersectie a planelor II si I'. Aceastd dreapts
trecand prin polul P al planului II, apartine complexului. Apar-
tinand complexului si gdsindu-se in planul II, trece prin polul
P’ al acestui plan. Acest pol fiind pe dreapta D, este deci in
planul II,

8° Drepte conjugate. Fie P polul unui plan II care se in-
varteste in jurul unei drepte D neficand parte din complex.
Pentru a gasi locul polului P, si luim pe dreapta D doui
puncte oarecare A i B, ale ciror plane polare « st B se tae
dupid dreapta A,

Pentru o pozitie oarecare a planului I trecand prin D,
planele « si B avand polurile A st B in acest plan IT (cici sunt
situate pe D continuti in plan), planul II are polul siu P in
planele « si B si deci pe dreapta A de intersectiec a acestor
plane « si .

Asa dar, cand planul 1 se invdrteste in jurul lui D, polul
sau descrie dreapta A, Cum punctele A si B au fost alese arbi-
trar pe D, si cum polul P al planului IT este independent de
alegerea acestor puncte, rezultiy e planul polar al oricirui alt
punct al dreptei D trece de asemenea prin A. Dreapta D este
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locul_polurilor planelor ce trec prin A. Existd, deci, reciproci-
tate intre dreptele D si A, care sunt numite pentru acest motiv,
conjugate in raport cu complexul.

Dacd dreapta D ar apartine complexului, ea ar coincide
cu conjugata sa A, cici orice plan trecand prin D ar avea polul
sau pe insdsl aceastd dreapti. .

4° Orice dreapta a complexului care intalneste o dreapta
D intilneste si conjugata sa A. In adevar, daci dreapta y in-
talneste pe D si apartine complexului [C], polul planului (D, 1)
Sse gdseste pe dreapta v; dar acest pol se aflx sl pe conjugata
A a lui D, ceea ce arati ci dreptele v si A se intalnesc.

5% Orice dreapta care intilneste doud drepte D si A con-
Jugate apartine complexulus, In adevdr, planul format de aceasti
dreaptd v si de una din dreptele conjugate, 4, are polul siu
pe cealaltd dreapti conjugati D; dar acest pol este in planul
(4,7) si deci se giseste la intersectia dreptei D cu acest plan
care este punctul comun dreptelor D si 7. Dar Y trecand prin
polul planului (4, y) care o contine, apartine complexului.

6% Doud perechi oarecare de dreple conjugate in raport cu
un complex linear [C) apartin la aceeas semicuadrica. In ade-
vir, fie perechile (D, 4), (D, A"). Toate dreptele 1 care intalnesc
trei din aceste drepte D, A, D’, de €X., nasc o semicuadrici,
pentru care D, A, D', generatoarele din celalt sistem, deter-
mind semicuadrica complimentard. Dar, orice dreaptd Y ce in-
talneste pe D si A apartine complexului : apartinand complexu-
lui si intalnind pe D', intalneste si pe A’. Toate generatoarele
Y ale primei semicuadrice intalnind pe 4°, insemneazi ci aceasti
dreaptd apartine la semicuadrica complimentara definitd de drep-
tele D, 4, D',

7° Diametrii si axe. Daci se consideri toate planele
paralele cu un plan dat, ele pot fi privite ca trecand prin
dreapta dz la infinit a acestui plan dat. Polurile lor sunt deci
pe dreapta conjugati a acestei drepte de la infinit. O astfel de
dreaptd se zice un diametru al complexului conjugat directii
planului considerat.

Dar, prin fiecare dreaptd de la infinit, trece, in particular,
planul de la infinit. Toate diametrele contin deci polul acestui
plan de la infinit, cu alte cuvinte, un punct determinat al aces-
tul plan de la infinit, adics, lofi digmetrii sunt paraleli intre of,

La fiecare dintre ei corespunde o directie determinats de
plane paralele. Una dintre aceste directii de plane este per-
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pendiculard la directia comuni a dlametrelor Diametrul cores-
punzator se xicé axa complexu]m
’ S insemnidm cu X si & axa complexului si dreapta de

la infmlt a planelor care ii sunt perpendiculare, adicd dreapta
sa conjugatd si fie D si A doud drepte conjugate oarecare. Am
vizut cd dreptele X, 3, D si A apartin la o aceeas semicuadrici,
care este in acest caz un paraboloid iperbolic, cici una din
generatoarele sale este aruncati la infinit. Acest paraboloid are
ca directie a primului plan director aceea a planelor trecand
prin dreapta de la infinit 3, adici planele perpendiculare pe X,
directie care se zice orfografici pentru complexul [C]. Directia
celui de al doilea plan director este dati de doud din gene-
ratoarele semicuadricei considerate, D si 4, de ex. Aceasti di-
rectie de plan fiind de asemenea paraleld cu generatoarea X
a aceleas semicuadrice, este perpendicularid pe directia planului
ortografic. Planele duse paralel cu acest plan prin D si A sunt
perpendiculare pe planul ortografic, deci proectiile dreptelor D
st 4 pe planul ortografic sunt paralele. Paraboloidul este echi-
later si X este perpendiculard pe toate generatoarele sistemu-
lui al doilea (paralele cu planul ortografic); cu alte cuvinte, ge-
neratoarea X este in sistemul D si A, linia de strictiune a
paraboloidului.

9° Toate generatoarele paraboloidului definit de D si 4,
care sunt paralele cu planul ortografic, sunt dreptele complexu-
lui, cdci intalnesc pe D si A. Ele intalnesc de asemenea axa X
care e de acelas sistem cu D si A. Deci, proectiile lor pe pla-
nul ortografic, trec toate prin piciorul axei X pe planul orto-
grafic. Printre aceste proectii este una care este perpendiculari
pe proectiile paralele ale Iui D si A. In spatiu, generatoarea
corespunzitoare este perpendiculara comuni lui D si A, cici
ea este paraleld cu planul de proectie (perpendiculari pe axa X).

Deci, perpendiculara comund la doud drepte conjugate D
st A& in raport cu complexul [C], face parte din complex si
intd'neste subt un unghi drept axa X a complexului. -

10° Generarea unui comptex linear. S insemnim cu X
proectia redusi la un punct (Fig. 140) pe planul ortografic, a
axei complexului [C] si fie a6, proectia unei drepte oarecare
a complexului, a cdrei urmi pe planul ortografic este 6. Per-
pendiculara comuni la aceasti dreptd si ia axd apartine com-
plexului [C], cici intalneste axa X si conjugata sa, dreapta de
Ia infinit a planului ortografic. Proectia pe planul ortografic a
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acestel perpendiculare comune este Xa,, coboratd din X pe aoby.
Aceastd perpendiculari comuni, impreuni cu a,0, determini
planul polar al punctului g, i urma X!
acestul plan pe planul ortografic
va fi dreapta 6,6 paraleld cu Xas.
Orice alta dreaptd a,6 a com-
plexului, trecand prin @, si fiind
in acest plan polar, va avea urma
sa ortograficd & pe urma b4’y a
planului polar. S3 insemnidm cu p
cea mal scurtd distantd, proectatd
dupd Xa, a axei si dreptei a.f,

A

W

™

T
|
|
'
1
!
i
'

1
cu o unghiul acestei drepte cu ! £ %
axa, po Sl %, aceleasi cantititi pen- u', v
tru dreapta aob,. Din triunghiurile p,] a,
asemenea Xady, @yb,0, avem b,
Xa Jash—= Xay . apby. Fig. 140.

S4 insemndm cu 2z cota lui @, in raport cu planul orto-
grafic de proectie; avem

(6) 0. ah=p, . 2tg0%.

Pentru a gisi adevarata mirime a unghiului dreptei (agb,
a’yb’) cu axa, si rotim aceastd dreaptd in jurul axei pand ajunge
s3 devie frontald in pozitia (asby, @’ob’y). Unghiul « este egal cu
b'ia’' X st deci

@b = a,b; = ztge.

Inlocuind in (6), obtinem

p2tgo = P2t %,.
Deci, insemnand cu /% constanta pytgo, = /4, avem
ptgo. = /.

Asa dar, pentru toate dreptele complexului [C], ce #trec
prin ay, produsul ptge are o valoare constantd h.

Se poate usor arita, ci aceastd constanta h este aceeas
pentru toate dreptele complexului. Pentru aceasta, va fi de ajuns
a arita ci rimane aceeas pentru doud drepte oarecare Y si Y’
ale complexului si care nu se intalnesc. Dar, se poate totdea-
una gisi o dreapti y” a complexului care si le intalneascd pe
v si ¥/, care se poatz obtine considerand planul polar Il a unui
punct oarecare P al dreptei v si luand punctul de intalnire P’
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al acestui plan II cu dreapta ¥/, astfel ci dreapta PP’ esteuna
din dreptele Y” ciutate. Dar y si ¥” intalnindu-se, au aceeas
constantd /4, care este aceeas si pentru y” si y’; deci constanta
este aceeas pentru Y si Y.

Asa fiind, pe un cilindru de rotatie cu axa X sl raza p,
sd considerdm elicea cu pasul redus /4. Fiecare binormali a
acestei elice se confundd deci cu o dreaptd a complexului [C].
Se vede deci ci acest complex [C] se compune din toate binor-
malele la toate elicele, de acelas pas redus h, trase pe toate ci-
lindrele de rotatie in jurul axei X a complexului.

Cilindrele formand o simpld infinitate, elicele de acelas
pas de pe fiecare cilindru, deasemenea formeazi o simpld in-
finitate, apoi binormalele pentru fiecare elice formand lardsi o
simpld infinitate, urmeaza ci binormalele la aceste elice for-
meazd un sistem triplu infinit.

S observim ci planul polar in fiecare punct cum a fost g,
este determinat de binormala ayb, la elicea ce trece prin a, si
Xay raza cilindrului in acest punct. Acest plan polar este planul
normal la elice trecind prin acest punct. Toate dreptele aces-
tul plan trecand prin @, deci toate normalele la elice, apartin
complexului. Trebue observat ci, cand se zice c¢i toate nor-
malele la toate elicele de axi X si pas redus 4, apartin com-
plexului, fiecare din aceste drepte este numirati in realitate de
o infinitate de ori. Pentru a fi numai o singurd dati numairati-
trebue a fi consideratd ca binormald la elicea trecand prin
piciorul perpendicularei comune la aceasti dreapti si la axa
complexului.

S4 considerdm cazul particular 2=0. Trebue exclusi 1po-
teza «=0, cdci ar corespunde drepte paralele cu axa X, al
caror ansamblu ar forma o congruentd si nu un complex. In
cazul acesta avem p==0 pentru toate dreptele complexului;
cu alte cuvinte, se obtine complexul tuturor dreptelor care in-
talnesc axa X. Un astfel de complex se zice spectal.

Cand /=00, trebue exclusi ipoteza p = oo, cici ar cores-
punde dreptele in intregime aruncate la infinit. In acest caz,

avem o= %25 » Ceea ce dd toate dreptele perpendiculare pe axa X,

adicd formand complexul special a ciiui axi este dreapta de
la infinit a planelor normale la X, adica conjugata ¢ a axei X.

101. Congruente lineare. Fascicole de complexe lineare.
1° S4 scriem ecuatia generald a unui complex linear sub forma
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@) [C)= al4-Bm+rnt5p+eq-+r =0,
Conditia ca acest complex si fie special, adicd pentru ca
toate dreptele (/, #z,#,..) ale sale si intalneasci aceeas dreaptd
D, este de forma (4), de aceesas formi cu (7). De unde urmeazs
cd coordonatele lui D, luate in aceeas ordine ca si pentru
dreapta (/, m, ,...), sunt 3,¢ 0, o, B, v. Aceste cantitdti fiind co-
ordonatele unei drepte, verifici relatia (2) (No. 97), adica

(8) @3 P19 =0,

care este relatia cerutd ca acest complex si fie special.
2° Asa fiind, fie

Bi= “dl—{'BOWZ+YO7Z+50P+SOQ+CP07’ =0,
Ci=alHBm-tvint-8pteg+o =0
ecuatiile a doud complexe lineare. Dreptele lor comune for-
meazd o congruentd de ordinul 1 si clasa 1, care se zice con-
Lruenfa lineard. Se mai zice cd o congruents linear ¢ este in-
tersectia a doud complexe C, si C,.
Dacd observim ci coordonatele oricarei drepte a con-
gruentei ¢ verifici relatia

(9) Co+2C, =0,

se vede cd aceastd congruentd este un element comun la toate
complexele, in numir simplu infinit, ficand si varieze A in
ecuatia (9), si al cdror ansamblu formeazi un fascicol de com-
plexe. Se zice cd congruenta ¢ este baza acestui fascicol.

Printre complexele acestui fascicol, se gisesc dous speciale,
S si S’. Scriind intre coeficientii «,~-)a, BoF2Bs,-.. poF2p;, din
(9), conditia (8) ca si fie special, obtinem o ecuatie de gradul
al doilea in A, ale cirei rddicini reale, imaginare sau confun-
date, determind pe S si S'. Congruenta ¢ poate fi priviti ca
intersectia complexelor S si S’. Deci, foate dreptele congruenter
intaluesc doud drepte numite divectoare, care sunt axele com-
Pplexelor S si S,

Reciproc, congruenta ale cirei toate dreptele intalnesc
doud drepte date, este de ordinul 1 si clasa 1, deci o con-
gruentd lineari.

8° Dreptele D si A pe care le intalnesc toate dreptele con-
Sruentet ¢ sunt conjugate in raport cu unul oarecare din com-
plexele fascicolului (9). In adevir, toate dreptele ce trec prin
acelas punct M al Iui D si rezemandu-se pe 4, apartin con-
gruentei si deci, complexului considerat. Ele sunt deci situate
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in planul polar al acestui purct, care este planul format de M
si A. Deci planele polare ale tuturor punctelor de pe D con-
tin pe 4, ceea ce aratd ci dreptele D si A sunt conjugate in
raport cu complexul.

4% Dacid ecuatia de gradul al doilea in A, ce determini
complexele speciale S si S', are o rdddcind dubld, ar pirea ci
D si 4, care sunt axele complexelor S si S, fiind confundate,
congruenta ¢ nu se distinge de complexul special avand ca axi
aceastd directoars unicid. Pentru a vedea cd nu este asa, si
considerdm intai directoarele D si 4 infinit vecine si apoi si
trecem la limitd. Se vede atunci ci in acest caz limita, drep-
tele congruentel ¢ sunt foate tangente la acceas cuadrici dea-
lungul generatoare: sale D.

5" De oarece nu existi, in general, de cat doud drepte
care sd intalneascd patru drepte date, urmeazi ci o ccngruenti ¢
este complect definiti cind se dau patru din dreptele sale, cu
conditie ca aceste patru drepte si nu a ariind la acezas semi-
cuadrici

6° Dacd cele doud complexe speciale ce definesc fascico-
lul au axele concurents, congruenta, intersectia complexelor,
care se compune din toate dreptele ce intalnesc aceste axe,
contine, deci, dreptele situate in planul acestor axe si toate
cele ce trec prin intersectia lor. Fascicolul este atunci special
st se compune numai din complexe speciale.

102. Retele si sisteme de complexe lineare. 1° Consi-
derand trei complexe lineare,

€=t =€ —0MmE,— 08
"dreptele care le sunt comune, formeazd o simpli infinitate, o
serie adici ele sunt generatoarele unei suprafete riglate S. Pe
de aitd parte, ele a artin la fiecare din complexele repiezen-
tate de ecuatia

(10) Co+4,Ci+20,C =0,
care se zice ci formeazi o refea de complexe, iar suprafata
riglatd & comuna, se zice baza retelii.

2 Scriind pentru complexele (10) conditia (8) intre coeficientii

AR N S e AU SN

ai complexului (10), ca si fie special, se obtine o ecuatie -de
gradul al doilea in %, 2, cu o simpld infinitate de solutii. Axele
acestor complexe speciale formeazi deci o serie, a cérei fiecare
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dreaptd este intalniti de fiecare din dreptele suprafetei care e
baza retelii. De unde urmeazi ci seria formata din dreptele
bazei si seria formatia de axele complexelor speciale s fie fre-
care o semicuadricd, aceste doud semicuadrice Siind conplimen-
tore (ambele si formeze o cuadricd).

3% In cazul a patru complexe, avem un numir finit de
drepte comune la toate complexele in numir triplu’ infinit, de-
finit de ecuatia
(11) C0—|—7\1C1+7\2C2+7\3C3=0.

Conditia (8), formata cu coeficientii acestei ecuati, fiind
de gradul al doilea in Ay, A, A, urmeazi ci sunt o dubld in-
finitate de complexe speciale, ale ciror axe formeazi o con-
gruentd. Aceste axe intalnind dreptele in numir finit comune
la toate complexele sistemului (11), aceste drepte nu pot fi de
cat in numdr de doud (cici in caz contrar axele intalnindu-le
ar forma o semicuadricd si nu o congruentd) si deci, axele
complexelor speciale ale sistemului  formeaza o Congritentd
lineara avind ca directoare cele doud drepte comune la toate
complexele: sistenulus.

4" Considerand sistemul cuadruplu infinit (co%) de com-
plexe, reprezentat de ecuatia
(12) C, +4 C1+7\2C2+7‘3C3+)\4C4:0;
complexele ce-l compun nu mai au nici o dreaptd comuni, st
nu mai putem fa'e rationament analog ca in cazul precedent.
Dar, dacd unul din complexe este special, axa sa are coordo-
natele

I=8 +xd 4. +215;, m=s¢, T Azt Ay,
n=9o + %4 29, P=%t ey Ay,
g=s F M+ ... 458, r=Yo A Y1+ . A,

Deci, intre aceste 6 cantititi, ce depind de patru parame-

trii 2;,...A,, existd o re‘atie lineard si omogeni. Formand ex-

resia

i H=L/+Mm+Nn+Pp+ Qg +Rr
s' ordonand-o sub forma

ISl Hs = H17\1+ Hg7~2 - H:;Rz +H4l4,
se vede cd anuland cele cinci expresii H,H,,..H, se obtin
cincl ecuatii lineare s1 omogene in LM,..R, care permit a de-
termina un sistem de valori ai acestor coeficienti pentru care
H=0. Aceasti relatie lineard si omogeni H=0 in lin,..r, a-
ratd ca awxele complexelor speciale ale sistemulii formeazi ele
inst-le un complex.

N. Abrantescu. — Lectiuni de Geometric purd Infinitezimala. 13
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NOTIUNI SUMARE _
DE GEOMETRIE CINEMATICA IN SPATIU.

GENERALITATL

103. Pentru studiul miscirei unei figuri in spatiu, vom
raporta miscarea la un triedru tridreptunghic fix Oxyz. Figura
variabild o presupunem invariabil legatd de un triedru O.x;y,2,,
care variazi odatd cu figura, astfel ca dacd pozitia triedrului
Oix,y12; este stiutd si pozitia figurei fatd de acest triedru este
cunoscuti. In aceste conditiuni, un punct M al figurei mobile
descrie o traectorie in raport cu triedrul fix sio altd traectorie
fatd de triedrul mobil.

Cum pozitia unui triedru O;44y,2; depinde de 6 parametrii,
urmeazi ci pozitia unui solid in spatiu depinde de 6 parametrii.
Deci, putem si ne inchipuim misciri ale unui solid cu diferite
grade de libertate. In cazul unei miscdri cu doud grade de
libertate, punctele figurei descriu suprafete traectorii. In mis-
carea cu un grad de libertate, care este miscarea propriu zisi
in Mecanici, punctele figurei descriu curbe in spatiu.

Insemnand cu M* o miscare cu » grade de libertate, si
inpunem la o astfe]l de miscare o conditie suplimentari ; se obtin,
in numdr infinit, miscdri M"Y, cu (n—1) grade de libertate,
toate compatibile cu conditiile ce au definit miscarea /" con-
sideratd. Se vede cd miscirile M*~! sunt continute in misca-
rea M".

In particular, orice miscare M* poate fi determinati prin
conditia ca cinci din punctele sale sid descrie respectiv cinci
suprafete date in sistemul fix. Trebue insid observat ci fiecare
din aceste puncte nu va putea si ocupe pe suprafata cores-
punzitoare o pozitie oarecare, st ¢i va descrie, din contri, o
traectorie determinatd de natura celorlalte patru suprafete care
determind miscarea. ,

Daca voim ca un punct al sistemului mobil si descrie o
traectorie definitd in raport cu sistemul fix, aceasta insemneazi
ci punctul trebue si se miste pe doud suprafete trecand prin
acea traectorie; aceasta este deci o conditie dubli. Asa fiind,
o migcare M! este perfect determinati, dacid se dau traectoriile
a doud din punctele sale si o suprafatdi pe care trebue si
rimae un al treilea punct al sistemului.

Pentru o miscare M?, se pot da suprafetele traectorii a
patru din punctele sistemului mobil. In acest caz, fiecare din
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ele va putea ocupa o pozitie oarecare pe suprafata traectorie
corespunzatoare, negresit in interiorul a anumite regiuni  defi-
nite prin conditia ca distanta mutuali dintre diversele puncte
Sd conserve o mirime constants. .

Pentru a preciza sensul care se cuvine notiunei geome-
trice a unel misciri M3, trebue a observa ci dacd, in mod fizic,
am vol si aducem fiecare din punctele figurei mobile in toate
pozitiile pe care conditiile impuse il permit a le ocupa, aceasta
nu se va putea face de cat cu o miscare M1, pe o traectorie,
ale cdrei circonvolutiuni, in numar infinit, ar acoperi regiunea

intreagd a suprafetei traectorii unde se poate deplasa punctul
considerat din miscarea /2,

MISCAREA UNEI FIGURI CARE ARE UN PUNCT FIX.

104. Deplasare {inita, Sy considerdm o figurd F care are
un punct fix O. Fie Ox,y,2, triedrul mobil, invariabil legat de
figura F (Fig. 141), astfel cx pozitia F; a 2
figurei F este cunoscutd, dacy se stiz i
pozitia triedruluj Oxyy12, fatd de triedrul .

Oxyz. : i s
Fie F si F, dou pozitii ale figurei :

care are punctul fix O. Vom putea trece 0 -
de la figura F la tigura F;, daci vom sti Y
sd aducem triedrul Oxyz peste Ox,yl,él.

Dar, fiind date unghiurile drepte xQy, ¥
x10y,, in spatiu, putem aduce unghiul Fig. 141.
xOy peste 2,0y, cu o rotatie, in jurul unej axe 04, la inter-
sectia planelor perpendiculare pe planele x10x, 3,0y, duse
respectiv prin bisectoarele unghiurilor 0%, y,0y.

Asa dar, triedrut Oxys se poate aduce peste triedrul
Ox1‘V12fl si deci figura F peste figura F; cu o rotatie in jurul
unet axe O4 ce trece prin punctul O.

. Asa fiind, s4 considerim un punct M al figurei F si fie M,
pozitia lui M, corespunzitoare in figura F,. Putem

M peste punctul M;, adics OM peste OM;,
axei OA ce trece pri

aduce punctul
cu o rotatie in jurul
' n punctul O si care este situatd in planul per-
pendicular pe planuyl MOM, si dus prin bisectoarea unghiului
MOM,. Deci, planele duse prin bisectoarele unghiurilor MOM,,
perpendiculare pe planele MOM;, trec prin aceeas dreapti OA.
105, Ceplasare infinitezimali. Cand figura F’ este in-
finit vecini de F, punctul M, omologul lui M, este infinit vecin

13*
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de M. Dreapta MM’ devine tangenta la traectoria punctului M
(curbe sferice trase pe sfera cu centrul O st raza OM), planul
dus prin bisectoarea unghiulut MOM’, perperpendicular pe
planul MOM’, devine planul normal in M la traectoria (M} a
lui M, asa ca, la un moment dat, plancle normale la traecto-
riile descrise de punctele figurei mobile trec prin aceeas dr apta
O), numitd axa wnstantanece de rotatie.

Fiind date tangentele in doud puncte M st N la traecto-.
riile descrise de aceste puncte ale figurei mobile, axa instan-
tanee de rotatie este la intersectia planelor normale in M si N
la curbele (M) si (N).

Considerand axele instantanee la diferite momente succe-
sive, axa instantanee OA descrie in raport cu sistemul fix Oxyz
un con ('), iar in raport cu sistemul mobil conul (y). Aceste
conuri sunt tangente dealungul axei instantanee O43, asa c4,
tiing conurile (I') si (v) cu o sferd cu centrul O si rationand
ca si pentru cazul figurilor plane, miscarea continua a figurei
[’ se poate obtine prin rostogolirea conului (y) pe conul (),
aceste conuri flind la orice moment tangente dealungul axei
instantanee covespunzitoare momentului considerat.

MISCAREA UNEI FIGURI IN SPATIU.
DEPLASARE FINITA.

106. Fie F si F’ doud pozitii oarecare ale unsi figuri va-
riabile si A si A’ doud puncte corespunzitoare in acestz figuri.
Pentru a aduce figura F peste figura I, sa facem mai intai o
rotatie R, in jurul unei axe X;, luatd arbitrar intr’un plan per-
pendicular pe mijlocul lui AA’; dupd aceastd rotatie, punctui A
a ajuns in A’, iar figura F a luat pozitia F”. Figurile ¥’ si ¥”
-avand acum comun punctul A’, se poate. dupd cum am védzut
mai sus, si aducem figura F” peste F' cu o rotatie R, in jurul
unei axe X,, trecand prin A’ si care uu intdlneste pe X, cdcl
punctul lor de intersectie ar constitui pentru F un punct fix,
ceea ce ar fi contra ipotezei. Deci, s¢ poate frece de la figura
F la figura ¥' cu doua rotatii.

Aceastd trecere se poate face intr’o infinitate de moduri,
caci punctele alese A si A" au fost arbitrare; apoi, axa X; o
dreapta in planul echidistant de A si A’. Daci se 1a ca axa
X, dreapta de la infinit a acestui plan, rotatia R; se reduce la
o translatie egald cu AA’. Se poate gisiinsd o deplasare unicd
cu care se poate trece de la figura F la figura F'.
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Pentru aceasta, si insemnim cu R, si R, rotatiile in jurul
axelor X; si X, de unghiurile o, Sl ¥, cu care am vazut ci
se poate aduce figura F peste
figura F’. Pentru a gisi acea-
std deplasare unics, sifacem
urmdtoarea observatie. Fie
OD; si OD, (Fig. 142) dous
drepte perpendiculare pe axa
O¢ si care fac intre ele un-
ghiul D,0D, = 2 o.M fiind
un punct oarecare din spatiu,
tie M” simetricul siau- in ra-
port cu OD, si M’ simetricul
lui M” in raport cu OD,. Sa
proectdm pe planul OD,D,
punctele M, M”, M’ in punc-
tele s, 3", w2, Avem Vi =
" M"=M'm’. Luand pe O3 segmentul OO0’ = M, atunci O'M
este egal si paralel cu Oum, O'M’ egal si paralel cu O, deci
unghiul MO'M" = 0. Dar unghiul

mOm’" = mOm' + m"Om’ = 2P,Om" - 2" OP, =
1
2P, 0m” —!— 2R =20 Se=2,

=~

Fis. 142

Deci MO'M"=2, MO'M’ = 23D,0D,.
Cum O'M=O0'M’, s* cum aceste drepte sunt perpendi-

culare pe 02, urmeazi ca punctul M’ se obtine din M cu o
rotatie in jurul axei O5 de unghiul «. Dar punctul M’ se poate
obtine din M luand simetricul M” al lui M in raport cu OD;

si apoi simetricul M al lui M” in raport cu OD,, D, si D,
e " 1 i e
fiind perpendiculare pe O3 si ficand intre ele unghlulga.
Dea, o rotatie in jurul axer O3, de unghiul o, se poate
nlocut cu doud simetris succesive in Jurul axelor ODy si OD,

. S . LA
perpendiculare pe OF si care fac intre ele unghinl 510

Acestea fiind stabilite, sa considerim rotatiile cu care tre-
cem de la psnctul M la pozitia corespunzitoare M'. Insemnand
cu 9; si 9, unghiurile acestor rotatii, in jurul axelor X, si X,
fie 0,0, perpendiculara comuna la aceste axe (Fig. 143). S,
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ludm in planul perpendicular pe X, in Oy o dreapts Y, care si
faci cu axa 0,0,=Y unghiul%l; in planul.perpendicular pe
X, in Oy, o dreapti Y, care si faci cu Y unghiul'%-

Putem trece de la M la M’ cu rotatule in jurul axelor X,
si X, de unghiurile o, sl %». Servindu-ne de observarea de mai
sus, aceastd trecere o pu-
tem face astfel. Se ia sime-
tricul M” al lui M in raport
cu Yy; apoi simetricul M""*
al lui M” in raport cu Y;
aceste doud simetrii inlo-
cuesc rotatia de unghiul ¢,.
S4 efectudm acum rotatia
de unghiul ¢, in jurul axei
X,. Pentru aceasta, se ia
simetiicul lui M’ in ra
port cu Y, adicdi M” si apoi simetricul M’ al lui M” in raport
cu Y, Cu alte cuvinte, putem trece de la M Jla M, luand si-
metricul M” al lui M in raport cu Y, isimetria in raport cu Y;)
si apol simetricul M al lui M” in raport cu Y, (simetria in
raport cu Ys).

Fie 0,w,=X perpendiculara comuni a axelor Y, si Y,

Fiz. 143.

—p 0 5, o 3 Ep— . 2
si fie Y, o paraleld cu Y, dusi prin o, si si insemnim cu 5

unghiul axelor Y; si Y.. Putem trece dela M la M’ in modul
urmdtor. Se ia simetricul M” al lui M in raport cu Y;, apoi
simetricul M; al lui M” in raport cu Y:; apoi simetricul M” al
lui M; in raport cu Y, siin fine simetricul M" al lui M” in
raport cu Y,. Primele doud simetrii in jurul axelor Y, si Y:

ce fac unghiul §>fac cat o rotaticde unglinl ¢ in jurul axei X;

apoi, simetriile, de la M, la M” in jurul lui Y; si cea de la
M” la M' in jurul axei Y, paraleld cu Y, ambele perpendicu-
lare pe X, fac cat o franslatie dealungul axei X.

Deci, se poate trece de la M la M', sau de la figura F
la figura ¥, cu o rotatie in jurul axei X si cu o translatie
dealungul axei X. .

Punctele M ale figurei, care se gisesc pe axa X, au ca
puncte corespunzatoare tot puncte ale axei X; deci dreapta D
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a figurei care coincide cu X, dupd aceastd deplasare este insisi
dreapta D (insd punctele transformate nu riman aceleasi, nu
coincid cu omoloagele lor).

Sd ardtdm i aceastsy deplasare cu care trecem de la
figura F la F’ este unici. Fie cx putem trece de la figura F
la figura F’ cu o rotatie si o translatie dealungul axei X. Si
consideram punctele figurei F' care apartin dreptei X. Un punct
M al acestei drepte, dupi deplasare devine un punct M’ al
acestei drepte. Dacd ar fi altd deplasare de axi X/, cu care
putem trece de la figura F la F’, ar trebui ca si putem trece
de la M la M’ cu o rotatie in jurul axei X’ st cu o translatie
dealungul aceleas axe X’. Dar, pentru a putea ajunge, in aceste
conditii, de la M la M, trebue ca X’ si fie paraleld cu X. Fie
atunci cd putem trece de la pozitia F la pozitia F' cu doux
deplasdri analoage, de axe paralele X st X'. Dar, in acest caz,.
dreptele figurei F, care ar coincide cu axele X si X' ar rimane
neschimbate, ceea ce nu poate avea loc de cat in cazul unei
translatli paraleld cu axele X si X' ele paralele, ceea ce este
in contra ipotezei.

Deci, este o singura deplasare, de axa X, astfel ca putem
rece cu o singurd rotatic in jurul axei X St cu o singurd
translatie dealungul axer X.

MISCARE CONTINUA CU UN GRAD DE LIBERTATE.

107- Deplasare infinitezimald. Miscarea cea mai ge-
nerald cu un grad de libertate. Eie F si F’ dous pozitii in-
finit vecine ale figurei variabile. Se poate trece dela o pozitie
la alta cu o rotatie in jurul unei axe X sicu o translatie dea-
lungul acestei axe.

Succesiunea a acestor doui deplasiri infinitezimale, pre-
supuse efectuate simultan, este ceeace se numeste miscare els-
coideld. Limita axei X cand F’ tinde citre F este axa instan-
tanee de rolatie si translatie, sau axa de viratie afigurei F la
momentul considerat.

Pentru a ne da seama de miscarea continui a figurei F,
sd considerdm suprafetele riglate (S) si(S,), care reprezinti locul
pozitiilor axei instantanee X in raport cu sistemul fix siin ra-
port cu sistemul mobil din care face parte figura F. Aceste
doud suprafete au la fiecare moment in comun o generatoare
confundatd cu pozitia actuald a axei X.

Numind cu # parametrul arbitrar (timpul dacd voim) de
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care depinde pozitia figurei F, si considerim pe (S) si (Sy)
cele doud generatoare X' si X, care vor veni si coincidi
pentru valoarea / + Af a parametrului. Fie (C) o curbi pe
suprafata (S) si fie pe (S;) curba (C,) locul punctelor care vor
venl sd coincidd cu acelea ale curbei (C), (C) si (Cy) tdindu-se
neapdrat in punctul I al axei X (Fig. 144).

Insemnand cu I' si I punctele unde axele X’ si X;
tae curbele (C)si (C,), aceste

A (€ puncte sunt corespunzitoare.
9 . Y—
$ « Notand cu Y’ axa miscirei

/“' elicoidale aducand, in pozitia

actuald, X| peste X', Y’ se
/ confundid de asemenea la li-
mitd cu X.

s"

’\ Deplasarea elementari care
l& permite de a aduce I, in I
se compune dintr’o translatie
(&} [Y" paraleld cu Y’ si dintr'o

rotatie in jurul acestei axe,
in care [” descrie un arc de

cerc avand centrul ] in piciorul perpendicularei coborate din
I' pe Y. Insemnand cu Ay unghiul acestzi rotati, avem

Fig. 144.

2 l’]’sing‘? sin 27
rr_rrap PHpas | S0g sy
At T Ao Af Ap ar Adp A
5 :
D2 aci deducem "
lim — - 0,

At
cici 1']" > 0.
Intrebuintand notatia vectoriald, avem
-> - -
ILII — IIIII _‘}_ IIII/

si tinand seamd de egalitatea precedentd, gisim

- =

el il 1.1

Iim Yo = lim ™
—>
I'II/

Dar, ;—are o limit# finitd, reprezentatd cu un vector o, viteza

de translatie paraleld cu X, in caz cand / reprezinti timpul.
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-

A
st X IL sunt confundate, cu alte cuvinte, suprafetele (S) si(Sy)
au acelas plan tangent in I; cum punctul I este oarecare pe
X, se vede ci suprafetol: (S) si (S)) sz racordeaza dealungul
axei instantanee. -

(1

Deoarece n’avem lim /_;7—»0, curbele (C) si (C,) nu sunt

tangente in I si arcele corespunzitoare ale acestor curbe nu
mal au aceeasi lunginie.

Miscarea elementard sz reduce deci la rostogolirea su-
prafetei (S,) in jurul generatoarei sale de racordare X cu )
urmatd de o alunecare dealungul acestei generatoare, de unde
si numeie de virafic dati axei X.

Observari. 1" Suprafelele (S) si (S,) se racordeazi dea-
lungul generatoarelor corespunzitoare si de aceea au acelas
parametru de distributie dealungul generatoarelor; punctele si
planele centrale corespunzitoare vin in coincidentd, de unde
urmeazd cd liniile de strictiune formeazi o pereche de curbe
ca cele de mai sus, (C) si (C,).

Parametrii de distributie fiind egali, urmeaza ci daci supra-
fata (S) este desfasurabild, si suprafata (3,) este desfdsurabila.

2° Dacd axa instantanee este fixa in raport cu figura mo-
bild, X coincide cu X si punctul I se giseste pe X (fard a

’

De oarece lim >0, rezultd cdla limitd, planele X 1T’

coincide cu Ij; cu alte cuvinte, limA—/‘ este un vector dirijat

dupd X. Dar, din egalitatea vectorilor

- — —
II'=1L+1T,

Wi
tinand seami de lim—A7:O, urmeazi ci
> s —
Siic - SELY ST ERES
thZ:hm H_,_ lim L

-

’

adica vectorul lui % este dirijat de asemenea dups X. Dar acest

rezultat este independent de alegerea punctului I pe X, de unde
urmeazd cd miscarea elementari a acestei axe este o alunecare
pe ea insdsi. Deci, daci axa instantance este fixd in raport cu
Jigura mibila, este fixa si in spatin.



3° Dacd, pentru fiecare pozitie, translatia elementari
se anuleazi, adici v=0, avem

- -
e Tl
hmA—f_lmA_t'

In acest caz, curbele (O si (Cy)) sunt tangente in | sl se
rostogolesc una pe cealalts, si cum formeazi pe (S) si (S)) o
pereche de curbe corespunzitoare, se poate zice ci - miscarea
relativd a acestor suprafete este ea insdst o rostogolire.

108. Complexul normalelor. In ficcare punct al unui
sistem mobil existd o simpli infinitate de normale la traectoria
acestul punct. Aceste puncte fiind ele insi-le in numir oo (for-
mand o tripld infinitate), s’ar pirea ca toate normalele la toate
traectorille punctelor sistemului mobil si formeze la fiecare
moment o cuadrupld infinitate (in numir co% ca si ansamblul
dreptelor oarecare din spatiu. Dar aceasta nu se poate, din
cauza proprietitii stabilite (No.46) ci orice dreaptd, intim le-
&Latd de sistemul mobil (care rdmdne constanti ca marime) care
e normald la traectoria unuia din punctele sale este deodati
normald la toate traectoriile tuturor punctelor sale. Orice nor-
mald la traectoria unui punct al figurei, fiind in acelas timp
normald la traectoriile tuturor punctelor figurei pe care nor-
mala le contine, intri de o simpla infinitate de ori (co%) in nu-
mirul general al normalelor. Normnalele sunt in numir de ood,
deci formeazd un complex. _

Mai mult, toate normalele trecand prin acelas punct, fiind,
din cele ce am vizut, normale la traectoria acestui punct, sunt
toate in acelas plan, in planul normal la aceastd traectorie, si
deci, toate normalele la traectoriile punctelor figurei mobile in
spatin apartin, la fiecare moment, la un complex linear [C,l.

De aci urmeazi ci normalele la toate traectoriile, la fie-
care moment, se confundd cu acelea ale unui ansamblu de elice
toate de acelas pas si de aceeas axi, ca acelea pe care le de-
scrie diversele puncte considerate, daci ar fi antrenate intr’o
miscare elicoidald comund in jurul lui X. Regisim astfel mis-
carea de viratie infinit mici imprejurul axei instantanee X care
face ca toate punctele si descrie arce infinit mici tangente Ia
traectoriile lor adevirate si care, pentru acest motiv, se numeste,
uneori, miscarea elicoidald tangenti la miscarea reali pentru
pozitia considerati.

Se vede, de altfel, cd axa instantanee este axa complexului
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[C.], ci& planul normal in fiecare punct este planul polar al
acestul punct in raport cu complexul [C.]; cd, daci numim
focar al unui plan antrenat in migcare, punctul acestui plan la
traectoria ciruia acest plan este normal, un astfel de focar se
confundad cu polul planului in raport cu [C,].

Se vede, deci, din cele de maj sus, cd proprietitile obti-
nute pentru complexele lineare [C], sunt proprietitile miscirei
cea mai generald cu un grad de libertate. Astfel (No. 100),
planele normale la traectoriile punctelor unui plan legat de
tigura mobila, trec prin focarul acestui plan; apoi (No. 101),
Planele normale la tracctoriile punctelor uner drepte D trec prin
aceeas dreapti A (conjugata sa in raport cu [C,]) si reciproc,
planele normale la traectoriile punctelor drepter A trec prin
dreapia D.

De aci rezultd ci normalele la suprafata riglati [D], ni-
scutd de D, dealungul lui D, intalnesc A. Cu alte cuvinte, pa-
rabolordul normalelor la suprafata D), dealungul Iui D, con-
fine pe 8. Aceste normale, fiind toate perpendiculare Ja directia
planului perpendicular pe D, intdluesc diametruyl conjugat di-
rechn planului, care apartine prin urmare deasemenea parabo-
lotduluz. '

Sa considerdm punctul central al lui [D]pe D, adici punctul
cdtre care tinde piciorul perpendicularei comune pe D sia ge-
neratoarei Infinit vecine. Acest bunct se confundd cu varful
paraboloidului normalelor, adici cu punctul unde normala Ia
acest paraboloid este paraleld cu Intersectia planelor directoare
la suprafati (unul normal lui D, celait paralel de odati cu D si A).

Pentru a vedea pozitia acestui punct fati de D si 4, s3
raportdim figura la planul orizontal de proectie perpendicular

pe D, iar ca plan ver- D’ A’
tical i ludm planul . ’
paralel deodatd cu D si ol P,

A (Fig 145). Intersectia "'

planelor directoare este [

paraleld cu linia de py « | y vy
|
n

mant xy. Intr'un punct
oarecare (m,72) al lui (D,

/s -
D_), generatoareaparabo- m g
loidului normalelor este D
orizontala (mn, m'n’)cein- Fig. 145,

talneste pe (4, A%). Normalalaparaboloid este orizontala (mp, m'p’),
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a cdrei proectie orizontald #p este perpendiculard pe .
Ea devine paraleld cu xy in (mope, m,p,), cand generatoarea
paraboloidului normalelor se confunda cu perpendiculara co-
mund (mgng, mauy) la (D,D’) si (4,47

Deci punctul central (Varful paraboloidului) este piciorul
pe (D,D’) a perpendicularei comune la aceastd dreaptd st
dreapta (4,4").

Dar, se stie (No. 100,9% ci aceastd perpendiculard comuni
dreptelor con]ugate D si A este de asemenea la axa X a com-
plexului [C,]. Deci, pmzcz‘ul central pe D este piciorul perpen-
dicularei comune la aceasta dreaptd si axa instantance.

- 109. Complexul tangentelor si al caracteristicelor.
10 La fiecare din punctele sistemului mobil, in numir de oc?
corespunde, in fiecare pozitie, tangenta la traectoria acestui
punct; la fiecare din planele intim legate de sistem, de ase-
menea in numir de oo corespunde caracteristica sa. Atat tan-
gentele cat si caracteristicele nasc deci cate un complex. Vom
arita cd aceste doud complexe sunt identice.

S considerdm mai intai o tangentd G la traectoria unuil
punct M al figurei mobile. Planul normal in M la aceastd
traectorie fiind planul polar al acestui punct in raport cu com-
plexul [C,], trece prin conjugata I' al lui G. Cum este perpen-
dicular pe G, urmeazi ci G este perpendiculard pe I'. Se vede,
de asemenea, cd, daci G si I' sunt conjugate in raport cu [C,],
si perpendiculare, planul dus prin fiecare din ele perpendicular
pe cealaltd, este normal la traectoria punctului unde acest plan
intalneste pe cealalta.

Deci, complexul [C) al tangentelor la traectorii se con-
funda aun acela al dreptelor G astfel ca conjugatele lor T
raport cu [Cy] sa le fie perpendiculare.

2° Si considerdam acum complexul caracteristicilor G a pla-
nelor P ale figurei mobile. Caracteristica G este limita dreptei
G’ (Fig. 146) de intersectie a acestui
plan P cupozitia sa infinit vecina P’
Fie G, dreapta insemnati pe planul P’
care vine si coinciddi cu G cand P’ se
asterne peste P. Dreapta G, tinde ci-
tre G in acelas timp cu G’. Fie M un
punct al dreptei G, M, punctul cores-
punzitor al lui G,; tangenta in M la
‘ Fig. 146. traectoria acestui punct este limita lui

MM,. Dar, dacd se coboard din M; o perpendiculard Mm pe
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planul P si din s pe G’ perpendiculara mM’, se vede cd un-
ghiul mM'M,. care este unghiul plan corespunzitor diedrului
format de planele P si P’, este infinit mic de primul ordin.
Cum distanta MM’ de la M; la G’ este de ordinul intai, se
vede cia mM; este infint mic de ordinul al doilea. Insi, in triun-
ghiul M;Mm, MM, este infinit mic de ordinul intai, ceeace re-
—Sl\gl—, adica viteza luiM, nu
este in general nuld, afard de cazul exceptional, cand punctul
M trece printr’un punct de intoarcere al traectorii sale; deci,
unghiul din M, care este egal cu unghiul pe care MM, il face
cu planul P, este infinit mic si deci tangenta la traectoria punc-
tului M, limita lui MM,, se afla in acest plan. Punctul M fiind
de altfel oarecare pe G, se vede cid caracteristica planului P
este locul punctelor al acestui plan a carui traectoric este tan-
genta la planul considerat.

Deci, planele normale la traectoriile punctelor caracteris-
ticei G sunt perpendiculare pe planul P. Pe de aitd parte, din
cele ce am vizut, eletrec prin focarul p al planului. Deci, ele
trec prin perpendiculara I' a planului P, dusi prin p, de unde
urmeazi ca caracteristica planului P este conjugata, in raport
cu complexul [C,), a pevpendicularér pe planul P in focarul p,
adicd, dupd chiar definitia focarului, @ fangentei la tractoria
punctulue p. :

Deci, este identitate intre complexul tangentelor si acela
al caracteristicilor planelor.

3° Din cele ce am vazut, rezultd, cid: dacd G si T sunt
o pereche de drepte conjugate in raport cu [C.], st perpen-
diculare, fiecare dintre ele este caracteristica planului dus prin
ea perpendicular pe cealaltd si mai este tangenta la tractoria
punctului unde ea este tdiati de planul perpendicular pe ea,
dus prin cealalts..

zultd din faptul ci limita raportului

Complexul niscut de perechia G si I' este deci si acela
al tangentelor la tractoriile punctelor si acela al caracteristici-
lor planelor sistemului mobil. _

49 Complexul [Cy] al tangentelor sial caracteristicilor nu.
este linear, ci de ordinul al doilea. In adevir, am vizut ci
caracteristica G a planului P este locul punctelor pentru care
tangenta la traectoria sa este continuti in planul P. Infisuri-
toarea tangentelor la traectoriile punctelor M ale Iui G este
deci (No. 99) curba complexului [C,] continuti in P.
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Dar fiecare din aceste tangente este, in planul P, perpen-
diculara dusi prin punctul de contact M corespunzitor luat pe
G, la dreapta care unegte acest punct M cu focarul 2 al pla-
nului (piciorul conjugatei I') (Fig. 147): ele au deci ca infisu-
rdtoare parabola cu focarul #, G fiind tangenta la varf. Deci,
curba complexului fiind o parabold, complexul este de ordinul

r ; al doilea, Acest complex este unul din
cele mai simple din complexele de ordinul
al doilea, numite compexe tetracdrale,, care
se bucurd de proprietatea cx raportul a-

P M narmonic al planelor duse prin fiecare
dreaptd a complexului si varfurile unui

G / tetraedru oarecare este cons:ant.
Fig. 147 50 Pentrucd tangentele la traectoriile

punctelor M ale caracteristicei G a plapului P sunt in acest
plan, perpendicularele la acest plan duse prin aceste puncte
sunt normale la traectoriile lor, ele apartin deci complexului
[C.]. Cum zceste crepte sunt paralele cu orice plan per-
pendicular pe P, ele intalnesc diametrii conjugati ai diretiilor
acestor plane. Urmeazd cd caracteristica planului P poate fi
obtinutd ca proectia ortogonals pe acest plan « diametrului
conjugat directis unui plan oarecare perpendicular pe planul P.

110. Aplicatie. Si considerim un plan P, care se rosto-
goleste fard si alunece pe o desfisurabils cu care este la fie-
care moment in contact cu o generatoare G. Orice curbi C
Invariabil insemnatd pe acest plan, naste ceeace se zice o su-
prafatd moulure (ciubuc, ornament in relief pe zidarii).

Deplasarea elementari reducandu-se in acest caz la o ro-
tatie in jurul lui G, normalele la traectoriile tuturor punctelor
invariabil legate de P intalnesc pe G; ele formeazi in acest
caz un complex special de axi G. Traectoria oricirui punct
M al lui C este deci ortogonali planului P st planul tangent
in M la suplafata [C] niscutd de C, continand tangenta la a-
ceastd traectorie, este perpendicular pe P. Acest plan tdind or-
togonal suprafata [C] dealungul lui C, rezulti ci este o geo-
dezicd a suprafatei [C] si dupi teoremele lui Ioachimsthal (No.
88,7%), urmeazi urmitoarele proprietati stabilite de Monge, a-
nume cid curba C este o linie de curburid a suprafetei crubuc
pe care ea o naste. Cum traectoriile punctelor M ale acestei curbe
sunt ortogonale la toate pozitiile eurbei C, ele constitie al do-
tlea sistem de linii de curburd a acestei suprafete.
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MISCAREA CONTINUA CU DOUA GRADE DE
LIBERTATE.

111. Relatiunea dintre normelele la suprafeteie tra-
ectorii. In aceasti miscare A2 fiecare din punctele M ale sis-
temului mobil descriu o suprafafi traectorie [M], locul tuturor
traectoriilor (M) pe care le poate descrie punctul M in toate
miscdrile M continute in miscarea M2 Toate traectoriile (M)
trecand printr’o pozitie determinatid a punctului M, admit plane
normale care trec prin normala MN in M la suprafata traec-
torie [M]. Aceastdi normald MN este deci comuni la planele
normale la traectoriile (M) corespunzitoare la doud miscari M!
particulare continute in MZ, pe care si le notim ca M} si M:.
Ansamblul tuturor normalelor MN formeazi deci congruenta
lineard C, comuni complexelor lineare [C,] si [C.] ale nor-
malelor corespunzitoare miscdrilor A si M. Dar, congruenta
C, admite dou# directoare D si 4, conjugate in raport cu unul
oarecare din complexele [C,] ale fascicolului admitand aceasts
congruentd ca bazd. De unde urmeazi ci normalele la supra-
fetele tractorii ale tuturor punctelor figurei mobile cu doud
grade de libertate (M?) intalnesc toate, pentri fiecare pozitic a
figuret, doua aceleast drepte D si A care depind de altfel de
aceasta pozitie.

De aci urmeazi ci dacd se cousiderd o dreapta G a fi-
gurel mobile cu o miscare M?, normalcle la suprafetele traec-
torii ale diferitelor puncte ale lui G apartin, pentru fiecare
pozitie a acestel drepte, la o semicuadrica ale cirei directoare
sunt G, D g7 A.

112. Axe instantanee conjugate de rotatie. Din faptul
cd pentru a obtine congruenta C,, am luat doud misciri M?
oarecare continute in miscarea M?, urmeazi ci complexul [C,]
corespunzitor la una din aceste misciri, contine congruenta
Cu; cu alte cuvinte, complexele [C,] corespunzitoare, pentru
o pozitie dati, la toate miscdrile infinit mici, continute in mis-
carea M? considerats, formeazi un fascicol linear a cirui bazi
este congruenta C,.

Dar, printre toate aceste complexe se afli doui com-
plexe speciale, avand ca axe respectiv directoarele D si A ale
congruentei C,. Miscidrile ' corespunzitoare sunt deci astfel
cd normelele la toate traectoriile corespunzitoare intalnesc, fie
pe D, fie pe 4; sunt deci rotatii, ale ciror axe sunt respectiv
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D si A, Astfel, printre toate miscarile A, infinit mici, continute
in miscarea M* datd, plecand de la pozitia considerati, sunt
doua rotatii infinit mici de axe respectiv D si A.

Dar, se poate arita, ¢4 orice miscare AM' infinit mica,
continutd in miscarea M? dati, poate fi obtinutd prin compu-
Nerea a doud oarecare misciri M. In adevir, coordonatele
(x.9,2) ale unui punct oarecare M al sistemului mobil se pot
exprima in functiune de doi parametrii # st v; deci, pentru
crestert infinit mici ale lui # si v, avem

ks O __ Oy dv , _ 0z oz ,
dx——gﬁdn—l—% dv, dy—a};a’u—{—% dv, dz_gz;d”—*—%d"
S insemnim cu U si V vectorii ale ciror proectii pe
axe sunt respectiv

\0u’ O’ O} \00' 9’ du

Acesti doi vectori variazd de la un punct -la altul, dar
sunt independenti de miscarea elementars M! definitd de
(du, dv), plecand de la pozitia considerati. Numind cu ds, de-
plasarea elementari a punctului M in aceasti miscare M1, avem,
Cu notatia vectoriali,

0x dy dz) (dx oy d-z)

- > >
ds =Udu +-Vav.

Dar, dacd (duy, doy) si (dus, dv,) sunt cresterile infinit mici
corespunzitoare la doud misciri elementare particulare A7,
M,, pentru care deplasidrile lui M sunt ds, si dsy, se pot tot-
deauna gisi doi factori A, si A, astfel ci

dit="Adu; 4 hodity, dv="xdv, -+ hydv,,

$1 prin urmare si avem

> Tz —>
a’s _—')\1({51 +)\2d52.

Astfel, deplasarea unui punct oarecare al sistemului in
miscarea elementara M! se obtine prin sumarea geometrici a
deplasirilor acestui punct in douz migcdri elementare particu-
lare M;, M., continute in miscarea M?, aceste deplasiri fiind
multiplicate respectiv prin doi factori numerici Ay Si ks inde-
pendenti de pozitia punctului M.

Sau, mai simplu, orice miscare elementard M confinutda
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in M2 poate fi descompusi in doud miscar: particulare M,
M., de asemenea continute in M2 :

Daci ludm pentru aceste miscdri particulare rotatii de
axe D si A, se vede ci orice miscare elementara M a siste-
mului supus la miscarea M?, plecand de la pozitia considerata,
poate fi descompusi in doud rotatii infinit mici recpectiv. in
jurul axelor D si A, care, pentru acest motiv, se numesc axe
instantanee de votatie cconjugate.

2° 54 gdsim acum locul axelor instantanee X corespun-
zatoare la fiecare din aceste misciri elementare L. Pentruci
dreptele ID si A sunt conjugate in raport cu complexul [C,]
corespunzitor, axa X (No. 100,9") tae subt un unghi drept per-
pendiculara comund Y a dreptelor D si A. Sa considerim de
altd parte, intrun punct A al lui D, generatoarele de al doilea
sistem pentru diferiti paraboloizi echilateri trecand prin D si
A (No. 100,8%. Fiecare dintre ele intalnesc dreapta 4, adici
este continutd in planul (A, ) si este perpendiculard la linia
de strictiune X a aceluias sistem ca D si A, In definitiv, axele
X sunt perpendicularele comune la Y si la dreptele planului
(A, A), trecand prin A. Deci, locul acestor axe X este un ci-
lindroid (No. 9%) avdnd ca generatoare dubld  perpendiculara
conund Y la dreptele D si A.

113. Suprafetele focale ale unei congruente. 1° Fie G
o dreaptd care apartine unei congruente si si privim aceasti
dreapta ca suportul unei punctuale (P). Congruenta poate fi
nascutd cu o miscare M? a dreptet G, in care fiecare punct P
al punctualel descrie o suprafati traectorie [P].

Din cele ce am vizut (No. 111), locul normalelor la su-
prafetele [P] dealungul lui G este o semicuadrici S. In doui
puncte particulare, P; si P,;, ale lui G, generatoarele acestei
semicuadrice sunt perpendiculare pe G. In adevir, conul asimp-
totic al lui S este tiiat de planul dus prin varful sdu perpen-
dicular pe G dupi dous generatoare. Generatoarele N; si N,
ale lui S, paralele cu acestea, tae pe G in punctele P; si P,
cautate, unde normalele la suprafetele traectorii [Py] st [Ps] sunt
N; si Ns.

Cand dreapta G variazd ocupand succesiv toate pozitiile
dreptelor congruentei, punctele P; si P, nasc suprafetele (%)
si (Zy). Vom aridta cd aceste suprafete sunt tangente in P; si
P, la suprafetele traectorii [P,] si [Ps], cu alte cuvinte, cd ad-
mit ca normale in aceste puncte, Ny si No. Dreapta G, per-

N. Abramescu. - Lectiuni de Geometrie puri Infinitezimala. 14
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pendiculard pe Ny si N,, va fi deci tangenti suprafetelor (%)
s1 (Zp) in Py si Py. Aceste suprafete (2) si (Zy) sunt deci infi-
surdtoarele dreptelor congruentei si se numesc suprafetele
JSocale ale congruenter.

-S4 demonstrim, de ex., si suprafata (¥;) este normal in
P, la Ny. Fie, pe o dreaptd G’ a congruentei, infinit vecini de
G, P, punctul analog -lui P, (Fig. 148). Va fi deajuns a arita

P, G cd limita dreptei P,P; este perpendicu-
lara pe N;. Si luim pe punctuala G/,
punctul P} corespunzitor Iui P;, adici
punctul insemnat pe G’ care vine in P,
’ N, cand G’ vine si coincidi cu G in mis-
1 carea M* consideratd. La limit, dreapta
G’ PP, vine in planul tangent in P, la
suprafata traectorie [P,], devine deci nor-
mala la N;. Pe de altd parte, dreapta
PiP;, confundati cu G’, coincide la limiti cu G, deasemenea
normald la N;. Planul P,P!P. al dreptelor precedente, este
deci la limita normal la N, si deci la limiti P,P; continuti in
acest plan este normali la N;.

2° In particular, normalele la o suprafatdi depind de doi
parametrii, formeazi deci o congruents, pentru care suprafeteie
focale sunt cele doud panze ale desfasuratei suprafetei con-
siderate.

Dar, din cauzi ci in acest ultim caz, planele tangente la
suprafetele focale, in punctele lor de contact cu dreapta con-
gruentel, sunt perpendiculare intre ele, urmeazi ci dreptele
unei congruenfe nu sunt in general normale la aceas suprafatid
sl cd, pentru a fi, trebue ca plancle tangente la suprafetele
focale, in cele doud puncte unde ele ating aceeas dreaptd a con-
Sruenfer, sa fie perpendiculare intre ele.

114. Cazul singular al miscirei cu doui grade de Ili-
bertate. Si considerdm cazul in care, pentru fiecare pozitie a
figurei supusi la miscarea /2, complexele [C.] corespunzitoare
la diferitele miscdri M* infinit mici continute in M2, si formeze
un fascicol special. In acest caz dreptele D si A find concu-
rente, orice deplasare infinit mici a figurei echivaleazi cu doui
rotatii in jurul acestor axe si deci se vor putea reduce la o
singurd rotatie unicd in jurul unei axe trecand prin punctul de
intalnire al dreptelor D si A.

Fie M un punct al figurei mobile in pozitia considerata.

Fig. 148.
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Normala la suprafata traectorie [M] a acestui punct trece prin
punctul de intalnire I al dreptelor D si 4, afard de cazul cand
M se afld in planul () al dreptelor D si 4, cand orice dreapti
dusd prin M in acest plan, intalnind pe D si 4, este o normali
pentru acest punct care descrie, oricare ar fi deplasarea infini-
tezimald considerati, un element de linie normal planului (I).

Pentru fiecare pozitie a figurei, axele complexelor [C.,],
toate speciale, trec toate prin acelas punct I, si cand figura
ocupd toate pozitille, in numir oo?, compatibile cu miscarea
M consideratd, punctul I descrie o suprafati (2) in raport cu
spatiul fix si o altd suprafatd (%) in raport cu sistemul mobil,
aceste doud suprafete corespunzandu-se punct cu punct, si
punctele lor corespunzitoare venind succesiv si coincidi pen-
tru a forma varful I al fascicolului axelor complexelor [C,]
speciale relative la o pozitie dati a figurei.

Daci, (Z;) si (¥) sunt doud pozitii oarecare ale lui =),
avand respectiv in comun punctele 1 si I’ cu (), se poate
trece de la o pozitie la alta prin intermediarul pozitiilor ocupate
continuu de punctul I dealungul unui arc de curbid dati C pe
(2). Punctele lui (Z;) care vin succesiv si coincidi cu acelea
ale acestui arc, sunt si ele agezate pe un arc de curbi C, pe
%,). Dar, toate miscarile M infinit mici continute in M? se reduc
in cazul de fatd numaila rotatii. Miscarea relativd a suprafetelor
riglate, care naste miscarea M! dela pozitia (,) la pozitia (&)
se reduc la o rostogolire (No. 107,3%). In particular, curba (O
se rostogoleste pe curba C, si cum C este o curbd oarecare
trasd pz suprafata (), rezultd, intai, ci suprafetele (I) si (T,)
sunt tangente in I; apol, ci doud arce corespunzitoare oare-
care ale suprafetelor (2) si (¥;) au aceeas lungime, adic aceste
suprafete sunt aplicabile una pe alta.

Rezultd deci cd aceasta miscare M? imaginati de Ribaucaur,
poate fi nascuta prin rostogolirea, in foate modurile posibile,
a suprafetei (Zy) pe suprafata (D), care it este aplicabils.

APLICATIL
ELICOIZII RIGLATIL

115. Definitii. Si considerdm un sistem mobil supus la
o miscare elicoidald, adicd simultan o translatie 2 dealungul
unei axe fixe Z si a unei rotatii de unghiul ® in jurul acestei
axe, intre marimile z si ® fiind un raport constant
T



(1) 2= /o,

In acest caz, Siecare punct al sis‘emulii mobil descrie pe
cilindrul de rotatie, avind ca razi distanta sa la axa Z, o elice
de pasul redus b saun de pasul H=29xn/. H este translatia pen-
tru rotatia complects egald cu 2w si se zice pasul nuscarel.

Am vizut ci r fiind distanta punctului M la axa Z, un-
ghiul @ al elicei descrisi de acest punct (% este unghiul tan-
gentei la elice cu planul perpendicular pc Z) este dati de

h=rtga.

Orice suprafatd ndscutd de o linie oarecare legatid de sis-
temul mobil se zice elicoid. Prin orice punct al suprafetei trece
o elice cu axa Z si pasul redus /. Se zice ci Z st 4 sunt axa
si pasul redus al elicoidului.

Daci linia consideratd este o dreapti D, elicoidul se zice
riglat,

Dreapta D poate fi definitd in raport cu axa Z prin cea
mal scurtd distantd » la aceastd axi si prin unghiul © ce-lface
cu un plan perpendicular pe Z. Piciorul P pe D al perpendi-
cularel comune la aceastd dreapti si axa Z descrie pe cilindrul
de rotatie de axa Z si raza » o elice al cirei unghi e dat de
formula / = rtga.

Dacd e=9, dreapta D se confundi cu tangenta la elicea
(P); elicoidul ndscut de aceastd dreapti este desfasurabil (No. 81).

Daca ¢ =0, adica dacd dreapta D este perpendiculari la
axa Z, se obtine elicoidul riglat cu plan director.

Cand =0, adici cand dreapta D antrenata in mrscarea
elicotdola intilneste axa acestei misciri, daci ¢ este diferit de
' 2’ zero, elicoldul se zice su-

rup  triunghinlar; daci
g 0 =0, elicordul este surup
patrat.

116. Elicoidul riglat cu
con director. Si luim axa
23" ca directie verticala si
fie (D, D') o generatoare
oarecare  a  elicoidului
(Fig. 149). Elicoidul este o
suprafati riglatd cu con di-
rector de rotatie cu axa ver-
ticald. Fiecare punct s insemnat pe dreapta D descrie o elice

Fig. 149,
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cu axa o0zz’ si cupasul redus 4. Si facem o proectie pe un plan
perpendicular pe zz’, plan pe care il vom lua ca plan orizontal.

Piciorul p al perpendicularei comune la axa 2z’ si la ge-
neratoarea ) descrie o elice pe un cilindru circular cu raza op.
Generatoarea rimane tangenti la acest cilindru, in diferitele
puncte ale elicer descrisd de p, dar ficand cu planul orizontaj
un unghi ¢ diferit de unghiul o al acestei elice, cici daca o=«
am avea elicoidul desfisurabil (No. 81).

Planul tangent in m se obtine ciutand tangenta mf la
sectiunea orizontald in acest punct. In proectie orizontald, nor-
mala mf la aceastd sectiune tdind in / normala po la infisurd-
toarea lui mp, aplicand formula 14, No. 18, avem

dipm)=of . dw.

Dar, z fiind cota relativd a punctuiui p in raport cu planul
sectiunel orizontale considerate, avem

pm = z cotge,
de unde, tinand seami de (1), obtinem
d (pm) =/ cotg ¢ do.

Deci
(2) of = /i cotg o,
adica punctul f este fix pe op, oricare ar fi punctul e consi-
derat pe D. Se zice ci p este polul normalelor dealungul lui D.

Segmentul of are sau nu acelas sens cu op, dupd cum
unghiurile « si ¢, sunt sau nu amandous ascutite ori obtuse.

Punctul f fiind determinat, :f reprezinta proectia orizon-
tala a normaler la elicoid in (n, m'). Se vede deci cd para-
boloidul normalelor la elicoid dealungul lui D admite ca gene-
ratoare verticala polului f.

Asa fiind, planul tangent in p se confundi cu planul care
proecteaza orizontal pe D. Dar, in acest caz, conul director fiind
de rotatie cu axa verticald, planul siu normal corespunzitor
este paralel cu acest plan proectant, care este (No. 67) prin
urmare planul central pentru generatoarea D. Deci p este punc-
tul central al acestei generatoare.

Orizontala (¢, :'t’) a planului tangent la acest elicoid in
(112, m’) se obtine ducand ¢ perpendiculard pe fm. Deci, pentru
a avea punctul (ur (D, D) unde planul tangent dus prin aceasta
generatoare, arve o directie data pentru orizontalele sale, va fi
destul de a cobori din f pe aceasti directie o perpendiculard
care tae pe D in punctul m ciutat.
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In particular, punctul (v, 2) unde (D, D') atinge conturul
aparent vertical, unde planul tangent dus prin (D, D’) este per-
pendicular pe planul vertical, si unde urma sa orizontali este
perpendiculari pe linia de pamant, se obtine ducand din f o
paraleld /v la linia de pamant.

Punctul (4, ') corespunzand planului tangent dus prin
(D, D), perpendicular pe orizontal (a cirui urmi orizontali se
confundi cu D) este punctul unde (D, D) atinge conturul apa-
rvent orizontal. Elicoidul considerat fiind cu con director de
rotatie, curba de contur aparent orizontal coincide cu linia de
strictiune a suprafetei. Aceasti /inie de strictiune este deci o
elice de acelas pas redus, trasi pe cilindrul de raza op.

Se poate de asemenea gasi punctele u ale curbei do yn;.
brd pe generatoarele D, produsd pe elicoid de raze paralele
cu o directie datd. Fari a micsora generalitatea, se poate pre-
supune cd razele sunt de front, ficand cu orizontul unghiul ¢.
Astfel, raza dusi prin p (Fig. 149) are ca urms, pe planul ori-
zontal al lui m, punctul s astfel cx

pS=zcotgd.

Deci ms dd directia orizontalelor planului de umbri dus
prin D. Perpendiculara dusi din / pe ms di punctul de umbrs
# ciutat. Insemnand cu & intersectia dreptei Ju cu perpendi-
culara oz’ din o pe proectia orizontald ps a razelor luminoase,
se vede cd triunghiurile ofg si pms sunt asemenea ca avand
laturile perpendiculare. Deci

08 _ ps__=zcotgd
of pm zcotge’
sl observand (2), avem
(3) 0g=/hcotg .

Rezultd ¢4 punctul g este fix, oricare ar fi generatoarea
D considerata.

' Punctul & depinde numai de direciia razelor luminoase,
st se zice polul de umbra, punctul / descrie cercul (f) cu
centrul o, deci curba de umbri (1) se poate construi.

117. Elicoidul surup triunghiular este un caz particular
al elicoidului ordinar, cand cilindrul la care generatoarele sunt
tangente, se reduce la o dreapts, axa (2,2'). Aceastd suprafats
poate fi definitd prin miscarea elicoidald a unej drepte ce in-
talneste axa miscirei, fard si fie perpendiculard pe axi. Sau,
altfel, o suprafats cu dous directoare, o dreaptd directoare,
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axa, o elice directoare avand ca axi dreapta si cu con direc-
tor de rotatie in jurul unei drepte paraleli cu axa. In acest
caz, elicea de strictiune se reduce la axa miscirei.

Constructia unei generatoare. Fie a'c’ generatoarea para-
leld cu planul vertical de proectie. Aceasti dreaptd, axa (z,2)
a miscdrel si perpendiculara din @’ pe aceasti axa (Fig. 150)
formeaza un triunghi de mirime invariabili. Cand varful @' al
acestul triunghi vine in &', varful ¢’ se ridici pe axid pand in
d', astfel cd ¢'d = 0b'p’; generaoarea a’c’ vine in pozitia b'd,
proectiile unei generatoare sunt (62, b'd’).

Cand varfal a” vine in g', generatoarea trece prin g* si
intalneste axa (2,2°) subt un unghi care este egal cu unghiul
constant pe care il fac generatoarele cu axa z’. In aceastd po-
zitie, generatoarea este intalnitd de a’c’; acest punct de intal-
nire 7/, in timpul deplasirei generatoarei pe suprafati, des-
crie o elice care este o linie dubld a suprafetei.

Ceea ce am spus de generatoarea care trece prin o, se
poate zice despre toate generatoa-
rele care pornesc din puncte si-
tuate pe linia de contur aparent a
cilindrului care contine punctul g’.
Sunt deci pe a'¢’ o infinitate de
puncte care descriu elice duble ale
suprafetei si astfel, pe elicoidul
surup triunghiular sunt o infini-(H,) r
tate de elice duble. -

Urma pe un plan orizontal.
Proectia orizontald a generatoarei
b'd’ este o0b; urma orizontald a
acestei drepe (Fig. 150) este punc-
tul /.

Avem

ol = o0b -+ b4. Fig. 150.
Insemnand cu R raza cilindrului, cu ¢ unghiul generatoa-
relor elicoidului cu planul orizontal, avem

o/=R -b'p" cotge.
Insemnand cu o unghiul aob, 6'p’ este egalcu 2o si deci
ol=R-} hwcotge, p=R -+ (kcotgy)w,

care este ecuatia unei spirale lui Arhimede in coordonate po-
lare. Deci, urma pe planul orizontal a elicoidului surup p#trat
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este o spirald a lui Arhimede. Aceastd spirali trece prin o,
prin a, prin punctul /, si daci se considers suprafata in toata
intinderea sa, adicd luand nu numar partea care este deasu-
pra planului (H'), avem o spiralt complectd. Punctele duble
ale acestei curbe sunt urmele elicelor duble de care am vorbit.

Planul fangent. Determinarea planului tangent se face de
asemenea cu ajutorul punctuluj / situat pe perpendiculara din
o la D (care trece aici prin acest punct) (Fig. 151) si la distanta
f of =hcotgy, vectorul of fiind dus

in astfel de sens ca tangenta Ila
tractoria lui (£,/"), antrenatd in mis-
carea elicoidald, si fie paraleld cu
(D,D’). Daca planul tangent dus
R Prin generatoarea (bd, b'd’) are
urma orizontald /X (Fig. 150), pen-
tru a gédsi punctul de contact, ludim
pe perpendiculara pe 0b o lungime
of =l cotge; din f lisam o per-
pendiculard pe /X care tae pe ob
in . Acest punct m este punctul

Fig. 151.
de contact al suprafetei cu planul tangent.
Curba de umbra, produsi de razele (R, R’) (Fig. 151)
inclinate de unghiul & pe orizont, se afli determinand, ca si
in cazul elicoidului ge-

neral, punctul ¢ pe /
perpendiculara dusi

din O la directia R
st la o distantit de O
datd de Og =/ cotgd.
Se uneste punctul g
cu punctul f.al cer-
cului (/) de centru O, w
iar punctul de inter-
sectie 7 cu D este 0| \
punctul de umbrd pe
genzsratoarea D per-

pendiculard pe of. (™ f \

Pentru a determina Fig. 152.

tangenta ## la curba de umbri (Fig. 151), sa observim (%) cx

9

(1) A se vedea, M. d’Ocagne, Conos de Geomctric de U'Ecole Pol_yl:chm'que(l%ﬁ p. 148.
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segmentul «f fiind ortoptic pentru punctul o, si invartindu-se
in jurul punctului g, aplicand proprietatea de la No. 2i1, 2°, se vede
cd, dacd tangenta in f la cercul de
centru O pe care il descrie acest
punct, tae in ¢ tangenta cdutati, un-
ghiul fOf este egal cu ughiul 2Ou,
sl prin urmare cu unghiul xOf cu
laturile perpendiculare pe ale unghiu- 0
lut gOuw. Deci punctele # si x sunt
simetrice in raport cu f.

Pentru a construi cuiba de um- (f)
brd, se uneste punctul fix g cu un " Fig. 153,
punct variabil pe cercul (f); perpen-
diculara in O pe Of tas pe fg in # punctul curbei de um-
brd. Avem mai multe cazuri de figura, dupi cum g este ex-
ter.or' cercului (#) (Fig. 152), punctul g pe cercul (7) (Fig. 154),
punctul g interior cercului (f) (Fig. 153).

Cand ¢ este pe cercul
(7), se vede cia unghiul ¢
al razelor paralele, cu pla-
4 nul orizontal, este egal cu
acela © al generatoarelor,
cu planul orizontal. Avem
unghiurile Ofg= Ogf (Fig.
154). Deci, / fiind inter-
ON sectia perpendicularei in O
la Og cu dreapta /g, triun-
ghiurile dreptunghice Olg,
(f) f Ouf sunt egale sideci Ou=
O/. Insemnand cu s punc-

Fg 154 tul unde Ou tae tangenta
in ¢ la cercul (f), avem gs=su, ceeace probeazd ca locu!
lui 7, curba de umbri, este o srofoidi dreaptd cu varful O si
punctul dublu g, dupi insisi definitia strofoidei. ]

Conturul aparent wertical este infasuratoarea proectiilor
verticale ale generatoarelor. Punctul unde o generatoare ca
b'd" (Fig. 155) atinge infisuraritoarea, este proeciia verticald a
punctului unde planul care proecteazi 6’d’ pe planul vertical
de proectie atinge elicoidul. Pentru a gdsi punctul de contact
al acestui plan cu suprafata, si luim planul orizontal (H'), si
ridicam in punctul O in acest plan o perpendicularid pe Ob, proectia

f
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generatoarel b'd’, pe care si luim, in sensul convenabil, Oy=
heoty. Cum urma planului tangent considerat este perpendicu-
2 lard pe wvertical, ur-
ma orizontali este per-
pendiculard pe linia de
pdmant. Deci, ducem din
/ o perpendiculard pe
aceastd urmd, sau o pa-
raleld la linia de pamant,
care tae pe ob in w.
Punctul de contur apa-
rent vertical pe genera-
toarea (bd,b'd')este (v,7’).
Operand Ia fel pentru
celelalte generatoare, a-
vem punctele curbei de
contur aparent pe pla-
nul vertical de proectie.
Aceastd curbi e tangenti
la proectia verticald a
elicei directoare, cici a-
ceastd curbd este trasi
pe elicoid. Curba de con-
tur aparent atinge si axa
(2, 2'), cdci sunt genera-
toare ale suprafetei care
se proecteazd dupi acea-
sti dreapti. Intrebuin-
: tand aceeas constructie
Fig. 155. pentru generatoarea pa-
raleld cu planul vertical de proectie ce trece prin a’, se gi-
seste pe aceastd dreapti un punct la infinit. Aceasti dreapti
este o asimptotd a curbei de contur aparent vertical. Curba de
contur aparent este compusi dintr’o infinitate de ramuri, care
se proecteazi orizontal dupi curba (v).

Aplicatie la desenul unui surup triunghiular. Un a§tfel
de surup e niscut de un triunghi iscocel (Fig. 156) ABB’, al
cdrul plan este normal la un cilindru pe care este aplicati la-
tura BB', punctele B si B’ descriind pe cilindru o aceeas elice
cu pasul egal cu BB'. Fiecare din dreptele AB si AB’ descriu
cate o suprafati la fel cu elicoidul descris, de unde si numele de
elicoid surup triunghiular.
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118. Elicoizii riglati cu plan director. Plan tangent.
Constructia planelor tangente dealungul unei generatoare (D,D’)
cu ajutorul focarului{/,/’) nu se
mai poate aplica, din cauzi ci
$==0, iardin formula of=/ cotg 9,
ar urma of - . Punctul / este
la infinit pe perpendiculara op
coborati din o pe D (Fig. 157),
de unde urmeazi ci orizontala
planului tangent in fiecare punct
al lui (D,D’) se confundd cu acea- fc 508
std dreaptd, ceea ce. de altfel stiam.

Vom intrebuinta metoda urmitoare. Si considerim clicea
descrisd de un punct (2,2) al dreptei (D,D’). Pentru a construi
' A D’ tangenta la aceasti elice in

) (m,m’), sd luim un plan
Hi auxiliar orizontal, asezat
L o Rl
4y i s, (H') sub ('), a cdrui cotd sa

fie, de ex., A unde H este

pasul miscarei elicoidale si
deci si al elicei considerate
(Fig. 157).

Se stie ¢4, daci insemnim
cu My, T si s (Fig. 158)
punctele unde un plan al
unei sectiuni drepte tae eli-

Fig. 157. cea in M,, tangenta in M
la elice de unghiul « si generatoarea cilindrului
ce trece prin M, desfisurand cilindrul, avem
- Min=arcMymtga, Mm=Tw tge, m' T =arc Mym.

Deci, in cazul figurei 157, insemnand cu £
punctul unde tangenta la elice in 7 tae planul

oy o H
sectiunei drepte (care e planul auxiliar la cota i ),
avem 1t = arc Mym.

Dar, unghiul la centru intre razele punc- Fig. 158.
telor M, si m (Fig. 158) corespunde la un sfert din pasul H al
., . T 7 s
elicei, laZ:3, asa ci arcMynzraza.;:om.

2
. L T E .
figura 157, avem mz‘——:g.om, astfel, ca punctul # poate fi con-

.Deci, in

. g ] T
struitt pe perpendiculara pe o, luand lungimea 5 - on.



Planul tangent in (2,7:') este deci determinat de dreptele
(D)D) si (mt, m't).

Se poate simplifica aceastd constructie. Si considersm un
paraboloid de racordare al elicoidului, dealungul lui (D.D’);
unul din planele directoare este orizontal ca acela al eli-
coidului; si alegem pe celalt perpendicular pe (D,D’). Planul
tangent in (m,m’) avand ca urmi orizontald paralela prin
¢ la D [cdci (D,D’) este orizontala in acest plan], vom lua in-
tersectia 1, a acestei paralele cu perpendiculara in 7z pe D,
astfel ca (mm,, m'in'y) este a doua generatoare a acestui pa-
raboloid de racordare ce trece prin punctul (m,:')

In punctul central (p,p’) obtinut ducand din o perpendi-
culara pe D, planul tangent este perpendicular pe planul di-
rector; tangenta perpendiculard la (D,D’) in acest punct, se
confunda cu verticala Iui (p,p) si deci generatoarea paraboloi-
dulut de racordare, situati in planul orizontal ales (H'), este
dreapta pmi,.

Pentru a obtine direct aceasti dreaptd, sa considerim
(Iig. 157) triunghiurile smem/ si opin, care sunt asemenea ca
avand laturile perpendiculare; deci

V77708 nit 7
—_— =,
mp  ni0 2

de unde urmeazi cd urma orizontald a paraboloidului este dreapta

=

—2—.
Asadar, pentru a avea planul tangent in (m,m'), se ridici

pe D in m o perpendiculard care intalneste aceasti urmi in

n1y; ridicand acest punct in 7'y, planul tangent in (#2,m') este

dat de (D,D’) si (e, m'mi’).

pine, al cirei coef.cient unghiular in raport cu pimn este

Curba de umbrd. Intrebuintand
aceeas metodd ca la elicoizii cu
con director, sa insemndm pe per-
pendiculara din o pe directia pro-
ectii R (Fig. 159) a razelor lumi-
noase, punctul g, astfel ci og=
/cotg ¥, ¥ hind inclinarea razelor lu-
minoase pe orizont. S4 unim pe &
cu punctul f situat la infinit pe
perpendiculara dusi din o la D,
adicd si ducem din g perpendiculara pe D.

Fig 159.
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Punctul p descrie cercul (p) de centru o, asa ci proectia
orizontald a curbet de wmbrd, locul punctelor #, se obtine ldsand
din punctul fix g perpendiculara g« pe tangenta la cercul (),
adicd este un nielc al lui Pascal.

Tangenta in # la curba de umbrid, se poate construi ob-
servand cd este aceea a podarei cercului in raport cu g. Daci
perpendiculara in g pe gu tae pe op in u, #n este normala
la podara.

119. Elicoidul surup pétrat este elicoidul cu plan direc-
tor, unde generatoarea (D, D’) intalneste axa (z, ') si deci, in
proectie orizontald, trece prin punctul 0. Linia de strictiune este
axa {z, 2’). : -

Pentru a construi o generatoare, ludm planul director ca
orizontal si si consideram elicea directoare trasi pe cilindrul

Fig. 160. Fig. 161.

cu axa (2, 2’) (Fig. 160). O generatoare, in proectie orizontala,
fiind ob, b fiind pe proeciia orizontald a cilindrului, in vertical
trece prin &' si e paraleld cu linia de pamant.

Pentru planul tangent se intrebuinteazd aceeas metoadd
ca si pentru cazul elicoidului in general cu plan director. Se
construeste (Fig. 161) prin p urma pin, a paraboloidului de
racordare cu plan director normal la (D, D), al cdrei coeficient

unghtular este =- Se ridicd in m o perpendiculard pe pm, care

nof &l

: H
tae aceastd urma in ,; luand planul orizontal la cota o SUb,

generatoare, si ridicand punctele in proectie verticald, planul
tangent in (m, ') este déterminat de (D, D) si (mmg, m's’y).

In cazul de fata, om fiind confundati cu D, perpendicu-
lara mt la cm, ca si mf, se confundd cu smmy; deci si mu se
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confundd cu mn,. Cuadrica osculatoare se confundi cu para-
boloidul echilater de racordare intrebuintat mai sus. Urmeazi
de aci (No. 86, 99 c¢i indicatoarea in fiecare punct al elicoidu-
lut surup pitrat este o iperbols echilaters.

Pentru curba de umbri, si observim ci toate dreptele D
trec prin punctul o, deci proectia orizontald (1) a acestei curbe

Fig. 162.

(Fig. 162) de umbra se obtine lisand din punctul fix: g per-
pendiculare pe dreptele ce trec prin o, deci este cercul descris
pe og ca diametru. Si unim punctul m cu centrul 4 al cercului.
Cand dreapta D se invarteste de unghiul ©, punctul (n, ')
se ridicd cu /v si raza 7m se invarteste cu 2. Dar, putem scrie

z:g&n,

si decl se vede cd, pe cilindrul cu baza cercul (m2), punctul

(1, 1) se ridicd cu o cantitate proportionald cu unghiul cu care

s’a invartit proectia sa orizontald, descrie deci pe acest cilindru
. h .

o elice cu pas redus 5 Asa dar, curba de umbry, a unei supra-

fete elicoid surup pitrat, produsi de raze paralele luminoase
este o elice circulari cu pasul egal cu jumitatea aceluia al
suprafetel.

Ca aplicatie, s1 desenim un surup pdtrat, care poate fi
ndscut de un patrat ABCD (Fig. 163), cu planul trecand prin
axa cilindrului, care se misci elicoidal (s¢ ia de obicei pasul
egal cu latura pitratului). Laturile AB si CD nasc cate un eli-
coid de felul celui studiat, de unde si numele de elicoid surup
patrat.
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SUPRAFATA UNDEL

120. L. Proprietati generale ale suprafetelor apsidale. Se
numesc apsizil unei curbe plane, in raport cu un punct O din
planul sdu, punctele acestei curbe a ciror distanti la punctul O
sd fie maximd sau minim3, cu alte cuvinte, picioarele normale-
lor duse din punctul O la curbi. Se zic raze apsidale ale acestei
curbe fata de punctul O, distantele punctului O la apsizi. De
exemplu, razele apsidale ale unei elipse pentru centrul siu sunt
Jumitdtile axelor acestei elipse.

Sa ducem prin punctul O un plan oarecare ce tae o
suprafatd () si si luim pe normala in O la acest plan vectorii
OM,; egali cu razele apsidale OM ale sectiunei ficute in supra-
fata (S) de acest plan. Locul punctelor M, este o suprafati (S,),
numitd suprafata apsidald a suprafetei (S) pentru punctul O.

Fie M un punct oarecare al suprafetei (S); si ducem, in
planul tangent in M Ia aceastd suprafatd, dreapta MT perpen-
diculard pe OM si sa tdem suprafata cu planul OMT. Sectiunea
obtinutd are pe OM ca razi apsidald a punctului O. Luand pe
perpendiculara in O pe planul OMT, lungimea OM; egali cu
OM, obtinem punctul M; corespunzitor al suprafetei apsidale.

Ne propunem a gisi normala in M, la suprafata (S,),
cunoscand normala in M la suprafata (S). Sd proectim figura
pe un plan dus prin OM perpen- g, P\ N
dicular pe planul sectiunii consi-
derate (Fig. 164). Tangenta MT in F
M Ia aceastd sectiune fiind per- < H
pendicularid pe OM, este o dreapts ;
perpendiculard pe planul de prcec- O m/ P
tie. Planul tangent la suprafata (S)
ce trece prin aceasti tangentd,
este deci un plan perpendicular < T
pe planul sectiunii, cu urma MP #
perpendiculard pe normala MN si- P M
tuatd in planul de proectie. Tot in
planul de proectie este si vectorul :
OM, dus prin O perpendicular pe planul sectiunii considerate.
Dreapta MN este in planul OMM, care este luat ca plan al
figuret si tae pe OM, in F.

Acestea fiind stabilite, s considerim figura de formi in-
variabild, in spatiu, formati de unghiul OMM, egal cu 45

M,

Fig. 164,
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Dacd punctul M descrie o traectorie (M) oarecare pe suprafata
(S), latura OM a unghiului trece necontenit prin purictul O sj
latura MM, naste o suprafats riglati (R). Planul unghiului mobil
are o migcare cu un grad de libertate. Planul normal in M la
la curba (M) trece prin normala MN a suprafetei (S), care este
prin urmare urma acestui plan normal pe planul mobil. Planul
normal in O la traectoria punctului insemnat pe MO care
coincide cu O in pozitia initiald, este planul perpendicular pe
planul figurei dus prin OM,, care este, prin urmare, urma
acestul plan normal pe planul mobil. Rezultx (No. 108) ca foca-
rul planului unghiului mobil in aceasti miscare M, este punc-
tul de intalnire F al lui MN cu OM,.

Si ducem perpendiculara FH pe MM,. Elementul de linie
descris pe suprafata (R), de punctul insemnat pe latura MM,
a unghiului OMM,, care coincide acum ca H, este normal la
FH. ‘Planul tangent in H la (R) care contine acest element si
generatoarea MM, de asemenea normala la FH, este deci per-
pendicular pe planul figurei.

S4 consideram acum ‘figura invariabild formati de un-
ghiul OM\M egal cu 45% Miscarea planului acestui unghi este
deosebitd de aczea a planului OMM;, cu toate ci acese plane
sunt aplicate unul peste altul. Daci, in adevir, se consider:
figurile trase pe aceste plane (unghiul OMM, de o parte, un-
ghiul OM;M de alti parte), ele sunt in miscare unul in raport
cu celalt, dar dreapta indefinita MM;, antrenati in una s1 cea-
laltd miscare, nasc aceeas suprafati (R). Si numim cu (M) in-
tersectia acestei suprafete (R) cu suprafata (5;) locul Jui M, si
sd considerdm miscarea M* a unghiului OM;M, care face ca
punctul M; si descrie traectoria (M,). Repetand acelas rationa-
ment ca mai sus, se vede ci urma planului normal in M, la
(M,) pe planul mobil tae dreapta OM pe perpendiculara la
MM, dusd prin punctul H al acestei drepte unde planul tan-
gent este perpendicular pe planul OMM,, adici pe dreapta FH.

Insemnand cu F intersectia dreptelor FH si OM, urma
planului normal la (M,) pe planul mobil este M,F,. Dar, a-
ceastd dreaptd care depinde numai d= MN, este independents
de curba (M,) descrisi de M, pe 1S)), cu alte cuvinte, toate
planele normale la curbele (M,) trec prin  MiF,. Fiind ca si
MN in planul triunghiului OMM,, ea intalneste pe MN in N.
Mai mult, dreptele F,H si OM, fiind inaltimile triunghiului
MM,F;, rezultid ci dreapta MN, care trece prin punctul de in-
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talnire al lor, este a treia indltime a acestui triunghi. In rezu-
mat, normala MiN la suprafata apsidala (S,) este perpendicu-
lara din My pe nucrmala MN la suprafata (S).

Planul tangent la (S,) este deci perpendicular pe planul
figurei, de unde urmeazi cz suprafata apsidalic @ suprafefei
(S1) in raport cu punctul O cste suprafata (S).

Sa ludm acum suprafetele polare reciproce (3) si (I,) ale
lui (S) si (S,) in raport cu sfera de centru O sl raza #. Pla-
nele polare ale puncteior M si M; sunt perpendiculare pe OM
st OM;, deci perpendiculare pe planul figurei. Ele trec prin
punctele = si =, astfel ci

OM. On=0M,. Or, =,

OXE=

Aceste plane ating suprafetele (2) si (3;) respectiv in
punctele v si t, obtinute cu ajutorul perpendicularelor OP sj
OP; coborate din O pe planele tangente in M si M;; avem

Op.OP=0#.0M =2, 011.0P; =O=,.0M, = 2.

Dar triunghiurile OPM st OP;M; sunt egale; deci Op=0p,.

Normalele v si pv in p si | sunt perpendiculaie la pla-
nul figurei cu urmele w si iy ; deci sunt conyinute in pla-
nul figurei. Asa dar, intre p sl ft; existd aceeas relatie ca si
intre M si M; si deci suprafetele (2) si (=,) sunt apsidale una
fatd de cealalts. Deci, suprafefele polare reciproce, in raport
cu 0 sfera de centrul O, a doud suprafefe apsidale una fati
de cealaltd, sunt de asemienca apsidale una fati de cealalti in
raport cu acelas punct.

IL Swuprafata undei. 10 Sx presupunem cd punctul O
este centrul unei excitatii luminoase, in interiorul unei mase
cristaline omogens, pentru care se cunoaste elipsoidul de
elasticitate (E) al centrului O. Fresnel a aritat cad suprafaty
undei luminoase (O), dupa un timp oarecare, este omotetica in
raport ci O a suprafetei opsidale a elipsoidubui (k) relativ la
punctul O, ) :

Presupunand cx suprafata (S) de mai sus este elipsoidul
(E), se pot obtine proprietitile corespunzitoare ala suprafetei
undeti (O).

In particular, pentruci polara reciproci a elipsoidului (E)
in raport cu o sferd concentrici este un alt elipsoid, se vede
¢4 polara reciproci a unei suprafete a undei (0), in raport cu
o sferd de acelas centru, este o alti suprafati a undei,

dect

N, Abramescu, — Lectivni de Geometrie puri Infinitezimali, 15
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Observand figura 164, se vede ca planul polar al lui M,
este planul dus prin punctul =, perpendicular pe OM;, astfel
cd Or,.OM, =72 r fiind raza sferei in raport cu care se iau
polarele. De unde urmeazi urmitoarea definitie (in Fizici)
peatru suprafata undei. Pe perpendiculara ridicati in O la o sec-
fiune pland oarecare a elipsoidului (E), se iau segmente invers
proportional: cu jumatatile axelor acestei sectiuni, planele para-
lele cu planul sectiunii, duse prin extremitatile acestor segmente,
an ca infdsurdtoare o suprafatd a undei.

2° Pentru a gisi ecuatia suprafetei undei, si insemnim
cu @b,c jumatitile acelor elipsoidului (E). Se stie ¢4 jumitatile
axelor sectiunii diametrale normald la directia ale cirei cosi-
nusuri directoare sunt «,8,y, sunt ridicinile ecuatiei in p

=0.

aot 5-362 c2y?
(l?—p‘f_!—[)‘f— ()2—’—62—92

Vectorii ¢ fiind luati pe o dreapti dusi prin origini de
cosinusuri directoare ,8,y, se vede ca locul extremititilor a-
cestor vectori, care este o suprafatd a undei (OQ), are ecuatia

b? ]

i
22 o2
as—p

9,9
G
=S —O}

c?_P‘Z

unde p*=x2-y2 422 Ficand calculele, ecuatia revine

(@ 4 B2 329 (224 92 4 28) (%24 - 632 0%
+ a2+ 0%z + a2 = 0.

Suprafata este de ordinul al patrulea, tae planul de la

infinit dupa conicele situate respectiv pe conurile
x2+_j!2+22:(), azxz_{_b:{yz +6222=0;

are, deci, in planul de la infinit, patru puncte duble care sunt

punctele comune ale acestor dou# conice.

3% Se vede, din ecuatia suprafetei, ci sectiunile principale
prin planele de coordonate care sunt de simetrie pentru supra-
fata undei si pentru elipsoidul (E), se descompun intr'o elipsi
st un cerc. Aceasta se poate vedea geometric in modul urmai-
tor. Sd considerdm sectiunile diametrale ale elipsoidului trecand
prin una din axele principale, OB, de ex. (Fig. 165). Distantele
apsidale sunt, in aceastd sectiune, jumitatea axei OB sio razi
a elipsei principale AC, pe care o facem s se invarteasci de
un unghi drept chiar in planul elipsei. Extremititile vectorilor
normali la planul acestei sectiuni diametrale (cand aceasta se
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Invélrte§te in jurul lui OB) sunt, deci, in planul elipsei AC,
un cerc de centru O si de razi OB si o elipsd ale cirei semi-
axe sunt OC,;=O0C dupa OA, si OA;= OA dealungul lui OC.

Deci, dacd se duc vectori egali cu fiecare din semiaxele
elipsoidului pe cele doud axe care i sunt perpendiculare, notand
cu indicii 1, 2, 3 punctele insem- A3
nate respectiv pe OA, OB, OC, se
obtine pentru suprafata undei ur-
mdtoarele tiei sectiunt principale,
in planul OAB, cercul C,Cs, elipsa
AyBy; in planul OBC, cercul AyA;,
elipsa B;Cs; in planul OCA, cer-
cul B;B,, elipsa C,A,. In fiecare
din aceste grupe, cercul si conica
se tae in patru puncte, care sunt
reale numal in planul OAC, dacd
se presupune a>b>c. Fig. 165.

Aceste sunt puncte duble pentru suprafats, care impreund
cu cele deja obtinute in planul de la infinit, avem in total 16
puncte duble pentru suprafatd, numirul maxim pe care il poate
avea o suprafatd de ordinul al patrulea. Suprafata undei este
deci un caz particular al suprafetei lui Kwusmmer, care este supra-
fata de ordinul al patrulea cea maigenerald cu 16 puncte duble.
In aceste puncte duble, tangentele la suprafati in loc de a fi
in acelas plan, formeazd un con de ordinul al doilea.

De oarece polara reciproca a suprafetei undei este o altd
suprafatd a undei, care are, din cele ce preced, 16 puncte duble,
urmeazi cd suprafata dati posedi ea insdsi 16 plane tangente
duble, atingand-o fiecare dupd o conicid, corelativd conului tan-
gentelor corespunzator.

4° Conul tangenteloy intr un punct dublu. S3 presupunem
ci punctul M (Fig. 164) descrie o sectiune circulard diametrald
(C) a nlipsoidului (E). Fiecare din punctele sale fiind o apsidid
pe curba (C), dau acelas punct M, al suprafetei undei(O). Dar,
fiecaruia din aceste puncte M corespunde o normald M;N par-
ticulard care este perpendiculara coboratd din M, pe MN. Locul
tangentelor in M, este conul suplimentar al celui niscut de
normala MN. Deci, cand punctut M parcurge cercul (C), nor-
mala MN rdmane perpendiculara pe generatoarele cilindrului
circumscris lui (E) dealungul lui (C). Deci, paralela Ol la MN,
care tae MyN in I, rdmane in acelas plan dus prin O perpen-

15*
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dicular pe directia acestor generatoare st locul punctuluil este
-cercul de intersectie al acestui plan cu sfera descrisi pe OM,
ca diametru. Locul normalelor M,N in M; este deci conul cu
varful M; avand acest cerc ca bazi, conu! fiind de ordinul al
doilea, al cirui con suplimentar, care este locul tangentelor in
M, este tot de ordinul al doilea. Si observim cx proectiile P,
ale punctului O pe planele tangente in M, descriu cercul sime-
tric al celui parcurs de I, in raport cu centrul sferei descrise
pe OM,.

5" Conica de contact a wmi plan tangent dublu (1), Si
presupunem ca punctul care descrie o szctiune circulard dia-
metrald v a elipsoidului polar reciproc al celui dat, este punc-
tului pr. Se vede ci punctul i, este fix si deci si planul tan-
gent in fiecare din punctele corespunzitoare M,, plan care
este polarul punctului p4 in raport cu sfera de centru O si
raza 7. Cum avem OM,. Or, =2 locul lui M;, inversul
cercului in raport cu sfera consideratd, este un ccre. Deci,
JSiecare plan tangent dublu al suprafetei o atinge dupa un cerc.

Chestiunea de examen de Geometrie Superioard, la Faculiatea
de Stiinte din Paris, Iulie 1924.

Se dau trei axe perpendiculare, origina O [fiind centrul foii,
axa Qy coincide cu linia de pamant si este indreptata dupa axa
micd a foii. Unitafea de lungime este centimetru. O suprafat
stramba (E) are ca directoare - 10 dreapta x—y=4, 2=—6 ; 2°
dreapta x+y==4, 2=2 ; 3° cercul orizontal de razé 2 cu cei-
trul in punctul x=4, y=0, z=4. Si s¢ represinte proectiile
partit suprafeter () presupusa opacd, care este situati dede-
subtul planului perpendicular pe vertical s=y+4. Sa se fi-
Sureze proectiile linii de strictiune a suprafetei. Pentru fie-
care din aceste curbe trase, si se indice constructia unui punct
curent si aceea a tangentei in acel punct; si se indice punctele
st dreptel: vemarcabile.

Constructia generatoarei. Fie (D,D’), (A,A’) directoarele
linii drepte si cercul cu centrul (0,0') (Fig. 166). Si insemnim
cu (abe,a’t’c’) o generatoare a suprafatei; o’ este mijlocul lui
b'c’, deci a este mijlocul lui be. Cum unghiul boc este drept,
bc=2.0a=4cm. Constructia generatoarei revine deci a duce

(1) Proprietatile puncteior duble si planelor tangente ale suprafefei undei intervin
in explicarea fenomenelor de optica cuncscute sub numele de refractie conied si refractie
‘eilindricd.
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prin fiecare punct @ al cercului o o dreaptd cu mijlocul in a,
care se construeste descriind din @ ca centru un cerc cu raza
oa=2, care tae dreptele oD si 0 in & si c; generatoarea are
proectia orizontald bc si cea verticald 4'c’.

Distanta dintre (5,6') si {(c,c') se afld ducand in b o per-
pendiculard buz pe bc egald cu diferenta cotelor punctelor &
si ¢/, egald cu 4; sc vede cd distanta in spatiu intre (5,6) si

(c,c') este sc=\/4?+42=4y2=const. Deci, lungimea generatoa-
rei cuprinsi intre directoarele (D,D’) si (A,A°) este constanti.

Con director. Unghiul dreptei (bc, 6'c’) cu planul orizontal
se obtine ducand in & perpendiculara b, pe bc egald cu dife-
renta cotelor punctelor 4/, ¢’ si unghiul cu planul orizontal este
UCH== P

Deci, paraleleie din (o, 0') la aceste drepte formeazi un
con director de rotatie cu axa venticald, cu unghiul dela varf

de 909
Planul tangent intr’un punct se obtine considerand pa-

raboloidul de recordare al normalelor, in (5, '), (c,¢’) (No. 70

V). Se vede ci normalele o 8

in & sic la curbele direc- S
toare sunt perpendicularele ! / g/'/:

in b sic pe D siA in ori- & QUL o5
zontal, care se tae in 7. U- . i
nind punctul 7 cu un punct o/ A
m al dreptei bc, im este 2 1_r
proectia orizontala a nor- t’ / y AT
malei la suprafatd in (w2, #'). 5 7 ==

1
Urma planului tangent este :
perpendiculara din urma :
orizontald ¢ a dreptei (bc, b
b'c’) pe im.
Conturul aparent orizon- U
fal este format de locul a\l
punctelor de contact ale /i
planelor tangente la supra- 5
fata, perpendiculare pe pla-
nul orizontal. Intrebuintand
procedeul delaNo. 70, V,
se vede ci locul proectii- Fig. 166.
lor acestor puncte este curba descrisd de piciorul perpendicu-
larei d din i pe bc. Aceasta se poate vedea si altfel. In ade-

B e RS
-,

(]
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vér, proectia conturului aparent orizontal este infasuritoarea
proectiilor orizontale &c a generatoarei. Dar éc are o lungime
constantd si egald cu 2.0a=4. Deci, avem o dreapti de mirime
constantd bc, ce se sprijind pe doud drepte perpendiculare oD
s1 oA, centrul instantaneu de rotatie al figurei invariabile bc,
este punctul ¢ de intersectie al normalelor la curbele oD si 0A
descrise de ¢ si 0; punctul de contact al lui éc cu infisuritoarea
sa este piciorul & al perpendicularei din 7 pe éc.

Deci, proectia conturului aparent orizontal este infdsuri-
toarea dreptelor de lungime constanta ce se sprijind pe dou#
drepte perpendiculare, adici o ipociclids cu patru puncte de
intoarcere.

Linia de strictiune. Suprafata fiind cu con director de ro-
tatie vertical, linia de strictiune este conturul aparent orizontal.

Conturul aparent vertical este locul punctelor de contact
a planelor tangente perpendiculare pe vertical. Deci, acest plan
tangent este planul proectant vertical al generatoarei; urma
orizontald este perpendiculari pe linia de pamant. Deci, intre-
buintand metoda de la No. 70, V, urmeazi ca trebue a duce-
prin ¢ o perpendiculard pe urma acestui plan,sau o paraleld la
linia de pamant, care tae proectia orizontali a generatoarei in
e. Punctul (g,¢') este punctul de contur aparent vertical; locul

punctelor ¢’ este proectia verticald a curbei de contur aparent
vertical, etc.
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Curbele plane.

Curbura curbelor plane. Lungimea unui arc de curbi.
Raportul dinfre un arc infinit mic si coarda sa. Curbura in-
tr'un punct. Cerc de curburd. Altd definitie a centrului de
curburd. Cerc osculator. Studiul unei curbe in vecinatatea u-
nuia din punctele sale. Alte expresii ale razei de curbura.
Alte proprietati ale cercului de curburi .

Curke infasurdtoare. Desfasurata unei Lurbe plane A
ipliatie T as S = :

Proprietdti fzmdamem‘ale Vanatla unui arc de curba
limitat de doui tangente la alta curby. Variatia de lungime
2 unui segment de dreaptd. Variatia unui unghi, Aplicatii.
Normale la curbele descrise de punctele sau infasurate de
dreptele unei figuri de forma invariabili. Centru instantaneu
de rotatie. Metoda Jui Chasles. Normale la curbele descrise
de punctele sau Ja infasuratoarele dreptelor unei figuri de
forma variabila. Metoda ivi Mannheim. Centrul instantaneu de
miscare a unei figuri plane variabile care ramane asemenea
cue, ea insdsi. Centrul instantaneu de miscare a unei fizuri
plane variabile cu pistrare de arie b

Aplicafii. Det.rmindri de normale. Intasuratoare de
drepte Teoremele lui Graves si Chasles asupra arcelor elip-

. Determinarea centrelor de curburd ale conicelor. Tractri-
cea. Caustice. Podare. Cicloida. Spirala logaritmica. Aria co-
roanei determinatd de un punct al unei coarde de lungime
constantd intr’o curba dati. Determinarea maximelor si mini-
melor a unor elemente legate de o figura mobila .

Nofiuni de geometrie cinematicd pland. Generalltétl
Deplasare finita. Deplasare infinitezimala. Miscare continua.
Aplicatie. Miscarea cea mai generald a unei ﬁgurl plane in
planul sau. Centrele de curburi ale traectoriilor punctelor fi-
gurei mobile. Centrele de curburé ale infasurdtoarelor liniilor
figurei mobile. Aplicatie. Curba Capa. Epicicloide .

Curbele strambe.

Nofiuni introductive. Infiniti mici, Lungimea unui are.

Aicul mic si coarda sa sunt infiniti mici echivalenti. Dous
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arce infinit mici, corespunzitoare pe doui curbe strambe,
care se corespund punct cu punct, sunt infiniti mici de acelas
ordin. Variatia de lungime a unui segment rectiliniu , .
Curbe sferice. Generalitati. Variatia unui arc de cerc
mare. Desfdsuratd sferics, Curburid sferica. Cerc de curburi .
Curbe strdambe. Curburd. Torsiume. Curburi. Raza de
curburd. Normald principald. Centru de curburs. Cerc de
curburd, Plan osculator. Dreapti polari. Suprafatid polars.
Cerc osculator, Binormali. Torsiune. Relatiunile dintre cele
doud indicatoare. Sferd osculatoare. Formulele Iui Frenet-
Serret. Desfasuratoarele unei curbe strambe. Studiul unei curbe
In vecinitatea unui punct. Aplicatii. Elicea. Ordinul de con-
tact a dou& curbe strambe. Ordinul de contact al unei curbe
§iauneisuprafe§e.....................
Notiuni sumare asupra suprafetelor riglale. Suprafefe
desfasurabile. Aplicatie la studiul curbelor sirdmbe. Determi-
narea suprafetelor riglate. Ordinul suprafetelor riglate. Pro-
prietdtile planului tangent la o suprafata riglatd. Punctul re-
prezentativ al distributii planelor tangente. Suprafete de ra-
cordare. Paraboloidul normalelor. Aplicatii. Plan tangent la
o suprafatd riglatd cu doud curbe directoare si plan director.
Suprafatd strambi cu doui curbe directoare st con director.
Suprafatd stramba cu trei curbe directoare. Biais passé. Su-
prafete desfasurabile. Ihfa§urétoarea unui plan mobil. Diferite
moduri de generare ale suprafetelor desfisurabile. Proprietitile
liniilor trase pe o suprafata desfasurabila. Desfasurarea supra-
fetei desfasurabile. Liniile geodezice ale suprafetei desfasura-
bile.

Aplicatii. Suprafata stramba a binormalelor. Suprafata
desfasurabila a tangentelor. Suprafata rectifianta. Suprafata
stramba a normalelor principale. Curbele lui Bertrand. Supra-
fata infisuritoare a planelor normale. Suprafata polari. Des-
fasurata unei curbe. Desfasurarea suprafetei polare. Supra-
fete de egald panta. Elicoidul desfasurabil . . . , . ..,

- Netiuni asupra suprafeteior.

Proprietdtile curbelor trase pe o suprafaid. Asezarea
unei suprafete fatd de planul tangent. Forma suprafetei. In-
dicatoare. Curbura unei curbe trasi pe o suprafata. Teorema
lui Meusnier. Curbura sectiunilor normale. Tangente conjugate.
Linii asimptotice. Linii de curbura. Exemplu de determinare
geometricd a liniilor de curbura. Torsiune geodezicid. Teo-
rema lui Dupin asupra sistemelor triple ortogonale, Supi‘afege
minime. Linii geodezice . . . . . .. . ... ... .. b

Aplicatii. Cuadrica osculatoare. Conoidul drept cu nu-
cleu sferic. Conoidul lui Pliker. Cilindroidul. Minunchi de
normale. Teorema lui Sturm. Raze refractate sau reflectate.
Teorema lui ‘Malus si Dupin . . :

.o
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gruentelor. Proprietati speciale ale complexelor lineare. Con-
grente lineare. Fascicole de complexe lineare. Retele si sis-
teme de complexe lineare . . . . . . . . . .. R T 83 19 3
Notiuni sumare de geometrie cinematica in spatiu.
Generalitati . . . . . 194—195
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racteristicilor. Aplicatie. . . .. . . 199 -206
Miscarea conlinud cu a’ozm grade de lrbef Iale Relatiu-
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