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PREFACE. 

Ceries, Vanalyse peut &tre regardee comme Pinstrument de 
recherche le plus puissant dont dispose le geometre et lon ne 
saurait îrop s'Emerveiller des conquâtes gui lui sont dues, mais 
Venthousiasme que Lon en peut ressentir ne doit pas făire mecon- 
naitre le haut interât des methodes de la geometrie dite synth<tique 
et conduir ă les negliger. Il est d'ailleurs possible de faire appel 
sur ce point ă V'opinion d'un illustre analyste, LAGRANGE, Qui, dans 
les Nouveaux memoires de PAcademie de Berlin, €crivait en 1773: 
„Quelques avantages que Vanalyse algebrique ait sur les methodes 
geometriques des anciens, qu'on appelle vulgairement, quoique fort 
improprement, synthăse, il est neanmoins des problemes oă celle-ci 
parait preferable, tant par la clarte lumineuse qui i'accompagne 
que par lelegance et la facilite des solutions quelle donne“. Un 
tel jugement, Emanant d'une pareille autorite, suffit ă legitimer le 
maintien d'un enseignement de pure geometrie dans le cycle des 
hautes 6tudes mathematiques. Mais ce maintien peut se justifier 
encore par un autre ordre de consideration. Les methodes de la 
geometrie synthetigue se montrent d'une remarquable fecondite dans 
le domaine des applications techniques ou il semble qu'on les ait 
un peu trop negligces dans la periode contemporaine, ce qui s'explique, 
au surplus, par la cammodite, la generalite qu'offre la methode 
analytique, economie de pensce que comporte son emploi. Mais on 
pouvait deplorer que ces avantages fissent par trop negliger les 
admirables ressources que peut offrir aussi aux techniciens la 
methode synthetique (). C'est pourquoi je me suis efforce, par mon 
enseignement de l'Ecole polytechnigue de Paris, de remettre, dans 
la plus large mesure possible, cette methode en honneur, alors que, 

  

(!) Je crois devoir signaler ă ce propos le remarquable ouvrage guw'un 
de mes anciens €leves, M.  WOLKOWITSCH, vient de publier sous le titre: 
Applications de la geometrie ă la stabilite des constructions (en deux volu- 
mes; Doin, €diteur ; 1928--1930). -
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dans un autre cours, nos €leves regoivent un enseignement îres €leve 

de l'analyse. Aussi, est ce avec une particulicre satisfaction que j'ai 

vu, ă ma suite, M. le professeur N. ABRAMESCO Ss'engager dans la 
meme voie, adoptant mEme, sur beaucoup de points, mes propres 

demonstrations pour en repandre la connaissance dans son pays, y 

ajoutant d'ailleurs — ai-je besoin de le dire? — bien des choses 

interessantes, tirees de son propre fonds. Je souhaite vivement de 
voir le livre guwil consacre ă ce sujet trouver, aupres du public 

roumain, tout le succes qu'il merite. 

Maurice d'Ocagne, 

Membre de PInstitut de France, 

Professeur ă PEcole Polytechnique de Paris. 

Paris, le fevrier 1930.



PRECUVÂNTARE. 

Această lucrare este rezumatul lecţiunilor de Geometrie pură 
Infinitezimală, pe care le profesez la Universitatea din Cluj, cu 
scopul de a menține, alături de metoda de cercetare a Analizei 
matematice, şi una intuitivă de Geometrie pură. 

Primele lecțiuni de acest gen la noi în fară, se datoresc 
D-lui Profesor universitar și Inginer ER. PANGRATI, fostul meu profesor, 
ale cărui neîntrecute prelegeri ce ne făcea la Universitatea din Bucu- 
reşti mi-au rămas ca model, și de aceea îi aduc și pe această cale 
omagiile mele de recunoștință. 

Acest curs este tipărit din fondul pe care Ministerul Instruc- 
țiunii Va pus la dispoziția Universității din Cluj pentru publicarea 
manualelor didactice universitare. Exprim aci recunoscătoare mulțu- 
miri Onor. Minister al Instrucțiunii şi Comisiunei însărcinată cu 
îngrijirea publicărei, precum și Senatului universitar din Cluj pen- 
tru că a aprobat publicarea acestor lecfiuni. 

Mulţumesc în acelaş timp şi Tipografiei Cartea Românească - 
din Cluj, pentru stăruința depusă ca lucrarea să iasă cât nai bine. 

| N. Abramescu, 
Cluj, Octombrie 1930.



  
  

LECȚIUNI DE GEOMETRIE PURĂ INFINITEZIMALĂ 

INTRODUCERE. 

1. Geometria Infinitezimală (sau diferenţială) studiază pro- 
prietățile figurilor geometrice în vecinătatea unuia din elemen- 
tele sale. Astfel, tangenta la o curbă este dreapta care uneşte 
un punct cu un punct infinit vecin, cercul osculator trece prin 
trei punct infinit vecine. 

Acest studiu se poate face, sau în mod analitic, sau pur 
geometric. Studiul analitic al Geometriei Infinitezimale a fost 
desăvârşit de marele geometru francez Darboux, în monumen- 
tala sa lucrare, Legons sur la theorie generale des surfaces. 

Matematicile considerate independent de aplicaţiunile lor, 
se divid în două ramuri distincte, Analiza şi Geometria. 

Dacă, cum spune D-l WM. d'Ocagne (1), Analiza constitue 
utilul prin excelență în cercetările matematice, dacă permite, 
chiar în domeniul faptelor din spaţiu, să confere fundamente- 
lor teorii “toată soliditatea pe care o cere o critică riguroasă, nu 
este mai puţin adevărat, după justa observare a eminentului 
analist, D. P. Appelt!(?), că, dacă Brin întrebuințarea Analizei 
se câştigă repede o oarecare îndemânare în mânuirea formu- 
lelor, se' sfârşeşte prin a se perde obişnuința rationamentului 
direct, se renunță la această metoadă, de aliminterlea foarte 
insfructivă, care consistă în a considera lucrurile aşa cum se 
prezintă (în ele înşi-le) şi fără a le perde din vedere în cursul 
rafionamentului (Poinsot, Theorie nouvelle de la rotation des 
corps, $ Il). | 

Mai mult, Geometria pură se impune prin nenumăratele 
sale mijloace de cercetare, prin claritatea propoziţiunilor pe 

  

() M. d'Ocagne, Prefaţa lucrărei sale, Cours de Geomâlrie pure et 
appiiqute de bEcole Polytechnique, 1917. 

(*) P. Appell, Prefata la lucrarea D-lui Demartres, Cours de Gso- 
mâtrie Infinilesimale, 1913. 

N. Abramescu. — Lecţiun de Geometrie pură Infinitezimală. ]  



care le pune în evidenţă, prin simplicitatea şi eleganța soluţiu- 
nilor pe care le dă. 

La toate ramurile de aplicaţie, în legătură cu matemati- 
cile, metoda geometrică aduce ajutorul cel mai eficace, oferă 
soluţiunile cele mai variate, cele mai elegante şi mai potrivite, 
cele mai neprevăzute. 

Primele cercetări de Geometrie pură Infinitezimală sunt 
tot atât de vechi ca şi începuturile Calculului Infinitezimal, iar 
ridicarea lor la rangul unui corp de doctrină este datorită 
geometrilor Monge, Poncelet, Ossian Bonnet, Chasles, Man. - 
nheim, M. d'Ocagne. Primele lucrări în acest sens (în Franţa) 
sunt ale lui C/as/es, rate de Gdometrie Superieure (1832), 
Aperţu historigue (1889); Mannheim, Principes et developpe- 
ments de Geometrie Cinematigue (1894); Schoenflies (traducere 
Speckel), Geometrie du mouvement, conţinând Notions gtome- 
friques sur les complexes ef les congritences de droites de Fou- 
ret (4893); a D-lui M. d'Ocaene, Cours de Geometrie Descrip- 
live et de Geometrie Infinitesimale (1896). Chasles, Mannheim 
şi D-l M. d'Ocagne sunt întemeetorii Geometrii pure Infinite- 
zimale. O altă lucrare în acest sens este a lui Demartres, 
Cours de Geomâtrie Înfinitesimale (1913) şi în fine cea mai 
nouă, este a D-lui M. d'Ocagne, Cours de Geometrie pure et 
appliquce de | “Ecole Polytechnique (1917), a cărei nouă ediţie, 
Cours de Giomătrie de b Ecole Polytechnique, a apărut în 1930 
şi de care ne-am servit în mare parte în alcătuirea acestor lec- 
tiuni, expunând uneori chiar propriile şi neîntrecutele demon- 
straţiuni a D-lui M. d'Ocagne. 

INFINIȚII MICI, 
2. Infiniţii mici. Un infinit mic este, prin definiţie, o can- 

titate variabilă, care tinde către 'zero. Când se compară doi 
infiniţi mici & şi $, care variază simultan, se pot prezenta ur- 

mătoarele cazuri : a tinde către zero, când se zice că f este 

infinit mic în raport cu &; dacă ; tinde către o limită diferită 

de zero sau infinit, sau mai general, rămâne cuprins între două 

numere de acelaş semn, se zice că $ şi a sunt infiniţi mici de 
acelaş ordin. 

Se compară, în general, infiniţii mici care figurează în 
aceaşi chestiune, cu unul dintre ei, 0. care se numeşte infinit
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mic principal. Un infinit mic « este de ordinul n, când raportul 
&:0” tinde către o cantitate £, finită şi diferită de zero, adică 

lim 2 > fe, „a P0n-pen IM Dr > „X= + , 

e tinzând către zero în acelaş timp cu 8. 40» se zice partea 
principală a infinitului mic &. 

Asupra infiniţilor mici putem arăta următoarele proprietăţi. 
1 Suma unui număr mărginit de infinit mici de ace- 

laş ordin este un infinit mic de acelaş ordin. În adevăr, să 
considerăm infiniţii mici de ordinul +, 

a=Om-retr, a'=—p'One'n, 
Avem 

ara (ef...) 0" Heke +...) 0», 

relaţiune care probează că suma (a-ba'...), de un număr de- 
terminat de termeni, este un infinit mic de acelaş ordin 2 cu 
cei daţi. 

20 Diferenta a doi infiniți mici de acelaş ordin este un 
infinit mic de un ordin cel puțin egal cu acela al infinitilor 
iitci considerati. În adevăr, avem 

a—a' = (fe — hp") 0" -(e—e") n. 

Diferenţa (a—a') este un infinit mic de ordinul n când 
k-Fk' şi este de ordin superior lui 1 când P=/', 

30 Produsul a doi infiniți mici este un infinit mic de 
un ordin egal cu suma ordinelor infiniților mici considerați. Fie 

a—pd”rebn, a'=p'Om-e'9m; s, e 0, 

Avem 
ce = bebe Bnr (pe' 4 p'e) Orne rr, 

Se vede că 
/ 

lim gs > &P, 
ceea ce probează că produsul a este un infinit mic de un 
ordin (m-+n), egal cu suma ordinelor m şi n ale infiniţilor mici 
consideraţi. 

4 Câtul a doi infiniţi mici. este un finit mic de un 
ordin egal cu diferenta ordinelor celor doi înfiniti mici con- 
siderati. Fie 

a=—k0m.ţ-edm, x" —p'Or-re'0r, mn, 

   



Avem 

d 
a _ ke Ori 2 — lim be ss, 
abea! ) Gun pe 

% m . . ceea ce probează că Z este un infinit mic de ordinul (m—n). 

5 Infinih mici echivalenți. Doi infiniţi mici se zic echi- 
valenţi dacă au aceeaşi parte principală. De ex., 

a==fnedn,  a'=— pna", 

Raportul a doi infiniţi mici echivalenți este egal cu 1, căci 
pn o pe p , a = lim = părea O lim pr = lee 0). 

60 Limita raportului a doi înfiniti mici este egală cu li- 
mita raportului in finitilor mici echivalenți. In adevăr, fie a, f 
do infiniţi mici şi &, f infiniţii mici echivalenți. Avem 

lim 
% . 

— = lim 
% 

lim 5 =1, lim E, —4, 
a B 

lim £ = lin (2; î stimei. 

De aci rezultă că limita raportului a doi infiniţi mici nu 
se schimbă când înlocuim pe fiecare din ei cu partea lor prin- 
cipală. 

7 Limita sumei mai multor înfiniti mici, de acelaş or- 
din, nu se schimbă dacă înlocui mfiniții mici cu alții echi- 
valenți. În adevăr, fie Gay Qa,... %p, pinfiniţi mici şi B,, B.. Bp 
echivalenți lor, adică 

Să considerăm rapoartele 

Da Oa Xp 
TR Ze 
BR B> Pp 

Să presupunem că am aranjat astfel notaţiile, în cât aa 
1 

să fie cel mai mic şi = să fie cel mai mare din aceste rapoarte. p 
Avem 

Xa %p 

BSB p  



deci 

XP 2 

> <Ba și 

ps Bo-a 2 

Xp > Be E. 

Adunând aceste relaţii, avem 

arte < e Gta.) 

Xytog-t.  „- ap 

0 BF Sg 
De asemenea, 

a, da — 
ap>Bp 8 pa >Bp-a 8 . > 3, ) fu și Ba 

De unde, adunând, 

ast. ..Fap> gi râet. FB), 

host. . „ap 

&) | FE 
Comparând (1) cu (2), urmează 

    

i toate ap 2 
Ba 7 Bata. FB Bo 

adică raportul 
6) Aba... „—Farp 

BB FB 
este cuprins între cel mai mic şi cel mai mare din rapoartele 
3 ap 

"Bo 
Dar la limită aceste rapoarte tind către 1. Raportul (3) 

fiind cuprins între două cantităţi care tind către 1, urmează că 
acest raport are limita 1, adică 

atata . . .-kap 1, 

lim ppt FB, 7 

       



lim (a...) = lim (Bt... +8) 

şi astfel proprietatea enunțată este verificată, 
De aci urmează că limita sumei de infiniți mici nu se 

schimbă dacă înlocuim infinitii mici cu fărtle lor principale. 

3. Metoda infinitezimală constă în a înlocui infiniţii mici, 
care figurează în problema de rezolvat, cu alţii echivalenți, pe 
care îi alegem astfel ca să simplificăm cât mai mult raționa- 
mentele şi calculele. Rezultatul final nu va fi greşit din cauza 
acestor inlocuiri, căci, în definitiv, n'avem de calculat de cât 
limite de rapoarte sau limite de sume. 

CURBELE PLANE, 

CURBURA CURBELOR PLANE, 

4. Lungimea unui arc de curbă. Să considerăm un arc 
decurbăplană AB (Fig. 1) 
cu simplă conexiune. 
Fie M şi M' două puncte 
infinit vecine ale aces- 
tui arc. Tangenta în punc- 
tul M la curba AB este 
limita către care tinde 

B dreapta MM' când M' 
| tinde către M. Normala 

în M este perpendiculara în M pe tangenta în acest punct. 
Să considerăm pe arcul AB punctele M,, M;,...M,, în 

ordinea după care un mobil ar descrie arcul AB, de la A spre 
B. Să presupunem că aceste puncte sunt aşa de apropiate, în 
cât arcele parţiale AM, M,M,,...M„B să fie convexe şi că 
coardele subîntinse de aceste arce să lacă unghiuri ascuţite 
cu tangentele duse la cele două extremităţi ale fiecărui arc. 
Fie T,, T3,... T, punctele de intersecţie ale tangentelor duse 
în A, M,, M2,...M„, B. Aşa fiind, linia poligonală AM,...M„B 
este înscrisă, iar linia poligonală AT,... T„B este circumscrisă 
arcului AB. 

In aceste condițiuni, Zungimnea arcului AB este limita că- 
fre care tinde perimetrul linii Bohgonale înscrise în acest arc, 
când laturile acestei linii folhigonale tind către zero. 

  

Fig. 1.
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Pentru a justifica această definiţie, va trebui să arătăm 
că această /7mtă există şi că este mică, adică este indepen- 
dentă de legea după care laturile tind către zero. 

1 Vom arăta, mai întâi, că raportul perimetrelor unei 
linii pohgonale înscrise şi a linii Boligonale circumscrise co- 
respunzătoare, tinde către 1, oricare ar fi legea după care la- 
furile linii înscrise tind către zero. 

In adevăr, fie S,, S,,... Su proecţiile punctelor T,, T,,... 
T„ pe laturile AM, M, M:,...M, B. Fiindcă fiecare coardă face 
unghiuri ascuţite cu tangentele la extremităţile sale, punctele 

1 Say...Sx cad respectiv în interiorul segmentelor AM,, 
MM,...M,„B. 

Raportul perimetrelor liniilor poligonale circumscrise şi 
înscrise este egal cu 

(4) AT TMA+ MiTa +... + M,T+-T,B , 
AS,+S,M, + MS ... MS +-S„B 

Dar, această valoare este cuprinsă între cel mai mare ŞI 
cel mai mic din rapoartele 

AT Ta Ta 
AS, SM, S„B 

Să considerăm unul oarecare din aceste rapoarte, de ex., 

M, Se 

  „care este egal cu 

M.S M,Tacos T+M,S. cos T+M,S, 
Dar când coardele M,M;,... tind către zero, unghiul 

T> M, S, tinde către zero, iar cosinusul său către Il, prin ur- 
mare, acest raport tinde către 1. 

Deci, fiecare din rapoartele (5) tinde către 1 ŞI deci şi 
raportul (4) tinde către 1, adică raportul perimetrelor a unei 
linii poligonale înscrise şi a linii poligonale circumscrise co- 
respunzătoare tinde către 1. 

20 Acestea fiind stabilite, să arătăm că perimetrul unei 
linii pohgonale înscrise ale cărei laturi tind către zero, are o 
limită determinată şi îndependentă de legea de înscriere a li- 
nii poligonale. 

In adevăr, fiind înscrisă o linie poligonală în arcul AB, 
să unim un punct oarecare al fiecărui arc subîntins de laturile 
linii poligonale cu extremităţile laturii corespunzătoare. Obţi- 
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nem, astfel, o nouă linie poligonală, înscrisă în arcul AB, a- 
vând de două ori mai multe laturi ca prima. Operând cu a- 
ceasta la fel ca cu prima, şi aşa mai departe, vom obţine o 
serie nelimitată de linii poligonale înscrise, dufă o lege parti- 
culară. Perimetrele fu, ps, ...ale acestor linii vor creşte, şi 

cum sunt mai mici de cât perimetrul unei linii poligonale cir- 

cumscrise arcului AB, ele vor tinde către o limită determi- 

nată |. De asemenea, perimetrele P,, P;,...ale liniilor poligo- 

nale circumscrise arcului AB, vor tinde (No.4, 10%) către a- 
ceeaş limită L. 

Aşa fiind, să considerăm acum un şir de linii poligonale 

înscrise în arcul AB, după o /ege oarecare, şi ale căror laturi 
să tindă către zero. Fie 4 perimetrul uneia din aceste linii po- 

ligonale înscrise şi P perimetrul linii poligonale circumscrise 

corespunzătoare. P fiind mai mare de cât oricare din perime- 
trele 41, £2,..., va fi mai mare sau egal cu limita lor L. De 

altă parte, 7 fiind mai mic de cât unul oarecare din perimetrele 
P,, P2,..., va fi cel mult egal cu limita lor L. 

Vom avea deci 

de unde „eLeP. 

Dar (No. 4, 10) 2. are ca limită pe 1. Deci, raportul 

este cuprins între L şi o cantitate care tinde către, 1, are deci 
ca limită unitatea, adică şi 4 are ca limită pe L. Prin urmare, 
perimetrul unei linii poligonale înscrise, ale cărui laturi tind 
către zero, are o limită determinată şi independentă de legea 
de înscriere a linii poligonale, astfel că lungimea unui arc de 
curbă AB este limita către care tinde perimetrul unei linii po- 
ligoale înscrise în arcul AB, când laturile linii poligonale în- 
scrise tind către zero. 

5. Raportul dintre un arc infinit mic şi coarda sa. Să 
considerăm un arc infinit mic M, M; (Fig. 1) şi fie T, punctul 
de intersecţie a tangentelor duse la extremităţile M, şi M, ale 
“arcului M, Mz. Avem 

coarda M, M; < arc M. M, <M, T-+T.M;, 

de unde - 
arc M, M, M, T, +-Ta M, 

coarda M, M, "M, S>+S.M. 
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Dar, ultimul raport tinde (No. 4, 1%) către 1, când arcul 
M, M,; tinde către zero, deci raportul 

arc M,M, 

coarda M,M, 
  

tinde către 1, când arcul M, M, tinde către zero. 
Deci, raportul dintre arcul zufinit mic şi coarda sa tinde 

către | când arcul tinde către zero. 
In studiul proprietăţilor curbelor se ia ca infinit mic prin- 

cipal arcul infinit mic de curbă. Arcul infinit mic ŞI coarda sa 
fiind infiniţi mici echivalenți, vom lua, după împrejurări, ca infinit 
mic principal, fie arcul infinit mic, fie coarda corespunzătoare. 

6. Curbura intrun punct. Cerc de curbură. Să con- 
siderăm un punct M pe curba (M) şi punctul infinit vecin M? 
(Fig. 2). Fie K punctul de intersecţie al tangentelor MT şi 
MT" la curbă in M și M'. 
„Unghiul w = TKT” format de tangentele în M şi M' mă- 

soară cantitatea cu care curba (M) se depărtează în M de forma 
rectilinie, când trecem de la M la M'. Unghiul w se zice p- 
ghiul de contingență în M, sau curbura totală a arcului MM. 

Însemnând cu « şi a-l unghiurile făcute cu o dreaptă 
fixă x'x de tangentele MT şi M'T' în M şi M”, se vede că 
a-+ da—a+w, de : 
unde w=da. Deci, 

unghiul de contin- 
Sență este creş- 

terea unghiului « 

ce-l face tangenta 
în M cu o direcţie 
fixă a'x. 

Unghiul de con- 
fingenţă este înfi- 

uit mic de ordinul 
"întâi, căci dacă ar 

fi de ordin supe- a! 

TIOr, ar urma că 

creşterea  unghiu- Fig. 2. 
lui 4 este infinit mic de ordin superior ordinului întâi, adică 
această creştere ar putea fi neglijată şi deci unghiul « ar ră- 
mâne acelaş când se trece de la M la M'”, adică curba între 
M şi punctul infinit vecin M' ar fi linie dreaptă. 

Deci, unghiul de contingență este infinit mic de ordin su- 
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perior ordinului întâi, numai în puncte particulare ale curbei 
(M) şi vom presupune că M nu este unul din aceste puncte 
singulare ale curbei, 

Pentru aceleaşi motive, unghiul Vv=— KMM, făcut de 
coarda MM' cu tangenta în M este infinit mic de ordinul întâi. 

Presupunând că w reprezintă arcul ce corespunde pe cer- 
cul cu raza 1 unghiului de !contingență, iar infiniţii mici 
arc MM' şi o fiind de acelaş ordin, raportul 

o 
arc MM 

tinde către o limită, care se zice curbura în punctul M. 
Când curba este un cerc (Fig. 3), avem 

arc MM'=Ro, deci 

o 1 
are MM —R> const., 

ceea ce probează că în acest caz cur- 

bura este constantă, iar raza cercului 

este inversa curburei, adică limita ra- 

portului are MM - 

  

In cazul unei curbe oarecare, curbura variază de la un 
punct la altul. Să luăm pe normala în punctul M (Fig. 2), în 
sensul concavităţii curbei, o lungime MC egală cu inversa cur- 
burei şi să descriem din punctul C ca centru un cerc cu raza 
CM. Cercul astfel construit se zice cercul de curbură în M, 

raza sa R, raza de curbură, iar centrul său, C, centrul de cur- 
bură şi avem 

R=lim (Erc) 
w 

Acest cerc şi curba sunt tangente în punctul M şi au în 
acest punct aceeaş curbură. Cercul de curbură caracterizează 
curba în punctul considerat. 

1. Altă definiţie a centrului de curbură. Fie C'” punctul 
de intersecţie al normalelor la curbă în punctele infinit vecine 
M şi M' (Fig. 2). Să însemnăm cu Q proecţia punctului M' pe 
normala în M. Egalând valorile lui QM' din triunghiurile OMM' 
şi COM”, avem 

MM" sin OMM' = C'M' sin MC'M'. 

Dar patrulaterul KMC'M' având unghiurile din M şi M'



IM 

drepte (normalele sunt perpendiculare pe tangente), urmează 
că MC'M'=—w. Deci relaţia precedentă devine 

MM! cos =C'M' sin v, 

  

de unde 

mp__MM cost  MM' arcMM w 
CM= sin arc MM e  sinwC9sY 

Dar 
, MM” __w . lim MM — 1, lim din” L lim cosț->1; 

deci 

lim CM” lim are MM. —R, 

adică C'M' tinde către raza de curbură în M, sau că punctul 
C' tinde către centrul de curbură în M. | 

Deci, centrul de curbură întrun Punct M este limita 
Punctului de intersectie a normalei în M cu normala în finit 
vecină. 

8. Cerc osculator. Când punctul M' este înfinit vecin de 
M, normalele MC” şi M'C” (Fig. 2) pot fi considerate ca egale, 

deci triunghiul MCM” isoscel, iar unghiul CMM/'=900— -%. 
Dar C'M fiind' perpendiculară pe tangenta MT, urmează că 
unghiurile Y şi C'MM' sunt complimentare, deci din punct de 

IE w , vedere înfinitezimal, 4 egal cu o sau o echivalent cu 24, care 

se poate scrie în mod convenţional, o —24. 
Dar, în triunghiul KMM' (Fig. 2), 

unghiul w fiind exterior triunghiului, E 
urmează că w să fie egal cu V+y'; 2 
deci, din punct de vedere înfinitezi- Jam) pi 
mal, unghiurile v şi Y sunt echiva- 
lente, W—V”, triunghiul KMM' isoscel. M' 

Acestea fiind stabilite, putem defini 
în mai multe feluri cercul de curbură. 

10 Să considerăm, în primul rând, = “ 7 
cercul variabil ce este tangent curbei Fie 4. 
în punctul M (Fig. 4) şi ce trece 
prin punctul M'.ME fiind diametrul punctului M, avem 

MM'= ME siny, MM'= 2 MC sin $, MC= MM - 
2 sin V  
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Deci M' arc MM: | MM! , MM' are Do 
lim MC = lim 2sinj lim arc MM 25 sini 

Dar 24 este echivalent cu o; deci 

lim MC = lim are MM. = R, 

ceea ce probează că cercul tangent în M şi care trece prin 
punctul înfinit vecin M', tinde către cercul de curbură în M. 

20 Să luăm, de o parte şi de alta a punctului M, arcele 

înfinit mici, MM, MM' (Fig. 2). Unghiul de contingenţă (curbura 
totală) T"LT” este egal cu suma unghiurilor de contingenţă 

T'UT, TKT”, ale arcelor M'M, MM. Dar triunghiurile M“UM, 
MKM' pot fi considerate, din punct de vedere înfinitezinal, ca 
isoscele, deci unghiurile M'MU, KMM' echivalente cu jumătăţile 
curburilor totale (unghiurilor de contingenţă) ale arcelor M”M, 
MM”, adică, suma lor, 

X M'UM + XKMM' = 2 — XM'MM, 

este echivalentă cu jumătatea unghiului de contingenţă (a 

curburei totale) a arcului M“MM'. Deci, unghiul MMM“, în- 

scris în arcul M”“M”, este suplimentul 
F jumătății curburei totale a arcului M"M' 

(oricare ar fi M între punctele înfinit 

vecine M” şi M'). Deci, unghiul SMM' 

este echivalent cu jumătatea curburei 
M” M' totale a arcului M'M.. 

Aşa fiind, să considerăm (Fig. 5) cer- 

M | cul ce trece prin punctul M şi două 

S puncte înfinit vecine, M' şi M”. Însem- 
nând cu M“CF diametrul lui M”, avem 

M"M' = MF sin M'FM' —2M'C sin M'"MM' = 2M“C sin SMM'. 

De unde 

Fig. 5. 

M'M' , 

2 sin SMM' 

Dar, am văzut că SMM' este echivalent cu jumătatea 
curburei totale a arcului M“M”. Înlocuind sinusul cu arcul, se 

vede că limita lui M”C este egală cu limita raportului dintre 
arcul M“M' şi curbura totală a acestui arc, adică raza de curbură 

M'C=
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în M, către care tind M” şi M'. Deci, cercul ce trece Brin punc- 
ful M şi două puncte înfinit vecine, tinde către cercul de 
curbură în M. 

Cercul de curbură având în M trei puncte confundate cu 
curba, este complect determinat, căci un cerc este definit prin 
trei puncte. Cercul de curbură are cu curba în punctul M trei 
puncte confundate, are, după cum se mai spune, un contact de 
ordinul al doilea. Pentru acest motiv, cercul de curbură este 
cercul osculator în M. 

In general, o curbă ([), pentru a cărei determinare trebue 
(1-1) puncte, este perfect determinată dacă are cu altă curbă 
(M), în punctul M, un contact de ordinul n, adică (444+-1) puncte 
confundate. Se zice atunci că curba ([) este oscu/afoare curbei 
(M) în punctul M. De ex., o dreaptă fiind definită prin două 
puncte, un cerc prin trei, o parabolă prin patru, o conică prin 
cinci puncte, etc , va exista, în fiecare punct al curbei, o dreaptă 
osculatoare având cu curba un contact de ordinul întâi (tan- 
genta); un cerc osculator, având un contact de al doilea ordin; 
o parabolă osculatoare, având un contact de ordinul al treilea; 
o conică osculatoare, având un contact de ordinul al patrulea, etc. 

Dar, se poate, în mod excepţional, în anumite punte ale 
curbei considerate (M), curba ([) osculatoare curbei (M), să 
aibă cu.aceasta un contact mai mare cu o unitate de cât acela 
pe care îl cere gradul său de determinare; se zice atunci că 
curba ([) este su/raosculatoare. De ex., o dreaptă perfect de- 
terminată prin două puncte, poate, în anumite puncte, să aibă 
trei puncte confundate cu curba (M); această dreaptă supraos- 
culatoare este ceea ce se zice tangentă stationară ; punctul său 
de contact este un func? de înflexiune. 

9. Studiul unei curbe în vecinătatea unuia din punc- 
tele sale. Să considerăm pe o curbă plană punctul M şi punc- 
tul infinit vecin M'. Fie T (Fig. 6) punc- C 
tul de intersecţie al tangentelor în M 
şi M' la curba (M), C punctul de inter- 
secție a normalelor în punctele M şi M-. 
Să însemnăm cu o unghiul de contin- 
genţă şi V şi Y' unghiurile coardei MM! 
cu tangentele în M şi M'. 

Ne propunem să vedem ce fel de M 7 
infiniţi mici sunt elementele curbei de- 
terminate în vecinătatea punctului M. Fig. 6.    
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|. Infiniti mici de ordinul întâi. 19 Unghiul Y făcut de 
Zangentă cu coarda. Să ducem cercul ce trece prin M şi e 
tangent în M curbei date. La limită, acest cerc este cercul os- 
culator în M, centrul său este punctul C de întâlnire a două 
normale infinit vecine, raza sa devine raza de curbură. Din 
punct de vedere infinitezimal, unghiul w este echivalent cu 24, 

triunghiul MCM' este isoscel. 

Ducând diametrul punctului M, avem în acest cerc 

  

  

  

, , sin 1 
MM'= 2MC sin 4, MM! — 2ME” 

de unde 

9 sinv MM 
arc MM” sint MM' arc MM” 

pd 1 MM' 
arc MM'  sinv 2MC arc MM! 

Deci 

lim — lim pie = 
arc MM' 2MC 2R 

Deci Y şi arcul MM! sunt de acelaş ordin atâta timp cât 

R este finit şi diferit de zero. Când raza de curbură se anu- 

lează într'un punct, acesta este un punct de întoarcere (rebrous- 

sement); când R—>o, avem în acel punct o inflexiune. 

In acelaş mod se arată că şi unghiul W' este infinit mic 
de ordinul întâi. 

20 Lungimile tangentelor MT şi M'T. În adevăr, din 
triunghiul MTM', avem 

MT __  sinv' __Sinb' 

MM sin MTM  sinv! 
De unde 

MT _sinY' o y 

MM' ov sinv vw! 

Dar Y şi o fiind infiniţi mici de ordinul întâi, raportul 
p. Ş , SEE . 
Pai tinde către o cantitate finită şi deci 

lim ML lim ?, MM > lin 

ceea ce probează că MT şi MM' sunt de acelaş ordin, sau că 
MT şi arcul MM' sunt de acelaş ordin.
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3% Suma tangentelor MT şi M'T fiind suma a doi infi- 
niţi mici de ordinul întâi, este infinit mic de ordinul întâi, ca 
şi arcul MM! şi coarda MM'. Trebue făcută o distincţie între 
ei, căci din triunghiul MTM', avem 

coarda MM' arc MM'<MT+M'T. 

4 Proecţia coardei pe o directie neperpendiculară pe tan- 
genta în M este un un infinit mic de ordinul întâi. În adevăr, 
MF fiind proecţia coardei MM' pe direcţia 
M= (Fig. 7), avem 

, , MF 
MF== MM! cos FMM ) MM 

Dar, la limită, unghiul M'MF tinde către 
unghiul TM ce-l face tangenta în M cu 
direcţia dată. Deci 

= cos FMM'. 

  

lim UE = cos TMa. 

Dacă direcţia Mz nu este perpendiculară pe tangenta în 
. F, . SRR M, unghiul TMx2=90", raportul Ra tinde către o câtime finită 

şi diferită de zero; proecţia MF a coardei MM” este infinit mic 
de acelaş ordin cu MM”, deci de acelaş ordin cu acul MM. 

Când direcția Mx este perpendiculară pe tangenta în M, 

cos TMx => 0, raportul Ri — 0, deci proecţia MF este de ordin 

Superior lui MM. 
II. Infinifi mici de ordinul al doilea. 1 Distanta orto- 

gonală sau oblică de la un punct al curbei la fangenta întrun 
Punct infinit vecin. M şi M' fiind două puncte infinit vecine 
Fig. 6), fie P intersecţia tangentei în M cu o dreaptă dusă prin 
M”, paralelă cu direcţia A. Din triunghiul MM'P, avem 

MP ___ MM __ MP sin PMM' 
sin PMM' sin MPM'' MM: “ sin MPM'" 

MP___ sin PMM' PMM! 1 
MM:  PMM' MM sn MPM 

  

  

Deci 

M'P . PMM' 1 
îm pape 7 eur” Lt si MM” 

Dar, la limită, unghiul MPM' tinde către unghiul făcut de 
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tangenta în M cu direcţia A, deci sin MPM' tinde către 
sin (MT, A), iar PMM' şi MM! fiind infiniţi mici de acelaş ordin, 

7 

raportul lor este o câtime finită, Deci raportul MIM: tinde că- 

tre o cantitate finită şi diferită de zero, adică distanța oblică 
M'P, de la punctul M' la tangenta în punctul infinit vecin M, 
este infinit mic de ordinul al doilea. 

In cazul distanţei ortogonale, avem (Fig. 6) 

  
      

  

lim M'P im XPMM 1 lina M'P . M'P _l 
MM: MM' 2" Mp: “(MM co, cos) 2R' 

Deci, distanţa M'P de la punctul M' la tangenta infinit 
IE , _ (arc MM PI 

vecină, este echivalentă cu SR adică 

MP — 

s fund arcul infinit mic MM”, iar R raza de curbură în M. 

De asemenea, 

? - AB: Ei * NAD> MPR MP, MP=—AMP?, 

A fiind o cantitate care nu se anulează în punctul M. 
20 Diferenţa celor două fangente, MT—M'T. În adevăr, 

din triunghiul MTM' (Fig. 6), avem 

    
  

  

  

MIT  sinv' , sin w' __ „sin d | 
MN > sin , MT = MM” o MI= MM Zina 

Deci 
? , *—dh pp? 7 

MT-M'TI = MM (sin 'b' — sin b) == MM 2 sin? ” cos € +y 
sin vw sinw 2 2 

, 

V+Y 
2 

tezimal, avem 

este echivalent cu 3 ; deci, din punct de vedere infini-   Dar 

MM". W—v w) 
sin 

w 

  cos 
2 2 

  ' MT-M'T—2 

, .. , a w U 
MM" şi w fiind de ordinul întâi, iar cos > 1, urmează 

/ 

Z, sau cu (V'—9).   că (MT—M'T) este de acelaş ordin cu sin



TA
: 

Ț
 

Dar, am văzut (No. 9, Î, 1%) că 

   

lim PL lim Pa 
MM" 2R) MM' 2R/ 

R şi R” fiind razele de curbură în M şi M'. Deci 

1 Lu MM 2 MM ap te” 
astfel că 

Po Lu, _IR-R' MM 2R7O Reg Rp ee, 
Dar, la limită, când M' se apropie de M, diferenţa (R'—R) 

a razelor de curbură tinde către zero ; deci ei > 0, adică 
(W'—v) este infinit mic de ordinul al doilea cel puţin faţă de MM" şi deci şi echivalentul său (MT-—M'T) este infinit mic de ordinul al doilea cel puţin. 

30 Să considerăm două curbe (C) şi (C”) tangente în punctul M (Fig. 8). Fie N şi N' punctele lor de intersecţie cu o secantă neparalelă cu tangenta în M. 
Ducând MD perpendiculară pe NN”, avem O (C7 

NN'=ND -N'D= 
MD tgNMD-—MDtgN'MD, M N" 

NN” 
DE = fo — 7 D MD tg NMD-—tg N'MD. ras 

Dar, am văzut că proecţia MD a coardei MM este infinit 
mic de ordinul intâi, şi cum, la limită, când N şi N” se apro- 
pie de M, unghiurile NMD , N'MD tind către unghiul făcut de 
tangenta comună în M cu direcţia perpendiculară pe NN”, ur- 

7 E N . , PRE mează că limita raportului > 0, adică NN' este infinit 
mic de ordinul al doilea cel puțin. 

Aşa dar, fiind date două curbe (C) şi (C”), Zangente în M, 
făindu-le în N şi N' cu o dreaptă neparalelă cu tangenta în 
M, distanța NN' dintre cele două Puncte infinit vecine cu M 
este infinit mic de ordinul al doilea cel putin. 

IL. /nfiniţi mici de ordinul al treilea. 1 Diferenta dintre 
suma tangentelor şi coarda MM' (Fig. 9). Notând cu D picio- 
rul perpendicularei din T pe coarda MM”, avem 

MD =MT cost, DM'=TM' cosv', 
W. Abramescu. — Lecţiuni de Grometrie pură Infinitezimală. 2 

    Si 

CERPIĂ i ra) 
BUCUREŞTI 
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MM'= MT cos -+M'T cosv'. 

Dar v şi fiind infiniţi mici, 
atunci din punct de vedere infini- 
tezimal, avem 

cosb:— l—e, cos” — 1—e3, 

e şi e, fiind infiniţi mici de ordi- 

nul al doilea. Deci 

MM'— MT (i—e) + M'T (1—e'2), 
MT—M'T—MM'—MT.s+M' Tes. 

Fig. 9. | Dar, MT şi M'T fiind infiniţi mici 
de ordinul întâi, produsele MT. ;, 

M'T.e“, sunt de ordinul al treilea şi deci suma lor este de or- 

dinul al treilea, astfel că avem 

MT+-M'T—MM' — ss. 

20 Iferenfa dintre suma tangentelor şi arcul MM. În 
adevăr, dacă în relaţia precedentă înlocuim coarda MM' cu o 

câtime mai mare, arcul MM", diferența devine cu atât mai mică 
şi deci 

  

MT-+-M'T-—arc MM'—e,. 

30 Diferenţa dintre arc şi coardă. Pentru a vedea care 
este această diferenţă, să substituim arcului infinit mic MM! al 

curbei (M) un arc de cerc ce trece prin M, M' şi un al treilea 

punct M” între cele două, infinit vecin de cele două. 

Să considerăm punctul M” în poziţiile succesive ce le 
poate ocupa pe arcul MM" de la M la M' (Fig. 10). Cercul ce 
trece prin punctele M, M”, M' are 
centrul pe perpendiculara pe mijlocul “ 
lui MM. Când M“ este în M, centrul 

c al acestui cerc este la intersecţia c 
acestei perpendiculare cu normala în 
M; cercul este tangent curbei în M, M M? 
arcul de cerc MM”, în felul cum am 

“făcut figura, este mai mare decât arcul 

curbei MM". Când M” este în M, Fig. 10. 

centrul c' al cercului este la intersecţia perpendicularei cu nor- 
mala în M'; cercul este tangent curbei în M', arcul MM' al 

acestui cerc este mai mic decât arcul curbei MM. 
Există, deci, între cele două poziţii extreme ale acestui
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cerc, o poziţie intermediară, pentru care cercul şi curba se 
traversează, astfel că arcul MM' pe cerc şi pe curbă să aibă 
lungimi egale. Centrul acestui cerc este situat în interiorul 
segmentului cc“, raza sa este cuprinsă între razele de curbură 
corespunzătoare în M şi M'. Vom zice că aces? cerc este echi- 
valent cu curba în toată întinderea arcului MM. 

Arcul MM” fiind infinit mic, cele trei puncte infinit vecine, 
M, M“, M', determină un segment de cerc capabil de un unghi 
egal cu jumătatea curburei acestui arc (No. 8, 2%), care poate 
fi substituit arcului de curbă în orice chestie în care vor în- 
terveni lungimile s şi / a arcului ŞI coardei. 

Acestea fiind stabilite, fie w unghiul de contingență, sau 
curbura totală a arcului MM”. În cercul echivalent, a cărui rază 
so notăm cu p, avem e 

„o , 
MM = 2psin 3, arc MM = pu. 

De unde 
, wW . Uw arc MM' — MM'=— 2p [9 —sin 5). 

Dar, diferinţa dintre un arc infinit mic Şi sinusul său are 
1. o Lo w3 . „l „Llob_o ; ca parte principală G din cubul arcului, adică (5) 28 Deci, 

partea principală a diferenței arcMM'—MM' este 

w5 w5 
9 ——— — e. 

48 Paz 
Însă pw —s, deci, din punct de vedere infinitezimal, pu- 

tem scrie : 
să 

arc MM' — coarda MM' — ——, 
24p2 

s= arc MM. 

Dar, p este cuprins între razele de curbură în M şi M'; 
deci, diferența dintre arc şi coardă, 

arc MM' — coarda MM 

este echivalentă cu 

ş3 

24R2 

5 

este infinit mic de ordinul al treilea, 
4 Am arătat că distanţa ortogonală sau oblică de la un 

9* 

R fiind raza de curbură în M, şi se vede că această diferenţă 

| 
i 
j 
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punct la tangenta întrun punct infinit vecin este infinit mic de 
ordinul al doilea. 

În cazul unui punct de inflexiune 
(Fig. 11), această cantitate M'D devine 

M'D = MM 'siny. 

Dar, în acest caz, V este infinit mic 
Fig. 11. de ordinul al doilea cel puţin şi deci 

şi sin W este de ordinul al doilea cel puţin; cum MM” este de 
ordinul întâi, urmează că produsul MM'siny este infinit mic de 
ordinul al treilea cel puţin. 

  

50 Dhferenţa dintre normalele în două puncte înfit ve- 
cine. C fiind punctul de intersecţie al normalelor în punctele 
M şi M' (Fig. 12), avem | 

MC _ MC MC __sin MMC. 
sinMM'C  sinMMC” MC sin MMC 
Dar 

C= Tv MMC= Po MM'C 3=Y, M'MC 2%. 

Deci 

C     

  

MC __cosw' 

M'C  cosy'” Fig. 12. 

de unde i 

MC-M'C __ cosw'—cosd 
M'C cosw 

„MC. bv” vw 
MC—M'C=—— asin E sin PY. 

cosw 2 2 

Dar, M'C tinde către raza de curbură în M, care în ge- 
neral este finită, afară de cazul punctului de infexiune; cos =>1 ; 
Vp | o py ==, este infinit mic de ordinul întâi; sin 3 este de ace- 

laş ordin cu (P—y'), care este (No. 9, II, 2% de ordinul al doi- 
lea. Deci, produsul este de ordinul al treilea, aşa că diferenţa 

„ normalelor în două puncte infinit vecine este infinit mic de or- 
dinul al treilea. 

  

  
sin 

Observare. Am presupus până acum că punctul M, în 
vecinătatea căruia studiam curba, este un punct simplu al 
curbei, adică unghiul PMM', al coardei MM! cu tangenta în M, 
este infinit mic de ordinul întâi (Fig. 13). Distanţa MP de la
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punctul M' la tangenta în punctul infinit vecini M este infinit 
mic de ordinul al doilea. Se zice că în acest 
caz curba şi tangenta au în punctul M za 
contact de ordinul întâi şi avem, din punct Mm 
de vedere infinitezial, T 

M'P—AMP?, M OP 

A fiind o funcţiune de MP, care nu se anu- Fig. 13. 
lează pentru MP = 0 (în M). 

Când 

M'P—A MP", 
se zice că curba şi fangenta au un contact de ordinul n, adică 
M'P este infinit mic de ordinul (1+1). In cazul inflexiunei este 
contact de ordin superior lui 1. 

Să însemnăm cu w unghiul de contingenţă, adică curbura 
totală a arcului MM”. Ştim că acest unghi w este variaţia sau 
diferenţiala unghiului ce-l face tangenta în M cu o direcţie fixă; 

„deci, din punct de vedere infinitezimal, tgw poate fi considerat 
ca diferenţiala tangentei unghiului PMM. 

Dar, 
7 M'P 7 ADE teXPMM'= -rp» tePMM' — AMP". 

Deci _ 
7 RADu+FI Ă igo a O o dOME O a-4-1MB — (-F1) te PMM. (MP) a(MP) 

Prin urmase, considerând numai părţile principale, avem, 
din punct de vedere infinitezimal, 

o — (141) XPMM'. 

Triunghiul OQMM' (Fig. 13) nu mai este isoscel ca în ca- 
zul punctului ordinar, ci unghiul MM'Q este echivalent cu n ori 
unghiul PMM'. 

10. Alte expresii ale razei de curbură. 1 Să conside- 
răm cercul osculator în punctul M la curba (M) (Fig. 14). Fie 
N un punct vecin de M pe tangenta MT la curba (M).  Dia- 
metrul cercului osculator ce trece prin N tae curba în M“, iar 
cercul în M” şi D. 

Puterea punctului N faţă de cercul C fiind MN? sau 
NM".ND, avem N 
(6) MN? == NMNM”-F2R), 
R. fiind raza de curbură. 

| 
| 
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Dar NM” este distanţa oblică de la un punct M” al cer- 
cului la tangenta în punctul infinit vecin M. Se ştie (No. 9, 

II, 10) că distanţa oblică NM” este in- 
N-T finit mic de ordinul al doilea. Dezvoltând 
M” (M) formula (6), se poate neglija NM”?, care 

este înfinit mic de ordinul al patrulea 

  

Şi avem 

c MN? — 2NM'-R, 
de unde A 

MN? D 0) R = NM 
Fig. 34. 

Dar, NM” — NM' = M'M” este di- 
stanţa oblică a două puncte infinit vecine a două curbe tangente 
in M (cercul osculator şi curba). Deci (No. 9, II, 3% M'M“ este 
infinit mic de ordinul al doilea cel puţin, se poate înlocui NM” 
cu NM” şi deci formula (7) devine 

MN? 

2NM 
Aşa dar, raza de curbură întrun punct este echivalentă 

cu raportul dintre pătratul segmentului MN determinat pe tan- 
genta în M de normala în punctul infinit vecin M”, şi de două 
ori distanţa NM' de la punctul infinit vecin M' la tangentă, 
măsurată pe normala în M'. 

20 Pentru a găsi altă expresie a razei de curbură, să du- 
cem din punctul infinit vecin M' al curbei (M) (Fig. 15) o per. 
pendiculară pe tangenta în M, pe care o tae în N, iar cercul 
osculator în punctul P (cel mai apropiat de M). MD fiind dia- 
metrul cercului osculator, avem din triunghiul dreptunghic MPD, 

PO" = MQ. QD = MOR - MO), MN? = NP(2R —NP). 
Dar NP fiind infinit mic de ordinul M N 

al doilea, NP? este infinit mic de or- a M' 
dinul al patrulea, pe care neglijându-l, LS 
avem 

R — 

2NP 

Cum M'P este (No. 9, II, 30) infi- (M) 
nit mic de ordinul al doilea, se poate D 
înlocui NP cu NM“ şi deci formula Fig. 15. 

MN" —2NP.R, R=
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precedentă devine 
MN? 

adică, raza de curbură este echivalentă cu raportul dintre pă- 
tratul segmentului de pe tangentă şi de două ori distanţa or- 
togonală pe tangentă, de la tangentă la curbă. 

11. Alte proprietăţi ale cercului de curbură, Să con- 
siderăm cercul ([) tangent în M la curba (M) (Fig. 16) şi fie 
n, M', P intersecțiile cu o perpendiculară 
pe tangenta în M a cercului ([), a curbei 
(M) şi a tangentei MT. 

Să însemnăm cu p şi R razele de cur- 
bură în M ale cercului şi curbei. Obser- M) 
vând formula (8), aceste raze sunt date de M' 

MP? MB? PT a, DI Fig. 16. 
? 2mP? "MP e 

de unde 

MM'=— mP—M'P —   AP) 2 pp RJ ap R/ 

Ştim că MP este infinit mic de ordinul întâi. Deci, câtă 
vreme p=FR, adică cercul ([) nu este cercul osculator, distanța 
nM' dintre cercul ([) şi curbă este infinit de ordinul al doilea. 
Această distanţă este de ordinul al treilea cel puţin când p=R, 
adică în cazul când cercul (T) devine cercul osculator în M. 

Deci, dintre toate cercurile fangente în M la curba (M), 
cercul osculator se apropie cel mai mult de curba (M) în puunc- 
ful M, fiindcă distanţa de la un punct al lui, vecin cu M, la 
curba (M), este inflnit mic de ordinul al treilea. 

Această distanţă este infinit mic de ordinul al treilea în 
raport cu MP. Deci, această distanță depinde de MP? şi deci 
îşi schimbă semnul odată cu MP, adică, parcurgând curba (M), 
distanţa schimbă semnul în M, ceea ce insemnează că, înainte 
de M, cercul osculator este interior curbei, iar după M, exte- 
rior sau interior, cu alte cuvinte, cercul osculalor traversează 
curba în punctul considerat. 

CURBE ÎNFĂȘURĂTOARE. 

12. Curbe înfăşurătoare. Să considerăm o curbă (C) va- 
riabilă, care se deplasează continuu ocupând diferite poziţii în 
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plan (Fig. 17). Insemnând cu M, unul din punctele de intersec- 
ție a două curbe infinit vecine (C4-,) şi (C1) din familia (C), să 
presupunem că acest punct tinde către o limită determinată ap. 

Punctul 74 se zice punctul 
caracteristic al curbei (C2). 
Locul punctelor caracte- 
ristice 72 se zice curba 

fa u. înfăşurătoare ([) a curbe- 
" lor (C). 

Curba (IL) are o proprietate interesantă Şi anume este tan- 
gentă la fiecare din curbele familii (C), respectiv în punctul ca- 
racteristic al fiecărei curbe (C). In adevăr, fie Ms punctui de 
intersecţie al curbelor vecine (C+_,), (Ca); să considerăm punc- 
tul Mzy, vecin cu M,, şi careeste la intersecţia curbei (C,) 
cu curba (Cz,) infinit vecină. Când curbele (C+-,) ŞI (Casa) 
tind către curba (C2), coarda Mp Miu tinde către tangenta 
în punctul 7 al înfăşurătoarei ([), care este locul punctelor 
Ms. Dar M+Mr+ fiind coardă şi în curba (C2), va tinde la li- 
mită, către tangenta la curba (C4) în punctul limită al lui M,, 
adică în ma. Deci, curbele (C,) şi ([) sunt tangente în punctul 
ma. Aşa dar, curba ([) este înfăşurătoarea curbelor (C2). 

  

13. Desfăşurata unei curbei plane. Infăşurătoarea ([) 
a normalelor unei curbe date (C) se zice desfăşurata curbei (C). 
Punctul caracteristic al unei normale în punctul M al curbei (C) 
este centrul de curbură p în punctul M, ca fiind intersecţia nor- 
malei în M cu cea infinit vecină (Fig. 18). Curba (C) se zice 
desfăşurătoarea curbei (1). 

Curba desfăşurată are o proprietate caracteristică. In ade- 
văr, să considerăm două normale 
vecine Mu, M'y', ale curbei (C) 
Şi ph şi w' punctele lor de con- 
tact cu desfăşurata ([). Insem- 
nând cu P intersecţia normale- 
lor, avem 

M'u' — Mpu=— 

(M'P+Pu')—(MP-—Pp) == 

M'P—MP+(Py'A-Pp). 

Dar, am văzut (No. 9, III, 50) 
că diferenţa (M'P—MP) a două 
normale infinit vecine este in- Fig. 18. 
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finit mic de ordinul al treilea; deci, se poate neglija ŞI putem 
înlocui (M'u'—Mp) cu (Pu'+Pp). 

Insă, am văzut (No. 9, IL, 2% că, pentru curba ([), dife- 
rența dintre suma tangentelor (Pu'4+Pp) şi arcul pp este infi- 
nit mic de ordinul al treilea. Se poate deci înlocui (Pu'+Py) 
cu arcul py' al desfăşuratei. Deci, din punct de vedere infi- 
nitezimal, avem 

My — Mp — are pr, 
sau 

Mp) = dp), 
adică variaţia normalei Mp este egală cu variaţia arcului al des- 
făşuratei (p). 

Integrând de la punctul A al curbei (C) până la punctul 
M, avem 

Aa— Mp =— arc aş, 

adică, lungimea unui arc al desfăşuratei este egal cu diferenţa razelor de curbură corespunzătoare ale desfăşurătoarei. 
Rezultă de aci un procedeu de construcţie al desfăşură- toarei. Să ne închipuim un fir flexibil şi inextensibil fixat cu una din extremităţile sale în punctul a al desfăşuratei, înfăşu- rându-se pe arcul «f şi întins în linie dreaptă după tangenta $B. "Dacă lungimea acestui fir este astfel că extremitatea sa să fie în B, va fi destul a-l desfăşura ţinându-l mereu întins, pentru ca extremitatea sa cea liberă să vie să coincidă cu toate punc- tele arcului AB ale desfăşurătoarei. 
Această proprietate justifică numele de desfăşurată dată 

curbei (L[), locul centrelor de curbură a curbei (C). 
14. Să observăm că desfăşurătoarea, curba (C), descrisă de extremitatea firului, este traectoria ortogonală a tangentelor la desfăşurată, curba (T) (adică tae ortogonal aceste tangente). In adevăr, să presupunem că firul, a cărui o extremitate este în &, şi care este întins pe arcul ap al desfăşuratei, are o lun- gime determinată, cealaltă extremitate fiind în B. Desfăşurându-l şi ținându-l întins, se obţin poziţiile M, M'... ale extremității sale (Fig. 18). La limită, lungimile MP şi M'P sunt egale, deci triunghiul MPM' poate fi considerat ca isoscel şi deci, la limită, unghiurile PMM' = MM'P —> 9Qo, Dar, la limită, MM! tinde către tangenta în M la curba (C) descrisă de extremitatea firului. Deci, această tangentă este perpendiculară pe dreapta PM, cu 
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alte cuvinte, curba (C), descrisă de extremitatea firului, este 
Zraectoria ortogonală a tangentelor la curba (). 

Variind lungimea firului, fie- 
cărei lungimi îi corespunde o 
desfăşurătoare, toate desfăşură- 
toarele fiind traectorii ortogonale 
ale tangentelor la desfăşurată, 
curba ([). Deci, unei curbe ([), 

M, îi corespund o infinitate de des- 
(0) (C.) făşurătoare. 

Să considerăm două desfăşu- 
Fig. 19. rătoare (C) şi (C.) (Fig. 19). 

(T)    
Me 

Avem 

Mu—B$ = arcu, Mu —B,B = arcuf, 

urmează deci 

Mp—Bâ= Mp—Bi$, 

Mu —B$ = M.M+Mu —(BB-+B,B), 

BB, =MM,. 

Deci, curba (C,) se obține din curba (C), luând pe nor- 

malele la curba (C) aceeaş lungime. Curbele desfășurătoare (C) 
şi (C.) sanz curbe paralele. 

Observare. Proprietatea desfăşuratei aduce problema calculului lun- 

gimei unui arc dintr”o curbă la determinarea unei desfăşurătoare a acestei 
curbe. Dacă se consideră desfăşurătoarea curbei (E) ce trece prin punctul $ 
(Fig. 19) al curbei considerate, arcul pf al acestei curbe este egal cu seg- 

mentul rectiliniu pM, (AM, fiind arcul corespunzător din desfăşurătoare). 

15. Asupra desfăşuratelor şi desfășurătoarelor avem următoarele 
proprietăţi. 

1* Dacă curba desfăşurătoare întâlneşte desfăşurata, desfăsurătoarea 
are un punct de întoarcere de specia întâi (Fig. 20). Aceasta se poate uşor 
observa, considerând normalele înainte de punc: T 
tul A de întâlnire al desfăşuratei cu desfăşu- 
rătoarea. Se obţine, astfel, ramura (C,) a des- (GQ) 
făşurătoarei, tangentă în A la normala în A 
la desfăşurata (T). Pentru normalele dincolo de A 

„A, corespunde altă ramură (C,) a desfăşură- 
toarei, tangentă în A normalei în A la curba (7) 
(T). Deci curba desfăşurătoare are în punctul A 
un punct de întoarcere de specia întâi. (C.) 

2 Când curba desfăşurătoare prezintă un 
vârf, un punct underaza de curbură este maximă Fig. 20. 
sau minimă, îi corespunde pe desfășurată un punct de înapoere de specia
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întâi (Fig, 21). A find vârful curbei desfăşurătoare, îi corespunde pe des- 
făşurată punctul a. Plecând de la punctul A pe curba (C), raza de curbură 
creşte, în A raza de curbură este un minimum, 

De ex. desfăşurata (T) 

a elipsei (E) are patru 

puncte de întoarcere de 

specia întâi (Fig. 22), căci 
elipsa are patru vârfari. 
Curba (E) esteo desfăşu- 
rătoare a curbei (T). Con- 
siderând mai multe des- 
făşurătoare ale curbei ([), 
unele sunt interioare aces- 
tei curbe, altele exterioare. 
Cele exterioare nu întâl- 
nesc curba, sunt curbe 
paralele cu elipsa; cele 
interioare pot întâlni cur- 
ba (T) şi pot prezenta 
puncte de întoarcere. 

16. Aplicaţie. Să szu- 
diem  înfăşurătoarea (*) 
anii cercvariabil al cărui 
centru C descrie curba (C) 
(Fig. 23). Considerând o 
poziţie infinit vecină a cer- 
cului, coarda lor comună este perpendiculară pe linia centrelor. Punctele 
de contact ale cercului cu înfăşurătoarea sa sunt limitele A şi B ale puncte- 

lor de intersecţie ale cercului C cu ace- 

  

  

Fig. 21. 

  

(E) _& astă coardă comună. Prin urmare înfă- 
e Şurătoarea este compusă din două ra- 

5 () muri de curbă, (A) şi (B). 
B 3 A La limită, dreapta care uneşte cen- 

trele a două poziţii infinit vecine ale 
d cercului (T), este tangenta în C la curba 

D (C), astfel că coarda AB, care uneşte 
Fie. 22 punctele de contact, ia limită este per- ig. 22, 

. pendiculară pe tangenta în C la curba 
(C); mai mult, tangentele în A şi B la curbele (A) şi (B) se tae în acelaş 
punct T pe tangenta în C la curba (0). 

Să ne propunem acum să găsim punclul de contact al dreptei AB 
cu înfăşurătoarea sa. Pentru aceasta, să considerăm două poziţii infinit 
vecine ale triunghiului ABC. Aceste triunghiuri sunt omologice, pen: 
trucă vârfurile lor corespunzâtoare se găsesc pe drepte concurente în T. 
Rezultă că punctele de întâlnire ale laturilor corespunzătoare sunt în 
linie dreaptă. Dar, la limită, punctul de intersecţie a laturei AC şi co- 
respunzătoarei sale este centrul a de curbură în A la curba (A), căci AC 

  
  () A se vedea, M. d'Ocagne, în Nouvelles Annales de Mathematigues (915, p. 435). 
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este normală în (A la curba (A). De asemenea, BC fiind normala în B 
la curba (B), intersecţia acestei laturi cu poziţia ei infinit vecină este 

centrul de curbură & al curbei (B) în B; în fine punctul de intersecţie 
al dreptei AB cu pozilia ei infinit vecină este punctul de contact cal 

  

  
L1(B) 

a (r) 

C 

i / 
/ 3 

A 

(A) 

[3 

Fig. 23. 

dreptei AB cu înfăşurătoarea sa. Deci, punctele a, b, c sunt colineare şi 

prin urmare punctul de contact c al dreptei AB cu înfășurătoarea sa, este 

intersecţia acestei drepte cu dreapta care uneşte centrele de curbură ale 

curbelor (A) şi (B) în punctele A şi B, 

PROPRIETĂȚI FUNDAMENTALE. 

În vederea aplicaţiunilor ce le vom face, vom stabili mai 

întâi câteva proprietăţi fundamentale de care vom avea nevoe. 
17, Variația unui arc de curbă limitat de două tan- 

gente la altă curbă. Să considerăm două tangente infinit ve- 

„cine la curba (A), care determină pe curba (B) punctele B şi B' 
(Fig. 24). Ne propunem să studiem variaţia arcului BB. 

Fie T intersecţia tangentelor în A şi A' la curba (A), 
$ unghiul ce face cu AB tangenta în B la curba (B), e unghiul 

format de BB” cu tangenta în B, w unghiul tangentelor în A 

şi A'; w, coarda BB', q sunt infiniţi mici.
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Din triunghiul TBB' avem 

BB' BT PR , sine — Sa TB'B" BB'sinB' = BTsinv. 

Dar diferenţa dintre arcul BB' şi coarda BB' este infinit 

S 

  

  

A pp 75 /€ 

Fig. 24. 

mic de ordinul al treilea, arcBB'—BB'— e; apoi BT=AB— 
AT— AB-—«; avem apoi 

w4+B'=B'BC=f+e, B'=f-he—o, sinB'— sinf-ke“,, 

Înlocuind în (1), avem 

(arcBB'—s4) (sinf-+e',) — (AB—e,)sino, 

arc BB'sinp — ABsinv, 

(2) arc BB'— sia, 

Însemnând cu « unghiul tangentei în A la curba (A) cu 
o direcţie fixă, ştim că w=—da, aşa că formula (2) devine 

AB (3) arc BB'— Sing 

Însemnână cu 4(B) variaţia arcului curbei (B), adică toc- 
mai arcul infinit mic BB', descris de punctul B pe curba (B), 
formula (3) devine 

AB (4) dB) = ca. 
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Notând cu $ punctul de intersecţie al normalelor în A şi 
B la curbele (A) şi (B), din triunghiul dreptunghic ABB (Fig. 24) 
avem 

AB__ AB—VBsinAbB, AB=0Bsinf, Si p=5B, 

astfel că formula (4) devine 

(5) d(B)=bB. da. 

Deci, creşterea (variaţia) unui arc de curbă (B) cuprins 
între două tangente infinit vecine de pe curba (A), este egală 
cu produsul unghiului de contingenţă a curbei (A) prin seg- 
mentul de normală din punctul B până în punctul unde această 
normală tae normala în A, B fiind punctul de intersecţie al 
curbei (B) cu tangenta în punctul de origină A. 

Considerând. altă curbă (C), fie C punctul de intersecţie 
al ei cu tangenta în A (Fig. 24) şi c punctul de intersecţie al 
normalei în A cu normala în C la curba (C). Avem, ca şi pen- 
tru curba (B), 

(6) d(O)=cC. da. 

Împărţind (5) cu (6), obţinem 

d(B) __bB 
(7) AC) 3 

formulă stabilită de Mannheim. 

Scriind relaţia (4) şi pentru curba (C), avem 

_ AC 
” dO=— sinY ? 

pe care împărţind-o cu (4), rezultă 

8 dA) _ AB sin 

Însemnând cu S intersecţia tangentelor în B şi C la cur- 
bele (B) şi (C), din triunghiul BSC (Fig. 24), avem 

BȘ _siny 
CS sing 

şi deci formula (8) devine 

dB) AB BS 

0 AC)” AC CS!
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Această formulă a fost stabilită de Newton. 
18. Variația de lungime a unui segment de dreaptă. 

Să evaluăm variaţia segmentului AB (Fig. 24), A find punctul 
de contact al segmentului AB cu curba (A), iar B punctul de 
intersecţie al tangentei în A cu curba (B). Considerând poziţia 
infinit vecină a segmentului AB, variaţia segmentului e dată de 

dAB)=A'B'—AB. 

Scriind că proecţia conturului TBB' pe tangenta AB este 
nulă, avem 

De unde 

(TA'+A'B')cosv — AB-—AT-HarcBB'—e,)cos(-+-6), 

(TA'+A'B)(1— €2)—-AB—AT-+(arcBB'—e,) (cosepcosf—sinqsinf). 

BB” şi ș fiind infiniţi mici de ordinul întâi, ştiind apoi că 
produsul a doi infiniţi mici este un infinit mic de ordin mai 
mare, dezvoltând relaţia de mai sus şi lăsând de o parte infi- 
niţii mici de ordin mai mare ca doi, avem 

TA'+A'B'— AB—AT-arc BB'cos f, 

A'B'—AB — arc BB'cos 6—(TA'+AT). 

Dar (TA'+AT) diferă de arcul AA” cu un infinit mic de 
ordinul al treilea; deci 

A'B'—AB — arcBB'cosf—arcAA”, 

(10) d(AB) = A(B)eosf — (A). 

Dar, din (5) avem 

TB'cosw = TB+BB'cosB'BC. 

A(B) = 6Bda, 
da fiind unghiul de contingență A. Apoi, prin definiţie, a fiind 
centrul de curbură în A la curba (A), da unghiul de contin- 
genţă, Aa raza de curbură în A, avem 

__ dA) _ | 1= a dA) = Aa. dă, 

aşa că formula (10) devine 

(11) d(AB) = bBcosfda — Aa. da. 

Din triunghiul dreptunghic AB (Fig. 24), avem 

bBeosB= Ab; 

d(AB) = Ab.da — Aa.da, 

(12) d(AB) = ab.da. 

deci (11) devine 
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Aceasta este formula care dă variaţia segmentului AB, 
a fiind centrul de curbură în A, iar intersecția normalei în A 
cu normala în B. 

Aplicaţii. 1 Dacă f=90%, adică dacă curba (B) este des- 
făşurătoarea curbei (A), b se confundă cu A, ab=Aa=R, raza 
de curbură în A, iar formula (12) devine 

d(AB) = Rada. 

Dar, din definiţie, Rda = d(A) şi deci avem 

d(AB) = d(A). 

In acest caz AB este raza de curbură în B, curba (A) 
este desfăşurata curbei (B), (AB) este variaţia razei de cur- 
bură a curbei (B), iar d(A) este variaţia arcului de desfăşurată. 
Am regăsit, deci, proprietatea cunoscută a desfăşuraiei, că a- 
ferența a două raze de curbură a desfăşurătoarei este egal cu 
arcul corespunzător din desfăşurată. 

2” Dacă segmentul AB are o lungime constantă, atunci 
d(AB)=0, deci, din formula (12), ab=0, ceea ce însemnează că 
normala în B la curba (B) trece prin centrul de curbură al 
curbei (A), corespunzător punctului A. Deci, dacă fe tangentele 
la o curbă (A) se duce o lungime constantă AB, normala în B 
la curba descrisă de B trece prin centrul de curbură în A la 
curba (A). 

3 Presupunând că tangenta în A tae altă curbă (C) în 
punctul C, avem analog cu (10), | 

MAC) = d(C)cosr — dA), 

pe care scăzând-o din (10), urmează 

(13) d(BC) == d(AC)— (AB) = d(C)cosy — d(B)cosâ. 

Putem da altă formă acestei relaţii. In adevăr, avem ana- 
log cu (12), pentru curba (C), 

d(AC) = ac.da, 

c fiind punctul unde normala C tae normala în A. 
Scăzând această relaţie din (12), avem 

(BC) = (AC) — (AB) = acyda — ab.da, 

(14) (BC) = be.da, 
care dă variaţia segmentului BC, determinat între două curbe 
(B) şi (C) de tangenta în A la curba (A).
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În particular, dacă BC = const., urmează că 4(BC)=0, deci bc=—0; adică normalele la curbele descrise de extremităţile 
Unui segment constant se întâlnesc fe normala la înfăşurătoarea segmentului BC. 

Deci, dacă pe fiecare normală la o curbă, se ia, începând de la punctul de incidență B, o lungime BC constantă, locul punctului C admite de asemenea ca normală dreapta BC. Curbele (B) şi (C) sunt zise curbe paralele. Se obţin astfel toate desfăşurătoarele ale desfăşuratei curbei date, 
4 Dacă pe segmentul BC se ia punctul M, astfel ca BM = £.BC, k = const, avem d(BM) = kad(BO), şi prin urmare, conform relaţii (14), br = 4. be. Deci, dacă punctul M divide seg- mentul BC într'wn raport constant şi normala la înfăşură- foarea acestui segment tae în d, mc normalele la curbele (B), (M), (0), avem 

îm __ BM 

de 7 BC 
În particular, dacă M este mijlocul lui BC, 7 este mij- 

locul lui &c. 
19. Variația unui unghi. Să ducem din punctul A al unei curbe (A) tangentele AM A? 

şi AN la două curbe (M)şi (N) 
şi să ne propunem a calcula 
variaţia unghiului MAN sau 
a (Fig. 25). 

Să ducem din punctul in- 
finit vecin A” tangentele A'M', 
A'N'. Diferenţa (a'—a) a un- 
ghiurilor MAN şi M'A'N! este 
Variația unghiului &, adică 

da) == a! — a, 

S fiind intersecţia dreptelor 
AN şi A'M', din triunghiurile 
AST şi A'ST”, avem 

FSE STA =a' + x ST'A,, 
de unde 

Fig. 25. 
(15) a' — a =STA —ST'A. 

Dar unghiurile STA şi ST'A' sunt unghiurile de contin- 
A, Abramescu, - Lecţiuni de Geometrie pură Infipitezimală, 3 
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genţă a curbelor (M) şi (N). Însemnând cu ? şi % unghiurile fă- 
cute de AT şi AT” cu o direcţie dată, ştim că unghiurile de 

contingenţă sunt egale cu 26 şi db. 

Întocuind în (15), avem 

(16) da) = 0 — 0. 

Însemnând cu 7 şi n punctele de intersecţie ale nor- 

malei în A la curba (A) cu normalele în M şi N la curbele 

(M) şi (N), aplicând relaţia (5), avem 

d(A) = Am. 0, AA) = An. d; 

__d(A) „__ A) 
de unde d — A d — A 

Înlocuind in (16), avem 
. 1 l 

(17) d(a) == AA) (43 — a) 

care dă variaţia unghiului MAN=—a. Această formulă a fost 

găsită de Mannheim. 
Aplicații. 1 Dacă unghiul a este constant, variaţia sa, 

da =0; deci Am — An, punctele m şi n coincid. Deci, norma- 

lele la înfăşurătoarele laturilor unui unghi constant se tae pe 

„normala la curba descrisă de vârful unghiului. 
Dacă una din laturile unghiului constant, AN, de ex., 

coincide cu normala în A, atunci n coincide cu centrul de 

curbură ă al curbei (A) în punctul A. Deci, punctul de contact 

M al laturei AM cu înfășurătoarea sa este piciorul perpendi- 
cularei lăsate pe AM din centrul de curbură a al curbei (A). 

Această proprietate se poate interpreta şi altfel. Dacă 

unghiul făcut de normala în A cu AM este constant, atunci 

şi unghiul făcut de tangenta în A Ja curba (A) cu AM este 

constant (ca fiind complimentul unui unghi constant). Deci, dacă 

o latură a unui unghi constant rămâne tangentă la locul 

descris de vârful unghiului, atunci punctul de contact al celei- 

lalte laturi cu înfăşnrătoarea sa este piciorul perpendiculare: 

lăsate pe ea din centrul de curbură al curbei descrisă de vârful 

unghiului şi în vârful unghiului. 
2 Fie L punctul unde bisectoarea unghiului MAN atinge 

înfăşurătoarea sa (L) şi / punctul unde normala la (L) tae nor- 

mala în (A). Aplicând relaţia (17) unghiurilor MAL şi LAN, avem 

ANAD= Ap — 1) MAL) = dA) (75; 2) Ba] m Al)



Dar MAL = % NAL; deci 
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LL 
Am Al Al Ap” 

211 
A Am fân 

Această relaţie probează că 
armonic al lui A față de m Și n. 

În particular, dacă bisectoarea 
cu normala Aa în A, 
curbură a în A la (A). Deci, 
divid armonic raza de curbură A 
atunci causficele prin reflexiune 

Observare. Dacă curba înfă 
bile se reduce la un punct, pent 

AL s 

u fiecar 

re este 

T 
variabile, normala la întăşurătoa 
la această dreaptă în acel punct. 

curbele descrise de punctele sau în- e unei figuri 
de rotaţi 

20. Normale la 
făşurate de dreptel 
Centru instantaneu 

(A) (6)       
M 

Fig. 26. 

de un punct oarecare C al figurei ȘI nor uneia din dreptele d ale figurei, 
dusă prin punctul C, dealtfel şi el 

Segmentul AB, fiind de lungi 
M unde AB atinge înfăşurătoarea sa (No punctul I, de întâlnire al normalel 
scrise de aceste puncte, o perpen 

Unghiul CAB. fiind consta 
laturei AC, se obţine (No. 19, 10) 

diculară 

nt, 
ducând 

Punctul 1 este conjugatul 

e confundă necontenit 
punctul / se confundă cu centrul de 

în acest caz, punctele m Şi n 
a. Curbele (M) şi (N) se zic 

faţă de curba (A). 
Şurătoare a unei drepte varia- 

e din poziţiile dreptei 
atunci perpendiculara 

de formă invariabilă. 
e. Metoda lui Chasles. Să con- 

siderăm în mod con- 
tinuu poziţiile succe- 
sive ale unei figuri 
invariabile ca formă, 
ale cărei două din 
punctele sale descriu 
curbele cunoscute (A) 
şi (B) (Fig. 26). Să ne 
propunem, pentru o 
poziţie oarecare a fi- 
gurei, să găsim nor- 
mala la curba descrisă 
mala la înfăşurătoarea 

pe care o putem presupune 
ales arbitrar. 
me constantă, avem punctul 

. 18, 39), coborând din 
or în A şi B la curbele de- 

IM pe AB. 
normala la înfăşurătoarea 

pe CA perpendiculara 
32 
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IQ din punctul |, de întâlnire al normalei în A la curba de- 

scrisă de vârful A, cu normala în M la înfăşurătoarea laturei AB. 

De asemenea, perpendiculara IP coborâtă din I pe BC, 

este normala la înfăşurătoarea laturei BC. 

În mod analog, unghiul C fiind constant, normala în punc- 

tul C la locul descris de punctul C, este dreapta ce uneşte 

punctul C cu punctul I de întâlnire al normalelor IP şi IO la 

înfăşurătoarele dreptelor CA şi CB. 

În fine, bazându-ne pe aceleaşi proprietăţi stabilite, unghiul 

dreptei d cu BC fiind constant, normala la înfăşurătoarea aces- 

tei drepte este perpendiculara coborâtă pe această dreaptă din 

punctul | de întâlnire al normalelor IC şi IP. 

În rezumat, normalele la toate curbele descrise de punctele, 

sau la înfăşurătoarele dreptelor unei figuri de formă învaria- 

bilă, trec, pentru acecaş pozitie a figurei, prin acelaş punct |. 

Această proprietate a fost descoperită de Chasles, care a 

numit punctul 1 centru instantaneu de rotație. Vom vedea, mai 

departe, pentru ce a fost dată această numire punctului Il. 

Exemple. Î. Se ştie că un punct oarecare M al unui segment de 

dreaptă AB, de mărime constantă, ale cărui extremităţi A şi B descriu 

y dreptele perpendiculare Ox şi Oy, de- 

scrie o elipsă, ale cărei axe sunt îndrep- 

B I tate după Oz şi Oy şi alecăror lungimi 

sunt a=MB, = MA (Fig. 2%). 

Curbele descrise de A şi B fiind 

dreptele Oz şi Oy, normalele ia aceste 

M curbe în A şi B sunt perpendicularele 

/ în A şi B respectiv pe Ox şi Oy, Fiel 

O / z punctul de intersecţie al acestor perpen- 

/> A diculare. '] este centrul instantaneu de 

rotaţie în mişcarea figurei AB de formă 

/ invariabilă, la momentul considerat. 

După proprietatea lui Chasles, 

Q | dreapta MI este normala în M la elipsa 

descrisă de M. 

Din triunghiurile asemenea MPA 

  

    

  
Fig 27. şi BMI, avem 

MA MB MA.MI 

MP MI Mr MB 
În mod analog, din triunghiurile asemenea MBQ, MAI, avem 

MQ__ MI A MB .MI 

mBOMA “9 MA 
De unde 

MP __ MA.MI,MB.MI__MA? 6 
MO MB MA Mp: 2 
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-a şi & fiind semiaxele elipsei descrisă de M ; regăsim astfel o proprietate a 
normalei la elipsă într'un p'nct, referitoare la raportul segmentelor cu- 
prinse pe normală între punctul considerat pe elipsă şi punctele unde nor- 
mala tae axele elipsei. 

Il. Zansenta (normala) întrun punct M al unei Figuri variabile ca 
formă care rămâne asemenea cu ca însăși. Fie că două puncte A şi B 3 
(Fig. 28) ale figurei mobile de- 
scriu curbele (A) şi (B) iar miş- 
carea figurei în plan o definim 
prin curba la care rămâne tan- 
gentă dreapta AB. Fie E punc- 
tul ei de contact cu înfăşură- 
toarea. Unghiul A fiind constant, 
punctul de contact al dreptei 

  

  

AM cu înfăşurătoarea sa este i 
piciorul F al perpendicularei (E) (B) 
pe AM din punctul a de inter- (A) 
secţie al normalelor în A si E. Fig. 28. 
De asemenea, punctul de contact G al lui MB cu înfaşurătoarea este pi- ciorul perpendicularei pe MB din punctul $ de intersecție al normalelor în B şi E. Unghiul M fiind constant, normala în M trece prin punctul p de intersecţie al normalelor în F şi G şi este Mp. 

21. Normale la curbele descrise de punctele sau la înfăşurătoarele dreptelor unei figuri de formă variabilă. 
Metoda lui Mannheim, Fie M, P, Q punctele de contact cu 

înfăşurătoarele ale 
laturilor triunghiu- 
lui ABC, de formă 
variabilă (Fig. 29), 
Normalele la aceste 
înfăşurătoare tae în 
ab bca, 
normalele la cur. 
bele (A), (B), (0), 
descrise de punc- 
tele A, B, C. 

Conform celor 
stabilite la variaţia 

  

Fig. 29. 

unui arc de curbă, avem (No. 17) 

dA) Aa, dB) _BW a) _ce AB) Bo AC) Ce dA) Aa” 
Înmulţind aceste relaţiuni, obținem 

Aa. Bb'. Ce” 
BO Ca L:  



Această formulă stabilită de Mannheim, permite, cunos- 
când cinci din cele şase normale, Aaa, B5'6, Ccc', Mia, Pc, 
Qa'c, să se construiască a şasea. 

Să presupunem că normala necunoscută este aceea care 
corespunde la unul din vârfuri, normala Cc”c, de ex. Din for- 

/ 

mula de mai sus se deduce o valoare A pentru Sa căci ce- 
c 

lelalte expresiuni sunt cunoscute. Va fi destul a lua pe CQ 
C . 

punctul Q+, astfel caci, Perpendiculara în Q, pe CO 
1 

tae normala PO' în punctul c'” căutat. 

Să presupunem acum că normala necunoscută este aceea 

care corespunde uneia din laturi, normala Mda, de ex. Din for- 
. g Aa a 

mula de mai sus, se găseşte o valoare pu pentru 55 căci qe- 

lelalte cantităţi sunt cunoscute. Dacă T este punctul de întâl- 
nire al tangentelor în A şi B la curbele (A) şi (B), avem [No. 17, 
formulele (7) şi (9)] 

A) _Aa dA) _ MA. TA 
dB) Bo adB MB.TB) 

de unde 
Aa __MA.TA 
B MB.TB 

Cum Aa avem 
B6 , 

MA.TA _ 

MB. TB» 
9 . . TA 

de unde se deduce valoarea raportului MB! Căci Pg este cu- 

noscut. Acest raport fiind aflat, se găseşte punctul M pe la- 

tura AB şi deci şi normala la înfăşurătoarea acestei drepte. 
22. Centrul instantaneu de mișcare a unei figuri plane variabile 

care rămâne asemenea cu ea însăşi ('). |. AB şi A'B' (Fig. 30) fiind două 
elemente lineare a două figuri asemenea F şi F” şi P punctul de inter: 

secţie al dreptelor AB şi A'B', să însemnâm cu I punctul de intersecţie 

al cercurilor PAA” şi PBB'. Triunghiurile IAB şi IA'B' au egale un- 
ghiurile din A şi A”, B şi B, suut deci asemenea. I este deci propriul 
său omolog în aceste triunghiuri, este punctul dublu al figurilor asemenea 

F şi E”. Cum unghiurile BIA = B'IA”, urmează că rotind figura FE” în jurul 
lui I de acest unghi, figura E” ia poziţia F, omotetică cu F, în raportul 

p= AB:A'B'. Deci, se poate obţine figura F* din F, printr'o rotaţie în 

  

(W A se vedea nota mea din Wouvelles Annales de Mathematigues, fevrier 1926.



39 

jurul punctului dublu I şi o dilatare (amplificare) în ravortul de omotetie (asemănare) /. 
P Când punctul A? este infinit vecin 

de A, dreapta AA” tinde către tan- 
genta AT în A Ja traectoria descrisă 
de A. Cum unghiurile IA A'=IBB', ur. 
mează că, în mişcarea unei figuri 
Plane în planul său, variabilă cu ăs- 
rare de similitudine, tangentele AT 
a diferitele traectorii ale Bunctelor A, | 
la un moment dat, fac acelaş unghi 
cu razele vectoare LA ce HHesc punc: 

B tul dublu cu acele puncte. | este centrul B* instantaneu de mişcare la momentul 
considerat, 

Deci, curba pe care se mişcă un punct oarecare al figurei, la un inoment dat, pentru a trece infinitezimal la o poziţie infinit vecină, este 

Fig. 30. 

punct fix 1 din plan cu acele puncte M; aceaste curbe, numite în Cine- matica mediilor deformabile, curbe de curent, sunt deci spirale logaritmice. II. Mişcarea continuă a unei figuri F variabilă, care rămâne aseme- nea cu ea însăşi este cunoscută (!) dacă se dau curbele (A) şi (B) descrise de două puncte A şi B ale figurei F şi curba () înfăşurătoarea dreptei AB. 
Fie AT (Fig. 31) şi BS tangentele în A şi B la curbele (A) și (B) şi Y punctul de contact al lui AB cu înfăşurătoarea sa (M. AT şi BS sunt 

limitele dreptelor AA” şi BB 
Şi % limita punctului P. Deci 
centrul instantaneu de mișcare, 
I, la momentul considerat, este 
Bunciul de întâlnire al cercuri- 
lor trecând prin 1 şi /augente 
respectiv în A şi B Ja dreptele 
AT şi BS. 

* Luând un sens pe tangen- 
tele AT şi BS, se vede că un- 
Shiurile IyA==I AT=IBS.M fiind 
un punct oarecare al figurei F 
în mişcare, care rămâne ase- Fig. 31, > cai menea cu ea însăşi, fangenta (2) în M ia curba descrisă de M este dreapta MR, astfel ca unghiurile IMR= IAT=IBS. 

De asemenea, Punctul de contact, N, la momentul considerat al unei dreple A a fignrei mobile T este astfel ca unghiurile INA = IMR = IAT = IBS=I7A, 

  

  
  () N. Abramescu, Sour le mouvement des figures planes variables avec conservaticu da similitude ou d'aire (Bull. de la Soc. roumaine des sciences math., vol. XX VL ianuae rie—iulis 1924). - 

() A se vedea şi metoda lui Mannheim, expusă la No. 20, exemplul II, 
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Deci, în mişcarea unei fisuri plane, care rămâne asemenea Cu ea 
însăşi, dreptele care tae, la un moment dat, subt acelaş unghi constant, 
Potrivit ales, traectoriile diferitelor puncte ale figurei în mişcare, se în- 
iâlnesc în acelaş punct |. - 

Ca aplicaţie, să considerăm normala în M la curba (M) care tae o 
curbă (N) (Fig, 32) în punctul N; se ia, în sensul arcelor crescătoare a 

curbei (M), pe perpendicu- 
lara în N pe MN, un vector 

NM'=E£.MN (£=const.). 

Pentru a găsi tangenta în 

M' la curba descrisă de acest 
punct, se observă că triun- 

ghiul MNM” rămâne aseme- 
nea cu el însuși. Însemnând 

cu MT tangenta în M la 

curba (M) în sensul arcelor 

crescătoare, cu p centrul de 

curbură în M la curba (M), 

prin NS tangenta în N la 

curba (N), centrul instanta- 

neu | de mişcare al figurei 

care rămâne asemenea cu ea 

însăşi, este la intersecţia 
cercului de diametru Mp. cu cercul ce trece prin pu şi este tangent în N la 
curba (N). Tangenta în M' la curba (M”) este dreapta M'R astfel ca un- 
ghiurile TMI= INS =IM'R. 

23. Centrul instantaneu de mișcare ale unei figuri plane variabile cu 
păstrare de arie (1). 1. Fiind date două segmente AB (Fig. 33) şi A'B, 
punctul I, astfel ca ariile AIB= A'IB”, este pe o dreaptă A, care trece 
prin intersecţia R a dreptelor AB şi AB, şi care este locul punctelor 
astfel ca raportul distanțelor la dreptele AB şi A'B' să fie egal cu A'B':AB. 

Fiind date două triunghiuri ABC şi 

  

Fig. 32. 

  

A'B'C“, de aceeaşi arie, există în planul 7 AR 
lor un punct I, astfel ca ariile AlB= | ATB, BIC=B'IC, CIA = CA”; Bo [A , = , = ; acest / 
punct este la intersecţia dreptelor Aa, N ! 
A5, Ac, corespunzătoare egalității arii- N / 
lor BIC=B'IC, CIA=CIA, AIB=A'B, NA 7 
A“, B', C', fiind omoloagele punctelor -j în 
A,B, C, punctul I este propriul său A = 
omolog în triunghiurile ABC, A'B'C, Al B' 

Fiind date două figuri F şi F* de Fig. 33. 
aceeaşi arie, astfel ca triunghiurile ABC, 
A'B'C' să fie omoloage în figurile F şi F”, se ştie (2) că există un puncti 
care este propriul său omolog în figurile F si FF 
  

U) A se vedea nota mea din Nouvelles Annales de Math., Avril 1926. 
(2) N. Abramescu, Sur e mouvemeut des Pgures planes variables avec conservalion 

de similitude ou dare (Bull. de la Soc. roumaine des sciences math , vol. XXVI, ianuarie— iulie 1924),
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Să considerăm o figură plană F care are o deformare omogenă cu păstrare de arie. Fie ABC un triunghi al figurei F. Mişcarea acestei figuri este cunoscută dacă se dau curbele (A) şi (B) descrise de punctele A şi B, înfăşurătoarele (%) şi (B) ale laturilor AB şi AC şi aria triunghiului ABC. Fie F' poziţia infinit vecină a figurei F şi A'B'C” omologul triunghiului ABC în figura F”. Dacă A'B' tinde către AB, punctul R de întâlnire a lui AB şi A'B' tinde către punctui % de contact al lui AB cu înfăşurătoarea sa şi punctul I este pe dreapta care trece prin 7 şi cum AB':AB—I, locul lui | este bisectoarea exterioară a unghiului dreptelor, AB și A'B, adică tinde către normala în % la curba (0. 
De asemenea, punctul 1 este pe normala în f la curba (8). Deci, punctul de contact « al lui BC cu înfăşurătoarea sa («) este piciorul per- pendicularei coborâte din 1 pe BC. 
Deci, în deformarea omogenă a unui fisuri plane variabilă cu con- servăre de arie, normalele la înfăşurătoarele dreptelor Figurei concură, la un moment dat, în acelaş punct |. Acest punct I este centrul instantaneu de mişcare, analog cu centrul instantaneu de rotație în cazul figurei de formă invariabilă. 
Pentru a găsi fangenta în C Ia curba descrisă de punctul C al fi gurei F, se vede că, în deformarea triunghiului variabil ABC, se cunosc cinci normale, în vârfurile A şi B, şi la înfăşurătoarele laturilor AB, BC, CA, şi deci se foafe întrebuința metoda lui Mannheim (No. 21) gentru a găsi a şasea normală, în C, şi deci Şi tangenta în C. 
IL. Se pot extinde aceleaşi consideraţiuni la o figură variabilă care are o deformare omogenă cu conservare de volum. Se vede întâi, că fiind date două tetraedre ABCD, A'B'CD', de acelaş volum, există un punct ], astfel ca volumele IABC=IA'B'C, IBCD=IB'CD', ICDA= 

ICD'A“ şi deci IBDA=IB'D'A”. Se deduce că (P) fiind un plan al figurei in mişcare, planele duse prin caracteristicile Planelor (P) [caracteristica unui plan (P) fiind limita intersecţii planului (P) şi a poziţii infinit vecine], Perpendiculare pe planul (P), concură în acelaş punct |. 

APLICAȚII. 
24. Determinări de normale. 1 Wormală ia concoidă. Se ştie că con- coida unei curbe (B) se obține (Fig. 34) luând o lungime constantă BC=7 pe raza vectoare OB, care uneşte polul O cu un 

punct oarecare B al curbei (B). Segmentul C BC fiind constant, normalele în B şi C la 
curbele descrise de aceste puncte, se întâl- 
nesc pe normala în punctul de contact al D B 
dreptei BC cu infăşurătorea sa. Segmentul 
BC trecând necontenit prin punctul O, în- 
făşurătoarea sa se reduce la punctul O, ast- 
fel că normala în O la înfăşurătoarea lui 
BC este perpendiculară în O pe BC. FieD 
punctul unde normala în B la curba (B) tae perpendiculara în O pe BC. Normala în C la curba descrisă de punctul C este dreapta DC. 

2 Normală la podară. Fiind date curba (A) şi punctu! O, podara 

B 5 (B) 
Fig. 3.
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curbei (A) este locul proecţiilor M ale punctului O pe tangentele la curba 

A M 
N 

/ 
i O 

Fig. 35. 

  

(A) 

      

(A) (Fig. 35). Pentru a găsi normala în M, 

să considerăm unghiul constant (drept) 

AMO, a cărui una din laturi este tangentă 

în A la curba (A), iar cealaltă latură trece 

prin punctul fix O. Normala în M trece 

prin punctul de intersecţie al normalelor în 
A şi O la curbele descrise de aceste puncte. 

Normala în O este perpendiculara în O pe 

OM, care se tae cu normala în A în 

punctul ÎI. Normala în M este MI şi trece prin mijlocul lui AO: 

3 Normala la curba omoletică cu o curbă dată. Fiind dat punctul 

O şi curba (B), omotetica curbei (B)se obţine (Fig. 36) luând pe raza OB 

punctul C, astfel că 
O0B_„_ O 
Ge > A =const. B 

Să presupunem că normalele la C 

curbele (B) şi (C) în punctele B și 

C tae în & şi c perpendiculara în r
r
 

O pe BC; cum BC trece prin punc- 

tul O, înfăşurătoarea sa este punc: 

tul O, iar normala la înfăşurătoarea 

lui BC este perpendiculara în O Fig. 36. 

pe BC, centrul de curbură în O este chiar punctul O. 
Aplicând o proprietate cunoscută relativă la variația unui segment 

[No. 18, formula (12)], avem 

2(0B) = 05. da, 40C)= Oc. aa, 

da fiind unghiul de contingenţă din O. De unde 

  

Fig. 37. 

mala la curba dată. 

  

d(OB) _ 05, 

d(0C) ” Oc 
Cum 

d(OB) _ 08 _ pe 

d(0C) oC» 

rezultă că 

Ob _0B 
Oc ” OC? 

ceeace probează că normalele 

B5, Cc, în B şi C sunt paralele. 

Deci, normala la omotetica 
unei curbe este paralelă cu nor- 

49 Vârfurile A şi B ale unui triunghi variabil ABC (Fig. 37) 

descriu două curbe (A) şi (B), latura AB rămâne tangentă la o curbă (4), 

ar laturile AC şi BC au direcfiuni fixe. Să se determine normala în 
C la curba (C) descrisă de punctul C. Fie «, 2, “ punctele de contact ale  
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laturilor BC, CA, AB cu înfăşurătoarele lor şi R, P, Q piinctele de inter- secţie ale tangentelor în A şi B la curbele (A) şi (B), în B şi C Ia curbele (B) şi (C), în C şi A la curbele (C) şi (A). 

După o proprietate stabilită [No. 17, formula (9)], avem 
dA) _A.RA dB) _aB. PB dC) _ 8C.Qc dB) B.RB> AC) aC.PC: dA)  BA.QA! 

Înmulţindu-le, obţinem 

14. «8. FC RA PB OC_, “B aC pA RB' PE QA” 
În cazul problemei, AC şi BC fiind de direcţie dată, îşi ating în- făşurătoarele lor la infinit, deci punctele $ şi a sunt la infinit pe aceste 

3 

drepte şi deci 

IC «8 
BA ac 

Relaţia precedentă devine 

YA, RA PB OC vb RB PC QATI 

=. 

Fie ABC intersecțiile laturilor BC, CA, AB cu AQ, BR, CP. Avem 
RA __ sinB'BA PB __ sinC'CB OC __sinA'AC RB ” sinA'AB? PC sinBBC” Qă sinC'CA 

Relaţia de mai sus devine 

YA sinB'BA sinC'CB sinA'AC__ 1 
YB sinA'AB sinB'BC sin Ca > 1: 

Dar, din triunghiurile AB'B, BB'C, avem 
AB” ___sinABB' B'C __sinB'BC. SinABB' _ AB BC AB  sinABB' BC “ sincBB: sinCBB” BC AB: 

căci sin AB'B = sin CB'B. În mod analog, 
sinBCC' _BC* AC SinCAA” _ A'C AB i sinACC' “AC” BC” sinBAA' “AB Ac 

  

Înlocuind, relaţia găsită devine după oarecari reduceri 

(8) i aa A Ci, 

Fie C” punctul unde CR tae pe AB. Avem 

BA AC CB, BC AR CA ' 
astfel că, neţinând seamă de semn, relaţia precedentă devine 

CE ,CB_"B CB vB CB CA "CA A" CA A CA 
Punctele C”, “+ fiind cunoscute pe latura AB, valoarea raportului CB:C'A este cunoscută şi deci poziţia punctului C” este determinată. Tangenta în punctul C este dreapta CC, 
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Observări. |. Să presupunem că curbele (A) şi (B) sunt două drepte. 

Tangentele ia aceste curbe în A şi B sunt chiar aceste drepte. Dacă curba 

(7) este o iperbolă, iar curbele (A) şi (B) asimptotele sale, punctul de 

contact * al dreptei AB cu iperbola este mijlocul segmentului AB; deci 

“A :7B= 1, iar relaţia obținută (18), arată că dreptele AA”, BB”, CC' sunt 

concurente, tangenta în C este dreapta CR. 

II, Dacă, pe lângă condiţia ca curbele (A) şi (B) să fie două drepte, 

mai punem condiţia ca dreptele duse prin A şi B să fie paralele cu aceste 

drepte, atunci A” şi B' sunt aruncate la 
infinit, căci CA paralelă cu BR, CB pa- 

ralelă cu AR, aşa că relaţia (18) devine 

(Fig. 38) 

IA CB __4 CB_1B, 
BCA "CA xA 

adică punctele C” şi % sunt conjugate 

armonic în raport cu A şi B. 
III. Se observă că relația generală 

Fig. 38. ce dă a şasea normală (ia noi tangenta) 

în C, când se cunosc cinci, depinde numai de tangenta în * la curba (0). 

Deci, tangenta în C la curba descrisă de C depinde numai de tangenta în 7. 

Transformarea (7, C) este deci de contact, aşa că o exprimare geometrică 

a unei frausformări de contact este: tangenta la o curbă (1) tae două curbe 

în A şi B; se duce din A tangenta la o curbă (3) şi din B tangenta la o 

curbă (a). Punctul de intersectie C al acestor tangenie este astfel în cât 

transformarea (4, C) este de contact. 

25. infăşurătoare de drepte. 1 Coardă care subintinde într'o curbă 

n arc de hingime constantă. Dacă dreapta variabiiă AB determină, pen- 

tru fiecare din poziţiile sale (Fig. 39) pe curba 

(C) un arc AB de lungime constantă, avem 

dA) = dB). 
Însemnând cu T intersecţia tangentelor 

în A şi Bla curba (C), avem [No. 17, formula (9)] 

MA.AT_ 

    C 

T 

MB, BI > 
de unde 

MA _ TB 
MB TA) 

Să ducem prin A şi B paralelele la BT 

şi AT, care se tae în S$. 

Avem 
   

MA _SA, Fig. 30. 
MB  SB , 

ceeace probează că SM este bisectoarea unghiului ASB şi astfel punctul 

-M de contact al dreptei AB cu înfăşurătoarea sa este determinat. 

20 Înfăşurătoarea unei coarde a unei curbe văsulă dintrun punct | 
| fix subi un unghi constant). Fie AB o coardă a curbei (C), văzută din 

  

() A se vedea, M, d'Ocagne, Sur P'envelopțe de certaines droiles variables (Nouvel- 

les Annales de Malhematiques, 1883, p. 252; 1886, p. 88; 1897, p. 233).
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punctul O subt unghiul constant AOB (Fig. 40). Să găsim punctul M de 

T 
contact al coardei AB cu înfăşurătoarea sa. 

Fie T intersecţia tangentelor în A şi 
B la curba (C). Dar ştim (No. 17, formula (9)] 
că 

dA) __MA. TA , 

AB) MB. TB 

Fie a şi & intersecțiile normalelor în 
A şi B la curba (C) cu perpendicularele ri- 
dicate în O pe OA şi OB. 

Dar, din cauză că unghiul AOB este 
constant, urmează că OA şi OB se învâr- 
tesc cu acelaş unghi 96 şi deci [No. 17, for- 
mula (5)] 

AA)=— Aa. , AB)=B5.98, 
de unde 

  

  

Aa __AM.AT 
B5 BM.BT? 

Sau M BT A Aa. 

(19) BM AT. B6 
Să coborâm din T pe OA şi OB perpendicularele TI şi TJ. Din 

asemănarea triunghiurilor OAa şi ITA, de o parte, OB şi JTB, de alta, 
avem 

Aa _OA  B5__0B 
AT TI” BEST: 

Înlocuind în (19), obţinem 

AM_OA.TJ, 
BM II .0B 

Să lăsăm din punctul M perpendicularele MH şi MK pe OA şi OB. 
Avem 

AM __aria OAM __OA.MH 
BM aria OBM O0B.MK! 

Relaţia precedentă devine 

OA.MH__OA.T]J MH __T], 
OB.MK OB. TI? MK TI 

Triunghiurile HMK, JTI, având unghiurile HMK=JTI, ca supli- 
mentele unghiului IOJ, având, de asemenea, şi laturile care formează 
aceste unghiuri proporţionale, sunt triunghiuri asemenea. Deci, unghiurile 
MHEK = T]I. Dar, din patrulaterele inscriptibile OHMK, OLT], rezultă ega- 
litatea unghiurilor MHK = MOR, T]I= TOI şi deci, observând egalitatea 
unghiurilor MHK = T]I, urmează egalitatea unghiurilor MOK = TOI. Deci, 
dreptele TO şi MO fac unghiuri egale cu laturile unghiului O, sunt si- 
metrice faţă de bisectoarea unghiului AOB, sunt, cum se mai zice 150g0- 
nale. Deci, punctul de contact M al dreptei AB cu înfăşurătoarea sa este 
intersecţia dreptei AB cu isogonala dreptei OT față de unghiul AOB. 

Dacă curba (C) dată este o elipsă cu centrul O, polara punctului T 
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în raport cu elipsa este AB. Punctul de la infinit al dreptei AB are ca 
polară diametrul conjugat direcţii AB, adică dreapta care uneşte punctul O 
cu mijlocul lui AB. Dar, polara acestui punct trece prin polul dreptei pe 
care se găseşte, adică prin polul lui AB, punctul T. Deci, dreapta care 
uneşte punctul O cu mijlocul lui AB trece prin T, sau, dreapta OT trece 
prin mijlocul lui AB. 

Atunci, dreapta OM, isogonala lui OT, este isogonala medianei tri- 
unghiului OAB, este, cum se mai zice, si- 

O mediana vârfului O din triunghiul OAB. 
Să presupunem, mai mult, că unghiul 

AOB este drept (Fig. 41). Mediana triun- 
ghiului AOB este OE, bisectoarea unghiu- 

A lui O este OG, G fiind mijlocul arcului 
B AB. Ducând înălţimea unghiului drept O, 

avem egalitatea unghiurilor GOF = OGE = 
EOG, ceea ce probează că dreapta OF este 
simetrica medianei OE în raport cu bisec- 
toarea OG, adică simediana unghiului drepLO 

G este înălţimea acestui unghi drept. 
Fig. 41. Aşa fiind, să presupunem că se con- 

sideră coarda AB a unei elipse cu centrul O. care e văzută din centrul O 
subt un unghi drept. Punctul de contact M al coardei AB cu înfăşurătoa- 
rea sa este la intersecţia coardei AB cu simediana unghiului drept O, 
adică cu perpendiculara din O pe AB, Deci, înfăşurătoarea coardei AB 
este o curbă astfel că normala întrun punct M oarecare al ei trece prin 
punctul fix O, adică este un cerc. Aşa dar, înfăşu- | 
răioarea coardelor elipsei văsnle din centrul O al B M 
elipsei subt un unghi drept este un cerc cu centrul în O. 

Pentru a găsi raza acestui cerc, să considerăm 
poziţia particulară a coardei AB şi anume aceea ce O A 
unește vârfurile A şi B ale elipsei (Fig. 42). Raza 
cercului este perpendiculara OM. Din triunghiul drept- Fig. 42, 
unghic AOB, avem 

SM OA?0B2_ 042,082 o 2.8 1 Lui 
2 = Puii OS 9 = = — OM" = AM.BM= OM zii: 5 gi” AB AB  OA210B2! 

astfel că raza cercului este dată 

în funcţiune de semiaxele a şi b 

ale elipsei. 

$ 26. 'Teoremele lui Graves şi 

Chasles asupra arcelor elipsei. 

, 1 Fie AM şi AM, tangentele 
duse din A la elipsa (M) 

(Fig. 43). Dacă punctul A 

se deplasează pe elipsa (A) 

omofocală cu (M), se ştie că 

tangenta în A la (A) este bi- 

sectoarea AT exterioară a un: 

Fig 43. ghiului MAM, a tangentelor, 
căci se cunoaşte proprietatea conicelor omofocale, că tangentele duse din 

T    
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acelaş punct la conicele omofocale admit aceleași bisectoare şi aceste bi- 
sectoare sunt tangentele în acest punct la cele două conice omofocale ce 
trec prin acel punct, 

Urmează că unghiurile « şi a, ce le fac AT cu direcţiile MA şi 
M.A sunt suplimentare, căci XM,AA'=— a, AA” fiind bisectoarea unghiu:- 
lui MAS. Deci 

aha =m, Cosa cos, =0, 

Considerând tangentele duse la conica (M) dintrun punct A? infinit 
vecin de A pe conica (A), vedem că, dacă unghiul elementului MM! cu 
MA tinde către zero, şi prin urmare cosinusul său tinde către 1, unghiul 
lui MM, cu MA tinde către m şi prin urmare, cosinusul său tinde către —]. 

Aplicând proprietatea relativă la variaţia unui segment [No. 18, 35, 
formula (13)], avem pentru segmentul MA, pentru care unghiurile f şi % 
din formula (13) sunt aci egale cu a şi O, 

(20) : MA) = d(A)cosa—a4M). 

Pentru segmentul M, A, pentru care unghiurile 8 şi y din formula (13) 
sunt respectiv &, şi 7, avem 

a(M, A) = a(A)cosa,+d(M,). 

Adunând această formulă cu (20), obţinem 

MA) + (MA) = d(M,)— (M) = dare MM), 
pe care integrând-o, găsim 

MA + M, A —arc MM, = const, 

Deci, diferența dintre suma tangentelor duse dinir'un Puuct al ehip- 
sei (A) la elipsa omofocală (M), şi arcul acestei ehpse (M) cuprins între 
Punctele de contact, este constantii. Aceasta este teorema lui Graves. 

2 Să presupunem acum că conica (A) omofocală cu elipsa (M) să 
fie o iperbolă (Fig. 44). 
Tangenta în A este bi- a / AT 
sectoarea interioară a un- 22 
ghiului MAM, ; în acest PA 1 &] 
caz, unghiurile « și a, pe , 
care le face AT  respec- 
tiv cu MA şi M,A, fac 

360% şi avem 

  

a-l-a, == 2m, cosa = cosa,. 

Dar, unghiurile y din 
formula (13) (No, 18), care 
sunt aci unghiurile luni Tie. 44 
MM! cu MA şi al lui M,M, E 
cu MA, tind amândouă către z când A” vine în A, şi deci cosinusurile 
lor tind câtre —1, Aplicând formula (13) (No 18) pentru MA si MA, avem 

AMA)=d(A jeosa-- AM), GM, A)=A(A)cosa, + d(M,), cosa=cosă,. 
Scăzând aceste două relaţii, obținem 

d(MA) — AM, A) = d(M) — 4(M,). 
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Notând cu R punctul de intersecţie al iperbolei (A) cu elipsa (M), 

avem 

d(MA) — 2(M, A) = atarcR M) — dțarcRM,) 

Integrând şi observând că integralele ambilor membrii se anulează 

deodată când punctul A vine în R, avem 

MA — M,A = arc RM —arcRM,. 

Deci, diferența lungimilor tangentelor AM şi AM, duse dinlrun 

Punct A la elipsa (M) este egală cu diferența arcelor determinate între 

Punctele de contact Ni şi M, de punctul unde elipsa (M) este întâlnită de 

iferbola omofocală ce trece prin A. Aceasta este teorema lui C/asles. 

27. Determinarea centrelor de curbură ale conicelor (!). [. £lipsa. 

1* Normala într'un punct oarecare Mal unei conice fiind bisectoarea unghiului 

FME” (Fig. 45) 

S - (E şi F” focarele) 

———— . ale razelor vec- 

M toare, se ştie 

(o. 19,2%) că cen- 

trul de curbu- 

H ră m este con 

F N F A jugatul armonic 

Ţ albi M în ra- 

pori cu punctele 

m f şi f' de inler- 

Secfie ale nor- 

P malei în M cu 
P ferfendicularele 

în F şi F* pe 

MEF şi MF” (căci 

f înfăşurătoarele 
laturilor MF şi 

ME” ale unghiu- 

ai
 

  
Fig. 45. 

lui MFM' sunt punctele F şi F%). 

Aşa se găseşte centrul de curbură al elipsei când se cunosc focarele. 

2 Se poate găsi o altă construcţie pentru centrul de curbură al 

elipsei. Ştim [No. 20, Exemplu], că N şi P fiind punctele unde normala 
2 

în M tae axele elipsei (Fig. 45), avem Mt, a şi b fiind semiaxele 

elipsei. 

Însemnând cu + şi 4 punctele unde perpendicularele în P la OP şi 

în N la ON tae norimala la infăşurătoarea lui NP (adică perpendiculara în 

mm la NP), avem [No. 18, Aplicația 4%] 

mu __ MN e) 2 = MB: 

Fie T şi S punctele de intersecţie ale axelor elipsei cu tangenta în 

M, perpendiculara pe MN. Triunghiurile asemenea N şi NMT, de o 

  

(i) A se vedea, M. d'Ocagne, în L'Enseignement malhemalique, 1915 (p. 307). 
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parte, 74pP şi MPS, de alta, dau 

in UN mb mb 
MN "MT: MP MS 

Împărțindu-le şi observând (21), avem 

mn MP _ N MS 
mp MN o mmP MT? 

N __ MT 

(22) mb MS! 
În punctul N să ridicăm perpendiculara NK pe MN, care tae dia- 

metrul OM al punctului M în H. Avem 

MT _ HN, 
MS HK 

Comparând această egalitate cu (22), rezultă 

mIN _ EN 
mP HK? 

relaţie care probează că Hz este paralelă cu KP, adică perpendiculară 
pe OA. 

Se obţine, deci, construcţia următoare a lui Mannheim. Prîș punctul 
N unde normala MN tae axa OA, ridicăm la această normală o Berpen- 
diculară ce tace diametrul OM în punctul H. Perpendiculara din acest Bunct 
pe OA tae normala MN în centrul de curbură căutat. 

3 Să presupunem că vrem a găsi ceufrul de curbură întrunul din 
vârfurile elipsei. Din formula generală Fig. 46) 

  

    

  

MN_& 
MB > ai B 7 

se vede că în vârfurile axei mari, când M YV 
tind către A, MN tinde către normala infinit O|N A 
vecină de AO şi deci punctul N al lor de in- a 
tersecţie este centrul de curbură în A, astfel P 
că MN tinde către raza de curbură în A. Din 
formula de mai sus, avem 8 

, b. d b b 
lim MN= alim MP= 1 0A= a= 2 Fig. 4. 

expresiune care dă raza de curbură în A. La fel se vede că raza de 
3 3 a 

curbură în B este >. 

Construcţia o facem astfel. Considerăm dreptunghiul OATB format 
de OA, OB şi tangentele la elipsă în vârfurile A şi B. Perpendiculara 

din T pe AB tae axele OA şi OB în a şi 8. Din triunghiurile asemenea 

OAB, ATa, BȘT, avem 

OB _ Aa _BT 
OA AT BB? 

N. Abramescu. — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală, 4          
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de unde 

OB.AT & OA.BT__ a 
Ano Oa a Bi= og =, 

ceea ce probează că centrele de curbură în A şi B la elipsă sunt punc- 
tele « şi f. 

II. Jferbola. Se poate întrebuința o construcţie analoagă cu prima 
dată la elipsă, în cazul când se cunosc focarele. Avem, însă, şi următoarea 

construcţie. Fie M un punct al iperbo- 
lei cu asimptotele Ox şi Oy (Fig. 47). 
Tangenta în M la iperbolă este dreapta 
ST dusă prin M, care, mărginită la 
asimptote, are mijlocul său în M. 
Normala în M este perpendiculara în 

  

M pe ST. 
z M fiind mijlocul lui ST, cenrrut 

Fig. 47. de curbură m este [No. 18, Aplica- 
ţia 4%] zpișlocul segmentului st din normala în M, cuprius între perpendi: 
culavrele ridicate în S şi T ze Ox şi Oy. ! 

Să considerăm acum cazul îferbolei echilalere. Unghiul asimptote- 
lo Ox şi Oy este drept (Fig. 48), astfel că bi- N 
sectoarea ON a unghiului +Oy este axatrans- Y| 
versă a iperbolei echilatere. Fie N punctul unde 
această bisectoare tae cercul de diametru ST. 
Unghiurile SON= NOT, apoi, M fiind mijlo- $ 
cul lui ST, MN= OM, ca raze ale cercului. 
ST fiind tangenta în M la iperbola echilateră, Q 
MN este normala în M, astfel că, M fiind un 
punct al iperbolei echilatere cu centrul O,nor- 
mala în M tae axa transversă a iperbolei (bi- 
sectoarea ON a unghiului +0y) în punctul N, 
în aşa fel că OM= MN. De aci, un procedeu de a construi normala într'un 
punct M al iperbolei echilatere; cercul cu centrul în M şi raza OM, taea 
doua „oară axa transversă în N, aşa că normala în M este MN. 

Aşa fiind, să considerăm un punct M al iperbolei echilatere cu axa 

—3
 

Fig. 48. 

y transversă OA ; se construeşte nor- 

mala MN, care tae axa netransversă 
M H în P (Fig. 49). Avem OM=MN=MP. 

i 
Deci, normala PN are mijlocul său 
în M, punctul M divide segmentul PN 

O M A întrun raport constant, se poate aplica 

acelaş procedeu ca şi la elipsă pen: 
NA tru găsirea centrului de curbură în M, 

şi anume, se ridică în punctul N unde 
r normala tae axa o perpendiculară pe 
Fig. 49. normală ce tae în H diametrul OM 

al punctului M ; perpendiculara din H pe axa OA tae normala în m cen- 
trul de curbură în punctul M al iperbolei echilatere. 

Se poate mai mult simplifica această construcție, Să ducem din 74 
perpendiculara M, pe OM. Unghiurile MmH=MH ca fină compli- 
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mentele unghiurilor egale MNO, MON. Triunghiul MH7n este isoscel, tri- 
unghiurile MM, == MEN, deci MM, = MN. Cum OM = MN, rezultă OM= 
MM,, deci, se Prelungeşte OM cu o lungime egală MM.=OM, ferpendicu- 
iara în M, pe OM zae normala MN în centrul de curbură m. 

Când punctul M este vârful unei iperbole oarecare (Fig. 50), se vede, 
din figura 47, că tangenta ST este perpendi- 
culară pe axa iperbolei, care devine normala S - 
la vârf, iar punctele s şi 7 se confundă cu cen- OAK 
trul de curbură mp. Deci, centrul de curbură Ra 
într'un vârf al unei iperbole oarecare, se ob- Ţ 
ține ducând tangenta la vârf care tae asimp- 
totele in S şi T. Perpendicularele în S şi T Fig. 50. 
pe asimptote se iae în centrul de curbură &. 

În cazul iperdolei echilatere, unghiul SOT este drept, figura «SOT 
este pătrat, deci « este simetricul lui O faţă de A şi deci centrul de cur- 
bură în vârful unei iperbole echilatere este simetricul centrului în raport 
cu vârful iperbolei. 

Observare. Dacă punctele M şi 7u sunt date (Fig. 49), locul punctu- 
lui M, este cercul descris pe Mzu ca diametru, iar acela'al punctului O 
este cercul simetric a] precedentului în raport cu punctul M. Avem deci 
următoarea proprietate: Locul centrelor iperbolelor echilatere având în 
Punctul M un contact de ordinul al doilea cu o curbă dată, este un cerc 
având ca diametru simetricul în rapori cu M, a razei de curbură în punc- 
ful M la curba dată. 

MI. Parabola. Această curbă se poate considera ca un caz particu- 
ar al conicelor cu centru, presupunând că unul din focare este aruncat 
la infinit (Fig 51). F fiind focarul şi A directoarea parabolei, se ştie că 
normala în M este bisectoarea unghiului format de dreapta FM cu para- 
lela din M la axa parabolei (perpendiculara pe directoare). 

Ducând această bisectoare, se ştie că centrul de curbură 7 este 
conjugatul armonic al lui Mîn raport cu punctele f şi f” de intersecţie 
ale normalei în M (această bisectoare) cu perpendicularele în focarele F 

şi F” pe dreptele FM şi F'M. Cum 
M F“ este presupus la infinit, perpen- 

H  diculara în F” pe F'M tae normala 
la înfinit. Deci punctul /” este la 
infinit pe normală şi conjugat ar- 

monic cu f în raport cu M şi n, 
F adică f este mijlocul lui Mza. Cum 

f este construit, centrul de curbură 
£ m la paraboiă este simetricul lui 

M faţă de f. 
Se poate face şi altfel această 

construcţie, Fie G simetricul lui M 
G | m faţă de F ; perpendiculara în G pe 

MG tae normala în 74, centrul de 

curbură. 

  

  
Fig. 51. 

Putem da altă interpretare acestei construcţii. Fie N punctul unde 
normala în M tae axa parabolei, care este paralelă cu MH (Fig. 51). Deci 

4*                
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unghiurile FMN=FNM, căci MN este bisectoarea unghiului FMH. Rezultă 
că FN=ME şi cum FG=MF, urmează că, MF=FG=FN, deci F este cen- 
trul unui cerc ce trece prin M, N, G, cu diametru MG, sau că unghiul MNG 
este drept, adică NG perpendiculară pe MN. Punctul 74 fiind pe bisectoarea un- 
shivlui GMH, care este înăltime în triunghiul GMH, urmează că Gm = mH, 
GM=MH, deci triunghiurile MGz=MHsn. Dar unghiul MG fiind drept, 
urmează că şi egalul său MHop să fie drept, adică Hzp perpendiculară pe 
MH, sau pe axa parabolei, 

De aci rezultă următoarea construcţie pentru centrul de curbură în 
M la parabolă. Fie N functul unde normala în M tae axa Parabolei, H 
Banciul de intersectie al paralelei la axă dusă prin M cu ferpendiculara 
în N pe normală. Ptrpendiculara din H pe axă tae normala în centrul de 
curbură, 

În caz când punctul M este vârful parabolei (Fig. 51), N tinde către 
punctul de intersecţie al normalei la vârf cu normala infinit vecină, adică 
centrul de curbură & la vârf. Dar, avem necontenit MEF = FEN, deci focarul 
F este mijlocul distanței de la vârf la centrul de curbură &. Deci, centrul 
de curbură în vârful parabole, este simetricul vârfului în raport cu focarul. 

28. Tractricea (”) este curba (M) ale cărei tangente mărginite de la 

punctul de contact M până lao 

curbă dată (A) au aceeaş lungi- 

me, adică MA=const. (Fig. 52). 

Centrul de curbură zip al 

(4) curbei (M) este (No.18,2%) in- 

tersecția normalei în M la acea- 

(M) stă curbă cu normala în A la 

4 curba (A). 
p «a M A Centrul de curbură zi, al des- 

p făşuratei curbei (M) depinde de 

centrul de curbură a al curbei 

(A). În adevăr, să considerâm 
triunghiul MA, căruia să-i aplicăm metoda lui Mannheim [No. 21]. În- 
semnând cu a' intersecţia normalei în 7 la desfăşurata curbei (M) cu 
normaia în a la desfăşurata curbei (A) (adică perpendiculara in a pe A), 
avem 

       
  

Fig. 52. 

AM) _ Ma d(A) __ Aa dm) PI, 

dA) "Am? dun) ma” AM) Nm 
  

„ Înmultind aceste relaţii, rezultă 

1 2 AZ: mm Aa _ ma 

Am.ma'” Am mm, 
  

Fie & punctul de întâlnire al lui aa! cu MA şi p intersectia aceleaş 
drepte MA cu perpendiculara în 7 pe Am. Avem 

Aa — Aa 
Am Ap? 
  

(i) A se vedea, M. d'Ocagne, 7heorie gcometrigue du virage ă bieyclette (Gene Cioil, 
t. XXIX, 1896, p. 140).  
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deci 

Aa _ ma! 

An unu? 

relație care probează că dreapta m, p trece prin a, de unde urmează ur- 

mătoarea construcţie. Se ridică în centrul de curbură m al curbei (M), per- 

pendiculara pe Am ce tae AM înu; dreapla care uneşte acest punct n cu 

centrul de curbură a al curbei (A) trece prin centrul celei de a doua cur- 

buri, m, a curbei (M). 

Să considerăm, în particular, cazul când curba (A) este o linie 

dreaptă X'X si să ne propunem a studia curba (T) Zractrice corespunză- 

toare (Fig. 53). 

Fie mf o tangentă la tractrice mărginită între punctul de contact 72 

şi punctul £ unde tae dreapta OX; avem mi=a=const. Numind cu « 

unghiul Xp, distanţa up, de la mm la OX, este egală cu a sina; aceasta 

7 
descreşte de la valoarea a la 0 când « creşte dela 3 la za. Punctul A 

unde tangenta este perpendiculară pe OX este deci cel mai depărtat 

de OX. mp devine nul 

când m este la infinit, 

deci curba are pe OX ca 

asimptotă şi are două ra- 

muri simetrice în raport 

cu dreapta AO. 

Curbura tractricei. Fie 

mE, mK normalele la 

(T) în două puncte infi- 

nit vecine. Triunghiurile 

dreptunghice îmK, m K 

au prin ipoteză mi=mf ; 

laturile m& şi m'X sunt         
    

echivalente ca având |[i- x x 
mită comună raza de 

curbură în 72. Centrul M 

de curbură în 7 la (1) Fig. 53. 

este (No. 18,2%) la intersecţia normalei în 74 cu perpendiculara în £ pe OX; 
raza de curbură este mM = — a cotga. 

Scriind relația care dă raza de curbură a unei curbe, avem 

(23) dere A m) — a cotga. 

Lungimea arcului şi cuadralura tractricei. Integrând ecuaţia (23), 

avem 

arc Am = -- alog sine, 

care dă lungimea arcului de tractrice. 

Aplicând segmentului m formula (10) (No. 18), care dă variaţia 

unui segment, avem 

dmd = d() cos(r — a) — dim). 

Dar mi=const., deci dmmf)=0. Deci, f descriind dreapta OX, 
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ai) = 05), iar dln)= diare Am), din formula precedentă rezultă 
0 =— — (04) cosa — Dare A7n), 

dare Am) ___ d(04 co 

  
  

da da 
Şi ținând seamă de (23), avem 

— AO4 
=49) Cosa = — a cotga, 

(24) 
dOA___ a , 

da sina 

Să considerăm patrulaterul curbiliniu AOzm şi cel infinit vecin cu el, AO/p. Diferența ariilor lor, care este variația d(AO4p), sau creşterea acestei arii, diferă de aria triunghiului 47/ cu aria zum. Dar 

2 
Cum 704, m'h, sin(da), sau da, sunt infiniţi mici, produsul lor este infinit mic cel puţin de ordinul al treilea şi deci, se poate înlocui d(AOZm) cu aria triunghiului 77. 

aria uk =2mh - hui sin mhm'= L mb . hm sin th = Zmh.hm sina). 

. Z, 1 Z . 7, 1 
1 ! e 

Însă, aria fr =3 hi . ht sintht => (70? — mah) (m? + hm") sin (da)— 

1 1 pp d 3 mi. mt .da, ariahit— 3 da, 

Avem, deci, 

2 (AOHn) = 3 da. 
Integrând, 

a Tr AO =3 (+3) Pi 

care este formula de cuadratură ce dă aria cuprinsă între AO, curbă şi o tangentă oarecare. Făcând «= şi dublând, se vede că aria totală cu- oa , . . ra prinsă între tractrice şi baza sa X'X este egală cu z: 

Desfăşurata tractricei. Din (24) deducem 

da &« dOA = a Zina? O/= a logtg >: 

Din triunghiul dreptunghic Mu, avem 

mt=Mt cos m!M, a=Mi cos (2 — 3) = M&ine, 

Mr/= 2, 
sina 

Faţă de axele OX şi OY, lungimile Or=x, M'=y sunt coordona- tele punctului M, centrul de curbură al tractricei în 7. Avem 

x 

a d a s3= e, sina= —. 
x =a logtg % = Îi sis Yy 

y 
ot 
sina 

    

cn 
a 
t
a
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Dar 

& x 
, 283 a 2 e? 

sina = 2 3 
2 9-- 

1+ tg 2 lea 
X 

Împărţind cu e *, 
a 2 
= > 

y FA 
e î e? 

de unde 
N £ a 

y=0(es =), 

care este ecuaţia curbei chaînette. Deci, desfăşurala tractricei este curba 
chaînelte. ! 

Proprietăţite curbei chaînetle sunt date imediat de cele ale tractricei, 

1 Când a creşte de la = la 2, Or creşte de la 0 la infinit, Mr de la a la 

infinit, curba (C) are convexitatea către OX şi forma din figura 53. 
2 Pentru a găsi normala în M, să ducem din / perpendiculara 7H 

pe normala MN în M. Se vede că în dreptunghiul Mm:H avem MH=m/=a. 
Deci, normala în M se află deseriind din M ca centru un cerc de rază a 
şi ducând din M perpendiculara M? pe XX, iar din / se duce la cerc o 
tangentă /H ce face cu OX un unghi ascuţit. Dreapta care uneşte punc- 
tul M cu punctul de contact H este normala în M la curba chaînette 

3 Să considerăm arcul AM al acestei curbe. Se ştie de la proprie- 
tăţile desfăşuratelor, că chainette fiind desfăşurata tractricei a cărei rază 

  

de curbură în z este R, avem d(M)= dlR). Cum raza R= —acvtga, ur- 

mează că d(M)=g(—acotga)= a da. Aşa dar, raza de curbură în Mla 

chaînette este, conform definiţii, 

AM) _ a 

da sin? 
    1 = 

Prelungind normala în M până tae pe OX în N, din triunghiul MAN, 
avem | | 

ME=MN.MH=MN.a, M=-%, MN= 
sin& sin? 

  

Deci, raza de curbură a curbei chaînette este egală cu normala _li- 
mitată la dreapta OX şi dirijata în sens contrar. 

29. Caustice. Podare. Să presupunem că razele MA, tangente la o 
curbă (A), se refractă pe o curbă (M), astfel că unghiurile « şi Ș, făcute 
cu normala în M la curba (M), de raza incidentă MA şi raza refractată 
MB, să fie legate cu relația 

sinf = n sina, 

„ fiind indicele de refracție (Fig. 54). Curba (B), 'înfăşurătoarea razei re- 
fractate, este zisă caustica curbei (A) produsă de curba dirimantă (M). 

Să stabilim relația dintre punctele A şi B a curbei date şi a caus-      
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ticei sale, Să diferențiăm relaţia dată şi avem 

(30) cosf ZR =— n cosa da, 

Să coborâm din centrul de curbură C al 
lui (M) perpendicularele CH si CK pe MA şi 
MB. Se vede că 

CH = CM sine, CK= CM sinf, 

CH _sina_ 1 
CK sin a 

Egalitatea (30) se poate scrie 

(31) CH cos? di = CK cosa da, 

Patrulaterul MCKH fiind inscriptibil, un- 
ehiurile CKI, CHI sunt respectiv egale cu « 
şi Ș. Să ducem CI perpendiculară din C pe HK; 
avem 

  

  

Fig, 54. 
Hl= CH ecosf, IK= CK cosa, 

şi deci relația (31) devine 

(32) Had = Ra. 
Însemnând cu a, b intersecțiile normalei în M cu normalele în A 

și B la înfăşurătoarele (A) şi (B), să aplicăm formula (17) de la variaţia 
unui unghi (No. 19) şi avem pentru unghiurile a şi $, 

__ Ca. dM)__HA. <(M)   
1 1 Ma—MC la j— O ÎI Ie = aa = ? daj=d(M) (ac iz) MC Ma 14%) = MC Ma OMA . MC 

_ 11 MB=MC um 0: IM) KB. di) db)=aM) (ac — 705) me = M5 = MC M6 MC MB 
Înlocuind în (32) obținem, 

KB. AM) __ „HA. a(M) 
IE e: MB — IE MA.MC ? 

sau 

IH. MA .KB=IK.HA. BM, 
ceea ce probează că punctele A, B, I, considerate pe laturile triunghiului 
MHEK, sunt colineare. : 

Se obţine, deci, următoarea proprietate (!), pe care Cornu a obținut-o 
analitic: Dreapta care uneşte punctele A şi B, unde raza incidentă şi raza 
refractată ating infăşurătoarele lor, trece prin Piciorul | al perpendicu- 
larei coborâte din centru de curbură C al curbei dirimante pe dreapta care 
uneşte picioarele H şi K ale perfendicularelor coborâte din acelaş centru C 
fe cele două raze. 

În cazul reflexiunei, n =—1, razele MA şi MB sunt simetrice în 
  (4) A se vedea, M. d'Ocagne, în AWouvelles Annales de Math. (19i5, p. 505). Pentru alte numeroase aplicaţii, a se vedea, M. d'Ocagne, Sur les adjointes nfinitesimales des cour- bes planes (American Journal of Mathematics, 1889, p. 35 şi 1892, p. 2% ; Nouvelles Annales de Math,, 1900, p. 219; Bull. de la Soc. malh. de France, t. 52, p. 132 şi 395), Theoreme general sur la determination des normales (Wouvlles Annales de Math., 1890, p. 289 şi 1894, p. 501).  
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"raport cu normala MC, dreapta HK este perpendiculară la această nor- 
mală şi punctul I se află pe această normală Q 
(Fig. 55). 

Deci, în acest caz, functul | prin care trece 

dreapta AB este piciorul perpendiculare: cobo- 

râte pe MC din piciorul H al perpendicularei 
coborăle pe raza incidentă MA din centrul de P M 
curbură C al curbei dirimante (M). 

Să presupunem, mai mult, că raza inci- „7 IS 
dentă MA, în loc de a avea o înfăşuratoare J 
curba (A), să treacă printrun punct fix A. 

Construcţia punctului B unde raza reflectată 
MB atinge infăşurătoarea rămâne aceeaş. A N 

Să coborâm atunci ps tangenta în M, la PI K 
curba dirimantă, perpendiculara AP. Locul , 

punctului P (Fig. 55) este zodara curbei (M) C B 
în raport cu punctul A şi se ştie (No. 22,29 

că normala PN la această podară trece prin 
mijlocul ] al lui AM. 

Presupunând că AP tae pe MB în Q, punctul Q este simetricul 
lui A în raport cu P. Curba (Q) este deci omotetica curbei (P) în raport 
cu A şi cum dreapta OM este paralelă cu PN, normala la curba (P), re- 
zultă (No. 22, 3%) că QM este normala în Q (normalele la două curbe omo- 
tetice sunt paralele). Deci, causfica prin refleziune a punctului A în raport 
cu curba (M) este desfăşurata omoteticei în raport cu A, în raportul de 
omolelie 2, a podarei curbei (M) relativ la A. 

Cum punctele omoloage P şi Q ale acestor două curbe omotetice, 
sunt în linie dreaptă cu A, se vede (No.18,40) că centrele de curbură în 
punctele omoloage vor fi în linie dreaptă cu A. Centrul de curbură în 9, 
la curba (Q), fiind B, centrul de curbură R în P la curba podară (P), este 
la intersecția drepiei AB cu normala în P, adică dreapta PN. Deci, urmă- 
toarea construcţie pentru centrul de curbură R al podarei (P): Fie H 
Broecţia pe AM a centrubui C de curbură a curbei (M) şi I proecția pe nor- 
mala în M a punctului H; N fiind proectia pe MC a punctului A, centrul 
de curbură R la podara (P) este la intersecția dreptelor PN şi Al. 

Să aplicăm această constructie la podara cercului C în rafori cu 
p Punctul A (Fig. 56). Ducând CS perpen- mit 

diculară pe AP, se vede că SP=CM, Dă 
raza cercului, o constantă; locul lui : 

M S este cercul de diametru AC. P este 
deci obţinut prelungind raza vectoare 
AS a cercului de diametru AC cu o 
lungime constantă SP, adică P des- 
crie melcul lui Pascal, după însăşi 
definiţia sa, Centrul de curbură în P 
se află astfel: Fie H proecţia lui C 
pe AM; 1 proecţia lui H pe MN, N 

Fig. 30. proecţia lui A pe MC; dreptele PN 
şi Al se tae în centrul de curbură R. 

  

      
Fig. 55. 
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O altă aplicaţie să facem la Podara unei îperbole echilatere, care este o leruniscată a lui Bernoull; (Fig, 57) de acelaş centru şi vârfuri. Se 
ştie că centrul de curbură al iperbolei echi- 
latere în M se obţine prelungind raza vectoare 
AM cu o lungime egală MH; se ia o dreaptă 
ME egal înclinată ca şi AM pe axa iperbolei 
(bisectoarea unghiului %0vy) şi ME este nor- 
mala în M la iperbolă; perpendiculara ridicată 

Yy    

  

       LI H în H pe AH tae normala ME în centrul de 
6 curbură C. 

A << m Revenind la construcţia centrului de curbură 
N a unei podare (Fig. 55), se vede că în figura 57, 
Fig. 57. piciorul H al perpendicularei scoborâtă din 

centrul de curbură C al iperbolei echilatere pe diametrul AM este simetricul lui A faţă de M. Rezultă că dacă se duce din A şi H perpendicularele AN si HI pe normala ME (Fig. 57), centrul 
de curbură R al podarei (P) în P este la intersecţia dreptelor PN cu Al, Însă, din triunghiurile asemenea ARP, RNI, avem 

PR__AP__ MN 
RN IN IN! 

Dar cum A şi H sunt simetrice faţă de M, urmează că N şi 1 sunt simetrice faţă de M şi deci NM= MI, Nl= 2MN şi deci relaţia de mai 
sus devine 

PR _MN_1 
RN IN = 

de unde 

PR=SN PN=3PR, PR= A. 
Deci, raza de curbură PR a lemniscatei este egală cu o treime din normala sa polară PN când polul este aşezat în centrul curbei. 
30. Cicloida. Se zice cicloidă curba descrisă de un punct dat al unui cerc care se rostogoleşte fără să alunece pe o dreaptă X'X (Fig. 58). Fie O un punct al lui B S 

X'X cu care coincide 7 
la momentul iniţial 
punctul M ce se mişcă. N 
Pentru a construi ci- M Me 

, ' cloida prin puncte, se X' O ASA [ O.X va descrie un cerc tan- 
gent la X'X întrun PNL 
punct variabil A, cu o 
rază constantă şi tot.  Y/ K H Y 
deauna de aceeaş parte 
a lui X'X. Se va lua 
pe cerc, de la A către O, un arc AM egal cu segmentul de dreaptă AO; M este un puuct al cicloidei. Curba se compune dintr'o infinitate de bucle consecutive, analoage cu OS0O,, toate egale între ele. Fiecare dintre ele 

  
Fig. 5. 
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admite o axă de simetrie perpendiculară pe OX, căci o buclă poate fi 
obţinută, fie prin rostogolirea cercului, efectuată în sensul 00,, fie prin 
rostogolirea în sensul de la O, la 0. Amplitudinea OO, a fiecărei bucle 
este egală cu 2za, a fiind raza cercului mobil. 

Normala. Fie A şi A” două puncte de contact intinit vecine ale cercului mobil cu dreapta X'X şi M și M” punciele corespunzătoare ale cicloidei. Să ducem de la un cerc la altul MM, paralelă cu OX; avem MM, = AA. De asemenea, 

arc M,M' = arc A'M' — are A'M, = OA” — OA = AA, 
Triunghiul infinit mic MM,M? poate fi considerat ca isoscel, căci MM, = AA' = M,M'; deci unghiurile M, M” ale acestui triunghi au limite egale. Limita dreptei MM, sau tangenta Ja cicloidă, este deci egal incli- nată pe MM, (direcţia OX) şi MW” (direcţia tangentei MT în M la cerc); deci unghiurile TMB = BMM,, adică această tangentă trece prin mijlocul B al arcului MM, ; normala în M trece deci prin A. Aşa dar, normala întrun punct al cicloidei, trece Brin punctul de contact al cercului mobil 

cu dreaptă fixă. 

Curbură. Desfăşurată. Să descriem un cere simetric cu primul în raport cu punctul A și fie P intersecția lui cu normala MA. Să ducem tangenta KY la acest cerc, paralelă cu XX şi fie H punctul ei de inter- secție cu axa SI a buclei considerate. Avem 

arc KP = arc KPA — arc AP= na — arc MA = 01 — OA =AI=RkRH, 

Cum punctul H este fix, rezultă că locul lui P este o cicloidă cu baza Y'Y cu punctul de întoarcere H. 
Dar, tangenta în P la această cicloidă trebuind să treacă prin punctul cercului generator cel mai depărtat de bază, va fi PA, adică nor- mala la cicloida precedentă. Aceasta a doua cicloidă este deci înfăşură- toarea normalelor primei, cu alte cuvinte desfăşurata. Raza de curbură în M este egală cu MP ŞI egala cu îndoitul normaiei în A. 
Deci, raza de curbură a cicloidei este egală cu îndoitul normalei şi dirijată în acelaş sens; desfăşurata este allă cicloidă egală cu prima şi având ca vârfuri punctele de întoarcere ale acesteia. 
Lungimea arcului. Arcul de cicloidă OP, după teoria generală a desfăşuratelor, este egal cu segmentul rectiliniu MP; deci este îndoitul lui AP. Raţionând la fel pentru desfâşurătoare, se vede că arcul SM este în- doitul lui BM. Deci, arcul de cicloidă, cuprins între vârf şi un punct oare- care al curbei, este egal cu îndoitul /angentei în acest punct, socotită de la Punctul ae contact pâuă la tangenta la vârf. Dacă M vine în O, MB de- vine diametrul 2a al cercului mobil; arcul SO are deci lungimea 4a. Aşa dar, lungimea unei bucle întregi este egală cu de 8 ori raza cercului mobil. 

Cuadratura. Fie L punctul de întâlnire al normalei MA şi norma- lei infinit vecine, M'A”. Triunghiurile LAA“, LMM” având unghiul L co- mun, raportul ariilor este egal cu 

LA, LA? 
LM.LM? ? 
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care are ca limită deci, aria triunghiului ALA! este echivalentă cu o 

treime din aria patrulaterului curbiliniu MAA'M'. Urmează că ariile tri- . 
unghiurilor curbilinii finite OVWA şi OAP sunt în raportul 3:1. În parti- 
cular, pentru aria jumătăţii de buclă OSI, avem 

aria OMSI = 3 aria OPHI = 3 (aria dreptunghiului cu laturile OI, 1S— 
aria OMSI), 4 aria OMSL=3, 01.15, 

  aria OMSI== 2 za. da = 2%. 
4 2 

Deci, aria buclei întregi este 2ma?, adică de trei ori aria cerculu 
mobil. 

31, Spirala logaritmică este curba ale cărei tangente MT tae razele 

vectoare sub un unghi constant (Fig. 59). 

/ Ţ Unghiul OMT fiind constant şi una din la- 
turi rămânând tangentă la curba descrisă 

de vârful său M, rezultă (No. 19, Aplica: 

M ţia 10) că centrul de curbură m al spiralei 

O în M este ia intersecția perpendicularei în O 

pe OM cu normala în M (perpendiculara 

pe MT). 

Locul lui z2 este tot o spirală logaritmică, de oarece raza vectoare 
Om face cu tangenta if un unghi constant, egal cu cel facut de OM şi 
MT. Desfăşurata spiralei este însăși spirala dată. 

32. Aria coroanei determinată de un punct al unei coarde de lun- 

gime constantă într'o curbă dată. Fie M un punct determinat pe o coardă 

AB de lungime constantă, mobilă în curba în- 

chisă (C), cu conexiune simplă, astfel că A? 

MA=a, MB=85, suma a-+tb=/=—const. 

(Fig. 60) fiind lungimea coardei. B AO A 
B' A 

i 7R 

Fig. 29 

Fie 1 intersecţia normalelor la curba (C) 

în A şi B. Punctul de contact P al coardei AB 

cu înfăşurătoarea sa este (No. 20) piciorul P 

ai perpendicularei din | pe AB. 

Să ducem prin P poziţia infinit vecină A'B' (C) 
a coardei AB şi fie M' punctul corespunzător 

lui M pe coarda A'B'. Însemnând cu p distanţa 
variabilă AP, se vede că aria infinitezimală 

MM'A'A are ca valoare principală pe aceea a diferenței (PAA'—PMM') 
adică 

Fig. 60. 

D= [pe-a], = (00) dh. 

Deci, aria coroanei cuprinsă între curba (M) şi curba (C), care co- 

respunde la o variaţie a lui 0 de la 0 la 2m, este dată de 

2 

(33) s=a (ra — na, 

0 
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Dar, aria coroanei cuprinsă între curba (C) şi înfăşurătoarea lui AB 
poate fi obţinută, prin integrarea, fie de arii elementare PAA”, fie prin in- 
tegrarea de arii elementare PBB'. Avem deci 

2 2r 
i i 
 lod= 3 (7 — p)26, 

0 o 
de unde 

22 2 

[e3 — (/— p]ad=0, |(2 —/Jd0=0, 
o o 

şi deci 

2 

pd = 

0 

Înlocuind această valoare în (33), avem 

5=— anl — na' = na(l—a0)= na(a-b-a), 

o= nad, 

care dă expresia arii căutate, 

În particular, coroana limitată la curba descrisă de mijlocul coar- 

dei are o arie egală cu aceea a unui cerc având această coardă ca diametru. 

33. Determinarea geometrică a maximelor şi minimelor a unor 

elemente legate de o figură mobilă. Sa presupunem că am putut exprima 
geometric variația unora din elementele unei figuri variabile. Se poate 

observa că, dacă vreunul din aceste elemente trece printrun maximum 

sau minimum, atunci variaţia şa este nulă şi deci, de aci, un mijloc de 

a găsi condiţia geometrică pe care trebue să o îndeplinească acest ele- 

ment. În adevăr, când un asemenea element trece printrun maximum sau 

minimum, este ca şi cum, pentru o variaţie infinit mică a poziţii sale, 

plecând dela aceasta, ar rămâne constant. 

1% De ex,, să considerăm o coardă AA, care închide în curba (A) 

un segment de arie constantă. Când trecem de la poziţia AA, la cea 

infinit vecină A'A“, (Fig. 61), variaţia arii segmentului este diferența arii- 

ISr triunghiurilor infinitezimale MAA, MA,A”,, adică 

| fa 
d = (Ma? — MA at. 

? 

A 
Deci, când variaţia aceasta este nulă, ur- A a 

NI - .. . A mează MA = MA, şi M este mijlocul lui AA,. A 

Dar poziţia M unde se tae două coarde infinit A 

vecine, AA, şi AA”, este punctul de contact 

al coardei AA, cu îinfăşuratoarea sa. IDeci, 

seementul închis ae această coardă trece 

Brintr'un maximum Sau minimum pentru o 

pozitie a coardei care atinge înfăşurătoarea în 

mijlocul său. Sau, o coardă AA, care determină într'o curbă (A) un seg- 

ment de arie constantă, atinge înfăşurătoarea în mijlocul ei. 

Fig. 61. 
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2 Să considerăm alt exemplu. Să căutăm /riunghiul de arie mi- nimum circumscris la o elipsă. Să lăsăm fixe două tangente ce formează triunghiul, AB şi AC, de ex, şi să facem să varieze a treia, BC. Vedem, după cele stabilite mai sus, că elipsa trebue să atingă pe BC în mijlocul ei. Aplicând acelaş raționament celorlalte două laturi, se vede că elipsa trebue să atingă laturile triunghiului ABC respectiv în mijlocul lor. Pentru a construi un estfel de triunghi, vom considera cercul a cărui proecţie este elipsa. Triunghiul circumscris la acest cerc, a cărui proecţie “este ABC, este astfel că punctele de contact ale sale cu cercul coincid cu mijloacele laturilor, ceea ce arată că triunghiul este echilateral. Se vede deci că sunt o infinitate de triunghiuri circumscrise la elipsă, toate de aceeaș arie, care corespund condiţii de minimum. Se zice fohigon semi- regulat circumscris la elipsă, proecţia poligonului regulat circumscris la cercul a cărui proecţie este elipsa. Deci, /riunghiurile semiregulate, cir- cumscrise la elipsă, toate de aceeaş arie, sunt acelea pentru care, printre toate triunghiurile circumscrise la elipsă, această arie este minimă. 3% Se poate, de asemenea, determina /rivnghiurile de arie maximum înscrise în elipsă. Pentru aceasta, să considerăm un triunghi ABC, înscris în elipsă, având baza BC fisă, iar vârful A variabil ps elipsă. Daca ABC este o poziţie corespunzătoare maximului, atunci variaţia infinit mică a arii este nulă pentru această poziţie, aşa că noua poziţie A'BC, infinit vecină a triunghiului ABC, are aceeaş arie cu ABC, adica AA” este pa- ralelă cu BC. Dar AA! tinde la limită către tangenta în A la curbă; deci, BC find fixă, triunghiul ABC corespunde arii maxime când tangenta în A este paralelă cu BC. Aşa dar, un astfel de triunghi variabil, înscris întro elipsă, are o arie maximă, când tangentele în vârfurile sale la curba la care este înscris triunghiul, sunt paralele cu laturile opuse triunghiului. Considerând cercul a cărei proecţie este elipsa, se vede că aceste triunghiuri înscrise în elipsă corespund triunghiurilor din cerc care se bucură de aceeaș proprietate, adică tangentele în vârfuri sunt paralele cu laturile opuse, deci sunt echilaterale (un poligon regulat). 
Se deduce, ca şi pentru cazul precedent, că /riuughiurile Semiregu- date înscrise într'o elipsă, toate de aceeaş arie, suni acelea pentru care, Printre foate triunghiurile înscrise în aceeaş elipsă, această arie este maximum. 

NOȚIUNI DE GEOMETRIE CINEMATICĂ PLANĂ, 
34. Generalităţi, O figură invariabilă, fiind formată dintr'o reunire de mai multe puncte ale căror distanțe mutuale sunt invariabile, Geometria Cinematică are ca obiect studiul pro- prietăţilor geometrice ale traectoriilor descrise simultan de punctele unei figuri invariabile în mişcare. Primele cercetări în acest sens se găsesc la Cauchy şi Chasles, dar intemeetorul Geometrii Cinematice a fost Mannheim, ale cărui rezultate au fost publicate în lucrarea sa, Principes et developpements de Geo- metrie Cinematigue (1894). 
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În Geometria Cinematică se consideră o succesiune con- 
tinuă a poziţiilor ocupate de elementele figuri invariabile ca 
formă, fără să se ţie seamă de timpul întrebuințat pentru a 
trece de la o poziţie la alta. Când se ia în considerare ŞI timpul, 
se trece de la domeniul Geometrii Cinematice la acela al 
Cinematicei pure. 

Este de altfel o legătură între Geometria Cinematică ŞI 
Cinematica propriu zisă. În adevăr, dacă se consideră varia- 
țiunile de poziţie ale figurei mobile, care depinde de un para- 
metru oarecare, se poate, sau să considerăm variațiile infinit 
mici simultane ale diferitelor elemente ale figurei, sau să 
considerăm derivatele lor în raport cu parametrul variabil şi 
figurate geometric. În primul caz, avem Geometria Cinematică, 
în cazul al doilea, când se dă parametrului variabil numele de 
timp, avem Cinematică propriu zisă. 

În general, se consideră că mişcarea figurei mobile de- 
pinde de un parametru variabil. Dar, se poate închipui că an- 
samblul poziţiilor figurei mobile corespunzător la o variaţie 
continuă, depinde nu numai de un singur parametru, ci de mai 
mulţi, că este deci o 7pișcare cu mai mulți parametrii. Să ve- 
dem care este numărul acestor parametrii. 

Un solid, în spaţiu, poate fi raportat la un triedru tri- 
dreptunghic de care să fie invariabil legat, astfel că, pentru 
determinarea poziţii în spaţiu a solidului, trebue cunoscută po- 
ziția acestui triedru, şi anume, trei cantităţi, coordonatele vâr- 
fului triedrului şi alte trei, care să determine direcţiile muchi- 
lor triedrului. În total poziţia unui solid în spaţiu depinde de 
şase parametrii. Se zice că un solid variabil de poziţie în spa- 
țiu, nefiind supus la nici o condiţie, are şase grade de libertate 
(se bucură de a/ şaselea grad de libertate). Dacă trebue să 
satisfacă la o condiţie simplă dată, aceasta însemnează că cei 
şase parametrii care definesc poziţia solidului verifică o relaţie, 
sau, că numărul parametrilor se reduce la cinci (de care de- 
pinde poziţia). Solidul se bucură atunci de a/ cincilea grad de 
libertate şi ansamblul variațiilor continue necesare de a-l face 
să treacă de la una oarecare din aceste poziţii la toate cele pe 
care le poate ocupa, poartă numele de mişcare cu cinci para» 
metrii. 

Se poate uşor extinde definiţia aceasta la cazul a patru, 
a trei, sau doi parametrii arbitrari. În acest ultim caz, punctele 
figurei în mişcare descriu suprafeţe traectorii. În fine, mişcarea 
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cu un parametru corespunde primului grad, este mişcarea 
propriu zisă în sensul obişnuit al Mecanicei. De aceasta ne 
vom ocupa în cele ce urmează. 

În plan, poziţia unei figuri plane depinde de trei para- 
metrii, căci trebue a cunoaşte poziţia unghiului drept, două 
cantităţi, şi direcţia uneia din laturile unghiului, încă o canti- 
tate, deci în total trei parametrii. În plan, mişcarea cu un grad 
de hbertate poate fi determinată dacă se cunosc traectoriile a 
două din punctele figurei mobile. 

35. Deplasare finită. Se zice deplasare, transformarea 
care permite a trece de la o figură (F) din plan la o altă figură 
egală (F). Fie AB, A'B' două segmente omoloage ale figurilor 
egale (F) şi (F”) (Fig. 62). Putem aduce A în A! cu o rotaţie 

în jurul unui punct aşezat pe per- 

pendiculara pe mijlocul lui AA”. 

De asemenea, putem aduce punctul 
B peste B', cu o rotaţie în jurul 
unui punct aşezat pe perpendicu- 
lara pe mijlocul lui BB'. Fie 1 ia- 
tersecţia perpendicularelor ridicate 
pe mijloacele dreptelor AA” şi BB”. 
Triunghiurile AIB, A'IB' au AB= 
A'B', IA=IA'”, IB=IB'; deci sunt 

Fig. 62. egale şi prin urmare unghiurile 
BIA=B'IA”, BIB'=AIA/. Deci, se 

poate trece de la figura (F) la figura (F”) cu o rotaţie în jurul 
punctului |, de unghiul AIA'=BIB”, 

Dacă dreptele AA” şi BB' sunt paralele, se pot întâmpla 
două cazuri, sau AB este egală şi paralelă cu A'B', sau AB 

! 
I 
I 
1 
, 
1 

I 
1 T 

) 
1 

| 
LE 

  

A* 

  

B B' BE---------- 

Fig 63. Fig: 4. 

şi A'B' sunt simetric înclinate pe AA' şi BB'. În primul caz 
(Fig. 63), punctul I este aruncat la înfinit, şi se trece de la  
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figura (F) la figura (F) cu o translație egală cu AA'=BB'. În cazul al doilea (Fig. 64), 1 fiind intersecţia dreptelor AB şi A'B, se trece de la figura (F) la figura (F”) cu o rotaţie în jurul punctului I, de un unghi egal cu AIA”, 
36. Deplasare infinitezimală. Mișcare continuă. Dacă o figură plană (F) se mişcă continuu, fiecare punct M al său descrie o traectorie. Fie (F) şi (F”) două poziţii înfinit vecine ale figurei mobile şi M' omologul lui M. Am văzut că se poate trece de la figura (F) la figura (F) cu o rotaţie în jurul unui punct I (aruncat la infinit dacă rotația se reduce la o translație), iar perpendiculara pe mijlocul lui MM' trece prin punctul |. La limită, această perpendiculară devine normala în M la traec- toria lui M. Deci, pentru o poziţie oarecare a figurei (FE), mor- malele la traectoriile tuturor punctelor sale trec printr un Butuci I, numit centru instantaneu de rotatie al figurei (F) fentru Poziţia considerată. 
După cum punctele unei figuri (F), cu un grad de liber- tate, descriu traectorii, liniile (curbele) cari aparţin acestei figuri admit curbe înfăşurătoare, ale căror puncte de contact voim a le determina. Fie (C) şi (C') Fig. 65) două poziţii infinit vecine ale unei curbe oarecare ce apar- 

ține figurei mobile. Dacă (C) şi (C”) M 
se tae în M', punctul caracteristic (C) 
al curbei (C) [de contact al curbei 
(C) cu înfăşurătoarea sa], este li- 
mita P a punctului M' pe (C). Dacă, (Cc) la fiecare moment, privim punctul 
M' ca fixat pe curba (C”), îi cores- Fig. 65, 

P 

de rotaţie. Aşa dar, la limită, normala în P la curba (C) trece frin centrul instantaneu de rotație. Deci, normalele în Punctele de contact cu înfăşurătoarele ale curbelor ce aparțin unei figuri de formă învariabilă, trec Brin centrul instantaneu de rotație. Aşa dar, punctele caracteristice ale curbelor (C) sunt picioarele normalelor duse la aceste curbe prin centrul instan- taneu de rotaţie. Dacă se cunoaşte, deci, un punct caracteristic al unei linii a] figurei mobile, centrul instantaneu de rotaţie se află pe normala în acest punct. În particular, dacă o linie a figurei mobile trece printr'un punct fix, normala la această N. Abtramescu. — Lecţiuni de Geometrie pură În finitezimalaă. 5 
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linie dusă prin punctul fix conţine centrul instantaneu de rotaţie. 
Aplicaţie. Să considerăm un unghi drept ale cărui laturi MP, MP' 

sunt tangente la o conică (C) de centru O (Fig. 66). Normalele în P şi P” 
la conica (C) tăindu-se în ], normala în M, la curba descrisă de M, este 

MI. Figura IPMP” fiind un dreptunghi, 
M diagonalele PP” şi MI se tae în mijlocul 

P lor w. Dar PP” este polara punctului M 
în raport cu conica (C). Polara punctului 

de la infinit de pe dreapta PP” este locul 

mijloacelor coardelor conicei paralele 
O cu PP“, adică diametrul Ow al conicei 

p! conjugat direcţii PP”. Dar acest punct 
4 de la infinit, fiind pe PP”, polara sa 

Fig. 66. trece prin polul M al dreptei PP' pe 
care se află acest punct; aşa dar, dia- 

metrul Ow trece prin M şi deci dreapta care uneşte punctul M cu mij!o- 
cul w al segmentului polarei sale trece prin centrul O al conicei. Toate 
normalele la traectoria (M) trecând prin O, această curbă este un cere 
de centru O. Regâsim astfel teorema iui Monge: Locul vârfurilor unghia 
rilor drepte circumscrise la o conică este cercul lui Monge (ortophc). 

37. Mișcarea cea mai generală a unei figuri plane în 
planul său. Dacă însemnăm cu (II) planul fix pe care se mişcă 
figura (F), se poate presupune că figura mobilă este desenată 
pe un plan nemărginit ([I,) mereu aplicat pe planul fix (II). 
Dacă, pentru fiecare poziţie a figurei mobile, înțepăm poziţia 
centrului instantaneu I, urma astfel însemnată descrie pe planul 
(Il) o curbă ([) numită fază, iar pe planul (IL) o curbă ([) 
numită rulantă. Vom arăta că mișcarea figurei (E) fe planul 
(Il) poate Ji obfinută prin rostogolirea curbei (L[.) pe curba (|), 
cele două curbe fiind tangente în fiecare moment în centrul 
instantaneu J corespunzător pozitii considerate (1). 

În adevăr, să însemnăm cu / parametrul variabil (care 
poate fi numit timpul dacă voim) de care 
depinde mişcarea care este cu un grad de Li 
libertate. Pentru o valoare dată lui î, cur- 
bele ([) şi ([,) au comun punctul I centrul (Cr) 
instantaneu de rotație corespunzător 4 
(Fig. 67). Fie I' şi 1, punctele pe ([) şi 
([.) care vor veni să coincidă cu centrul , 
instantaneu de rotaţie corespunzător valorii i 
E-FAf a parametrului, pentru care poziţia (Tr) 
planului (Il) va fi notată cu (II,). Trece- Fig. 47. 
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() Cauchy, cel dintâi, a observat aceasta în 1827, iar Chasles, doi ani mai târziu, 
întroducând noţiunea de centru instantaneu de rotaţie, a precizat această teorie. 
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rea de la poziţia ([L,) la (II) se poate face cu o rotaţie Ag în jurul unui punct J' care va tinde către ] în acelaş timp cu / Şi 11; cu această rotație se aduce I, peste I', astfel că punc- tul J' este vârful unui triunghi isoscel cu baza I, şi cu un- ghiul de la vârf egal cu Ao. Aşa fiind, avem 

._ A „Ag 2/Ţ — i Y T', Y T, Ag 21 ] sin 2 â9 „ SI 3 Ap 

7 Ap A Ag A/ Ap ar 
2 

  

  

Ag are limita 1, iar 35 o valoare. finită, pe când 
2 

[pr , „. I [']' tinde către zero. Deci lim oo. 

Întrebuințând notația vectorială, avem 
> > = 
III 1, 

- Se . NR Aa VI adică II”, este diferenţa vectorilor 1/ şi II. Cum a >0, 
întrebuinţând tot notația vectorială, urmează că avem 

- = 
IL IP lim 27 > lim î7! 

Egalitatea acestor două derivate geometrice (viteze dacă 4 este timpul) arată că tangentele în ] la curbele (T) şi ([.) sunt aceleaşi, adică aceste curbe Sunt tangente în |; apoi, că, dacă ds şi ds, reprezintă diferenţialele arcelor ale acestor curbe în I, avem ds= ds şi integrând, pornind de la două puncte co- respunzătoare oarecare (care coincid) ale curbelor (0) şi (T), urmează că s=—s,. Deci, este o rostogolire a curbei ([) fru- lantei) pe curba ([) (faza). 
Se poate vedea, pe cale inversă, că dacă se defineşte mişcarea planului (II,) pe planul (Il) prin rostogolirea unei curbe (L,) pe o curbă ([), centrul instantaneu ește la fiecare moment punctul de contact a] celor două curbe. 
Traectoriile în planul fix a punctelor însemnate pe planul (Il), în mişcarea astfe] determinată, sunt numite rulete, De ex., să considerăm mişcarea segmentului PO de lungime con- 

5*  
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slaută (a-ţ d), care se sprijină cu extremitățile sale P şi Q pe două drepte 

y 

Q   

M   O     

| 
Fig. 68. 

P 
X 

perpendiculare Ox şi Oy (Fig. 68). Un punct 

M al segmentului, definit astfel că QM=a, 
MP=b, descrie o elipsă cu centrul O şi cu 

axele Ox şi Oy. 

Centrul instantaneu de rotaţie este 

punctul I de intersecţie al perpendiculare- 

lor în P şi Q pe Ox şi Oy. De oarece 

OI = PQ, locul punctului I pe planul fix 

este cercul cu centrul O şi raza (+5). 

Deci baza este cercul de centru O şi raza Ol=a-ă. 

Faţă de segmentul PQ, locul punctului I este cercul descris PQ ca 

diametru, cu raza pe jumătate ca a primului cerc. Rulanta este deci cer- 

cul de diametru PQ. 

Mişcarea figurei se face prin rostogolirea cercului de diametru PQ 

în interiorul şi pe cercul cu centrul O şi cu raza îndoită ca a primului. 

38. Centrele de curbură ale traectoriilor punctelor 
figurei mobile. Fie M un punct invariabil legat de curba ([,) 
care se rostogo- 

leşte peste curba 

([) (Fig. 69). Nor- 
mala în punctul M 

la traectoria sa (M) 

este dreapta MI 

care-l uneşte cu 
centrul instantaneu 

de rotaţie I, punc- 
tul de contact al 

bazei (L) cu rulanta 
([,. Vom presu- 

pune că aceste 

curbe au curburile 

de acelaş sens şi 

că deci razele lor 

de curbură Is şi Iz, 

sunt de acelaş 

semn. 

Să căutăm cen- 

trul de curbură n 

al curbei (M). În- 

semnând cu a(]) şi 

d(M) diterenţialele 

  
(i 

     N 
Fig. 69. 

arcelor descrise simultan de punctele 1 şi M pe curbele (1) şi 

  al
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(M), fie N punctul de intersecţie al normalei în I la curba ([) 
cu normala la infăşurătoarea dreptei MI, adică cu perpendicu- 
lara în 4 la MI. Avem (No. 17) 

| d) _Me 64) 20 IN 
Pe de altă parte, do fiind unghiul de rotaţie infinit de 

mică în jurul lui |, avem 

(35) A(M) = IMaqo. 

Dar, această rotaţie infinit de mică aduce tangenta în 
punctul I,, infinit vecin de | pe ([.), să coincidă cu tangenta 
în punctul I, infinit vecin. de ] pe ([). Deci, notând cu dd, şi d) unghiurile de contingenţă respective ale curbelor (T) şi (D), avem 

_ 
ad, — 0 — do, 

Însă 

d poa) d0,= Ti » d0=— IL ) 

astfel că relaţia precedentă devine 

40 _dD_ (2-1) 
Il, IE =do, d) (i IL] do, 

Înlocuind în această formulă pe 2(M) ŞI Al) cu valorile 
lor din 134) şi (35), avem 

My 1 1 36 = =]. (66) IN IM ( i) 
Fie H conjugatul armonic al punctului 7 în raport cu 

extremităţile diametrului 1] al cercului osculator la ([,). Avem 
2 1 1 2 11 
OT TIR arti: 

4 

(87) 
Loga 
IL TIR? li le IH 

Egalitatea (36) devine 

Mu _IM 

Ducând prin p paralela „K la IN, avem 

IM _ +M 

IE uk”  
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şi comparând cu relaţia (38), rezultă 

Mu Ma 
IN uk” 

adică figura nKIN este un paralelogram şi că IK, paralelă cu 
WN, este perpendiculară pe Mi. 

IN = uk, 

De aci urmează construcţia punctului p. Se ia conjugatul 

armonic H al centrului de curbură i al bazei ([) în raport cu 
extremitățile ahametrului |] al cercului osculator al rulantei ([). 
Se za punctul de intersecție K al lui MH cu perpendiculara 
ridicată în | pe ML. Centrul de curbură nu este la intersecția 

dreptei MI cu paralela dusă din K la li. 

Să căutăm a simplifica această construcție. Pentru aceasta, 
să ducem Mz, care tae uK în Î. Avem 

  Aurul Ip 
ASH 

sau, pentrucă punctele H şi : sunt conjugate în raport cu cer- 

cul de centru î, şi derază î,1 (2, l2=—7,H.î0), 
î_i 

AK dl 

ceea ce arată că dreptele A, pi şi KI se întâlnesc în L, care 
probează că punctul L se găseşte pe dreapta ul. de unde ur- 

mează construcţia lui Sazary: Centrul de curbură u al lraec- 

Zorii punctului M este la intersecția normalei ML şi a dreptei 
care uneşte centrul de curbură i al bazei cu punctul de inter- 
sectie al perpendicularei ridicate în | pe MI cu dreapta care 

uneşte centrul de curbură î, al rulautei cu punctul M. 

Observare. Să găsim locul punctelor M, care pentru po- 

ziţia considerată, trece printr'un punct de inflexiune ale tracc- 
toriilor lor. Pentru aceasta, trebue ca p şi deci şi punctul K 
(Fig. 69) să fie la infinit, adică MH perpendiculară pe ML. Atunci 

unghiul HMI este drept şi locul punctelor M este cercul de 

diametru IH. De aceea acest cerc se zice cercul inflexiunilor. 
De asemenea, Mp este nulă, numai când M şi p se confundă 
în Î, adică M să fie pe rulanta (|). 

39. Centrele de curbură ale înfăşurătoarelor liniilor 

figurei mobile. Determinarea centrului de curbură al înfăşu: 
rătoarei unei curbe antrenată de planul (Il,) se aduce imediat 

la cazul unei simple traectorii cu ajutorul următoarei observări.
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Punctul caracteristic N al curbei (C) antrenată în rostogolirea lui ([,) pe ([), adică punctul unde îşi ui atinge înfăşurătoarea sa (N), este pi- | 
ciorul normalei IN dusă la această 
curbă prin centrul instantaneu | 
(Fig. 70). De asemenea, în poziţia 
infinit vecină (C”), punctul caracte- 
ristic este puntul N” al normaleil/N” 
la curba (C”). 

Considerând desfăşurata (D) a 
curbei (C), antrenată odată cu ea, 
normala IN o atinge în M, centrul 
de curbură a lui (C) corespunzător 
punctului N. În poziţia infinit ve- 
cină, I'N' atinge desfăşurata (D”) 
în M',, centrul de curbură al lui (C'), 
corespunzător lui N”. Dar, dacă 
presupunem că am însemnat punc- Fie 2, tul M pe (D), acest punct a venit în M' infinit vecin de M', pe D' şi normala în M' la traectoria (M) a acestui punct în- semnat este I'M. 

Deci, centrul de curbură a] înfăşurătoarei (N) este limita punctului de întâlnire p, a lui IN şi IN”, după cum centrul de curbură al curbei (M) este limita punctului de întâlnire p” a lui IM cu IM. 
Din triunghiurile IM'M”, şi I''p'., avem 

MMA IM pt 1, 
sin i O sin M” sin sin p De unde 

    

  

  

pp _ Tu sin M 
MM, TM, sing”! 

Dar, în membrul a] doilea ambii factori tind către limite finite (observând că unghiurile M' şi w' sunt doi infiniţi mici de ordinul întâi). Deci, amandoi termenii ai fracţii primului membru sunt de acelaş ordin. Aşa dar, p'p', este infinit mic ca şi M'M', şi limita. lui W' este aceeaş ca limita lui p'. Deci, ceu- frul de curbură al înfășurătoarei. (N) este tocmai centrul de curbură a traectorii (M) descrisă de centrul de curbură M al curbei (C). 
Dacă presupunem că curba (C) este o dreaptă, ar părea, la prima vedere, că teorema nu se poate aplica, căci centrul 
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de curbură M al acestei drepte este aruncat la infinit. Vom 
arăta că, în acest caz, punctul y tinde către o poziţie determi- 

nată la distanţă finită. Pentru aceasta, să observăm, că, după 
prima construcţie a centrului de curbură 
w corespunzător lui M (No. 39), când acest 

punct M se depărtează la infinit pe IM 
(Fig. 71), punctul K devine. piciorul per” 

pendicularei coborâte din M pe IK şi se 

găseşte prin urmare pe cercul de diametru 

IH. Pe de altă parte, punctul p este al 

M o 

K _ . . 
patrulea vârf al paralelogramului construit 

pe IH şt IK. 
Deci, /ocul punctelor pn corespunzătoare 

punctelor M de la înfint (prin urmare 

u centrele de curbură ale înfăşurătoarelor 

  

  dreptelor figurei) este cercul simetric în 

Fig. 71. vapori cu | al aceluia descris pe LH ca 
diametru. Acesta se zice cercul rebrusmentelor. 

40. Aplicaţie. Centrul de curbură la curba capa('), locul vârfului M 

a unui unghi drept a cărei o latură ircce mereu prin punctul, fix O (Fig. 12), 

fe când un punct A Y 

însemnat pe o latură 

(MA=—a) farcurge o 

dreaptă fixă trecând M 

prin punctul O. Luând 

aceasta dreaptă ca Oz, 

origina O, perpendi- 

culara în O ca Oy, 

ecuația curbei este . 

W(a?-y3)=a2xc2, 

Simetrică în raport 

cu axele, tangentă la 

Oy, asimptotele fiind Fig. 12 

y=ta (duble), curba este unicursală. 

Perpendiculara în O pe OM (normala la înfăşurătoarea acestei laturi) 

şi perpendiculara în A la OA (normala la locul lui A), tăindu-se în |, 

centrul instantaneu de rotaţie a! unghiului drept mobil, normala în M la 
Capa este MI. Centrul de curbură este punctul p unde MI atinge înfășu- 

rătoarea, 

Dar, raza de curbură a infâşurătoarei lui OM redusă la O, este nulă; 

punctul O aparţine deci cercului rebrusmentelor al înfăşurătoarelor drep- 

telor şi prin urmare, simetricul său P în raport cu 1 este pe cercul in- 

flexiunilor a traectoriilor. Dar a doua extremitate H a diametrului lui [, 

  

  

  d
 

  

(i) A se vedea, M. d'Ocagne, Nouvelles Annales de Mathemaligues (Janv. 1935, p. 153).
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în cercul inflexiunilor, este pe Oz (toate punctele lui Ox fiind de inflexiune pentru că traectoria lui A este rectilinie); rezultă că H este la intersecția lui Ox cu perpendiculara în P pe OP. Odată H obținut, se duce MH ce tae în K perpendiculara în 1 la MI, paralela din K la IH trece prin cen- trul de curbură u în M la capa. 

41. Epicicloide (1). Când baza (T) şi rulanta ([,) sunt cercuri, traec- toria a oricărui punct invariabil legat de cercul ([,) este o epicicloidă. Se vede că pentru un cerc de rază 7, orice epicicloidă este definită prin ur- mătorii parametrii: 10 raportul p al razei 7, a cercului (T,) către raza ș a cercului (I), luat cu semnul + sau —, după cum cele două cercuri sunt tangente interioare sau exterioare; 2 raportul 8 a distanței cuprinsă între 
punctul considerat (mobil) M si centrul ș, al cercului (T,) la raza acestui cerc, raport care totdeauna poate fi 'uat pozitiv alegând ca rază jumătatea 
de dreaptă ce porneşte din î, şi se dirijează către M. 

Presupunând că 3 este egal, superior sau mai mic de cât 1, epici- 
cloida este ordinară, alungită, sau scurtată. 

Când p este pozitiv şi mai mic de cât 1, se dă curbei numele de 
Ayfocicloidă. 

Dacă ș=—0, aceasta nu poate să aibă loc (când se exclude soluţia 
7.=0, ceea ce ar da un cerc) de cât dacă r= O, adică dacă baza este o 
dreaptă, în care caz curba se zice cicloidă. 

Dacă p— co, adică 7, >, avem o desfăşurătoare a cercubii. 
1 Construcţia lui Savary se aplică la centrele de curbură a epi- 

cicloidelor, punctele ; şi 4, fiind în acest caz centrele cercurilor (T) şi (T,). 
În cazul epicicloidei ordinare, M fiind 
un punct al cercului (I,) (Fig. 9), 
punctul L din figura 69 devine dia- 
meiral opus lui M în cercul ([,), Dar, M 
din triunghiul MI4,, tăiat cu transver- 

    
  

sala Liu (Fig. 73), avem u 

Di Li M L îi LM ul , 
Dar Y 

lar, il 1/5 îi rr LMT 3” 

astfel că relaţia precedentă dă Fig. 73. 
(7, — 

EM — ar. Const. 
Iu 

Aşa dar, centrul de curbură p divide normala ML întrun raport constant. Deci raportul Iu: IM este totdeauna constant, aşa că /ocul cenfye- lor de curbură p corespunzătoare, la fiecare momeni, diferitelor puncte M ale cercului ([,), este tot un cerc. | 
20 În cazul câna cercui (£,) are diametrul egal cu raza cercului () (Fig. 74), cercul (T,) trece necontenit prin centrul ș al cercului ([). Apli- 
  (î) A se vedea, M. d'Ocagne, Z'e/ude feometrigue sur la rectification et la gquadrature des epi — et hypoeyeloides (Nouvelles Annales de Math., 1915, p. 533). De asemenea, ]. Le- maire, Hypocyeloides et ebicyeloides (Vuibert, 1929).
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când construcţia lui Savary pentru centrul de curbură corespunzător unui 

punct M, al cercului ([,), atunci L, din figura 69 devine diametrul opus 

lui M, în cercul (T,) (Fig. 74) şi sL, este pa- 

ralelă cu M,I; punctul y de intersecţie al 

SU dreptelor M,I şi L,s este la infinit, centrul 
< de curbură p este aruncat la infinit, raza de 

curbură în M, este infinită. Cum această 

- proprietate este verificată pentru orice punct 

Fig. 14. al cercului al doilea. 

Este asemenea uşor de văzut ce fel de epicicloidă descrie un punct 
M oarecare legat de cercul (T.). Fie L,, M, extremităţile diametrului cercului 

T, şi care trece prin M. După teorema precedentă, locurile descrise de 

M, şi L, sunt doi diametrii perpendiculari sM,, îl, ai cercului ([). Cum 

L,M, este diametrul cercului ([,), deci o constantă, M este un punct al 

unui segment I.M, de lungime constantă ce se sprijină pe două drepte 

perpendiculare, deci descrie o elipsă. 
Observare. Pentru ca o epicicloidă să. prezinte puncte de inflexiune, 

trebue (No. 39, Observare) ca cercul de centru î, ce trece prin punctul M 

(însemnat), să tae pe îi, între punctul I si punctul H conjugatul armonic 

al lui i în raport cu extremităţile 1 şi | ale diametrului lui ([,) trecând 

prin 1 (Fig. 69). În cazul cicloidei, punctul H coincide cu î,; şi se vede 

deci că pentru ca această curbă să aibă puncte de inflexiune trebue ca să 

fie turtită. 

CURBELE STRÂMBE. 

NOȚIUNI INTRODUCTIVE. 

42. Infiniți mici. Metoda infinitezimală constă în a înlocui 
cantitățile infinit mici variabile care figurează, cu alţi infiniţi 
mici echivalenți, pe care îi alegein astfel ca să se simplifice cât 
mai mult raţionamentul şi calculele. Aceasta o putem face uşor 

dacă ţinem seamă de următoarele proprietăţi. 
10 Un segment rectilniu infinit mic este echivalent cu 

proectia sape un plan sau pe o axă care face un unghi infinit 
mic cu directia segmentului. În adevăr, fie AB segmentul din 
spaţiu, AB' proecția sa pe o axă sau un plan ce face cu di- 

recţia segmentului unghiul 6; avem 

AB' = ABcos. 

Dar 0 fiind infinit mic, cos? este echivalent cu 1, deci 

proecţia AB' şi segmentul AB sunt echivalenți. 

M, pe traectoria sa, locul lui M, este o 

dreaptă, care trece neapărat prin punctul î. 

Regăsim teorema lui Za Mire: Orice punct 

„ a unui cerc ce se rostogolește în interiorul 

unui cerc de rază dublă, descrie un diametru 
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2 Un unghi variabil infinit? mic este echivalent cu proecția sa pe un plan care face cu Planul acestui unghi un Unghi în- Finit mic. În adevăr, fie 6 unghiul făcut 8 de planul unghiului ABC (Fig. 75) cu | planul de proecţie şi B'A'C! proecţia 
acestui unghi. 

4 Să luăm pe laturile unghiului dat lun- ! C gimile AB=c, AC=5 şi fie 6, Y unghiu- 
rile ce le fac respectiv AB şi AC cu 
planul de proecţie. Avem 

A'B' = AB cosf= ccosă, A'C'= bcosy. 
Ştim că 

(1) aria A'B'C' = aria ABC cos?, 
Dar 

  

Fig. 75. . 

aria ABC — = . Be sin BAC, 

aria A'B'C” => A'B'.A'C' sin B'A'C=ae cosf cosy sinB'A'C". 

Înlocuind în relaţia (1), avem 

3 be cosf cost sin B'AC=-a bc sin BAC cos, 
de unde 

sinB'A'C'__ cost 
sinBAC  cosf cosy. | 

Unghiurile £, y, 6 fiind infiniţi mici, membrul al doilea tinde către 1, deci raportul sinusurilor este egal cu 1 şi deci şi ra- portul unghiurilor BAC, B'A'C'tinde către l, adică sunt infiniţi mici echivalenți. 
3% Două segmente rectilinti, AB, A'B', sunt echivalente şi au aceeaş direcție limită, dacă cele două segmente AA' şi BB' 

B Sunt înfinifi mici în raport cu 
AB. În adevăr, să ducem A'B” 
(Fig. 76) egală şi paralelă cu AB. 

B” În triunghiul BB'B”, avem 
B'B' = BB” cosB” + BB' cosB;, 

  

Fig. 76. de unde 

B'B”__ BB” „BB , AB A? cosB” + A'B7 cosB;, 
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iai = AX cosBr+- 4 cosB'. 

Dar, AA! şi BB' fiind infiniţi mici în raport cu AB, rapoartele 

AA BB. tind către d BB tinde căt AB! AB zero şi deci şi <a A7p7 tinde către zero. 

Din triunghiul B'B"A', avem 
7 ” 

„__ B'B PI 
sin A' = A7BT7 sin A'B'B”. 

Cum A7B7 > 0, rezultă că sinA' —> 0, deci unghiul A' tinde 

către zero şi deci vectorii AB, A'B' au aceeaş direcţie limită. 
Din triunghiul A'B'B”, avem 

A'B' = A'B'cosA'+B'B' cosA'B'B”, 

de unde 
AB, BB 
AB >cosA + AB 

  cosA'B'B”.   

_ _B'B' _B'B' i „a , 
Dar, am văzut că AB = AB —0 şi unghiul A'—>0; deci   

'D? 

raportul 5 > L, şi prin urmare vectorii A'B, AB sunt 

echivalenți. 

43. Lungimea unui arc. Fie AB un arc de curbă strâmbă 
(Fig. 77), ab proecţia sa ortogonală pe planul (0), M un punct 

oarecare al acestui arc şi m proecţia acestui punct. Într'un 

plan oarecare să ducem o dreaptă xy Fig. 77) şi să luăm pe 

  

  

  

Fig. 17. 

această dreaptă, pornind de la un punct oarecare a, lungimea 
Gsm, egală cu lungimea arcului am. Să ridicăm apoi în 7 0 

perpendiculară 72M, egală cu mM. La orice punct M al curbei 
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(AB) va corespunde astfel un punct M, şi când punctul M de- scrie arcul AB, punctul M, descrie un arc de curbă plană (A,B,), a cărui lungime să o notăm cu 7, - 
Aşa fiind, să înscriem în arcul (AB) linia poligonală AMNPB şi fie amnpb, AM,N.P,B, liniile poligonale corespun- zătoare înscrise în proecţia (a/) şi în curba plană (A,B,). Se ştie că valoarea raportului 

(2) AM-+ MN-+ NP + PB 
AM + MN + NP. + PB, 

este cuprinsă între cea mai mică şi cea mai mare valoare din acelea ale rapoartelor 

(3) AM MN NP PB. 
AM, MN, NP P.B, 

Să luăm unul din aceste rapoarte, de ex, Du Să în- 
141 semnăm cu & diferenţa Nn—Mm, sau egala sa: Nun — Mau. 

Avem 

MN" =—mP+00, MN ia2-oe, Deci 

(MN ) mn? 4-82 
MN, mana” + a 

  

  

[MN + a Valoarea raportului MN este cuprinsă între rapoartele 
Mi 

[ mn ) | 
VMA ) 9 » 

sau între rapoartele 

(Soarda m) 
arcu]? 

Dar, când arcul de curbă plană n tinde către zero, 

MN 1 

MN," Prin urmare, fiecare din rapoartele (3) tind către 1 şi deci 
Şi raportul (2) tinde către 1, adică numărătorul 

AM +MN + NP+ PB 
tinde către aceeaș limită ca şi numitorul (A.M, + MN, + N PF 
P,B.). Dar, numitorul tinde către lungimea 7 a arcului de curbă 
plană (A,B,), ori care ar fi legea după care tind către zero la- 
turile linii poligonale AMNPB. 

şi primul raport tinde către 1, deci, la limită 
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Aşa dar, suma (AM+MN+NP--PB) tinde către limita Î, 
oricare ar fi legea după care laturile linii poligonale înscrise 
în curba dată tind către zero. Aceasta este, prin definiţie, lun- 
gimea arcului AB. 

Deci, /ungimea unui arc de curbă (AB) este limita către 
care tinde perimetrul linii pohgonale înscrise în acest arc de 
curbă. Această limită este unică şi nu depinde de legea duță 
care find către zero taturile acestei linii poligonale. 

44. Arcul infinit mic şi coarda sa sunt infiniţi mici 
echivalenți. Să considerăm arcul MN al curbei (AB) Şi repre- 
zentarea sa plană, arcul M,N, al curbei (A,B,) (Fig. 77). Am 
văzut că arc MN =arc M,N,, deci 

arc MN __arc MN, __ (i Mea) (Ce) |   

  

MN O MN MN, JI MN, 
Dar, pentru curba plană (4,B,), raportul 

arc M,N, 

MN. 
tinde către 1, când arcul tinde către zero. De asemenea, am 

M . 
arătat că raportul aa tinde către 1. Deci raportul 

arc MN 
MN 

tinde către 1, adică arcul MN infinit mic şi coarda sa MN sunt 
infiniţi mici echivalenți. 

Pentru a studia o curbă în vecinătatea unui punct M, se 
ia, de obicei, arcul infinit mic ca infinit mic principal. Cum 
arcul infinit mic este echivalent cu coarda sa, urmează că se 
va putea lua ca infinii mic principal şi coarda. 

45. Două arce infinit de mici, corespunzătoare pe două 
curbe strâmbe care se corespund punct cu punct, sunt in- 
finiți mici de acelaș ordin. Fie M şi N două puncte cores- 
punzătoare pe curbele (M) şi (N) şi fie M' şi N' punctele infinit 
vecine corespunzătoare pe aceleaşi curbe (Fig. 78). Să ducem 
prin N segmentul NP egal şi paralel cu MM'. Avem 

are MM” _arcMM' NN' MM! 
  

(4) areNN' MM" arcNN' NN' 

Dar, din triunghiul NN'P, avem 

NP O ONN' 
sinNN'P  sinN'PN!
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de unde 

NP __sinNN'P 
(5) NN” sin NN” 

Însă, a zice că curbele (M) 
şi (N) se corespund punct cu 
punct, înseamnă că, fiind date 
punctele omoloage M şi N pe 
cele două curbe, punctul N' se 
obține din M' cu o operaţie 
determinată, care face ca să 
existe, pentru punctul N, di- 
recţiile NN' şi PN”, astfel că, 
ducând prin punctele N şi P 
paralele cu aceste direcţii, să 
obţinem univoc punctul N". Fig 18. 
Aşa dar, triunghiul NN'P are, pentru punctele N şi N”, un- ghiuri determinate, aşa că, la limită, raportul (5) tinde către o valoare determinată şi deci Şi raportul 

arc MM” 
arc NN' 

tinde către o valoare determinată, adică arcele MM", NN”, co- respunzătoare, sunt infiniţi mici de acelaş ordin. 
Această proprietate ne permite a înlocui arcul unei curbe date cu arcul altei curbe, care se corespunde punct cu punct cu cea dintâi, dar ale cărei proprietăţi sunt mai uşor de determinat, 
46. Variația de lungime a unui segment rectiliniu. 

Fie AB, A'B' două poziţii infinit vecine ale unui segment recti: 
liniu variabil (Fig. 79). Să însem- 

B' năm cu A“, B” proecţiile pe 
dreapta AB ale punctelor A”, B'. 
Unghiul lui A'B' cu AB fiind 
infinit mic, ştim (No. 42,10) că 

B» AB' şi A“B” sunt echivalenți. 

    

   

—
—
-
 

i   A B Variația segmentului variabil 
Fig. 19 este AB— A'B', care este echi- 

valentă cu 
AB — A'B'=— AA” + AB — A"B — BB” = AA” — BB”. 
Însemnând cu a şi $ unghiurile ce le fac la limită AA” şi 

BB' cu direcţia AB, avem că variaţia segmentului AB este 
d(AB) = A A'cosa — BB'cosf,  
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Presupunând că extremităţile A şi B se mişcă pe curbele 
(A) şi (B), AA” şi BB! sunt respectiv (A) şi a(B), astfel că 

- variaţia segmentului AB este dată de 

(6) d(AB) = d(A) cosz — 4(B) cosf, 

a şi fi fiind respectiv unghiurile tangentelor în A şi B la curbele 
(A) şi (B) cu direcţia segmentului AB. 

Aceasta se mai exprimă zicând că variația de lungime a 
unui segment vectiliniu are ca parte principală diferenta de- 
Plasărilor extremităților sale, proectate pe directia segmentului. 

Din relaţia (6) deducem: 1 Când un seement rectiliniu se 
deplasează rămânând normal la traectoriile extremitătilor sale 
(a = P =— 900), /ungimea sa este o constantă. 

20 Când un segment rectiliniu de hingime constantă ră- 
mâne normal la traectoria uneia din extremități, el rămâne de 
asemenea normal la traectoria celeilalte extremități. 

Să considerăm, de ex., o curbă (C), astfel că planul său 
normal, adică planul perpendicular pe tangentă, în fiecare punct, 
să treacă necontenit printrun punct fix A. Dacă B şi B' sunt 
două puncte infinit vecine ale acestei curbe, variaţia AB'—AB 
va fi nulă, căci, din (6), se vede că AA” şi cosf sunt amândouă 
nule, şi deci (AB) =0, adică AB este o constantă. De aci re- 
zultă că orice curbă al cărei plan normal trece printr"un punct 
fix este trasă pe o sferă având ca centru acest Punct. 

CURBE SFERICE. 

47. Curbe sferice. Multe din proprietăţile curbelor plane se 
extind imediat la curbele sferice (trase pe sferă) şi folosesc la stu- 
diul curbelor strâmbe în general. Înainte de a studia curbele 
strâmbe, vom face deci o scurtă privire asupra curbelor sferice. 

Cercul mare joacă pe sferă acelaş rol ca dreapta în plan. 
Tangentă la o curbă sferică. AB fiind 

un arc al unei curbe sferice, să considerăm 
două puncte M şi M' pe această curbă 
(Fig. 80). Triunghiul OMM' fiind isoscel 
(O0OM=OM'), coarda MM' este perpendicu- 
lară pe dreapta Ol care uneşte centrul O 
cu mijlocul I al coardei MM. La limită, 

Fig. 80. când M' se apropie de M, MM' devine 
tangenta MT în M, Ol se confundă cu OM, astfel că tangenta în 
M la curba sferică este perpendiculară pe raza OM. 
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Cerc mare tangent şi cerc mare normal la o curbă sferică. 
Cerc mare tangent întrun punct M al unei curbe sferice este 
limita cercului mare cu centrul în centrul O al sferei ŞI care 
trece prin punctul M şi punctul M' infinit vecin de M pe curba 
sferică. Cerc mare normal în punctul M al curbei sferice este 
cercul mare ce trece prin M şi al cărui plan este perpendicular 
pe acela al cercului mare tangent în M curbei sferice. 

Cercul mare tangent întrun punct M împarte sfera în 
două emisfere din care numai una conţine punctele curbei si- 
tuate în vecinătatea punctului M. Vom presupune totdeauna că 
cercul normal într'un punct este dirijat, plecând de la acest 
punct, în regiunea concavităţii. 

Deci, o curbă sferică se poate considera ca locul inter- 
secţiilor succesive ale unei familii de cercuri mari depinzând de 
un parametru. 

48. Variația unui arc de cerc mare. Proprietatea. rela- 
tivă la variația unui segment p 
recțiliniu se extinde la un arc 

de cerc mare mobil pe sfera 

dată, | 
Să considerăm, în adevăr, 

două poziţii infinit vecine AB Fig 8. 
şi A'B' ale acestui arc (Fig. 81). Cercurile mari din care fac 
parte aceste arce se tae în punctul P şi în altul diametral opus 
pe sferă. Din punctul P, ca pol, să descriem arcele de cercuri 
A'A”, B'B”. Avem 

A'B'—AB=A"B"—AB=—BB”—AA”, 

Variatia lungimei unui arc de cerc mare este deci echi- 
valentă cu diferența deplasărilor extremităților sale, proectate 
pe direcția segmentului. 

Se deduce din această proprietate următoarele : 
10 Dacă un arc de cerc mare se deplasează rămânând nor- 

mal la traectoriile extremităților, lungimea sa rămâne constantă. 
2% Dacă un arc de cerc mare, de lungime constantă, ră- 

mâne normal la traectoria uneia din extremitățile sale, el ră- 
mâne normal şi la traectoria celeilalte extremități. 

3% Orice curbă sferică al cărei cerc mare normal _Irece 
Brintr'un funct fix, este un cerc având acest punct ca Zol. 

49. Desfășurată sferică. Este, de asemenea, analogie între 
curbele plane şi cele sferice în ce priveşte teoria desfăşuratelor. 

   B” 

AN. Abramescu. — Lecţiuni da Geometrie pură Infinitezimală. 6 

                     



Se zice desfăşurată sferică a unei curbe (C) înfăşurătoarea cercuri- 
lor mari normale la această curbă. 

Fie A şi B două puncte oare- 
care ale curbei (0), A, şi B, 

punctele corespunzătoare pe des- 

făşurata (C.) (Fig. 82). Arcul 

A.B, al desfăşuratei este egal 

cu diferenţa arcelor BB, AA,, 

de unde rezultă, ca şi pentru 
curbele plane, un procedeu de 
a construi o curbă sferică cu 

(C,) ajutorul unui fir întins pe des- 
făşurata sa. 

50. Curbură sferică. Înainte 
de a studia curbura unei curbe sferice, avem nevoe de oare- 
care noţiuni pregătitoare. 

Triunghiuri sferice. Să con- P 
siderăm pe o sferă O un cerc 
mare ABC (Fig, 83) şi fie PP' 
diametrul sferei perpendicular 
pe planul cercului. Punctele P 
şi P' se zic polii cercului mare 
ABC. Considerând un cerc mic 
DE, tras pe sferă, al cărui plan 
este perpendicular pe PP”, punc- 
tele P şi P' se zic polii acestui 
cerc. Vom alege ca pol pentru 
cercul mic DE acel punct P, cel 
mai apropiat de planul cercului, 
care se obţine la intersecţia sferei cu diametrul sferei perpen- 
dicular pe planul cercului. Punctele cercului DE sunt depăr- 
tate egal de polul P, înțelegând prin depărtarea a două puncte 
M şi N de pe sferă arcu! de cerc mare MN ce trece prin 
aceste puncte, 

Unghiul cercurilor mari PAP', PBP”, este unghiul tangen- 
telor în P la aceste cercuri şi este egal cu unghiul AOB 
(Fig. 83) corespunzător diedrului format de planele acestor cer: 
curi. Acest unghi se măsoară cu arcul AB al cercului mare ABC 
cu planul perpendicular pe PP' (Fig. 83).. 

Fie A, B, C trei din punctele de intersecţie a trei cercuri 
mari trase pe sferă. Triunghiul curbiliniu ABC (Fig. 81) se zice   

Fig. 82. 

  

Fig. 83. 
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un triunghi sferic. Laturile sale sunt arcele BC, CA, AB, mă- 
surate pe cercurile mari din care fac parte aceste arce, Unghiurile 
triunghiului sferic sunt A, B, C, egale 

cu unghiurile diedrelor formate de pla- 
nele cercurilor mari care determină tri- 
unghiul. 

Arta unui fus sferic. Porțiunea din 
aria unei sfere determinată de arcele 

ADA”, AEA' (Fig. 85) de cercuri mari, 

se zice fus sferic. Mărimea sa depinde 
de unghiul A al diedrului format de pla- Fig. 84. 
nele cercurilor mari şi se notează fusul A. Unghiul A este 
măsurat eu arcul DE. 

Să considerăm două fuse A şi A, ale aceleaş sfere. Se 

  

  

A vede că ariile lor stau în acelaş raport 
ca unghiurile lor corespunzătoare A şi 
A,. Deci ! 

fusA__ungh.A D (7) îus A, — ungh. A, 
Să luăm ca unitate de măsură a 

ariilor de pe sferă triunghiul sferic 

tridreptunghic, adică a opta parte din 
Fig. 85. aria sferei, iar ca unitate a unghiurilor, 

unghiul drept. Luând ungh. A,—1 unghi drept, atunci fus A, 

este a patra parte din sferă, adică două triunghiuri sferice tri- 
dreptunghice, deci aria sa este reprezentată de numărul 2. 
Relaţia (7) devine 

fus A __ungh.AĂ 

2 aria triungh. tridrept 1 drept” 
  

sau 
măs. arii fus A — 2 măs.ungh. A. 

Aşa dar, dacă se ia ca unitate de măsură a arii, aria tri- 

unghiului sferic tridreptunghic, iar ca unitate de unghi, unghiul 

drept, măsura arii unui fus sferic este de două ori măsura 
unghiului său. 

Aria unui triunghi sferic. Fie ABC un triunghi sferic 
(Fig. 84). Să complectăm cercul mare CB şi să prelungim la- 

turile CA şi BA până în punctele C', B' unde tae acest cerc 

mare. Avem | . 

ABC+B'AC'=fus A, CBA+CAB'=fus B, ACB+C'AB=fus C. 
6  
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Adunând, avem 
2ABC + CAB-F ABC' + AC'B'+ B'AC= fusA + fusB + fusC, 

2ABC-+-- (aria sferii) = fusA + fusB -E fusC. 
Luând ca unitate de unghi, unghiul drept, ca unitate de 

măsură a arii, aria triunghiului sferic tridreptunghic, jumâtatea 
arii sferii este măsurată cu numărul 4 şi dacă se notează cu 
S, A, B, C numerile care măsoară aria şi unghiurile triunghiului 
ABC, avem 

4 + 25=—2A+2B + 2C, 

S=A+B-+C-2. 
Deci, aria triunghiului sferic are ca măsură Suma nu- 

mertlor care măsoară unghiurile, micşorată cu 2. 
Aria unui poligon sferic. Se zice poligon sferic poligonul 

ale cărui laturi sunt arce de cercuri mari ale sferii. Luând un 
punct în interiorul unui poligon de » laturi şi unind acest punct 
cu vârfurile poligonului, cu ajutorul arcelor de cercuri mari, 
împărţim poligonul în » triunghiuri sferice. Scriind ariile acestor 
triunghiuri cu formula de mai sus şi adunând, avem 

de unde 

măs, arii. polig. = suma numer. ce măsoară ungh. polig. +4 — 22, 
deci 

măs. arii polig. sferic = suma numer. ce măsoară 
ungh. pol. — 2(4—9). 

În cazul unui patrulater sferic ABCD, măsura arii este 
egală cu suma numerilor ce măsoară unghiurile sale micşorate 
cu 4, adică 

măs. arii ABCD=A+B+C+D-—4. 
Aria unui triunghi isoscel tras pe sferă. Să considerăm 

o calotă sferică cu baza cercul EBCF (kg. 86) şi înălțimea AD. 
A Să ducem prin vârful A al calotei două 

arce de cercuri mari, AB şi AC. S'a 
format un triunghi isoscel ABC tras pe, 

E F. sferă, căruia. ii corespunde unghiul A 
şi a cărui arie este în legătură cu ca- 
lota AEBCF. În adevăr, dacă la un unghi 
A, corespunde aria triunghiului ABC, 
când unghiul creşte, aria triunghiului 
obţinut se măreşte şi când ajunge ca 

| unghiul A să fie 180% sau , aria sa este 
jumătate din calota AEBCF. Deci 

Fig. 86. 
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la ungh. z corespunde A aria calotei . . Z 2rr. AD, 

» » A » ABC... A.r.AD, 

adică aria triunghiului isoscel ABC (arc AB=—arc AC) este 
«gală cu produsul dintre măsura unghiului A, raza sferii şi 
înălțimea calotei din care fuce parte acest triunghi, saw, 

măs. ABC=A.+.AD. 

Acestea fiind stabilite, să studiem crrbura une curbe 
sferice. Să considerăm arcul MM” al unei curbe sferice (Fig. 87) 
şi fie P unul din punctele de 
intersecţie ale cercurilor mari 

tangente în M şi M' la arcul 

MM". Unghiul a format de pla- 
nele acestor cercuri se zice 

curbura sferică a arcului MM. 
Când arcul MM" este infinit mic, 
acest unghi se zice uughi de 
contingență sferică. Curbura 
sferică într'un punct M este [i- 

M 

  

mita raportului 

MM'>0. 
Fie K punctul, situat în regiunea concavităţii arcului MM, 

unde se tae cercurile normale în M şi M' la arcul MM. Să 
ducem din punctul K ca pol arcul de cerc MH şi să considerăm 
triunghiul MKH. Acest triunghi isoscel face parte din calota 
cu vârful K şi înălţimea / distanța de la polul K la planul 
cercului ce conţine arcul MH. Presupunând că sfera are raza 1, 
aria acestui triunghi curbiliniu MKH este măsurată cu produsul 
6.4, ? fiind unghiul cercurilor mari normale în M şi M'. Să 
calculăm acum pe /. Pentru aceasta, ne raportăm la figura 86. 
Înălţimea / a calotei AEF este AD := OA — OD=1—0D. Pe OD 

* îl'calculăm'din triunghiul dreptunghic OBD (D= 90%), unde un- 
ghiul la centru BOD este măsurat cu arcul AB, care, în cazul 
figurei 87, este arcul MK. Dar, OD = OBcosBOD = cos(arc AB)=— 
cos(arcMK). Deci. 

h= AD=1— 0D=1 — cos(are MR), 

iar aria triunghiului sferic MKH este măsurată cu 
9 [1 — cos(arc MK)], luând raza sfarei egală cu 1, unitatea de 

a 
7, când 
are MM Fig. 57. 
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unghi, unghiul drept şi unitatea de arie, aria triunghiului sferic tridreptunghic. 
Pe de altă parte, triunghiul MHK este echivalent, din punct de vedere infinitezimal, cu patrulaterul sferic KMPM', a cărui arie este măsurată cu suma unghiurilor sale micşorată 

cu 4, adică 

X PMK + x MKM' + % KM'P+ XX M'PM —4, sau 
I drept. 4-0+ 1 drept. +2ăr.—a - 4dr. =0 a, 

Avem, deci, din punct de vedere infinitezimal, 

6 [1 — cos(are MK)] — 0 — a, 
sau 
(8) a'— 6. cos(are MK). 

Pe de altă parte, arcul MM! (Fig. 87) este echivalent, din 
acelaş punct de vedere, cu arcul MH, care, în figura 85, este 
arcul BC. Acest arc BC face parte din cercul EBCF (Fig. 86) cu raza BD= OB sin BOD=—OB sinarc AB). Cum ştim că 
măsura arcului este egală cu produsul dintre raza cercului ŞI 
unghiul la centru corespunzător, urmează că arcul BC are ca 
măsură BD (unghiul BDC)= OB sin (arc AB) (unghiul A). 

În cazul figurei 87, OB=R=1, raza sferii, pe care e trasă 
curba sferică, arc AB=arc MK, unghiul A=ungh. 6. Deci, arcul 
MM' e dat de 

(9) arc MM'=R 6 sin(arc MR) =. sin(arc MK). 
Divizând (8) cu (9), avem 

a 9. cosfarcMK). (10) SC MM 0. sintare MR) ” cotgțarec MK). 

Când M' se apropie indefinit de M, 077 tinde către 
curbura sferică în M, punctul K de intersecţie a cercurilor nor- 
male în M şi M' tinde către punctul M, al desfăşuratei sferice 
corespunzător lui M, arc MK tinde către arcul de cerc mare 
MM,=—ș. Deci, curbura sferică în M, dată de (10), este 
(1) cotgo. 

Dacă curba (C) se reduce la un cerc, punctul. K este fix 
şi coincide cu polul cercului; curbura sferică “este deci con- 
stantă. Reciproc, cercul este singura curbă a cărei curbură sfe- 
rică este constantă. În adevăr, pentru orice arcMM' al unei 
astfel de curbe, avem MM,=M'M',=0 şi desfăşurata sferică se 
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reduce la un punct. Cercul mare normal trece printr”un punct 
fix al sferii şi curba este un cerc având acest punct ca pol. 

51. Cerc de curbură. Să descriem din punctul M, ca pol 
un cerc mic de rază sferică MM (Fig. 86); acest cerc atinge 
curba în punctul M şi are în toate punctele sale, aceeaş cur- 
bură sferică ca şi curba (C) în punctul M. Acesta se zice cer- 
cul de curbură. Arcul MM, este raza de curbură sferică, iar 
M, folul de curbură. 

CURBE STRÂMBE. CURBURĂ. TORSIUNE. 

52. Curbură. Rază de curbură. Pe curba (M) să adop- 
tăm un sens de parcurs determinat şi să însemnăm cu s arcul 
de curbă AM, cuprins între un punct A ales ca origină şi un 
punct oarecare M, precedat de semnul + sau —, după cum 
direcția de la A la M este direcţia pozitivă sau negativă (Fig. 38) 

  

Fig. 88. 

Fie MT direcţia pozitivă a tangentei în M, adică aceea care co- 
respunde la arcele crescătoare. Ducând printrun punct O al 
spaţiului paralele cu tangentele MT, M'T',..., se formează 
conul (S). Să însemnăm cu (5) curba de intersecţie a acestui 
con cu sfera descrisă din O ca centru şi cu raza egală cu uni- 
tatea de lungime. Curba (%) se zice 7ndicatoarea sferică a tan- 

gentelor curbei (M). Curbele (M) şi (5) se corespund punct cu 

punct; astfel punctului M îi corespunde pe (5) punctul m, unde 
paralela la tangenta MT tae sfera. Când M descrie curba (M) 

în sensul pozitiv, punctul 7 descrie curba (Ă), întrun anumit 
sens pe care îl vom adopta ca sens pozitiv pe curba (2), astfel 

că arcele s şi s ale acestor două curbe cresc în acelaş timp. 

Se zice curbura în punctul M limita raportului 

arc zum 

arc MM!" 
când M' se apropie indefinit de punctul M, adică 

         



do 

. ds 

Se zice punct de inflexiune punctul curbei unde curbura 
este nulă, 

Inversa curburei, adică 
ds 

do 
se zice raza de curbură în M ŞI se notează cu R. 

53. Normală principală. Centru de curbură. Cerc de 
curbură. Curba (M) admite o infinitate de normale, toate situate 
în planul perpendicular în M pe tangente MT şi care se zice 
Planul normal în M la curba (M). Să considerăm acea normală 
care este paralelă cu tangenta m£ la indicatoarea sferică în 2 
(Fig. 88). Această normală se zice normala Brincipală. Vom lua 
ca sens pozitiv pe această normală MN, sensul fangentei 24, 
Să ducem prin M o paralelă cu tangenta M'T' şi să luăm pe 
această dreaptă şi pe tangenta MT două lungimi egale, MT“=—MT. 
Direcţia limitei lui TT” va fi precis aceea a normalei princi- 
pale. Aceasta este dirijată deci câtre concavitatea curbei, adică 
de aceeaş parte ca şi punctul M' în raport cu planul dus prin 
MT perpendicular pe MN. Acest plan se zice flan rectifiant. 

Să luăm pe normala principală, în sensul pozitiv, un seg- 
ment MC egal cu lungimea R a razei de curbură. C se zice 
centru de curbură, iar cercul cu centrul în C şi cu raza R se 
zice cerc de curbură. 

54. Plan osculator. Planul dus prin tangenta MT şi nor- 
mala principală MN se zice Planul osculator în M. Acest plan 
se bucură de mai multe proprietăţi. 

1* Planul osculator fiind limita planului MTTI” (Fig. 88) 
se vede, deci, că acest plan este limita Planului dus prin tan- 
genta MT şi paralel cu tangenta infinit vecină MT. 

2 Fie A, B, C trei puncte infinit vecine ale curbei (M) 
situate în planul (P), arcul AB fiind deasupra planului (P), iar 
arcul BC dedesubt (Fig. 89). Să presupunem că punctele A, B, C 
sunt puncte ordinare şi că nu sunt puncte de inflexiune sau 
singulare pe arcele AB, BC. Să considerăm punctele A” al ar- 
cului AB, B' al arcului BC, cel mai deasupra şi cel mai de jos 
faţă de planul (P). Ducând în indicatoare punctele a', &' cores- 
punzătoare tangentelor în A' şi B”, care sunt paralele cu pla- 
nul (P), urmează că planul Oa, paralel cu tangentele în A” 
şi B', este paralel cu planul P.
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Să presupunem că punctele A, B, C variază şi se apropie 
nemărginit de un acelaş punct limită M. Atunci punctele a, 

Iu 

” Tg C, | 
1 7 8 

o], 7 
N , 7 SP 
mp     

Fig. 89. 

vor avea ca limită comună punctul corespunzător lui M. 
Dar, la limită, planul Oa'b tinde către planul care este para- 
lel cu planul osculator în M. Deci, planul (P), care trece prin 
punctele A, B, C, tinde către planul osculator în M, când punc- 
tele A, B, C, infinit vecine, tind către punctul M. 

Aşa dar, dacă trei puncte infinit vecine au ca limită un 
Punct M, care nu este nici singular şi nici punct de înflexiune, 
Planul acestor trei puncte are ca limită planul osculator în M. 

De aci rezultă că curba traversează Planul osculator în M, 
căci între partea care precede şi aceea care urmează acestui 
plan osculator, curba are trei puncte confundate în M comune 
cu planul şi altele nu mai poate avea. 

3% Demonstrația precedentă subsistă când două puncte 
A şi B se confundă în A; planul acestor trei puncte A, B, C 
e determinat atunci de punctul C şi tangenta în A. Deci, planul 
osculator este limita planului ce trece prin tangenta întrun 
Punct şi prin punctul infinit vecin. 

4* Să ducem prin tangenta MT în M la curba (M) un plan (Il) 
(Fig. 90) şi fie M' un punct 
infinit vecin de M, E piciorul 

  

M' perpendicularei din M' pe pla- 
nul (Îl), FE proecţia lui M' pe 

M E tangenta MT. Unghiul M'FE 
(II) FT este unghiul plan corespun- 

zător diedrului format de pla- 
Fig. 90. nele (Il) şi M'MF. Avem 

ME=M' sinM'FE=MM' sinM'MF sinM'FE. 

Dar, MM! şi sinM'MF sunt infiniţi mici de ordinul întâi 
când se ia arcul MM! ca infinit mic principal. De asemenea, 
câtă vreme planul (Îl) nu trece prin punctul M' (nu se confundă
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cu planul M'MF), unghiul M'FE este diferit de zero şi sinM'FE 
tinde către o limită finită. Așa fiind, distanța M'E la planul (II) 
de la un punct M' infinit vecin de M, este infinit mic de ordi- 
nul al doilea. 

Când, însă, sinM'FE este şi el infinit mic, adică planul ([), 
ce trece prin tangenta MT, trece şi prin punctul M' infinit 
vecin de M, atunci distanţa M'E este infinit mic de ordinul al 
treiiea, cel puţin. Dar, în acest caz, planul (Il) tinde către pla- 
nul osculator în M. 

Deci, dintre toate planele ce trec Brin tangenta MT, pla- 
„nul osculator este acela care se apropie mai mult de curbă în 
M de cât orice alt plan. De aceea i se zice plan osculator, căci 
are cu curba un contact de ordinul al doilea, are trei puncte 
confundate cu curba în M, tocmai câte trebue pentru a deter- 
mira un plan. 

9 Planul tangent la conul ($) dealungul generatoarei Om 
(Fig. 88) este definit de Om şi tangenta zf şi cum Om şi su 
sunt respectiv paralele cu tangenta MT şi normala principală 
MN, urmează că planul tangent la con dealungul generatoarei 
Om este paralel cu pianul osculator în M la curba (M). 

Dar, două piane tangente infinit vecine de Om la conul (S) 
se tae la limită dealungul generatoarei O ; deci şi două plane 
osculatoare infinit vecine de M se vor tăia la limită după o 
dreaptă paralelă cu Om, adică după tangenta MT. Rezultă că 
două plane osculatsare infinit vecine de Punctul M al curbei (M) 
se fae la limită după tangenta în M. Ştiind că intersecţia a 
două poziţii infinit vecine a două suprafeţe variabile se zice 
caracteristică, urmează că caracteristica planului osculator în M 
este fangenta în acel punct... 

55. Dreaptă polară. Suprafaţă polară. Să proectăm curba 
strâmbă (M) pe planul TMT” 

T” (Fig. 91). Unghiul de contingentă 
TMT" (a două tangente infinit ve- 

M' cine) este echivalent cu acela al 
proecţiunii. Acest unghi este de- 

M T altminterlea egal cu unghiul pla- 
Fig. 91. nelor normale în M şi M'. Coarda 

MM' este echivalentă cu proecţia ei, fiindcă face cu planul 
variabil TMT” un unghi infinit mic. Urmează de aci că curbu- 
rile curbei şi proecţii sale, în punctul comun M, sunt egale şi 
deci curba (M) şi proecţia sa au acelaş centru de curbură 

Ţr
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Dar centrul de curbură c al proeciii este în planul TMT” la intersecţia normalelor la curba proectată în proecţiile punc- telor M și M'. Aceste normale se găsesc în planele normale la curba (M) în M şi M' şi deci punctul c este la intersecţia planului TMT” cu dreapta de intersecţie a planelor normale în M şi M' la curba (M). Dar TMT” tinde către planul oscu- lator în M. Deci, cenzrul de curbură C al curbei în M este himita intersecții planului osculator cu dreapta de înterseche a plane- lor normale în M şi în Punctul infinit vecin cu M. 
Dar, intersecţia planului normal în M ŞI a celui infinit vecin cu el este caracteristica Planului normal în M. Se zice dreaptă gola ă caracteristica planului normal. Deci, dreapta Bolară este perpendiculară în centrul de curbură pe planul osculator. Locul dreptelor polare pentru o curbă se zice supra- 

fală polară. 
56. Cerc osculator. Am văzut că planul osculator în M este limita planului (P) ce trece prin punctul M şi două puncte M', M” infinit vecine de M. Să proectăm curba (M) pe planul (P) format de punctele M', M, M”. Cercul circumscris triun- ghiului M'MM” coincide cu proecţia 'sa pe planul (P) şi Ia li- 

mită tinde către cercul de curbură al curbei proectate (care este o curbă plană) pe planul osculator. Dar, am văzut mai sus că, dacă se prosctează o : curbă (M) p= planul TMT”, care are aceeaş limită ca şi (P), curba Şi proecţia au la limită acelaş 
centru de curbură în M (acelaş cerc de curbură). Deci, cercul 
de curbură al curbei în M, coincide cu limita către care tinde cercul ce trece prin punctul M Şi două puncte M'si M" infinit 
vecine de M. 

Cercul de curbură în M: se zice ŞI cercul osculator în M, căci are cu curba trei puncte confundate în M, are, cum se mai zice, în acest punct, un contact de ordinul al doilea. 
Cercul de curbură (osculator) se află în planul osculator, iar centrul său este la intersecţia planului osculator cu carac- teristica planului normal în M. 
Este evident că, în orice chestiune, unde vor interveni trei puncte infinit vecine, se va înlocui curba cu cercul său 

osculator. 
57. Binormală. Torsiune. Se zice binormală perpendicu- lara MB în M pe planul osculator (Fig. 92). Binormala este deci paralelă cu limita perpendicularei comune la tangentele MT şi M'T”, de unde şi numele de binormală. 
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Această dreaptă este paralelă cu dreapta polară A, limita 
intersecţii planelor normale în M şi M'. 

Pe sfera, pe care am figurat indicatoarea (5) a tangentelor, 
să figurăm o indicatoare analoagă a binormalelor. Pentru aceasta, 

  

Fig. 92. 

vom lua ca sens pozitiv pe binormala MB, acela pentru care 
triedrul tridreptunghic, cu muchile, tangenta MT, normala prin- 

cipală MN, binormala MB, să aibă acelaş sens cu un triedru 

direct Oxyz. Se ştie că triedrul Oxyz este direct, când un ob- 
servator, aşezat dealungul lui Oz, cu picioarele în O, şi capul 

spre z, privind Ox şi Oy, ar trebui să învârtească în sens 
direct (invers ca ăcele unui ceasornic) axa Ox ca să o aştearnă 

peste Oy. 
Triedrul format de tangenta MT, normala principală MN 

binormala MB, în sensul indicat, este friedrul principal în M. 

Să ducem prin centrul O al sferii o rază paralelă cu MB 

şi fie n punctul unde înţeapă sfera (Fig. 92). Când punctul M 
descrie curba (M), punctul + descrie curba (0), indicatoarea bi- 

normalelor. Fie p/ tangenta în » la această curbă şi 7 tan- 
genta la indicatoarea tangentelor. 

Să considerăm conul ($,) cu vârful O şi directoarea curba (6). 

Generatoarea On a acestui con este perpendiculară pe O şi 
mt, adică pe planul tangent dealungul lui Oz la conul (S) cu 

vârful O şi directoarea curba (3). Deci, conul ($.) este supli- 

mentar cu conul ($) şi este reciprocitate, adică, generatoarea 

Om este perpendiculară pe planul tangent la conul ($,) dealun- 

gul lui On, adică dreapta Om este perpendiculară pe dreptele 
On şi n! şi cum nt este tangentă la o curbă trasă pe sferă, 
e perpendiculară pe raza On. Deci, n/ este perpendiculară pe 
On şi Om, adică pe planul On. De asemenea, mp7 este perpen- 
diculară pe Om şi On, deci pe planul 4Oa. Zangentele mt şi 
nf la indicatoarea tangentelor şi binormalelor în punctele coresr
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Punsătoare m şi n, fiind perpendiculare pe planul On, sant 
Paralele între ele. 

Aceste două indicatoare au tangentele m şi nf' de acelaş 
sens sau de sens contrar, după cum s'a luat pe binormala MB 
sensul pozitiv sau negativ. Vom lua ca sens pozitiv pe indi- 
catoarea (0), acela în care se deplasează punctul 2 când M 
descrie curba (M) în sensul pozitiv; în rezumat, arcele MM”, 
mm", nu" sunt câte trele de acelaş sens. 

Arcul infinit mic n” este echivalent cu unghiul binorma- 
lelor, sau cu unghiul planelor osculatoare în M şi M'. Acest 
unghi se zice zng/hiul de torsiune şi-l vom nota cu dk. Unghiul 
de torsiune dă o idee de cantitatea cu care curba, în vecină- 
tatea lui M, se depărtează de forma plană, după cum unghiul 
tangentelor (de contingenţă) măsoară cantitatea cu care se de- 
părtează de forma rectilinie. 

ds . . , Raportul = T se zice raza de torsiune în punctul M 
şi este o cantitate pozitivă. 

Torsiunea este o cantitate algebrică, a cărei valoare abso- 
_ . . . _ 1. lută este inversa razei de torsiune, egală: cu -P Şi al cărei semn 

este determina: de dispoziţia ce o are curba faţă de planul său 
anda 1 > - osculator. Pe când în cazul curburei, FR» naveam nevoe să 

ținem seamă de sens, căci curba în vecinătatea lui M era toată 
aşezată de aceeaş parte a planului rectifiant (dus prin tangentă 
perpendicular pe normala principală), în cazul torsiunei se 
schimbă, căci planul osculator traversează curba şi poate fi 
aşezată în raport cu acest plan în două feluri deosebite. 

Planul osculator desparte spaţiul în două regiuni. Să ne 
închipuim un observator aşezat în picioare pe acest plan, cu 
picioarele în M, privind spre centrul de curbură. După cum 
punctele curbei, vecine de M, din aceeaş regiune cu observa- 
torul, sunt aşezate la dreapta sau la stânga sa, vom zice că 
dispoziţia curbei este dex/rorsum sau sinistrorsum. Dispoziţia 
rămâne aceeaş dacă trecem de la una la alta din cele două 
regiuni separate de planul osculator. 

., SE L, . Aşa fiind, vom lua pentru măsura torsiunei — 7 în pri 

mul caz şi +3 în cazul al doilea; > fiind egală cu Ea este 

esențialmente pozitivă,
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Este de observat că, cele două dispoziţii pe care le-am 
definit, corespund celor două orientări distincte ale triedrului 

ui . l 
format de tangenta, normala principală şi binormala şi că FF 

corespunde sensului direct ce am luat mai sus pe binormala MB. 
Observare. Să presupunem că torsiunea este nulă dealungul 

curbei (M). Indicatoarea binormalelor se reduce atunci la un 
punct 1 şi indicatoarea tangentelor la un cerc mare tras pe 
sferă cu centrul O şi având punctul 2 ca pol. Tangenta MT 
este deci paralelă cu un plan fix (P). Distanţa sa la acest plan, 
când trecem dela punctul M la punctul infinit vecin M”, creşte 
cu un infinit mic, care rămâne constant de ordinul al doilea, 
cel puţin. Această distanţă rămâne deci constantă şi curba este 
necesar plană. Torsiunea la o curbă strâmbă se anulează deci 
numai pentru anumite puncte particulare; de aceea se mai zice 
linie cu dublă curbură la o curbă care nu e plană. 

Se zice punct de a doua inflexiune unui punct al unei 
curbe strâmbe unde torsiunea este nulă. 

58. Relaţiunile dintre cele două indicatoare. Îndica- 
toarea tangentelor () şi aceea a binormalelor (0) (Fig. 93) sunt 

  

Fig. 9%. 

două curbe sferice suplimentare, adică On este perpendiculară 
pe planul tangent în p la conul cu vârful O şi directoarea (5), 

după cum On este perpendiculară pe planul tangent în + la 

conul cu vârful O şi directoarea (0). Ele au aceeaş desfăşurată 

sferică, căci cercul mare 4 (Fig. 93), normal la curba (5) în 2, 

este normal şi la curba (9) în sp, tangentele în 7 şi la aceste 

curbe fiind paralele. Planul cercului mare 7 este paralel cu 
planul rectifiant dus prin tangenta MT şi binormala MB; deci 
cercul mare sm reprezintă sferic planul rectifiant al curbei (M). 

Polul de curbură 7 [limita intersecţii a.două cercuri mari nor- 
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male în două puncte infinit vecine de pe curba (5)] este deci 
reprezentarea sferică a caracteristicei planului _rectifiant. Raza 
de curbură sferică, egală cu arcul 747, măsoară (No. 30) în- 
clinarea + a acestei caracteristice pe tangenta MT. Aşa fiind, 
unghiurile de contingență şi de torsiune în punctul M, d, ŞI dr, 
sunt măsurate respectiv cu arcul zum al indicatoarei (5) şi prin 
unghiul de contingenţă sferică al arcului mp. 

Dar, am văzut (No. 50) că curbura sferică a curbei (3) în 
punctul 7 este limita raportului 

ungh. conting. a arc n 
arc mm 

Deci, acest raport este egal cu 

dr 

do 

Dar, tot curbura sferică în 7 este dată de formula (No.50) (11), 

(12) 

cote 
RR 

care, în cazul nostru, este 

(13) cotge. 

Egalând expresiunile (12) şi (13), care reprezintă curbura 
sferică în 7, avem 

cote =— B 

de unde 

do  T (14) (gP= LR: 

Să observăm, de asemenea, că unghiul 6 din formulele (8) 
şi (9) (No. 50) devine, când se aplică aceste formule la indica- 
toarele (X) şi (0), unghiul d» a două normale principale infinit 
vecine. Aceste formule se pot scrie deci 

(15) dr = du cosg, do = duo sine 

și deci, între unghiurile infinit mici, de, dr, dw, avem relația 

(16) du2 = do + di, 

59. Sieră osculatoare. Prin punctul M al unei curbe (M) 
şi prin alte trei puncte M', M”, M”, infinit vecine de M, se 
poate face să treacă o sferă şi numai una. Această sferă ($) 
variabilă, când ultimele trei puncte se apropie indefinit de pri- 

       



96 

mul, tinde către o poziţie limită şi devine ceea ce se zice sfera 

osculatoare în M. Această sferă osculatoare conţine evident cer- 

cul osculator, centrul său este situat pe dreapta polară şi deci, 
pentru a cunoaşte această sferă, e destul a şti, în mărime şi 
în semn, distanța centrului său la centrul de curbură. 

Pentru a determina această distanţă, să considerăm un 

poligon sferic variabil, cu vârfurile în punctele M, M', MM"; 
acest poligon este în întregime 
aşezat pe sfera variabilă (5) şi 

M  vatinde către o curbă limită (M.) 

Situată pe sfera  osculatoare. 

C Curba (M) şi curba (M) vor 

(M) putea evident să fie substituite 

Â una alteia, dacă nu trebue a 

considera de cât infiniți mici de 

G ordinul al treilea cel mult. Fie 

atunci A dreapta polară (Fig. 94), 

Fie 4 caracteristica planului normal în 

M, adică intersecţia planului normal în M cu planul normal în 

punctul infinit vecin de M. Centrul C, al sferei osculatoare în 

M este pe dreapta A, iar proecţia C a lui M pe A este centrul 

de curbură în M la curba (M) (centrul cercului osculator în M) 

Să însemnăm cu R raza de curbură CM (raza cercului oscu- 

lator) şi cu C.M =—r raza sferei osculatoare. 

Să considerăm pe sfera osculatoare curba (M), cercul 

mare normal în M la curba (M,) şi cercul mare normal la aceeaş 

curbă în punctul infinit vecin de M. Planele acestor cercuri 

normale sunt planele normale în M şi punctul infinit vecin, aşa 

că punctul 7, de intersecţie a acestor cercuri normale este pe 

dreapta polară A. Punctul m pentru curba sferică (M,) trasă 

pe sfera osculatoare, este polul de curbură în M la această 

curbă, iar arcul de cerc mare p+M=—o este raza de curbură 

sferică a curbei (M.) în M. 

Pentru a calcula raza sferei osculatoare, să considerăm 

triunghiul dreptunghic CC,M (unghiul drept în C), în care avem 

CM=C,M sinCC,M, R=rsing. 

Raza r a sferei osculatoare este constantă faţă de variaţia. 

arcului q a cercului mare normal la curba (M,) trasă pe sfera 

osculatoare. Deci, diferenţiind, avem 

dR = 7 COSHd9. 

LUI]
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Dar, din acelaş triunghi dreptunghic CC,M, avem 

C,C=C,M COSP=7 cos, 
astfel că relaţia precedentă devine 
(17) | dR=CC de. 

Însă dp este variaţia arcului de cerc mare normal la curba 
sferică (M,), este diferența dintre razele de curbură sferică ale curbei (M,), în punctul M şi punctul infinit vecin de M, şi cum i este punctul desfăşuratei sferice corespunzător punctului M al curbei sferice (M,), după proprietăţile desfăşuratelor, urmează 
că variaţia razei de curbură sferică este egală cu variaţia arcu- 
lui de desfăşurată. Deci, dp), înțelegând prin (2) curba 
descrisă pe sfera osculatoare de punctul za. 

Dar, Cum, este dreapta polară în M, este paralelă cu 
binormala în M, deci d(ut) reprezintă arcul de curbă sferică (77) care măsoară pe sferă unghiul a două binormale infinit vecine. 
Insă,-acest unghi ştim că este unghiul de torsiune în M, adică 
ds , 
ZF» deci 

ds * 

iar formula (17) devine 

a dR=C, * , 
Sau 

_ adR 
CC= În ds ) 

T liind raza de torsiune. 
Acestea fiind stabilite, din triunghiul dreptunghic CC,M, 

avem 
! 

CM2—F FF dR)? CM:=CC*+EM:= (795) Re 
deci raza r a sferei osculatoare în M la curba (M) este dată de 

, dR)E 18 2—R:+T2( |. 
(8 PRI ) 

 Observare. Din formulele stabilite, se vede că curba (M) şi curba sferică (M,) au, în punctul M, aceeaş curbură, aceeaş torsiune şi aceeaş derivată a curburei în raport cu arcul s al curbei (M). 

„60. Formulele lui Frenet—Serret, Consideraţia indica. 
N. Abramescu, — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală, 7
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toarelor sferice ne permite să stabilim formulele fundamentale 
în teoria curbelor strâmbe, care dau variaţia cosinusurilor di- 

rectoare (&,B,%), (4, 8,7), (a“,8",%") ale tangentei, normalei 

principale şi binormalei, muchile triedrului principal. 
Pentru aceasta, să ducem prin centrul O al axelor de 

coordonate rectangulare Oxyz, paralele cu tangenta, normala 

principală şi binormala, şi fie 7, , n intersecțiile acestora cu 
o sferă cu centrul O. şi raza unitatea: Punctul 7 descrie indi- 

catoarea tangentelor, iar.n indicatoarea binormalelor. 
Fie m'.şi n” punctele infinit vecine de m şi n pe indica- 

toare, corespunzătoare punctului. M' infinit vecin de M pe 

curba (M). Se ştie că tangentele în 7 şi n la indicatoarele res- 

pective sunt paralele cu normala principală, adică cu Op. Drep- 
tele pam şi nu” tind, la limită, către tangentele în 7 şi a la 
indicatoarele respective, deci sunt, la limită, paralele cu O4. 
Dar, arcele:mm'=—do, nn —a şi sunt deci egale cu 

ds ds 

RT 
Însă, afară de infiniţi mici de ordinul al treilea, aceste 

arce sunt egale cu coardele 7, nu. 
Aşa fiind, să observăm că coordonatele punctelor 7 şi 7 

sunt (&, 6, Y), (4, BR", v”), iar ale punctelor 7 şi 2 sunt (a+-ae, 

BH-ap, vkay), (aka, B'+-dp”, v-ar). Deci, da, dă, dy sunt 
proecţiile pe cele trei axe ale segmentului 227, iar da”, d”, dy”, 

proecţiile pe aceleaşi axe. ale -segmentului 77. 
Proectând pe mm" pe Ox, avem 

da — mm cos(Ox, mm!) — a %, da= îs a”, 

de unde 

(19) da Pr 
ds RR ds R ds R 

Proectând pe au" pe Ox, avem 

| da” == nn'cos(Ox, nn”) = a, da” = a a, 

de unde 

da a dp pd 
(20) ds TI" ads Tds  T 

Dar, avem 
2 , ra — a? -L- a/2 | a'2—],
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De unde 

ada + a'dda' -- ada” == 0, 
a'da' = — ada — &'da”, 

şi ținând seamă. de (19) şi (20), urmează 

a' a&' Ada = — ads — ads R d5 
T de unde 

pe apr ds RT as RT ds RT 
Formulele (19), (20), (21) sunt formulele lui Serret-Frenet Şi servesc a cunoaşte variaţia celor nouă cosinusuri directoare ale triedrului principal în funcţiune de aceste cosinusuri şi ra- zele R şi T. 
61. Destășurătoarele unei curbe strâmbe. Pe când nor- malele la o curbă plană sunt tangente la aceeaş curbă, desfă. şurata acelei curbe, normalele principale nu sunt tangente la aceeaş curbă. 
Se poate, însă, să se găsească, ca şi la curbele plane, desfăşurătoarele unei curbe strâmbe (M), adică curbele la care 

(A). Să aplicăm formula (6) de la No. 46, care dă variaţiunea unui segment rectiliniu. În cazul actual, segmentul este MA, unghiurile subt care acest segment tae curbele (M) şi (A), de- scrise de extremităţile sale, sunt 0 şi 909; deci, această formulă devine 

AMA) = (M), 
ŞI integrând de la o poziție Me oarecare, avem 

MA — MoAo — arcMM,. 

Pentru a găsi o desfăşurătoare a unei curbe (M), n'avem de cât să aplicăm dealungul curbei (M) un fir flexibil şi să fixăm unul din capetele firului pe curbă. Deslipind celalt capăt al firului de curba (M) şi ţinându-l întins, extremitatea firului descrie o desfăşurătoare a curbei (M). 
Mai urmează de aci 

gentele la (M) de două 
constant. 

că segmentul determinat pe toate tan- 
desfăşurătoare ale acestei curbe este 

62. Studiul unei curbe în vecinătatea unui punct. Fie MT, MT tangentele la extremităţile unui arc infinit mic MM 
a
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al curbei (M). Să proectăm figura pe un plan variabil (P), pa- 

ralel cu aceste două tangente. Punctul de întâlnire al tangen- 

telor la curba proectată (M,), în M, şi M, este piciorul per- 
pendicularei comunei la MT şi M'T' (Fig. 95). Curbura totala 
a arcului MM” este egală cu curbura totală a proecţiunii M.M'; 
unghiurile şi segmentele rectilinii sunt de altfel echivalente cu 

proecţiile lor, din punct de vedere infinitezimal, şi proprietăţile 

  

Ti 

demonstrate pentru curbele plane, 

pentru un punct ordinar (No. 9), 

se extind şi la curbele strâmbe şi 
anume: 

10 Segmentele tangentelor la ex- - 

fremitățile unui arc infinit mic, 

limitate la perpendiculara comună 

la aceste tangente, sunt infinit 

mici echivalenți. 
20 Unghiul format de coarda 

unui arc infinit mic şi tangenta 

la una din extremităţile sale este 
echivalent cu jumătatea anghiului 

Fig. 95. de contingenlă. 
30 Unghiul înscris într'un arc infinit mic este echivalent 

cu suplimentul jumătăți curburei totale a acestui arc. 

49 Deci, cercul osculator în M va 

putea fi substituit curbei însăşi, dacă nu 

se consideră decât relaţiuni dintre trei 

puncte infinit vecine. Se poate, ca şi 
în cazul curbelor plane, să se arate că 

diferența dintre un arc şt coarda sa 

are ca parte principală 

5 Distanţa de la planul osculator 
la punctul infinit vecin. Să luăm acum 

ca plan de proecţie (P), un plan per- 

pendicular pe tangenta MT (Fig. 96). 

Fie M,M', proecţa arcului MM". Cele 

două arce M"M, MM”, care pornesc din 

punctul M, fiind situate de aceeaş parte 

a planului rectifiant şi de o parte şi de 

M” 

ds , 

24R2 T 

M, 

MM" 

pr 

  

  

Fig. 96. 

alta a planului osculator, punctul M, este un punct de întoar- 
cere al curbei (M,). Curba (M,) are deci două ramuri tangente
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în M, la dreapta M,T,, urma planului osculator pe planul de 
proecţie. Ordinul de contact al fiecărei ramuri cu tangenta co- 

- 1 x mună M,T, este 3 adică 

1 

M,H=MH?T), 
A fiind o funcţiune de M.H care nu se anulează când M.H >0. 

Dar, unghiul de contingență M',T,H este diferenţiala un- 
ghiului ce tangenta în M, face cu o direcţie fixă. Deci 

1 1 

tgHM,M' — Va, tgHM,M',=AM,H 2, 
1 

tgHT,M', — ALE) 

  

  (1 2 , Aia = L +1 = 2-t5HM,M,. 
Considerând numai părţile principale, avem, din punct de 

vedere infinitezimal, 

2 HM,M', = & HT.M,. 
Dar, unghiul M',T,H este unghiul plan corespunzător 

diedrului format de planele MM,T,, planul osculator în M, cu 
planul dus prin tangenta în M' la curba (M) paralel cu tan- 
genta MT în M. 

Pe indicatoarea sferică (Fig. 97), acest unghi este egal cu 
unghiul planelor Om şi Om, care, din punct 
de vedere infinitezimal, este egal cu unghiul 
coardei m cu tangenta 14, ce este echivalent 
cu Jumătatea unghiului de contingenţă al indi- 
catoarei sferice pap. Dar acest unghi este toc- 
mai unghiul de torsiune, aşa că unghiul M'T,H Fig. 91. 
este echivalent cu jumătatea unghiului de torsiune, iar unghiul 

  

HM,M', este echivalent cu o treime din unghiul de torsiune, &. 
Acestea fiind stabilite, expresiunea distanţei punctului M' 

la planul osculator în M este dată de 
MH = MM", sinM',M,H = MM' sinM'MT sinM'M,H. 
Dar MM' este echivalent cu ds; sinM'MT cu unghiul for- 

mat de coarda MM” cu tangenta la extremitatea M a arcului, 
deci echivalent cu jumătatea unghiului de contingenţă a arcu- 

lui MM”, adică a ; SinMM,H echivalent cu unghiul M'M,H ) 
, , , , , „dr echivalent cu o treime din unghiul de torsiune, adică 3:
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Deci, distanţa de la punctul M! la planul osculator în punc- 
tul infinit vecin are ca parte principală 

do dr __dsdodr 
(22) Ag 

Urmează că această distanță este infinit mic de ordinul al 
treilea, deci schimbă semnul odată cu ds, aşa că întrun punct 
ordinar, planul osculator traversează curba, ceea ce ştiam. 

Să proectăm acum curba pe planul rectifiant (dus prin 
tangentă, perpendicular pe planul osculator). Urma planului 
osculator pe planul rectifiant, adică tangenta MT, va fi tan- 
gentă la proecţia curbei. Dar, planul osculator având trei puncte 
confundate în -M, în proecţie, curba va avea trei puncte con- 
fundate în M, aşa că în punctul M curba va avea un punct de 
inflexiune. Deci, proecţia curbei pe planul rectifiant are în 
punctul M o inflexziune. 

60 Cea mai scurtă distanță dintre două tangente infinit 
vecine. Să considerăm tangentele MT şi M'T' în două puncte 
infinit vecine. Să proectăm figura pe un plan perpendicular pe 
tangenta MT (Fig. 96). Planul dus prin tangenta M'T' paralel 
cu MT este perpendicular pe planul de proecţie şi are urma 
TM", tangentă la curba de proecţie. Perpendiculara comună 
la tangentele MT, M'T” este egală cu distanţa de la punctul M, 
la dreapta T,M'. Deci, însemnând cu î cea mai scurtă distanță 
a tangentelor, avem 

(23)  5=—M,MsinM,M,T, = MM'sinM'MTsinM,M'T.. 

Dar, HT,M" este echivalent cu jumătatea unghiului de 
torsiune; HM,M', echivalent cu o treime din unghiul de tor- 
siune şi observând că HT,M', este exterior triunghiului T.M.M', 
avem 

7 , 7 d dI dz IMM Ta > 3 HTM — HMM = SE. 
Înlocuind în (23) pe MM cu echivalentul său ds, sinM'MT 

cu echivalentul său XM'MT, sau, pe sinM,M',T, cu ce, 

urmează că partea principală a distanţei 3 dintre două tangente 
infinit vecine, este 

ds ds dh 

12 
  

| „. dsdo dr 

Formulele (22) şi (24) se datoresc lui O. Bonnet.
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63.. Aplicaţii. Elicea. Înainte de-a termina studiăl curbe- lor strâmbe, să aplicăm cele stabilite pentru elice, una din curbele strâmbe cea mai întrebuințată. 
Se zice elice curba trasă pe un cilindru, ale cărei tangente fac un unghi constant cu generatoarele cilindrului, sau, ale cărei tangente fac un unghi constant « cu secţiu- 

nile drepte ale cilindrului. Elicea se zice în 
acest caz de unghiul « (Fig. 98). 

Dacă se desfăşoară pe un plan cilindrul 
pe care etrasă elicea, unghiurile se conservă, 
deci transformata elicei este o dreaptă tăind 
dreptele care sunt transformatele generatoa- 

  

a. . TE ; relor cilindrului subt unghiul -3—a. Această Fig. 98. 
proprietate fundamentală a elicei îi poate servi de definiţie. 19 Fie G paralela la generatoarele cilindrului dusă prin centrul O al sferei cu raza 1 (Fig. 99). Tangenta la elice făcând 

un unghi constant cu G, paralelele duse 
prin centrul O al acestei sfere la aceste 
tangente, fac un unghi constant cu G şi 

t'deci formează un con de rotaţie, Acest 
con tae sfera după un cerc mic, astfel că 
indicatoarea (74) a tangentelor la elice este 
un cerc mic, al cărui plan este perpendi- 
cular pe G. Fie m punctul pe indicatoare 
corespunzător punctului M de pe elice. 

| Tangenta în m la indicatoare este perpen- diculară pe O şi G, deci pe tangenta în M la elice (paralelă cu O) şi generatoarea cilindrului ce trece prin M. Aşa dar, normala principală la elice, care e paralelă cu tangenta 47 în m la indicatoare, esze Berpendiculară pe direcția fixă a gene ratoarelor sau este paralelă cu un Plan perpendicular la dipec- ba generatoarelor. 
Planul tangent la cilindru în M fiind determinat de gene- ratoarea ce trece prin M şi tangenta în M la elice, se vede că normala principală la elice este perpendiculară pe acest plan, deci se confundă cu normala în M a cilindru. 
2” Binormala în M la elice fiind perpendiculară” pe _tan- genta în M şi normala principală, este situată în planul tan- Sent în M Ia cilindru şi fiind perpendiculară pe tangenta MT, tace un unghi constant cu Seneratoarea ce trece prin M. Deci,   

  
Fig. 99.
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binormala la elite face un unghi constant cu directia genera- 
foarelor. 

Planul rechifiant la elice în M, format de tangentă şi bi- 
normală, se confundă cu planul tangent la cilindru în M. 

30 Fie (M,) secţiunea dreaptă a cilindrului, cu alte cuvinte. 
proecţia elicei (M) pe un plan perpendicular pe direcţia gene- 
ratoarelor. Fie M,M“ arcul care reprezintă proecţia arcului MM' 
al elicei. M' fiind infinit vecin de M, coarda MM” face cu planul 
de secţiune unghiul &, ce-l face tangenta în M cu secţiunea 
dreaptă. Însemnând cu s şi s, arcele socotite pe elice şi proecţia 
sa, începând de la două puncte A şi A,, avem M,M', — MM'coss, 
ds, = ds cosa, de unde, întegrând, 

(25) 54 = S Cos, 

Deci, au arc oarecare al elicei este proporțional cu freectia 
sa fe un plan perpendicular pe directia generatoarelor. 

40 Curbura şi torsiunea elicei. Să considerăm, în general, 
pe o curbă (M), triunghiul ABC format de trei puncte infinit 
vecine, având toate aceeaş limită punctul M al curbei (M). Să 
proectăm figura pe un plan ce face unghiul 6 cu planul oscu- 
lator în M şi cu tangenta în M unghiul ș. Fie a, d, c unghiu- 
rile făcute de laturile triunghiului ABC cu planul de proecţie, 
R şi R. razele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC şi 
proecţii sale, A unghiul planului ABC cu planul de proecţis. 
Însemnând cu A.B.C, proecţia triunghiului ABC, avem 

aria A, B,C, = aria ABCcos?. 
Dar, 

aria ABC = AB:B( BC. CA aria ABC. = AaBu BC CA 4R 4R, 

Deci, relaţia precedentă devine 

AB. BC. CA, __ AB.BC.CA cosă. 
  

R, o R 

Dar A.B, = ABcosc, BC,=BCecosr, CA, = CAcos); 
deci relaţia de mai sus devine 

COSĂ _ cosacosb cosr. 
RR 

Trecând la limită, se vede că a, £, c au ca limită comună 
unghiul ș, iar A tinde către unghiul 6; deci, însemnând cu R şi R, 
razele de curbură în M la curba (M) şi la proecţia sa, avem 
relaţia generală
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cos __ cos? 2 LS = , (26) 
R R, 

În cazul elicei de unghiul &, să luăm ca plan de proecţie planul secţiunei drepte. Planul osculator în M este format de tangenta în M şi de normala principală (care e normala la ci- lindru în M); acest plan face cu planul de proecţie unghiul «, deci în cazul nostru, Aa, Unghiul format de tangenta MT în M la elice cu planul de proecţie este tot a, Deci relația (26) devine 

  

1 __ cos? 21 = ( ) R R, , 

de unde deducem raza de curbură R la elice în M, R, fiind raza de curbură a secţiunei drepte în M. 
Pentru a afla valoarea razei de torsiune, să observăm că normalele principale în două puncte infinit vecine M şi M' fiind paralele cu planul secţiunei drepte, unghiul lor do se proec- tează în adevărata mărime pe acest plan şi măsoară curbura 

totală a arcului M,M',, proecţia arcului MM. 
Aplicând formula (16), No. 58, 

do = do + de, 
avem 

AS? __ ds? ase ds _ :( 1 ) REORT TI Repar 
Ținând seamă de relațiunile (25) şi (27), şi înlocuind pe ds şi R, avem 

cos'a ___ costa 1 
RE ORE FTP 
  

de unde 

1 (28) F= 

De aci urmează că raza de curbură şi raza de torsiune a elicei în M sunt şi una şi alta proporționale cu curbura sec- Ziunei drepte; apoi, raportul dintre razele de curbură ŞI for- szumea în M la elice este constant, egal cu |îga|. 
5” Reciproc, șă presupunem că raportul curburei către torsiune are o valoare constantă dealungul unei curbe (M). Dar, am văzut [No.58, formula (14)] că raza de curbură sferică a indicatoarei tangentelor este dată de raportul dintre razele de curbură R. şi torsiune T; deci este constantă. Însă, raza de 

sin& cosa 

Ra 
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curbură sferică fiind constantă, urmează (No.50) că această in. 

dicatoare a tangentelor este un cerc şi deci curba (M) este o 

elice. De aci rezultă următoarea proprietate datorită lui: Ber- 
trand, anume, orice curbă a cărei curbură şi forsiune sunt întrun 

raport constant este elice. 
60 Raza r a sferei osculatoare e dată de (No. 59) 

_ dR2 
(29) p=R2+ Te( SS). 

Dar 
Ri 

= ș 

COS2% 
  

deci 
dR__dRa 1 AR ads 1 

ds ds cos? ds, ds cos*a 
    

Însă, din (25), ds, — as cosa; deci 

dR__aR, 1 

ds ds, cosa 
  (30) 

Fie p, centrul de curbură al curbei (M,) proecţia curbei 

(M); avem R;—Mihu, iar curba (4) este desfăşurata curbei (M,). 

Unghiul de contingenţă în p la curba (n) este acelaş ca un- 

ghiul de contingenţă du, in M, la curba (M,), căci tangentele în 

M; şi w, sunt perpendiculare. Deci, însemnând cu R2 raza de 

curbură în u, la curba (4), avem 

= dh), 
Re= do, 

şi cum, după proprietatea desfăşuratelor, dR,=—d(h), avem 

__Ra 
Ro 

De asemenea, 
__ ds 

Ro. 

Deci 
AR __ARa L __ Re 

ds — dosds  R 
| do, 

_ Formula (30) devine 

dR__R> | 

ds - Rosa! 
  

iar, din (29), avem
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R,. 
2 

R, cos? 

  

ra= RA Te 

Inlocuind pe R şi T cu valorile lor, (27), (28), | 

R, Ţ Ra 
  

  

  
  

R — =.» = —— ) cos2% sină&cosa& 
avem 

3 a 2 

p2 = R, R, _ R, op 

costă  sin?acos2% Rcos?a 
1 

2 

1 2 R 31) p= RI + =). ( costa |" + sin2% 

Avem deci expresia razei sferei osculatoare în funcţiune de raza de curbură R,-a secțiunei drepte şi a razei de cur- bură Ra a desfăşuratei acestei secţiuni drepte. | 7 Elicea circulară. Când cilindrul pe care e trasă elicea este de rotaţie, elicea se zice circulară. În acest caz, secţiunea dreaptă este un cerc cu centrul O pe axa cilindrului; normala Brincipală a elicei este îndreptată după normala la acest cerc, 
deci înfâlneşte axa cilindrului. 

Reciproc, dacă normalele principale la o curbă. strâmbă 
întâlnesc toate, subt un unghi drept, o dreaptă fixă, curba este 
o elice circulară. 

În acest caz, raza de curbură a secţiunei drepte este con- 
Stantă şi egală cu raza cilindrului. Deci, razele de curbură şi 
forsiune ale ehcei circulare sunt constante, 

Reciproc, dacă curbura şi torsiunea unei curbe cu dublă 
curbură sunt constante, raportul lor este constant, curba este 
elice. Dar, din (27), rezultă că R, este constant, deci secțiunea 
dreaptă are raza de curbură constantă, este un cerc, elicea 
este trasă pe un cilindru de rotaţie. De unde rezultă proprie- 
tatea lui Puiseux, orsce curbă cu dublă curbură, ale cărei curbură 
ŞI forsiune sunt constante, este o elice circulară. 

În cazul elicei circulare, secţiunea dreaptă este un cerc, 
desfăşurata secţiunei drepte este centrul acestui cerc, iar raza 
de curbură R> a acestei desfăşurate este zero. Deci formula (31) 
devine 

op Ra 

costa cos2% 
?   

  

ceea ce probează că raza r a sferei osculatoare în M la elice
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este egală cu raza R a cercului osculator în M. Deci, /a e/icea 
circulară, centrul sferei osculatoare coincide cu centrul cercului 
osculator. 

Elicea circulară se bucură încă de o proprietate intere- 
santă. Însemnând cu M, un punct al elicei aşe- 
zat pe generatoarea de origină a cilindrului de 

rotație (Fig. 100) şi cu M un punct oarecare al 
elicei, fie 2 intersecţia cercului de secţiune 
dreaptă ce trece prin M, cu generatoarea lu M. 
Să notăm cu w unghiul MO. Tăind cilindrul 
dealungul generatoarei lui M, şi desfăşurându-l 

pe un plan, arcul MM devine o dreaptă M.M' 

(Fig. 101) ce face unghiul & cu dreapta ce re- 
prezintă desfăşurarea secţiunei drepte. Arcul 

Mom se transformă în dreapta Mow', astfel că 

  

  

Fig.100. 

Mom" = arc MoM=rv, 

r fiind raza cilindrului (cercului de secţiune dreaptă). De ase- 
menea (Fig. 100), (Fig. 101), 

Mn = M'm' = MoM'tga = rotga = ho, h=rtga, 

h zicându-se pasul redus al elicei. 

Deci, se obţine un punct al elicei, rotind raza OM, a cer- 
cului secţiunei drepte de un unghi vw, 

până ajunge în poziţia Om, apoi dând 
o translație punctului 2, paralelă cu axa 

cilindrului, egală cu /w (proporţională 
cu unghiul w). | 

Această proprietate fundamentală 
poate servi ca definiţie a elicei circulare, Fig. 101. 
iar mişcarea, în felul descris, a punctului M pe elice, se zice 
mişcare elicoidală. 

Presupunând că m a făcut ocolul complect pe cercul O, 
punctul M ajunge în M, pe generatoarea lui M, (Fig. 100), 
astfel că w=—2r şi deci 

MM, —r. 2ntga=H; 

H se zice pasul elicei. Se vede că pasul redus este egal cu 

Î.     

M, 

h=rtga = — 
27 

64. Ordinul de contact a două curbe strâmbe. Se zice 
că doău linii cu dublă curbură (C) şi (C,) au, în punctul dat
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M, un contact de ordinul n, când, făcând să varieze infinit de puţin curba (C,), de ex., se poate face ca ele să aibă, afară 
de punctul M, + alte puncte comune M,, M;,.. Mp, infinit ve- 
cine de M. Pentru aceasta, trebue ca curbele (C.) şi (C) să îndeplinească în punctul M anumite condiţii pe care le vom determina. Fie (C',) curba care rezultă din deformarea lui (C.); să presupunem că (C”,) revine, după o deformare egală ŞI contrară, să coincidă cu (C,). Atunci punctele M,, M;,... Mp se vor deplasa pe curba (C), apropiindu-se indefinit de M. Dacă 
n== 1, secanta MM, devine, la limită, tangenta comună curbe- 
lor (C) şi (C,); cele două linii date (C) şi (C,) trebue să fie tangente în M, care este condiţia contactului de ordinul întâi. 

Pentru 1==2, cercul circumscris triunghiului MM,M, va avea ca limită, când (C,) va redeveni curba (C.), un cere os- culator de odată la cele două curbe ; acestea vor trebui să aibă, în punctul M, aceeaş tangentă, aceeaş direcţie a normalei prin- cipale, aceeaş rază de curbură. Acestea sunt condiţiile unui 
contact de ordinul al doilea. 

Când =3, sfera circumscrisă tetraedrului MM,M,M; va avea ca limită, în aceleaşi condiţii, o sferă care va fi oscu- 
latoare deodată curbelor (C) şi (C,); distanța centrului acestei 
sfere la centrul de curbură, a cărui valoare este (No. 59) dR e T s» Vă avea aceeaş valoare pentru cele două linii date. Dar, 
este evident, că, în acest caz, curbele (C) şi (C,) vor avea în 
punctul M,, infinit vecin de M, un contact de ordinul al doilea, 
şi după cele ce am văzut mai sus, cele două raze de curbură în M, trebue să aibă aceeaş valoare. Însă R+dR=R+aR,, deci neglijând infiniţii mici de ordin superior, avem 

R--MM, ÎS RMN, dR, 
ds. 

. . „ dR__dR . Ţinând seamă că R=R,, urmează Bf Deci, con- 
S 1 

diţiile pentru un contact de ordinul al treilea sunt să aibă a- celeaşi tangente, aceleaşi normale principale şi 
__ dR__dR, __ R=R,, ds ds T=T,. 

În general, dacă avem un contact de ordinul n în M, a- 
dică curbele (C) şi (C,) au comune punctele M,, M,.. Mu, in-
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finit vecine de M, ele au în comun (1— 1) puncte comune in- 
finit vecine de M,, deci curbele au în M, un contact de ordi- 
nul (1—1). Vom avea, deci, condiţiile căutate, derivând în ra- 
port cu arcul condiţiile obținute pentru contactul de ordinul 
(1—1). | | 

Urmează, deci, că, pentruca două curbe cu dublă cur- 
bură să aibă într'un punct dat un contact de ordinul n, trebue: 
10 Să aibă acecaş tangentă şi aceeaş normală Brincipală 20 
Curbura şi cele dintâi (n—2) derivate în raport cu arcul să 
fie egale pentru cele două curbe; 3 Torsiunea şt cele dintâi 
(1—3) derivate ale sale în raport cu arcul să fie egale pentru 
cele două curbe. 

"Observare. După cum în plan am considerat, în fiecare 
punct al unei curbe, cercu/ osculator, care să aibă aceeaş tan- 
gentă şi curbură ca şi cuba considerată, se poate, analog, să 
ne închipuim, în fiecare punct al unei curbe strâmbe, e/icea 
circulară, care să aibă acelaş triedru principal, aceeaş curbură, 
aceeaş torsiune. Pentru a defini această elice tangentă în M la 
MT, va fi de ajuns a cunoaşte: 1) unghiul &, pe care, în pla- 
nul rectifiant în M, îl face generatoarea cilindrului, pe care e 
trasă elicea, cu binormala; 2) raza R, a cilindrului tangent la 
acest plan rectifiant dealungul generatoarei. În adevăr, din 
(27) şi (28), avem 

tea=R, Rua RT: 
TR FTe 

Această elice s'ar putea numi elicea de curbură 'şi de 
Zorsiune, iar nu elicea osculatoare, cum este uneori necorect 
numită, căci o curbă este osculatoare la altă curbă dată, când 
are un contact de ordinul cel mai mare compatibil cu gradul 
său de determinare, adică, în cazul de faţă, un contact de or- 
dinul al treilea şi nu de ordinul al doilea cum este în cazul 
elicei mai sus considerată. Pentru elicea osculatoare, pe lângă 
că trebue să fie aceleaşi, pentru curbă şi elice, curbura şi tor- 

, . AR a x siunea, mai trebue ca şi fs să fie egale pentru cele două 

curbe. 

65. Ordinul de contact a unei curbe şi a unei suprafeţe. 
Se zice că o curbă (C) are cu suprafața (S) un contact de or- 

dinal 7, când, după o variaţie infinit mică a curbei (C), noua 
poziție (C“) a acestei curbe tae suprafaţa în „ puncte M,, M,,...
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M,, infinit vecine de M. Aşa fiind, o linie „cu dublă curbură 
are un. contact de ordinul al doilea cu planul său osculator 
(într'un punct ordinar) şi de al treilea ordin cu sfera sa oscu- 
latoare. Condiţiile generale de contact depind de condiţiile în 
care variază curburile şi torsiunile liniilor, în număr infinit, pe 
care le putem face să treacă prin punctul M pe suprafaţa (5). 
Aceste condiţii se pot obţine derivând de (1—1) ori, în raport 
cu arcul s al ciirbei, pe acelea care exprimă că curba şi su- 
prafața au în comun punctul M. 

NOȚIUNI SUMARE ASUPRA SUPRAFEŢELOR 
RIGLATE. SUPRAFEȚE DESFĂȘURABILE, 

APLICAȚIE LA STUDIUL CURBELOR STRÂMBE 
66. Determinarea suprafeţelor riglate. Ordinul supra- 

feţelor riglate. Cand un punct descrie o curbă (C), triedrul 
format de tangenta, normala principală, binormala, variază de 
asemenea, astfel că fiecare din muchile acestui triedru nasc 
câte o suprafaţă. Cum aceste suprafeţe sunt riglate, pentru a 
stabili relaţiunile ce există intre aceste suprateţe şi curba (C), 
vom face o expunere sumară asupra suprafeţelor riglate. 

Să considerăm trei curbe (C.), (C-), (Cs) şi un punct 
oarecare M, pe curba (C,). Conurile cu vârful în M, şi având 
ca directoare curbele (C,) ŞI (Cs), admit, în general, o genera: 
toare comună M,M;M;, M; şi M; fiind puncte pe curbele (C,) 
şi (Cs). Cum punctul M, a fost ales arbitrar pe curba (C,), 
rezultă că este o simplă infinitate de drepte A care să se spri: 
jine pe directoarele (C,), (C-), (Cs). Deci, dacă mai punem con- 
diția ca această dreaptă A să întâlnească încă o directoare, 
curba (C,), vor fi un număr hotărât de drepte A care să în- 
tâlnească de odată curbele (C.), (C-), (C-), (C). 

Numind condiţie simplă faptul că dreapta căutată întâl- 
neşte o curbă directoare, rezultă că pentru ca o dreaptă să 
fie determinată, trebue paru condiții simple. 

Tot o condiţie simplă este şi faptul că dreapta e tan- 
gentă Ja o suprafaţă dată, numită pue/eu. 

Aşa fiind, dacă o dreaptă A este supusă numai la trei 
condiţii, adică să întâlnească trei directoare date (C.), (C;), 
(C4), atunci există o simplă infinitate de drepte A care nasc o 
suprafață numită riglată. Dreptele A se zic generatoarele su- 
prafeţei.
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Dacă printrun punct al spaţiului se duc paralele la ge. 
neratoarele unei suprafeţe riglate, se obține un con drrector 
al acestei suprafeţe. Suprafaţa trece prin curba de la infinit a 
acestui con, care poate să fie luată ca una din directoarele a- 
cestei suprafeţe. Dacă conul acesta se reduce la un flan d. 
rector, suprafaţa conţine dreapta de la infinit a acestui plan. 

În caz când suprafaţa are un plan director (generatoarele 
sunt paralele cu un plan) şi are o directoare rectilinie, se zice 
conoid. Conoidul e drept când directoarea rectilinie e perpen- 
diculară pe planul director. 

Când cele trei directoare (C,), (C3), (Ca) sunt linii drepte, 
suprafața este un zperboloid cu o pânză, care degenerează în- 
tr'un faraboloid iperbolic, când cele trei directoare sunt para- 
lele cu un plan (un paraboloid iperbolic mai este născut de o 
generatoare care se sprijină pe două directoare linii drepte şi 
este paralelă cu un plan director). | 

Amândouă aceste cuadrice riglate au un al doilea sistem 
de generatoare rectilinii, fiecare din generatoarele unui sistem 
întâlnind pe acelea ale celuilalt sistem şi neîntâlnind nici una 
din acelaş sistem din care face parte. Se zice senicuadrică 
ansamblul tuturor generatoarelor aparţinând la acelaş sistem, 
iar cele două semicuadrice ale unei aceleaş cuadrice riglate se 
zic complimentare. 

Cele două semicuadrice ale unui aceluiaş iperboloid ad- 
mit acelaş con director, care, când se aşează vârful său în 
centrul suprafeţei, se confundă cu conul asimptotic. Cele două 
semicuadrice ale unui paraboloid au planele directoare distincte, 
dreapta de la infinit a fiecăruia dintre ele aparţinând la semi- 
cuadrica complimentară. Când aceste plane directoare sunt 
perpendiculare unul pe altul, faraboloidul se zice echilater. 

Să presupunem că o suprafaţă riglată (5) are ca direc- 
toare trei curbe algebrice (C,), (Caz), (C,), respectiv de ordinele 
7H35 MM, îs, Şi care n'au nici un punct comun între ele. Ordi- 
NU Azzmm, al acestei suprafeţe (5), este numărul de 
puncte în care o dreaptă oarecare D întâlneşte suprafaţa (>), 
sau, mai bine, numărul de drepte care întâlnesc de odată pe 
(C.), (Ca), (Cs) şi (D). Pentru a obţine aceste drepte, se poate, 
invers, considera suprafaţa rigală An cu directoarele 
(C.), (C-), (D) şi să luăm punctele sale de întâlnire cu curba 
(Cs). Aceasta fiind de ordinul 2, acest număr este Am, ml 
şi deci, avem egalitatea 

Apa, ta ma = Mom mal.
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Raţionând la fel, avem 

Amsta, 1 mimi, An mA]. 

Cum Ar, este ordinul unei suprafeţe cu trei directoare 
rectilinii, adică o cuadrică, avem 

A mm tme ms — 9 Mae Mohg. 

Să observăm că, prin fiecare punct M, al directoarei (C) 
trec generatoarele comune conurilor cu vârfurile în M,, având 
ca directoare (C;) şi (Cs), adică în total H>.H3 generatoare. 
Punctul M, este multiplu de ordinul 7022923 şi deci directoarea 
(C,) este o linie a suprafeţei de ordinul paz, de multiplicitate. 

Deci, suprafața riglată (>), definită de trei directoare 
resfechu de ordinele ni,nta,ms, este de ordinul 2 1 Potts, 
directoarele fiind pe (£) ca linii respectiv de ordinele de mul. 
Hpheitate moms, Mota, 43. 

Să presupunem acum că două directoare, (Cs) şi (C,), de 
ex., au un punct comun, As. Se vede că generatoarele co- 
nului cu vârful A3 şi directoarea (C,) fac parte din acele 
drepte care întâlnesc pe (C,), (C.), (C,) şi deci, locul propriu 
zis, în afară de acest con strein de ordinul Mi se compune 
numai din suprafaţa (%) de ordinul 2 Mi Mams—m, pe care 
directoarea (C,) este o linie multiplă de ordinul (702713—1) de 
multiplicitate, fiindcă una din dreptele care satisfac la condiţiile 
arătate, care trec prin fiecare punct M, al lui (C,), se găseşte 
pe conul strein cu vârful Ass. 

În mod analog, se vede că dacă curbele (C.), (Ca), au 9 
Buncte comune, (Ca) şi (Cs) au 23 puncte, (Ca) şi (C.) au asa 
Buncte comune, suprafata (X) este de ordinul 

AMN 303 asta, AF ay n>-Fla23), 

liniile (C-), (Co), (Ca) avâna fe (5) ordinele de multiplhieitate 
respectiv egale cu 

MMafii3— oa) PH — aa, Hala — Ca, 

aceste rezultate fiind găsite de Salmon. 

67. Proprietăţile planului tangent la o suprafață riglată. 
1* Vom arăta mai întâi existenţa planului tangent pentru o 
suprafaţă oarecare. Să considerăm trei curbe (C.), (Ca), (C.) tre- 
când prin punctul M al suprafeţei (Fig. 102), situate în între- 
gime pe suprafață. Să lăsăm fixe curbele (C,) şi (C,) şi să fa- 
cem să varieze continuu curba (C3), rămânând mereu pe supra- 

N. Abramescu, — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală, 8
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față, până ajunge în poziţia (C') şi care tae curbele (C,) ŞI (Ca) în punctele M,, şi M,. Să facem printr'o variaţie, efectuată în 
| sens invers, ca să aducem curba (C') 

in poziţia iniţială (Cs), făcând-o să 
(Ca treacă prin aceleaşi poziţii interme- 

diare. Laturile triunghiului M,M;M 
(Co) fiind mereu în acelaş plan, şi cum ele 

au ca limită, afară de cazuri excep- 
ţionale al lui M, tangentele în acest 
punct la curbele (C.), (Ca), (Cs), ur- 
mează că tangentele în acest punct, la 

trei curbe oarecare trecând prin punctul M sunt aşezate în acelaş 
plan, care este, prin definiție, lanul Zangent în M la suprafață, 
format de tangentele la curbele (C.) şi (C.) situate pe supra- 
faţă şi trecând prin punctul M. Un astfel de punct, pentru care 
tangentele la .toate curbele trase pe suprafaţă şi trecând prin M, 
sunt în acelaş plan, se zice un punct ordinar al suprafeţei. 
Sunt şi puncte pentru care aceste tangente nu mai sunt în 
acelaş plan; un exemplu de punct singular este vârful unui 
con, unde tangentele la curbele ce trec prin acest punct, adică 
generatoarele conului, nu sunt în acelaş plan, ci formează chiar 
conul. Astfel de puncte ale unei suprafeţe se zic. Puncte conice, 

Aşa fiind, planul tangent întrun punct ordinar al unei 
suprafeţe este format de tangentele la două curbe trase pe 
suprafaţă şi care trec prin acel punct. Normala !a suprafaţă 
întrun punct este perpendiculara în acel punct pe planul tan- 
gent la suprafaţă în punctul considerat. 

2% Planul tangent întrun punct M al unei suprafeţe riglate (5) 
conţine generatoarea G a suprafeţei şi G 
care trece prin punctul M. 

Să considerăm acum suprafaţa năs- 
cută de o dreaptă mobilă, care are un 
singur grad de libertate (depinde de un 
parametru variabil) ; fie G şi G' două po- 
ziţii infinit vecine ale acestei generatoare 
(Fig. 103), M şi M' intersecțiile lor cu 
un plan (P) perpendicular pe G, M'H 
proecţia lui G' pe acest plan. Să ducem MW 
din M o perpendiculară. MH pe această Fig. 103, 
proecţie şi fie K punctul lui G' care se proectează în H. Să 
ducem prin K o paralelă la HM care taepe Gin L. Dreapta LK 

    (C.) 
Fig. 102. 

G 

   



115 

este perpendiculara comună la generatoarele G şi G'. Lungimea 
î=— LK măsoară cea mai scurtă distanţă între aceste genera- 
toare care fac între ele unghiul M'KH =. 

Din triunghiurile dreptunghice HMM”, MHK, avem 

M'H = KHtga = MHtgHMM, 

ML (1) tg MMH = a, 

Luând unghiul a ca infinit mic principal, să presupunem 
a: - m . „&, _ că distanţa 3 este infinit mic de acelaş ordin ; atunci z tinde către 

o limită determinată, £; piciorul L al perpendicularei comune 
celor două generatoare G şi G' tinde către un punct O, numit 
Punctul central al generatoarei G. Planul OLK tinde către pla- 
nul tangent la suprafaţă în acest punct central, care se zice 
Planul central pentru generatoarea G; planul GMM' tinde către 
planul tangent în M; distanţa ML tinde către MO; unghiul 
M'MH tinde către unghiul e făcut de planul tangent în M cu 
planul central. 

Notând cu MO=a, relaţia (1) devine —
 

(2) tge = 

a
l
a
 

Această formulă a lui Chasles face să se cunoască distri- 
buţia planelor tangente dealungul generatoarei G. / se zice 
Parametru de distribuție pentru generatoarea G. Pentru a în: 
lătura orice ambiguitate, parametrul de distribuţie va avea sem- 
nul + sau —, după cum, când punctul M se depărtează de O, 
într'un sens sau într'altul, planul tangent se învârteşte în sen- 
sul direct sau retrograd pentru un observator cu capul în M 
Şi picioarele în O. 

3” Relaţiunea (2) arată că fiecărui punct al generatoarei G 
îi corespunde un plan tangent şi invers, la fiecare plan ce trece 
prin generatoarea G, îi corespunde un punct de contact a cărui 
distanță + de punctul central e dată de relaţia (2). Deci, există 
între aceste puncte şi aceste plane o corespondenţă omografică 
şi deci raportul anarmonic a patru flane tangente în patru 
Puncte ale generatoarei este egal cu acela al celor patru Puncte 
de contact. 

Să considerăm două plane perpendiculare între ele, de 

unghiurile ș, şi ș+, adică top, tgp, + 1=0. Avem gt = 

8
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7 

ter, = deci x", + £2=0. Însemnând cu M,, M, punc: 

tele de contact corespunzătoare distanțelor x, x, de punctul 
central, relaţia xx", -+ £2=—0 arată că OM..OM', + £2=—0, adică 
diviziunile (punctualele) descrise de Punctele M,, M', sunt în 
învoluție, punctul central al învolufii fiind O, de aceea s'a dat 
numirea de punct central punctului O. 

4% Când punctul M se depărtează nemărginit de O, tgp 
. . 7 . tinde către oo, iar po. Planul tangent în punctul de la in- 

finit al lui G, zis plan asimptotic, este deci perpendicular pe 
planul central. Planul G'KH (Fig. 103), perpendicular pe LK, 
deci pe planul GLK, rămâne tot timpul perpendicular, chiar 
când trecem la limită. Acest plan se confundă deci la limită cu 
planul asimptotic şi cum acest plan la limită este paralel cu 
planul tangent corespunzător la conul director, se vede că 
Planul asimptotic al unei generatoare este Paralel cu planul 
Zangent la conul director dealungul generatoarei corespondente. 

Ducând prin fiecare generatoare un plan perpendicular la 
fiecare din planele precedente, se vede că lanul central dea- 
lungul unei generatoare este paralel cu planul normal la conul 
director dealungul generatoarei corespondente. 

În particular, dacă suprajfaja este cu plan director, planele 
asimptotice ale acestei suprafețe sunt toate paralele şi planele 
centrale sunt perpendiculare la acest lan director. 

5 Locul punctelor centrale O ale suprafeței este o curbă 
care se zice /ima de stricțiune a suprafeței. Linia de stricţiune 
nu tae ortogonal generatoarele. În adevăr, dacă G' tinde către 
G, sau G către G',L în primul caz, K în al doilea, tind, unul 
pe G, altul pe G”, către poziţii limite aparţinând linii de stric- 
țiune, dar dreapta care uneşte aceste două poziţii limită are o 
direcţie care diferă de aceea a lui LK, astfel că nu trebue con- 
fundat LK cu arcul infinit mic al linii de stricţiune. 

68. Punctul reprezentativ al distribuții planelor tan- 
gente. 10 Adoptând pe generatoarea G un sens pozitiv indicat 
de săgeată (Fig. 104), să ridicăm pe această generatoare prin 
punctul său central O, o perpendiculară OI egală cu parametrul 
de distribuţie 4 şi dusă într'un sens astfel ca săgeata ce indică 
sensul pozitiv al lui G să tindă să facă să se învârtească bra- 
țul de pârghie IO în sensul direct sau retrograd, după cum / 
este pozitiv sau negativ. Se vede că punctul 1 este astfel că
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unghiul MIO, luat cu sensul său, este egal cu acela ce flanul 
fangent în M face cu planul central. Pentru acest motiv, punc: 
tul I, considerat întâia oară de Mannheim, a 

fost numit punct reprezentativ al distribuții 
flanelor tangente dealungul generatoarei G. 

Rezultă de aci că, puiul sub care se 
vede din | un segment oarecare MM' al lui G i 
face să se cunoască unghiul, cu sensul său, 
care-l fac între ele planele tangente în M şi M'. 

Se vede de aci că, dacă se cunosc pla- 
nele tangente în trei puricte M,, Mz, M, ale 
generatoarei G, se poate afla planul tangent întrun punct oare- 
care al acestei generatoare. În adevăr, să observăm că punctul 
reprezentativ I este la intersecţia segmentelor de cercuri des- 
crise pe MM, şi MM; şi capabile de unghiurile ce fac între 
ele, de o parte planele tangente în M, şi M,, de altă parte 
planele tangente în M, şi M;. Punctul | fiind construit, unind 
un punct oarecare M al generatoarei cu |, unghiul MIM, este 
unghiul făcut de planul tangent în M cu planul tangent în M, 
şi deci se poate construi planul tangent în M, căci este cunos- 
cut planul tangent în M, (£). 

2 Dacă două suprafeţe au o generatoae comună G, 
există pentru ele, pe această generatoare, două puncte de ra- 
cordare, adică puncte unde planul tangent este acelaş şi pentru 
una şi pentru cealaltă suprafaţă. Aceste puncte pot fi reale, 
confundate sau imaginare. În adevăr, planele tangente dealungul 
lui G ale uneia din suprafeţe pe de o parte, şi ale celeilalte 
suprafeţe pe de altă parte, formează două fascicole omografice, 
care au, după cum se ştie, două plane duble. 

Pentru a obţine aceste plane duble, observăm că, dacă N, 
este unul din aceste puncte de racordare, unghiurile pe care 
planul tangent comun în N, le face cu planele centrale ale celor 
două suprafeţe fiind date de OIN, şi O'N,, atunci unghiul 
IN," este egal cu unghiul acestor plane centrale. Pructele de 
racordare sunt dec, la intersecția generatoarei G cu segmentul 
capabil de unghiul celor două plane centrale construit pe dreasta 
ce uneşte punctele reprezentative | şi V. 

  

Fig. 104. 

  

() Pentru determinarea punctului reprezentativ în cazul unei suprafeţe strâmbe 
trecând printr'o directoare dată şi circumserisă la o suprafaţă (nucleu) dată, dealungul 
unei curbe date, a se vedea No/a D-lui M. d'Ocagne în Cosmptes Rendus de PAcad. des Se., 
1-er semestre 1928, p, 64.
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Dacă, în afară de aceste două puncte de racordare pe ge- 
neratoarea G mai există un al îreilea, foate Punctele genera- 
foarei sunt puncte de racordare, cu alte cuvinte cele donă Supra- 
fete se racordează deahingul generaloarei G. Aceasta rezultă 
din faptul că, din cunoaşterea planelor tangente în trei puncte 
ale lui G, se poate afla planul tangent în orice punct al lui G. 

69. Suprafeţe de racordare. Paraboloidul norm alelor, 
Din cele de mai sus rezultă că, pentru a determina planele 
tangente la o suprafață riglată (5), dealungul unei generatoare 
G, se va putea substitui suprafeţei (2) o altă suprafaţă (5), 
trecând prin G, cu condiţie ca să aibă acelaş plan tangent cu 
(5) în trei puncte ale lui G. 

Se va putea să se ia pentru (5) o cuadrică care să fie 
de racordare cu (X) în trei puncte M,, Ms, M; ale lui G. Va fi 
deajuns să se ia pentru directoarele lui (5”), trei drepte, D,, D;, D;, 
trecând prin M,, M;, M; şi situate respectiv în planele tangente 
la (X) în aceste puncte. Dacă aceste drepte D,, D;, D, sunt ob- 
ținute la intersecţia planelor tangente în MM, M; cu plane 
paralele cu un plan (7), cuadrica de racordare este un para- 
boloid iperbolic, având planul (x) ca plan director; celalt plan 
director va fi (N.67,4%) paralel cu planul asimptotic al lui (%) 
dealungul lui G, 

Dacă planul (n) este perpendicular pe G, toate genera- 
toarele paraboloidului de racordare dealungul lui G sunt orto- 
gonale la această generatoare, şi cum cele două plane direc- 
toare sunt perpendiculare unul pe altul, paraboloidul este 
echilater. | 

Să rotim în jurul lui G de un unghi drept acest para- 
boloid al tangentelor ortogonale. Fiecare din aceste genera- 
toare, perpendiculară pe G, va rămâne perpendiculară şi după 
rotire, mai mult, fiecare generatoare devenind perpendiculară 
pe poziţia primitivă a sa, este perpendiculară pe o a doua 
dreaptă din planul tangent corespunzător la (3); ea este deci 
perpendiculară pe acest plan tangent, adică se confundă. cu 
normala corespunzătoare la (5). Deci, /ocu/ normalelor la o 
suprafață riglată dealungul uneia din generatoarele sale G este 
an paraboloid echilater, al cărui unul din planele directoare 
este perpendicular pe G, celalt fiind paralel cu planul central 
al lui G. | 

Planul tangent în vârful paraboloidului este perpendicular 
pe direcţia axei paraboloidului, care este dată de intersecţia
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celor două plane directoare, - unul perpendicular pe G, altul 
confundat cu, planul central, amândouă, prin urmare, perpendi- 
culare pe planul asimptotic, aşa că direcţia axei paraboloidului 
este perpendiculară pe planul asimptotic. Planul tangent la vârf 
va fi deci planul asimptotic. Făcând o rotaţie inversă de 909, 
acest paraboloid al normalelor devine paraboloidul de racor- 
dare, planul asimptotic precedent devine planul central al cărui 
punct de contact este punctul central. Deci, Bunctul central O 
al generatoarei G este vârful paraboloidului normalelor dealun- 
Qul generatoarei G. Sa 

70. Aplicaţii. 1 Se dă planul tangent întrun funct M al unei gene- 
ratoare şi două din cele trei elemente, punctul central O, planul central 
(adică unghiul ș), parametrul de distributie k (adică lungimea OI, fig. 104); 
să se găsească al treilea din aceste elemente. 

1* Se dă punctul M şi cantităţile e şi £. Se duce prin punctul M 
(Fig. 104) o dreaptă care face cu partea negativă a generatoarei unghiul 
T . 

. Z—* şi se duce o paralelă la generatoare la distanţa / care tae dreapta 

construită în punctul 1. Din punctul 1 se lasă perpendiculara !O pe gene: 
ratoare şi astfel găsim punctul central O, 

20 Dacă se dă O şi £, punctul 1 se găseşte imediat pe perpendicu- 
lara în O pe generatoare la distanța &; unindu-l cu punctul M, avem un- 
ghiul OIM =. 

3% Dacă se dau O şi g, se ridică în O o perpendiculară pe genera- 
toare şi se duce prin M o dreaptă care face cu partea negativă a gene: 

, TE . . . Ă , ratoarei unghiul -> — q; această dreaptă tae perpendiculara în |, iar 10 

este parametrul de distribuţie £, 

II. Se dau planele tangente în două puncte M şi M' şi unul din cele 
trei elemente, punctul central, planul central, parametrul de distributie. Să 
se afle celelalte două elemente. 

1* Elementul dat este punctul central O. Fie « unghiul (en semnul 
său) al planelor tangente în M şi M” (Fig. 105). Punc- 
tul 1 este la intersecţia perpendicularei în O pe ge: W 
nerâtoare cu segmentul de cerc ce trece prin M și 
M' şi capabil de unghiul «. Sunt două soluţii, una 
sau nici una, după cum cercul tae, este tangent sau 
nu tae perpendiculara în O. Ol este parametrul de AAA M 
distribuţie şi unghiul MIO este unghiul făcut de pla- li | 
nul central cu planul tangent în M. Fig. 105. 

2* Dacă se dă planul central, se cunosc unghiurile q şi «' pe care planele 
tangente în M şi M' (Fig. 106) le face cu planul central. Ţinând seamă 
de sens, se duc prin M şi M' dreptele ce fac cu generatoarea unghiurile 

2-6, pe. Punctul lor de întâlnire este punctul reprezentativ, |, de 

unde se deduce punctul central O şi parametrul de distribuţie, 10=4. 
3” Dacă se dă parametrul de distribuţie 4, punctul reprezentativ |
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este (Fig. 107) la intersectia paralelei cu generatoarea la distanța 4, cu 
segmentul de cerc descris pe MM' capabil de unghiul « egal cu acela al 

| — 

G 
M” 

M 

O 
Fige 106. Fig. 107. Fig. 108. 

planelor tangente în M şi M'. Odată găsit punctul 1, punctul central O 
este piciorul perpendicularei din 1 pe generatoare. Sunt două soluţii, una, 
sau nici una. 

II. Se dau planele tangente în trei functe M, M', M", să se afle punc- 
tul central, planul central şi Parametrul de distributie. Să măsurăm un- 
ghiurile a şi a” cu care trebue-a învârti: planul tangent în M pentru a-l 
aplica pe planele tangente în M”: şi M“. Punctul reprezentativ | (Fig. 108) 
este la intersecţia segmentelor de cercuri descrise pe MM” şi MM” respec- 
tiv capabile de unghiurile '« şi a. În toate cazurile avem o singură solu- 
ție. Perpendiculara IO din | pe G ne dă punctul central O, parametrul 
de distribuţie este 10= 4, iar unghiul IOM este egal cu cel făcut de pla- 
nul tangent în M cu planul central, 

IV. Plan tangent la o suprafală riglată cu două curbe directoare 

MW 

M' g 0,   

    [a
p 

  2 | /, 
D M (3 CP 

  

  

  

Fig. 109. 

şi plan director. Să alegem planul orizontal de proecţie paralel cu planul 
director (Fig. 109) şi fie (A, A"), (B, B) cele două curbe directoare. Să
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ducem planul tangent în punctul (m, m") al. generatoarei (a6, a), care 
este o orizontală ce se sprijină pe curbele directoare. Pentru aceasta, sâ 
considerăm paraboloidul de racordare dealungul generatoarei (as, a'd), 
care are ca plan director un plan orizontal şi pentru directoare tangentele 
în (a, a”), (6, b) la curbele date. Acest paraboloid este de racordare, căci, 
în punctele (a, a”), (5, &) şi punctul de la infinit pe dreapta (a5, ad”), 
are acelaş plan tangent ca şi “suprafața. 

Va trebui să construim planul tangent în (7, za) la acest parabo- 
loid, care va fi planul tangent căutat. Pentru aceasta, ne servim de faptul 
că planul tangent la paraboloid întrun punct, este determinat de cele două 
generatoare de sisteme diferite ce trec prin acel punct, Să găsim deci ge- 
neratoarea de al doilea sistem ce trece prin (72, 71") şi se sprijină pe cele 
din sistemul întâi. Printre generatoarele sistemului întâi, la fel cu (ad, 2%), 
paralele cu planul orizontal, este şi aceea perpendiculară pe planul vertical 
ce se sprijină pe tangentele în (a, a”), (6, &'), adică o dreaptă perpendicu- 
lară pe vertical ce trece prin punctul ș de intersectie al drepteior ce re- 
prezintă proecţiile verticale ale tangentelor în (a, a”), (5,6). Generatoarele 
sistemului al doilea întâlnind pe aceasta, de sistemul întâi, proecţia lor 
verticală trece prin s; generatoarea de sistemul al doilea ce trece prin (7, 71), este m'i', a cărui proecţie orizontală, pe urma orizontală 4 a planului format de tangentele în ta, a"), (6,8), urma paraboloidului, este (/, 4). 
Generatoarea a doua este (74 m't), iar planul tangent în (74, n”) la supra- faţă este format de (a, a'b) şi (nf, 47). 

Punctul central al generatoarei (qă, a'3) este punctul acestei gene: 
ratoare, care reprezintă punetul de contact al paraboloidului cu planul tan- 
gent la paraboloid trecând prin generatoarea considerată şi perpendicular 
pe panul dir ctor, adică pe planul orizontal. Se va duce, deci, prin acea- 
stă generatoare.un plan perpendicular pe planul orizontal şi se va găsi, 
cum se ştie, punctul siu de contact cu paraboloidul, care va fi punctul 
central al generatoarei. 

Aceasta o mai putem face şi pe alte cale, în modul următor. Printre 
paraboloizii de ra-ordare cu suprafaţa dealungul lui (ad, a'd'), să co si- 
derăm pe acela care are ca directoare dreptele din planele tangente în (a,a”), (6, 2) la suprafaţă şi care sunt frontale. Acest paraboloid are pla- 
nele de proectie ca plane directoare, iar directoarele sale sunt frontalele 
(au, a'u'), (dz, 4). Fie s punctul unde se tae proecţiile lor verticale. Ge- neratoarele din acelaş sistem cu aceste drepte trec în proecţie verticală prin s, proecţia verticală a generatoarei de acelaş.sistem cu (ad,a'd'), a paraboloidului şi care este perpendiculară pe planul vertical de proecţie. Prin acest punct trece proecţia verticală a unei generatoare frontală, care întâlnind pe (a£, a'b'), se proectează orizontal în o (pe planul orizontal generatoarele se proectează trecând prin o). Planul tangent în (0,0) este format de (ab,a'b') şi de perpendiculara în o pe planul orizontal, este deci perpendicular pe orizontal, pe planul director al suprafeței, este planul central al generatoarei, iar (0,0”) este punctul central căutat. 

Se mai observă că planul central este perpendicular pe pianul ori- Zontal, este un plan tangent al cărui punct de contact este un punct al conturului aparent orizontal. Deci, linia de stricţiune a suprafeței, locul punctelor centrale, se proectează pe planul orizontal după curba care este
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proecţia orizontală a conturului aparent orizontal, adică după curba înfă- 
Şurătoare a. proecţiilor generatoarelor pe planul orizontal, 

Dacă directoarele a's, &'s' sunt paralele, punctul s este aruncat la 
infinit, punctul central o este de asemenea la infinit. Sunt, deci, genera- 
toare singulare, pentru care punctul central este la infinit. i 

Curba de umbră este formată de punctele de contact ale planelor 
tangente paralele cu o direcţie dată, sau un fascicol de raze luminoase, 
duse, prin fiecare generatoare, fie paralel cu direcţia razelor, sau trecând 
prin punctul ce reprezintă sorgintea luminoasă. 

V. Suprafaţă strâmbă cu două curbe directoare Și con director. Pen- 
tru a construi o generatoare ce trece prin punctul (a,a”) al uneia din curbele 
directoare, se transportă conul director ca să aibă vârful în (2,2); el este 
“tăiat de cealaltă curbă directoare întrun număr de puncte; dreptele ce 
unesc aceste puncte cu punctul (4,2) sunt generatoarele suprafeței. Dacă, 
pentru una din aceste drepte, se cere planul tangent în (74,7) (Fig. 110), 
se întrebuințează paraboloidul de racordare care are ca plan director pla= 
nul 'tângent la conul director dealungul generatoarei paralelă cu (a, a'5) 
şi aceleaşi plane tangente ca şi suprafața în (aa), (5%). | 

Sa considerăm cazul când conul director este de rotaţie. Să luăm ca 
plan orizontal (Fig. 110) un plan perpendicular pe axa acestui con. Pentru 
o generatoare oarecare. a suprafeţei, planul central fiind perpendicular pe 
planul tangent la conul director, este paralel cu planul rieridian al conului 
(ce trece prin generatoarea de contact a conului cu planul tangent şi prin 
axa conului), este deci (vertical) perpendicular pe planul orizontal. | 

Acestea fiind stabilite, se vede că planul central al suprafeţei 'strâmbe 
pentru generatoarea (ad, 4) (Fig. 110), este unul din planele directoare 

ale paraboloidului normalelor la această 
suprafață pentru generatoarea conside- 
rată. Generatoarele acestui paraboloid, 
care nu sunt paralele cu acest plan cen- 
tral, adică normalele la suprafata strâm- 
bă, se proectează atunci orizontal după 
drepte care trec prin acelaş punct. Se 
cunoaşte planul tangent la suprafaţa ri- 
glată în (a,a”), unde ab întâlneşte una din 
directoarele date, şi deci normala în acest 
punct la suprafață; de asemenea, în punc- 
tul (5,5). Punctul c de întâlnire al proec- 

Fig. 110. țiilor orizontale ale acestor două nor: 
male este punctul prin care trec proec- 

ţiile orizontale ale normalelor la suprafaţa riglată pentru diferitele puncte 
ale generatoarei a. Prin urmare, pentru un punct (72,74), normala la 
suprafață se proectează orizontal după dreapta cn şi urma orizontală a 
planului tangent în (74,74) este perpendiculara coborâtă pe cu din urma 
4 a generatoarei ab pe planul orizontal. 

  

Am văzut că planul central pentru o generatoare este planul pro- 
ectant orizontal al acestei generatoare şi cum este tangent în punctul cen- 
tral, rezultă că linia de stricţiune (locul punctelor centrale) este locul 
punctelor de contact ale planelor fangente la suprafaţă perpendiculare pe
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planul orizontal, adică /inia de Sfrictiune este curba de contur aparent 
orizontal. 

VI. Suprafață strâmbă cu trei directoare curbe. Pentru generatoa- 
rea adc, care întâlneşte directoa- 
rele date în a, d, c (Fig. 111), cu- A 
noaştem  planele tangente la su- 
prafață în aceste puncte, ele sunt 
plane determinate de generatoare 
şi tangentele la curbele directoare 
în a, d, c. Să luăm în aceste plane 
tangente respectiv dreptele A, B, 
C şi să considerăm iperboloidul 
de racordare ce are ca directoare 
aceste trei drepte. Pentru a deter- 
mina planul tangent în 4 al ge- 
neratoarei abc, vom construi planul tangent în +4 la iperboloidul de ra: cordare. Pentru aceasta, să ducem două generatoare G, şi G, ale acestui iperboloid, de acelaş gen cu aâc (adică două drepte care să se sprijine pe A, B, C). Dreapta ce trece prin 7 şi se sprijină pe G, şi G, este ge- neratoarea iperboloidului de acelaş sistem cu A, B, C. Această dreaptă şi generatoarea abc determină planul tangent la suprafață în za, Invers, dacă prin Seneratoarea abc se duce 

  

  

Fig. 1. 

un plan oarecare, se 

cu iperboloidul este aceea care unește urm 
dus prin aâc şi avem astfel punctul de co a ntact al acestui plan cu supra- faţa riglată. 

Enemplu. Biais passc. Această suprafaţă ce se întâlneşte în cursul de Stereotomie, are ca directoare două cercuri egale cu planele faralele ȘI Perfendiculara la aceste Blane dusă prin mijlocul segmentului de dreaptă cuprins între centrele cercurilor. 
Să luăm ca plan vertical de proecție acel paralel cu planele cer- curilor C, şi C, (Fig. 112) și ca plan orizontal un plan perpendicular. pe acesta şi dus prin linia centrelor cercurilor. Cercurile se proectează ver- tical după cercuri egale 29, £+qi şi orizontal după dreptele paralele cu linia de pământ Pi Pad. Directoarea D are ca proectie verticală punctul o' egal depărtat de centrele cercurilor şi ca proecţie orizontală o perpendiculară pe linia de Pământ (dreaptă perpendiculară pe vertical ŞI Situată în planul orizontal). 
Fie a'b'ed' proecţia verticală a unei 

tale ale acestor puncte fiind a,be,d. Punct 
toare tae directoarea D are proecţia orizo 
ţiile orizontale ale centrelor cercurilor. Pr 
o“, corespunde la Patru drepte ce întâlnesc e 

generatoare, proecţiile orizon- 
ul (0,0) unde aceste genera- 
ntală o egal depărtată de proec- 
oecţia verticală a'4”, ce trece prin 
ele trei directoare date; dar, prin- u, sunt totdeauna două care trec prin acelaş punct o. An» samblul acestor două drepte formează un con având ca vârf punctul (0.0) şi ca directoare cercurile date. Suprafaţa biais pass este aceea născulă de celelalte drepte, ca ad și bc.
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Prin punctul o să ducem o7 paralelă cu ad şi bc; punctul / este 
mijlocul lui 44. Proectând pe / în 4 pe dă, / este mijlocul lui 4. Pen- 
tru o generatoare oarecare a suprafeţei, avem un punct /. Locul acestor 
puncte este un cerc care trece prin centrul lui C',, acesta este urma co- 
nului director al suprafeței pe planul acestui cerc director. 

AI . . .. . .......-z 9 

zd
 

(
H
)
 

9 2 oo ai 

  

"Z
I 

"2
13
 

    -——-—a 

Deci, aşezând în o vârful conului director, acest con va avea ca 
urmă pe planele cercurilor C',, C', un cerc.
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| Plan tangent întrun punct. Să luăm un punct (3, 74) pe gencra- 
toarea (dc, b'c). Vom întrebuința iperboloidul de racordare dealungul ge- 
neratoarei (66, &'c'). Să ducem în punctul £o tangentă la C',; această 
tangentă se proectează orizontal pe segmentul de dreaptă după rare se 
proectează cercul. Să ducem şi tangenta în (6,6') la cercul C”,. Proecţiile 
verticale ale acestor tangente se tae în e, pe prelungirea lui D, căci o'e 
este perpendiculară pe linia centrelor cercurilor şi egal depărtată de aceste 
cercuri cu raze egale. 

Iperboloidul de racordare are ca directoare tangentele în 4,c la cercurile directoare si directoarea rectilinie D a suprafeței biais passe, 
Pentru a construi planul tangent în (742,4), trebue a căuta generatoarea 
acestui iperbaloid care întâlneşte două drepte ale acestei suprafețe, de a- celaş sistem cu bc. Să luăm, pentru una din aceste drepte, urma iper- boloidului pe planul orizontal (H”), care conţine deja directoarea rectili 
nie D; această urmă se găseşte unind urmele af pe acest plan ale tan- gentelor la cercurile directoare, tangente care sunt directoarele iperbo: 
Joidului. 

Perpendiculara în e” pe planul vertical întâlneşte directoarele iper- 
boloidului proectate după ge, e şi dreapta D cu care este raralelă. Această perpendiculară pe planul vertical este deci de asemenea o dreaptă a iperboloidului de acelaş sistem cu generatoar.a ce conține punctul z4, Unind e cu 7, avem proecţia verticală a generatoarei acestui iperboloid 
şi cum urma acestei drepte pe (H”) trebue să fie pe urma iperboloidului 
pe acelaş plan, această urmă este în punctul 7, pe af. Unind 7 cu î, avem 
proecţia orizontală a dreptei e, Dreapta (74, zn'7) şi generatoarea (bc, 
b'c”) definesc planul tangent căutat. Urma pe (H”) a acestui plan tan- 
genti este dreapta 77. 

Generatoarele singulare ale suprafeței sunt ceie situate în planul 
orizontal (24, 7,5), (229, 9291); ele întâlnesc directoarea rectilinie în s 
Și 2/ Aceste generatoare întâlnesc cercurile directoare în puncte unde pla- nele' tangente sunt verticale şi confundate. Planul tangent este acelaş dea- 
lungul acestor generatoare ; este diferit în punctele s şi 4 care sunt punc- 
tele centrale pe aceste generatoare. 

Alte generatoare singulare sunt acelea care se proectează vertical 
după drepte duse prin o', tangente la proecțiile verticale ale cercurilor 
directoare. În punctele unde aceste drepte întâlnesc cercurile directoare, 
avem, pentru fiecare din aceste drepte, acelaş plan tangent. 

Punctul central pentru generatoarea (bc, b'c) este punctul acestei 
generatoare unde planul tangent în acest punct este perpendicular pe pla: nul tangent la conul director dealungul generatoarei (07, o'/) paralelă cu (&c, b'e). Planul tangent la conul director e determinat de (0, 07) şi tan- genta în (/,/) la cercul o'/ din planul cercului C'. Se va găsi deci planul ce trece prin (bc, &'c) şi perpendicular pe acest plan, iar urma sape pla: 
nul (H”) trece prin r şi va tăia pe Pa în punctul 6, a cărui proecţie ver- 
ticală este 0; 6'e' tae pe &'2 în punctul pu, a cărui proecţie orizontală ş 
este pe bc; (u,n') este punctul central. Locul acestor puncte este linia de 
stricţiune. 

71. Suprafeţe desfăşurabile. Fie G şi G' două genera- 
toare infinit vecine, O şi O' punctele centrale corespunzătoare
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(Fig. 113), LK=5 perpendiculara lor comună, a unghiul lor. 
Ducând OF paralelă cu LK şi FE perpendiculară pe G', se 

vede că OE este perpendiculara din O 
pe G', iar OE este distanta de la. O la 
G'. Din triunghiul OFE, avem 

OE=| OF?+FE?, 
OE=|LR"+-FK?sin:a, 

  OE=|/ 22 OL sina =2 |rr(ors=) E 

Din triunghiul OO'E, avem 

OE = 0OO'sinO0OFE, 

  

Fig, 143, 

deci, egalând, 

3) | Olsint"— OO'sin00E. 

Am văzut că, dacă 3şi & sunt infiniţi mici de acelaş ordin, 
însemnând cu & unghiul format de planul tangent în M cu pla- 

"nul central, avem 

(4) tgep=— în P => lim = x = OM. 

Să presupunem că 5 este infinit mic față de a. Atunci 
suprafaţa riglată se zice sugrafală desfășurabilă. Din (3) se 

RI II IE OLsina vede că OL şi « fiind infiniţi mici, raportul ——3 — poate avea 

o limită finită, deci, membrul întâi este infinit mic de acelaş 
ordin cu 2; deci, şi membrul al doilea este infinit mic cel pu- 
țin de ordinul al doilea. Deci, trebue, sau ca OO! să fie infinit 
mic de ordinul al doilea, sau ca unghiul OO'E să fie infinit mic. 

Dacă OO” este infinit mic superior în raport cu unghiul 
a două generatoare infinit vecine, înseamnă că O este fix faţă 
de aceste două generatoare, adică generatoarele trec prin acelaş 
punct fix; suprafaţa ar fi un con. 

Lăsând la o parte acest caz particular, să presupunem că 
SOO'E este infinit mic, adică are ca limită pe 0 (zero). Aceasta 
însemnează că direcţia limită a lui OO” coincide cu G; această 
Benevatoare G este deci tangentă în punctul O la linia de stric- 
Hiune. Se poate deci defini o suprafată desfăşurabilă ca locul 
fangentelor la o curbă strâmbă. |
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s : 

Parametrul de distribuţie p= lim => 0, deci, din formula 

(4) se vede că te o, 7-3 » deci, planul tangent la o supra- 
fată desfăşurabilă în orice punct al unei generatoare este acelaş. 
Acest plan e perpendicular pe limita planului determinat de GLK, planul central. Dar, dreapta LK devine la limită binormala la linia de stricţiune (ca fiind perpendiculară pe două. tangente 
infinit vecine, G şi G'); deci, planul GLK tinde către planul rectifiant la linia de stricţiune. Aşa dar, planul tangent la 
suprafață, care am văzut că îi este perpendicular, este planul os- 
culator la hnia de strictiune, care se zice muchia de întoarcere 
(rebroussement). 

Observare. Am văzut (No. 62) că cea mai scurtă distanţă a două tangente infinit vecine a unei linii cu dublă curbură este infinit mic, cel puţin de ordinul al treilea. Deci, dacă o dreaptă se deplasează continuu, cea mai mică distanță :dintre două poziţii consecutive nu va putea să fie de ordinul al. doilea; dacă nu este de ordinul întâi, ea trebue să fie cel puţin de ordinul al treilea şi atunci dreapta rămâne tangentă la o curbă strâmbă. Aceasta este teorema lui Bouquet. 
12. Înfăşurătoarea unui plan mobil. Să considerăm un plan variabil, a cărui poziţie. depinde de un parametru şi fie P şi P' două poziţii infinit vecine ale planului. Voim să arătăm că dacă P' tinde către P, intersecţia A a acestor două plane tinde către o dreaptă G, bine determinată în planul P. În ade- văr, fie D urma planului mobil P pe un plan fix Q, E urma dreptei A pe acelaş plan. Când planul P variază, dreapta D înfăşură o curbă (C), şi când P' tinde către P, punctul E tinde către punctul de contact M al dreptei D cu înfăşurătoarea sa. Urma dreptei A pe un plan oarecare tinde către un punct limită perfect determinat şi deci A va tinde către o dreaptă determi- nată G. 
Limita G a intersecţii A a planului P şi a celui infinit vecin se zice caracteristica planului variabil P. Când P variază, dreapta G naşte o suprafață _riglată. Planul P, conţinând, de altfel, tangenta la curba (C) intersecţia acestei suprafeţe cu planul Q, este tangent în M la această suprafaţă. Cum această suprafață are acelaş plan tangent în toate punctele generatoare! G (dealtminterlea oarecare), este o sufrafajă desfăşurabilă, esfe înfăşurătoarea planului mobil P.



128 

Punctul central al caracteristicei G șe numeşte punct de întoarcere, locul acestor puncte, cu alte cuvinte linia de stric- ţiune a suprafeţei, se zice muchia. de întoarcere (rebroussement). 
Deci, dacă planul mobil rămâne tangent la o curbă (trece . prin tangenta la curbă): caracteristica sa trece. prin punctul de contact Aşa dar, /angeuta într 'un funct variabil al unei linii cu dublă curbură coincide cu caracteristica Planului osculator. 
73. Diferite moduri de generare ale suprafeţelor des- 

făşurabile. Am văzut că, în definiţia unei suprafeţe desfăşu- 
rabile, se poate dispune de două condiţii arbitrare pe care să 
le impunem generatoarelor, aşa că aceste condiţii pot fi, sau 
ca generatoarele să întâlnească două curbe (directoare), sau să 
fie tangente la două suprafeţe (zise nuclei) date, sau să întâl- 
nească o curbă dată şi să fie tangentă la o suprafaţă dată, sau, 
dacă se presupune că această curbă să fie situată pe această. 
suprafaţă, generatoarele să fie tangente la o suprafaţă dealungul 
unei curbe date pe suprafaţă. 

Dacă admitem că planul tangent la o curbă este orice 
plan ce trece prin tangenta la această curbă, se vede că, în fiecare din aceste cazuri, suprafaţa desfăşurabilă este înfăşură- 
toarea planelor tangente comune la cele două elemente  direc- 
toare (directoare sau nuclei daţi) ce au servit să o definească, 

Să considerăm cazul când generatoarele întâlnesc două 
directoare date, curbele (A) şi (B). Dacă AB este o generatoare 
a suprafeţei desfăşurabile (3) ce trece prin aceste curbe, pla: 
nele tangente în A şi B fiind determinate de AB şi tangentele 
în A şi B la curbele (A) şi (B), cum aceste plane sunt confun- 
date, urmează că tangentele în A şi B trebue să se întâlnească întrun punct T. Se obţin deci generatoarele AB ale suprafeţei . (5), alegând punctele A şi B astfel ca tangentele în aceste puncte la curbele (4) şi (B) să se întâlnească. Aceasta se poate face astfel. Să considerăm suprafeţele desfăşurabile (), (5”) 
născute de tangentele la curbele (A) şi (B); fie (T) curba de intersecţie a suprafeţelor (5) şi (5). Dintrun punct TT al aces- tei curbe, care aparţine deodată la desfăşurabilele (3) şi (5), se poate duce o tangentă TA la curba (A) şi una TB la curba (B); dreapta AB care uneşte punctele de contact a acestor tan- gente este o generatoare a suprafeţei (2) desfăşurabile căutată, Acest procedeu îl aplicăm cu succes în cazul când curbele (A) şi (B) sunt plane, fără să fie în acelaş plan; desfăşurabilele (%) şi (5%) sunt planele acestor curbe, iar curba (T) este dreapta de intersecţie a acestor plane.
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Mai putem obţine generatoarea AB şi în modul următor. 
Să considerăm conul cu vârful A şi directoare curba (B); prin 
tangenta în A la curba (A) să ducem la acest con un plan tan- 
gent a cărui generatoare de contact tae curba (B) în punctul B. 
Tangenta în B la această curbă, conținută în planul tangent la 
con dealungul lui AB, întâlneşte deci tangenta în A prin care 
acest plan a fost dus; deci AB aparţine suprafeţei desfăşura- 
bile (2). 

Fiecare con cu vârful A ŞI directoarea (B) fiind tangent la 
(5) dealungul lui (AB), această suprafață desfăşurabilă () poate 
Ji considerată ca înfăşurătoarea conurilor trecând Brin curba 
(B', ce aparține suprafetei (3) şi având ca vârfuri punctele unei 
alte curbe (A) a lui (E). În particular, se poate lua ca curbă (B) 
curba situată la infinit pe suprafaţa (5). Fiecare con cu vârful 
A este atunci un con director al suprafeţei. Deci, orice sugra- 
față desfăşurabilă este înfăşurătoarea conurilor sale directoare 
având ca vârfuri puncte'e unei curbe oarecare care aparține 
suprafeţei. 

74. Proprietăţile liniilor trase pe o supraiață desfă- 
şurabilă. Fia AMM' muchia, de întoarcere a suprafeţei desfă- 
şurabile (Fig. 114). Un punct M, al supraleţei este cunoscut, 
dacă se ştie punctul central M 
2] generatoarei ce trece prin M,, 
adică tangenta MM, la curba (0), 
muchia de întoarcere, şi vecto- 
rul MM,. Trebue deci a cunoa:- 
şte arcul AM =s, socotit de la 
un punct fix A al curbei (C) şi Fig. 14, 
valoarea algebrică 7 a vectorului 
MM,. Pentru ca M, să descrie o curbă (C.). trebue ca / să fie 
o functie dată de arcul s, /=/(5). Fie ; unghiul subt care curba 
(C.) tae generatoarea MM,. Însemnând cu de unghiul de con- 
tingență al muchei de întoarcere, ds. arcul M,M', aplicând for- 
mula relativă la variaţia lungimei unui segment rectiliniu, avem 

(5) al = — ds + ds, cost. 

Din triunghiul TM',M,, găsim 

MM, __ __ TM, 
sin(ds) ” sinTM',M, 

  
deci 

N. Abramescu. — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală. 9
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M.M', sin(7—dc)— TM, sin(d), 

M,M', sinz— TM, d5, M,M', sin/— MM,ds, 

(6) ds, sin = Id, 

Fie mm”, mam", indicatoarele sferice ale tangentelor pen- 
tru muchia de întoarcere (C) şi curba (C,) (Fig. 115). Planul 
tangent la suprafaţa desfăşurabilă în M, fiind definit de tan. 

genta în M la (C) şi tangenta 
+ în M, la (C,), planul cercu- 

lui mare 2, este paralel 
cu acest plan tangent. Cum 
acest plan tangent este pla- 
nul osculator în M la muchia 
(C), planul cercului mare mut 

este paralel cu planul oscu- 
lator în M la curba (C).. Deci 
acest cerc mare zu, este 

tangent în m arcului m, căci, şi pentru arcul ml ŞI pen- 
tru arcul pu”, sunt confundate în 7 punctele indicatoarei co- 
respunzătoare la două tangente infinit vecine la curba (C). De 
asemenea, cercul 774, este tangent în 7 arcului pay. 

Planul format de centrul sferei, punctul 7, şi tangenta în 
7 la curba 7, este paralel cu planul osculator în M, la 
curba (C,). Deci, unghiul 0 al arcelor Pa ŞI 04, În punc: 
tul 2, este egal cu unghiul format de planul tangent în M, 
la suprafaţa desfăşurabilă -cu planul osculator în M, la curba 
(C,). 

Să observăm că arcul 7 măsoară unghiul ș, unghiul 
tangentelor în M, la curba (C,) şi în M la curba (C); deci 

  

Fig. 15. 

104 — == d (nn) = di. 

Să aplicăm proprietatea variaţii de lungime a arcului de 
cerc mare mm, şi anume, variaţia lungimei unui arc de cerc 
mare 747 este echivalentă cu diferenţa deplasărilor extremi- tăţilor zu şi 74, proectate pe direcţia arcului 32. Însemnând 
cu 6 unghiul arcelor mi ŞI mat, cu do—are ini, de 
arc mtm',, unghiurile de contingenţă ale curbelor (C) şi (C,), se vede că 1 se deplasează pe in, deci deplasarea extre- mităţii 7 face unghiul zero cu direcţia pa, iar deplasarea extremității 72, adică Mani, face unghiul 0 cu mu; deci 
(7) di = de, cos 6 — aq.
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Relaţiunile (5) ŞI (6) se pot scrie 

  

ds, „dl ds. „do dz COS! = dt Z SIni = PR 

sau 
| 

(8) Sa cos:=f"(s)+1, ca sini= F 

R. fiind raza de curbură în M la (C). 
Ridicând la pătrat şi adunând, avem 

ds 2 , 2 a = +, 
de unde 

. AS _ 7 2 ii 6) = roz 
Din (8) deducem 

cotgz = LE, 

) 
__R , (10) cotgi = AS | tr]: 

Din (7) avem , 

, do di, doi dş g 0= A = [— — | do, cost=d/+-do, d, cosb (2+2)E, 

cost 1 di a Reza” a) ph + 
R. fiind raza de curbură în M, la (C,). 

Fie K punctul de intersecţie ale cercurilor mai mari mn 
ni'm' (Fig. 115). Să descriem din punctul K ca pol, pe sfera 
de centru O şi raza 1, un arc de cere MIC, pa. Fie Hinter- 
secţia diametrului HO al sterei (Fig. 116) cu planul dus prin 
mi perpendicular pe KO. Arcul pop”, face parte din cercul cu 
centrul H şi raza Hm". În triunghiul OH, (Fig. 116), unghiul 
HO", este măsurat de arcul K',, care, afară de infiniţi mici 
de ordin superior, este echivalent cu arcul de cerc mare ni m'a 
(Fig. 115), adică î. Deci, din triunghiul dreptunghic HOm',, 
avem Hz, — On, sin = sint: “Lungimea arcului pu în cercul 
cu centru H şi raza Hm, —sinz (Fig. 116), este arcm'pu= 
Ha X pa Hu. Dar, unghiul pp, Hp. măsoară unghiul planelor 

Qo> “i
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OKm', OKy, adică unghiul planelor cercurilor mari 77'747,, mm 
(Fig 115); cum aceste plane sunt paralele cu planele osculatoare 

în M' şi Mla muchia (C), urmează că unghiiul 
K lor, 72Hp, este egal cu unghiul de torsiune 

dr- Deci, arcul pp — dr sin, 

În triunghiul dreptunghic pan (Fig. 115), 
Hopa avem 

70 ab 070 naSin drsins = do,sind. 

De unde 

di... da ds 9 
ds Sin = a, Î 

1 .., pp 
Fig. 116. (12) 7 sini = RN 0-a | pe sine. 

Formulele (9), (10), (11), (12) ne dau toate proprietăţile 

curbei (C,) trasă pe supiafaţa desfăşurabilă considerată. 

Observare. Să proectăm figura pe planul tangent la supra- 
faţa desfăşurabilă în M,. Acest plan este planul osculator în M 

la muche şi este reprezentat pe sferă cu planul cercului mare 

mw. Planul osculator in M, la curba (C,) este reprezentat pe 
sferă de Oz, şi tangenta în M, la arcul 70", deci unghiul 0 este 

unghiul format de planul oscutator în M, la (C,) cu planul tan- 
gent în M, la suprafaţă. 

Acest plan tangent trecând prin tangenta în M, la curba 

(C,), face cu această tangentă unghiul zero. Deci, proectând 

curba (C,) pe planul tangent în M, la suprafaţă, însemnând cu 

P. raza de curbură a proecţii şi aplicând formula (26) de la 
No. 63, avem 

cos _1 

Ra Pi 
  

, 9 . , 
Deci, e este curbura proecţii curbei (C,) pe planul tan- 

1 

gent în M, la suprafața desfăşurabilă. Din aceasta cauză i se 

dă numele de curbură fangentială a curbei (C,) în M,. Aceasta 
se mai numeşte şi curbura geodezică. 

75. Desfăşurarea suprafeţei desfăşurabile. Să considerăm 

mai întâi o curbă plană (0) a cărei curbură este o funcţiune 

dată F(s) de arcul s al curbei. Însemnând cu « unghiul ce 
face cu OX tangenta la curba (c) şi la extremitatea arcului s al



133 

curbei, curbura e dată de“; deci Te = FR), Întregând, avem 

& = e + f(5), 

& fiind o constantă. Din relaţiile “A = cose, I — sina, integrând, 
obţinem 

>= at e(5, y=v+y(5). 
Da aci rezultă că tuncţiunei F(s) dată, îi corespunde o singură curbă (c), căci constantele «,, yo, a,, care caracterizează fiecare soluţie particulară, servesc pentru a fixa în plan poziţia curbei (c) şi nu au nici o influenţă asupra formei şi dimensiu- nilor curbei. 
Deci, se poate construi numai 9 curbă Blană şi una sin- sură pentru care curbura să fie funcțiunea dată de arc. Aşa fiind, să considerăm suprafaţa (S), locul tangentelor la o curbă (C). Însemnând cu s arcul curbei (C), socotit de la origina fixă A, curbura la extremitatea M a areului s este o funcţiune dată a acestui arc. 
Conform proprietăţii precedente, putem construi în planul P (Fig. 117) o linie (c), a cărei curbură să fie definită de aceeaş lege ca şi pentru curba (C). 

Curbele (c) şi (C) se cores- 
pund punct cu punct, astfel 
că curburile în două puncte 
corespunzătoare sunt egale 
ca şi lungimile arcelor co- 
respunzătoare. Fie M, un 
punct oarecare al supra- 
feței (S) (Fig. 114), M punctul corespunzător al muchei de în- 
toarcere, 7 punctul pe (c) (Fig. 117) omologul lui M. Să luăm ca omolog al punctului M, al suprafaţei punctul 7, al planului, obţinut luând pe tangenta în 7 la curba (c) un vector mm, egal în mărime şi în semn în vectorul MM, =/. Suprafața şi planul se corespund atunci punct cu punct, astfel că cantită- 

  

  

Fig. U7. 

țile s, RR / au aceleaşi valori pe suprafață şi pe plan pentru. 
două puncte omoloage. Din relaţiile (9), (10), (11), unde figu- rează numai aceste cantităţi şi derivatele lor în raport cu arcul s, se deduce pentru curbele (c) şi (C) aceleaşi valori pentru ds, _. cosb 
—, igz, —— 

ds R,
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De -aci rezultă, 1) că această transformare conservă. lun- 
gimile de arc; 2) de asemenea, se conservă și unghiurile, căci 
dacă două curbe care se tae în M, pe suprafață formează un- 
ghiurile s şi 7 cu generatoarea ce trece prin M,, curbele omo- 
loage care se tae: în 4, formează cu transformata-acestei genera- 
toare aceleaşi unghiuri 7 şi J; diferența (1—]J) este aceeaş în 
plan şi pe suprafaţă, şi deci două linii ale suprafeţei se tae 
subt acelaş unghi ca şi liniile omoloage din plan. 

Această proprietate rezultă de altfel din precedenta, căci 
este evident că orice transformare a unei suprafeţe care con: 
servă arcele, conservă şi unghiurile. 

3) Această transformare conservă şi curbura tangenţială 
cos? 

Re 
cu planul curbei, cos) devine egal cu 1 şi curbura tangenţială 
este chiar curbura proprie; însemnând cu r, raza de curbură 
a curbei transformate, avem 

  - Planul osculator în cazul unei curbe plane confundându-se 

cos6 __1 
(13) = 

Rar 

de unde numele de curbură ae desfăşurare care se mai dă 
curburei tangenţiale. 

  

Când 0=0, atunci planul osculator în M, se confunda cu 
planul tangent; la suprafață în M,; curba (M,) este muchia de 
- l 1 . Ă 
intoarcere, 3-=——, adică, în desfăşurarea fe un plan, raza 

17 = 

de curbură a muchii de întoarcere se c. nservă. 
Din cele expuse de mai sus, rezultă că suprafata locul 

Zangentelor la o curbă, poate fi aplicată fe un plan cu conser- 
varea lungimii arcelor, de unde şi nnimele de suprafată desfă- 
șurabilă dată acestei suprafețe. 

Transformarea suprafeţei desfăşurabile pe un plan poate 
fi obţinută cu o deformare continuă. Pentru aceasta, va fi de- 
ajuns să facem ca muchia de întoarcere să devină curbă plană, 
lăsând invariabile lungimea arcului cuprins între couă puncte. 
oarecare şi curbura în fiecare punct. Această deformare con- 
tinuă se zice desfăşurarea suprafetei ($).-- ” 

Aplicabilitatea suprafeţei destăşurabile pe un plan poate 
fi stabilită, procedând astfel. Să înscriem în muchia (C) (Fig. 118) 
linia poligonală M.M.M;..., cu laturi infinit de mici. Laturile 
M,M:, M:M;,..., prelungite, formează o suprafaţă poliedrală,
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care se confundă, la limită, cu suprafața desfăşurabilă .a cărei muche este (C). Dar suprafața poliedrală considerată poate fi des- făşurată pe un plan prin rotații succesive 
în jurul laturilor MM, MM... Această . 
proprietate subsistă la. limită şi astfel se (C) 
poate aplica suprafaţa desfăşurabilă pe un 
plan. Trăgând pe suprafața poliderală o 
linie poligonală N,N,N,..., lungimile. ele- N, 
mentelor acestei linii după desfăşurare, ca 
şi unghiurile cu muchile adiacente nu 
sunt alterate. Trecând la limită, se vede că lungimea arcului 
unei curbe cuprins între două generatoare oarecare şi unghiu- 
rile acestei curbe cu generatoarele se conservă în desfăşurare, 

76. Liniile geodezice ale suprafeţei desfăşurabile. Se 
zice linie geodezică a unei suprafeţe destăşurabile, o linie trasă 
pe această suprafață, pentru care curbura fangentială este nulă 
în fiecare punct. Din formula (13) se vede. că curbura..tangen- 
țială este nulă când 0=— 900, adică Blanul osculator la curbă 
este normal la suprafata desfăşurabilă. 

"De aci urmează că dacă se desfăşoară suprafaţa pe un 
plan, o fine geodezică se fransformă într'o, curbă .a cărei 

   
Fig 8. 

curbură = 0, deci:0 /inie dreaptă. Aceste linii se bucură de 1 . _ - , „= - IE II 
următoarele proprietăţi. Ea măsoară pe.. suprafaţă . .cea.:.mai 
scurtă distanță de la un punct la altul; prin două puncte. ale 
suprafeței putem face să treacă numai o linie geodezică şi nu- 
mai una; orice linie trasă pe suprafață admite în fiecare din 
punctele sale o linie geodezică tangentă; unghiul format 'de 
cele două linii geodezice tangente la extremităţile -unui arc, este 
egal cu unghiul tangentelor rectilinii duse la extremitățile arcu- 
lui transformat; curbura tangenţială într'un punct alunei linii 
oarecare este deci egală cu unghiul format de liniile geodezice 
la extremităţile arcului, divizat prin lungimea arcului infinit mic 
ce înconjură acel punct; din această cauză curbura tangenţială 
se zice curbura Qeodezică. | , 

APLICAŢII. 

17. Suprafaţa strâmbă a. binormalelor, Suprafaţa des- 
fășurabilă a tangentelor. Ca aplicaţiuni.a celor stabilite, să 
considerăm suprafeţele riglate născute de muchile, sau înfă- şurate de feţele triedrului. principal al unci curbe strâmbe,.
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format de tangenta, binormala şi normala principală a unei 
curbe strâmbe. O astfel de linie poate fi considerată ca mu- 
chia de întoarcere a des/ășurabilei, înfăşurătoarea  planulu 
osculator în punctul variabil M, tangenta MT fiind caracteris- 
tica planului osculator şi punctul M punctul de intoarcere (re- 
broussement). 

Cea mai scurtă distanță dintre două binormale infinit ve- 
cine este egală cu arcul MM'= ds al curbei date, unghiul a- 
cestor binormale este unghiul de torsiune; parametrul de dis- 
tribuţie al planelor tangente la suprafata riglată a binorma- 

ds , lelor este egal cu Fl raza de torsiune; punctul M este 

punctul central, cmba strâmbă dată este linia de stricţiune 
comună desfăşurabilei descrisă de tangentă şi suprafeţei strâmbă 
riglată a binormalelor; astfel de suprafețe se zic conjugate. 

78. Suprafaţa rectifianta. Planul rectifiant conţinând 
tangenta” MT, caracteristica sa, sau dreapta rectifiantă, trece 
prin punctul M. Dar, am văzut [No. 58, formula (14)] că ea 

, a T face cu planul osculator un unghiu 7, a cărui tangentă estez” 

relaţie care o determină complect. Planul rectifiant fiind per- 
pendicular pe planul osculator în M, unghiul $ din formula 
(11) (No. 74) este 90%, deci curbura tangenţială este nulă, deci 
curba dată este o linie geodezică a suprafeţei rectifiante şi se 
transformă deci într'o linie dreaptă când se aşează suprafaţa 

M rectifiant şi suprafată rectifiantă. 
/ 79. Suprafaţa strâmbă a normale- 

lor principale. Fie MO şi M'O' două nor- 

AN O şi O' punctele centrale, K centrul de 
OF-a7u curbură în M. M'K poate fi considerată 

ca proecţia lui M'O' pe planul osculator 

dreapta M'K şi să unim O cu H. Triun- 
ghiul O'OH este dreptunghic în H. 

Planele rectifiante în M şi M' sunt 

deci dreapta rectifiantă, adică limita intersecţii acestor două 
plane, este perpendiculară pe MO şi M'O”, adică paralelă cu 
limita dreptei OO', care se apropie de perpendiculara comună 

            

      g 

/ 
K 

  

M „ pe un plan, de und: şi numele de plan 

male principale infinit vecine (Fig. 119), 

în M. Să coborâm O'H perpendiculară pe 

FIg. 119, respectiv perpendiculare pe MO şi M'O';
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a dreptelor MO, M'O'. Planul MKM' tinde către planul os- culator în M şi cum OH este proeclia lui OO' pe planul MKM”, urmează că unghiul O'OM la limită tinde către unghiul format d= dreapta rectifiantă cu planul osculator în M. Dar, 
am văzut [No. 58, formula (14)], că e=E. 

Unghiurile, MKM' este echivalent cu unghiul de contin- genţă ds; O'M'H est= e hivalent cu unghiul format de planele osculatoare în M şi M”, este deci echivalent cu uaghiul de tor- siune, dz. 
În triunghiurile O'M'H, OO'H, OHK, avem 

O'H=O'M' sin OMU, OH=0O'M sindr, O'H — OMA, 
O H = OHtgO'OH, O'H — OHtgz, 
OH = OKsinOKH, OH = Ok. 

De unde 

MO_OH de de 
OK "OH d pi? 

ds Ţ PERII Cum DR 8%, avem, la limită, 

MO 
Di = igo, 

de unde 

MO __ OK _ MO+0K 
sint? cos ş cos sin 

(14) MO = Rsin, OK= Rcos%, tgp = a 

Dar, după formula (16) (No. 58), do fiina unghiul a două. 
normale principale infinit vecine, avem 

co = da? + dee, 

  

sau 

do? doi di duwe j 1 =), (0) ra, 
de unde 

d LL; 2 do 1 1 E TVITRe st IN tes=i me 
(5) do 

ds Tcosw 

Pentru a avea parametrul de distribuţie la această supra- 
faţă a normalelor principale, să observăm că planul tangent în M
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este format de normala principală MO şi tangenta în M la 
curba (C), adică planul osculaţor în M la curba (C). Aplicând 
formula (2) (No. 67) care dă parametrul de distribuţie al plane- 
[or tangente, avem 

too =— Z ) 

p fiind unghiul format de planul tangent în M cu planul cen- 
tral (tangent în-O), x = OM, £ parametrul de distribuţie. Dar, 
planul tangent în M este planul osculator în M; planul tangent 
în O este limita planului format de MO şi OO”; deci, unghiul 
acestor două plane tangente este dat de unghiul O'OH, adică 
tocmai unghiul din formulele de mai sus şi deci parametrul de 
distribuţie este dat de 

p— OM_ Rsintg 
tgp sing 

Cose 

  = Rsingcosg. 

Dar, din (14), ize=A » Rsinp — Tcosy, deci 

(16) k = Tcos?p, 

Cea mai scurtă distanță OO” este dată din triunghiul 0OO'H, 

  OH= 00O'cosg, 00'= OH __ OKsinOKH _ Reostpde 

COsP coso cosg 

(17) O00O' — Rcosed, 00'.— “E cosea, O0O' — ds cose. 

Abhcații. Formulele (14), (15), (16), (17) dau toate relaţiile 
ce pot exista între curba (C) şi suprafața strâmbă formată de 
normalele principale. Ca aplicaţie, să determinăm curbele (C) 
aşa ca normalele sale principale să fie normale Principale la 
altă curbă (C.). 

Să observăm (No. 46) mai întâi că segmentul MM, din 
normala comună cuprins între două puncte corespunzătoare ale 
curbelor (C) şi (C.), trebue să aibă o lungime constantă; fie / 
această lungime. 

Să considerăm indicatoarele tangentelor la curbele (C) şi 
(C.). Tangentele la aceste curbe sferice în punctele + şi za, 
corespunzătoare punctelor M şi M,, sunt paralele cu normalele 
principale în M şi M,, adică sunt paralele. Razele Om şi Om, 
ale sferei, fiind ambele perpendiculare pe direcția comună a 
acestor tangente, cercul mare p2m, este normal la aceste două
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indicatoare; are deci o lungime constantă şi unghiul 7, măsurat de arcul 7p,, este şi el constant, Urmează deci următoarele proprietăţi pentru curbele (C) şi (C.). 
19 Distanţa MM, a două Buncte corespunzătoare are o lungime constantă, 1. . 
2 Unghiul format. de /angentele la cele două curbe, în două puncte corespunzătoare are o valoare constantă i. 
32 Să considerăm suprafaţa născută de normala principală MM,; unghiul ș este egal cu unghiul planelor tangente la supra- față în M şi M,. Dacă O este punctul central, / parametrul de 

distribuţie al planelor tangente, aplicând formula (2) (No. 67), 
avem 

MO M.O tgo=— ——, t = — de unde s* ke st ke 

M.O _ MO 
, Ph Pe MM,. gi > talpa 0) = — a Sf 1 MOMO 7 2FMO.MO! Le za 

__ 14 
SP FMOTEMO) 

relaţiune în care intră numai elementele curbei (C). 
Inlocuind în această relaţie pe MO şi 4 prin valorile lor 

(14) şi (16), = Tcos%p, OM = Rsin2p, = po avem 

  

TR: 
RT: 

= 22) OM= a ! 
OM pp DR RT RT i deci Cr PR) FER RT şi deci 

„TR: ij TAR UR cos RT SORT RI ORTIR sii ST TEPRI TR 
sau 

, A 
COSZ Sin? Sinz (18) PRI: 

De aci urmează că, dacă normalele principale ale unei curbe (C) sunt în acelaş timp normale Principale la o a doua curbă (C), curbura şi torsiunea curbei (C) verifică o relație lineară. Curbele (C) care se bucură de această proprietate se zic curbele lui 
Bertrand. -
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Să observăm că elicea este un caz particular al curbelor 
lui Bertrand, pentrucă raportul curburei către torsiune este 
constant. Dacă se consideră în particular elicea circulară, pentru 
care R şi T sunt constante, este evident că normalele princi- 
pale sunt normale principale la o infinitate de elice de aceeaş 
axă; suprataţa formată de aceste normale se zice e/icordul strâmb, 

4 Să presupunem acum că relaţia (18) este verificată pen- 
tru duuă sisteme de valori ș,. 7, Şi îi iz, ale lui 7 şi 7. Vom 

, _ . 1.1 - avea atunci două ecuaţii care ne dau pe R ȘI7Ț; aceste două 

ecuaţii încetează de a mai fi compatibile când =. Dar 
aceasta nu se poate, căci ar urma ca planul tangent să fie ace- 
laş în două puncte ale aceleaş normale principale, ceea ce este 
imposibil, căci normalele principale la o curbă strâmbă nu for- 
mează o suprafaţă desfăşurabilă, ceea ce se vede din relația (16) 
care dă parametrul de distribuţie. Deci, valorile lui 7, şi 7, 
corespunzătoare la două valori diferite ale lui 7, sunt neapărat 
diferite. Rezultă că valorile lui E şir corespunzătoare curbei 

(C) sunt constante şi această curbă este deci elice circulară. 
Avem deci următoarea proprietate: Dacă normalele principale 
ale unei curbe (C) sunt în acelaş timp normale principale la 
două curbe (C,) ȘI (Co), ele sunt la o infinitate de curte ; toate 
aceste curbe sunt elice circulare de aceeaş axă şi normalele lor 
principale formează un elicoid strâmb. 

80. Suprataţa înfăşurătoare a planelor normale. Am 
văzut că caracteristica planului normal (No. 55) coincide cu 

dreapta polară (perpendiculara în 
centrul de curbură pe planul oscula- 
tor), de aceca se dă numele de 
suprafaţă polară la înfăşurătoarea 
planelor normale la o curbă strâmbă. 
Pentru a determina punctul de con- 
tact al dreptei polare cu înfăşurătoa- 
rea sa, să considerăm sfera care atinge 

curba (C) în punctul M şi în alt punct 
T M Ţ infinit vecin M'; această sferă are ca 

limită sfera osculatoare în M. Cum 
centrul său este în planul normal în M, 

centrul sferei osculatoare este deci limita punctului de intersec- 
ţie a caracteristicei planului normal în M cu planul normal in- 

  

Fig. 120,
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finit vecin, adică punctul de contact al dreptei polare. cu înfă- 
şurătoarea sa. Muchia de întoarcere a suprafetei polare este 
deci locul centrelor sferelor osculatoare, iar langenia la curba 
descrisă de centrul sferei osculatoare este paralelă cu binormala. 

Desfăşurata unei curbe (C) este o altă curbă (C,), ale 
cărei tangente tae normal curba (C,) (Fig. 120). Proprietăţile 
găsite la curbele plane au loc şi pentru curbele strâmbe. Aşa, 
de ex., variaţia de lungime a unui segment MM, este egal cu 
arcul corespunzător din desfășurată şi desfăşurătoarea se ob. 
ţine prin acelaş procedeu ca şi la curbele plane. O curbă plană 
sau strâmbă admite o infinitate de desfăşurate, fiecare fiind 
muchia de întoarcere a unei desfăşurabile (5) trecând prin 
curba (C) şi care este o traectorie ortogonală a generatoarelor. 
Planul tangent la suprafața (5), MM,T, dus prin M, şi tangenta 
MT la curba (C), este (No. 71) osculator desfăşuratei (C,) în 
punctul M,. Binormala desfăşuratei în M, este deci perpendi- 
culară pe MT, ea este deci situată în planul normal la (C); 
punctul M, aparţine deci dreptei polare a lui M. Se vede că 
planul osculator al desfăşuratei conţinând pe MT, este perpen- 
dicular pe planul normal în M, adică pe planul tangent la 
suprafaţa polară. Deci, curba (C,) esfe o curbă trasă pe sugra- 
fala polară, al cărei plan osculator în M, este perpendicular 
pe planul tangent în M, la suprafaţa polară, este, deci, con- 
form definiţii, o geodezică a suprafetei polare. 

Deci, desfăşuratele unei curbe (C) sunt fe suprafată polară 
şi formează pe această suprafată o famihe de linii Qeodeaice. 

Desfăşura' ea suprafetei polare. Rezultă deci că dacă se 
întinde suprafaţa polară pe un plan, desfăşuratele se transformă 
în linii drepte. Fie PK dreapta polară relativă la M (Fig. 121), 
-K centrul de curbură. Prin fiecare 
punct M, al lui PK trece o desfăşu- 
rată şi numai una şi această desfăşu- 
rată tae dreapta PK subtun unghi z, 

a cărui tangentă este egală cu RR 
M,K 

Efectuând desfăşurarea, fie ([) 
(Fig 122) curba în care se transformă 
muchia de întoarcere a suprafaţei 

„polare; PK se transformă într'o tan- | 
gentă ph la această curbă (T); prin fiecare punct 74, al acestei 
drepte trece o dreaptă 720 care este transformata. uneia din 
destăşurate, iar unghiul i se conservă în desfăşurare. 

  

Fig. 121.
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Fie O punctul unde această dreaptă întâlneşte perpendi- 
culara în & pe ph (Fig. 122). Triunghiul dreptunghic KO 

(Pr) (Fig. 122) este egal cu triunghiul KM,M 
(Fig. 121), ca având unghiurile din M, 
Şi 7n egale şi latura unghiului drept 
mat = M,K. Urmează deci OP=MK=R 
şi deci punctul O este independent de 
linia geodezică considerată. Avem, ast- 
fel următoarea proprietate a lui Lancre, 
Când se desfaşoară pe un Plan supra- 
fata polară, desfăşuratele se transformă 
într un sistem de drepte concurente şi 
curba transformată a locui centrelor 

de curbură este podara punctului lor de întâlnire în raport cu 
transformata muchii de întoarcere. 

Observări. 1. Să considerăm o desfăşurată ce tae dreapta 
polară sub unghiul z; această desfăşurată este o geodezică pen- 
tru suprafaţa polară, deci planul tangent la suprafaţa desfăşu- 
rabilă în M, (Fig. 121) este perpendicular pe planul osculator 
în M, la muchia de înioarcere, (M,). Deci unghiul 6 din formula (7) 
(No. 74) este 900 şi deci avem di=— — dz, ds, fund unghiul de 
contingență al muchii. Dar, tangenta la muche este dreapta po- 
lară, paralelă ca binormala, aşa că unghiul de contingență doo 
este unghiul a două binormale infinit vecine, adică tocmai tor- 

    
Fig 122. 

siunea dr a curbei (C), Deci, di=——dr, sau di= — Însem- 
nând cu & unghiul lui MM, cu MK (Fig. 121), urmează x=—900—7, 
deci da=—di, da. Intregând, 

$ 
d 

a = 29 + | î 

Considerând două valori ale unghiului &, corespunzătoare 
la două valori diferite ale lui ao, diferenţa acestor două un- 
ghiuri este constantă dealungul curbei (C). Se vede, deci, că, 
două normale ale curbei (C), care sunt fangente la două desfă- 
Şurate diferite, se tae subit un unghi constant. Deci, dacă se 
cunoaşte o familie de normale la curba (C) care nasc ov des- 
făşurabilă, adică dacă se cunoaşte o desfăşurată a curbei (C), 
se obţin celelalte desfăşurate ale curbei (C) învârtind primele 
normale de un un unghi constant în jurul punctului unde tae 
curba (C).
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II. Locul centrelor de curbură nu poate fi desfăşurată. În 
adevăr, dacă ar fi aşa, podara punctului O, în raport cu curba 
([) (Fig. 122) ar fio dreaptă ce trece prin O, tangentele la 
curba ([) ar fi toate paralele cu aceeaş direcţie fixă şi curba 
ar fi plană. ă 

Este uşor de văzut care e tangenta în centrul de curbură 
K al curbei (C) la curba (K) descrisă de acest punct. Pentrucă, 
afară de infiniţi mici de ordinul al treilea, axele de curbură 
(dreptele polare) corespunzătoare punctelor infinit vecine M şi M' 
ale curbei (C) pot fi socotite că se tae în centrul S al sferei 
osculatoare în M, apoi, aceste axe fiind respectiv perpendicu. 
lare pe planele osculatoare în M şi M', dreapta KK” este per- 
pendiculară la intersecţia acestor plane. Deci, la limită, tangenta 
căutată este perpendiculară pe tangenta MT în M la curba (0). 
Pe de altă parte, unghiurile MKS, MK'S fiind drepte, elementul 
KIK' aparţine sferei de diametru MS. Deci, tangenta la locul 
centrelor de curbură se confundă cu tangenta în K conținută 
în planul normal în M la (C), la sfera de diametru MS, sau, 
încă, cu tangenta în K la cercul circumscris triunghiului MKȘ. 

81. Suprateţe de egală pantă. Elicoidul desfăşurabil. 
Să considerăm acele suprafețe desfăşurabile, al căror con di- 
rector este de rotaţie, cu axa verticală. Planul tangent dealun- 
gul fiecărei generatoare G este paralel cu planul tangent la 
conul director dealungul generatoarei corespunzătoare g. Dar, 
planul tangent la con admite generatoarea & ca linie de cea 
mai mare pantă; deci, G este linia de cea mai mare pantă a 
planului tangent la suprafaţa desfăşurabilă. Planele tangente 
ale acesteia au deci o pantă constantă, egală cu aceea za 
generatoarelor, de unde şi numele de suprafețe de egală pană 
ce se dă acestor suprafețe. 

Din cele ce am văzut (No. 73), aceste suprafeţe pot fi 
considerate ca înfăşurătoarea conurilor directoare, având vâr- 
furile pe una oarecare din liniile ce-i aparţine. 

Pentru a ne face idee de forma suprafeţei, să presupu- 
nem că dintr'un punct deasupra unui plan orizontal lăsăm să 
cadă nisip; acesta va lua forma unui con de rotaţie, ale cărui . 
generatoare au în raport cu orizontul o pantă caracteristică ce 
depinde de natura nisipului. Rezultă, deci, că dacă turnăm la 
fel nisip dealungul unei linii oarecare, nisipul turnat va lua 
forma unei suprafețe de egală pantă ce trece prin această 
linie.
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Fie (H) o secţiune orizontală a unei suprafeţe (5). Pen- 
trucă pe fiecare con cu vârful H, generatoarea suprafeței (2) 
se obţine ducând la con un plan tangent prin tangenta în H 
la curba (H), se deduce că generatoarea G este normală la (H). 
Toate generatoarele G ale suprafeței desfăşurabile (5), fiind 
normale la (H), muchia de întoarcere a suprafeței (3) este o 
desfăşurată (D) a lui (H'. Este deci situată pe suprafaţa po- 
lară a lui (H), care este cilindrul vertical ([), având ca secţiune 
dreaptă (D,) desfăşurata lui (H) situată în acelaş plan cu (H). 
Generatoarele G, tar.gente la (D), fiind egal închinate pe orizont, 
această curbă (DD) este o elice trasă pe cilindrul (1). 

Deci orice suprafată de egală pantă (ă) este locul tan- 
gente or la o elice trasă pe un cilindru vertical (C). Cum planul 
tangent dealungul fiecărei generatoare se confundă cu planul 
osculator la această elice [care este muchia de întoarcere a lui 
(£)], urmează că sufrafata () tae orfogonal crlinirut ([) dea- 
lungul acestei elice. 

Să considerăm cazul când cilindrul (T) este de rotaţie, iar 
elicea (D! este circulară. Suprafaţa (5) se z.ce atunci e/7 04 
desfăşurabil. Desfăşurând elicoidul pe un plan, raza de curbură 
a muchii de întoarcere se conservă (No. 75) şi cum raza de 
curbură a elicei circulare este constantă, urmează că curba 
desfăşurată are raza de curbură constantă, este un cerc. Deci, 
dacă dintr'o foae subţire de hârtie, se tae un cerc de rază 

  — (+ raza cilindrului si a unghiul elicei, R raza. de curbură COs2% 3 
a elicei, No. 63), apoi, tăind foaia rămasă dealungul uneia din 
razele cercului, o răsucim pentru a o aşeza ortogonal pe un 
cilindru de rază Rcos?a, dealungul unei elice de unghiul z, 
foaia ia forma unui elicoid destăşurabil, numit şragul lui 
Arhimede, 

NOŢIUNI ASUPRA SUPRAFEŢELOR. 
PROPRIETĂȚILE CURBELOR TRASE PE 

O SUPRAFAȚĂ. 
82. Aşezarea unei suprafeţe faţă de planul tangent. 

Orice dreaptă ce trece printr'un punct O al unei suprafeţe şi 
care este situată în planul tangent în acest punct, are cu supra- 
faţă două puncte comune, confundate cu O. Deci O este un 
punct dublu al secţiunei făcute în suprafaţă prin planul tangent 
în O, iar această curbă de secţiune prezintă în O două ramuri.
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Tangentele în O la aceste două ramuri se zic fangente asimp- 
totice. Aceste tangente au în punctul O trei puncte comune cu 
suprafaţa, au contact de ordinul al doilea. Orice secţiune plană 
dusă prin una din ele are punctul O ca punct de inflexiune. 

Fie M un punctal suprafeţei a cărui distanţă de punctul O 
(Fig. 123) să fie infinit mic de ordinul întâi. Să însemnăm cu P 
proecţia acestui punct pe planul 
tangent în O. Dacă în punctul 
O suprafaţa nu prezintă nici o 
singularitate, distanța MP este, 
în general, de ordinul al doilea; 
această distanţă poate deveni de 
ordinul al treilea, când punctul „Fig- 123. 
P este aşezat pe un: din tangentele asimptotice X'X, Y'Y. Se 
obseră că PM rămâne de aceeaş parte a planului tangent atâta 
vreme cât proecţia sa P rămâne în interiorul unghiului XOY, 
sau opusul său X'OY'; PM este de cealaltă parte a planului 
tangent, dacă P este în celelalte unghiuri X'0Y, XOY'. Se 
pot prezenta trei cazuri. 

  

10 Cele două tangente asimptotice sunt imaginare. În acest 
caz MP are acelaş semn şi suprafaţa este în vecinătatea lui O 
faţă de planul tangent cum: ar fi elipsoidul. Punctul O se zice 
elhplic şi este un punct dublu izolat al secţiunei prin planul 
tangent. 

2 Cele două Tangente asimptotice sunt reale Şi distincte. 
Aceste drepte împart planul tangent în două regiuni distincte, 
fiecare fiind formată din cele două unghiuri opuse la vârf (cu 
vârful în 0). Punctele suprafeţei, vecine de O, sunt aşezate de 
o parte şi de alta a planului tangent, după cum proecţiile lor 
sunt în una sau în alta din regiunile determinate în planul tan- 
gent de tangentele asiniptotice. Suprafaţa, în vecinătatea lui O, 
este dispusă, față de planul său tangent, cum ar fio suprafață 
riglată de ordinul al doilea. Pentru secțiunea prin planul tangent, 
punctul O este un punct dublu cu tangente distincte ŞI punc- 
tul O se zice punct iperbolic. 

3” Tangentele asimptotice sunt confundate. Punctul O este. 
atunci un punct de întoarcere al secţiunei cu planul tangent şi 
se zice punct parabolic. În vecinătatea punctului O suprafaţa 
față de planul tangent se prezintă ca o suprafaţă desfăşurabilă 
întrun punct al muchii sale de întoarcere. 

N. Atramescu. — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală. 10
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83. Forma suprafeţei. Indicatoare. Pentru a ne face o idee de forma suprafeţei, întrun punct dat O, vom tăia supra- fața cu plane paralele cu planul tangent în O, infinit vecine ŞI echidistante de planul tangent. Distanţa MP este o funcţiune de coordonatele x şi y ale punctului P raportat la axe fixe din planul tangent; cum această distanţă este de ordinul al doilea, partea sa principală este un trinom de gradul al duilea, ax*-2bxy-țey?. Neglijând infiniţii mici de ordinul al treilea, sec- ţiunile făcute cu planele MP— +, se proectează pe planul tangent în O după sistemul de două conice conjgate, repre- zentate de ecuaţiile 

ax? + 2bxy + cyp =+f, 
Având în vedere numai forma suprateţei în O, putem substitui lui // o valoare finită şi constantă oarecare, de ex., 1 iar conicele obţinute, ) 

AX? + 2bay +ep=+1, 
sunt omotetice şi concentrice cu precedentele. Aceste două conice formează ceea ce se numeşte zudicatoarea în punctul O. Ea se compune din două iperbole conjugate având ca asimptote tangentele asimptotice, când punctul este iperbolic; dintr'o 
elipsă reală şi una imaginară, când punctul este eliptic; când 
punctul O este parabolic, indicatoarea se reduce la două drepte 
paralele. 

84. Curbura unei curbe trase pe Suprafaţă. Teorema 
lui Meusnier. Fie M un punct al unei curbe (M) trasă pe o 

| z y suprafaţă (S) (Fig. 124), MT tangenta în 
M, M' un punct infinit vecin. Să luăm 

(M) în planul tangent axele Mx, My para- 
M? lele cu axele indicatoarei în M. Fie Me 
M, 7 piciorul perpendicularei din M“ pe pla- 

M MT , nui tangent, MM, perpendiculara pe MT. 
Observând că MM' diferă de proecţia 

Fig. 124. sa MMo pe planul tangent Mxy cu un 
infinit mic de ordinul al doilea, raza de curbură R a curbei (M) 
în M este dată de 

MM? _._ MM? 

Dar, însemnând cu (x,y) coordonatele punctului Mo, faţă 
axele Mx, My, avem 

cos X MMM.



  

MM? = 3249 şi deci 

x = MM» cosxMM,, y = MM cosxMMe. 

Însă, între M'M, = şi (x,y) avem relaţia 

(2) 2 = M'Mo = ax + ay, 
care este ecuaţia indicatoarei în punctul M, alegând pentru M=, My 
paralele cu axele indicatoarei. 

Inlocuind în (2) pe x şi 3, avem 

M'M, = MMe? (a,cos?+MMo + z,sin?xMM), 
aşa că relaţia (1) devine 

im cosMoM'M, Aa 

2 ascos?2xMMo + &sin2*MMo 

La limită, planul MMM' devine planul normal dus la 
suprafaţă prin tangenta MT, planui MM,M' devine planul oscu- 
lator în M la (M). Deci, însemnând cu 9% unghiul planului 
osculator cu planul normal şi cu q limita unghiului xMM,, adică 
+MT, avem din (3) 

(3) R=I| 

(4 R= ga: 
2(a,cos2p + a,sin?q) 

Această expresie rămânând constantă pentru aceeaş valoare 
a lui & când 0 este acelaş, se vede că R este acelaş Pentru 
toate curbele trase pe suprafață având acelaş plan osculator în 
M, în particular pentru sectiunea făcută în suprafată prin pla- 
nul osculator. Aceasta aduce studiul curburei unei curbe trasă 
pe suprafață în M la acela al secţiunii plane. 

Făcând în (4) pe 0=0, se vede că 

1 5 Ru 
6) „1 aloucos2pțassin2g) 
este raza de curbură a secţiunii normale dusă prin MT. Însem- 
nând cu R raza de curbură a secţiunii dusă prin MT ce face 
cu secţiunea normală unghiul 0, din (4), avem 

R = Rucosb. 

Adică, raza de curbură a unei secţiuni plane duse prin 
tangenta MT este proecția pe planul acestei secțiuni a razei de 
curbură a sectiunii normale dusă prin MT. Această teoremă a 
lui Meusnier reduce încă studiul curburei în M la acela a] sec- 
țiunilor normale. 

10
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85. Curbura secţiunilor normale. Să însemnăm cu R 
raza de curbură a unei secţiuni normale, ce trece prin normala 
înt”un punct M al unei suprafețe. Valoarea acestei raze este 
dată de expresia (5), 

| 
6 R == Ag 

6) 2(a,cos?p-+-a,sin?q) 
unde &, şi &, sunt coeficienţii din ecuaţia indicatoarei în M, 

„iar $ unghiul format de tangenta MT din planul tangent în M 
la suprafaţă cu axa Ox, adică cu direcţia uneia din axele indi- 
catoarel. - 

Făcând în (6) 9=0, 9= 90", obţinem 

1 1 
Ra = go Rs= 
100 2a, 

care sunt razele de curbură ale secţiunilor normale corespun- 
zătoare axelor indicatoarei în M, care se zic secziuni normale 
principale. 

Din aceste relaţii, deducem 

  

  
  

l l 
KW = 2Ry > =— 2R 

şi deci relaţia (6) devine 

- 1. Cost , sinte (?) R ui R, + R, 

Această relaţie a lui Euler dă raza de curbură R a unei 
secţiuni normale oarecare în funcţiune de razele de curbură 
principale R, şi Rs şi de unghiul făcut de planul secţitinii 
normale principale cu planul secţiunii normale. 

Inlocuind în relaţia (2), pe a, şi &, cu valorile lor, ecuaţia 
indicatoarei devine 

x? 7 2 x2 y? 
Doka, hi 294 
R, Re ! RTR, ! 

Insemnând cu p semidiametrul indicatoarei ce face unghiul 
e cu Ma, avem 

oa? 2<in2e p*cos Pe sin ? 9, 
R, Rs 

şi comparând cu (7), urmează 

2 = 2/R, 
deci, raza de curbură a fiecărei secțiuni normale este propor-
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Honală cu pătratul semidiametrului indicatoarei dirijat după 
urma acestei secțiuni normale pe planul tangent. Graţie acestei 

teoreme a lui Dugin, variaţia curburei în jurul punctului M 
este figurată de indicatoare. 

Rezultă de aci că dacă două suprafeţe tangente într'un 

punct au în acel punct aceeaş indicatoare, toate secțiunile de- 
terminate în ambele suprafeţe de planele normale comune au 

aceeaş curbură în punctul considerat. Se zice atunci că cele 
două suprafete sunt osculatoare în punctul considerat. 

Din proprietatea lui Dupin şi acelea ale conicelor, urmează. 

10 Printre secţiunile normâle corespurizătoare lui M, cele două 
secţiuni principale sunt acelea ale căror raze de curbură sunt 
maximum sau minimum. | 

2 Suma curburilor a două secţiuni normale rectangulare. 
este constantă şi egală cu suma curburilor principale. 

30 Suma razelor de curbură a celor două secţiuni normale 

duse prin do: diametrii conjugatţi ai indicatoarei, este constantă 
şi egală cu suma razelor de curbură principală. 

Aceste ultime două proprietăţi sunt enunțate pentru cazul 

indicatoarei eliptică. Dacă indicatoarea ar fi iperbolică, trebue 
înlocuit cuvântul sumă cu diferenţă. De altfel, această distincţie 

devine inutilă dacă se convine a privi curbura unei secţiuni 
normale ca pozitivă sau negativă, după cum centrul de curbură 

este de o parte sau de alta a planului tangent. 

Toate aceste rezultate sunt conţinute în formula (7) a 

lui Euler, | 

L _coste , sine, 
RR, R, 

Observări. |. Curbura secţiunii normale se anulează, când 

planul trece printr'o asimptotă a indicatoarei, ceea ce rezultă 

din faptul că secțiunea normală corespunzătoare admite punctul 
M ca punct de inflexiune. 

Condiţia ca o conică să fie de gen parabolic exprimându- 
se cu o singură relaţie între parametrii, urmează că punctele 

parabolice «le unei suprafeţe sunt aşezate pe o linie care separă 

suprafaţa în două regiuni, din care una conţine punctele eliptice, 

cealaltă punctele iperbolice. 

II, Sunt pe orice suprafaţă puncte eliptice pentru care indi- 

catoarea este un cerc. Un astfel de punct, care se zice ombiiic, 
este, în general, un punct izolat, căci condiţiile ca indicatoarea 

să fie redusă la un cerc se exprimă prin dovă relaţii între
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parametrii conicei. Se poate întâmpla, însă, că pe o suprafaţă particulară, una din aceste ecuaţii să se reducă la o identitate ; în acest caz ombilicurile formează un şir continuu şi sunt aşe- - zate pe o linie. 
86. Tangente conjugate. Când un punct M descrie o curbă (C) pe o suprafaţă, planul tangent în M, a cărui poziţie depinde de un parametru, înfăşură o desfăşurabilă circumsrisă suprafeței dealungul curbei (C) şi caracteristica planului tangent trece prin punctul M. Există între direcţiile acestei caracteristice şi tangenta MT la curba (C) o relație remarcabilă. | În adevăr, fie M' (Fig. 125) un punct variabil al curbei (C), infinit vecin de M. Planele tangente (P) şi (P') în M ŞI M' se 

tae după o dreaptă (D) care, la 
limită, devine caracteristica MT, 
şi care atinge suprafaţa în M. 
Trebue deci ca ea să întâlnească 
suprafața în două puncte M,, 

(C) M',, infinit vecine de M. Să pre- 
supunem că punctul M este iper- 
bolic; cele patru puncte M, 
M', M, M;' sunt varfurile unui 

Fia. 133. patrulater curbiliniu, format de cele patru ramuri ale secţiunilor făcute în suprafaţă prin planele (P) şi (P'). Tangentele în M, şi M,' la aceste patru ramuri for- mează un patrulater strâmb M, Miuu' a cărui diagonală pp” 
este intersecţia planelor tangente (P.), (P'1) în punctele M,, M'.. Să observăm că una cel puţin din cele două coarde MM,, MM", nu este infinit mic în raport cu coarda MM”, căci în acest caz cele trei segmente M'M, M'M,M'M, ar avea aceeaş direcţie limită şi punctul M ar fi parabolic. Pe de altă parte, Mp este infinit mic cel puţin în raport cu una din coardele MM,, MM',, căci altfel, direcţia sa limită ar fi tangentă de o dată la cele două ramuri de curbă ce pleacă din M, ceea ce este imposibil, Deci Mp. este infinit mic în raport cu MM! şi de asemenea şi 
M'w'. Deci dreptele py' şi MM' au aceeaş direcţie limită şi tan- 
genta MT se deduce din MT,, după cum MT, se deduce din MT. Aceste două tangente se zic pentru acest motiv faugente conjugate, 

„Din cele. de mai sus rezultă că o tangentă variabilă şi conjugata sa descriu, în planul tangent, două fascicole în in- voluţie. Pentru ca MT să se confunde cu MT,, trebue ca punc- 
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tul M să fie punctul de întoarcere al planului tangent. "Dacă 
MT se confundă cu MT,, planul tangent, ce conţine tangenta 

MT, are în acest caz drept caracteristică tangenta în M la 
curba (C), este deci planul osculator în M la curba (C). Sec- 

țiunea normală dusă prin MT trebue să aibă un punct de in- 
flexiune în M; deci, când MT se confundă cu MT,, atunci MT 

trebue să fie una din tangentele asimptotice. Dar când MT se 
confundă cu MT,, aceasta este o rază dublă a involuţii deter- 

minate şi deci razele duble ale involuţii determinate de tan- 
gentele conjugate sunt asimptotele indicatoarei. 

Rezultă de aci că o pereche de tangente conjugate, for- 
mând un fascicol armonic cu razele duble, coincide cu un sis- 

tem de diametrii conjugaţi ai indicatoarei şi în particular, axele 
acestei conice formează perechea de raze perpendiculare ale 
acestei involutii. 

Se ştie insă că, dacă intr'un sistem în involuţie, sunt două 

perechi de raze perpendiculare, razele duble sunt izotrope şi 

atunci toate perechile de raze conjugate sunt perpendiculare. 

Indicatoarea este atunci un cerc şi punctul M este un ombilic. 

Se vede de asemenea că caracteristica planului tangent 
este nedeterminată când să deplasc ază pe tangenta asimptotică 
ce porneşte dintr'un punct parabolic, 

87. Linii asimptotice. 10 Se zice /inie asimptotică o linie 
trasă pe suprafaţă, a cărei tangentă în fiecare punct coincide 
cu conjugata sa; o astfel de linie atinge, în fiecare punct al 

său, una din asimptotele indicatoarei. Există, deci, în general, 

pe o suprafaţă oarecare, două familii de linii asimptotice, reale 
sau imaginare, după cum suprafaţa admite sau nu puncte iper. 
bolice. 

20 Orice dreaptă situată pe suprafaţă este o linie asimp- 
totică, căci orice plan trecând prin această dreaptă dă loc lao 

secţiune ale cărei toate punctele sunt puncte de inflexiune. 
Dacă, mai mult, planul tangent este acelaş dealungul acestei 
drepte, caracteristica sa este în fiecare punct nedeterminată, 
iar cele două raze duble ale involuţii se confundă, căci cele 
două tangente asimptotice se confundă. În acest caz, cele două 

linii asimptotice, în fiecare punct al dreptei considerate, se con- 

fundă cu această dreaptă; toate punctele sunt parabolice. 
Aşa dar, pe o suprafaţă desfăşurabilă, cele două familii 

de linii asimptotice se reduc la una singură, formată din gene- 

ratoare, şi toate punctele unei astfel de suprafaţă sunt puncte 
parabolice.
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Reciproc, orice suprafaţă (S) ale cărei toate punctele sunt 
Parabolice este o suprafată desfăşurabilă. În adevăr, pe o ast- fel de suprafață, cele două familii de linii asimptotice se reduc 
la una singură. Deplasându.ne dealungul uneia din aceste linii asimptotice, caracteristica planului tangent este întruna nede- 
terminată, ceea ce însemnează că planul tangent este invariabil. 
Suprafaţa admite deci un sistem de generatoare, astfel că pla. 
nul tangent este acelaș dealungul lor. Fie (G) o astfel de ge 
neratoare a supraleței (S). Planul (P) tangent la suprafaţa dea- lungul lui (G) depinde de. acelaş parametru de care “depinde 
generatoarea (G), deci de un singur parametru. Aşa dar, pla- 
nul (P) când variază admite o caracteristică (D). Dar acest plan 
este tangent Ja suprafaţa (S) în punctul M, care se găseşte pe 
caracteristica (D). Să presupunem că în mişcarea planului tan- 
gent, punctul de contact descrie pe suprafaţă drumul infinit 
mic MM". Dar, necontenit punctul de contact M este pe carac- 
teristica (D), oricare ar fi poziţia acestui punct pe generatoa- 
rea (G); cu alte cuvinte, toate punctele generatoarei (G) apar- 
țin lui (D), sau că generatoarele suprafeţei (S$) sunt linii drepte. 
Deci dacă suprafata admite o Jamihe de generatoare, astfel 
că dealungul lor flanul tangent să fie invariabil, aceste gene. 
raloare Sunt linii drepte, suprafața este desfăşurabilă. 

Observare. Planele tangente la o suprafaţă oarecare depind 
în general de doi parametrii (formează, în general, un ansamblu 
dublu infinit); numai la suprafeţele desfăşurabile planele _tan- 
gente depind de un singur parametru (0 simplă infinitate). Nu 
există, în general, pe o suprafaţă, o curbă, dealungul căreia 
planul tangent să fie invariabil, aceasta poate să aibă loc ex. 
cepţional pentru o curbă izolată, cum sunt, de ex, paralelele 
extreme ale torului. În cazul suprafeţelor desfăşurabile, această 
proprietate aparţine la toate generatoarele. 

3" Dealungul unei linii asimptotice, tangentele conjugate 
se confundă, adică tangenta întrun punct M al acestei linii este 
caracteristica planului tangent la suprafață când ne deplasăm 
pe această linie (Fig. 125). Dar planul tangent la suprafață 
conţinând tangenta MT şi având caracteristică chiar această 
dreaptă, este planul osculator la curba (C) în M, căci caracte- 
ristica planului osculator este tangenta la curba strâmbă. Deci, 
O linte asimptotică este o linie trasă fe suprafată astfel că 
Planul oscualator întrun Punct al ei este tangent la suprafată. 
Sau, linia asimptotică coincide cu muchia de întoarcere a Supra-
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Fetei desfăşurabile circumscrisă suprafetei ($) dealungul acestei 
hni. 

40 Să presupunem că toate suprafeţele desfăşurabile cir- 
cumscrise dealungul liniilor asimptotice ale unei aceleaş: familii 
au în comun o curbă ([). Fie (2) o astfel de linie asimptotică- 
h punctul unde tangenta în M intâlneşte curba ([) (Fig. 126) 
Se poate ca punctul p să rămâe 
invariabil când M variază ; linia (£) 

ale cărui toat tangentele trec prin P 
acelaş punct p este evident linie (0) 
dreaptă şi suprafaţa (S) este des- t 
făşurabilă. Decă p variază cu M, ZA 
planul osculator al lui (e) în M (9) 
atinge suprafaţa desfâşurabilă năs- 
cută de My în fiecare punct al 
acestei drepte. Cum curba ([) este presupusă situată pe această 
suprafaţă desfăşurabiiă, planul tangent conţine tangenta pr la 
curba (). 

Dacă această proprietate are loc pentiu toate liniile asimp- 
totice ale unei aceleaş familii, se vede că toate planele tangente 
la suprafața (S) vor fi tangente la aceaş curbă ([). Aceste 
plane tangente la suprafaţa (S) depind de un singur parametru, 
suprafaţa este deci o suprafaţă desfăşurabilă. L'eci, dacă supra. 
fetele desfuşurabile născute de tangentele la toate liniile asimp- 
fohce ale unei aceleaş familii a suprafetei (£) au în comun o 

curbă (D), suprajaţa AS) este desfăşurabilă. 
5" În acest uitim caz cele două familii de linii asimptotice 

se confundă. Deci, dacă proprietatea enunțată aparține numai 
la una din cele două familii de asimptotice, trebue ca p să fie 
invariabil pe ([) pentru fiecare generatoare (£) şi variază numai 
când se trece de la o generatoare la alta. Suprafaţa (S) este 
deci o suprafaţă strâmbă rglată trecând prin curba ID). 

Deci, dacă suprafetele desfăşurabile circumscrise dealungul 
unei aceleaş familii de linii asimptutice se tae după acceaş 
curbă A ), aceste linii asruptotice sunt drepte. 

Fig, 126. 

» Dacă se ţine seamă că orice suprafaţă dublu riglată 
este cuadrică, urmează că dacă două familii de suprafete des- 
făşurabile circumscrise dealungul celor două familii asimptotice 
îrec respectiv prin două curbe fixe (&) şi ([), suprajafa consi- 

derată este de ordinul al doilea. 
Observare, Este evident că se poate înlocui în cele ce
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preced curba fixă ([) cu o suprafață fixă (3), la care să fie 
circumscrise suprafețele desfăşurabile dealungul asimptoticelor. 
Se poate deasemenea presupune că cele două curbe (D) şi (T”), 
Sunt distincte sau confundate. ă . 

72 Sa aplicăm cele ce preced la cazul când una din cele 
două curbe, (I) de ex., este cercul de la infinit. Suprafata este 
atunci o srprafaţă riglată cu generatoare izotrope. Asimptotele 
indicatoare. sunt drepte izotrope, deci indicatoarea este un cerc, 
punctele suprafeţei sunt ombilicuri. Dacă presupunem că această 
suprafață este reală, ea va fi dublu riglată şi cum trebue să 
conţie cercul de la infinit, ea este o sferă. Deci, sfera este'siu- 
gura suprafață reală ale cărei toate punctele sunt ombilicuri. 

8 Aplicaţie. Orice suprafață de ordinul al doilea fiind 
dublu riglată, are ca linii asimptotice aceste două sisteme de 
generatoare. Dar, este evident că suprafaţa (5) formată de nor- 
malele principale ale unei curbe strâmbe-(C) admite această 
curbă ca linie asimptotică, căci planul osculator al. acestei linii 
(C) este evident tangent la suprafaţa (S) [planul osculator este 
format de normala principală şi tangenta în M la cucba (C), 
cere fiind tangente la două curbe de pe suprafaţa ($) formează 
planul tangent la suprafaţa. (S)]. Deci, rormalele: principale ale 
unei curbe strâmbe nu pot niciodată să formeze o suprafaţă 
de ordinul al doilea, ele nu. pot niciodată să întâlnească: “ei 
drepte fixe, nici să întâlnească două drepte fixe rămânând pa- 
ratele cu un plan fix. 

9 Aphcahe la ehcoid şurup fătrat. Exemplu de dete - 
minare ce linii asimptotice ale unei suprafete riglate. Să con- 
siderăm suprafața (S) născută de normalele la un cilindru cir- 
cular dealungul unei elice trasă pe cilindru, suprafaţă care se 
numeşte e/icoid surup pătrat. Fie M un punct care descrie 
elicea. Dacă M se ridică cu cantitatea 2 dealungul axei când 
raza cilindrului ce trece prin acel punct se roteşte de unghiul 
o, se ştie că z=—/w. Dar, pentru orice punct însemnat M' pe 
raza punctului M, 2 şi w sunt aceleaşi. Deci acest punct M' 
descrie o elice de acelaş pas redus ca şi acela al lui M. Se 
vede astfel că intersecţiile elicoidului cu cilindrii circulari având 
ca axă axa cilindrului dat, sunt elice de acelaş pas. În fiecare 
punct al acestei suprafeţe planul tangent e determinat, de tan. 
genta ia elice şi de generatoarea rectilinie, adică normala la 
cilindru pe care e trasă elicea; deci acest plan se confundă cu 
planul osculator la elice. Aşa dar, fiecare din aceste elice este
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o linie asimptotică a elicoidului. Cele două linii asimptotice, 
elicea şi normala la cilindru, sunt ortogonale în fiecare punct; 
indicatoarea este iperbolă echilateră şi, cum vom vedea, supra- 
fața aparţine categorii de suprafeţe minime. 

88. Linii de curbură. 10 Se zice linie de curbură o linie 
care atinge în fiecare din pi nctele sale una din cele două axe 
ale indicatoarei. Din această definiţie rezultă că există pe fie- 
care suprafaţă o reţea conjugată ortogonală formată de liniile 
de curbură. Această reţea este totdeauna reală, pe când reieaua 
asimptotică este când reală când imaginară. 

2 Este uşor de văzut ce sunt liniile de curbură pe supra- 
fețe particulare. Pe o suprafață desfaşurabilă, liniile pe curbură 
sunt generatoarele şi traectoriile lor ortogonale, ceea ce re- 
zultă din faptul că întrun punct parabolic cele două direcţii 
coincid cu una din direcţiile principale. 

3” De aci rezultă o proprietate importantă a linilor de 
curbură pentru o suprafață oarecare. În cazul unei suprafete 
desfăşurabile, normalele la suprafaţă deahingul unei genera- 
foare (care formează un sistem de linii de curbură) formează 
un plan, deci o suprafață desfăşurabilă. 

Fie o curbă oarecare (C) trasă pe o suprafaţă desfăşura- 
bilă şi două puncte infinit vecine M şi M' (Fig. 127), m şi nr 
punctele corespunzătoare ale muchii 
de întoarcere. Normalele în M şi M' 
la suprafață sunt perpendiculare pe 
planele tangente în M şi M', adică pe 
planele osculatoare în 7 şi. 7” la 
muchie ; deci aceste normale la supra- 
faţă în M şi M' sunt paralele cu bi- 
normalele în 7 şi ' la muchia de Fg. 121. 
întoarcere. Plariul: normal în 7 este paralel cu limita către care 
tinde planul format de binormalele în sp şi u'. Deci, un plan 
dus prin normala în M şi paralel cu normala în M' este la limită paralel cu pianul normal în sa. adică cu planul dus prin M perpendicular pe mM. Aşa dar, cea mai scurtă distanţă dintre 
normalele în M şi M' are ca parte principală distanţa de -la 
punctul M' la planul dus prin M perpendicular pe +M. Dar 
această distanţă are ca parte principală produsul lui MM' cu 
cosinusul unghiului sub care curba (C) tae pe mM. Însă, pentruca suprafaţa născută de normalele în. M şi M' să fie desfăşurabilă, 
trebue ca cea mai scurtă distanţă a lor Să fie infinit. mie de 
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un ordin superior; deci trebue să fie zero cosinusul unghiului 
sub care curba MM” tae pe M, adică curba (C) să fie traec- 
„oria ortogonală a generatoarelor rectilinii a suprafeţei desfăşu. 
rabile date. 

Aşa dar, pe o suprafaţă desfăşurabilă, normalele la supra- 
faţă dealungul generatoarelor rectilinii şi traectoriilor lor orto- 
gonale, nasc suprafeţe desfăşurabile. Dar, pe o suprafaţă des- 
făşurabilă, generatoarele rectilinii şi traectoriile lor ortogonale 
formează reţeaua ortogonală de linii de curbură. Deci, pentru 
suprafeţele desfăşurabile, normalele la suprafață dealungul linii- 
lor de curbură nasc suprafeţe desfăşurabile. 

Această proprietate a liniilor de curbură are loc şi pentru 
o suprafață oarecare. În adevăr, M fiind un punct al unei linii 
de curbură a unei suprafeţe ($), planul tangent dealungul aces- 
tei linii de curbură descrie o suprafață desfăşurabilă (5) care 

conţine linia de curbură (M). Dar, caracteristica (G) a planului 
tangent în M este conjugată cu tangenta în M Ja linia de curbură. 

Însă această tungentă MT este o axă a indicatoarei. Caracte- 
ristica fiind conjugată în indicatoare cu ea, este cealaltă axă, 
adică perpendiculară pe MT. 

Deci, generatoarea (G) a suprafeţei (5) tae ortogonal curba 

(M); deci, pe suprafaţa desfăşurabilă (2), (G) şi (M) sunt două 

linii de curburâ. Dar suprafeţele (S) şi (5) au aceleaşi plane 

tangente dealungul linii de curbură şi deci şi aceleaşi normale. 
Însă, normalele la suprafața desfăşurabilă E) dealungul linii de 
curbură (M) formează o suprafaţă desfăşurbilă. Deci, pentru 
orice linie de curbură a unei suprafete, normalele la suprafată 
dealungul linii de curbură nasc o suprafată desfăşurabilă. 
Această proprietate a liniilor de curbură îi poate servi ca definiţie. 

Dacă se consideră, de ex., a suprafaţă de rotaţie, supra- 

fețele născute de normalele dealungul meridianelor sunt plane, 

cele relative la paralele sunt conuri de rotație. Deci cele două 
familii de linii de curbură sunt compuse din meridianele şi 
paralelele suprafeţei de rotaţie. 

Observare. Într'un ombilic, direcţiile principale sunt nede- 

terminate, liniile de curbură ale uneia din cele două familii se 

reunesc toate, cum sunt meridianele în vârful unei suprafeţe 

de rotaţie; acelea din a doua familie înconjură acest ombilic, 
ca paralelele în jurul vârfului suprafeţei de rotaţie. 

4% Normala MN la suprafaţă este normală şi curbei (M). 

Dar se ştie că punctul de contact al acestei normale cu înfă-
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şurătoarea sa este pe dreapta polară a curbei (M) pentru punc- 
tul M, adică pe perpendiculara pe planul .osculator dusă prin 
centrul de curbură al curbei (C) în M. Dar, după teorema lui 

Meusnier, această perpendiculară trece prin centrul de curbură 

al secţiunii normale conţinând pe MT şi cum MT este o axă 
a indicatoarei, această secţiune normală este secţiunea normală 

principală conţinând pe MT. Aşa dar, această perpendiculară 
trece prin centrul de curbură al secţiunii normale principale ce 
conţine pe MT şi deci funcfu/ de contact al norma'lei MN cu 
înfăşurătoarea sa este centrul de curbură al sectiunii principale 

ce contine pe MT. Aşa dar, înfăşurătoarea normalelor dealun- 

ul unei linii dle curbură se confundă cu locul centrelor de 
curbură principale corespunzătoare. 

Pentrucă fiecare linie de curbură (M,) admite ca muche 

de întoarcere (C,) a normalii sale (suprafaţa desfăşurabilă năs- 
cută de normalele la suprafaţă dealungul 7 

acestei curbe) locul centrelor de curbură 2 

principală (C,) corespunzătoare, dacă se M (M2) 
consideră toate liniile de curbură ale unui T, 

aceluiaş sistem cu (M,), muchile de în- V 

toarcere (C,) (Fig. 128) nasc o suprafaţă (3) (M,) 

la care toate rormalele suprafeţei ($) date C 

sunt tangente, pentru că sunt tangente fie- ! 
care la o curbă (C,) a suprafeţei (%,). De (C,) 

asemenea, locul curbelor (C,) ale centrelor C 

de curbură principale corespunzătoare sis- 

temului al doilea (M;) de linii de curbură (C) N 

nasc o suprafaţă (%.) la care toate norma- Fig. 128. 
lele suprafeţei (S) sunt tangente. 

Deci, foafe normalele suprafetei ($) sunt tangente deodată 

la pânzele (3) şi (5), amândouă constituind desfăşurata supra- 

fetei ($). 
50 Să determinăm planul tangent la această desfăşurată 

în fiecare din punctele C, şi C.. Considerând mai întâi punc- 
tul C, (Fig. 128), se vede că normala MN rămânând tangentă 

la (C.), ea naşte o suprafaţă desfăşurabilă. Cum rămâne tan- 

gentă la (3), desfăşurabila pe care ea o naşte este circumscrisă 

la această suprafață, al cărei plan tangent în C, este acelaş ca 

cel tangent la desfăşurabilă dealungul generatoarei C+M. Dar, 
acest plan tângent în M e determinat de generatoarea CM şi 

tangenta MT, la curba (M,) pe care o descrie M, adică planul 
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principal NMT;. De asemenea, planul tangent la (5) în M,, este 
planul principal NMT,. Deci, Planul tangent la desfășurată în 
fiecare din centrele de curbură principală, situate pe aceeaş 
normală, este planul principal corespunzător la celalt. 

Să observăm că aceste plane tangente sunt perpendiculare 
şi cum planul NMT,, taâgent la desfăşurabila a cărei muche 
este (C,) este osculator la âceastă muche în C,, unde planul 
tangent la desfăşurată este NMT;, urmează că curbele (C,) şi 
(Ca) sunt astfel că în fiecare din punctele lor planul lor oscu- 
lator este normal la desfășurata suprafetei. 

6* Dacă punctul M se mişcă pe o curbă oarecare a Supra- 
feței ce trece prin M, normala MN nu mai naşte o desfăşura- 
bilă, dar pentrucă ea rămâne tangentă la (2) şi (%), planele 
tangente la suprafața pe care o nasc sunt aceleaşi ca cele tan- 
gente la (%,) şi (%) în C, şi C,, adică MIN şi MT,N. Avem 
astfel teorema lui Mannheim, foaze normaliile corespunzătoare 
la foate liniile suprafetei ce trec prin M se racordează în cen- 
frele de curbură principale C, şi Ca sifuate pe normala în M, 
Planul tangent comun în Piecare dintre ele fiind planul prin- 
cipal corespunzător la celalt. 

79 Din faptul că dealungul linii de curbură, normalia este 
desfăşurabilă, urmează importante proprietăţi. Să considerăm 
o linie comună (M) la două suprafeţe, care este linie de curbură 
pe fiecare din ele; normaliile la cele două suprafeţe dealungul 
acestei linii fiind desfăşurabile, cele două familii de normale la 
curba (M) admit câte o desfăşurată şi deci (No. 80, observarea 1) 
normalele respective în fiecare punct al curbei (M) fac un unghi 
constant. Aşa dar, ce/e două Suprafețe se tae dealungul linii (M) 
Sub un unghi constant. 

Se vede, de asemenea, că dacă două suprafete se tae subt un unghi constant după o linie care este linie de curbură pen- 
ru ana din ele, este de Asemenea şi pentru cealaltă. 

Acestea sunt proprietăţile lui loachimsthal. 
Ca un caz particular, se vede că dacă o suprafată (S') este 

circumscrisă unei suprafete (5) dealungul unei linii de curbură 
(M) a suprafetei (S), suprafata (5) admite şi ea linia (M) ca 
linte de curbură. 

8 Orice linie trasă pe un plan sau pe sferă putând fi privită ca o linie de curbură a planuiui sau a sferei, se vede 
Că, dacă un plan sau o sferă tae o suprafață ($) dealungul 
unei curbe (M) subtunu 4Hghi constant, această curbă (M) esz o
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linie de curbură a lui (S) şi reciproc, dacă o linie de curbură 
(M) a une sugrafele (5) este plană sau sferică, Planul sau sfera 
care conține (M) întâlneşte suprafata (5) dealungul acstei linii 
Subt un unghi constant. 

89. Exemple de determinare geometrică a liniilor de 
curbură. Am văzut că liniile de curbură a suprafeţelor des- 
făşurabile sunt generatoarele şi. traectoriile. lor ortogonale (des- 
făşurătoarele muchii de întoarcere a acestei desfăşurabile). Dacă 
desfăşurabila este suprafață de egală pantă în raport cu ori- 
zontul, al doilea sistem de linii de curbură este dat de sec- 
țiunile sale orizontale. | 

Pentru un con, al doilea sistem de linii de curbură, traec- 
toriile ortogonale ale generatoarelor sunt intersecțiile” conului 
cu sfere având centrul în vârful conului. 

Considerând suprafata înfășurătoare de sfere, cercul după 
care această suprafaţă este atinsă de fiecare sferă este o linie 
de curbură a acestei suprafete şi reciproc, orice suprafață . po- 
sedând un sistem de linii de curbură circulare este o suprafată 
înfăşurătoare de sfere. 

Fie N centrul sferei variabile descriind curba (N). Se vede 
că toate normalele la suprafaţă dealungul cercului de contact (M) 
al sferei şi al suprafeţei [situat în planul normal la (N)în punc- 
tul N] trec prin centrul N care constitue desfăşurata (7) a linii 
de curbură (M). Centrul N. este deci deodată centrul de curbură 
principală pentru toate secţiunile normale tangente la cercul (M). 
Deci, în acest caz, pânza (5) a destăşuratei a suprafeței se 
reduce la curba (N). 

Ca exemplu de suprafeţe înfăşurătoare de sfere, putem 
cita cazul când razele sferelor au o valoare constantă, când 
suprafaţa se zice suprafată canal, şi apoi cazul când locul (N) 
al centrelor sferelor este o linie dreaptă, când suprafața se zice 
de rotahe. . | 

Se vede deci că suprafeţele de rotație admit ca linii de 
curbură: 1) paralelele (cercurile de contact cu sferele înfăşu- 
rate), astfel că pentru toate punetele ale unui aceluiaş paralel 
centrul de curbură principal corespunzător este vârful conului 
normalelor; 2) meridianele, care sunt - traectoriile ortogonale, 
astfel că pentru fiecare din punctele sale, centrul de curbură 
principal corespunzător este acela al meridianului însuşi (al 
cărui plan este normal la suprafaţă). 

Să considerăm suprafaţa de rotaţie, născută din rotația
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unei chaînette în jurul bazei sale, numită catenoidă (ahseidă). 
Fie C centrul de curbură întrun punct al unei chaînette şi N 
punctul unde normala MN .tae baza, să ştie că CM= MN. 
Razele de curbură principală pentru catenoidă sunt, MC pentru 
meridian (chainette) şi MN pentru paralelul descris de M. Cum 
MN = CM, C şi N fiind simetrice în raport cu M, urmează că 
pentru catenoidă, razele de curbură principale sunt egale şi de 
semn contrar. 

Pentru for, raza de curbură principală corespunzătoare 
paralelului este lungimea normalei limitată la axă, aceea care 
corespunde meridianului, este raza cercului meridian. Torul este. de altfel, un caz particular al suprafeiei ale 
cărei linii de curbură sunt circulare în ambele sisteme, numită 
ciclida Ini Dupin. Dealungul fiecăreia din liniile de curbură 
care se tae într'un punct al ciclidei, sunt sfere, de unul ŞI 
celalt sistem, care sunt tangente la suprafaţă ; aceste două sfere 
sunt deci tangente între ele în punctul considerat. Rezultă că, 
fiecare sferă din unul din cele două sisteme este tangentă la 
toat sferele celuilalt sistem. Dar, trei. oarecare: din sferele sis- 
temului al doilea pot determina ansamblul ce! al tuturor celor 
din primul sistem. Se poate deci zice că cre/ida este înfăşură- 
foarea tuturor sferelor tangente la trei sfere date. 

Fie (C) o linie de curbură a suprafeței (S) şi (D) desfă- 
şurabila circumscrisă la ($) dealungul lui (C) [infăşurătoarea 
planelor tangente la (S) dealungul lui (C)], desfăşurabilă ale 
cărei toate generatoarele rectilinii G. în virtutea teoremei direc- 
țiunilor conjugate, sunt pretutindeni ortogonale lui (C) şi care, 
în baza teoremei lui loachimsthal, admite de asemenea pe (C) 
ca linie de curbură. Prin inversiune, dreptele G dau pe supra- 
fata (D') inversa lui (D), cercuri (G”) dealungul cărora sunt 
circumscrise lui (D”) sterele inverse ale planelor tangente la (D) 
dealungul generatoarelor (G); aceste cercuri (G) sunt (în virtu- 
tea aceleaş teoreme a lui loachimsthal) linii de curbură ale 
lui (D') şi prin urmare, inversa (C') a lui (C), care le este orto- 
gonală din cauza conservării unghiurilor, este de asemenea o 
linie de curbură a suprafeţei (D”) şi cum suprafețele (D”) şi (S”) 
se racordează dealungul lui (C”), după cum (D) şi ($) dealun- 
gul lui (C), (C') este de asemenea o liniz de curbură a lui (S”). 

Rezultă de aci teorema lui Fouche, inversiunea conservă 
liniile de curbură. 

În particular, dacă se transformă prin inversiune o supra-
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faţă, ale cărei cele două sisteme de linii de curbură sunt cir- 
culare, se obţine o suprafaţă care se bucură de aceeaş  pro- 
prietate ; deci, inversa unei ciclide a lui Dupin este o ciclidă a 
lui Dugin. | | 

Putem aranja polul de inversiune ca această inversă să fie 
un tor. În adevăr, fie ($,), (S2), (Ss! cele trei sfere fixe la care 
rămân tangente sferele (5) a căror înfăşurătoare este ciclida 
considerată. Planul centrelor acestor trei sfere le tae după trei 
cercuri admițând un cerc ortogonal comun ([), care are ca 
centru centrul lor radical; cercul ([) este ortogonal celor trei 
sfere. Luând ca pol orice punct al acestui cerc, sferele ($,), (S,), (S3) 
se transformă în sferele (S',), (5), (S',) ortogonale dreptei A, 
transto mata lui ([), deci având centrele pe această dreaptă A. 
Suprafaţa transformată a ciclidei este deci înfăşurătoarea sfere- 
lor (2) tangente la cele trei sfere (S',), (S,), (S7,) şi se vede că 
aceste sfere admit ca înfăşurătoare un tor de axă A; deci, 
orice ciclidă a lui Dupin poate într'o infinitate de moduri să 
fie inversa unui tor. | 

90. Torsiune geodezică. Teorema lui Dupin asupra 
sistemelor triple ortogonale. 1. Fie M, M' două puncte infinit 
vecine ale unei curbe (M) trasă pe o suprafaţă (5). Josef Ber- 
trand a numit deviaţie dealungul elementului MM, unghiul ab 
pe care il face normala MZ' în M' la suprafață cu planul de- 
terminat în M de normala MZ la suprafață şi tangenta MT la 
curba (M). 

Însemnând cu ds elementul de arc al curbei (M) în- M, 

limita raportului “i se zice forsiune geodezică în Ma curbei (M) 

care apariine suprafeţei (S$). Pentru a găsi valoarea acestei tor- 
siuni, să observăm că într'o tegiune infinit mică, considerată 
în Jurul lui M, normalele la supr=fată se confundă, afară de 
infiniţi mici de ordinul al doilea, cu acelea ale paraboloidului 
(No. 85) 

a 
2=— 2R, În a 2R, , 

R, şi Ra fiind razele de curbură principale în M la suprafaţa ($). 
Deci, din punct de vedere infinitezimal, se poate lua ca 

cosinusuri directoare ale normalei în M'“, valorile 

Iu 
R, Re ” 

N, Airamescu, — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală. 11
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Să însemnăm cu e unghiul format de tangenta în M cu 
întâia direcţie principală în M pe suprafaţă. Perpendiculara în 
M pe MT în planul tangent în M la suprafaţă, este normala 
la planul TMZ şi are ca cosinusuri directoare 

—sing, cose, 0. 

Sinusul unghiului dy format de normala M'Z şi planul 
TMZ este cosinusul unghiului normalei M'Z' cu normala la 
planul TMZ şi deci 

siny = F- (—sing)-+- -(cosg) +(—1)(0) | * R, . Ra ! 

şi înlocuind sind! prin dy, de care diferă cu un infinit mic de 
ordinul al treilea, avem 

  

__ Xsino Ycose 

RTR, 
Dar, punctul (+,y) considerat din planul tangent fiind foarte 

apropiat de punctul M, luat ca origină, x şi y sunt proecţiile 
arcului MM”, deci 

ă — dscosa, y — ds sina, 

di — 

şi deci formula de mai sus devine la limită 

d = (Rp) sine cos? ds i Ra R, ) 

sau 
d _(1 1). 
ds (3. — R) SIN? COS, 

. i db astiel că avem o expresiune a torsiunei geodezice ds = G, 

G= R3 -— R-) Sing cos 
R> RR, ” 

Această expresiune arată că în orice Bunct a unei hui de 
curbură avem 9=0, sau 9=900, deci G=—0, şi reciproc. 

De asemenea, dacă două linii ce trec printr'un punct al 
suprafeței se tae subt un unghi drept, avem între curburile lor 
geodezice, + fiind unghiul corespunzător primei şi ' = 90-+ e 
unghiul corespunzător celei de a doua, 

1 

=(p— A inpcosp=( d — A si 100) G =| R, R sine Cos& =(R R, Jsin(e+-90)coste +90)=-— G, 

6 G+G=0.
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Să căutăm o altă expresiune a torsiune Qeodezice. Să 
considerăm un punct M al suprafeței ($) (Fig. 129), normala 
MZ la suprafaţă şi normala principală MN 
la curba (M) trasă pe suprafaţă. Prin punctul 
M să ducem paralelele MZ',, MN”, la norma- 
lele de acelaş fel în punctul infinit vecin M' 
şi să le proectăm în MZ", MN“ pe planul * 
MZN. 

Ştim că proecţia unui unghi pe un plan 
care face cu planul unghiului un unghi infi: 
nit mic este un infinit mic echivalent. Deci Fig. 129, 
însemnând cu wo unghiul NMZ, atunci unghiurile N'MZ”, 
Z'oMZ, N'oMN sunt respectiv echivalente cu w-tdo, dy, d [un- 
ghiul de torsiune al curbei (M)]. Dar pe figură se vede 

o-tdo+di=o+d, 

   

  

deci db=dr— do, 

Şi divizând cu ds, avem 

dy de _do 
ds ds ds) 

şi deci o altă expresie dată de Ossian Bonnet a curburei geo- 
dezice, 

l do 

unde T este raza de torsiune a curbei (M) şi o fiind unghiul 
format de normala la suprafață în M cu normala principală în 
M la curba (M). 

Pentru a doua suprafață (S”) ce trece prin (M), avem de 
asemenea 

  do 

C= ds 
De unde ' 

„de! da 
0-6 = ds” 

(10) G-G=, 
ds 

V fiind unghiul celor două suprafeţe în M. 
De aci rezultă că, dacă unghiul V este constant dealungul 

curbei (M), avem pentru orice Punct al linii (M, G=G'. Dacă 
în aceleaşi condiţii, avem G=—0, avem de asemenea G'=0. 
Regăsim astfel teorema lui loachimsthal că dacă două supra- 

14*
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fete se tae dealungul unei linii comune (M) sud? un unghi con- 
sfant, şi dacă linia (M) este linie de curbură Pentru prima 
suprafață, este şi pentru a doua. 

II. Formulele (9) şi (10) ne permit a stabili o teoremă im- 
portantă a lui Dugin asupra sistemelor Zriple ortogonale. 

Fie ($,), ($»), (S) trei familii (formând fiecare o simplă in- 
finitate) de suprafeţe, tăindu-se două câte două după curbele 
Cusa, Cos Ca. Dacă dealungul fiecăreia din aceste curbe Ca, 
supratețele (S;), ($,) la care aparţin, se tae subt un unghi drept, 
ansamblul format de aceste trei familii de suprafețe constitue 
un sisfem triplu ortogonal. Dacă convenim a reprezenta prin 
G;; şi Gj; torsiunile geodezice întrun punct al curbei C;;, după 
cum este considerată pe suprafața (S;) sau (S)), avem, în vir- 
tutea relaţii (10), 

(11) Ga3— Ga =0, Gas — Ga=0, Gas— Gu3=0. 
De altă parte, se vede că în fiecare punct M comun supra- 

feţelor ($,), ($,), (53), tangentele la curbele C.z, Cos, Ca, formează 
un triedru tridreptunghic; de unde, în baza relații (8), 
(12) Gust G3=—0, Gas+ Ga, Gat Crse=0,. 

Atribuind ecuaţiilor (11) respectiv semnele + -— +, iar 
celor din (12) respectiv ++ —, adunându-le, avem 2G, =0, 
adică G =0, şi deci toate curbele C; sunt linii de curbură 
pentru suprafeţele (S;), (S) la care aparţin. De unde urmează 
Că intersecțiile a două suprafete din două familii diferite a 
unui sistem triplu ortogonal, sunt linii de curbură a acestor 
suprafete. 

De aci urmează că se pot deduce imediat liniile de curbură 
ale cuadricelor. În adevăr, orice cuadrică aparţine la un sistem 
omofocal constituit din trei familii particulare (elipsoizi, iperbo- 
loizi cu o pânză, iperboloizi cu două pânze), astfel că, de la 
o familie la alta, suprafeţele se tae subt un unghi drept dea- 
lungul linii lor comune de intersecţie. Aceste trei familii for- 
mează deci un sistem triplu ortogonal, şi după teorema lui 
Dupin, se vede că liniile de curbură ale uneia oarecare din 
suprafeţele sistemului sunt date de intersecțiile sale cu toate 
suprafețele celorlalte două familii la care această suprafaţă nu 
aparţine, 

91. Suprateţe minime. Condiţia ca indicatoarea întrun 
punct oarecare al suprafeţei să fie o iperbolă echilateră, se 
exprimă printr”o condiţie unică, de unde urmează că pe orice:
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suprafaţă există o linie de puncte iperbolice, astfel că pentru fiecare punct al acestei linii curburile principale să fie egale şi de semne contrare (opuse, R.=——R,). Se zice suprafată minimă o suprafaţă pentru care această linie este nedeterminată şi pentru care cele dovă familii de linii asimptotice se tac pre- futindeni subt un unghi drept. Vom determina două din supra- fețele minime. e 
1 Sugrafată minimă de rotație. Fie M un punct oare: care al unui meridian situat în planul fi. 

gurei (Fig. 130), MN normala limitată la 
axa: de rotaţie. MN este egală, după teo- 
rema lui Meusnier, cu raza de curbură 
normală relativă la paralelul punctului M. 
A doua rază de curbură principală este 
egală cu raza de curbură MC a meridianu- 
lui. Deci, dacă suprafaţa este minimă, vec- : 
torii MN şi MC sunt egali şi de semn Fig. 130. 
contrar şi meridianul este o curbă chaînette.. „Deci, suprafața 
minimă de rotație este aceea născută de chaînette care se învâr- 
feşte în jurul bazei sale. Această suprafaţă: se. zice cafenoidă 
sau a/1serdă. 

” 
2 Suprafaţă minimă riglată. Fie M un punct. oarecare . 

al unei suprafeţe riglate (Fig. 131), (G) 
(0) “7 Şi (C) generatoarea rectilinie şi curba 

| asimptotică ce trec prin -acest punct, 
Îi G MI tangenta la (C). Planul TMG. tan- 

M gent la suprafaţă este osculator: la (C). 
Pentru că suprafaţa este riglată, şi. al doilea sistem de linii asimptotice este format de generatoare, ca suprafața să fie minimă, trebue ca asimptoticele să se tae subt un unghi drept; deci G să fie perpendiculară pe MT, adică normala principală a curbei (C). Dacă această proprietate se extinde pentru toate asimptoticele, dreptele G sunt normale principale ale unei infin:tăți de linii. Aceste linii sunt (No. 79, 3%) 

elice. Deci, s7ngura suprafață minimă este elicoidul strâmb ca Plan director. | 
| 

92. Linii geodezice. I. Să considerăm o curbă (M) trasă pe o suprafaţă şi să o proectăm pe planul tangent în punctul M al suprafeţei. Curbura proecţii se zice curbura “Zaugentială 
şi are ca. valoare = dată de formula (No. 74). 

1 A e 

  

Fig. 131.



166 

cos _ cosp 

RR 
R fiind raza de curbură a curbei (M), 9 unghiul făcut de pla- 
nul osculator al curbei (M) cu planul tangent la suprafaţă (pla- 
nul de proecţie), 4 unghiul făcut de planul de proecţie cu tan- 
genta MT la curba (M). Planul de proecţie trecând prin _tan- 

cos? 
R 

Această valoare rămâne aceeaş când se înlocueşte supra- 
fața cu desfăsurabila circumscrisă tealungul curbei (M) [născută 
de caracteristica planului tangent la suprafaţă dealungul linii (M)]. 

Am mai văzut (No. 75) că ea se conservă când se aplică 
această desfăşurabilă pe un plan. Deci, curbura fangențială a 
unei linii trasă pe o suprafaţă este egală cu aceea a linii plane 
după care se transformă această curbă când se aplică pe un 
Plan desfășurabila circumscrisă. De aceea această curbură se 
zice şi curbura de desfăşurare. Se mai zice şi curbura geodezică. 

Am văzut de asemenea că o linie geodezică pe o desfă- 
şurabilă se bucură de proprietatea că are curbura tangenţială 
nulă în toate punctele sale. Această proprietate se extinde uşor 
pentru o suprafaţă oarecare. Să considerăm, în adevăr, o linie 
(M) trasă pe suprafață, de cea mai scurtă distanță între două 
din punctele sale. Fie două puncte M şi M' fixe şi foarte apro- 
piate. Dacă se înlocueşte arcul curbei (M), cu extremităţile în 
M şi M, prin orice alt arc de curbă, mergând pe suprafaţă 
de la M la M', lungimea s a acestui arc nu se poate de cât 
să se mărească şi de asemenea se măreşte şi diferenţa dintre 
arcul s şi lungimea c a coardei fixe MM. Dar, această diferență 
este de acelaş ordin de mărime ca şi c? şi cum c este infinit 
mic, va trece printrun minimum în acelaş timp ca partea sa 

SR că R _ RR - m principală 24R2 R fiind raza de curbură a linii modificate 

  genta MT, 9=—0, deci curbura tangenţială are ca valoare . 

Dar, dacă numim cu R, raza de curbură normală în M, care 
este aceeaş pentru toate curbele ce trec prin M şi M', a un- 
ghiul planului osculator variabil cu planul ce trece prin tan- 
genta MT şi normala la suprafaţă în M, după teorema lui 
Meusnier, avem (No. 84) RR, cosz, Diferenţa s—c atinge deci 
minimul său când cosa este cel mai mare, adică a==0, sau că 
planul osculator să se confunde cu planul ce trece prin nor- 
mala MN, adică să fie perpendicular pe planul tangent la supra- 
faţa (S) în M. Deci, pentru curba (M) geodezică, de cea mar
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scurlă distanță dintre două oarecare din functele sale, planul 
osculator în orice punct este normal la suprafată (perpendicu- 
lar pe planul tangent la suprafaţă). Dar unghiul « este com- 
plimentar cu unghiul 6 ce întră în formula curburei tangențiale, 
cos, Cum, pentru geodezică avem a=—0, urmează 0=—=909, deci, 

dealungul unei geodezice curbura tangentială este nulă. 
Rezultă că un fir întins între două puncte ale suprafeţei, 

de partea convexităţii suprafeţei, se aşează după o geodezică 
şi, în particular, orice generatoare rectilinie a unei suprafeţe 
este o geodezică. S'ar părea că este arbitrar faptul că în cazul 
generatoarelor rectilinii, ele sunt şi asimptotice şi geodezice, 
căci, în cazul asimptoticelor, planul osculator este tangent şi 
în cazul geodezicelor, planul osculator este perpendicular pe 
planul tangent al] suprafeţei. Dar, în cazul unei linii drepte 
(generatoarelor) planul osculator este nedeterminat, 

II. Proprietăţi. Faptul că geodezicele constitue drumul 
cel mai scurt între punctele sale pe o suprafaţă, aceste curbe 
joacă, în geometria pe o suprafaţă, acelaş rol ca linia dreaptă 
în geometria plană. 

În cele ce urmează vom enunţa propoziţiile fundamentale 
ale teorii geodezicelor (1), adeverindu-le sumar prin câteva simple 
«consideraţii geometrice. 

Trebue de la început a admite (ceea ce se stabileşte uşor 
în Analiză) că o geodezică este complect determinată de un 
punct şi tangenta în acest punct (după cum, în plan, dreapta 
este definită de un punct şi direcţia sa), De asemenea, că nu 
trece, în general, de cât o geodezică prin două puncte ale 
suprafeţei (mai clar, pentru o lungime inferioară la o . limită 
determinată, purtată pe fiecare geodezică plecând de la punc- 
tul M, nu trece prin M şi extremitatea acestei lungimi nici o 
geodezică de o lungime mai mică). 

1% Dacă pe toate geodezicele ce trec P 
prin acelaş punct M se sau arce egale, 
locul extremităților acestor arce este o 
curbă normală la toate aceste geodezice. 
În adevăr, fie PM şi PM' două geode- 
zice infinit vecine (Fig. 132), pe care Fig. 132. 
luăm arcele egale PM şi PM. Dacă arcul infinit mic MM! al locului 

  

  
(1) Pentru studiul complect, a se vedea Darboux, Lerons sur la Iheorie generale 

„des surfaces, cap. IV, cartea V,
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lui M n'ar fi normal la PM şi PM”, unul din unghiurile făcute de acest 
arc cu geodezicele, cel din M, ar fi obtus, celalt în M', ascuţit. Să 
ducem prin M arcul de geodezică MM, ortogonal! în Mla MM. 
În triunghiul infinit mic MM.M', care poate fi asimilat, afară 
de infiniţi mici de ordinul al treilea, cu un triunghi plan, avem 
MM.<M,M'. Deci, am avea PM.+M,M<PM', sau de cât PM, 
căci PM'=PM, ceea ce nu se poate fiindcă PM fiind arc de. 
geodezică este cel mai scurt drum între P şi M. Se conchide: 
deci că MM” este ortogonal în M la PM. 

2 Dacă pe fiecare din Beodezicele normale la o curbă: 
oarecare trasă pe o suprafată se iau arce egale, lucul extremi- 

p' făților acestor arce este o curbă 107 -- 
(P) P mală la toate aceste geodezice. Fie PM 

şi P'M' două arce de geodezică infi-. 
nit vecine, egale între ele, normale 
la curba (P) în P şi P' (Fig. 133). 
Să ducem geodzzica MP” şi să luăm 

— pe această curbă arcul MP, egal cu 
Fig. 133. MP. După teorema precedentă, arcul PP, de curbă geodezică, ortogonal în P la MP, este tangent. 

la (P). Deci arcul PP” este infinit mic. de ordinul al doilea, diferenţa P'M—P'M'=P,P' este ea de ordinul al doilea, aşa că, luând ca şi pentru PM, o lungime P'P'=P'M, urmează. că MP,—P,P' este de ordinul al doilea, deci arcul P'M' nor- mal în M' la P'M' este tangent arcului MM”, sau că P'M' este. normal în M' la curba (M)-descrisă de M. Curba (M) astfel obţinută se zice paralelă cu (P)... 

    
(M) 

Observând că curbele (P) şi (M) sunt traectorii ortogonale. ale sistemului de geodezice PM şi că print”un punct M nu trece de cât una din aceste traectorii ortogonale, ss deduce-că două  fraectorii ortogonale 
oarecare a unei simple infi- 
nităţi de geodgzice pe o Supra- 
Jață determină pe aceste Peoade- 
zice arce egale. 

30 Fie MP şi M'P' două po- 
ziţii infinit vecine ale unuj arc 
geodezic (Fig. 134). Să ducem P P, prin M' şi P' arcele de traecto- Fe 184. rie ortogonală M'M, P'P,. Din cele de mai sus, M'P'=M,P,. 

P' 

     

  

(M) 
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Deci 

AMP) = MP, — MP= PP, — MM,, 
şi cum triunghiurile MM'M, PP'P, pot fi asimilate cu triun- ghiuri plane, avem 

â(MP) = d(P) cosP,PP' — a(M) cosM,MM', 
formulă care dă variația de lungime a unui arc de Qeodezică pe o suprafaţă analog ca pentru variaţia de lungime a unui segment de dreaptă. 

4” Dacă suma sau diferența distantelor Qeodezice a unui Bunct M variabil pe o suprafață la donă puncte fixe P şi Q a acestei suprafete este constantă, tangenta la curba (M) pe care 0 descrie acest punct este bisectoarea exterioară sau interioară a unghiului ce fac între ele arcele geodezice PM şi OM. În adevăr, în cazul sumei constante, avem (Fig. 135) 

APM) + (OM) =0, 
şi după proprietatea precedentă 

IM)cosQ,MM'+a(M)cosP,.MM'=0, Q 

adică 

   Q.MM' + PMM' = m, 
şi deci proprietatea este demon. P 
“strată. Fix. 135. 

Demonstraţie analoagă pentru cazul diferenței constante 
Curbele (M), corespunzătoare la una sau alta din aceste 

ipoteze, au fost numite de Darboux, e/ipse sau iperbole Qeode- 
zice, iar P şi Q focare geodezice. 

II. Determinarea geodezicelor unui elipsod. Să ne închi- 
puim pe un clipsoid [M] o linie (M) astfel ca tangenta în fie- 
care din punctele sale M să fie tangentă la o cuadrică [P] omo- 
focală cu [M]. Această tangentă naşte o desfăşurabilă circum- 
scrisă lui [P] dealungul linii (P) ce descrie punctul său de 
contact P cu această cuadrică. Planul său tangent dealungul 
generatoarei MP se confundă deci cu planul tangent la [P] în 
P; dar acest plan tangent la desfăşurabilă este planul osculator 
la muchia de întoarcere (M) şi cum după o teoremă cunoscută 
planul tangent la [P] în P este perpendicular pe planul tangent 
în M la [M] (căci sujrafeţele sunt omofocale), se poate zice că 
planul osculator în M la curba (M) este normal în acest punct 
la elipsoidul [M].
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Această proprietate având loc pentru toate punctele curbei 
(M), rezultă, în baza celor de mai sus, că curba (M) ese o gec- 
dezică a elipsoidului [M]. 

Deci, foafe liniile care formează o simplă infinitate trase 
pe [M], ale căror zangente sunt fangente la cuadrica [P] omo- 
Jocală cu [M] sunt geodezicele suprafete [M]. 

Cum cuadricele [P] formează ele înşi-le o simplă infinitate, 
se vede că se obţin astfel sistemul dublu infinit al geodezicelor 
elipsoidului [M]. 

Fiecare cuadrică [P], fiind complect determinată de valoarea 
parametrului A, care întră în ecuaţia sa, 

x? 22 

Tata al 
    

când o raportăm la axele principale ale elipsoidului [M], se 
vede că geodezicele lui [M] pot fi astfel grupate în sisteme 
simplu infinite caracterizate fiecare cu o valoare a lui A. Vom 
numi geodezicele ()) acelea care se obţin cu ajutorul cua- 
dricei [P] corespunzătoare acestei valori ale lui ă. 

Înfășurătoarea Qeodezicelor ale unei aceleaş famihi ale 
unui elipsoid. Fie e()) linia de intersecţie a elipsoidului [M] cu 
cuadrica [P] corespunzătoare la o valoare dată lui A. Se ştie 
(No. 90) că această curbă este o linie de curbură a lui [M)]. 
Dar, fiecare tangentă la această linie e(4) fiind tangentă deodată 
la [M] şi [P], este tangentă lao geodezică 2). 

Reciproc, printre tangentele MP la o geodezică g(]), există 
una pentru care punctele M şi P se confundă; aceasta este 
atunci tangentă la e). Rezultă că geodeaicele 20) au ca înfă- 
şurătoare linia de curbură €(d) intersectia lui [M] şi IP]. 

Dacă voim a şti câte geodezice g(ă) trec printr'un punct 
M dat pe [M], va fi deajuns a observa că tangentele în M la 
aceste geodezice, fiind în acelaş timp tangente la [P], sunt in- 
tersecţiile planului tangent în M la [M] cu conul cu vârful M 
circumscris la [P]; sunt deci două. Dar, cum aceste două geo- 
dezice au ca înfăşurătoare linia de curbură e(4), se poate zice 
că frin fiecare punct M al elipsoidului [M] trec două Qeode 
zice fangente ia o aceeaş linie de curbură e() dată. 

APLICAȚII. 
93. Cuadrică osculatoare. Să considerăm o suprafaţă 

riglată (3) şi o generatoare (G) a sa. Putem face ca cuadrica
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de racordare dealungul lui G (No. 69) să treacă prin a doua 
generatoare infinit vecină G' a suprafeței (5). Va fi de ajuns a 
lua pentru directoare (D,), (Do), (Ds) dreptele unind punctele 
M,, Mz, Ms ale generatoarei (G) cu acelea unde planele tan- 
gente la (5) în aceste puncte sunt întâlnite respectiv de (G”). 
În particular, dacă se ia pentru (G') generatoarea lui (5) infinit 
vecină de (Gj şi se trece la limită, se vede că se obţine o 
cuadrică (Q), astfel că toate secțiunile sale şi acelea ale lui 
(2) prin aceleaşi plane au aceeaş curbură în punctul lor comun 
situat pe (G). În adevăr, înainte de a ajunge la limită, aceste 
două secţiuni au în comun punctul M cu tangenta în M (si- 
tuată în planul tangent comun în M) şi punctul infinit vecin M' 
pe (G'). Rezultă că cele două suprafețe au aceeaş indicatoare 
în fiecare punct M al lui (G); dar asimptotele acestei indica- 
toare sunt pentru (0) generatoarea (G) şi generatoarea de al 
doilea sistem trecând prin M; pentru (%), a doua asimptotă 
este tangenta în M la curba, care împreună cu (G) este inter- 
secţia suprafeţei cu planul său tangent. Deci, avem teorema lui 
Chasles, fangentele în punctele situate fe (G) la curbele de în- 
tersecție a suprafatei (E) cu planele tangente dealungul lui G, 
nasc 0 cuadrică care se aice osculatoare la (3) dealungul lui (G). 
(Cuadrica osculatoare aci nu este identică cu aceea ce ar re- 
zulta când s'ar extinde la suprafeţe aceeaş noţiune de la curbele 
plane). 

Aplicaţie la demonstrarea geometrică a proprietăţii asimptoticelor 
unei Suprafete riglate. Orice linie trasă pe o suprafaţă este o asimptotică 
a acestei suprafeţe, căci orice secţiune normală dusă prin această dreaptă 
având raza de curbură infinită, aceasta este, în fiecare din punctele sale, 
asimptotă la indicatoarea corespunzătoare. Urmează de aci, că, pe o supra- 
față riglată generatoarele rectilinii formează un prin sistem de linii 
asimptotice. Se demonstrează prin Analiză că determinarea asimptoticelor 
de al doilea sistem depinde pe o ecuaţie a lui li. cati, de unde se deduce 
că raporiul anarmonic al punctelor de intersecție a patru asimplotice oare- 
care de al doilea sistem cu fiecare generatoare este constant. 

lată o demonstraţie geometrică a acestei proprietăţi (*). Dacă asimp- 
totica (M) tae generatoarea (G) în M Şi generatoarea infinit vecină G în 
M”, tangenta în M la asimptotică, generatoare a cuadricei osculatoare care, 
afară de infiniți mici de ordinul al treilea, conţine deasemenea pe G', 
întâlneşte această generatoare în punctul M”. 

Dacă m este piciorul perpendicularei coborâte din M” pe planul 
tangent în M, acest plan fiind osculator la (M), M'pz este un infinit mic 
  

U) A se vedea M. W'Ocagne, Cours de Geometrie (1930), p. 135, demoustraţia elevului Şcoalei Politechnice din Paris, D-i Jouguet, din promoţia 1926,
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de ordinul al treilea. Cum, de altă parte, unghiul M'M"7' (unghiul lui G” 
cu planul tangent în M) este infinit mic de ordinul întâi, M"M“ este infinit 
mic de ordinul al doiiea, 

| Să considerăm acum patru puncte M,,M,,M;,M, pe G. Punctele 
MM, MM, aparţinând la generatoarele corespunzătoare ale cua- 
dricei osculatoare, avem egalitatea rapoartelor anarmonice 

(M, M, M, M,) = (M“, M“, M”, M“). | 

Dar, din cele de mai sus, rezultă că rapoartele anarnomice (M', M5 
MM“) şi (M”, MM", M”,) diferă cu un infinit mic cel puțin de ordinul al 
doilea, ca şi rapoartele anarmonice (M, M, M, M,) şi (M', MM“, M',). Cum 
aceasta are loc dealungul asimptoticelor (M,), (M,), (M,), (M,), rezultă că ra: 
portul anarmonic (M, M, M, M,) este constant, 

94. Conoidul drept cu nucleu sferic. Pentru reprezenta- 
rea suprafeţei, ne servim de metoda dublei proecţiuni, pe pla- 
nul. orizontal şi vertical (pe care îl vom rabate peste planul 
orizontal). 

Să luăm ca plan orizontal de proecție un pian paralel cu 
planul director şi ca plan vertical un plan paralel cu cel ce 
trece prin directoarea rectilinie şi centrul sferei ce formează 

A nucleul. Fie (0,0') centrul 
sferei, (A,A”) directoarea rec- 
linie perpendiculară pe 
planul orizontal, situată în 
planul de front oa al cen- 
trului sferei (Fig. 136). 

Pentru a avea o genera- 
toare a  conoidului, să-l 
tăem cu un plan orizontal 
(H'). Acest plan tae axa 
în punctul (0,2) şi sfera 
după cercul (cd,c'd”) a cărui 
proecţie orizontală este cd. 
O generatoare a conoidu- 
lui este situată în acest 
plan orizontal, trece prin 
(aa') şi este tangentă sfe- 

rei, adică cercului (c4,c'd'). Proecţia sa verticală este H', iar cea 
orizontală tangenta din a la cercul cd, adică ab, aşa că o ge- 
neratoare a suprafeţei este (ad,a'b). 

Locul punctului & este cercul de diametru oa, iar al punc: 
telor (,b') de contact al generatoarei cu sfera este intersecţia 
sferei cu cilindrul vertical având ca bază cercul oa, adică o 

  

  

| 

! 

t 
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' 
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Fig. 136
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bicuadratică strâmbă, simetrică în raport cu planul vertical de 
proecţie; deci aceasta se proectează vertical după o conică. 

Pentru a găsi natura acestei conice, să tăem cilindrul şi 
sfera cu un plan orizontal oarecare; cele două cercuri de sec- 
țiune au comune punctele circulare ale acestui plan; proecţia 
verticală are deci un punct la infinit în direcţia orizontalei 
punctului d, oricare ar fi această orizontală. Locul punctelor 
b' este deci o parabolă, având axa orizontală, care este ori- 
zontala centrului o' al sferei. 

Să luăm ca directoare (C.), (C,), (C,) respectiv verticala 
punctului a, dreapta de la infinit a planului orizontal ŞI curba 
de intersecţie a nucleului sferic cu cilindrul vertical având ca 
bază cercul de diametru oa. Întrebuinţând notaţiile (No. 66) 
cunoscute, avem 

Mal, mal, 34, 033 =, da =2, up = 0, 
deci 

A+, Mmsm3— do = 2, Mani = 2, Pia Xa = |, 

ceea ce arată că acest conoid considerat este o suprafață de 
ordinul al patrulea, pe care generatoarea rectilinie şi dreapta 
de la infinit a planului director sunt linii duble. 

Pentru a construi planele tangente dealungul generatoarei 
(ab,a'6:), să considerăm paraboloidul de racordare, având unul 
din planele directoare orizontal şi al doilea plan director de 
front. 

Generatoarea de front a punctului (a,a”) este verticala a- 
cestui punct; cea din punctul (5,6') este linia de front a planu- 
lui tangent la sferă a cărei proecţie verticală 5'/' este per- 
pendiculară pe o'b' (căci unghiul format în spaţiu este drept şi 
are o latură b'/' paralelă cu planul vertical de proecţie, deci 
se prosctează în adevărata mărime). Dar, proecţiile verticale 
ale generatoarelor de front trec prin acelaş punct, proecţia 
generatoarei din celalt sistem care este perpendiculară pe ver- 
tical, deci prin punctul /'. Generatoarea de front într'un punct 
oarecare (m, m')al lui (a, a'd') este prin urmare (74/, m'f'). 
ceastă generatoare (+7, m'/'), impreună cu (na, m'a'), iai 
planul tangent în (22, 7u') (căci planul tangent este determinat 
de cele două generatoare de sisteme diferite ce trec prin acel 
punct). 

Se vede, de altfel, că suprafața posedă patru genera- 
toare singulare, adică acelea ce se află în planele tangente o- 
rizontale ale sferei şi acelea care se găsesc în planele tangente
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verticale ce trec prin directoare; acestea din urmă sunt în pla- 
nul ecuatorului orizontal al sferei. 

Pentru a determina punctul (74,7) al suprafeţei unde 
planul tangent e paralel cu un plan dat, se duce ab, în proec- 
ţie orizontală, paralelă cu orizontalele acelui plan dat. Aceasta 
tae cercul de diametru oa în punctul £, proecţia sa verticală 
b', este pe proecţia verticală a cercului de rază ob. Se duce a- 
poi perpendiculară pe ob”, care tae verticala aa' în f'. Paralela 
cu frontalele planului dat dusă prin /' dă pe a'%' proecţia ver- 
ticală 7" a punctului de contact căutat, de unde, cu o linie de 
ordine, obţinem punctul zz. 

95. Conoidul lui Pliicker. Cilindroidul(). 10 Conoidul 
lui Plicker sau cilindroidul este conoidul drept având ca direc- 
toare: 1) o secţiune plană (elipsă) oarecare a unui cilindru de 
rotaţie; 2) o generatoare a cilindrului trecând prin unul din 
vârturile axei mari a acestei secţiuni; 3) pentru plan director, 
un plan de secţiune dreaptă a cilindrului. 

Dacă notăm cu 1, 2, 3 respectiv dreapta de la infinit a 
planului director, directoarea rectilinie şi directoarea eliptică, 
avem cu notaţiile cunoscute, 

Mil, 13, 32; 03 —0, os, au —0. 
Deci, ordinul suprafeţei este 4—1=—3, iar generatoarea 

rectilinie este o linie dublă a suprafeţei. 
20 Să luăm ca plan orizontal de proecţie planul secţiunei 

drepte trecând prin punctul comun celor două directoare şi ca 
plan vertical un plan paralel cu acela ce trece prin directoa- 
rea rectilinie şi axa cilindrului. Să numim cu 7g' urma verti- 
cală a planului directoarei eliptice proectată orizontal după cer- 
cul de centru o şi raza oa (Fig. 137). O generatoare a supra- 
feţei este (am, a'm'). 

Să considerăm un alt plan perpendicular pe vertical, ce 
trece prin tangenta la elipsa directoare în punctul ei de inter- 
secţie cu directoarea rectilinie verticala (72,7), cu urma verti- 
cală /7' şi fie (7,7) punctul unde tae generatoarea (ana). 
Avem 

al __al sp 
= 7 = fa = const; 

am am 29 
  

deci locul punctului / este cercul omotetic al aceluia descris de 
m, în raport cu a. Deci, Zoafe planele duse prin tangenta la 
  

(1) Studiul facut de D-l M. d'Ocagne in Archiv der Matematică, 1901, p. 1î0,
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elipsa directoare în punctul ei de întâlnire cu directoarea recti. 
linte, tae suprafaza după conice proectate orizontal după cercuri 
fangente în a la at. Să , 
însemnăm cu ([,) aceste 
conice ale suprafeţei. 
Una din ele poate fi sub- 
stituită ca a doua direc- 
toare, în locul primei 
elipse considerate ca di- 
rectoare. 

3 Planul tangent în 
(72,m') este determinat 
de  generatoarea (az, 

am) şi tangenta (n, 
m't') la directoarea elip- 
tică. Urma orizontală a 
acestui plan este deci 
paralela /& la am. Linia (r.) 
de cea mai mare pantă 
a sa în / este perpendi- 
culara din £ pe am ce 
trece prin mijlocul 7 al lui s aa 
am şi centrul o al cer: pi 
cului. Punctul 7 are ca proecţie verticală ș mijlocul lui a'w'; 
deci drepta /:' trece prin mijlocul o' al lui 29 şi în 
spaţiu, linia de cea mai mare pantă considerată trece prin 
punctul (0,0) independent de poziţia lui m pe cerc. Se vede 
deci că fanul tangent în orice Punct al elipsei directoare Irece 
Brin punctul (0,0') unde axa cilindrului tae Planul tangent ori- 
zontal z'q' la suprafață. Sau, Planele tangente dealungul elipsei 
directoare au ca înfăşurătoare un con având vârful pe axa 
cilindrului de rotație pe care se află elipsa considerată. 

Am văzut, însă, că se poate lua ca directoare una oare- 
care din elipsele ([,) situate pe cilindrele de rotaţie tangente 
la primul dealungul generatoarei rectilinii ; deci, proprietatea de 
mai sus subsistă pentru fiecare din aceste elipse. 

Se deduce de aci un mijloc simplu de a construi prin 
puncte curba de umbră a suprafeţei pentru o şursă luminoasă 
oarecare. Se obţin punctele acestei curbe de umbră situată pe 
una oarecare din conicele ([,), întrebuinţând conul circumscris 
suprafeței dealungul acestei conice ([.). 
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40 Secfiunile suprafetei prin planele sale tangente. Planul 

tangent într'un punct oarecare (7p,p:) al suprafeţei conţinând 
generatoarea (am,a'm') în acest punct, şi suprafaţa fiind de 

ordinul al treilea, restul intersecţii acestui plan tangent cu 

suprafaţa va fi o conică ([»). 
Să observăm că se cunosc patru puncte ale acestei co- 

nice şi anume, (772,772); punctul (a,a') pentrucă directoarea (az,a'2”) 

este o linie dublă a suprafeţei; (0,0) pentrucă dreapta (2g,2'9) 

este o generatoare a suprâfeţei; (4%) pentrucă dreapta perpen- 

diculară pe vertical în 7 este o generatoare a suprafeţei. Proecţia 
orizontală a conicei căutate este deci circumscrisă patrulaterului 
aomt inscriptibil într'un cerc. Pentru a determina această co- 
nică, să căutăm tangenta în m. Această tangentă este (No. 93) 

a doua asimptotă a indicatoarei, prima liind generatoare recti- 

linie, şi aceste două drepte sunt, având în vedere teorema lui 

Dupin (No. 86), conjugate armonic în raport cu tangenta (7n4a2'f) 

la conica ([,) trecând prin (mn) şi cu caracteristica planului 

tangent în acest punct care se confundă cu (7720,77:'0), desfâşu- 
rabila circumscrisă dealungul lui ([,) fiind, cum am văzut, conul 

cu vârful (0,0%). 

Dar, în proecţie orizontală, dreapta an în triunghiul drept: 

unghic om este înălţime; conjugata armonică a acestei inăl- 

țimi, în raport cu laturile unghiului drept, este tangenta la 
cercul circumscris. Deci, proecția orizontală a comcei căutate 

se confundă cu cercul circumscris patrulaterului aomt, care are 
în comun cu acest cerc patru puncte 0,m,,a ŞI tangenta în 

unul din ele, 7. 

Se poate vedea şi altfel că proecţia orizontală a conicei 

([.) este cercul de diametru o/. În adevăr, punctele (0,0) şi 
(4,£) sunt cel mai de sus şi cel mai de jos al conicei ([,); deci 

tangentele în o şi 7 la proecţia orizontală a acestei conice sunt 
paralele cu orizontalele planului tangent, adică perpendiculare 

pe of, care, prin urmare, este o axă a acestei proecţii. Mai 
mult, unghiul oa fiind drept, această conică este cercul de 
diametru of. 

Luând ca a doua directoare conica ([3), definiţia cilindroi- 
dului devine, a conoid având generatoarele perpendiculare la 
generatoarele unui cilindru de rotatie şi admitând ca direc- 
foare rectilinii, una din generatoare, apoi o sectiune plană 
oarecare a cilindrului. 

5” Să considerăm acum pe conica ([;) punctul / diametral
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opus lui a şi.să-l unin cu punctul de întâlnire n al conicei ([,) 
cu o generatoare oarecare au a suprafeței. În spaţiu, unghiul 
proectat după unghiul drept av/, având una din laturile sale 
au orizontală, este un unghi drept; orizontala proectată după 
au este deci perpendiculara comună la verticala proectată în a 
şi la dreapta planului conicei (4) proectată după fu. Deci, cs- 
lindroidul poate fi privit ca locul perpendicularelor comune la 
directoarea rectilinie şi la toate dreptele planulhii conicei (LA 
frecând prin punctul diametral opus Iui a în această conică. 

De oarece prin fiecare punct al suprafeţei trece o conică 
([2), se obţin o infinitate de moduri analoage de generare ale 
aceluiaş cilindroid. 

60 Invers, se poate vedea că /ocu/ perpendicularelor co- 
mune la o dreaptă dată şi la toate dreptele unui plan ce trec 
prin acelaş punct este un cilindroid. În adevăr, cunoscând 
punctele a şi /, se poate construi cercul ao/7, deci se cu- 
noaşte conica ([») a cărei proecţie este acest cerc şi servindu-se 
de a doua definiţiune, urmează că suprafaţa este un cilindroid. 

79 Să lăsăm dintr'un punct oarecare al verticalei punctu- 
lui f o perpendiculară pe fiecare generatoare ap a suprafeţei; 
piciorul acestei perpendiculare coincide cu punctul p, pentru 
că unghiul drept care are o latură orizontală se proectează 
după un unghi drept. Conica (L2) reprezintă deci locul proec- 
ţiilor ortogonale ale unui punct oarecare a verticalei lui T pe 
generatoarele suprafeţei şi cum punctul / poate fi ales arbitrar 
[conica (+) corespunzătoare fiind aceea ce are ca proecţie ori- 
zontală cercul de diametru a/], urmează că /ocu/ proecțiilor 
ortogonale ale unui punct oarecare al spațiului pe generatoa- 
rele unui cilindroid este o conică ([,) a acestei suprafete, a- 
ceastă comică rămânând acecaş pentru toate punctele siluate fe 
o aceeaş paralelă la directoarea rechilinie a suprafetei. 

De altfel, D-l Age/l a demonstrat(!) că cr/indroidul este 
singura suprafaţă riglată având proprielatea “cilindrului, că 
locul proecțiilor unui punct oarecare al spațiului pe generatoa- 
rele sale să fie o curbă plană, de unde şi numele de cilindroid. 
Cilindrul fiind o suprafaţă desfăşurabilă, cilindroidul este sin- 
gura suprafaţă riglată (strâmbă) care se bucură de această pro- 
prietate. 
  

1) Appeli, Bulletin de la Societe malhematigue de France, t. XX VIII, p. 21; a se 
vedea şi demonstraţia geometrică a î) lui Bricard, în Bulletin de la Societe mathematique 
de France, t. XXIX, p. 18, precum şi a lI»-lui Harmegnies, elev al Şealei Politechnice 
Paris, promoţia 1919 (Nouvelles Ann. de Math., 1920 p. 118). 

A. Abramescu, — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală. 12 
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8 Linii asimptotice. Am văzut că asimptotele indicatoarei 
în (74, m) sunt proectate orizontal după ma şi ms, tangenta in 7 
la cercul oa. Liniile asimptotice ale suprafeţei au ca prim 
sistem generatoarele rectilinii şi al doilea sistem curbele ale 
căror proecţie orizontală au ca tangentă în fiecare punct 7 
dreapta ms definită mai sus. Dar, unghiul 7ms având în cer- 
cul omfa aceeaş măsură ca şi unghiul fa, este deci egal cu 
amt; deci, faţă de polul a şi axa polară az, unghiul ams a tan- 
gentei cu raza vectoare este dublul unghiului polar Za; aceasta 
este o proprietate caracteristică a lemniscatei lui Bernoulli, având 
punctul său dublu în a şi tangentele în acest punct az şi ag. 

Deci, proecţiile orizontale ale liniilor asimptotice din sis- 
temul al doilea ale cilindroidului sunt lemniscate ale lui Bernoulli, 
având punctul dublu in a, unde tangentele sunt az şi ag. 

9% Asimptotele indicatoarei în (22, m) fiind cunoscute 
proecţie orizontală, sunt complect determinate, căci ele sunt 
planul (apzo, a'mn'0”). 

Deci, pentru a cunoaşte indicatoarea, va fi destul de a şti 
raza de curbură a unei secţiuni normale oarecare ce trece prin 
(77, m'). Să considerăm secţiunea normală ce trece prin (7u4£, a'7). 
Planul acestei secţiuni normale este determinat de (724, 1%) şi 
de normala (72, m") ale căror proecţii sunt respectiv perpen- 
diculare la orizontala am: şi frontala o'a' a planului tangent în 
(m, m'). De asemenea, planul normal la cilindrul proectant al 
elipsei ([,), dus prin (704, m'7), este definit de această tangentă 
şi normala la acest cilindru în (7, 52), care este orizontala 
proectată după 70. Se pot construi unghiurile w şi w' pe care 
aceste plane normale le fac cu planul conicei ([,), plan per- 
pendicular pe vertical, care le tae pe ambele după (ru, m'7). 
Aşa fiind, dacă p este raza de curbură a lui ([) în (m), 
Po ŞI P'o razele de curbură ale secţiunilor normale definite mai 
sus la cilindroid şi cilindru proectant, în acelaş punct, după 
teorema lui Meusnier, avem 

n îÎ 

în 

O = Po COswW = 09 Cosw. 

Dar, dacă ș este unghiul tangentei (27, p/2) cu genera- 
toarea cilindrului proectant, adică cu verticala punctului (772, 222"), 
relaţia lui Euler, aplicată la cilindrul a cărui secțiune dreaptă 
este cercul de rază Oa=r (R,=r, cealaltă rază de curbură Ra 
a secţiunei drepte este oo, căci curba de secţiune este genera- 
toarea rectilinie), arată că



po = 0o— . 
sin% 
  

De unde urmează 
____ rcosw! 
Po sin?gcosw 

  

Construind această expresie a razei de curbură a secţiu- 
nei normale oarecare, indicatoarea în (2, m) se poate construi, 
căci se cunosc asimptotele şi un punct. 

95. Mănunchi de normale. Teorema lui Sturm. Dacă 
se consideră în jurul unui punct M al unei suprafețe, o arie 
infinit mică trasă pe suprafaţă, ansamblul normalelor duse prin 
punctele conţinute în interiorul acestei arii constitue un mănunchi 
de normale, a cărui normală în M eşte normala mijlocie. Vom 

arăta că, afară de nfiniti mici de ordinul al doilea, normalele 
acestui mănunchi întâlnesc axele de curbură ale celor două sec- 
Hunt principale trecând prin MN. 

Pentru a demonstra această proprietate a lui Sturm, vom 

stabili următoarele. 1 Dacă se proectează pe unul din planele 
Principale, Mxz, de ex., normalele în două puncte corespunză- 

foare ale suprafefei şi paraboloidului osculator în M, 

    — Y 
| 228, TăR 

unghiul acestor proecțiuni este infinit mic de ordinul al doilea. 

În adevăr, aceste proecţiuni sunt normalele la secţiunile supra- 

fețelor, paralele cu Mxz, obţinute dând lui y în ecuaţiile supra- 
feţelor o aceeaş valoare constantă. Unghiul lor este egal cu 

acela al tangentelor la aceste secţiuni ale căror (pante) coefi- 
SR . „ da II a , , 

clienți unghiulari, Pi diferă cu un infinit mic de ordinul al 
x 

doilea, căci diferenţa valorilor lui z corespunzătoare este de 

ordinul al treilea. Acest unghi este deci de ordinul al doilea. 
20 Dacă se proectează ortogonal un punct oarecare M' al 

unui paraboloid în m' pe planul tangent în vârful M, paralela 

la normala în M' dusă prin m' întâlneşte axele de curbură 
A, şi As (ferpendicularele pe sectiunile principale în centrele 

de curbură principale) corespunzătoare punctului M. În adevăr, 

să observăm că proecţiunile pe unul din planele principale, ale 

secţiunilor plane ale paraboloidului, paralele cu acest plan, se 

obțin cu o translație paralelă cu Mz din secţiunea principală. 
Deci, în toate punctele proecţiunei, situate pe o paralelă 

12*
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la Mg, normalele la proecţiile acestor secţiuni plane sunt pa- 
ralele între ele şi paralele cu dreapta care uneşte proecţia co- 
mună a piciorului lor pe Mx (sau My) cu punctul z=R, (sau 
2= R>) a lui Ma, căci subnormala secţiunii principale este con- 
stantă şi egală cu parametrul R, (sau R3). 

Dar, normalele la suprafață se proectează pe planul prin- 
cipal Mxz (sau Myz) după normalele la aceste secțiuni plane 
paralele cu acest plan principal. Deci, paralelele la normalele 
în punctul M' oarecare al paraboloidului, duse prin proecţia 
lor m" pe planul tangent în vârful M, întâlnesc toate axa de 
curbură în punctul 2=—R, (sau z=— Ra). 

3” Acestea fiind stabilite, prin punctul M” (Fig. 138) al 
suprafeţei, infinit vecin de M, să ducem normala la suprafaţă 

  

  

M 7! şi paralela la normala corespunzătoare 
2 a paraboloidului osculator şi fie M'N', 

(M) MN proecţiile lor pe Maz. În baza 
N M' Primei proprietăţi de mai sus, unghiul 

N'M'N'", este de ordinul al doilea, seg- 
mentul N'N', este de asemenea infinit 
mic de ordinul al doilea. Însemnând cu 

  
C, C. centrul de curbură principal cores- 

D, N1 N P, punzător secţiunii principale Mzz, şi cu 
N, C.D, perpendiculara în C, în planul 
2 principal Mxz pe MC,, adică axa de 

Fig 138. curbură a celei de a doua secţiuni prin- 
cipale, în virtutea proprietăţii a doua, se vede că M' N, este pa- 
ralelă cu 'C,, apoi CN, = m'M", care este de ordinul al doi: 
lea, şi cum unghiul în N, este infinit mic, urmează că CN", 
este de ordinul al treilea, deci C,N' este de ordinul al doilea, adică, afară de infiniţi mici de ordinul al doilea, normala în M' 
întâlneşte axele de curbură, C,D,, ale celor două secţiuni prin- 
cipale ce trec prin MN. 

Regăsim o proprietate stabilită de Mannheim (No. 88, 60) 
că, dacă M' tinde către M, dealungul unei curbe oarecare si- 
tuată pe suprafaţa dată, suprafața născută de normală este tăiată 
de planul principal după o curbă, care admite axa de curbură 
A, ca tangentă în C,. eci, toate elementele de Suprafaţă ri- 
lată, născute de normalele în jurul lui MN, şe racordează în C, şi de asemenea în C,. 

96. Raze refractate sau reflectate. Teorema lui Malus 
şi Dupin. Să considerăm o suprafăță (A) pe care se refractă
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razele AM normale la o suprafaţă (M)(1) (Fig. 139). Din punctul 
A ca centru să de- 
scriem  siera (S) cu 

raza AM, tangentă în 

M la suprafața (M). 

Punctul M fiind pe 

suprafaţa (M), poziţia 

sa depinde de doi pa- 
rametrii, : dici sfera 

variabilă (S$) depinde 
de doi parametrii. Aşa 

dar, aseste sfere îşi 

ating  înfăşurătoarea 
în două puncte carac: Fig. 139, 
teristice, punctul M şi simetricul său M, în raport cu planul 
tangent în A la suprafaţa (A). Pentru a vedea aceasta, e destul 
a considera sferele corespunzătoare la trei puncte infinit vecin 
A, A, A”, care se tae în două puncte simetrice în raport cu 
planul AA'A” al centrelor şi apoi a fâce ca punctele A! şi A” 
să tindă către A. 

Să luăm ca plan al figurei acela determinat de raza AM 
şi normala AN în A la suprafaţa (A). 

Să observăm că raza AM, se confundă cu raza reflectată 

a lui AM pe suprafaţa (A) şi că această rază normală în M, la 

sfera ($) este de asemenea normală la suprafața ($,) care constitue 
a doua pânză a suprafeței înfăşurătoare a sferei ($). Deci, ra- 

zele normale la o suprafață (N) se reflectă pe o suprafată oare 

care (A), astfel că rasele reflectate sunt normale la altă supra- 
fată. 

  

  
Să considerăm acum sfera (5) de centru A cu raza egală 

AM , o | 55 , 
cun fiind indicele de refracție. Această sferă depinde de 

doi parametrii şi are două puncte caracteristice, de contact cu 

înfăşurătoarea sa, pi şi p. Pentru a determina aceste puncte, 

să considerăm sfera (S$') corespunzătoare la alt punct A, in- 

finit vecin de A, care tae sfera (S) după un cerc a cărui limită 

(C) trece prin M şi M,. De asemenea, limita ([) a cercului după - 

care sfera (3) [dedusă din (S) ca (5) din ($)] tae 3), trece prin 
punctele p şi pu. Dar ansamblul sferelor (S”) şi (2) este omo- 
  

(|) A se vedea M. d'Ocagne, Cours me Geometrie de PEcole Polylcehnique 41930); 

altă soluţie dată de D.! Babinet, elev al promoţii speciale 1919.
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tetic cu ansamblul sferelor ($) şi (5). Centrul lor de omotetie 

este vârful comun a unui con circumscris la ($) şi (S'), şi a co- 

nului circumscris la (5) şi (2). Limita sa este deci vârful comuri 

al conului circumscris lui ($) dealungul lui (C) şi al conului 

circumscris lui (5) dealungul lui ([); este, aşa dar, polul în 

raport cu sfera ($) a unui plan ce trece prin M şi M.. Dar 
acest pol descrie dreapta A conjugată cu MM, în raport cu 

sfera (5), care se proectează pe planul figurei în P. De aci 
rezultă că cercurile ([) de contact ale sferei (5) cu conurile - 

având ca vârfuri diferitele poziţii ale polului pe dreapta con- 
jugată A, trec prin punctele de întâlnire p şi p ale sferei (%) 
şi a dreptei conjugate, în raport cu această sferă, a dreptei ce se 

proectează în P; aceste puncte se obţin pe planul figurei ducând 
din P tangente la conturul aparent al sferei (2). 

Aşa fiind, dreapta Ay este normală în u la suprafaţa (n), 

înfăşurătoarea sferei (£), ea având în acest punct acelaş plan 

tangent ca şi sfera. 

Dar, dreapta Au este în planul MAN al figurei, al razei 

incidente MA şi normalei MN la suprafaţa refractantă. Apoi, 

unghiurile MAN şi „AN fiind respectiv egale cu MPA şi „PA, 

urmează 

snMAN ___AM-__ 
sinp AN Ap 

Deci, Ap este raza refractată corespunzătoare lui AM şi 

deci razele normale la suprafaţă se refractă pe o altă supra: 

față, astfel că razele refractate sunt normale la o altă suprafaţă. 

n. 

Rezultă de aci că razele luminoase, ce pleacă dela o sursă 

redusă la un punct, care, înainte de orice reflexie sau refracție, 

pot fi privite ca normale la o sferă având acest punct ca centru, 

sunt, după un număr oarecare de reflexiuni sau refracţii, nor- 

male la aceeaş suprafaţă (|). 

Rezultatul găsit de Malus pentru razele ce pornesc din- 

tun punct, a fost generalizat de Dug:n, pentru razele normale 

la o suprafață oarecare. 
Să considerăm acum razele luminoase pornite de la o 

sursă, interioare la un con a cărui deschidere foarte mică în- 

conjură una din ele, p; ansamblul acestor raze vor forma după 

un număr oarecare de reflexiuni sau refracţii, ceea ce se zice 

mănunchi Iuminos împrejurul razei ce provine din p, care se 

notează de obicei cu aceeaş literă.
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Aplicând teorema lui Sturm, se vede că dacă yu este punc- 
tul unde raza p este normală la suprafaţa (4), razele mănun- 
chiului luminos întâlnesc foarte sensibil cele două axe de 
curbură principale ale suprafeţei corespunzătoare punctului (ţ), 
cărora, pentru acest motiv, fizicienii i-au dat numele de foca/ele 
lui Sturm. Se poate vedea (ceea ce se probează şi prin expe- 
rienţă) că, dacă se deplasează un ecran normal la raza e, ima- 
ginea luminoasă se reduce sensibil la o mică trăsătură rectilinie 
(fragment din focala lui Sturm) când ecranul va trece prin fie- 
care din cele două centre de curbură principale ale lui (n) si- 
tuate pe p. 

NOȚIUNI SUMARE ASUPRA COMPLEXELOR 
ȘI CONGRUENȚELOR DE DREPTE (:). 

97. Coordonatele omogene ale linii drepte. Să consi- 
derăm o dreaptă D paralelă cu direcţia 

Ada 
4 in 

Ecuațiile proecţiilor dreptei D pe cele trei plane de co- 
ordonate sunt 

(1) nX— map, la—nx=g, ma—by=r. 

De unde 
(2) B+ ing+nr=0. 

Se vede că dreapta (D) ale cărei ecuaţii sunt (1), este con- 
ținută în planul 

(3) px + ay +ra=0 

ce trece prin origină. 
Parametrii /nn,,g/r, în număr de 6, legaţi cu relaţia (2), 

determină, afară de un factor constant, ecuaţiile (1) şi deci 

dreapta (D). Acestea se zic coordonatele omogene ale linii drepte 

(D). Aceste coordonate fiind cunoscute prin valori proporţio- 
nale, şi apoi verificând o relaţie omogenă (2), ele se reduc, în 
realitate, la patru distincte, cea ce de altfel trebuia, căci o 

dreaptă în spaţiu este determinată de patru condiţii. 
  

() M. b'Ocagne, Cours de Geometrie ac PEcole Polytechnique (1930), p. 153. A se 

vedea şi expunerca geometrică asupra Complexelor și congruenlelor de Fourel, în apendi- 

cele cărţii, La gtomelrie du mouvement, de Sehoenflies, tradusă de Speckel; Gauthier Vi]. 

lars, 1893.
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Însemnarea geometrică a acestor coordonate este urmă- 
toarea: (mn sunt proecţiile pe axe, 2,7,r, momentele, în raport 

cu axele, ale unui vector oarecare luat pe dreapta considerată. 

Condiţia ca dreptele D(/p,n5,g,r) şi D' („m nd gr) 

să se întalnească, se obţine eliminând pe x,y,z între ecuaţiile 

(1) și analoagele sale pentru cealaltă dreaptă, ceea ce se poate 

uşor avea înmulţind ecuaţiile (1) respectiv cu /,m'n' şi ecua- 

țiile anaioage pentru (D') respectiv cu /mmn. Adunând, găsim 

(4) Ipim'gqur+ip'+mg' A+nr'=—0, 

condiţia necesară şi suficientă ca dreptele (D) şi (D') să se în- 

tâlnească. 
___98. Diferite sisteme infinite de drepte în spaţiu. Pozi- 

ţia unei drepte depinzând de patru parametrii în spaţiu, se poate, 

în ansamblul cuadruplu infinit al dreptelor din spațiu, să ima- 

ginăm sistemele de drepte triplu, dublu şi simplu infinite, care 

satisfac respectiv, la o condiţie, două, sau trei condiţii simple, 
care se exprimă cu relaţii omogene între coordonatele /, 2, 1.4, gr 

ale acestor drepte. 

Astfel, o singură ecuaţie omogenă între coordonate defi- 

neşte un sistem triplu infinit, sau un comzlex de drepte; două 

ecuaţii omogene definesc un sistem dublu infinit, sau o coH- 

gruentă, în fine, trei ecuaţii omogene definesc un sistem simplu 

infinit, sau o serie de drepte. 
Exemplu de complexe, sunt dreptele tangente la o supra: 

faţă dată, sau care întâlnesc o linie dată, care poate fi la in- 

finit pe un con sau pe un plan dat. 
Congrnenţe formează dreptele tangente la două supra- 

feţe date, normalele la o suprafaţă, dreptele care întâlnesc două 
linii date. 

Serie de drepte formează generatoarele de acelaş sistem 

“ale unei cuadrice riglate (semicuadrică), tangentele la o curbă 

strâmbă, etc. - 

99. Clasificarea complexelor şi congruenţelor. Am văzut 

că un complex este definit de o ecuaţie omogenă, 

(5) FU, m, n, d» 9, 7)=0, 

intre coordonatele fiecărei drepte a complexului. Dacă această 

ecuaţie este algebrică şi de gradul p, complexul se zice alge- 

bric şi de gradul p. 
Să considerăm dreptele complexului ce trec prin acelaş 

punct din spaţiu. Exprimând că coordonatele punctului verifică
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ecuaţiile (1), care de fapt sunt două, se obţin două condiţii, care 
impreună cu cea exprimată prin (5), se vede că aceste drepte 
satisfac la trei. condiţii simple, adică formează o serie. Dreptele 
acestei serii trecând prin acelaş punct, nasc un con, a cărui 
ecuaţie se obţine astfel. Fie (320, Yo» 20) punctul fix şi (x, v, 2) un 
punct oarecare al unei drepte a serii. Proecţiile vectorului for- 
mat de aceste puncte pe axele de coordonate sunt x—x0, y—yo, 
z—zv; momentele în raport cu aceleaşi axe sunt 2Y0 = Y20, 
X20—230, Yăo—XYo. Cum aceste şase cantităţi sunt proporţio- 
nale cu /, 7, ş, 9,7, ŞI verificând ecuaţia omogenă (5), avem 

F(x—X0, y—ye, z—a, Zy9—YBo X20— 2 3 XX ya), 

care este ecuația conului căutat şi care s= zice conu/ com plexu- 
Îni corespunzător punctului considerat. Ordinul acestui con este p, 
egal cu acela al complexului. 

Să considerăm acum toate! dreptele complexului situate în 
acelaş plan, unde ele au o înfăşurătoare oarecare. Tangentele 
duse dintr'un punct oarecare al planului la această curbă sunt 
intersecțiile acestui plan ca conul complexului având ca vârf 
acest punct Numărul acestor tangente este pu şi deci înfăşură- 
toarea dreptelor complexului situate întrun plan considerat, 
numită curba complexului, pentru acest plan, este de o clasă 
egală cu ordinul p al complexului. 

Se zice complex linear acela pentru care ecuaţia (5) este 
lineară. Conurile şi curbele complexului linear sunt respectiv 
de ordinul întâi şi clasa întâia, deci se reduc respectiv la plane 
şi puncte. Ecuația lineară (5) conţinând 5 parametrii, un com- 
plex linear C este complect determinat prin cinci condiţii simple, 
adică prin cunoaşterea a cinci drepte, proectiv independente, 
care-i aparţin. 

Două ecuaţii omogene, F(/,m,n,4,9,r)=0, G(m, 1, $, 
9, r)=0, algebrice şi întregi, de gradele n şi v, definesc o con- 
gruentă algebrică, al cărei ordin este numărul de drepte care-i 
aparţin şi care trec printr'un punct al spaţiului şi a cărei clasă 
este numărul de drepte conţinute în orice plan al spaţiului. 

În general, ordinul unei congruențe este egal cu numărul 
de generatoare rectilinii, comune conurilor complexelor F şi G, 
având acelaş vârf; clasa, numărul de tangente comune la curbele 
complexelor conţinute în acelaş plan. Aceste numere sunt egale, 
în general, cu py. Sunt, însă, cazuri când aceste numere nu 
mai sunt egale. De ex., coardele unei cubice strâmbe formează 
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o congruenţă de ordinul întâi şi clasa treia. În adevăr, nu pot 
trece două coarde ale unei cubice strâmbe print”un punct al 
spaţiului, căci cele patru puncte ale acestor coarde ar forma 
un plan, care ar tăia cubica în patru puncte, ceea ce este 
absurd. De altfel, în fiecare plan sunt trei coarde obţinute 
unind două câte două cele trei puncte unde acest plan tae cubica. 

Dacă ecuaţiile F=0 şi G=0 sunt lineare, congruenţa (c) 
corespunzătoare este lineară, 

100. Proprietăţile speciaie ale complexelor lineare. 
10 Pol şi plan polar. În orice complex linear [C], toate drep- 
tele ce trec printr'un punct, sunt situate în acelaş plan, numit 
plan polar (plan focal) al acestui punct. Toate dreptele situate 
în acelaş plan trec prin acelaş punct numit 4o074/ (focarul) acestui 
plan. Deci, toate punctele şi planele spaţiului sunt în raport cu 
complexul [C], asociate două câte două, fiecare punct fiind si- 
tuat în planul corespunzător. 

20 Dacă polul P al planului | este în Blanul I', reciproc, 
Polul P' al planului | este în planul IL. În adevăr, să consi- 
derăm un complex linear [C] şi fie P polul planului II. Dacă 
polul P este în planul II, cum este şi în planul II, se află pe 
dreapta D de intersectie a planelor Il şi II. Această dreaptă 
trecând prin polul P al planului II, aparţine complexului. Apar- 
ținând complexului şi găsindu-se în planul II", trece prin polul 
P' al acestui plan. Acest pol fiind pe dreapta D, este deci în 
planul ÎI. 

3% Drepte conjugate. Fie P polul unui plan II care se în- 
vârteşte în jurul unei drepte D nefăcând parte din complex. 
Pentru a găsi locul polului P, să luăm pe dreapta D două 
puncte oarecare A şi B, ale căror plane polare « şi P se tae 
după dreapta A, 

Pentru o poziţie oarecare a planului II trecând prin D, 
planele « şi B având polurile A şi B în acest plan II (căci sunt 
situate pe D conținută în plan), planul II are polul său P în 
planele « şi fi şi deci pe dreapta A de intersecţie a acestor 
plane « şi f. 

Aşa dar, când planul Il se învârteşte în jurul lui D, polul 
său descrie dreapta A. Cum punctele A şi B au fost alese arbi- 
trar pe D, şi cum polul P al planului II este independent de 
alegerea acestor puncte, rezultă €ă planul polar al oricărui alt 
punct al dreptei D trece de asemenea prin A. Dreapta D este
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locul folurilor planelor ce trec prin A. Există, deci, reciproci- 
tate între dreptele D şi A, care sunt numite pentru acest motiv, 
conjugate în raport cu complexul. 

Dacă dreapta D ar aparţine complexului, ea ar coincide 
cu conjugata sa A, căci orice plan trecând prin D ar avea polul 
său pe însăşi această dreaptă. ă 

40 Orice dreaptă a complexului care întâ!neşte o dreaptă 
D întâlneşte şi conjugata sa A. În adevăr, dacă dreapta y în- 
tâlneşte pe D şi aparţine complexului [C], polul planului (D, $) 
se găseşte pe dreapta y; dar acest pol se află ŞI pe conjugata 
A a lui D, ceea ce arată că dreptele y şi A se întâlnesc. 

5 Orice dreaptă care întălneşte două drepte D şi A con- 
Jugate apartine complexului. În adevăr, planul format de această 
dreaptă Y şi de una din dreptele conjugate, A, are polul său 
pe cealaltă dreaptă conjugată D; dar acest pol este in planul 
(A, 7) şi deci se găseşte la intersecţia dreptei D cu acest plan 
care este punctul comun dreptelor D şi +. Dar Y trecând prin 
polul planului (4, y) care o conţine, aparţine complexului. 

60 Două perechi oarecare de drepte conjugate în raport cu 
un complex linear [C] aparțin la aceeaş semicuadrică. În ade- 
văr, fie perechile (D, A), (D', A”). Toate dreptele y care întâlnesc 
trei din aceste drepte D, A, D”, de ex., nasc o semicuadrică, 
pentru care D, A, D', generatoarele din celalt sistem, deter- 
mină semicuadrica complimentară. lar, orice dreaptă y ce în- 
tâlneşte pe D şi A aparţine complexului: aparţinând complexu- 
lui şi întâlnind pe D”, întâlneşte şi pe A'. Toate generatoarele 
Y ale primei semicuadrice întâlnind pe A”, însemnează că această 
dreaptă aparţine la semicuadrica complimentară definită de drep- 
tele D, 4, D'. 

79 Diametrii şi axe. Dacă se consideră toate planele 
paralele cu un plan dat, ele pot fi privite ca trecând prin 
dreapta de Ia infinit a acestui plan dat. Polurile lor sunt deci 
pe dreapta conjugată a acestei drepte de la infinit. O astfel de dreaptă se zice un diametru al complexului conjugat direcţii 
planului considerat. 

Dar, prin fiecare dreaptă de la intinit, trece, în particular, 
planul de la infinit. Toate diametrele conţin deci polul acestui plan de la infinit, cu alte cuvinte, un punct determinat al aces- 
tul plan de la infinit, adică, fohi diametrii sunt paraleli între ei, 

La fiecare dintre ei corespunde o direcţie determinată de plane paralels. Una dintre aceste direcţii de plane este per- 
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pendiculară la direcţia comună a diametrelor. Diametrul cores- 
punzător se xice axa complexului. 

» Să însemnăm cu X şi 3 axa complexului şi i dreapta de 
la fini a planelor care îi sunt perpendiculare, adică dreapta 
sa conjugată şi fie D şi A două drepte conjugate oarecare. Am 

văzut că dreptele X,5, D şi A aparţin la o aceeaş semicuadrică, 
care este în acest caz un paraboloid iperbolic, căci una din 
generatoarele sale este aruncată la infinit. Acest paraboloid are 

ca direcţie a primului plan director aceea a planelor trecând 
prin dreapta de la infinit 5, adică planele perpendiculare pe X, 
direcție care se zice orfografică pentru complexul [C]. Direcţia 

celui de al doilea plan director este dată de două din gene- 
ratoarele semicuadricei considerate, D şi A, de ex. Această di- 

recţie de plan fiind de asemenea paralelă cu generatoarea X 

a acsleaş semicuadrice, este perpendiculară pe direcţia planului 

ortografic. Planele duse paralel cu acest plan prin D şi A sunt 

perpendiculare pe planul ortografic, deci proecţiile dreptelor D 

şi A pe planul ortografic sunt paralele. Paraboloidul este echi- 

later şi X este perpendiculară pe toate generatoarele sistemu- 
lui al doilea (paralele cu planul ortografic), cu alte cuvinte, ge- 

neratoarea X este în sistemul D şi A, linia de stricţiune a 
paraboloidului. 

9 Toate generatoarele paraboloidului definit de D şi A, 
care sunt paralele cu planul ortografic, sunt dreptele complexu- 

lui, căci întâlnesc pe D şi A. Ele întâlnesc de asemenea axa X 

care e de acelaş sistem cu D şi A. Deci, proecţiile lor pe pla- 
nul ortografic, trec toate prin piciorul axei X pe planul orto- 

grafic. Printre aceste proecţii este una care este perpendiculară 

pe proecţiile paralele ale lui D şi A. În spaţiu, generatoarea 

corespunzătoare este perpendiculara comună lui D şi A, căci 

ea este paralelă cu planul de proecţie (perpendiculară pe axa X). 
Deci, perfendiculara comună la două drepte conjugale D 

şi A în raport cu complexul [C), face parte din complex şi 

întâlneşte sub un unghi drept axa X a complexului. 
10 Generarea unui complex linear. Să insemnăm cu X 

proecţia redusă la un punct (Fig. 140) pe planul ortografic, a 

axei complexului [C] şi fie ab, proecţia unei drepte oarecare 

a complexului, a cărei urmă pe planul ortografic este &. Per- 
pendiculara comună la această dreptă şi ia axă aparţine com- 
plexului [C], căci întâlneşte axa X şi conjugata sa, dreapta de 
la infinit a planului ortografic. Proecţia pe planul ortografic a
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acestei perpendiculare comune este Xas, coborâtă din X pe aobe. 
Această perpendiculară comună, împreună cu dodo determină 

planul polar al punctului ao şi urma Sr 

acestui plan pe planul ortografic 
va fi dreapta bb paralelă cu Xao. 

Orice altă dreaptă ao a com- 
plexului, trecând prin ao şi fiind 
în acest plan polar, va avea urma 
sa ortografică d pe urma bob a 

planului polar. Să însemnăm cu p 
cea mai scurtă distanţă, proectată 

după Xa, a axei şi dreptei a, 
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cu & unghiul acestei drepte cu / ” A 
axa, ?o Şi % aceleaşi cantităţi pen: i a 

tru dreapta acd. Din triunghiunile b,] âo 

asemenea Xaao, Qobod, avem b, 

Xa . a95 = Xag . aodo. Fig. 140, 

Să însemnăm cu z cota lui ap în raport cu planul orto- 
grafic de proecţie; avem 

(6) P- ab = Po. 2tga. 

Pentru a găsi adevărata mărime a unghiului dreptei (a.9, 

q'b') cu axa, să rotim această dreaptă în jurul axei până ajunge 

să devie frontală în poziţia (ob, a'96',). Unghiul a« este egal cu 

b'a'oX şi deci 
aob — aob, = 2tga, 

Înlocuind în (6), obținem 

pztga — poztgao. 

Deci, însemnând cu / constanta potop =, avem 

ptga = h. 

Aşa dar, pentru toate dreptele complexului [C], ce trec 

prin do, produsul ptga are o valoare constantă h. 
Se poate uşor arăta, că această constantă h este aceeaş 

pentru toate dreptele complexului. Pentru aceasta, va fi de ajuns 
a arăta că rămâne aceeaş pentru două drepte oarecare 7 şi Y' 
ale complexului şi care nu se întâlnesc. Dar, se poate totdea- 

una găsi o dreaptă Y” a complexului care să le intâlnească pe 
y şi Y', care se poata obţine considerând planul polar Îl a unui 
punct oarecare P al dreptei y şi luând punctul de întâlnire P'
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al acestui plan ÎL cu dreapta y', astfel că dreapta PP” este una 
din dreptele y” căutate. Dar y şi Y” întâlnindu-se, au aceeaş 
constantă /, care este aceeaş şi pentru Y” şi y'; deci constanta 
este aceeaş pentru Y şi Y'. 

Aşa fiind, pe un cilindru de rotaţie cu axa X ŞI raza p, 
să considerăm elicea cu pasul redus 4. Fiecare binormală a 
acestei elice se confundă deci cu o dreaptă a complexului [C]. 
Se vede deci că acest complex [C] se compune din toate binor- 
malele la toate elicele, de acelaş pas redus h, trase pe toate ci- 
/indrele de rotaţie în jurul axei X a complexului. 

Cilindrele formând o simplă infinitate, elicele de acelaş 
pas de pe fiecare cilindru, deasemenea formează o simplă in- 
finitate, apoi binormalele pentru fiecare elice formând iarăşi o 
simplă infinitate, urmează că binormalele la aceste elice for- 
mează un sistem triplu infinit. 

Să observăm că planul polar în fiecare punct cum a fost a, 
este determinat de binormala aobo la elicea ce trece prin ao şi 
Xa raza cilindrului în acest punct. Acest plan Polar este planul 
normal ta ehce trecând prin acest punct. "Toate dreptele aces- 
tui plan trecând prin ao, deci toate normalele la elice, aparţin 
complexului. Trebue observat că, când se zice că toate nor- 
malele la toate elicele de axă X şi pas redus 7, aparţin com- 
plexului, fiecare din aceste drepte este numărată în realitate de 
o infinitate de ori. Pentru a fi numai o singură dată numărată- 
trebue a fi considerată ca binormală la elicea trecând prin 
piciorul perpendicularei comune la această dreaptă şi la axa 
complexului. 

Să considerăm cazul particular 4/=0. Trebue exclusă Ipo- 
teza «0, căci ar corespunde drepte paralele cu axa X, al 
căror ansamblu ar forma o congruenţă şi nu un complex. În 
cazul acesta avem p==0 pentru toate dreptele complexului ; 
cu alte cuvinte, se obţine complexul tuturor dreptelor care în- 
tâlnesc axa X. Un astfel de complex se zice special. 

Când =, trebue exclusă ipoteza p= oo, căci ar cores- 
punde dreptele în întregime aruncate la infinit. În acest caz, 

1 
< 

avem 4-5, ceea ce dă toate dreptele perpendiculare pe axa X, 

adică formând complexul special a cărui axă este dreapta de 
la infinit a planelor normale la X, adică conjugata & a axei X. 

101. Congruenţe lineare. Fascicole de complexe lineare. 
10 Să scriem ecuaţia generală a unui complex linear sub forma
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(7) [CJ a/n F3pkeg-her —0. 
Condiţia ca acast complex să fie special, adică pentru ca 

toate dreptele (/, 24, 2,...) ale sale să întâlnească aceeaş dreaptă 
D, este de forma (4), de aceeaş formă cu (7). De unde urmează 
că coordonatele lui D, luate în aceeaş ordine ca şi pentru 
dreapta (/, 7, n,...), sunt 5,£,q,0,B,y. Aceste cantități fiind co- 
ordonatele unei drepte, verifică relaţia (2) (No. 97), adică 

(8) a B+ ro=0, 

care este relaţia cerută ca acest complex să fie special. 
20 Aşa fiind, fie 

C= &l-- Bom Yon-tăop-Feog-Fear =0, 

C, Sa lFRam-btunăp-heagFor = 0 

ecuaţiile a două complexe lineare. Dreptele lor comune for- 
mează o congruenţă de ordinul 1 şi clasa 1, care se zice con- 
gruenfă lineară. Se mai zice că o congruenţă lineară c este in- 
tersecţia a două complexe Co şi C.. 

Dacă observăm că coordonatele oricărei drepte a con- 
gruenței c verifici relaţia 

(9) Co + AC,=0, 
se vede că această congruenţă este un element comun la toate 
complexele, în număr simplu infinit, făcând să varieze A în 
ecuaţia (9), şi al căror ansamblu formează un fascicol de com- 
flexe. Se zice că congruenţa c este baza acestui fascicol. 

Printre complexele acestui fascicol, se găsesc două speciale, 
S şi S'. Scriind între coeficienţii ay4+-)a,, Bo-Afa--- Po-tPăp,, din 
(9), condiţia (8) ca să fie special, obţinem o ecuație de gradul 
al doilea în 7, ale cărei rădăcini reale, imaginare sau confun- 
date, determină pe S şi S'. Congruenţa c poate fi privită ca 
intersecţia complexelor S şi S'. Deci, toate dreptele congruentei 
întâlnesc două drepte numite directoare, care sunt axele com- 
Plexelor S şi S'. 

Reciproc, congruența ale cărei toate dreptele întâlnesc 
două drepte date, este de ordinul 1 şi clasa 1, deci o con- 
gruenţă lineară. 

3% Dreptele D şi A pe care le întâlnesc toate dreptele con- 
gruenţei c Sunt conjugate în raport cu unul oarecare din com- 
flexele fascicolului (9). În adevăr, toate dreptele ce trec prin 
acelaş punct M al lui D şi rezemându-se pe A, aparțin con- 
gruenţei şi deci, complexului considerat. Ele sunt deci situate
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în planul polar al acestui purct, care este planul format de M 
şi A. Deci planele polare ale tuturor punctelor de pe D con: 
țin pe A, ceea ce arată că dreptele D şi A sunt conjugate în 
raport cu complexul. 

4% Dacă ecuaţia de gradul al doilea în A, ce determină 
complexeie speciale S şi S', are o rădăcină dublă, ar părea că 
D şi A, care sunt axele complexelor S$ şi S', fiind confundate, 
congruenţa c nu se distinge de complexul special având ca axă 
această directoare unică. Pentru a vedea că nu este aşa, să 
considerăm întâi directoarele D şi A infinit vecine şi apoi să 
trecem la limită. Se vede atunci că în acest caz limită, drep- 
fele congruenfei c sunt toate tangente la acceaş cuadrică dea- 
lungul generaloarei sale D. 

5 De oarece nu există, în general, de cât două drepte 
care să întâlnească patru drepte date, urmează că o cenoruență c 

este complect definită când se dau patru din dreptele sale, cu 

condiţie ca aceste patru drepte să nu a ariină la acezaş semi: 
cuadrică 

60 Dacă cele două complexe speciale ce definesc faşcico- 
lul au axele concurente, congruenţa, intersecţia complexelor, 
care se compune din toate dreptele ce întâlnesc aceste axe, 
conţine, deci, dreptele situate în planul acestor axe şi toate 
cele ce trec prin intersecţia lor. Fascicolul este atunci specia/ 
şi se compune numai din complexe speciale. 

102. Reţele și sisteme de complexe lineare. 10 Consi- 
derând trei complexe lineare, 

Co=, C.=0, C2=0, 

" dveptele care le sunt comune, formează o simplă infinitate, o 

serie adică ele sunt generatoarele unei suprafeţe riglate X. Pe 

de altă parte, ele a arţin la fiecare din complexele repiezen- 
tate de ecuaţia 

(10) Caii Cris =0, 

care se zice că formează o refea de complexe, iar suprafaţa 

riglată X comună, se zice baza reţelii. 
2 Scriind pentru complexele (10) condiţia (8) între coeficienţii 

Xa Ăsta mn. oFĂPi-F ste, 

ai complexului (10), ca să fie special, se obţine o ecuaţie -de 
gradul al doilea în 1, 4, cu o simplă infinitate de soluţii. Axele 

acestor complexe speciale formează deci o seris, a cărei fiecare
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dreaptă este întâlnită de fiecare din dreptele suprafeţei care e 
baza reţelii. De unde urmează că seria formată din dreptele 
bazei şi seria formată de axele complexelor speciale să fie fie- 
care o semicualrică, aceste două semicnadrice fiind complimen- 
tere (ambele să formeze o cuadrică). , 

3% În cazul a patru complexe, avem un număr finit de 
drepte comune la toate complexele în număr triplu infinit, de- 
finit de ecuaţia 

(11) Cos Cats CatrâsCs=0. 

Condiţia (8), formată cu coeficienţii acestei ecuaţii, fiind 
de gradul al doilea în A, A>, Aș, urmează că sunt o dublă in- 
finitate de complexe speciale, ale căror axe formează o con- 
gruenţă. Aceste axe întâlnind dreptele în număr finit comune 
ia toate complexele sistemului (11), aceste drepte nu pot fi de 
cât în număr de două (căci în caz contrar axele întâlnindu-le 
ar forma o semicuadrică şi nu o congruenţă) şi deci, axele 
complexelor speciale ale sistemului formează o consruenţă 
liheară având ca directoare cele două drepte comune la toate 
complexele sistemului. 

4” Considerând sistemul cuadruplu infinit (004) de com- 
plexe, reprezentat de ecuaţia 

(12) C,+i, Cut Ă3 Ca ks Cati, Ca =0, 
complexele ce-l compun nu mai au nici o dreaptă comună, ŞI 
nu mai putem fa-e raţionament analog ca în cazul precedent. 
Dar, dacă unul din complexe este special, axa sa are coordo- 
natele 

[> 9 Fr ae FA me Pr ĂZ  kAeu 
12 Vo fra Fise, Pot Aa FĂ, 
= Bo AB cer Ba, Pr Vo Ya FĂ 

Deci, între aceste 6 cantităţi, ce depind de patru parame- 
trii Agp..Ă,, există o re'aţie lineară şi omogenă. Formând ex- 
resia 

P H=/+ Mm+ Nu + Pp+ OQg+Rr 
ş' ordonând-o sub forma 

H= Ho + Hat H+ Has + Hi, 
se vede că anulând cele cinci expresii H„H,,...H,, se obţin 
cinci ecuaţii lineare şi omogene în L,M,...R, care permit a de- 
termina un sistem de valori ai acestor coeficienţi pentru care 
H=—0. Această relaţie lineară şi omogenă H=0 în Îi, a 
rată că axele complexelor speciale ale sistemului formează ele 
îuşt-le un complex. 

A. Abramescu. — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală. 13
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NOȚIUNI SUMARE . 
DE GEOMETRIE CINEMATICĂ ÎN SPAȚIU. 

GENERALITĂȚI. 

„103. Pentru studiul mişcărei unei figuri în spaţiu, vom 

raporta mişcarea la un triedru tridreptunghic fix Oxyz. Figura 

variabilă o presupunem invariabil legată de un triedru Ox, 

care variază odată cu figura, astfel că dacă poziţia triedrului 
Osxayaz, este ştiută şi poziţia figurei față de acest triedru este 

cunoscută. În aceste condițiuni, un punct M al figurei mobile 
descrie o traectorie în raport cu triedrul fix şi o altă traectorie 
faţă de triedrul mobil. 

Cum poziția unui triedru Oxys2 depinde de 6 parametrii, 

urmează că poziţia unui solid în spaţiu depinde de 6 parametrii. 
Deci, putem să ne închipuim mişcări ale unui solid cu diferite 
grade de libertate. În cazul unei mişcări cu două grade de 

libertate, punctele figurei descriu suprafeţe traectorii. În miş- 

carea cu un grad de libertate, care este mişcarea propriu zisă 
în Mecanică, punctele figurei descriu curbe în spaţiu. 

Însemnând cu MP” o mişcare cu „ grade de libertate, să 

inpunem la o astfel de mişcare o condiţie suplimentară ; se obţin, 

în număr infinit, mişcări Mn, cu (n—1) grade de libertate, 
toate compatibile cu condiţiile ce au definit mişcarea MM con- 
siderată. Se vede că mişcările Mn”! sunt conţinute în mişca- 
rea MP. 

În particular, orice mişcare M: poate fi determinată prin 

condiţia ca cinci din punctele sale să descrie respectiv cinci 

suprafețe date în sistemul fix. 'Trebue însă observat că fiecare 
din aceste puncte nu va putea să ocupe pe suprafaţa cores- 
punzătoare o poziţie oarecare, şi că va descrie, din contră, o 

traectorie determinată de natura celorlalte patru suprafeţe care 
determină mişcarea. | 

Dacă voim ca un punct al sistemului mobil să descrie o 
traectorie definită în raport cu sistemul. fix, aceasta însemnează 
că punctul trebue să se mişte pe două suprafeţe trecând prin 
acea traectorie; aceasta este deci o condiţie dublă. Aşa fiind, 

o mişcare M! este perfect determinată, dacă se dau traectoriile 

a două din punctele sale şi o suprafaţă pe care trebue să 
rămâe un al treilea punct al sistemului. 

Pentru o mişcare WE, se pot da suprafeţele traectorii a 
patru din punctele sistemului mobil. În acest caz, fiecare din



195 

ele va putea ocupa o poziţie oarecare pe suprafaţa  traectorie 
corespunzătoare, negreşit în interiorul a anumite regiuni defi- nite prin condiţia ca distanța mutuală dintre diversele puncte să conserve o mărime constantă, 

Pentru a preciza sensul care se cuvine noţiunei geome- trice a unei mişcări M:, trebue a observa că dacă, în mod fizic, am voi să aducem fiecare din punctele figurei mobile în toate poziţiile pe care condiţiile impuse îi permit a le ocupa, aceasta nu se va putea face de cât cu o mişcare Wi, pe o traectorie, ale cărei circonvoluţiuni, în număr infinit, ar acoperi regiunea întreagă a suprafeței traectorii unde se poate deplasa punctul considerat din mişcarea ME. 

MIȘCAREA UNEI FIGURI CARE ARE UN PUNCT FIX, 
104. Deplasare îinită, Să considerăm o figură F care are un punct fix O. Fie Ox,yaz, triedrul mobil, invariabil legat de figura F (Fig. 141), astfel că poziţia F, a z figurei F este cunoscută, dacă se şti 2 

poziţiă triedrului Ox, we, față de triedrul ' 
Oxye. | — n Fie F şi F, două poziţii ale figurei | 
care are punctul fix O. Vom putea trece O € de la figura F la figura F,, dacă vom şti _yYy să aducem triedrul Oxyz peste Ox, zu. 

Dar, fiind date unghiurile drepte 2Oy, Y Oy, în spaţiu, putem aduce unghiul Fig. UL. Oy peste x,0y,, cu o rotaţie, în jurul unei axe OA, la inter- secţia planelor perpendiculare pe planele 2103, WOy, duse respectiv prin bisectoarele unghiurilor x10x, y,0y. Aşa dar, triedrul Oxya se poate aduce peste _triedrul Oa yaza şi deci figura F peste figura F, cu o rotaţie în jurul unei axe OA ce trece prin punctul O. 
| Aşa fiind, să considerăm un punct M al figurei F şi fie M, poziţia lui M, corespunzătoare în figura F,. Putem M peste punctul M,, adică OM peste OM,, axei OA ce trece pri 

aduce punctul 
cu o rotaţie în jurul 

n punctul O şi care este situată în planul per- pendicular pe planul MOM, şi dus prin bisectoarea unghiului MOM.. Deci, planele duse prin bisectoarele unghiurilor MOM,, perpendiculare pe planele MOM,, trec prin aceeaş dreaptă OA. „105. Ceplasare infinitezimală. Cand figura F” este in- finit vecină de F, Punctul M', omologul lui M, este infinit vecin 
13*
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de M. Dreapta MM” devine tangenta la traectoria punctului M 

(curbe sferice trase pe sfera cu centrul O şi raza OM), planul 

dus prin bisectoarea unghiului MOM”, perperpendicular pe 
planul MOM”, devine planul normal în M la traectoria (M) a 

lui M, aşa că, ja m moment dat, planele normale la traecto- 

piile descrise de punctele figurei mobile trec prin aceeaş dr aptă 
OA, numită axa tusfanzanee de rotatie. 

Fiind date tangentele în două puncte M şi N la traecto-. 

riile descrise de aceste puncte ale figurei mobile, axa instan- 

tanes de rotaţie este la intersecţia planelor normale în M şi N 

la curbele.(M) şi (N). 
Considerând axele instantanee la diferite momente succe- 

sive, axa instantanee OA descrie în raport cu sistemul fix Oxyz 

un con (L), iar în raport cu sistemul mobil conul (7). Aceste 

conuri sunt tangente dealungul axei instantanee OA, aşa că, 

tăină conurile ([) şi (7) cu o sferă cu centrul O şi raţionând 

ca şi pentru cazul figurilor plane, mişcarea continuă a figurei 

F” se poate obţine prin rostogolirea conului (7) pe conul (D), 

aceste conuri fiind la orice moment tangente dealungul axei 

instantanee corespunzătoare momentului considerat. 

MIŞCAREA UNEI FIGURI ÎN SPAŢIU. 

DEPLASARE FINITĂ. 

106. Fie F şi F' două poziţii oarecare ale unsi figuri va- 

riabile şi A şi A” două puncte corespunzătoare în acest= figuri. 

Pentru a aduce figura F paste figura E”, să facem mai întâi o 
rotaţie R, în jurul unei axe X,, luată arbitrar întrun plan per- 

pendicular pe mijlocul lui AA; după această rotaţie, punctui A 
a ajuns în A, iar figura F a luat poziţia F”. Figurile F' şi F” 

„având acum comun punctul A”, se poate, după cum am văzut 

mai sus, să aducem figura F” peste F' cu o rotaţie R, în jurul 
unei axe Xs, trecând prin A” şi care zi întâlneşte pe Xu, căci 

punctul lor de intersecţie ar constitui pentru F un punct fix, 

ceea ce ar fi contra ipotezei. Deci, se poate frece de la figura 

F a figura F' cu două rotahi. 
Această trecere se poate face într”o infinitate de moduri, 

căci punctele alese A şi A” au fost arbitrare; apoi, axa X, o 

dreaptă în planul echidistant de A şi A'. Dacă se ia ca axă 

X, dreapta de la infinit a acestui plan, rotația R. se reduce la 

o translație egală cu AA. Se poate găsi însă o deplasare unică 

cu care se poate trece de Ia figura F la figura F-.
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Pentru aceasta, să însemnăm cu R, şi Ra rotaţiile în jurul 
axelor X, şi X; de unghiurile o, ŞI %, cu care am văzut că 
se poate aduce figura F peste 
figura F*. Pentru a găsi acea- 
stă deplasare unică, să facem 
următoarea observaţie. Fie 
OD, şi OD, (Fig. 142) două 
drepte perpendiculare pe axa 

05 şi care fac intre ele un- 

shiul D10D, =. M fiind 
un punct oarecare din spaţiu, 
tie M“” simetricul său: în ra- 
port cu OD, şi M'simetricul 
lui M” în raport cu OD, Să 
proectăm pe planul OD.,D, 
punctele M, M”, M' în punc- 
tele zi, n, m. Avem Mr == 
1 M" = M'm'. Luând pe 05 segmentul 00” = Mi, atunci O'M 
este egal şi paralel cu On, O'M' egal şi paralel cu Oz, deci 
unghiul MO'M = mOn'. Dar unghiul 

NO = mOm" + m'Oni' = 9POm” + 2m"'OP, = 
l 

2(P.Orm” + n2'O0P,)=2 ga =a. 
= 

  

Fi. 143, 

Deci MO'M' =, MO'M' = 23%D,0D, 
Cum O'M=O'M, ş cum aceste drepte sunt perpendi- 

culare pe 05, urmează că punctul M' se obţine din M cu o 
rotaţie în jurul axei O3 de unghiul &. Dar punctul M' se poate 
obţine din M luând simetricul M” al lui M în raport cu OD, 
şi apoi simetricul M' al lui M” în raport cu OD, D, şi De 

. . a N i fiind perpendiculare pe 05 şi făcând între ele unghiul 5 &. 

Deci, o rotație în jurul axei O, de unghiul a, se poate 
înlocui cu două simetrii succesive în jurul axelor OD şi OD, 

. > A „d perpeniticulare pe Oî şi care fac între ele unghiul 32. 

Acestea fiind stabilite, să considerăm rotaţiile cu care tre.- 
cem de la punctul M la pozitia corespunzătoare M'. Însemnând 
cu 9, şi 9 unghiurile acestor rotații, în jurul axelor X, şi Xa 
fie 0,0. perpendiculara comună la aceste axe (Fig. 143). Să,
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luăm în planul perpendicular pe X, în O, o dreaptă Y, care să 

facă cu axa 0,0,=Y unghiul &%; în planul perpendicular pe 

Xa în O;, o dreaptă Y, care să facă cu Y unghiul 2. 

Putem trece de la M la M' cu rotaţile în jurul axelor X, 
şi X2:de unghiurile ș, ŞI %. Servindu-ne de observarea de mai 

sus, această trecere o pu- 
tem face astfel. Se ia sime- 
tricul M” al lui M în raport 
cu Y,; apoi simetricul M'? 
al lui M“ în raport cu Y; 
aceste două simetrii înlo- 
cuesc rotația de unghiul q.. 

Să efectuăm acum rotația 
de unghiul +; în jurul axei 

Xs. Pentru aceasta, se ia 
simetiicul lui M'”” în ra 

pori cu Y, adică M” şi apoi simetricul M' al lui M” în raport 
cu Y2. Cu alte cuvinte, putem trece de la Mla M', luând si- 
metricul M” al lui M în raport cu Y, isimetria în raport cu Y,) 
şi apoi simetricul M' al lui M” în raport cu Y, (simetria în 
raport cu Y»). 

Fie ww»==X perpendiculara comună a axelor Y, şi Ya 

  

Fig. 143. 

a , Ş pi oa - 9 şi fie Y, o paralelă cu Y, dusă prin o, şi să însemnăm cu 3 

unghiul axelor Y, și Y,. Putem trece dela M la M' în modul 
următor. Se ia simetricul M“ al lui M în raport cu Y,, apoi 
simetricul M, al lui M” în raport cu Y;; apoi simetricul M” al 
lui M, în raport cu Y, şi în fine simetricul M' al lui M” în 
raport cu Y>. Primele două simetrii în jurul axelor Y, şi Y; 

ce fac unghiul Z » fac cât o rofație de unghiul e în jurul axei X; 

apoi, simetriile, de la M, la M” în jurul lui Y; şi cea de la 
M" la M' în Jurul axei Y> paralelă cu Y,, ambele perpendicu- 
lare pe X, fac cât o /rans/ație dealungul axei X. 

Deci, se foafe frece de la M la M', sau de la figura F 
la figura F, cu o rotaţie în jurul axei X şi cu o translație 
dealungul axei X. . 

Punctele M ale figurei, care se găsesc pe axa X, au ca 
puncte corespunzătoare tot puncte ale axei X; deci dreapta D
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a figurei care coincide cu X, după această deplasare este însăşi 
dreapta D (însă punctele transformate nu rămân aceleaşi, nu 
coincid cu omoloagele lor). 

Să arătăm că această deplasare cu care trecem de la 
figura F la F' este unică. Fie că putem trece de la figura F 
la figura F” cu o rotaţie şi o translație dealungul axei X. Să 
considerăm punctele figurei F care aparțin dreptei X. Un punct 
M al acestei drepte, după deplasare devine un punct M' al 
acestei drepte. Dacă ar fi altă deplasare de axă X, cu care 
putem trece de la figura F la E”, ar trebui ca să putem trece 
de la M la M' cu o rotație in jurul axei X” şi cu o translație 
dealungul aceleaş axe X'. Dar, pentru a putea ajunge, în aceste 
condiţii, de la M la M', trebue ca X!' să fie paralelă cu X. Fie 
atunci că putem trece de la poziţia F la poziţia FE” cu două 
deplasări analoage, de axe paralele X şi X”. Dar, în acest caz, 
dreptele figurei F, care ar coincide cu axele X şi AX! ar rămâne 
neschimbate, ceea ce nu poate avea loc de cât în cazul unei 
translaţii paralelă cu axele X şi X' ele paralele, ceea ce este 
în contra ipotezei. 

Deci, esfe o singură deplasare, de axă X, astfel că putem 
frece cu o singură rotație în jurul axei X şi cu 0 singură 
Zranslatie dealungul axei X. 

MIȘCARE CONTINUĂ CU UN GRAD DE LIBERTATE, 
107- Depiasare infinitezimală. Mişcarea cea mai ge- 

nerală cu un grad de libertate. Eie F şi F' două poziţii in- 
finit vecine ale figurei variabile. Se poate trece dela o poziţie 
la alta cu o rotaţie în jurul unei axe X Şi cu o translație dea- 
lungul acestei axe. 

Succesiunea a acestor două deplasări infinitezimale, pre- 
supuse efectuate simultan, este ceeace se numeşte 7ișcare eli- 
coidală. Limita axei X când F tinde către F este axa sustan- 
Zanee de rotaţie şi translație, sau axa de virație a figurei F la 
momentul considerat. 

Pentru a ne da seama de mişcarea continuă a figurei F, 
să considerăm suprafeţele riglate (S) şi (S.), care reprezintă locul 
poziţiilor axei instantanee X în raport cu sistemul fix Şi în ra- 
port cu sistemul mobil din care face parte figura F. Aceste 
două suprafeţe au la fiecare moment în comun o generatoare 
confundată cu poziţia actuală a axei X. 

Numind cu 4 parametrul arbitrar (timpul dacă voim) de
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care depinde poziţia figurei F, să considerăm pe ($) şi ($.) 
cele două generatoare X' şi X, care vor veni să coincidă 
pentru valoarea £ +- A a parametrului. Fie (C) o curbă pe 
suprafaţa (5) şi fie pe ($,) curba (C,) locul punctelor care vor 
veni să coincidă cu acelea ale curbei (C), (C) şi (C.) tăindu-se 
neapărat în punctul I al axei X (Fig. 144). 

Însemnând cu Y şi I; punctele unde axele X' şi X; 
tae curbele (C) si (C,), aceste 

puncte sunt corespunzătoare. 
Notând cu Y' axa mişcărei 
elicoidale aducând, în poziţia 

actuală, X, peste X, Y' se 
confundă de asemenea la li- 
mită cu X. 

Dsplasarea elementară care 

permite de a aduce I; în [! 
se compune dintr'o translație 

IA” paralelă cu Y” şi dintr'o 
rotație in jurul acestei axe, 

în care |” descrie un arc de 

cerc având centrul ]” în piciorul perpendicularei coborâte din 
I' pe Y'. Însemnând cu Ay unghiul acestzi rotații, avem 

  

Fig. 144. 

    

2 1 p'sină? sin 19 prag Ia se dag 
Af Ap AZ Ap at Ap A? 

3 

De aci deducem „, 

lim —— =), 
A/ 

căci l']' 0. 
Intrebuinţând notația vectorială, avem 

- - - 
II — II” A+ PI 

şi ținând seamă de egalitatea precedentă, găsim 

  

> — 
TI LI 

lim Ap = lim 37: 

= 

II” 
Dar, pare o limită finită, reprezentată cu un vector 7, viteza 

de translație paralelă cu X, în caz când 7 reprezintă timpul.
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— 

AZ 
şi X II, sunt confundate, cu alte cuvinte, suprafețele (S) şi ($,) 
au acelaş plan tangent în |; cum punctul I este oarecare pe 
X, se vede că suprafetele (Ș) şi ($,) s2 racordează dealungul 
axei instantanee. = 

"ŢI 

Deoarece n'avem lim AF >0 curbele (C) şi (C,) nu sunt 

tangente în I şi arcele corespunzătoare ale acestor curbe nu 
mai au aceeaşi lungime. 

Mişcarea elementară sa reduce deci la rostogolirea su- 
prafeţei ($,) în jurul generatoarei sale de racordare X cu (S), 
urmată de o alunecare dealungul acestei generatoare, de unde 
şi numeie de zirafie dată axei X. 

Observări. 1» Suprafetele 1S) şi ($,) se racordează dea- 
lungul generatoarelor corespunzătoare şi de aceea au acelaş 
parametru de distribuţie dealungul generatoarelor; punctele şi 
planele centrale corespunzătoare vin în coincidență, de unde 
urmează că liniile de stricţiune formează o pereche de curbe 
ca cele de mai sus, (C) şi (C,). 

Parametrii de distribuţie fiind egali, urmează că dacă supra- 
fața (S) este desfăşurabilă, şi suprafata ($,) este desfăşurabilă. 

2” Dacă axa instantanee este fixă în raport cu figura mo- 
bilă, X, coincide cu X şi punctul [; se găseşte pe X (fără a 

? 

  De oarece lim 0, rezultă că la limită, planele XII 

coincide cu ]); cu alte cuvinte, lim, este un vector dirijat 

după X. Dar, din egalitatea vectorilor 
- - —_ 
II = I-II, 

—- 

ţinând seamă de lim ap =0, urmează că 

> - - 
lim LL; II, li LI” 
îm 3 lim ap + im Ap: 

- 
Lă 

adică vectorul lui i este dirijat de asemenea după X. Dar acest 
rezultat este independent de alegerea punctului I pe X, de unde 
urmează că mişcarea elementară a acestei axe este o alunecare 
pe ea însăşi. Deci, dacă axa instantanee este fixă în raport cu 
figura mobilă, este fixă şi în spatiu.



39 Dacă, pentru fiecare poziţie, translaţia elementară 
se anulează, adică =—0, avem 

— - 

E opt 
lim > lim a 

În acest caz, curbele (C) şi (C,) sunt tangente în | şi se 
rostogolesc una pe cealaltă, şi cum formează pe (S) şi ($.) o 
pereche de curbe corespunzătoare, se poate zice că: mişcarea 
relativă a acestor Suprafete este ea însăşi o rostogolire. 

108. Complexul normalelor. În fiecare punct al unui 
sistem mobil există o simplă infinitate de normale la traectoria 
acestui punct. Aceste puncte fiind ele înşi-le în număr oc? (for- 
mând o triplă infinitate), s'ar părea că toate normalele la toate 
traectoriile punctelor sistemului mobil să formeze la fiecare 
moment o cuadruplă infinitate (în număr co4) ca şi ansamblul 
dreptelor oarecare din spaţiu. Dar aceasta nu se poate, din 
cauza proprietăţii stabilite (No. 46) că orice dreaptă, infim le- 
gafă de sistemul mobil (care rămâne constantă ca mărime) care 
e normală la traectoria unuia din punctele sale este deodată 
normală la toate traectoriile înturor punctelor sale. Orice nor- 
mală Ja traectoria unui punct al figurei, fiind în acelaş timp 
normală la traectoriile tuturor punctelor figurei pe care nor- 
mala le conţine, întră de o simplă infinitate de ori (eo:) în nu- 
mărul general al normalelor. Woryale/e sunt în număr de să, 
deci formează un complex. | 

Mai mult, toate normalele trecând prin acelaş punct, fiind, 
din cele ce am văzut, normale la traectoria acestui punct, sunt 
toate în acelaş plan, în planul normai la această traectorie, ŞI 
deci, foafe normalele la traectoriile pimctelor figurei mobile în 
spațiu aparțin, la fiecare moment, la an complex linear [C,]. 

De aci urmează că normalele la toate traectoriile, la  fie- 
care moment, se confundă cu acelea ale unui ansamblu de elice 
toate de acelaş pas şi de aceeaş axă, ca acelea pe care le de- 
scrie diversele puncte considerate, dacă ar fi antrenate într”o 
mişcare elicoidală comună în jurul lui X. Regăsim astfel miş- 
carea de viraţie infinit mică împrejurul axei instantanee X care 
face ca toate punctele să descrie arce infinit mici tangente la 
traectoriile lor adevărate şi care, pentru acest motiv, se numeşte, 
uneori, mişcarea elicoidală tangentă la mişcarea reală pentru 
poziţia considerată. 

Se vede, de altfel, că axa instantanee este axa complexului
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[C„], că planul normal în fiecare punct este planul polar al 
acestui punct în raport cu complexul [C,]; că, dacă numim 
focar al unui plan antrenat în mişcare, punctul acestui plan la 
traectoria căruia acest plan este normal, un astfel de focar se 
confundă cu polul planului în raport cu [C,]. 

Se vede, deci, din cele de mai sus, că proprietăţile obţi- 
nute pentru complexele lineare [C], sunt proprietăţile mişcărei 
cea mai generală cu un grad de libertate. Astfel (No. 100), 
flanele normale la traectoriile Punctelor unui plan legat de 
figura mobilă, trec prin focarul acestui Plan; apoi (No. 101), 
Planele normale la traectoriile punctelor unei drepte D trec prin 
acecaş dreaptă A (conjugata sa în raport cu [C,)) şi reciproc, 
Planele normale la traectoriile Punctelor dreptei A trec prin 
dreapta D. 

De aci rezultă că normalele la suprafaţa _riglată [D], nă- 
scută de D, dealungul lui D, întâlnesc A. Cu alte cuvinte, za- 
raboloidul normalelor la suprafata [D], dealungul hui D, con- 
fine pe A. Aceste normale, fiind toate perpendiculare la direcţia 
planului perpendicular pe D, înzâlnesc diametrul conjugat di- 
vecții planului, care aparține prin urmare deasemenea parabo- 
fotdulu. | 

Să considerăm fructul central al lui [Dl pe D, adică punctul 
către care tinde piciorul perpendicularei comune pe D şia ge- 
neratoarei infinit vecine. Acest punct se confundă cu vârful 
paraboloidului normalelor, adică cu punctul unde normala la 
acest paraboloid este paralelă cu intersecţia planelor directoare 
la suprafaţă (unul normal lui D, celalt paralel de odată cu D şi A). 

Pentru a vedea poziţia acestui punct faţă de D şi A, să 
raportăm figura la planul orizontal de proecţie perpendicular 
pe D, iar ca plan ver- D' w 
tical să luăm planul , 
paralel deodată cu D şi [1 
A (Fig 145). Intersecţia 
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pianelor directoare este 7 
paralelă cu linia de pă- 7 y | 
mânt +y. Întrun punct n. /P 
  oarecare (74,7) al lui (D, 

D'), generatoarea parabo- 
loidului normaielor este 
orizontala (772, m'n)ceîn- Fig. 148. 
tâlneşte pe (4, A"). Normala la paraboloideste orizontala (mp, m'p'), 
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a cărei proecţie orizontală 424 este perpendiculară pe mn. 
Ea devine paralelă cu xy în (ofer, fu), când generatoarea 

paraboloidului normalelor se confundă cu perpendiculara co- 
mună (7200, men) la (D,D) şi (4,4). 

Deci punctul central (varful paraboloidului) este piciorul 
pe (D,D'”) a perpendicularei comune la această dreaptă şi 
dreapta (Â,A). 

Dar, se ştie (No. 100, 90) că această perpendiculară comună 
dreptelor conjugate D şi A, este de asemenea la axa X a com- 
plexului [C,]. Deci, punctul central pe D este piciorul perpen- 
dicularei comune la această dreaptă şi axa instantanee. 

__109. Complexul tangentelor şi al caracteristicelor. 

10 La fiecare din punctele sistemului mobil, în număr de =, 

corespunde, în fiecare poziţie, tangenta la traecturia acestui 

punct; la fiecare din planele intim legate de sistem, de ase- 

menea în număr de co?, corespunde caracteristica sa. Atât tan- 

gentele cât şi caracteristicele nasc deci câte un complex. Vom 
arăta că aceste donă complexe sunt identice. 

Să considerăm mai întâi o tangentă G la traectoria unui 

punct M al figurei mobile. Planul normal în M la această 

traectorie fund planul polar al acestui punct în raport cu com- 
plexul [C,], trece prin conjugata T al lui G. Cum este perpen- 
dicular pe G, urmează că G este perpendiculară pe I. Se vede, 
de asemenea, că, dacă G şi I sunt conjugate în raport cu [C,], 
şi perpendiculare, planul dus prin fiecare din ele perpendicular 
pe cealaltă, este normal la traectoria punctului unde acest plan 
întâlneşte pe cealaltă. 

Deci, complexul [Cd a/ zangentelor (a traectorii se con- 
fundă au acela al dreptelor G astfel că conjugatele lor L 
raport cu (C„] să le fie perpendiculare. 

20 Să considerăm acum complexul caracteristicilor Ga pla- 
nelor P ale figurei mobile. Caracteristica G este limita dreptei 

G' (Fig. 146) de intersecţie a acestui 

plan P cupoziţia sa infinit vecină P. 
Fie G, dreapta însemnată pe planul P” 
care vine să coincidă cu G când P' se 
aşterne peste P. Dreapta G, tinde că- 

tre G în acelaş timp cu G'. Fie Mun 
punct al dreptei G, M, punctul cores- 
punzător al lui G,; tangenta în M la 

| Fig. 146. traectoria acestui punct este limita lui 
MM,. Dar, dacă se coboară din M, o perpendiculară Mm pe 
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planul P şi din 2 pe G' perpendiculara 7M', se vede că un- 
ghiul 22M'M.. care este unghiul plan corespunzător diedrului 
format de planele P şi P', este infinit mic de primul ordin. 

Cum distanța M,M' de la M, la G' este de ordinul întâi, se 
vede că 7M, este infint mic de ordinul al doilea. Însă, în triun- 

ghiui MM, MM, este infinit mic de ordinul întâi, ceeace re- 

MA, adică viteza lui M, nu 

este în generai nulă, afară de cazul excepţional, când punctul 

M trece printr'un punct de întoarcere al traectorii sale; deci, 
unghiul din M, care este egal cu unghiul pe care MM, îl face 

cu planul P, este infinit mic şi deci tangenta la traectoria punc- 
tului M, limita lui MM,, se află în acest plan. Punctul M fiind 

de altfel oarecare pe G, se vede că caracteristica planului P 
este locul punctelor al acestui plan a cărui traectorie este tan- 
gentă la planul considerat. 

Deci, planele normale la traectoriile punctelor caracteris- 
ticei G sunt perpendiculare pe planul P. Pe de altă parte, din 
cele ce am văzut, ele trec prin focarul 4 al planului. Deci, ele 

trec prin perpendiculara TI a planului P, dusă prin 4, de unde 
urmează că caracteristica planului P este conjugata, în raport 
cu complexul [Ca], a perpendiculare: pe planul P în focarul p, 
adică, după chiar definiţia focarului, a fangenfez la fractoria 
functului p. . 

Deci, este identitate între complexul tangentelor şi acela 

al caracteristicilor planelor. 
30 Din cele ce am văzut, rezultă, că: dacă G şi PT sunt 

o pereche de drepte conjugate în raport cu [C,], şi perpen- 
diculare, fiecare dintre ele este caracteristica planului dus prin 
ea perpendicular pe cealaltă şi mai este tangenta la tractoria 
punctului unde ea este tăiată de planul perpendicular pe ea, 

dus prin cealaltă.. 

zultă din faptul că limita raportului 

Complexul născut de perechia G şi I este deci şi acela 
al tangentelor la tractoriile punctelor şi acela al caracteristici- 
lor planelor sistemului mobil. | 

40 Complexul [Ci] al fangentelor şi al caracteristicilor nur. 

este linear, ci de ordinul al doilea. În adevăr, am văzut că 

caracteristica G a planului P este locul punctelor pentru care 
tangenta la traectoria sa este conținută în planul P. Înfăşură- 

toarea tangentelor. la traectoriile punctelor M ale lui G este 
deci (No. 99) curba complexului [C,„] conținută în P.
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Dar fiecare din aceste tangente este, în planul P, perpen- diculara dusă prin punctul de contact M corespunzător luat pe G, la dreapta care uneşte acest punct M cu focarul p al pla: nului (piciorul conjugatei 1) (Fig. 147): ele au deci ca înfăşu- Tătoare parabola cu focarul £, G fiind tangenta la vârf. Deci, curba complexului fiind o parabolă, complexul este de ordinul 
7 , al doilea, Acest complex este unul din 

cele mai simple din complexele de ordinul 
al doilea, numite compexe tetraedrate,, care 
se bucură de proprietatea că raportul a- 

p M narmonic al planelor duse prin fiecare 
dreaptă a complexului şi vârfurile unui 

G f tetraedru oarecare este cons:ani. 
Fig. 147 50 Pentrucă tangentele la traectoriile 

punctelor M ale caracteristicei G a planului P sunt în acest 
plan, perpendicularele la acest plan duse prin aceste puncte 
sunt normale la traectoriile lor, ele aparţin deci compiexului 
[C„]. Cum zceste crepte sunt paralele cu orice plan per- 
pendicular pe P, ele întâlnesc diametrii conjugaţi ai direţiilor 
acestor plane. Urmează că caracteristica planului P poate fi 
obținută ca proecția ortogonală pe acest plan a diametrului 
conjugat direcții unui plan oarecare ferpendicular pe planul P. 

110. Aplicaţie. Să considerăm un plan P, care se rosto- 
goleşte fără să alunece pe o desfăşurabilă cu care este la fie- 
care moment în contact cu o generatoare G. Orice curbă C 
invariabil însemnată pe acest plan, naşte ceeace se zice o su- 
prafată moulure (ciubuc, ornament în relief pe zidării). 

Deplasarea elementară reducându-se în acest caz la o ro- 
taţie în jurul lui G, normalele la traectoriile tuturor punctelor 
invariabil legate de P întâlnesc pe G; ele formează în acest 
caz un complex special de axă G. Traectoria oricărui punct 
M al lui C este deci ortogonală planului P Şi planul tangent 
în M la suplafaţa [C] născută de C, conţinând tangenta la a- 
ceastă traectorie, este perpendicular pe P. Acest plan tâmd or- 
togonal suprafaţa [C] dealungul lui C, rezultă că este o geo- 
dezică a suprafaţei [C] şi după teoremele lui loachimsthal (No. 
88,79), urmează următoarele proprietăți stabilite de Monge, a- 
nume că curba C este o linte de curbură a suprafetei ctubuc 
fe care ea o naşte. Cum traectoriile pumctelor M ale acestei curbe 
sunt ortogonale la toate poziţiile curbei C, ele constitue al do- 
îlea sistem de linii de curbură a acestei suprafete.
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MIȘCAREA CONTINUĂ CU DOUĂ GRADE DE 
LIBERTATE. 

111. Relaţiunea dintre normelele la suprafeţeie tra- 
ectorii. În această mişcare ME fiecare din punctele M ale sis- 

temului mobil descriu o suprafafă traectorie [M], locul tuturor 
traectoriilor (M) pe care le poate descrie punctul M în toate 

mişcările M: conţinute în mişcarea M2. “Toate traectoriile (M) 

trecând printr'o poziţie determinată a punctului M, admit plane 

normale care trec prin normala MN în M la suprafața traec- 
torie [M]. Această normală MN este deci comună la planele 
normale la traectoriile (M) corespunzătoare la două mişcări M! 
particulare conţinute în JP, pe care să le notăm ca M' şi M:. 
Ansamblul tuturor normalelor MN formează deci congruenţa 

lineară C,„ comună complexelor lineare [C,] ŞI [C,] ale nor- 
malelor corespunzătoare mişcărilor M: şi M:. Dar, congruenta 

C, admite două directoare D şi A, conjugate în raport cu unul 

oarecare din complexele [C,] ale fascicolului admițând această 
congruenţă ca bază. De unde urmează că normalele la supra- 

fețele tractorii ale tuturor punctelor figurei mobile cu două 

grade de hbertate (M?) întâlnesc toate, pentru fiecare pozihe a 
figurei, două aceleași drepte D şi A care depind de altfel de 
această pozitie. 

De aci urmează că qacă se consideră o dreaptă Ga fi- 

gurei mobile cu o mişcare MP2, normalle la suprafetele traec- 

Zorii ale hiferitelor puncte ale ini G apartin, pentru fiecare 

poziție a acestei drepte, la o semicuadrică ale cărei directoare 
sunt G, D şi A. 

112. Axe instantanee conjugate de rotaţie. Din faptul 
că pentru a obţine congruenţa C,, am luat două mişcări M: 
oarecare conţinute în mişcarea M:?, urmează că complexul [C,] 
corespunzător la una din aceste mişcări, conţine congruența 
C„; cu alte cuvinte, complexele [C,„] corespunzătoare, pentru 
o poziţie dată, la toate mişcările infinit mici, conţinute în miş- 

carea M: considerată, formează un fascicol linear a cărui bază 
este congruenţa C,. 

Dar, printre toate aceste complexe se află două com- 
plexe speciale, având ca axe respectiv directoarele D şi A ale 
congruenţei C,. Mişcările M: corespunzătoare sunt deci astfel 
că normelele Ia toate traectoriile corespunzătoare întâlnesc, fie 
pe D, fie pe A; sunt deci rotații, ale căror axe sunt respectiv
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D şi A. Astfel, printre toate mişcările M, infinit mici, conținute 
în mişcarea //* dată, plecând de la poziţia considerată, sunt 
două rotații infinit mici de axe respectiv D ŞI A. 

Dar, se poate arăta, că orice mişcare MM! infinit mică, 
conținută în mişcarea 2 dată, poate fi obţinută prin compu- 
nerea a două oarecare mişcări M!. În adevăr, coordonatele 
(.y,2) ale unui punct oarecare M al sistemului mobil se pot 
exprima în funcţiune de doi parametrii şi v; deci, pentru 
creşteri infinit mici ale lui + şi v, avem 

__0a Ox, __ 0y dv, __ 0 Ca d = du +3, do, dy = du do, da = du do. 

Să însemnăm cu U şi V vectorii ale căror proecţii pe 
axe sunt respectiv 

"du dr dul! lo! 3 do 

Aceşti doi vectori variază de la un punct -la altul, dar 
sunt independenţi de mişcarea elementară M!: definită de 
(du, do), plecând de la poziţia considerată. Numind cu ds, de- 
plasarea elementară a punctului M în această mişcare M!, avem, 
cu notația vectorială, 

Ox Oy 92) (2 Oy 2) 

= = = 
ds —Udu -Vao. 

Dar, dacă (du, do) şi (uz, do») sunt creşterile infinit mici 
corespunzătoare la două mişcări elementare particulare M:, 
M,, pentru care deplasările lui M sunt ds, ŞI ds, se pot tot- 
deauna găsi doi factori A, şi A, astfel că 

du = iti + dodus, do dude F dala, 

Şi prin urmare să avem 

„ — - 

ds = ds, Foss.   

Astfel, deplasarea unui punct oarecare al sistemului în 
mişcarea elementară M! se obţine prin Sumarea geometrică a 
deplasărilor acestui punct în două mişcări elementare particu- 
lare M,, M;, conţinute în mişcarea MP, aceste deplasări fiind 
multiplicate respectiv prin doi factori numsrici. 4, ŞI d» inde- 
pendenţi de poziţia punctului M. 

Sau, mai simplu, orice mișcare elementară Mi conținută



209 

în M? poate fi descompusă în două mişcări particulare M!;, 
M., de asemenea conținute în M.. | 

Dacă luăm pentru aceste mişcări particulare rotații de 

axe D şi A, se vede că orice mişcare elementară ML a siste- 
mului supus la mişcarea MP, plecând de la pozita considerată, 

poate fi descompusă în două rotafii infinit mici recpectiv în 
jurul axelor D şi A, care, pentru acest motiv, se numesc axe 

instantanee de rotatie cconfugate. 

22 Să găsim acum locul axelor instantanee X corespun- 
zătoare la fiecare din aceste mişcări elementare MI. Pentrucă 
dreptele D şi A sunt conjugate în raport cu complexul [C,] 
corespunzător, axa X (No. 100,9”) tae subt un unghi drept per- 
pendiculara comună Y a dreptelor D şi A. Să considerăm de 

altă parte, întrun punct A al lui D, generatoarele de al doilea 

sistem pentru diferiți paraboloizi echilateri trecând prin b şi 
A (No. 100,80). Fiecare dintre ele întâlnesc dreapta A, adică 

este conținută în planul (A, A) şi este perpendiculară la linia 
de stricţiune X a aceluiaş sistem ca D şi A, În definitiv, axele 
X sunt pespendicularele comune la Y şi la dreptele planului 
(A, A), trecând prin A. Deci, /ocu/ acestor axe X este an ct- 
lindroid (No. 94) având ca generatoare dublă perpendiculara 
conună Y la dreptele D şi A. 

113. Suprafeţele focale ale unei congruențe. 1? Fie G 

o dreaptă care aparţine unei congruenţe şi să privim această 

dreaptă ca suportul une: punctuale (P). Congruenţa poate fi 
născută cu o mişcare MP? a dreptei G, în care fiecare punct P 
al punctualei descrie o suprafaţă traectorie [P]. 

Din cele ce am văzut (No. 111), locul normalelor la su- 

prate:ele [P] dealungul lui G este o semicuadrică S. În două 
puncte particulare, P, şi P;, ale lui G, generatoarele acestei 

semicuadrice sunt perpendiculare pe G. În adevăr, conul asimp- 

totic al lui S este tăiat de planul dus prin vârful său perpen- 
dicular pe G după două generatoare. Generatoarele N, şi N; 

ale lui S, paralele cu acestea, tae pe G în punctele P, şi P; 

căutate, unde normalele la suprafeţele traectorii [P,] şi [P2] sunt 
N, şi Na. 

Când dreapta G variază ocupând succesiv toate poziţiile 
dreptelor congruenţei, punctele P, şi P, nasc suprafeţele (%,) 

şi (%). Vom arăta că aceste suprafeţe sunt tangente în P, şi 

P, la suprafeţele traectorii [P,] şi [P.], cu alte cuvinte, că ad- 

mit ca normale în aceste puncte, N, şi N. Dreapta G, per- 
A. Abramescu. — Lecţiuni de Geometrie pură Irfinitezimală. 14
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pendiculară pe N, şi N;, va fi deci tangentă suprafeţelor (%,) 
şi (%) în P, şi Pa. Aceste suprafeţe (£,) ŞI (%) sunt deci înfă- 

- surătoarele dreptelor congruenței şi se numesc suprafetele 
focale ale congruentei. 

„Să demonstrăm, de ex., să suprafața (4) este normală în 
P, la N.. Fie, pe o dreaptă G' a congruenţei, infinit vecină de 
G, P, punctul analog “lui P, (Fig. 148). Va fi deajuns a arăta 

P, G că limita dreptei P,P, este perpendicu- 
— lară pe N,. Să luăm pe punctuala G, 

punctul P, corespunzător lui P,, adică 
punctul însemnat pe G' care vine în P, 

pi P; N, când G vine să coincidă cu G în miş- 
1 carea M:? considerată. La limită, dreapta 

G* PP, vine în planul tangent în P, la 
Suprafaţa traectorie [P,], devine deci nor- 
mala la N,. Pe de altă parte, dreapta 

P.P,, confundată cu G', coincide la limită cu G, deasemenea 
normală la N,. Planul P,P'P' al dreptelor precedente, este 
deci la limită normal la N, şi deci la limită P,P! conținută în 
acest plan este normală la N,. 

20 În particular, normalele la o suprafaţă depind de doi 
parametrii, formează deci o congruenţă, pentru care suprafeţele 
focale sunt cele două pânze ale desfăşuratei suprafeţei con- 
siderate. 

Dar, din cauză că în acest ultim caz, planele tangente la 
suprafeţele focale, în punctele lor de contact cu dreapta con- 
gruenţei, sunt perpendiculare între ele, urmează că dreptele 
unei cougruențe nu sunt în general normale la aceaș suprafată 
Şi că, fentru a fi, trebue ca planele tangente la suprafetele 
focale, în cele două puncte unde ele ating aceeaş dreaptă a con- 
Eruenţei, să fie perpendiculare între ele. 

114. Cazul singular al mișcărei cu două grade de li- 
bertate. Să considerăm cazul în care, pentru fiecare poziţie a 
figurei supusă la mişcarea ME, complexele [C,] corespunzătoare 
la diferitele mişcări MI infinit mici conţinute în ME, să formeze 
un fascicol special. In acest caz dreptele D şi A fiind concu- 
rente, orice deplasare infinit mică a figurei echivalează cu două 
rotații în jurul acestor axe şi deci se vor putea reduce la o 
singură rotaţie unică în jurul unei axe trecând prin punctul de 
întâlnire al dreptelor D şi A. 

Fie M un punct al figurei mobile în poziţia considerată. 

Fig. 148.
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Normala la suprafaţa traectorie [M] a acestui punct trece prin 
punctul de întâlnire I al dreptelor D şi A, afară de cazul când 
M se află în planul (II) al dreptelor D şi A, când orice dreaptă 
dusă prin M în acest plan, întâlnind pe D şi A, este o normală 
pentru acest punct care descrie, oricare ar fi deplasarea infini- 
tezimală considerată, un element de linie normal planului ([l). 

Pentru fiecare poziţie a figurei, axele complexelor [C,], 
toate speciale, trec toate prin acelaş punct ], şi când figura 
ocupă toate poziţiile, în număr 52, compatibile cu mişcarea 
M2 considerată, punctul 1 descrie o suprafață (5) în raport cu 
spațiul fix şi o altă suprafață (3) în raport cu sistemul mobil, 
aceste două suprafeţe corespunzându-se punct cu punct, şi 
punctele lor corespunzătoare venind succesiv să coincidă pen- 
tru a forma vârful 1 al fascicolului axelor complexelor [C,] 
speciale relative la o poziţie dată a figurei. 

Dacă (%,) şi (3) sunt două poziţii oarecare ale lui ), 
având respectiv în comun punctele I şi I' cu (5), se poate 
trece de la o poziţie la alta prin intermediarul poziţiilor ocupate 
continuu de punctul I dealungul unui arc de curbă dată C pe 
(5). Punctele lui (%,) care vin succesiv să coincidă cu acelea 
ale acestui arc, sunt şi ele aşezate pe un arc de curbă C, pe 
5). Dar, toate mişcările M! infinit mici conţinute în J/2 se reduc 

în cazul de faţă numai la rotații. Mişcarea relativă a suprafeţelor 
riglate, care naşte mişcarea WM! dela poziţia (2) la poziţia (&,) 
se reduc la o rostogolire (No. 107,30). În particular, curba C, 
se rostogoleşte pe curba C, şi cum C este o curbă oarecare 
trasă p2 suprafața (>), rezultă, întâi, că suprafeţele () şi (£,) 
sunt tangente în I; apoi, că două arce corespunzătoare oare- 
care ale suprafeţelor (&) şi (X,) au aceeaş lungime, adică aceste 
suprafeţe sunt aplicabile una pe alta. 

Rezultă deci că această mişcare M: imaginată de Ribaucaur, 
poate fi născută prin rostogolirea, în toate modurile fosibile, 
a suprafeței (2) pe suprafata (3), care îi este aplicabilă. 

APLICAȚII. 
ELICOIZII RIGLAŢI. 

115. Definiţii. Să considerăm un sistem mobil supus la 
o mişcare elicoidală, adică simultan o translație z dealungul 
unei axe fixe Z şi a unei rotații de unghiul we în jurul acestei 
axe, între mărimile z şi w fiind un raport constant 

14%



(1) 2 = ho, 

În acest caz, fiecare punct al sistemului mobil descrie pe 
culindrul de rotație, având ca rază distanța sa ia axa Z, o elice 
de pasul redus h sau de pasul H=—2x/. H este translaţia pen- 
tru rotația complectă egală cu 2x şi se zice pasu/ mişcărei. 

Am văzut că r fiind distanța punctului M la axa Z, un- 
Shiul & al elicei descrisă de acest punct (« este unghiul tan- 
gentei la elice cu planul perpendicular pc Z) este dată de 

h=rtga. 

Orice suprafaţă născută de o linie oarecare legată de sis- 
temul mobil se zice eicozd. Prin orice punct al suprafeţei trece 
o elice cu axa Z şi pasul redus /. Se zice că Z Şi / sunt axa 
şi pasul redus al elicoidului. 

Dacă linia considerată este o dreaptă D, e/icoiedul se zice 
riglat. 

Dreapta D poate fi definită în raport cu axa Z prin cea 
mai scurtă distanţă r la această axă şi prin unghiul & ce-l face 
cu un plan perpendicular pe Z. Piciorul P pe D al perpendi- 
cularei comune la această dreaptă şi axa Z descrie pe cilindrul 
de rotaţie de axa Z și raza r o elice al cărei unghi e dat de 
formula / = rtga. 

Dacă «== 9, dreapta D se confundă cu tangenta la elicea 
(P); eicoidul născut de această dreaptă este desfăşurabil (No. 81). 

Dacă =—0, adică dacă dreapta D este perpendiculară la 
axa Z, se obţine e/icoidul riplat cu plan director. 

Când r=0, adică când dreapta D antrenată în mişcarea 
elicoidolă întâlneşte axa acestei mişcări, dacă o este diferit de 

z zero, elicoidul se zice şu- 
rup triunghiular; dacă 

9 ? = 0, elicosdul este şurup 
pâtraf. 

116. Elicoidul riglat cu 

con director. Să luăm axa 
23' ca direcţie verticală şi 
fie (D, D') o generatoare 
oarecare a elicoidului 
(Fig. 149). Elicoidul este o 

suprafaţă riglată cu con di- 

rector de rotaţie cu axa ver- 
ticală. Fiecare punct 7 însemnat pe dreapta D descrie o elice 

  

  

F.g. 149.
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cu axa 022 şi cu pasul redus /. Să facem o proecţie pe un plan 
perpendicular pe zz', plan pe care îl vom lua ca plan orizontal. 

Piciorul 4 al perpendicularei comune la axa 22 şi la ge- 

neratoarea D descrie o elice pe un cilindru circular cu raza og. 
Generatoarea rămâne tangentă la acest cilindru, în diferitele 
puncte ale elicei descrisă de ș, dar făcând cu planul orizontaj 

un unghi + diferit de unghiul « al acestei elice, căci dacă o — a 

am avea elicoidul desfăşurabil (No. 81). 

Planul tangent în m se obţine căutând tangenta / la 

secţiunea orizontală în acest punct. În proecţie orizontală, nor- 
mala / la această secţiune tăind în / normala „o la înfăşură- 
toarea lui 7, aplicând formula 14, No. 18, avem 

pm) = of. do. 

Dar, z fiind cota relativă a punctuiui / în raport cu planul 
secţiunei orizontale considerate, avem . 

pm = 2 cotgo, 

de unde, ţinând seamă de (1), obţinem 

d (pm) = h cotg q do. 
Deci 

(9) of = h cotg o, 

adică functul f este fix pe op, oricăâre ar fi punctul m consi- 

derat pe D. Se zice că p este polul normalelor dealungul lui D. 

Segmentul of are sau nu acelaş sens cu 04, după cum 

unghiurile & şi q, sunt sau nu amândouă ascuţite ori obtuse. 
Punctul / fiind determinat, m/f reprezintă proectia orizon- 

fală a normalei la elicoid în (m, m). Se vede deci că para- 
boloidul normalelor la elicoid dealungul lui D admite ca gene- 
ratoare verticala polului /. 

Aşa fiind, planul tangent în z se confundă cu planul care 

proectează orizontal pe D. Dar, în acest caz, conul director fiind 

de rotaţie cu axa verticală, planul său normal corespunzător 
este paralel cu acest plan proectant, care este (No. 67) prin 

urmare planul central pentru generatoarea D. Deci 2 este punc- 
tul central al acestei generatoare. 

Orizontala (pu, m'£) a planului tangent la acest elicoid în 
(232, m) se obţine ducând m? perpendiculară pe fm. Deci, pentru 

a avea punctul lui (D, D”) unde planul tangent dus prin această 
generatoare, are o directie dată pentru orizontalele sale, va fi 
destul de a cobori din / pe această direcţie o perpendiculară 

care tae pe D în punctul z: căutat.
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În particular, punctul (o, 2”) unde (D, D') atinge conturul 
aparent vertical, unde planul tangent dus prin (D, D') este per- 
pendicular pe planul vertica], şi unde urma sa orizontală este perpendiculară pe linia de pământ, se obţine ducând din / o 
paralelă fo la linia de pământ. 

Punctul (4, 5) corespunzând planului tangent dus prin (D, D'), perpendicular pe orizontal (a cărui urmă orizontală se 
confundă cu D) este punctul unde (D, D”) atinge conturul apa- rent orieontal. Elicoidul considerat fiind cu con director de rotaţie, curba de contur aparent orizontal coincide cu linia de 
stricţiune a suprafeţei. Această //nse de Sfricfiune este deci o elice de acelaş pas redus, trasă fe cilindrul de rază oz. 

Se poate de asemenea găsi punctele u ale curbei de uwm- 
bră pe generatoarele D, produsă pe elicoid de raze paralele cu o direcţie dată. Fără a micşora generalitatea, se poate pre- supune că razele sunt de front, făcând cu orizontul unghiul y. Astfel, raza dusă prin p (Fig. 149) are ca urmă, pe planul ori- zontal al lui 72, punctul s astfel că 

fs cotgu, 
Deci ms dă direcţia orizontalelor planului de umbră dus prin D. Perpendiculara dusă din f pe us dă punctul de umbră a căutat. Însemnând cu E intersecţia dreptei fu cu perpendi- culara oz" din o pe proecţia orizontală 4s a razelor luminoase, se vede că triunghiurile of şi fms sunt asemenea ca având laturile perpendiculare. Deci 

0g ps __ cote 

of pm acotgg' 
şi observând (2), avem 
(3) 02 = h cotg vw. 

  

Rezultă că punctul g este fix, oricare ar fi generatoarea 
D considerată. 

| Punctul & depinde numai de direciia razelor luminoase, şi se zice folul de umbră, punctul / descrie cercul (/) cu 
centrul o, deci curba de umbră (2) se poate construi, 

117. Elicoidul șurup triunghiular este un caz particular 
al elicoidului ordinar, când cilindrul la care generatoarele sunt 
tangente, se reduce la o dreaptă, axa (2,2). Această suprafaţă poate fi definită prin mişcarea elicoidală a unei drepte ce în- 
tâlneşte axa mişcărei, fără să fie perpendiculară pe axă. Sau, 
altfel, o suprafață cu două directoare, o dreaptă directoare,
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axa, o elice directoare având ca axă dreapta şi cu con direc- 
tor de rotaţie în jurul unei drepte paralelă cu axa. În acest 
caz, elicea de stricţiune se reduce la axa mişcărei. 

Construcția unei generatoare. Fie a'c' generatoarea para- 
lelă cu planul vertical de proecţie. Această dreaptă, axa (2,2) 
a mişcărei şi perpendiculara din a' pe această axă (Fig. 150) 
formează un triunghi de mărime invariabilă. Când vârful a al 
acestui triunghi vine în 6”, vârful c' se ridică pe axă până în 
d, astfel că cd ='p'; generaioarea a'c' vine în poziţia bd, 
proecţiile unei generatoare sunt (âd, 84). 

Când vârful a” vine în g', generatoarea trece prin £ şi 
întâlneşte axa (2,2) subt un unghi care este egal cu unghiul 
constant pe care îl fac generatoarele cu axa z'. În această po- 
ziţie, generatoarea este întâlnită de a'c'; acest punct de întâl- 
nire 7, în timpul deplasărei generatoarei pe suprafaţă, des- 
crie o elice care este o linie dublă a suprafeţei. 

Ceea ce am spus de generatoarea care trece prin o”, se 
poate zice despre toate geneiatoa- 
rele care pornesc din puncte si- 

tuate pe linia de contur aparent a 

cilindrului care conţine punctul e. 

Sunt deci pe a'c o infinitate de 
puncte care descriu elice duble ale 

suprafeţei şi astfel, pe elicoidul 
şurup triunghiular sunt o infini: 

tate de elice duble. 

Urma pe un plan orizontal. 
Proecţia orizontală a generatoarei 
b'd' este ob; urma orizontală a 

acestei drepe (Fig. 150) este punc- 
tui /. 

Avem 

  

oi= ob +bl. Fig. 150. 
Insemnând cu R raza cilindrului, cu q unghiul generatoa- 

relor elicoidului cu planul orizontal, avem 

0l=R-—A+-b'p' cotge. 

Însemnând cu w unghiul aob, 6'p' este egal cu ko şi deci 

ol= R-+ hocotee, p=R-+(hcotgo)o, 

care este ecuaţia unei spirale lui Arhimede în coordonate po- 
lare. Deci, urma pe planul orizontal a elicoidului şurup pătrat
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este o spirală a lui Arhimede. Această spirală trece prin o, 
prin a, prin punctul /, şi dacă se consideră suprafaţa în toată 
întinderea sa, adică luând nu numai partea care este deasu- 
pra planului (H'), avem o spirală complectă. Punctele duble 
ale acestei curbe sunt urmele elicelor duble de care am vorbit. 

Planul tangent. Determinarea planului tangent se face de 
asemenea cu ajutorul punctulu; 7 situat pe perpendiculara din 
o la DD (care trece aici prin acest punct) (Fig. 151) şi la distanța 

i 0f= hcotg?, vectorul of fiind dus 
în astfel de sens ca tangenta la 
tractoria lui (£,/'), antrenată în miş- 
carea elicoidală, să fie paralelă cu 
(D,D'). Dacă planul tangent dus 

R prin generatoarea (dd, Î'4) are 
urma orizontală /A (Fig. 150), pen- 
tru a găsi punctul de contact, luăm 
pe perpendiculara pe ob o lungime 
0f= h cotge; din f lăsăm o per- 
pendiculară pe /A care tae pe ob 
în 7. Acest punct 7 este punctul 

  

Fig. 151. 

de contact al suprafeţei cu planul tangent. 

Curba de umbră, produsă de razele (R, R”) (Fig. 151) 
inclinate de unghiul v pe orizont, se află determinând, ca ŞI 
în cazul eiicoidului ge- 
neral, punctul & pe / 
perpendiculara dusă 

din O la direcţia R 

şi la o distanţă de O 
dată de Og =—/ cotgv. 

Se uneşte punctul 

cu punctul f.al cer- 
cului (7) de centru O, u 
iar punctul de inter. 
secţie 4 cu D este o0| N 
punctul de umbră pe 

gensratoarea D per- 
pendiculară pe of. (P— ' N 

Pentru a determina Fig. 152. 
tangenta 7 la curba de umbră (Fig. 151), să observăm (!) că 

9 

  

  
  

(i) A se vedea, M. d'Ocagne, Conos de Geometrie de /' Ecole Polytechnique (1930), p. 143.
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segmentul u/ fiind ortoptic pentru punctul o, şi învârtindu-se 
în jurul punctului g, aplicând proprietatea de la No. 2i+, 20, se vede 
că, dacă tangenta în / la cercul de 

centru O pe care îl descrie acest 
punct, tae în 7 tangenta căutată, un- 

ghiul FO? este egal cu ughiul 2Os, N 
Şi prin urmare cu unghiul +O/ cu N 
laturile perpendiculare pe ale unghiu- 
lui gOu. Deci punctele 7 şi x sunt 
simetrice în raport cu f. 

Pentru a construi curba de um- 
bră, se uneşte punctul fix g& cu un Fig. 183. 
punct variabil pe cercul (7); perpen- 

diculara în O pe O/ ta pe fe în + punctul curbei de um- 
bră. Avem mai multe cazuri de figură, după cum 2 este ex- 
ter.or cercului (7) (Fig. 152), punctul & pe cercul (7) (Fig. 154), 

punctul g interior cercului (7) (Fig. 153). 

Când g este pe cercul 
(7), se vede că unghiul v 

g al razelor paralele, cu pla- 
8 nul orizontal, este egal cu 

acela ş al generatoarelor, 

cu planul orizontal. Avem 

unghiurile 0fe=— Og7 (Fig. 

154). Deci, 7 fiind inter- 

Op | secția perpendicularei în O 
la Og cu dreapta fe, triun- 

ghiurile dreptunghice O/g, 
(f) f Ou/ sunt egale și deci Ou= 

O!/. Însemnând cu s punc- 

Fg 14 tul unde Ou tae tangenta 

în & la cercul (7), avem gs=—su, ceeace probează că locul 

lui 2, curba de umbră, este o srofoidă dreaptă cu vârful O şi 

punctul dublu g&, după însăşi definiţia strofoidei. _ 
Conturul aparent vertical este înfăşurătoarea proecţiilor 

verticale ale generatoarelor. Punctul unde o generatoare ca 
bd (Fig. 155) atinge înfăşurarătoarea, este proeciia verticală a 

punctului unde planul care proectează b'd' pe planul vertical 

de proecţie atinge elicoidul. Pentru a găsi punctul de contact 

al acestui. plan cu suprafaţa, să luăm planul orizontal (H), să 

ridicăm în punctul O în acest plan o perpendiculară pe 05, proecţia 

f 
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generatoarei b'd, pe care să luăm, în sensul convenabil, O7= 
cote. Cum urma planului tangent considerat este perpendicu- 

z lară pe vertical, ur- 
ma orizontală este per- 
pendiculară pe linia de 
pământ. Deci, ducem din 
f o perpendiculară pe 
această urmă, sau o pa- 
ralelă la linia de pământ, 

care tae pe ob în o. 

Punctul de contur apa- 
rent vertical pe genera- 
toarea (bd, b'd')este (v,2”). 

Operând la fel pentru 
celelalte generatoare, a- 

vem punctele curbei de 

contur aparent pe pla- 

nul vertical de proecţie. 
Această curbă e tangentă 
la proecţia verticală a 
elicei directoare, căci a- 

ceastă curbă este trasă 
pe elicoid. Curba de con- 
tur aparent atinge şi axa 
(2, 2"), căci sunt genera- 
toare ale suprafeţei care 
se proectează după acea- 
stă dreaptă. Întrebuin- 

, țând aceeaş construcţie 
Fig. 185. pentru generatoarea pa- 

ralelă cu planul vertical de proecţie ce trece prin a”, se gă- 
seşte pe această dreaptă un punct la infinit. Această dreaptă 
este o asimptotă a curbei de contur aparent vertical. Curba de 
contur aparent este compusă dintr'o infinitate de ramuri, care 
se proectează orizontal după curba (2). 

Aplicaţie la desenul unui şurup triunghiular. Un astfel 
de şurup e născut de un triunghi iscocel (Fig. 156) ABB, al 
cărui plan este normal la un cilindru pe care este aplicată la- 
tura BB', punctele _B şi B' descriind pe cilindru o aceeaş elice 
cu pasul egal cu BB'. Fiecare din dreptele AB şi AB” descriu 
câte o suprafaţă la fel cu elicoidul descris, de unde şi numele de 
elicoid şurup triunghiular. 
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118. Elicoizii riglaţi cu plan director. Pra tangent. 
Construcţia planelor tangente dealungul unei generatoare (D,D”) 
cu ajutorul focarului !/,£”) nu se 
mai poate aplica, din cauză că 
?=—0, iar din formula o/=/ cote ș, 
ar urma of. Punctul f este 
la infinit pe perpendiculara o4 
coborâtă din o pe D (Fig. 157), 
de unde urmează că orizontala a 
planului tangent în fiecare punct or 
al lui (D,D”) se confundă cu acea- Fig. 156. 
stă dreaptă, ceea ce de altfel ştiam. 

Vom întrebuința metoda următoare. Să considerăm elicea 
descrisă de un punct (52,2) al dreptei (D,D'). Pentru a construi 

, . p» tangenta la această elice in 

    

  

  

R (72,0), să luăm un plan 
H: auxiliar orizontal, aşezat Lei tal, aşezat 
4 p me (H') sub (muz), a cărui cotă să     fie, de ex., ul unde H este 

pasul mişcărei elicoidale şi 

deci şi al elicei considerate 
(Fig. 157). 

Se ştie că, dacă însemnăm 
cu Mo, T şi m (Fig. 158) 
punctele unde un plan al 
unei secţiuni drepte tae eli- 

Fig. 157. cea în M,, tangenta în M 
la elice de unghiul & şi generatoarea cilindrului 
ce trece prin M, desfăşurând cilindrul, avem 

- Mm = arcMomntga, Mm=— Ti tga, mI=—arc Mom. 
Deci, în cazul figurei 157, insemnând cu 4 

punctul unde tangenta la elice în 7 tae planul 

  

A . H secțiunei drepte (care e planul auxiliar la cota Z ), 
avem 4% = arc Mara. 

  

Dar, unghiul la centru între razele punc- Fig. 158. telor M, şi m (Fig. 158) corespunde la un sfert din pasul H al licei. ] T__ 7 Ş 7 Ti PI elicei, ap o aşa că arcMowp = raza . > = om „g.Deci, în 
Și - T 7 . figura 157, avem mt = om, astfel, că punctul poate fi con- 

. - . TU struit pe perpendiculara pe om, luând lungimea 0.



Planul tangent în (772,22) este deci determinat de dreptele 
(D,D”) şi (m4 mr). 

Se poate simplifica această construcţie, Să considerăm un 
paraboloid de racordare al elicoidului, dealungul lui (D,D”); 
unul din planele directoare este orizontal ca acela al eli- 
coidului; să alegem pe celalt perpendicular pe (D,D'). Planul 
tangent în (mm) având ca urmă orizontală paralela prin 
£ la D [căci (D,D”) este orizontală în acest plan], vom lua in- 

tersecţia 7 a acestei paralele cu perpendiculara în 7 pe D, 

astfel că (p2m2, n2'7'0) este a doua generatoare a acestui pa- 

raboloid de racordare ce trece prin punctul (7,51) 

În punctul central (£,5') obținut ducând din o perpendi- 

culara pe D, planul tangent este perpendicular pe planul di- 

rector; tangenta perpendiculară la (D,D'”) în acest punct, se 

confundă cu verticala lui (4,4) şi deci generatoarea paraboloi- 

dului de racordare, situată în planul orizontal ales (H'), este 
dreapta fo. 

Pentru a obţine direct această dreaptă, să considerăm 

(Fig. 157) triunghiurile 2f şi op, care sunt asemenea ca 
având laturile perpendiculare; deci 

2119 mit TE 
ZI ———Z— 

mp no 2 

de unde urmează că urma orizontală a paraboloidului este dreapta 
FR 
9 

Aşadar, pentru a avea planul tangent în (7,777), se ridică 

pe D în 7 o perpendiculară care întâlneşte această urmă în 

no; ridicând acest punct în 7%, planul tangent în (72,527) este 

dat de (D,D”) şi (720, m'7n'0). 

fo, al cărei coef.cient unghiular în raport cu 2 este 

Curba de umbră. Întrebuințână 
aceeaş metodă ca la elicoizii cu 

con director, să însemnăm pe per- 

pendiculara din o pe direcţia pro- 

ecţii R (Fig. 159) a razelor lumi- 

noase, punctul g, astfel că og=— 
h cotg vb, V fiind înclinarea razelor lu- 

minoase pe orizont. Să unim pe & 
cu punctul f situat la infinit pe 
perpendiculara dusă din o la D, 

adică să ducem 'din g perpendiculara pe D. 
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Punctul 4 descrie cercul (4) de centru o, aşa că proccfia 
orizontală a curbei de umbră, locul punctelor 4, se obţine lăsând 
din punctul fix g& perpendiculara gw pe tangenta la cercul (5), 
adică este un piele al lu: Pascal. 

Tangenta în « la curba de umbră, se poate construi ob- 
servând că este aceea a podarei cercului în raport cu g. Dacă 
perpendiculara în & pe gu tae pe of în p, un este normala 
la podară. 

119. Eticoidul şurup pătrat este elicoidul cu plan direc- 
tor, unde generatoarea (:), D”) intâlneşte axa (2, 2) şi deci, în 

proecţie orizontală, trece prin punctul o. Linia de stricţiune este 
axa (2,2). - 

Pentru a construi o generatoare, luăm planul director ca 
orizontal şi să considerăm elicea directoare trasă pe cilindrul 

  

  

Fig. 160. Fig. 161. 

cu axa (2, 2) (Fig. 160). O generatoare, în proecţie orizontală, 

fiind ob, b fiind pe proecţia orizontală a cilindrului, în vertical 
trece prin b' şi e paralelă cu linia de pământ. 

Pentru planul tangent se întrebuințează aceeaş metoadă 

ca şi pentru cazul elicoidului în general cu plan director. Se 

construeşte (Fig. 161) prin 4 urma fm a paraboloidului de 

racordare cu plan director normal la (D, D”), al cărei coeficient 

unghiular este =. Se ridică în 7 o perpendiculară pe fr, care 

W
a
 

, H 
tae această urmă în 7; luând planul orizontal la cota Z sub. 

generatoare, şi ridicând punctele în proecţie verticală, planul 
tangent în (zu, 71) este dsterminat de (D, D”) şi (no, n'71'0). 

În cazut de față, om fiind confundată cu D, perpendicu- 

lara pf la cn, ca şi m/f, se confundă cu mim; deci şi mu se



DD
 

Io
 

II
 

confundă cu mu. Cuadrica osculatoare se confundă cu para- 
boloidul echilater de racordare întrebuințat mai sus. Urmează 
de aci (No. 86, 9) că indicatoarea în fiecare punct al elicoidu- 
lui şurup pătrat este o iperbolă echilateră. 

Pentru curba de umbră, să observăm că toate dreptele D 
trec prin punctul o, deci proecţia orizontală (74) a acestei curbe 

  

Fig. 162. 

(Fig. 162) de umbră se obţine lăsând din punctul fix g per- 
pendiculare pe dreptele ce trec prin o, deci este cercul descris 
pe og ca diametru. Să unim punctul 2 cu centrul 7 al cercului. 
Când dreapta D se învârteşte de unghiul vw, punctul (702, 22) 
se ridică cu /w şi raza 7 se învârteşte cu 20. Dar, putem scrie 

2=% 20, 

şi deci se vede că, pe cilindrul cu baza cercul (72), punctul 
(72, m") se ridică cu o cantitate proporţională cu unghiul cu care 
s'a învârtit proecţia sa orizontală, descrie deci pe acest cilindru 

. he , o elice cu pas redus 5» Aşa dar, curba de umbră, a unei supra- 

feţe elicoid şurup pătrat, produsă de raze paralele luminoase 
este o elice circulară cu pasul egal cu jumătatea aceluia al 
suprafeţei. 

Ca aplicaţie, să desenăm un şurup pătrat, care poate fi 
născut de un pătrat ABCD (Fig. 163), cu planul trecând prin 
axa cilindrului, care se mişcă elicoidal (se ia de obicei pasul 
egal cu latura pătratului), Laturile AB şi CD nasc câte un eli- 
coid de felul celui studiat, de unde şi numele de elicoid şurup 
pătrat,
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SUPRAFAȚA UNDEI. 

120. |. Proprietăți generale ale suprafetelor apsidale. Se 
numesc apsizii unei curbe plane, în raport cu un punct O din 
planul său, punctele acestei curbe a căror distanţă la punctul O 
să fie maximă sau minimă, cu alte cuvinte, picioarele normale- 
lor duse din punctul O la curbă. Se zic raze apsidale ale acestei 
curbe faţă de punctul O, distanţele punctului O la apsizi. De 
exemplu, razele apsidale ale unei elipse pentru centrul său sunt 
Jumătăţile axelor acestei elipse. 

Să ducem prin punctul O un plan oarecare ce tae o 
suprafaţă (S) şi să luăm pe normala în O la acest plan vectorii 
OM, egali cu razele apsidale OM ale secţiunei făcute în supra- 
fața (S) de acest plan. Locul punctelor M, este o suprafaţă ($.), 
numită suprafata apsidală a suprafeței (S) pentru punctul O. 

Fie M un punct oarecare al suprafeţei ($); să ducem, în 
planul tangent în M la această suprafaţă, dreapta MT perpen- 
diculară pe OM şi să tăem suprafaţa cu planul OMT. Secţiunea 
obținută are pe OM ca rază apsidală a'punctului O. Luând pe 
perpendiculara în O pe planul OMT, lungimea OM, egală cu 
OM, obţinem punctul M, corespunzător al suprafeţei apsidale. 

Ne propunem a găsi normala în M, la suprafaţa ($,), 
cunoscând normala în M la suprafața ($). Să proectăm figura 
pe un plan dus prin OM perpen ș, LA N 
dicular pe planul secţiunii consi- 

derate (Fig. 164). Tangenta MT în F 

M la această secţiune fiind per- Ş ă 

pendiculară pe OM, este o dreaptă ' 
perpendiculară pe planul deproec- O wm IP, 
ție. Planul tangent la suprafaţa ($) 
ce trece prin această tangentă, |, 
este deci un plan perpendicular Q T 
pe planul secţiunii, cu urma MP p 
perpendiculară pe normala MN si- P M 
tuată în planul de proecţie. Tot în a ] 
planul de proecţie este şi vectorul 
OM, dus prin O perpendicular pe planul secţiunii considerate. 
Dreapta MN este în planul OMM, care este luat ca plan al 

figurei şi tae pe OM, în F. 

Acestea fiind stabilite, să considerăm figura de formă in- 

variabilă, în spaţiu, formată de unghiul OMM, egal cu 40. 

  M, 

  

  
  

  

  
Fig. 164,
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Dacă punctul M descrie o traectorie (M) oarecare pe suprafaţa 
(S), latura OM a unghiului trece necontenit prin punctul O şi 
latura MM, naşte o suprafaţă riglată (R). Planul unghiului mobil 
are o mişcare cu un grad de libertate. Planul normal în M la 
la curba (M) trece prin normala MN a suprafeţei (S), care este 
prin urmare urma acestui plan normal pe planul mobil. Planul 
normal în O la traectoria punctului însemnat pe MO care 
coincide cu O în poziţia iniţială, este planul perpendicular pe 
planul figurei dus prin OM,, care este, prin urmare, urma 
acestui plan normal pe planul mobil. Rezultă (No. 108) că foca- 
rul planului unghiului mobil în această mişcare M', este punc- 
tul de întâlnire F al lui MN cu OM,. 

Să ducem perpendiculara FH pe MM,. Elementul de linie 
descris pe suprafaţa (R), de punctul însemnat pe latura MM, 
a unghiului OMM,, care coincide acum ca H, este normal la 
FH. Planul tangent în H la (R) care conţine acest element și 
generatoarea MM, de asemenea normala la FH, este deci per- 
pendicular pe planul figurei. 

Să considerăm acum “ligura invariabilă formată de un- 
Shiul OM,M egal cu 45% Mişcarea planului acestui unghi este 
deosebită de aceea a planului OMM,, cu toate că acese plane 
sunt aplicate unul peste altul. Dacă, în adevăr, se consideră 
figurile trase pe aceste plane (unghiul OMM, de o parte, un- 
ghiul OM,M de altă parte), ele sunt în mişcare unul în raport 
cu celalt, dar dreapta îndefinită MM,, antrenată în una Şi cea- 
laltă mişcare, nasc aceeaş suprafață (R). Să numim cu (M,) in- 
tersecţia acestei suprafeţe (R) cu suprafaţa (S,) locul lui M, şi 
să considerăm mişcarea M! a unghiului OM,M, care face ca 
punctul M, să descrie traectoria (M,). Repetând acelaş raționa- 
ment ca mai sus, se vede că urma planului normal în M, la 
(M,) pe planul mobil tae dreapta OM pe perpendiculara la 
MM, dusă prin punctul H al acestei drepte unde planul tan- 
gent este perpendicular pe planul OMM,, adică pe dreapta FH. 

Însemnând cu F, intersecţia dreptelor FH şi OM, urma 
planului normal la (M,) pe planul mobil este M,F,. Dar, a- 
ceastă dreaptă care depinde numai de MN, este independentă 
de curba (M,) descrisă de M, pe 15), cu alte cuvinte, toate 
planele normale la curbele (M,) trec prin MF... Fiind ca şi 
MN în planul triunghiului OMM,, ea întâlneşte pe MN în N. 
Mai mult, dreptele F,H. şi OM, fiind înălțimile triunghiului 
MM,F,, rezultă că dreapta MN, care trece prin punctul de în-
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tâlnire al lor, este a treia înălțime a acestui triunghi. În rezu- 
mat, normala MN a suprafata apsidală ($.) este Perpendicu- 
iara din M, pe nermala MN la suprafata ($). 

Planul tangent la ($,) este deci perpendicular pe planul 
figurei, de unde urmează că suprafața apsidală a suprafetei 
($.) în raport cu punctul O este suprafata (5). 

Să luăm acum suprafeţele polare reciproce (%) şi (2) ale 
lui ($) şi ($,) în raport cu sfera de centru O ŞI raza r. Pla- 
nele polare ale punctelor M şi M, sunt perpendiculare pe OM 
şi OM,, deci perpendiculare pe planul figurei. Ele trec prin 
punctele z şi 2, astfel că 

OM. Os=0M,. On, =», 

Or=0Orz,. 
Aceste plane ating suprafeţele (3) şi (3,) respectiv în 

punctele p şi 4, obţinute cu ajutorul perpendicularelor OP şi 
OP, coborâte din O pe planele tangente în M şi M,; avem 

On.OP= Oz.OM=r Opm.OP, = Oz,.OM,=r2. 
Dar triunghiurile OPM şi OP,M, sunt egale; deci Ou=Onu. 
Normalele uy şi nu în pu Şi i sunt perpendiculare la pla- 

nul figurei cu urmele ze ŞI Ziha; deci sunt conţinute în pla- 
nul figurei. Aşa dar, între p ŞI jt, există aceeaş relaţie ca ŞI 
între M şi M, şi deci suprafeţele (5) şi (3,) sunt apsidale una 
faţă de cealaltă. Deci, suprafefele polare reciproce, în raport 
cu 0 sfera de centrul O, a două suprafete apsidale una față 
de cealaltă, sunt de asemenea apsidale una fată de cealaltă în 
rapori cu acelaş punct. 

IL. Sagrafata undei. 10 Să presupunem că punctul O 
este centrul unei excitaţii luminoase, în interiorul unei mase 
cristaline omogenă, pentru care se cunoaşte elipsoidul de 
elasticitate (E) al centrului O. Fresnel a arătat că suprafata 
undei luminoase (O), după un Zimp oarecare, este omotetica în 
raport cu O a suprafetei opsidale a elipsoidului (E) relativ la 
Bunctul O. , 

Presupunând că suprafaţa (S) de mai sus este. elipsoidul 
(E), se pot obţine proprietăţile corespunzătoare ala suprafeţei 
undei (0). 

În particular, pentrucă polara reciprocă a elipsoidului (E) 
în raport cu o sferă concentrică este un alt elipsoid, se vede 
că polara reciprocă a unei suprafeţe a undei (O), în raport cu 
o sferă de acelaş centru, este o altă suprafață a undei, 

deci 

PD, Abramescu, — Lecţiuni de Geometrie pură Infinitezimală, 15
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Observând figura 164, se vede că planul polar al lui M, 
este planul dus prin punctul 7, perpendicular pe OM,, astfel 
că Ox,.O0M, =r:, r fiind raza sferei în raport cu care se iau 
polarele. De unde urmează următoarea definiţie (în Fizică) 
pentru suprafața undei. Pe perpendiculara ridicată în O la o sec. 
Zune plană oarecare a elipsoidului (E), se iau segmente invers 
Broporțional: 'cu jumătăţile axelor acestei secțiuni, planele Para- 
lele cu planul secțiunii, duse prin extremitățile acestor segmente, 
au ca înfăşurătoare o suprafată a undei. 

2% Pentru a găsi ecuaţia suprafeţei undei, să însemnăm 
cu abc jumătăţile acelor elipsoidului (E). Se ştie că jumătăţile 
axelor secțiunii diametrale normală la direcţia ale cărei cosi- 
nusuri directoare sunt z,6,%, sunt rădăcinile ecuaţiei în p 

aa? b2B2 4 Ci 
apt izz 0. c2— p2 

  
      + 

Vectorii p fiind luaţi pe o dreaptă dusă prin origină de 
cosinusuri directoare a,f8,y, se vede că locul extremităților a- 
cestor vectori, care este o suprafață a undei (0), are ecuaţia 

q2a2 b2 2 j cz? 

22 202 a2—p2  b2—p c2—p2 
  =—0, 

unde po=x?--y24+a?. Făcând calculele, ecuaţia revine 

(0232-F Bye cec) (at 32 + 29) a0009-F che (eta) pe 
+ c%(a2 + 0222] + q20%c2—0. 

Suprafaţa este de ordinul al patrulea, tae planul de la 
infinit după conicele situate respectiv pe conurile 

Ay? a2=U, a2x2 + b2y2 + c222=—0; 

are, deci, în planul de la infinit, patru puncte duble care sunt 
punctele comune ale acestor două conice. 

3% Se vede, din ecuaţia suprafeţei, că secţiunile principale 
prin planele de coordonate care sunt de simetrie pentru supra- 
fața undei şi pentru elipsoidul (E), se descompun într'o elipsă 
ŞI un cerc. Aceasta se poate vedea geometric în modul urmă- 
tor. Să considerăm secţiunile diametrale ale elipsoidului trecând 
prin una din axele principale, OB, de ex. (Fig. 165). Distanţele 
apsidale sunt, în această secţiune, jumătatea axei OB şio rază 
a elipsei principale AC, pe care o facem să se învârtească de 
un unghi drept chiar în planul elipsei. Extremităţile vectorilor 
normali la planul acestei secţiuni diametrale (când aceasta se
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"'nvârteşte în jurul lui OB) sunt, deci, în planul elipsei AC, 
un cerc de centru O şi de rază OB şi o elipsă ale cărei semi- 

axe sunt OC, = OC după OA, şi OA; — OA dealungul lui OC. 
Deci, dacă se duc vectori egali cu fiecare din semiaxele 

elipsoidului pe cele două axe care îi sunt perpendiculare, notând 

cu indicii 1,2, 3 punctele însem- Aa 

nate respectiv pe OA, OB, OC, se 
obţine pentru suprafaţa undei ur- 

mătoarele tei secţiuni principale, 

în planul OAB, cercul C.C;, elipsa 

A+B.; în planul OBC, cercul A;Az, 

elipsa B:C;; în planul OCA, cer- 

cul B;B,, elipsa C„As. În fiecare 

din aceste grupe, cercul şi conica 

se tae în patru puncte, care sunt Ap 

reale numai în planul OAC, dacă 
se presupune a>b>c. Fig. 165. 

Aceste sunt puncte duble pentru suprafaţă, care împreună 

cu cele deja obţinute în planul de la infinit, avem în total 16 
puncte duble pentru suprafaţă, numărul maxim pe care il poate 
avea o suprafață de ordinul al patrulea. Suprafaţa undei este 

deci un caz particular al suprafeţei lui Kzzmer, care este supra- 

faţa de ordinul al patrulea cea mai generală cu 16 puncte duble. 

În aceste puncte duble, tangentele la suprafaţă în loc de a. fi 
în acelaş plan, formează un con de ordinul al doilea. 

De oarece polara reciprocă a suprafeţei undei este o altă 
suprafaţă a undei, care are, din cele ce preced, 16 puncte duble, 
urmează că suprafaţa dată posedă ea însăşi 16 plane tangente 

duble, atingând-o fiecare după o conică, corelativă conului tan- 

gentelor. corespunzător. 

40 Conul tangentelor într'un punct dublu. Să presupunem 

că punctul M (Fig. 164) descrie o secţiune circulară diametrală 

(C) a nlipsoidului (E). Fiecare din punctele sale fiind o apsidă 
pe curba (C), dau acelaş punct M, al suprafeţei undei (0). Dar, 
fiecăruia din aceste puncte M corespunde o normală M,N par- 

ticulară care este perpendiculara coborâtă din M, pe MN. Locul 
tangentelor în M, este conul suplimentar al celui născut de 
normala MN. Deci, când punctul M parcurge cercul (C), nor- 

mala MN rămâne perpendiculară pe generatoarele cilindrului 
circumscris lui (E) dealungul lui (C). Deci, paralela OI la MN, 

care tae M,N în I, rămâne în acelaş plan dus prin O perpen- 
1% 
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dicular pe direcţia acestor generatoare şi locul punctului 1 este 
cercul de intersecţie al acestui plan cu sfera descrisă pe OM, 
ca diametru. Locul normalelor M,N în M, este deci conul cu 
vârful M, având acest cerc ca bază, conu! fiind de ordinul al 
doilea, al cărui con suplimentar, care este locul tangentelor în 
M, este tot de ordinul al doilea. Să observăm că proecțiile P, 
ale punctului O pe planele tangente în M, descriu cercul sime- 
tric al celui parcurs de I, în raport cu centrul sferei descrise 
pe OM.. 

50 Conica de contact a unui Plan tangent dublu (1). Să 
presupunem că punctul care descrie o sacţiune circulară dia- 
metrală Y a elipsoidului polar reciproc al celui dat, este punc- 
tului w. Se vede că punctul p, este fix şi deci şi planul tan- 
gent în fiecare din punctele corespunzătoare M,, plan care 
este polarul punctului pu în raport cu sfera de centru O ŞI 
raza r. Cum avem OM,. Os, =7%, locul lui M,, inversul 
cercului în raport cu sfera considerată, este un cerc. Deci, 
fiecare Plan tangent dublu al suprafetei o atinge după un cerc. 

Chestiunea de examen de Geoimetrie Superioară, la Facultatea 
de Şhinte din Paris, Iulie 1g2g. 

Se dau trei axe perpendiculare, origina O fiind centrul foii, 
axa Oy coincide cu linia de pământ şi este îndreptată după axa 
mică a foii. Unitatea de lungime este centimetru. O suprafată 
sfrâmbă (£) are ca directoare: 10 dreapta x—y—4, 2=—6; 90 
dreapla x+y=—4, 2=—2,; 30 cercul orizontal de rază 2 cu ceu- 
Zrul în punctul x=—4, y=—0, 24. Să se represinte proectiile 
părti suprafeței (£) presupusă opacă, care este situată dede- 
subtul planului perpendicular pe vertical 2=y44. Să se fi- 
gureze proecțiile linii de stricțiune a suprafetei. Pentru fie- 
care din aceste curbe trase, să se indice constructia uniti punct 
curent şi aceea a tangentei în acel punc; să se indice Punctele 
şi dreptel: remarcabile. 

Construcţia generatoarei. Fie (D,D'), (AA) directoarele 
linii drepte şi cercul cu centrul (0,0%) (Fig. 166). Să însemnăm 
cu (afc,a'b'c') o generatoare a suprafaţei; a' este mijlocul lui 
b'c', deci a este mijlocul lui de. Cum unghiul foc este drept, 
be =—2.0a=—4cm. Construcţia generatoarei revine deci a duce 
  (1) Proprietăţile puncte;or duble şi planelor tangente ale suprafeţei undei intervin 
în explicarea fenomenelor de optică cuncscute sub numele de refrac[ie conică şi refracție 
“cilindrică,
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prin fiecare punct a al cercului o o dreaptă cu mijlocul în a, 
care se construeşte descriind din a ca centru un cerc cu raza 
oa = 2, care tae dreptele oD şi oA în b şi c; generatoarea are 
proecţia orizontală &c şi cea verticală b'c'. 

Distanţa dintre (5,b”) şi (cc) se află ducând în b o per- 
pendiculară bu pe bc egală cu diferența cotelor punctelor &' 

şi c', egală cu 4; se vede că distanţa în spaţiu între (0,6) şi 
  (cc) este uc=—y4?4+-42— 42 — const. Deci, lungimea generatoa- 

rei cuprinsă între directoarele (D,D”) şi (A,A') este constantă. 

Con director. Unghiul dreptei (bc, 6'c”) cu planul orizontal 

se obţine ducând în & perpendiculara bu, pe bc egală cu dife- 

renţa cotelor punctelor &, c' şi unghiul cu planul orizontal este 
aicb = 450. 

Deci, paraleleie din (o, o”) la aceste drepte formează un 

con director de rotaţie cu axa venticală, cu unghiul dela vârf 
de 906. 

Planul tangent întrun punct se obţine considerând pa- 

raboloidul de recordare al normalelor, în (5, 5), (c,c”) (No. 70 
V). Se vede că normalele PD 
în & şi c la curbele direc- 

toare sunt perpendicularele 

în & şicpe D şi în ori- 
zontal, care se tae în 7. U- 

nind punctul 2 cu un punct 

m al dreptei be, m este 

proecția orizontală a nor- 
malei la suprafaţă în (o, 71), 3 
Urma planului tangent este 
perpendiculara din urma 
orizontală / a dreptei (bc, 
b'c) pe îm. 

Conturul aparent orizon- 

al este format de locul 

punctelor de contact ale 

planelor tangente la supra- 

faţă, perpendiculare pe pla- 
nul orizontal. Întrebuinţând 

procedeul delaNo. 70, V, 

se vede că locul proecţii- Fig. 166. 
lor acestor puncte este curba descrisă de piciorul perpendicu- 

larei d din i pe bc. Aceasta se poate vedea şi altfel. În ade- 
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văr, proecţia conturului aparent orizontal este înfăşurătoarea 
proecţiilor orizontale fc a generatoarei. Dar bc are o lungime 
constantă şi egală cu 2.0a——4. Deci, avem: o dreaptă de mărime 
constantă dc, ce se sprijină pe două drepte perpendiculare oD 
şi oÂ, centrul instantaneu de rotaţie al figurei invariabile &c, 
este punctul ; de intersecţie al normalelor la curbele oD ŞI oA 
descrise de c şi b; punctul de contact al lui de cu înfăşurătoarea 
sa este piciorul d al perpendicularei din 7 pe &c, 

Deci, proecţia conturului aparent orizontal este înfăşură- 
toarea dreptelor de lungime constantă ce se sprijină pe două 
drepte perpendiculare, adică o ipociclidă cu patru puncte de 
întoarcere. 

Linia de stricțiune. Suprafaţa fiind cu con director de ro- 
taţie vertical, linia de stricţiune este conturul aparent orizontal. 

Conturul aparent vertical este locul punctelor de contact 
a planelor tangente perpendiculare pe vertical. Deci, acest plan 
tangent este planul proectant vertical al generatoarei; urma 
orizontală este perpendiculară pe linia de pământ. Deci, între- 
buinţând metoda de la No. 70, V, urmează că trebue a duce- 
prin î o perpendiculară pe urma acestui plan, sau o paralelă la 
linia de pământ, care tae proecţia orizontală a generatoare! în 
e. Punctul (ee) este punctul de contur aparent vertical; locul 
punctelor e' este proecţia verticală a curbei de contur aparent 
vertical, etc.
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bertate. Complexul normalelor. Complexul tangentelor și ca- 

racteristicilor, Aplicaţie. . . „199-206 

Mişcarea continuă cu două rade de liber fate. lelaţiu- 
nea dintre normalele ia suprafețele traectorii. Axe instantanee 
conjugate de rotaţie. Suprafeţele focale ale. unei congruenţe. 
Cazul singular al mişcării cu două grade de libertate . . . 207—211 

Aplicaţii, 

Ehicoizii riglați. Definiţii. Elicoidul riglat cu con direc: 
tor. Elicoidul şurup triunghiular. Elicoizii riglați cu plan di- 

rector. Elicoidul şurup pătrat ....... aaa 911—922 

Suprafata undei. pane 989998 

Chestiunea de examen de Geometrie cufe ioară, ln fa- 
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