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MATEMATICI ELEMENTARE.



PREFATA,

O mare greutate, pe care o tntdmping studenfit dela Matematici —
mai ales cei dela Universitifile din Cluj si Cerndufi — pentru pregitirea
examenelor, e lipsa de cirfi de Matematics superioare tn limba romdnd.

- Pentru a tldturd aceastd dificultate, Ministerul Instrucfiunii a
tntrodus in budgel un fond anual pentru publicarea manualelor didactice
universitare. : ' :

Cartea de fafi e publicatd din acest fond §i e menitd sd serveased.
de bazd pentru tnvdfdmantul Matematicilor pure §i aplicate la Facultatea
de Stinfe, la Scoala Politehnicd, la Academiile de Comerf §i de Agri-
culturd §i la toate scolile tehnice superioare. ‘ o

Constatind ci o parte” din Matematici se tnvafd in licew la o
vrdstd, eand mintea copilului nu poate prinde toate subtilitdfile rafiona-
mentelor ce 1 se fac, am crezut cd e absolut necesar s se facd la Univer-
sitate o revedere gencrali o Matematicilor elementare, tnainte de a se intri
in studiul aprofundat al diferitelor ramuri din Matematicile superioare.

De aceea acest Curs pE MATEMATICI GENERALE e tmpdrfit in doud :

Volumul I, MatEmaTICI ELEMENTARE, cuprinde: Caleulul numeric,
caleubd algebrie, reprezentarea graficd, caleulele cu logaritmi, trigono-
metria si operafiile cu numere apropiate.

Volumul II, MATEMATICI SUPERIOARE, va cuprinde elemente din:
Algebra superioard, Geometria analitici in plan i in spafiv, caleul di-
ferenfial, caleul inlegral i ccuafis diferentiale. ~

In partea intdi sunt Conferinfele de Matematics elementare, pe care
le fac la Academia de Comert §5, n semestrul intdi, la Facultatea de
Stunte din Clyj.

Partea a doua e cursul de Matematici generale, pe care — sub
formd redusd — l-am ficut la Institutul Electro-tehnic dela Unaversitatea
din Iasi §i din care — de gease ani — fac o parte, in semestrul al
doilea, la Facultatea de Stiinfe din Cluj. :

E evident cd pentru fiecare scoald speciald, cu caracter practic,
profesorul va alege din acest curs numai pdrfile; pe care le va crede
necesare invdfdmantului special din acea scoald,
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Cartea va putetr fi consultati s de profesorit de Matematici dela
scolile secundare, preciim $i de ingineri, arhitecfi, fizicieni, chimisti, agro-
nomi, ofiferi de arme speciale §1 in general de orice persoand, pe care o
poale interesi un curs de Matematici Generale, care ncepe cu operafiile
cele mai elementare din Aritmelicd $1 se termind eu mofiuni asupra ope-
rafiilor superioare din Caleulul diferenfial §i integral.

Terminologia romdneased ¢ tntrodusd conform Vocabularului Mate-
matic publicat in biblioteca Gazetei Matematice din Bucuresti.

Acest curs, tiparit cu multe sacrificii atat din partea lipografie:
»Ardealul® et si din partea autorului, apare numai cu scopild de a se
da studenfimii o carte romineased de Matematici Generale.

Tin sd exprim ack mulfumirile mele Senatului Universitar din Clyj,
care a aprobat ca acest curs sd fie imprimat n editura Universitdt din
Cluj; d-lui Inginer R, Ostrogovich, care a desemnat figurile intercalate
i text gi Institutului de Arte Grafice ,Ardealul®, care a primit s@ ti-
pdreascd civ mari greutdfi lehnice — tn condifiile cele mai teftine si cele
mai bune — o carte de Matematici Superioare.

Observdrile, pe care vor binevoi si mj le transmitd cititorii acestui
curs, vor fi primite cu mulfumive si vor servy la tmbundlifirea edifiilor
vittoare, - :

Cluj, 7 Noembre 1995,

G. Bratu,
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'MATEMATICI GENERALE.

INTRO l)UCERE. ’

NUMERELE,

L. Numiere intregi. Existonfa cblec[iunilor de mai multe obiccte
asenimiloare a niiscut in mintea omului notiunile de unitate si de iwmdir
intreg, iar din necesitatea comparirii -colectiunilor intre ele a rezultat
operatia de wundraie si diferitele sisteme de numerafie. ]

Ficcare numdr trebue si aibd wn e pentrw vorbive i wi semn
pentra seriere. De aci: wunerafia vorbitd si wwmerafia serisd.

Pentru a spune (sau scric) toate numerele, de care avem nevoe, cu c¢at mai
pufine vorbe (sau semne) distincte, s'au Introdus, pe langd unititile simple (de
ordinul intai), unitifi de ordin superior (de ordinul al doilea, al treilea, ete,) cu
conventia urmitoarc: n wnitdti de we ordin oarccare formeazi o wnitate de ordin
tmediat superior, " '

* Numirul u se numeste baze sistemului de numeratic. .

Sistemul generalizat prin uz are baza zcee §i se numeste sistemul zecimal. Pentru -

a scric toate numerele In acest sistem, avem nevoe numai de zece semne sau cifre:

0,1,2,8,4,5,6,7,8,9.

Ordinul unitdfilor se arati prin locul pe carel ocupi cifra In numir, Cind nu
avem nici o unitate de un ordin oarecare, punem la locul corespunzitor cifra 0,

2. Notafii. Cand vrem si seriem un numitr, fird si-i precizim
valoarea, il putern reprezenta printr’o literd. Astfel a reprezintil wn numdr.
presupus cunoscut, dar oricare; b reprezinti un alf numir.

Uncori mai multe numere diferite se scriu prin litere cu indici :
a1, a2, bm, by (@ unu, a doi, b cm, b en); alteori prin litere cu accente:

M. G 1



chiceorc A prim, ¢ secund, ¢ lert) sau prin litere grecesti simple, cu
indici sau cu aceente: G By Yy A, Ay, A, e, & (1)

"3, Sivul numerelor intregi. Dacii scriem toate numerele fintregi
unele dupd altele : :

(N) i ] T

astfel ca fiecare numir din acest sir sii se capete adiugand numai o
unitate pe langs unititile numiralyi precedent, zicem ci am format
sirul natural al numerelor intregi sau sirul N,

. Operatia cea .mai elementari in Matematici este trecerca dela un
numir din acest sir la numgrul consecutiv (imediat urmiitor). Aceasti
operatie se scrie cu simbolul 4 1 (plus unu). Astfel n-+1 insemneazi
numdrul din sirul N, care vine imediat dupi 7.

Numiirul % se zice al 2-lea din sir sau de rang n.

4. Compararea numerelor., Ficcare numir reprezintd o colecfiune
de unititi. Doud numere ¢ si b se zie egale, eand colectiunile, pe care
Ie reprezinti, au acelag rnwmdr de unitiifi (2); in acest caz seriem

a=b (a egal cu b).

In cazul contrariu numerele se zic neegale si scriem
a=b (a diferit de ).

Dacit @ contine mai pufine unitifi- decat &, zicem e A_

2<b (e mai mic decat b)
sau
b>a" (b mai mare decat a).

I<2<8< .. <n<auql< ...,

Avem

de aceea sirul N se zice ordonat in mod erescitor, Din contra sirul
% al N o S 812

este ordonat in mod descresedtor.
- A nwmdra insermneazii a spune  sirul numerelor intregi in ordine
cresciitoare,

"

(1) Vezi TABLELE dela sfarsitul volumuluj,

(2) Adieil daci Ia ficcare unitate din colecfiunca sntaia coresinmde cife o unitate din coleefiunca
a doua si reciproc.
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* OBservare. In sirul N nu existi niciun numir mai mare deciit
toate. In adeviir, oricat de mare ar fi un numir 7, numdrul 241 este
mai mare decit n. De aceea zicem cit girul numerelor intregi creste la
nfinit.

Pentru infinit se intrebuinteazi semnul co si sirul numerelor intregi
se poate scrie: '

{(N) B2 Gt L R o

Cand nu avem nicio unitate, convenim si zicem ei avem 0 (zero) unititi,
Prin generalizare considerim si pe 0 ca un numir il asezdm in sir la stanga lui 1.
Sirul astfel complectat:

{I) Wp 356 Aot o 860 1 Faible o6 o5

pdstreazii proprietdfile sirului & §i pentru 0, fiindei avem 0+1=1, 0<n si
#>0, oricare ar fi # din sirul T, .

5. Corespondenta dintre numere §i puncte. Pe o dreaptii D, in-
cepind dela un punct O, sii insemnim nigte diviziuni la distan{e egale.
In dreptul punctului O si punem numirul O (zero) si in dreptul ficeiirei
din diviziunile urmitoare si scriem succesiv numerele sirului N (fig. 1).

-
-

ITE ST 15 )
T -=5r

Fig. 1.

(@F Yo

Cum dreapta estc infiniti, se poate scric astfel pe ca foate nu-
merele intregi. L fiecare numédr din sirul I corespunde un punet de
diviziune pe dreapta D si reciproc. Dacit la, numiirul 2 corespunde punetul
P, putem zice punetul » in loc de punctul P. .

Punctul O este origina diviziunilor. Segmentul OU este wunitalea.
Fiinded dela O pand la P avem » unitiiti, zicem ca segmentul OP are
lungimea x. : -

6. Egalitate si neegalitate. Daci o §i b reprezinti doudt numere,
a==b esle o egalitate; a<<b sau a>D este o neegalitate. Numiirul
seris la stinga semnului = (sau < , sau >) se-numeste membrul intdi
al egalitdfii (sau al ntegalitiii); numiral scris la dreapta se numeste
membrul al doilea. '

- Douit neegalitifi sunt de acelag sens, cand au aceleasi semne de
neegalitate :

a>b,c>d  sau ald,c<d

1°



IvinObULGERE.

\
~ Douit neegalitiifi sunt. de seis contrariu, cand au semnele de ne-
cgahmte dlfemtc- :
a>b, ¢ < d.

Dacit 0.este mai mare decat «, numirul b este asezat la dreapta numarulm a
in sirul 7 si punctul b este agezat L1 dreapta punctulul a in ﬁ"um 1 si reciproe.

Din dcﬁmlm egalitafii i neegalitdii a doud numere [4] rezulty

urnmto.uck, axiome (1)
e 10, Avem intotdeauna ¢ = ¢.

4 2. Din - a=b rezulli: b=a;

3% Din a=0b,b=c rezulti w=c¢.

4. Din <<l rezulti b>a . si reciproc.

20 Din a=b, b<ec rezulti a<e -

6° Din a<b, b<e rezulti a<e

70. Din a=d, b>c¢ rezulti a>ec.
. 8% Din. a>b,‘b>c rezult:‘i a>e. .

iy, | “ﬁSll . Cautared deosebmlor dmtre ObICCtO ne-a dus la notiunile
de formd si: de ‘mdrime -ca : lungime, supmfatll volum, greutate, capac;-
tate, unghiu, temperaturd, presiune, ete.
Compararea mitrimilor se face- prin wmdsurare. -
© A mdswrt. o mirime M, insemneazii a ciuta de cite ori o alta
mirime m, de acelas fel, se cupxmde in M.
Astfel, pentru a misura o lungime L, se in o alti Jungime I ca
wnitate de mdswrd@ (metrul, cotul, yardul, ,..) si daci lungimea I se
cuprinde de. % -ori *in L, se zice eil numirul » este mdsura lungimei L

cu .l]ulmul unltfl(n L

OBSERVARE, Numérul (cmmlta din numirarea obiee (elor unci accleasi cole(,tlum

¢ intotdeauna acelag; in acest caz unitatea e naturald.
Numirul' ce rezultii din misurarea unei mirimi depinde de wnitatea de mdsard

dleasd; in acest caz unitaten ¢ convenfionald.

8. Numere fractionare. In general o unitate de misurd I nu intri
‘de-un nunie exact de ori intr'o lungime L.

Sit presupunem ¢it L—-AB (fig.2) si e umtdtea de misurd  se
cuprinde de #» ori dela A pand ]ﬂ C, dar mai rdmine o porfiunc CB
mai micit decit { Avem deei: '

de notil < AB < de n--1 ot L

S (1) Adeviiruri evidente firk demonstraye,
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In acest caz, pentru a misura si lingimea rimasi CB, impirtim
unitatea ¢ intr'un numir oarecare de piirti egale si luiim una din aceste
pitrfi ea unitate de misurit. Accasli noui unitate aleasid se numeste
unitate fracfionard. Vechea wunitate I este unilatea infreaga.

, Un numiir de unititi fractionare formeazi un swondr fracfionar sau
o fractic. Avem fractii ordinare’ si fractii zecimale.

R S 3 F Mg
De exemplu, daci impdrtim wnitatea 7 in 5 pirli egale, una din aceste pitvii
este o cineime. Dacit cincimea intrid in CB de 3 ori, zicem cii misupa lui CB este 3

1
) ‘) - o
<cineimd. Cineimea este o unitate fractionar; numirul 3 cineimi sau % oste o fracfie
. I . .

ordinard.
| L ' [ il i 3
A C B
: / :
T
Fix. 2, -

S oA o ke X
In general o fracfie ordinard 7 St scrie cu douil, numere intregi @

§i b, care se numesc._termenii fractiei; b aratd in cite pirli cgale s'a
~imipirit unitatea intreagit; « arald cate din acesle pirfi sunt in fracfic.

a este nwndrdtorul, iar b numitorul fractiei.

. - 5 . T 2 =y
In acest caz unitatea fraclionarit este 7§t avem prin definifie

a .1

T =.d0 a (‘)“_b— o
9. Numere zecimale. Cand se ia ca unitale fractionarii a zécca,
a.suta, a miia, ..., parte din unilatea intreagdt, numdirul [ractionar,
care rezullid din misware, sc¢ numeste ndr fracfionar zecimal sau
fracfie zecimald. Numercle zecimale se formeazi si se seriu dupﬁ,a'cé_c_a.ﬁ'
regulid ca si numercle intregi, cu singura deosebire cd, numirul zecimal
arc doudt pirli: partea intreagd formati din unitigi intregi si pa)jteaf
zeeimald formatd din unitii fractionare zecimale. Aceste doud piirti se
scriv una lingd alta si se despart printr’o virguld (virgula zecimald),

L]

Unitﬁtileﬁn[}'cgi de diferite ordine (dela virgula zecimald spre slinga)  sunt:

unimi, zeci, sute, mii, zeci de mii, sute de mii, milioane, ete. 1

Unitatile zectmale de diferite ordine (dela virgula zecimali spre dreapta) sunt:
zecimi, sutimi, miimi, zecimi de miimi, sutimi de miimi, milionimi, ete,

Pentru misurare se inlrebuinfeazi de obiceiu unitiiti- fracfionare

zecimale. Astfel, in sistemul metrie, multiplii st submultiplii metrului;
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litrului, gramului, se formeazi dupd acceas lege ca si unitifile de diferite
ordine din sistemul zecimal. :

De aceea, dacit o lungime miisuratd cu metrul ne di: 6 m 3 m 7 dm si 5 em,
acest numir se poate scric imediat — cu aceleasi cifre — sub formd de numir zeci-
mal: 603,75 n. De asemenea se poate serie ugor mdsura acestet lungimi, cand luim.
ca unitate de misurd un multiple sau un submultiplu al metrului: e de ajuns si
punem virgula zeeimald la dreapta cifrei care reprezinti noul fel de unititi.

De exemplu: 603,75 m. == 6, 0375 L. = 603750 mum.

Acesta ¢ unul dintre marile avantagii practice ale sistemului metric.

Totusi, pentria suprafefe unitiifile de misurd crescand din suld in sutd, {rebue
s Juim, dela virgula zecimali spre stinga sau spre dreapta, cate 2 cifré pentru fie-
care multiplu si submultiplu de metru patrat. Pentru zolime, unitidtile crescand -din
mic in mie, trebue si Juim cite 8 cifre pentru ficcare multiplu i submultiplu de
melru cub. De exemplu: :

603,75 mp = 6,0375 damp = 60375 dmp;
603,75 me = 0,60376 daine = 603750 dme.

-

Toate numerele intregi si fractionare, ordinare i zecimale, se nu-
mesc numere rafionale. :

10. Numere complexe aritmetice. La Engleji unitatea de miisuri
peniru lungimi € yardul (y) si are ca submultipli:. piciorul (p) si dege-
tul (d)

ly=3p, 1p=124d.

Dacit dintr’o misurare am gisit 5 yarzi, 2 picioare si 8 degete, vom
seric. 5y 2p 8d; 5y este parted intreagk, 2 p 8d este partea fractio-
nard. Numdrul insi nu este niei intreg, nici {ractionar ordinar, nici zeci-
mal. Un astfel de numir se numeste. nwmdr complez: aritmetic.

Si la noi in sistemul vechi (cu unititile de misurdi romanesti:
stanjenul, falcea, ocaua, ...) rezultatele misuririlor trebiliau serise cu
numere complexe. Chiar i azi anumite mirimi, ca unghiurile, arcurile
- gi timpul, se mai exprimi tot cu astfel de numere complicate, care in-
greuic mult caleulele in mod inutil.

Astfel, unghiurile si arcurile se misoari in grade ( 0), minute ("}
5t secunde (7): 19=60", 1'=60". Timpul sc misoari in ani (o), luni
(1), zile (z), ore (%), minute (m) sisecunde (s): 12=24h, 1h=00m,
1m=060s.

-OBSERVARE. Cand ni se dif un numiir (de ex. 14) fird sd ni se arete felul unild-
filor din care e format,- zicem ei numiirul ¢ abstract.

Cand ni se spune_si felul unitifilor (de ex. 14 metri)- ziecem ¢d numirul e
concrel. g :
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11. Numere irafionale. Sunt cazuri cind o mirime nu cuprinde
- de un numir exact de ori nici unitatea de misurii intreagd si nici vreo
unitate fractionari a acesteia, ori.cit de micd ar fi aceastdé unitate
fractionard. :

De exemplu, se demonstreazi in Geometrie cl, dacd misurim
lungimea unui cere cu diametrul Iui, nici zecimea, nici sutimea si nicio
unitate fracfionard oricit de mieit din diametru, nu intri de un numir
exact de ori in lungimea ccreului. De aceea aceste douil lungimi ( cercul
§i diametrul lui) se zic incomensurabile intre cle.

Astfel -gisim prin mésuriri succesive :
lungimea cercului = 3 diametri - un rest
== 31 zecimi din diametru -+ un rest rp
, == 314 sutimi din diamelru -~ un rest ry ‘

§i asd mai departe, unde r; < 1 (diametru), r, < 1 zecime, 3 << 1 sutime, ete,

In acest caz zicem c¢3% numerele 3 » 3,1, 8,14, ... reprezinti respectiv mi-
sura lungimii cercului cu aproximafic mai mici decat 1 unitate, 1 zecime, 1 sutime, . . .

Cu cit facem misurarea cu mai mare preciziune, adici cu unitili fracfionare
mai mici, cu atit obtinem ca misuri un numir zecimal ew mai multe cifre zecimale.
In practici, evident ci imperfecfiunca instrumentelor de misuri i limita perceperii
simfurilor noastre, nu ne permit si determinim aceasti misurd, decit cu un numir
finit de cifre zecimale, In feorie insd, se demonstreazi ci aceastd operafic se poate
contizud la infinit.

; Numirul, care ar reprezenti exact misura lungimii cercului cu
ajutorul diametrului lui, ar trebui sd fie exprimat printr'un numir zeci-
mal cu o infinitate de cifre zecimale. Un astfel de numir se ‘numeste
irafional si se inseamni, (de obicei, printr'o literS sau printr'un semn
conventional.

Astfel se scrie :

lungithea cercului = = X lungimea diametridui,

sau ‘ C==# XD,
unde numirul irafional ;

7 = 3,14159265358979323846 . ; .
se ia In practici numai cu cteva cifre zecimale,

Toate numerele rationale sl irationale se numese numere reale.

12. Operatiile fundamentale. Toate calculele elementare se reduc

la 7 operatii fundamentale, care se impart in douit grupe: operafii directe

_ §1 operafii inverse. ‘ y = B :

Operatiile directe sunt : adunarea, inmulfirea si ridicarea la putere.

Ele se mai numese si operafii directe de treapta ntdia, a doua si
a treia respectiv.
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IS : INTRODUCERE.
Fiecare operafie dec o treapti nu e decit un caz particular al
1 p
operafiei de treapta prcccdentﬁ. I

In -forma cca mai simpld a unei operafii directe, ni se dau doud numere a st
b si se cere si formim din cle un al treilea numir ¢. In operafia inversi corespun-

: Lﬁtoarc, ni se dau numirul ¢ si unul din numerele a sau b si se cere sl aflim Te

cclilalt (b sau a). Totusi avem numai patru opcram fundamentale inv erse.

Operatule inverse sunt: sedderca (operatle de treapta inlaia), dm-
pdrfirea (operatie de treapta a doua), extragerea raddcinei si aflarea-
Jogarztmulm (operatu de treapta a trexa)

13. Generalizarea numerclor. Fiecare operatie inversi introduce
in calcule numere noi. Astfel sciiderea  introduce numerecle negative,
Impdrfirca introduce numerele ﬁac/zonarc extragerca riiddeinei si aflarea
logaritmului introduc numerele zrafzonale si tmaginare.
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OPERATIILE DE TREAPTA INTAIA.

S el = AT

14, Adunarea cste operafia prin care din mai-multe numere a, b, ¢,
se formeazi un singur nuniir s, care confine toate uniti{ile numerclor
date; semnul adunitrii este 4 (plus); s se numeste swma numerclor @
b, ¢ si se scrie -

)

a+ib—{-c='s. ‘

Numerele «, b, ¢ sunt fermenii sumei; expresia @ 1-b 4 ¢ este suma
neefectuatd; s_este suma efectuatd.

Calcularca sumei m4-1 se reduce la operafia clementard m -1
[3]. Calcularea sumei m -+ se reduce la n operafii elementare sue-
cesive, adici la a ciutd in sirul numerelor

(I) 3 031,273;;'-v7"77l+.11"'

care este al n-lea numir dela dreapta lui m. Avem dar

(1)~ ma-n > m.
Primele » numere din sirul I mai mari decat m sunt:

m--1,m42, m-3, ..., m-{—n

Suma a mai multor numere m-{- 2 -H)-{-q se capilld adunind pe
m cu 7, apoi pe mn cu ]) apoi pe m-4-n-}p cu q, ceeace se
aratd in seris astfel: s i B AR : - W

mtntptg = [(mtn)+pl+1.



L. — OPERATIILE DE TREAPTA INTAIA,

15. Legile adunirii. Din definitia adunirii rezulti urmitoarele legi:

10. Adunarca este o operafie intotdeauna posibild si wunivoed (1)
in girul numerelor intregi. - :

20, Adunarea e comutativg:

(2) at+b=b4a, 3-+5=5+3.

Adicii: intr’o sumi necfectuatii se poate schimbi ordinea termenilor,
fdri ca suma efectuati si se sehimbe.
30. Adunarea e asociativd:

(3) at+bte=(a4bd)te=af(btec),
' 2+4+8+5=10+5=2413."

- Adicii: intr'o sumi neefectuati se pot tnlocwi doi-saw mas nadfs
termeni prin suma lor efectuatd, firi ca prin aceasta suma totali efec-
tuatdi si se schimbe. -

49. Din legea 20 i neegalitatea (1) rezulti ci

alb>a si at+b>10.

Adicd: o sumi de numere din sirul I este mai mare decit fiecare
din termenii ei. : :
Invers, daci a>b, b ¢ o parte a lui a si putem secrie

a==04|n.
- 89, Dacit @, b, ¢, d sunt numere din sirul I, ob{inem prin adunare =

din a=10 din- a>10 din a>0
G=h ° c=d , ce>d
ate=0b4d at-c>b--d ate>b4-d

16. Adunarea sumelor. Suma a doui sau mai multe sume ne-
efectuate este egali cu o singurii sumil neefectuatii, care are ca termeni
tofi termenii sumelor date. Adicii:

(a+btc)+(dte)+ (f+g) =a+btetdtetftg.

Aceastdi operafie rezultd din legea 3%, Sumele din meinbrul intii
- Sé numesc sume parfiale; suma_ din membrul al doilea e suma totala.

" (3) Cu rezultat unic.
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Reciproc: suma totali a mai multor. numere s¢ poate consndem
c¢a suma a doul sau mai multe sume parfiale. .

17. Rezultanti. Suma a+b+c. se poate caleuld usor pe o dreapti
divizati [ 5. Dacd dela O pani la P (fig. 3) avem « diviziuni, dela P la Q
b diviziuni, dela Q la R ¢ diviziuni, dela O pani la R avem a-}-b04-¢
diviziuni. Suma s=a--b ¢ cste numiirul, care corespunde punctului R.

a : b & :

0 P Q R

- a+b+c —i
Fig. 3.

Segmgntul OR se numeste rezultanta segmentelor OP, PQ, QR.
Insemnind cu OP numirul, care reprezinti mdsure segmentului OP,
vom scrie

(4) OP +PQ+QR=0R.

1S. Semhul ¥. Dacdi a;, a4z, a3, ... ,a, reprezintit 2 numere dife-
rite, vom zice ci unul din aceste numere e de forma a,, unde r poate:
fi oricare dintre numerele 1, 2, ..., n.

In acest caz, suma acestor numere

m+@+%+.“+% 0

se poate scrie pe scurt cu simbolul
n

| (5) 2 ar sau Z'a, (r=1,2,...,a)

==l

care se citeste sumd de ar dela r=1 la r—=n sau pentru r=1,2,..., n.

I, — SCADEREA.”

19. Secitderea este operafia prin care putem scoate dintr’un numiir-
a atatea unitdti cite sunt int’un alt numdir b.
Cand sciiderea e posibild, numirul « se descompune in doui paru 3
10. unititile scoase (b),
20, unitditile riimase (¢) -
si trebuie si avem bfc=a.
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De aceea se mai zice ci: a seddeit pe b din @ insemneazé a gasi
un numdr ¢, care adunat cu b sd ne dea pe . Sciderea este operatia
inversit adundirii. Semnul sciiderii este — (minus) si se scrie

(6) ¢e—b=c¢ daci = bhfec=a. i

Expresia a—0-se numeste diferentd neefectuatd; "« este desedzu-
tul, b scdzdtorul, ¢ restul sau diferenfa efectuatd.
Din definifia sciiderii rezulti e, dacii @ — b=c¢, avem si « —¢==},

Dacd insémnim cu z numirul care se cuuld (necunoscut), urmitoarele doud
cazuri se prezintd ca probleme inverse ale adunirii:.

1, r4-b=a
sau 'ca;e v'e numirul, la care trebue si adlmﬁm b unitdfi, ca sd cipitim pe a?
| 0, pta=a
sau la numirul 3, cite unitdfi trebue si adunim, ca si ciiptim pe a?

Din punct de vedere al calcului practie, fiinded adunarea este o operafie comu-
{ativd [15], aceste doudl probleme se¢ redue una la’ alla,

- ‘ a
i G Bl
; a-b : . b :

)bty ¥

Opservare. Dacd 2 > m diferenfa n—m se poate calcula ciiutind
in sirul natural al numerelor intregi

(1) O 5=20R 30 n, n41, ...
care este al m-lea numir dela stinga lui 2.
Primele m numere dela stanga Iui » sunt:

n—1, n—2 n—3, ..., n—m.

Dact # <, nu existd i girul I niciun numir, care si fie al m-lea
la stanga lui #, deci diferenta 2-—m nu se poate efectua.

20. Diferenta a—1b se poate calculd i pe o dréapti (ii\jizhti'(ﬁg. 4) astfel:
dela un punct A, spre dreapta, Iudm ¢ diviziuni pani In punctul B; din B, spre
stinga, luim & diviziuni pAnd in punctul C; dela A la C avem a—>b diviziuni.
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. Putem dar serie
AB —CB=AC.

Segmentul AC se numeste diferenfa segmentelor AB si CB.

2I. Sivari de operafii. Cand scriem un’siv de mai multe operatii
de treapta intdia

21—5+8—6+4-2,
convenim ca aceste operalii si se faci in ordinea in care sunt serise :
21—5=22, 22-+-8=—230, 30—6=24, 24 42— 95,

Dacd vrem ca girul de operafii s se efectueze in alti ordine,
convenim  s@ punem i parantezi operatiile, eare trehue si se fﬂC(L
mmutea celorlalte. Astfel ;

2T =(5+8)—6+2=271—-13—-6+2=10,
0T —(F-F8—G+2)=27—9= 18, -

fiindeit in prima operatic 5 4-8=13 si in a doun 5+8—06G-+-9=09.

22. Legile seiderii. Din definifia sciiderii rezultd ci :
10, Avem 5 :
(‘(t—b")‘-{—.l):a si (a+d)—b=a,

cecace se mal po‘lte <crlc

(8)' 4—btb=a i afb—b=aq.

?

" Prin urmare, _operafiile conseculive de adunare si scadere ale aceluza#
. numdr se distrug una pe alta.
In general avem

a'—{-b—{—c-{-d——c=a+b+(l+'c—c%-—(¢-{-b—{—d.

20, Ca si scidem o swmng dmtr un numir, sclidem din numir,
succesw toate pdrfile sumei. Adieii:

(9)' I a—(b+c+(l)=a—b—_c;-;l.

39. Dacd mdrim (sau micsordm ) desedzutul cu un numir, restul se
mdreste (sau se micsorenzd) cu acel numitr. Adici :
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(10) (a4m)—b=a—0b4-m : i

(a—m)—b=a—b—m.

40, Dacil mdrim (sau micsordm) sedzdtorul cu un numdr, restul se
micgoreazd (sau se mdreste) cu acel numiir. Adied '

a—(btm)=a—b—m -

(11)
a—(b—m)= a—b+m.
59, Dact mdrim (sau micsordm) §i descdzutul §@ sedzdforul cu un
-acelas numilr, restul nw se schimbd. Adicd

(12) - (agm)—(btm)=a—b,
{13) (a—m)—(b—m)=a—D.

III. — NUMERE ALGEBRICE.

23. Am viizut cii, dacid a <0, dxferenta a—0 nu se mai poate
-caleula cu numerele din sirul L
La fiecare operatie inversii vom giisi cazuri de zmposzbzlztate. Accasta
provine din cauzd ci numerele date de colecfiuni (numerele naturale)
nu sunt decat o parte din totalitatea numerelor, care rezulti din misu-
rarea mirimilor sau din operatiile fundamentale.
Dar mai provine si din alti cauzi: numercle, pe lingi in{clesul
lor cantitativ, mai au si un inteles califativ (un sens), de care nu se
{ine seama in girul numerclor I.

Numeroase exemple din viafa practici nec obligd si consideram doud felwri de
auonere. Astfel: cind spunem ¢d un loc A, de pe o sosea, este la 2 L de B, locul
“A nu ¢ determinat; sunt doud locuri pe sosea la 2 km de B, unul infr'un sens, altul
in celdlalt sens. :

Tot astfel: temperatura unui corp fa{i de un altul poate fi mai mare sau mai micé;
altitudinea unui loc fafid de nivelul mirii poate fi deasupra sau dedesubtul acestui
nivel; limpul se poate socoti in trecut si in viitor dela o dald anumitdi; o sumi de
bani poate fi cheltuiti sau incasatd, ete,

De aceea, si in vorbire si in seris, trebue sii putem ariitd nu nu-
mai nuwmdarul de unitdfi dintr'o colecfie, ci si sensul in- care sunt soco-
tite aceste unitifi.

.Un numiir, care ne exprimi si numdrul si sensul unititilor lui, se
numeste numdr relativ sau algebrie.
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- 24, Axit. Segment dirijat. Cele doui sensuri de pe o dreapti A
(fig- 5) se numese: unul (de-exemplu cel aritat de siigeata de pe axit)
sens pozitiv; celilalt sens negativ. L -

O dreaptd, pe care s’a determinat sensul pozitiv, este o dreaptd
dirijatd sau o axd. .

Un segment AB poate fi parcurs si el in douit sensuri: dela A
spre B sau dela B spre A. Cand atribuim unui segment un _sens deter-
minat, zicem ci segmentul ¢ dirijat. In acest caz scriem AB, ca sit
aridtim in seris §i mdrimea si sensul segmentului.

-

Ny +1 B
A‘ [. ; +
A e 1
Fig. 5.

Un segment dirijat_ﬁs (fig- 5) are:
1% o origine: punctul A,
20, o extremitate: punctul B,
3% o lungime: |—=AB,
40 un sens: dela A spre B.
Segmentul BA are originea in B, extremitatea in A, lungimea tot

. —_ —
¢, dar sensul dela B ,spre A. Segmentele’ AB si BA se zic simetrice sau
egale dar de sens contrariu. ‘

25. Valoare algebriei. Daci segmentul AB ¢ agezat pe o axi A
(sau e paralel cu aceastii axidt), zicem cii acest segment ¢ pozitiv, cand
sensul lui coincide cu sensul pozitiv al axei; in cazul contrariu seg-
mentul e negativ. _ - ,
_ 0 misurd, care exprimi si lungimea §i sensul unui segment pe o
axd, se numeste mdsurd algebricd. : : :

Misura algcbried a segmentului AB se inscamni - cu E__ (cu o

~

linic deasupra ) ; lungimea sau misura aritmeticd a acestui ‘segment: se

inseamnii cu AB (fard linie). Prin urmare :

AB=DBA, AB=BA.
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26. Numere algebrice. Pentru a putea exprima misura algebrici
a unui segment cu un numir, va trebul si introducem in caleule si
numere de douil feluri: pozitive si negative, corespunzitoare celor doud
sensuri de pe axii. Pentru accasta, facem conventia urmitoare: -

Daci 1 e un mumdr aritmetic (de exemplu lungimea . segmentului
AB san BA) convenim si scriem pentru segmentul pozitiv AB (fig. 5)

AB=_-l=1 (plus I, de acelas sens cu ! sau cu axa).

si pentru segmentul negativ BA:

BA=—1 (minus 1, de sens contrariv ci-1).

Numerele - sau — [ se numese numere algebrice.
Toate numerele

12 e Bhrrerm 1 el ) S e
0 : . -
—1, =2,-8, ..., =n, —(n+1), ... ,— 0

formeazi mulfimea wwmerelor intregi algebrice (*). Numercle din sirul de
sus se numese pozilive, cele din sirul de jos negative.

Fiecare numiir algebric, afard de O (zero), are

10, un semn algebric: 4- sau —,

20, o valoare absolutd: numirul }‘ara seinit. ,

Semmnul algebric se scric inaintea valorii absolute. Cimnd inaintea
unui numir nu e scris niciun semn, sc subin{elege semnul --.

Cind nu vreni sit precizim nici valoarea, nici semnul unui numir
algebrie, il putem reprezenta printr’o literd. De exemplu 2 poate fi un
numiir algebric (pozitiv sau negativ). In acest caz valoarea lui absoluti
se inseamni cu | » | sau N,

Osservare. 19, In notatiile algebrice semnul - insemneazi de acelus
sens si semnul — de sens contrariu. De aceea nu trebue confundate
semnele algebrice -}- si — cu semnele de adunare i scddere. Cind
aceasti confuzie ar putei aved loec, se scrie numiirul cu semnul Jui
algebric mtr'o parantezii: (+8), (—2). - 1

20, Dacit ! ¢ un numir aritmetic, -1 e un numir algebric pozitiv,
—1 e un numir algebric negativ.

(1) Multime = ensemble, ageregato, Menge,
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3% Dacii I e un numiir algebrie, +1 nu e intotdeauna pozitiv, nici
J1 ) ke .
— 1 negativ.

Dacd L e valoarea absoluti a lui I, pentru I=-} L avem

-+1=-(--L) [de acelag sens cu + L] =--L pozitiv,
—l=—(+L) [de sens contrariucy L] =—1 negativ;

pentru l==—1 avem

Fl=4-(—1) [de acelas sens cu — L] =—1L uegativ,
—l=—(—L) [de sens contrariu cu — L] =-- L pozitiv.

In amindoui cazurile insi putem scrie

Rl=|+1ll=|—ll=|+L|l=|—L|=L.

Numerele <0 5i —1 sc zic simetrice sau egale dar cu semne

contrarii [24].

7. Sirul numerelor intregi alzebrice. Pe o axii A (pe care pre- -
supunem ci s'a ales sensul pozitiv spre dreapta, punctul O ca origine
§i lungimea OA ca wnitate) se pot insemna toate punctele, care sunt la
distanele 1. 2, 3, ..., n, ... dela O spre dreapta si dela O spre stinga.
Obfinem astfel o dreapti divizati pand la infinit in amandoud sensurile.

\\ A -n =3 -2 -1 0°+1 +2 43 +N -
. S NSRS S N A
: Fig. 6. ]
o 'l
NN —— : . o
Scriind, in dreptul fiecdrui punct de diviziune P, valoarea algebried

a segmentului OP, vedem ci la fiecare numir intreg algebric corespunde
ciate un punct de diviziune pe axa A si reciproc (fig. 6). Numiirul, care
corespunde punctului P se numeste abscisa acestui punet.

Dela punctul O spre dreapta avem numerele pozitive ; dela punctul

O spre stinga avem numerele negative. :
Toate aceste numere, asezate in ordinea in care sunt scrise pe

axa A (fig. 6) : '
(I) —ocosumy—(nt1),—=n,,..,—2, —1, 0,+1,;{—2,...,-{:-1z,—|—(1zji—l), wes Fo0.

formeazii sirul numerclor intregi algebrice.

AL G
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-,

Relatiile de snai mare i mai-mic, [6], se extind la sirul’Z" in modul
urmiitor. Insemnand cu ) un numir alwelmc oricare, zicem cii:

s

Orice numér asezat in sirul T la stinga lui X © mai mic decit A si
orice numir agezat in sirul I la dreapta lui X e mai mare decat A.

13

~ De aci rezulta cit:

1°. Dintre dous numere pozitive dlferlte acela este. mai mare, care
are valoarea absoluti mai mare.

20, Dintre doud numere negative diferite, acela este mai mare, care
are valoarea absolutii mai mica.

30, Orice numir negativ ¢ mai mic decat orice numir pozitiv.,

40, Zero este mai mic decat orice numir pozntw si mai mare de--
cat orice numdir neﬂalw

De accea se scrie :

2>0" pentru X pozitiv
si A<O pentru X negativ.

Osservare. In sirul I nu existi niciun .numir intreg mai mare de-
cit toate [4]; de aceea se zice ci numerele intregi algebrice cresc ciitri
=~'co (plus infinit). In sirul I nu existi niciun numdr mai mic decit
loatc; de aceea se zice ci numerele intregi algebrice descrese ecitre
— o¢ (minus infinit).

‘

—o0 ° NUMERE NEGATIVE <— () — NUMERE POZITIVE “+oo

Fig. 7.

£ evident ed pentru a e\pnma mﬁsura oricdrei m(’mml, care poate fi socotitd
in doud sensuri, se pol Intrebuinfi numere algebrice. Numerele pozitive vor exprima
mérimile socolite Intr'un sens, iar numerele negative mirimile de sens contrariw

EXEMPLE: Temperatura de --800 (de-asupra lui 09) si de — 800 (sub 00);
anul ~-1924 (dupd Chr.) §i — 1924 (inainte de Chr.); suma de - 4500 lei (incasatd)
si de — 4500 lei (cheltulta), ete,

,..S Suma a doui segmente. A aduna douid senmente dirijate
S, sl Sz (pe o aceeas axd A sau paralele cu aceeas axii) insemneazi
a le asezd pe aceasti axi unul dupi altul, in sensurile lor,.asa ca
originea segmentului al doilea si coincidi cu extremitatea segmentului

intai (fig. 8 si 9).
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=% 2 . - o . . i
Segmentul R, care are ca origine orwmca segmentului intdi si ca
extremitate extremitatea segmentului al doilea, se numeste suma algebricd
sau rezultante acestor doud sevmente sl se scrie

g: = S2 =R.
Astfel in figura 8 avem " —al § v__
B + BC = AC,
(— S’ Il _ Sz 2
A T
A B C -
R
Fig. 8.
iar in figura 9 . .
AC +~ CB=AB.
A R [ Sz 18
S S : okl )
A B ¢
| | S, ‘
Fig. 9

29. Teoremi. Oricum or fi a$ezate 3 puncte A B, C pe o axd,

intre cele 3 segmente dirijate AB, BC si AC determmate de cle, avem
Intotdeauna relafia

(14) » _B-E-B_——_-A_.V
- A BlNe B A C C A B
—_— —_—— e
A & + 73 —rt } — ;
, B, Gr ‘A g B A
Fig i |

Egalitatea (14) se verlﬁca u$01, in toate cazurile p051b11e pe
& gura 10.

b
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30.-Suma a mai multor segmente. A aduni mai multe segmente dirijate
3y, Sz, ..., Sn (asezate pe o acecas axd sau paralele cu aceeas axd) insemncazi a
le aseza pe aceastd axd unele dupi altele, in sensurile lor, asi ca originea fieciirui
segment sd coincidd cu extremitatea segmentului precedent, ’
Segmentul R, cu originea in originea primului segment S; si cu extremitatea
in extremitatea ultimului segment S;, sc numeste suma alyebricd sau rezultania seg-

mentelor date si se serie -
SI+S_:+...+SA=R.
~ Aceastd sumid e comutativii si asociativa [15].

31, Teoremd, Oricum ar fi asezate » puncle A, A, ..., An pe o dreapta,
avem intotdeauna

(15) AAr - AA - A3A .. Anidn = AgAn
sau i
(16) - AAy+ ANy . - ApAn - Au Ay =0,

In adevir, dupi 29, avem:
A1A2+A2A3=A)A3, A|A3+£\3:\4%1\|1\4 ’ cee

si asd mai departe, :
In particular, pentru trei puncte A, B, C avem

(17) AB--BCHCA=0.
32, Adunarea numerelor algebrice. Orice numir algebric « poate

fi reprezentat pe o axii printr’un segment dirijat S. Originea acestui seg-
ment e arbitrard ;. miisura lui algebrici ¢ « [25].

¢ a b
Ao o X
5 S
y . a -
50 atb .
e e
Fiz, 11,

A aduna doudl sau mai multe numere algebrice «, b, e, insem-
neazi a cdutd misura algebrici § a rezultantei seqmentelor corespun-
zdtoare acestor numere. '
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Si in acest caz scriem , ' Lt
| Wil A C==iS

unde + este semnul adundrii.’
Astlel, in figura 11, daci OP — a, PQ__b, avem 0Q=a -+ b.
De aci rezultd regule adundrii a douil numere algebrice :

10. Cand numerele au aceleasi semne, adundm valorile lor absolute
st ddm swmnet semnul comun. De C\emplu

(18)  ($5)+(+9)=+14, (=5)+(—9)=—14.

20. Cand numerele au semne diferite,. scddem valorile lor - absolute
{in-sens aritmetic) ¢i dam rezultatidui semnul numdrului en valoarea
absolutd cea mai mare. De exemplu

(19) (=3)4(+9) =44, (+5)+(~9)=—41.

80, Suma a doudt numere simelrice (sau_egale dar cu scnme con-
trarii), este nuld, Astfcl

{20) (+3)+(—3)_=0.
49, Daci unul din numere ¢ aul, suma este celilalt numir, Adicd
{21) -~ (F3)F0=43, 0+(—5)=—5,

Ca si 'adun?un mai multe numere algebrice a, b, c, d ‘aduniim
intaiul numir cu al doilea, suma obtinuti cu al trellea si a<a mzn de-
parte, cceace se poate serie :

a-b ’rc-rd_[((t-rb)'rc]—rd

I\F\ll’LU (= ')+(—{ 2)+(+10)+(—9)”‘(—-3)+(+10)+(—9)
—(+7)+(—9)——'2

14

Adunarea algebricii e supusii. acelorasi legi ca si adunarea antme-
tici [15]. \'umal legea 40 _pentru numerele algebrice devine

a+b>a pentru 5>0

(22) :
$t a+b<a pentru b<<0. -

" EXEMPLU: ('——8)+(—{-6)=—2>-—é; (—8)+(—6)=—14<—8..
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33. Sumi algebriei. Intr'o sumid de numere, cu semnele algebrice
serise, se suprimi de obicei toate semnele de adunare (+) si se serin
numai numerele unele dupi altele cu semnele lor algebrice.

Astfel in loc de

(+7) +(—

(V1
g
_|-
RO

)+ (=2)+(=+4)

(¢
se serie numai ]
1—5+3—2—1,

O expresiune de aceasti formd se numeste o swmd algebricd si
se efectueazi in modul urmitor: . .

19, Dacd toate nuwmerele aw aceleasi semne, se adund mlorzle lor
absolute si se dd rezultatului semnul comun. Astfel

+24+443= +.), A ST o0 3Nl

29 Dacd numerele aw semne diferite, adundm de o parte toate -
merele pozitive, de altd parte toate numerele negative si reducem astfel
- suma datd la swma a doud numere cu semne diferite, care se calculeazi
dupd re"ula 32,2, Astfel,

5—T718—3 —1 .-—.)—rS—7—J—1
si fiinded 5+8=13, —T—3—1=—11, avem
5—T74+8—3—-1=13—11=2,
Regula 10 rezul'd din 32, 1 :
Regula 27 rezultd din aplicarca succesivd a legilor sciderii 22, 3 si 4. Astfe}
pentru 5 —7-4-8—3—1, putem serie

BT 8=(548)—T=13—7  [dup 22, 3],
5~T748—3513—T—3—13— (7--3)~18-10 [dup3 2:, 1],
B—TH8—3—1=18—0—1=13 —(10+1)— 1311 =

‘Dacdi ‘avem in sumd doi fer meni egali dar ew semne tontraru, it suprimim,_
Asfel: 5~3—7483=5—T7T=—2, fiindedi —3-+3=0,

34. Adunarea sumelor algebrice. Ca si adundm doui sume al-
gebrice, scriem, dupd swina intdia, tofi termenii sumei a doua cu sem-
#nele lor. Astfel : d

(I)  (a=d+o) +(d—et+f—g) = a—b+e—d—eLtf—yg.

- ExempLu. (3—3)4(—246—1)=83—-5—246—1=9—8=1,
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35. Sciiderea numerelor algebrice. Daci a si b sunt doudi numere
algebrice, zicem ci

(23) o a—b=d daci bid—=a.
Insemnand cu b’ simetricul lui b » deducem din ultima égalitate
b+rd+0V=a+?

si cum b04+0"=0, avem d=qa-+0" sau

(24) a—b=a+l."

Regurx: Ca si seddem douii numere a]"ebmce, adundm descazutul
cu simetricul sedzdtorului.

EXEMPLU.  7-=(4-8)=T-H(—8)=T—3=4, .
(=)= (=8)=(=T)+(+8)=—T483=—14.
OBSERVARE. Cu aceastd reguld diferen{a a—b a doud numere antmetlce, se
poate calculd in toate cazurile: ‘
daci a>0, avem a—b=-4(a—b)>0 (diferentd pozitivi),
daci a=b, avem a¢—b=b—qa=0 -(diferentd nudd), -
daci a<b, avem a—b=—(b—a)<0 (diferentd negativd).

Diferenfele a—0b i b—a se zic opuse; cle reprezinti doui numere si-
melrice sau egale dar cu semne contrarii. Avem dar, pentru a +b,

(25) a—b¥b—a si |a—b|=|b—a].
Numai pentru a=b avem a—b=b—a.

EXEMPLU: 7—’5=2,'~ o-—'5=0, 2 —5=—38.

36. Diferenta a douid segmente. Si msemnam eu S, si S, doua
segmente dirijate pe o axd si cu S’, simetricul segmentului S, .

Dupii definitia generald a sciiderii, diferenfa S,—S, este un seq-
ment, care adunat cu S, ne dd pe S,.

Observiim si in acest caz, ci pentru a scided segmentul S, din S,
e deaJuns sit aduniim pe S, ecu snnetncul lui S,, adieit

(26) | S,~8,= 5,4+,

In adevar, dupa renula adunam segmentelor dmytfe ["8], avem

S +SzTSz—S1.
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Astfel, pentru segmentele XE:a, CB=1 (fig. 12) gitsim

AB—CB =AB+BC = AC.

a

a-b - : b - - : .
I“i" l~)
- 37. \aIO'u' ea unui .se"ment Dac& ! e valoarea alrrebuca a unui

segment AB pe o axdt A (fig. 13) si-dacit @ si b sunt abscisele punctelor
extreme A $1 B ["’"], avem fin toate cazumle

(27) l o

Recux. Valoarea algebricd a wnui segment pe o axd este egald cu
diferenfa dintre abscisa extremitdfiv §i abscisa originii lui.

In adev&r ,oncare ar fi pozntnle punctelor O, A, B pe axa A, avem

5 [EL a 1 [
A o : P b
0 A B i
L b ==
Fig. 13,

intotdeauna [29}: OA+AB=0B, deci AB= OB—O0A sau, cu nu-
merele alfrebrlce corespunzitoare, - l—=0—a.

ExEmpLyu: Dacd punctele A §i B au respectn abscisele +5 §i — 11, waloarea .
alrrebnca a scgmentului. AB este (—11)—(+5)=—16,

OBSER\ARE. Dintre trei puncte A; B, C asezate pe o aceeas axi, cu abscisele
a,b,c respectiv, punctele A si C se zic simelrice fad de B, daca punctul B e mijlocul
segmentului AC. In acest caz avem, in mirime si in semn,

AB=BC sau ll——(l';l;—b.
38. Sciiderca unei sume algebrice. Ca sd scadem o sumd algebricd,
seriem dupd descdzut suma sca:atoare cu toate semnele schimbate. Ast.fel
(11) - (a— bJ—c) —(—d—e+f—yg )__a—b-l-cJ-cl-J-e-—f-Lg

Ini ‘adevir, restul adunat cu sciizdtorul ne da pe descizut, 5
EXEMPLU : (3—5)—(—246—1)=83—54-2—641=6—11=—35,
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39. Sumil algebrici in parantezit. Dacd insemnim cu S o sumi

alfrebmc& si cu 8" suma S cu toate semnele schimbate, din
{I) si (II) rezultd ci

19, Putem suprima o parantezd, care inchide suma S
dinaintea parantezei, aplicand regula urmiitoare :

+(8)=8, —(§)=

De exemply, dacd §=5—3-4+7, avem & =—5 +3—7 si

+(5—:=+7)=5—3+7; —(5—3+7)=_5+3~7;

egalitiitile

§i semnul

putem scrie

20, Putem inchide suma S intr'o parantezd punand mamtea paxan-

1ezei senmul -+ sau —, dupil regula urmiitoare :
S (1) S=—(8).

De exemplu, pentru S =5-—8+7, putem scrie

5—=84T=+(A—84T7); 5—84T=—(—5+8-7).

Prin urmare avem :

at+-(b+e)y=a+d-Le, aJ-(b—c)—a-f-b-;c,_,

a—(b-'—c)——a—b—-c a—(b—c)_a-—b-'—c

40, F‘:,aht.xj si neegalititi nlgebrlce._ Adun:u'en si Sc:“ulerea. lor,

10. Dacd @ si b sunt doud numere algebrice

| din. b>a remlti b—a 0,
(28) -~ ., b=a , b—a=0,
A b<a 3 b—a<0
st reciproc. el ‘

Aceste relafii au fost stabilite pentru a §i.b pozitive [35].:

Daci a si b au semne diferite, pentru b> a trchuc si avem
b=+4B; deci b—a=BJ}4>0.

Daci a i b sunt negative, a=—4A, b=—B, pentru b}a
avem B<A; deci b—a=—B4Ad=4—B>0. 3 |

In acelag fel se stabilesc rela(ule (28) si ln celelalte cazuri,

20, Din a:b rezultﬁ, _oricarc ar fi ¢,
a+c=0b-te, a—-c_—_b—c, c—a=c—"b.
 In gencral, din a¢=1b, c_d rezulti

at+e=0b+d, a—c.—.b-—d

a=—A4

trebue si
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39. Dacii schimbdm semnele ambilor membri ai unei neeoalltiitl
neegalitatea isi schimbd sensul. Adiedt ;

(299 din >0 rezulti —a<<=20b.

In adevir, prima neegalitate ne di a—b >0, care se mai poate scrie
(—b)—(—a)>0; decidupi 40, 19, —b>—a sau —a-<—b,

40, Daca. a>b avem oricare ar fi ¢,
at+ec>b+e, a—e>b—c¢ dar c—a<ec—0D.

In adevir, din a>0b. deducem a—b>0 si ‘
(atc)—(btec)=atc—b—c=a—b>>0,
(a—c)'—-(b—"b)=a—c—b+c——'—'a—'b>U. :
(c—a)—(c—b)=c--a—c-}+b=b—a<0.

In general, din a>b , ¢=d rezultd .

at+e>b4-d, a—.c>b—d. dar c—a<<d-=10

50, Dacﬁ a>b, e>d, avem a—l-c>b-'-d

Din a>b deducem a+c>b+c $i din ¢>d deducem b4-¢ > b---d;
prin urmare -
a+c>»b+c>b+d.

In general, cind ni se dau mai multe neegalitii, toate de acelas
sens, dacit le adundm membru cu membru, cipitim o neegalitate de
acelas sens cu cele date. Astfel din '

o a,<b,, az<b2 ,’ ooy an<bn
rezultd
Ay +a,t .. Rap b +b,L ... 0,
sau 3
Eap<.\-:bp (p=1',2,...,n)..

6°. Din a>b,c<d rezultid a—c>b—fl.

In adevir, din prima ncevahtate deducem a—c¢>b—c¢ s§i din a doua
b—c>b—d.
De asemenea dm a<b, ¢>d rezulldi a—c<b——tl

Prin urmare : daci scadem membru cu membru doud neegalitifi
de sens contrariv (cea de a doua din cea dintdi), cipitim o neegali-
tate de acelag sens cu cec dintdi.
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70. Din
(30) atb=cL+d,
sciizdnd pe b sau pe ¢ din ambii membri ai egalititii, deducem
a+b—b=c+d—-0 s a=c+d-0,
atb—c=ct+d—c sau aitb—c=d.
In acelas fel, din
(31) atb>c+d,

deducem ' _ :
a>ctd—0> sau atb—c>d.

Prin urmare: intr'o egalitate sau neegalitate algebricit putem trece

. un termen dintr'un membru in celdlalt, dacd schimbam semmnul -ucestui.

termeit.
ExgmpLu. Din 5 —7<<—38--8 rezultd
5<—31-8}7 ‘sau 5—7—8<—3.
In particular, dacii trecem tofi termenii in membrul intdi, egali-

tatea (30) devine -
at+b—c—d=0

si neégalitatez‘x (31) devine

'a+b—c—cl>Q.

REZUMAT.
_Adundri:

Din a>b a=1b a>b a>1b
rezultd @=d Ge= ) ci=2d ]
—a<—b atc=b-t+d  a-te>b-td  ate>bd
Scaderi :

r, a>b o=l a>b a<<d
o=l a>b c<d c>d

a—c>b—d c—a<d—0b a—c>b—d a—c<<b—d.

41. Valori absolute. 1°. Insemnand cu « si b doui numere al-
gebrice si cu [a =4, |b|= B valorile lor absolute, trebue sit se
observe ci: ' ,

Dacit @ si b sunt amandoui pozitive, avem «=A, b=21B si din _
a<b sau ALB rezultah |a|<|b]. -0
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Dacii @ si b sunt amandoui negative, avem a=—.A, hb=—RB
stdin a<b sau —4 < =B rezulti 4> B sau i [o].

Dacd a si b sunt de semne contrarii, si daci a < b, putem avea
saw 4 <B, sau 4> B, sau A =B, deci poate rezulta "

sie ol <|b], sw |a|>|b], sau |a]=b].
EXEMPLE: . : 3 ' - 1/

Din® +5<47 " —8<—8 = —2Z471 =8<PBL =515

rezults  5<7 8>3 DL 9>3 5=5.

adied [+5]<I+T| | —=8I>[—3] |—2{<|47] [—9I>|43] [—5|=|]15).
20, Daci A ¢ un numir pozitiv, din | @ | <A rezultd '
— A<la<<+A.

In adeviir, dacit a e pozitiv, avem a = 4 < X si

— 2 S0 R
‘dacit @ e negativ, évem a=—4A si din A > A rezulti =\ <—4A =¥ar
-deci ' ! LI o

—l<a<'+ Al

Reciproe, din —1 < a < +) deducem |a| <2,
ExEmpLu. Din |2 | <8 rezulta —3 < 7 e B

8% Din |z—a| < ).I rczurl.t(i
c—=-A< z<at .
In adeviir, daci |z —a| <2 avem dupi 41,2 A
gLl Pt 2
si.adunind o la fiecare membru al acestor neegglitﬁti; deducem-
. ca—=—A <l e <ad-A.
EXEMPLE, Dacd J.x — 10 | < 6 avem
100 —6< r< 10046 Sau 9t<w 106,

. Dacd -|z—6] < 100 avem = !
6—100 <z <6+100 ‘sau —94 < x <106,
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49. Teoremx. Valoarea absolutd o sumei @ doud nwmere algebrice
este cel mult egald cu swma (st cel pufin nqala cu (hferenia) valorilor
absolute al(' acestor numere. Adieii:

(111) la]l—10] = |a+b| = |a|+|b].

In adevir, fie [a|=A < |b|=DB. Dacit a si b au aceleasi
semne, avem .

\ la+b|=|4+B|=|-4~B|=Ad+B>4- B,
deci ‘ :
la[=[b]<|ed+bl=]a|+]|0].
Daci a si b au semne contrarii, avem
le4+0|=|4—-B|=|—-44+B|=4—-B< A+DB,
deei |
lal=Tb|=let+tb|<lal+|b]. -

Ohs[:R\ARL Fiinde& a—b=a-4-(—b), daci |a|>|b ] , avem §i pentru.
diferenfa a—1b neeg'lhl&[xlc

B el (b= e—b] = | a-1+'|b1.

50. TeoremX. Valoarea absoluta a-swmei mat mullor numere algebrice:
este cel mult egald cuw suma valorilor absolute ale acestor numere. Adici:

(33) |a+b-rc|=|ra|-r|)|-r!cl.

~In adeviir, a+b’+c se poate scrie (@ +b)4c si dupi teorema.
preccdentii avem

lat+btel =latbjt]el = |al+]0]+]ec],

In acelag fel se arati ci, ddc:i tcorem'l e adevirati pentru o
sumit eu 72— 1 termeni, e adevirati si pentru 0 sumi cu % termeni..
Teorema e dar generali:

Daci a,, @, ... , an sunt n numere algebrice, avem .

oy Lo, S +an]'§|a,-|~+ laz] 4+ ... + |aa]

_ sau

(IV\)\ l aPI "‘IaPI (p=172a"-a_n)'
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EXERCITIL

1. Se dau trei numere a, b, ¢, §i sc cere sit se scrie alte trei numere z, ¥, z,
.astfel formate:

10, x si fic cu p unitifi mai mare decit @, y cu q umtigl mai mic decat b,
z cu » unitdti mai mare decat ¢,

20, 2 sd fie cu b unitdfi mai mic decat @, y cu x unititi mai mare decit b,
z cu z unitdfi mai mic decat c. :

R. 10 w=a-+tp, y=b—q, z=c+r; 2% z=a—0>, y=a, .,—c—-a'—l—b.

2, Pe un cAmp avem frei puncte asezale in linie dreaptd si In ordmca A, B, C.
Doud persoane, pleciind din punctul B, fac pe dreapta AC:

190 Prima 85m spre A, 200 m imp01 si apoi iar 6l m spre A; a doua 36m
spre C, 196m inapoi §i apoi far 114 m spre C.

20, Prima a metri spre A, b metri Inapoi si apoi iar ¢ metri spre A; a doua
-d melri spre C, e metri Inapoi si apoi iar f metri spre C.

La ce distan{d se gisesc cele 2 persoane In fiecare caz i cA{i metri a par-
curs fiecare ?

R. 10 Ludnd punctul B ca origine si dreapta AC ca ax@ cu sensul pozitiv
«dela -A spre C, drumunle ficute inspre C vor fi poutuc, iar cele inspre A vor fi
negative, :

Prima persoanii vine In punctul M cu abscisa — 85 -}- 200 — 61 = +54
a doua persoani vine In punctul N cu abscisa 86— 196-114=—46. Distan{a
-dintre ele este NM==46-- 54=100 m. Ficcare persoani a parcurs caitc 346 m.

49, Prima persoand vine in punctul M cu abscisa —a-b—e¢; a doua vine

n punctul N cu abscisa d— e-{-f. Valoarea algebrici a scgmentului MR este

=(detigef L (= ) smedh ok e

Distanta dintre cele douit_persoane este

MNX=|d—e¢+f4a—b+4c|.

Prima persoanit a parcurs in total a-}-b--¢ metri; iar a doua d-}-¢--f metri.

3. Luandu-se aceleasi date pentru amindoud cazurile, se infreabd, in ficcare caz,
-cAti metri st in ce sens mai trebue si meargi a doua persoand, ca si ajungd Intr'o
pozifie simelricd cu cea dintdi fafd de punclul B.

R. Considerim numai cazul 20. Persoana Intdia-vine in punctul M cu abscisa
—a-}-b—c. Simetricul punctului M faii de B este punctul M’ cu abscisa a —b--c.
Dupd datele problemei persoana a doua ajunge in punctul ‘N cu abscisa d—e--f.
«Ca si vie in M, mai trebue si parcurgd segmentul relativ « -

N =a— bte—d+e—f.
4, Sd se ct‘cctueze urmitoarele sume algebrice:
S =640o—3240—4 24 419—[—56——9004 5
Sy = 6405 - 3240 -+ 472 - 719 -+ 56 - 9007,
Sp=— 6405 — 3240 — 472 — 719 — 56 — 9007 ;

=8+8, b=S+8, c=85—8, d=8S—8&, ¢=5+8%, f=85~-S.
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Generalizare, Dack P ¢ suma tufuror termenilor pozitiri 51 — N suma tuturor
termenilor negativi ai unei sume algebrice S, avem S=P— N, -

Cum se scriu in acest caz expresiunile S, S2, a, b,ec,d, e, f, cu aJutorul
numerelor P 5i V? Ce relafii existd intre ultimele 6 expresiuni -algebrice ?

R. In cazul numeric particular avem:
© S=T180 — 12719 = — 5539, S, ="71804 12719 =19899, S,=——19899,
a=-+T180 - 7180 = 14360, b=—=—12719—12719=— 25438,
c=—25438, d=14360, e¢=0, [=19599- 19899 = 39798,
In cazul general avem: ) |
S=P—N, S,=I"+N, Ss=—P—N, a=2D, b=—2N,
— 2N, d=2P, ¢==0, f=2P4-2X;
a=d, b=c¢, ¢c=a—d=b—¢, f=a—b=d—c.

3. Si se calculeze numiral «, care satisface la una din cgalitifile urmitoare:

10 24 315=452, - £ ¢ —928=201, = 39 156 —x—83,
49, 24210 =194, B0 @z—T2=—151, 60 B2t—z=1959,
™ zta=b, 8 x—m=mn, 9 p—ax=yq.

Pentru ultima linic gdsim

R

M z=b—a, 8. r=n+m, 96.—r=q—p sau z=p—gq.

G. Sit se determins t0'1te numerele x, care satisfac. la una din ncc«ahtﬁtllc
urmitoare :

1% o + 315 < 452, 20, x—28 > 901, 30, 56—w < 83,
49 xz+a<b, 50, z—m >, - 6o, P—ax < q.
R hzx<b—a, ax>m+n, 6. —x<qg—p sau z>p—q.

7. Dacii l[a—a|< X, |b—g|<p, |e—7y|<v sise arete e

laLbdte—adp—y|<Atptr,

R. Avem :
! a—bte—atg—y=(e—a)—(b—p)+ (c—7)
’ le—bte—atpg—y | = la—a|+b—pl+lc—7y|< Adptv
8. S& se arete cit din neegalititile
l@n—al <A, |ez—al<a
rezulti

|y —a| <2,
R. Avem - -

i —z=|lay—ata—n| < |m—a|d|—al < 2).-




CAPITOLUL IL.
OPERATIILE DE TREAPTA A DOUA.

I. — INMULTIREA.

42. Inmulfirea cu un numiir intreg este .o adunare de numere
egale. De excmplu in loc de suma

alta-l ... -ta

unde a este luat de b ori, se scrie aXb sau a.b sau a b si se citeste
de b ori @ sau « inmulfit cu b.

Daci aXb=p, a este deinmulfitul, b Tumaudgitorul, a < b este
produsul neefectuat, p cste produsul efectuat. Numerele a si ) se nu-
mese factorii produsului.

= : —a =

Fig. 14.

Sewmnad tnmadtirii (X sau .) nu se scrie intre doud litere sau inire un
numir si o literd, Astfel ;

Sa=a+atatata (de5 ori),
ma=a-4-a-+t...t+a (de mori). ~
43.: Produs grafic. Dacit un dreptunghin are lungimea de a‘cm. §i 1itimea de

b em. (fig. 14), suprafata lui conline ab centimetri patraji. Putem reprezentd dar, in
mod grafic: produsul a doud numere Intregi prin suprafaja umui, dreptunghiu,
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De exemplu, tabla lui PYTHAGORA (1), care ne da toate produsele a dou3 nu-
mere de cite o singurd cilrd, se poate construi pe o h.’lrtle cadrilati, firi niciun
calcul si fird nicio cifrd, in modul urmiitor:

E

Fig. 15,

44, Multiplu. Dacii inmul{im un numir « rand pe rand cu fiecare
numir intreg, formim sirul de numere

@n) a, 2a, 3a, ..., ma, (m+1)a, ...

2a este dublul lui a; 8a triplul lui @ ; in general m'a se numeste
un mudtiple al lui a. Qu'ul (1) este sirul multiplilor i «.

Multiplii lui 2 se numese numere pdrechi sau cu sof. Dacii n este
un numdr fintreg,

n . insemneazi  a pireche,

2
a=2n+1 S a nepireche.

Primele » numere intregi pirechi sunt 2,4, 6,....,2x; primele » numere
Intre‘n nepirechi sunt 1, 3, 5, ..., 2n—1, : :

(-l) PYTHAGORA, filosof gree, niscut la Samos fn aecoilll al VI-lea a. Chr.

M. G, - 3



45, Inmulfirea numerclor algebrice. Cand inmulfitorul ¢ un nu-
mir intreg si pozitiv, avem

a.n=aeLal. . 6 Lg (a de n ori).
Prin urmare

(+4). n=(+4)+(
(—A).n:(—fli)-i-(,—

e s e = R

4)+(+4)
4)+ (—‘;1)-5- +-(—‘;1,) =,—An.

In particular: 1Xn=mn, 0Xn=0.
Cand inmuliitorul e 1, 0 sau un numir negativ. —n, inmultirile
se definesc in modul urmiitor:

(2) a.l=ea, a.0=0, a.(—n);—an.

Toate aceste operafii se rezumi in urmitoarca

RecuLX. Ca sé tnmulfim doud numere algebrice, tnmulfim valorile
lor absolute st dim produsului ' "

semnul + dacd factorii au accleast semne,

semnul — dacd factorii aw semne contrarii,

ReGuLa sEMNELOR la inmultire se mai enunfi si astfel:

- cu + di - o — cu 4 di‘—
- cu — di — —-ecu — di .

EXEMPLE:  (+38).(+3)=--15, (—2).(+8)=-16,
' (+4)(—6)=—24, (—7).(—4)=-1-95,

Se verifici usor cii oricare ar fi numerele algebrice @ si b, avem

i (L Y. (N (—a).(+0)=—ab.
(+a).(—d)="—al, (—a) (=)= +ab.
In particular .
(=1).a=a.(—1)=—a.
Deci: a tnmudfy un numdr ew —1 tnscmneazd a-t schimbiy semnul
si reciproc. = :

Astfel: (—1).8=—3, (—1).(=5)=45, —7=(—1).1.
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OBSERVARE. Din formulele (2) 'si (3) rezultd ci
ab >0 insemneazi - a si b cu aceleas semne,
ab <0 > a §i b cu semne contrarii,
ab=0 ” sau ¢ =0, saub.=Osaua=b=0.

46. Inmultlr ea unui segment cu un numir. Daci AB e un seg-

“ment paralel cu o axi A si cu valoarea algebrici !, produsul a.AB
este un segment paralel cu axa A cu lungimea | al[ si cu sensul
aritat de semnul produsului . :

EXEMPLU. S& presupunem ci un punct M (un mobil) se misedt pe o axii A cu
‘0 miscare uniformd de v centimetri pe secundd (fig. 16).

/ o] S

0 M -

Fig. 16.

Dacd dupd ¢ secunde-mobilul M a parcurs distanta OM, zicem cii { este tinpil,
OM=se spafiul, iar v vitesa sau zufmla In aceastd. migcare.

Mérimile s §i v se reprezintd prin doui “segmente dirijate pe axa A; s este
segmentul O\I iar.» ¢ un segment cu originea in M, cu lungimea | » [ si cu sensul
-aritat de sensul misedrii, Thopul ¢ se consideri ca numir algebric: negativ daci M
n'a ajuns Incd in 0; nul cand M trece prin O §i pozitiv dupiice M a trecut prin 0.

Regula inmulfirii numerelor algebrice, ne arati c¢i avem intotdeauna

1) ‘ .l —_—3vt,

care e legea spafiilor in miscarea uniformd.
Egalitatea valorilor absolute S= V7T rezulti din insdsi definifia mlecaru uni-
forme (1). Mai rimine si aritim ci s si v¢ au aceleasi semne. .
In adevir, daca >0, mobilul M se miscd spre dreapta pe axa A si peniru
¢<0 (adica inainte’ ca M sd fi trecut prin 0). M e la stinga lui O, deci s<0
(51 ©t<0); pentru £ >0 (adici dupice M a trecut prin 0) M e la dreapta lui 0
deci s>0 (sivi>0).
Daci v<0, mobilul M se miscd spre stinga si pentru ¢<<0 (adicd inainte
ca M sd fi trecut prin. 0) M e Ia dreapta lui O, deci s>0 (si vi>0); pentru
"t>0 (adicd dupd ece M a trecut prin 0) M e la stanga lui O, deci s<0 (sivt<<0).

47. Produs de mai mulfi factori. Cand scriem ¢ X b X e X d sau
a bed, intelegem deocamdatii si inmul{im pe @ cu b, pe produsul ob-
finut sii-l inmul{im ¢u ¢ $i pe noul produs cu d, opcratu care se¢ aratd
in scris, cu ajutorul parantezelor, in modul urmitor:

axXbxexd=[(exbd)xe]xd.

1) Dacil intr'o sccundit se parcurge drumul V, in T sccunde sc va parcurge drumul § = VT.

g
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Factorii a, b, ¢, d pot fi pozitivi, negativi sau nuli. .
Produsul a # numere algebrice a,, a,, ..., a; se scrie pe seurt
. cu simbolul, : )
n
rHla,- sau Ila, (r=1,2, .., n),

care se citeste produs de a, *dela r—1 Iy =D &

au pentrur=1,2, ... .
Din definitia acestui produs rezultd urmitoarea

RecuLi. Ca sd tnmulfim mai mudte nwmere
valoride lor absolute si ddm produsulis

algebrice, tnmulfinm

semnul +  dacd avem mumai factori pozitivi sau

-daci avem: un numiir pdreche de factori negativi ;
semnul — daci avem un numir nepdreche de -factori negativi.

ExevpLe, (- 5)-(=3).(+2)=—5.8.2=— 3.
(=6)(=2).(=8).(+4).(=T)=+6.2.8.4.7= + 3064,

Osservare. Egalitate

a Ma, =0 insemneazi cii cel puiin unul dintre
factorii a, e nul. i

48. Yalori absolute. Din regula precedentit rezult

d ci, oricare ar
fi numerele algebrice T iy

a3y «.., @z, avem .
la,a2a3 cee Qp | = {a,f.iagl.fasl e ;an'
sau
(V) [Mar| = 1| a| =g

TeoreMX, Valoarea dbsoluti a produsulu;

unor numere algebrice
este egald cu produsul valorilor

absolute ale acestor numere,

49. Factori egali. Produsul a numere eg
$i se citeste @ la puterea 2 sau a lg 1.
a este baza, iar % exponentul puterei.

ale cu a se scrie g7
Expresiunea 2 este o putere;

Astlel : :
@.0 = q? (alaadqua_),
(5) ¢.a.a=a® (ala a treia),
i a.a.a. ... q=qn (a la a na).
1 2 3 n , ,

Pentru exponentul 1 se scrie ¢ =
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OBSERVARE. 107 este 1 urmat de » zeruri, adicd unitatea intreagi de ordin

71 [1]. Astfel in sistemul zecimal avem : zecea =10, suta ==10%, miia — 103, ete,”
Un numir scris cu cifrele abedef e format din f unitiyi simple, e zeci, d sute,
¢ mii, b zeci de mii si @ sute de mii, El contine dar, in {otal,

v @ 10°4-5.10 4 ¢. 1034 4. 102 f-¢. 10 - -
unitifi simple. i :

50. Expresie algebrici intreagi. Se numeste expresic algebricd
un sir de numere si de litere legate intre ele prin semne de operalii.
O expresie algebrici in care, intre numerele reprezentate prin
litere, nu avem de ficut alte operafii decat adunare, scidere si fnmul-
fire se numeste expresie algebrici infreagd. Astfel V
a+7b, 2a—b, —5a3, 2al2 L abe,

Saldc—3at? 4 (a2 —20) (a3 0)2, . -
sunt expresii algebrice intregi.

51. Legile inmulfirii. Din definitia inmultirii rezulti urmditoarele legi:
1°. Inmultirea ¢ o operatic intotdeauna posibild si univoed (1)
20, Inmulfivea e comutativd. Adici avem
{6) ab="ba, abed =dach.
Valoarea wnui produs de mai mulfi factori mu se schimbd, daed
schimbdam ordinea factorilor.

3% Inmufirea unei sume algebrice cu un numir ¢ o operatie distri-
butird. Adicit 5 :

{7) _ m(a+b-§-c):mq-{—mb_{-—;nc. i

In adevir, pentru m pozitiv,.a\"em el
m-(a-}-b+c)=a+b+c+a+b+c+...+a+b+c
. 1 2 m g
' =a+a+’...+a+b+b+...+b+c+c+...+c
2 m 1 g m 1«2 m
=ma+mb-4-me.

Pentru m negativ, n—=— 31, avem

o (adbde) = M(a-4-bd-¢) = — Ma—Mb— ¢
=(=M)a+(-—-M) b'—{—('—Jl)c=ma+mb+mc.

(1) Cu rezultat unic,
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RecuLX. Ca si tnmulfim ‘o swumd algebried cw wn numdr, sau efec-
tudm suma §i o inmulfim cu numiral, sau fmulfim numdrd cu flecare
parte a sumei §i facem apoi suma algebried a produselor obfinute.

EXEMPLU. (8 —3547) X 8=10X 3 == 30
sau (8 —5-FT)X83=24—15421—30.

a —) c
i : :
| i :
S a.m . b.m ! c.m
[ S
] ]

Osskrvare. Dacit numerele @, b, ¢, m sunt pozitive, formula (7
ne di \

(8) (d-}—bJ,-c).m—_—a.m-;—b.m+c.-m

egalitate evidentii pe figura 17,

‘ G
| :
S (a~b)m Cbm
| . . ||
1
1. . e | 3
~————a-b— b
Fig. 18
$ .
(9) (a—0).m=a.m—~1Db.m

egalitate evidentii. pe figura 18,

40 Inmulfirea ¢ asocictivd. Adici

(10) A dbc:(ab).c:a.(bc)..
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3 In adevir, dupa. 45, semnul acestor produ<e e acclas, iar pentru valorile lor-
_absolute putem serie

(4B).C=(B+B+...+B).C

\ =(B0+BC’+...+BC)=A.(BC’).‘
EXEMPLU :

(—2).(+3).(—3) =[(—2). (+3)1. (—0)—(—2) [(+3) (=5)]

adicd

(—=2).(+3)(—=3) =(—6).(=5)=(—2).(—15) =+ 30.

a2, imnultire‘m produselor. Ca si inmul{im un produs neefectuat
cu un numir, nmulfim numai pe wnul din factorii lui cu acel numdr.
In adevir, din legea 49 a inmullirii rezulti ci

(11) (qbc);ﬂ: abem = (am)be=a (bm)e=ab (em).

Inmuliirea unui produs cu-un numidr nu e o operatie distributivi (t).

C ExeEMPLU: [6 X3 X (—7)]X4=(—105) X 4 =— 420,
sau [ X3X(—T7)]X4=20X3X(—7)=— 420,
=5X 12X (—T)=— 490,
0 =5 X3 X (—28)=— 420

* Ca sii inmultim doud sau mai multe produse neefectuate, formdm
un singur produs din tofi factorii lor. .
Astfel :

(abe).(de) = c.zbcdé.

53. Factor comun. Egalitatea (7) se scrie, in general,
: 4 ] .
(VI) m (g +ap+ ... +a;)=ma + n'zdz + ... Lma,,
- oricare ar fi numerele algebrice ';127 s trbz‘, eeey Gn, SQU
mSap=Yma,. (p =132 5%n).;
Invers avem

may +map 4+ ... Fmag=m (a; +a - ... —{—a,,).

Numdrul ‘m, care se giseste ca factor fin ﬁecare termen
din membrul intdi al ultimei -egalitifi, se numeste factor comun.

(1) S se compare cu inmullirea unei sume cu un numilr, [51,3].
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Operafia ficutd in membrul al doilea se zice: scoaterea hii m-in fac-
tor comun. ‘

EXEMPLE : 3><7+8'><7—5><7=7><(3+s—5)=7><6=42.

’3a+5a-.-9a'=(3+5—9)q=—a, 2ab—Tabe=ab(2—7c).
» o4, Immilti;‘ea sumelor :114gebrice_. Ca si cfectuim produsul
(a+2).(ct+d+te),
considerdm pe (a +b) ca un singur numdr, si [dupd 51, 3] putem serie
(a40).(ctd+e)=(a+b)et(atb)d+(asbe.

~Caleuland apoi, dupii aceeas reguli, fiecare din aceste -irei pro-
duse, giisim - ¢

{VII) (a+b).(p+ci+e):ac+bc+ad+bd+ae+be.

Recuik. Ca sd twmulfim doud sume algebrice neefectuate, tnmulfim
fiecare termen- al sumei intdia cu fiecare termen al sumei a doua si facem
suma algebrici a tuturor produselor obfinute. :

EXEMPLE., ] - .
(T45).(8—8) =12.(—5)=—60, (T—5).(3—8)=2.(—5)=—.10
sau : ‘ :
(7+5).(3—8);7><:~:+5><3—7><s—5><8'=21+15_—56—40=—w,
(7—5).(3—'8)=7><3—5X3—7x§+5x8=21—15—56+40=—10. :

OBservare. Cand termenii a, b, ¢, d,e sunt numere pozitive, cgali-
tatea (VII) e evidenti pe figura urmitoare ] : g

: ¢ ——d : e
i .a.c 3 ad | a.e
i ' ‘
.1 be | bd ! b .
| .’ il
Fig. 19

53, Sumd dubli. Produsul

(12) - (ﬂx+02+ .-.+(lm) (b1+bz+ ...+bn)
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este egal cu suma celor mn produse din tablou! urmitor:
! a,bl (l;bl L., ambl'

( 13) a,.bz (lzbz ' o= . am l)z

asbn abn ... ambn,

egalitate care se scrie pe scurt astfel:

m n . n
S0 30-53.
p=1 . g=1 p=1g=
‘sau
(14) '}_‘,ap}_‘,bq=_‘_])]apbq (r=1,2,.,m q=1,2 .,%).

Suma din membrul al doilea sc numeste sumd@ dubld. Ea reprezintd suma futa-
ror produsclor de forma apbg din tablowl ( 13)

In particular, dupd aceasti reguly, rezulti ci:

{VIII) (a+d)(c—d)=ac—ad=-be—10d.
{IX) (a—b)(c—(l):ac—ad—ch—bd.
56. Inmulfirea eg galititilor si a neegalltatllor 19, Din a=1) re-
zultd ac=be, oricare ar fi ¢. Se mai poate zice cit:
din e=0, c=d rezulti ac:bd.
2 Dih a>b rezuity
z ae>be daca’t.c>0,
‘ ac<<be daci ¢<<O0.
: In adeviir dacd ¢ >?%, avem a—b >0 si, dupd 45, deducem

. (a—b)e=ac—bc>0 deci ac>bc pentru ¢ >0
si (a—b)c=ac—bc<0 deci ac<be pentru ¢ < 0.

TeEOREMX. Cdnd in}nul{iny ambi membri ai unei neegalit@fi cu un
acelag nwwmdr, dacd numdrul ¢ pozitiv, neegalitatea rdmére de acelag
sens ; dacd numdrul e negativ, neegalitatea isi schimbd sensul.

Se mai poate zice ¢l :

din a>0b, e=d>0 rezulti ac>bd,
din a>0b, e=d<0 rezulti ac<<bd.
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3% Din a>0b, e>d rezulti prin inmultire
@e>bd  daci a>0, d>0;
ace<bd daci a<<0, d<O0.

In adevir daci a>0, d> 0, inmultind prima neegalitate cu. d si a doua
cu a, deducem :

ad>bd si ac>ad deci ac>bd.
Daci «< 0, d <0, prin acclcasf operafii deducem
ad <bd 5i ac<ad deci ac <.bd.
In acelag fel s arati ci din @ > b, ¢>d rezulti
ac>bd daci b>0, c_>0:.
ac<bd daci b<0, c<O0.

Scriind - neegalititile «>b, ¢>d una sub alta, vom zice ciL
@, dsib, ¢ sunt membri in -eruce.

TeoreMX. Cand tnmulfim doud neegalitdft de acelas sens, dacd doi
membri in cruce sunt pozitivi, “neegalitatea dintre produse e de acelas
sens; daed doi membri in cruce sunt negatwi, neegalitatea dintre pro-
duse ¢ de sens contrariu cu necgalitiitile date. '

OBSERVARE. Daci neegalititile date nu au doi membri in eruce de acelag semn,
nu putem precizd sensul neegalitdfii dintre produse. . c

REZUMAT. Inmuliiri :

a=} a>b a>b a>b 3 a<b g

c=1d c=d>0 c=d<0 e¢>d = He2 s 5

A i A

ac=bd ac>hd ac < bd ac>bd A ac>bd

, A N

EXEMPLE.
Neegalitiifi sigure : . Neegalititi nesigure :

—3>—5 —5<L2 ~-~2>—3 . —2> -5 —2> -3

1>-—2 3< 7 rw |5 5>43 4 >3 5> ¢
—12<+10 —1BB<l  —16<—15_ —8=>—15 —10=—10,

.

I — IMPARTIREA.
57. Definifii. Insemnand cu a si b doud numere date (a>00)
sl cu 2 numirul necunoscut, urmitoarele doull cazuri se prezinti ca

probleme inverse ale inmultirei : -

IESE NG =8 D IXr=a;
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In.cazul intai se intreabi: de cite ori b face a? sau de cite ori
b este cuprins in a? & e un numir abstract [10].

In cazul al doilea se intreabdi: de b ori cdt face a? sau care este
@ b-a parle din a? Daci a estc un numir concret, 2 reprezintd acelas
fel de unitdfi ca si a. Problema s¢ rezdlvii impar{ind pe @ in b pir(i
egale (dacit ¢ posibil); = cste una din aceste pirti si sc numeste o
parte alicotd a lui @. -

Din punct de vedere al calculului practic, fiindeii prin schimbarea
ordinei factorilor produsul nu se schimbi, problemele 1° si 20 se reduc
una la alta. Dacdl ¢ e numdrul ciutat, operatia, prin care din numerele
a 51 b aflim pe ¢, se numeste impdrfire. Semnul impirtirei este : (Tm-
parfit prin sau tmpdrfit la) si se serie -

e:b=c¢ "dacki exb=a¢ sau a=>bec.

a ecste detmpdrfitul, b Impdrfitorul si e edtul. .
Dec exemplu: 12:4 =23 fiindci 8.><~L=1?;.

De aci rezulti’

Derivitia L A Gmpdrfi pe a prin b tnsemneazd a gdst wn numdr ¢,
~care inmulfit cu b sd@ ne dea pe a.

Rezolvarea acestei probleme cu munere-—mtregz e, in general, im-
posibili. De exemplu pentru 26:7, nu existi niciun numir intreg, care
inmultit eu 7 si dea 26.

Cand aceasti operatie e posibild, ¢ se descompune fin b piirti
eqale, fiecare parte avind cite ¢ unititi, fiindei o — b X ¢. De aceea

‘mai putem zice ci:

A Tmparfy pe a la b insemncazd a face, din a unitdfi, b pdrfi egale.
Problema lmpartlrel se mai-pune insi si sub alti formi:

Dervimia IL A impirti pe @ prin b (a > D) insemneam a gisi
cel mai mare numdr ¢, care, inmultit cu b, si dea un produs care S
. se "poate scidelr din .

In acest caz problema se rezolvii cu ajutorul girului meltiplilor lui b:

() 0, b, 20, 8b, ..., nb, (atl)D, ...

unde, prin generalizare, considerim tot ca multipli de b si produsele
0.0=0, 1.0 = . Acest sir se formeazi din sirul ‘N [pag. 3] luand®
numerele intregi din b in 0.
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Dacii & e un numir intreg,

10, Sau a se giiseste in sirul M, de exemplu @ = nd; in acest
caz zicem cit b se cuprinde in o de % ori eract si scriem

a:b=pn (cit exact) .

20, Sau a nu se gliseste in siral A , dar atunci e cuprins intre
doudl numere consecutive din acest sir, de exemplu

nb <a<(n+-1)d.

In acest caz zicem ci b se cuprinde de n ori in @, dar nu se
cuprinde de n4-1 ori; # se numeste cdtul prin lipsq al impitrfirei
a:b; nil este edtul prin adaos sau prin exces al acestei impdrtiri.

Diferenta @ — b — r este restul Impiirfirii. In cazul 10 avem » —
(Impiirtire ezactd); in cazul 20 avem 0 <7< b (impirfire neexactq 3.

OBSERVARE. Impiirfirea, dupi definitia II, este o operatie intotdeauna posibily
in sirul V" al numerelor intregi; ea ne conduce la doud rezultate: un edt si un rest,
Impiirfirea a: b se poate face si prin scideri succesive:. :

a—b=ry, 1 —b=r,, r,—b=r;,

i asa mai departe, pand ce ajungem la un rest nul sau mai mic decit b, Numiirul
scdderilor ficute este calul mmparfirii. De accea se mai zice ei impirfirea este o
scddere repetald (operafic inversi de lreapta « doua) .

EXEMPLE. * Impiirfire exacti:
~ 48:6—=8, 48:5—6 findes 48—=6x8,
lmﬁir;ire neexactd : ‘
53:9 di catul 5 si restul 8, fiindeit 53=9X 548 si 8 <9;

S

SN0 . W N 58=5X1043 , 3<s.

Avem in particular:

a:a=1 finded @S L = i,
@)l =g Y i Sde=s 8
na:a=n

,, eXn=mna,

0ta=0 ,  ax0—0.

0:0 este orice numdr, fiindei 0 Xn=0. De aceea zicem e}
0:0 este o nedeterminare. :

ain n'are sens pentru a == 0, fiinded nu existi niciun numir, care
inmulfit eu 0 si dea pe a3=0. ‘
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58, Tmpirtirea numerelor intregi algebrice. Daci a, b, ¢ sunt
numere intregi algebrice, cu valorile absolute 4 ,» B, C respectiv, zicem cit

(15) aib=c daci a=1be (impiirtire ca;dctd).

Prin urmare, pentru impirfirea exactd, trebue si avem

(F4):(+B)=+C fiinded FA=(+B)(+C),
(Fd):(=B)==C , +a4=(-B)(=0),
(=d)(+B)==C , —a=(+B)(-0),
(=4):(=B)=+C , —a=(—B)(+0).

(X)

ReeuLx. Ca s@ tmparfim doud numere algebrice, tnpdrfim volorile
lor absolute si ddim catului semnul +, dacd amdndoud numerele au
aceleasi semne ; dim edtului semnul — , dacd numerele awe semne contrarii.

Regula semnelor la impiirlire este aceeas ca s la inmultire [45]:

. ke 4+ A1+, - cu 5+ di —,
< 4.cu — di —, —cu — di +,
EXEMPLE : (4-28):(4- T) =4, (—48): (4 6)=—38,

(+36)(=12)=—3, (—55):(—11)=35.
In general, ¢ este catul si » (==0) restul impiiriirii a:b, daci avem
(16) a=be+r eu |rl < bl  (impirtire neexactd).

Valoarea absolutit £ a catului se obtine impérfind 4 : B. Semnul
citului ¢ e dat prin regula semnelor. Daci C e catul prin lipsé al im-
pirfirii 4: B, avem 4 < BC i semnul restului » = a — b¢ este sem-
nul lui .

EXEMPLE: (—385:(—9) di ctul -9 st restul — 8, fiindei
(—9).(+3)—8—=—27—8——3; si 8 <9,

(—85):(<4-38) di-catul —11 si restul —2, fiindei
(+3).(—11)—2=—33—2=—35 $i 2<3,

Osservare. Egalitatea (16) e generali. Pentru r==0 zicem ci
impdrfirea e neexactd; pentru » = 0 avem impirfirea exactd i egalitatea
(16) devine egalitatea (15). :
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59. Teoreme relative Ia impiirfirea exacti. Din definifia impiir-
{irii exacte rezulti ci: -

10, Avem
(17) . ()X b=ua, (e xb):b=uaq.

Astfel operatiile de Smudfire §i tmpdrfire cuw un acelas nuwmdr se
distrug una pe alta. ‘

20. Ca s@ tmpérfim o sumd algebried printr'un numdr, sau efec-
tuim suma §i impérfim rezultatul cu numiirul dat, sau impdsfim fiecare
termen al sumer ew numdrul st facem suma algebried o cdturilor ob-
finute. Adicd

(18) (a+b+c):m-_—(a:m)—!—(b:m)+(c:m), )

dacit smpirfirile se pot face exact, Operatia esle deci distributird.

In adevir, dupa 21,3, avem

[(a:m) + (b)) (c: m)] X 7)L=(a:))l).m - (b:m).m‘-}- (c:m).m

=a4b-e
ExXEMpPLU (2T —184+15):8=294:3—8
sau '(27—18+15):3=9—-G+5=S.

De aci rezultdi e :

A XT) (a+b):c=(¢t:'c)+(b:c),-
(XII) (e —=0):ic = (aze)—(b:e).

30 Ca si tmpdrfim un produs printr'un numdr, sau efectutic
‘produsul §i-l1 fmpértim prin numdr; sau fmpdrfim numai ve unul din
factort ew numdrul dat si apoi facem fnmulfirile rimase. Adicii avem :

(exbxe)im= (a:m).:( bxe
(19) —a SUGDm)ELE
=axbx(e:m).

In adevdr, inmulfind oricare din aceste rezultate cu s si {inind seami de
teorema 59,1 cipitim a X b X ¢.

EXEMpLy - (6><9‘>< 15):3:810:3:270.
‘sau (6><9><15):‘3=2><9><15=G><:}><15=G><9><5=270.
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In particular, ca sd tmpdrfim un produs prin unul din factorii i
suprimdm acel factor. In adevir H_—

(20) (aXbXe)ib=axtixXe=axe.

49, Ca sd Impdrtim un numdr printr’un produs de mai mulf; fac-
tori, putem Tmpdrfi numdrul privc primul factor, cdtul obfinut prin’ al
doilea factor §i asa mai departe. Adied pentru a:(b.c.d), daci

(21) e:b=gq, qie=¢, ¢:d=q"

avem
{22) ai(bed)=q".

In adeviir din (21) rezultd sucecesiv

a=Dbq, qg=cq deci a=beq; ¢=dq" deci «=bedq".

60. Legile impirtirei. InpXRTIRE ExacTL. 10, Dacd tnmulfim (sau
impdrfim)  detmpdrfitul cu wn numdr §t ldsiim impiirfitorul neschimbat,
citul se ininulfeste (sau se -imparte) cu acel numdr. :

In adevir, inmul{ind (sau impdrfind) cu m ambii membri ai egalitdfii « =19 X ¢,
-deducem dupd 52 si 59,8

am=bXem si a:m=0Xx (c:m).
EXEMPLU. Din 45:5 =9, mul{ind deimpir{itul 45 cu 2 deducem 90+ 5=18

sau impirtind deimpériitul 45 cu 3 deducem 15:5 =3,

20, Dacd tuwmulfim (sau Zmpdrfim) impdrfitorul cu un numdr si
lisim deimpiirtitul neschimbat, cdtul se tmparte (sau se Tanulfeste) ew
acel numdr., -

In adevir, In loc de ¢ =15 X ¢, putem scrie, dupi 59, 1

a=bX(cim)Xm s a=bm¥x (c:m),
a=(b:m)XmXe sau a=(bim)Xem.

ExEMPLU. Din 360: 12=30, inmulfind impériitorul 12 cu 2 deducem 360 : 24 — 15
‘sau impirlind impirfitorul 12 cu 3 deducem 360:4 =90. -

3% Dacd tnmulfim (sau impdrfim) § deimpdrfitul st Impdrfitorul
w un acelas wumdr, citul Tmpdrfirei nu se sehimbd.

In adevir din a=19 % ¢, inmulfind (sau impirfind) cu s ambi membri aj
egalitdfii, deducem

am=bmXe si (a:m)=(b:m) X e.
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1

ExXEmpLU.  Din 24:8=3, inmulfind (sauimpirtind) si demlpar(ltul $1 impdr-
~ titorul cu 2, rezultd
48:16=3 s 12:4=3,

40, ImpXRTIRE NEEXACTA. Dacd tnmulfim (sau impdrfim) §i detmpdr-
fitul §¥ Tmpdrtitorul eu un acelag numdr, citul nu se schimbd iar restul
se Tmnulfeste (sau se z7npa7te) cu acel numdr.

In adevir, din s . o
a=bec+r, jr]<|b]
inmul(ind (sﬁlx impirfind ) cu ‘m deducem
am=bm Xc—+rm, |rm|]<|bm|
siarm=(b:m)Xect(rim), |rim]<|b:ml.
ExempLu.. Din
(427):(—6f=—1 (cat)
rest T3 -
inmultind §i deimpir{itul si impirtitorul cu 1000, deducem
(F27000): (— 6000 )=—4 (cat)
rest - 3000 :
sau impirfind si delmpiriitul i impir{itorul eu — 3, deducen
(—9):(+2)=—2% (cat).
3 rest —1

6l.. Ordinea efectuarii opel.lgulor Intr'un sir de operatii de
treapta intdia si a doua, scrise unele dupd altele firi nici o parantezi,
trebue electuate fnfdi foate operafiile de treapta a doua si apoi cele de
treapta intdia.

Astfel: ) :
TX8—4+26:2—-2X5%X3
insecamni

(TX8—44(26:2)—(2X3X3)=56—4+13—30=355,

Daci vrem ca operatiile si se efectueze alifel, aritim prin paran-
teze operatiile care trebue si se facil inaintea celorlalte.

De exemplu, sirul de operatii
(TX8—4426):2—2X5X3
(26 —4-426):2—30.
§:2—-30=39—30=9.

inseamnit

sau
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Pe cand sirul de operaii

7><(8—4—|—26:2—2)><5><3
inseamni . -

TX(8—4+13—2)x 5% 3
k L}
CTX 15X 5 X 3= 1575,

sau

Uneori se Intrebuinteazi mai multe feluri de paranteze, pentru a
se ardtd ordinea in care trebue s
intelegem si se efectueze intai

d fie efectuate operafiile. In acest caz
din cele mari.

operatiile din parantezele mici si apoi

EXEMPLU, :
([7)(8—(4-{-26:2)]'—2) X5X38

=([7X8—17]—2) x5 x3 _

=(39—2)x5x3= 37X 5X8 — 555,
62. Impirtirea egalititilor si a neegalitiitilor. Impiriiri exacte.
1% Din a=?b rezulty @:e=b:e, oricare ar fi CI==10%
Din a=b, ¢c=d=0 rewlis g:c—p:q _
OBseRvARE. In aplicarea acestej operafii trebue si fim siguri ci
expresiunea prin care Impértim nu e nuld. Altfel ajungem la rezultate
absurde.

Astfel pentru g — 0, avem evident
3Xa=T7Xa
§i, Impirfind ambii membri ai egalitatii cu a, deducem 3 =7,

2. Din a>p » rezultii

‘ate>bie dach e>0 -
§i a:c< b:e dacy ¢ <0,

" In adevir din a>b rezulti

@—b>0; prin urmare catul

: (a—d)iec=a:e—p:¢
are semnul luj ¢, 5 i

3% Dacii numerele 4 st b sunt pozitive, din o > b rezulty

cita c:b daci ¢>0
$i c:a>e:b dacy ¢ < 0.

Prima neegalitate e evidentd; a doua rezulii din cauza semnelor.
MG,
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40, Dacﬁ-numerele @, b, ¢, d sunt pozitive,
din @ >0, e<d rezulti a:e > b:d.

In adevir avem succesiv a:c> b:e¢ si bie> bid

OBsErvARE. Dacii numerele sunt algebrice, regulele 80 si 40 se pot
aplied numai la valorile lor absolute,

REZUMAT. Impir{iri exacte:

din  a=0 ° din a>d din c¢=d

c=d+0 c=d a>b
a:c=b:d ‘ ae>b:d cia<<d:b pentru c=d>0,
are<<b:d- cia>d:b pen'ru c=d <0,

si pentru @, b, ¢, d pozitive:

din a.> b -din a<b

ce<ld c>d
a:c>b:d : : a,:c<b:d_

EXEMPLE. [Impir{iri:
—12=06—18 20—5>—10 20—5>—10 30=184-12 70>32
3=3 5=35 —5=—5 5§>3 7<8
—4=2—4 4 —1>—-2 S S == G = 10>4, -

1. — DIVIZIBILITATEA.

63. Daci un numir o se imparte exact printr’un alt numir b, zi-
cem ci @ e divizibil cu b sau divizibil prin b. In acest caz ¢ este un
multiphe al lui b, jar b un divizor al Iui a, .

Astfel: 60 ¢ divizibil prin 15, fiinded 60:15=4 sau 60=4 X 15; 60 e un
multiplu al'lui 15 si 15 ¢ un divizor al Iui 60.

Dacii a este divizibil cu b (de exemplu a:d— @), putem scrie
(23) . a=ab (a intreg) .
‘$i 7'eci11roc. Ciand nu vrem sii precizim de cite ori se cuprinde ¢ in a,
putem scrie numai .
a=Aab (a egal multiplu de D).

In toatd teoria divizibiliti{ii vom consideri numai numere pozitive,
deoarece impirfirea a doui numere algebrice a:d se reduce, afarii de
semn, la impir{irea valorilor lor absolute A : B, :
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64, Teoreme. 1°. Dacii- doui numere « si'b sunt divizibile cu 7,
suma, diferenfa §i produsul lor sunt divizibile cu n.
In adeviir din ipoteza: a=oan, b =fn rezulti

a+b=(a+B)n, a—b.:(a—p)n', ab=(aBn)n.

OBSERVARE. . Reciproca acestei feoreme nu este adevirati: o sumi, o diferen{d,
un produs de douii sau mai multe numere pot fi divizibile printr'un numir, fard ca
fieeare termen sau fiecare factor si fie divizibil prin accl numir.

Un produs e divizibil printr'un numdr, daci wnul din factorii lui e divizibil
prin acel numir [59, 3]. -

EXEMPLE. Suma 5--9=14 e divizibild cu 2 si T, dar nici 5. nici 9 nu e
divizibil cu 2 sau 7, Produsul 2 X5 X9 e diviibil cu 3, fiinded factorul 9 e divi-
zibil cu 8.

In general, daci mai multe numere algebrice sunt divizibile prin 2,
orice expresie algebricd inlreagd [60], formatd numai cw aceste numere,
este aivizibild prin n. ] :

20, Dactt a ¢ divizibil cu 2, orice multiplu al Wi o este divizibil
<u n. Deoarece din ¢ = « n rezulti

’

ma=mon=—= (ma).n  (me intreg ).
EXEMPLU. Dacii. 15 ¢ divizibil cu 5, si multiplul 7 X 15 =105 ¢ divizibil cu 5,
30. Dacii doudt numeré a si-b sunt divizibile cu n, - §i restul Fm-
pdrfirel a:b este divizibil cu n. ‘ :
Fie ' ;
a=be+r (r<<d).

Daci a=an, b=PBn, din a>be rezulti « > B¢ si avem

r—=a—be=an—fnc=(a —Be)n
. I
cu « — fe intreg. Prin urmare r este divizibil cu n.

EXEMPLU, Fiinded 240 si 84 sunt divizibile cu 12, si restul impdrfirii 240:81,
adicd 72, e divizibil cu 12, 5

40. Daci doud numere a §i b diferd printr'un multiple de n,
acesle numere, impirtite prin %, duw acelas rest. «
In adeviir daci ' :
a—b=pn sau a=b-+pn
i dacd b:n di restul r, avem ' .
b=aqn+d-r (r<n)
sla=qntrdpn =(pt+q)ntr cu r<<n. Deci sl a:n da restul » [58].
EXEMPLU. Fiinded 819 — 235 =84 este un multiplu de 7, numerele 319 si 235

gmpirtite prin 7 dau acelas rest, )
&
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65. Congruenti. In general, dac doud numere si b impirtite cu 2
dau acelas rest, zicem ¢ a este congrie cu b pentru modulul n si scriem

(24) =b (mod n).

Relafia (24) se numeste o congruenfd. Din definitia congruentei
rezultdi ci, daci '
a=b, b=c (mod n),
avem si
==¢ (mod n).

In particular a==0 (mod ) insemneazit cii a este divizibil cu n.

Exmlpw. Avem 22=34 (mod 6) fiindeci i 22 §i 34 impirfite prin 6 daun
acelas rest 4.

66. Recunoasterea divizibilitifii. Ca si stim dacii « est divizibil
prin %, trebue si ciutim restul impiirtirei @:n. In unele cazuri acest
rest poate fi dat de o alti imprfire mai simpld. De exemplu, daci pen--
tru orice numir ¢ putem giisi un numir b, care si satisfaci conditiile

a=b (mod n) si b<d,

restul impértirei a:n este
 sau b, daci b<n,
sau restul dat de b:n; daci b>n.

Alegind numirul b in mod convenabil, obtinem astfel o requli
_pentru divizibilitatea unui numdr cu n. i

OBservARE. Dacii avem
a=b (mod n),
§i dacii d este un divizor al lui =, avem si

a=b (mod d).

Prin urmare regula de divizibilitate gisita pentru 7 este adeviratit
$i pentru orice divizor al lui n.

67. Regulele elementare de divizibilitate. Un numiir &V, seris cu
cifrele a, b, ¢, d, e in sistemul zecimal, este
(25) N=a.10'+1.10° 4¢.102 4 4.10 L ¢

S N=10000¢ + 1000} + 100 ¢ -+ 10d + ¢.
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Daci insemndm cu 8 suma cifrelor: a+-b+4c4+d-+e si cu S suma
alternatd a acestor cifre: a—b+-c—d-te, se observil ci

N=¢ (mod. 2, 5, 10),
N=10d+e (mod. 25; 50, 100),
N=§8 (mod. 3, 9),

N=§ (mod. 11),

De aci deducem toate regulele elementare de divizibilitate.

Primele doud congruente rezulti imediat din egalitatea (20), _celelalte doud
rezultd din egalitafile

N=a(10‘—1)+b(103—1)+c(10’——l)+d(10—1)+8,
N=a(10‘-—1)+b(103 ; 1)+c(1uz—1)+d(1o+1)+s%

dacd sc observii ci 107 —1 e divizibil prin 3 i 9, iar 10‘”—1 $l TR -{—l sunt
divizibile prin 11, oricare ar fi » intreg si pozitiv. .

68. Divizor comun. Dacit mai multe numere intregi a, b, ¢ sunt
divizibile prin d, zicem ci d este un divizor comun al acestor numere.

Si se observe cii: 2

10. Numerele a, b, ¢ au cel putin un divizor comun: pe 1.

20, Ele pot aved si alti divizori comuni mai mart decit 1.

30, Daci @ > b > ¢, orice divizor comun al lor este =e.

Existi dar un numir D, care este cel mai mare divizor comun al
numerelor ¢, b, ¢, si avem 1 = D = ¢,

69. Cel mai mare divizor comun (¢. m. m. d. c. )- Fiind date doui
numere a §i b (a>0), si insemnim cu D pe ¢. m.m. d.c. al lor.

Daci a e divizibil prin b, avem D =1b.

Dacii @ nu e divizibil prm b, avem a =be +7r (r<<bd) si orice
divizor comun al numerelor a’si b este si un divizor al lui » [64, 3L
Prin urmare c. m. m. d. ¢.” al numerelor a si b este ¢. m. m. d. . al nu-
merelor b si r.

Dacid b este divizibil prin », avem D =1r.

Dac b nu e’ divizibil prin », avém b =re¢; + (r1 < 7). Ratio-
nind ca mai sus, rezulti ci D este c.m.m.d. c. al numerelor 7 §i .
Si asd mai deparle :

Resturile 7, 7y, 7, ... merg descrescand cel 'pufin cu cite o uni-
tate. Prin urmare, dupii un numir finit de operatii (cel mult r) trebue
si ajungem la un rest 7, = 0. Ultimul impiirtitor (adicil restul r,—;)
este cel mai mare divizor comun ciutat. Deci D = rz_i.
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- Daci numercle @ si b au ea divizor comun numai pe 1, aceste
numere se zic prime tntre ele. In acest caz avem D — 1.

EXEMPLU. Si se alle ¢. m. m. d. c. al numerelor 10890 si 8512, Observiim cii
10890: 3542 di catul 3 si restul 264; prin urmare trebue si ciutim pe c. m.m. d. c.
al numerclor 3542 si 264, "

8542:264 di catul 13 si restul 110; 264: 110 d3 catul 2 si restul 44; 110: 41
da catul 2 si restul 22; 44:32 dd cAtul 2 si restul 0. Prin urmare 22 e c¢. m, m. d. c.
al numerclor 10890 si 3519, ; b

In practicii aceste impirfiri succesive so ageazd in modul urmitor:

| 2] 1] 2|
10890 | 3542 | 264 | 110
10626 | "90Z | Tax | "2z
204 [ 792
1

| 2

(L)
o

-
ClrF- (8]

—
=

Observare. Din calcularea celui mai mare divizor comun D, a
douii numere, prin Impiirfiri succesive, rezulti urmitoarcle proprieti{i
(analoage cu ale restului unei impir{iri )

19, Orice divizor comun al numerelor a si b este si un divizor al
i D [64, 3].

20, Cand fnmulfim (sau impirfim) numerele @ si b cu un acelas
numir m, si D se inmulfeste_(sau se imparte) cu m [60, 4].

In particular,” dacd impirtim pe @ sibeuD; c. m. m. d. e. al
caturilor a:D=qa", b: D=1 cstc D:D=1. Prin urmare citurile o”
si b sunt prime intre ele. = : '

70. C. m. m. d. e. al mai multor numere : a, b, ¢, d. Ciutiim
pe c¢. m. m. d."c. al numerelor a si b; fie Dy. Apoi pe ¢. m: m. d. .
al numerelor D; si ¢; fie D,. Apoi pe c.m.m. d. c. al numerelor D,
sid; fie Dy. C. m. m. d. c. al nwmerelor. a, b .c, d este D:Daf

In adevir daci Dy divide pe d si pe D, divide si. pe multiplii Iui D,, pe Dy
§i pe ¢; divide dar §i pe multiplii lui Dy, pe a sidb [64, 2].. Prin urmare D; este
i divizor comun al numerclor «, b, ¢, d, Vrem si aritim ci e st cel mai mare,

Daci ar existd, pentru numerele a, b, ¢, d, un ditizor'comun D > D3, D ar
fi divizor comun si pentru numercle Dy (e.m.m, d e al luiasid [69, 21, D,
(c.m. m, d. ¢ al lui Dy sic) si Dy (e. m. m, d. c al lu D, st d); prin urmare
D > Dj; ar fi un divizor al lui Dy, rezullat evident absurd,

Daci D=1, numercle «, b, ¢, d se zic prime intre cle.
- Numerele se zic prime tutre ele doud cite dowd ciand doud oricare
I )
dintre aceste umere, n'au alt divizor comun deeat pe 1,
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71. Multiplu comun. Daci I este un multiplu si al Iui @ si al
lui b, zicem cd Jf este un mulliple comun al numerelor si 0. In acest
caz avem [63]: - :

M=pa=qb (p si q intregi).
EXEMPLU: 70 ¢ un mulliplu comun al numerelor 7 si 5 fiinded avem
' T0=10X 7 =14 X 5.
OBSERVARE. In particular produsul abd -este un multiplu comun® al numerelor
a si b, Astfel 35=7 X5 estc un muitiplu comun al numerelor 7 i 5.
Dacit M este un multiplu comun al numerelor ¢ si &, si produsul

n/ este un mulliplu comun al acestor numere, oricare ar fi » intreg.
Deci sirul multiplilor comuni a doud numere : ;

()t B Sl Meobir) S9SN S (n+1) 2, ...
este memdrginit spre dre:;pta. Dar spre stanga ?

=~

¢2. Cel mai mic multiplu comun (e. m. m. m. c. )- Dacii ¢ e mai
mare decat b, . niciur multiple comun al numerelor a st b niw poate fi
mai mic decdt a. Existi deci la stanga sirului (p) un numir m = a,
care este mai mic decit toate numerele din acest sir; m este cel mai
mic multiplu comun (c. m. m. m. e.) al numerelor a si b.

- In acelas fel se defineste un multiplu comun al mai multor nu-
mere a, b, ¢ si sc vede cit existi un numir m, care este cel mai mic mul-
tiphe comun al acestor’numere. Daci o > b > ¢, trebue siiavem m =a.

73. Numere prime. Orice numiir N, care nu e divizibil decat prin
el insusi §i prin unitate, se numeste numdr prim. 'De' exemplu: 7, 11, 28.

Daci numiirzl N mai are si alfi divizori, -afari de N si de 1, zi-
cem cd N este neprim.’

EXEMPLU: 15 esté neprim, fiinded are ca divizori pe 3 §i 5.

Pentru a obfine numercle prime ¢ deajuns -sii tdiem din sirul

(V) = Ly o g3 S N

9 s e

toate numerele din 2 in 2, incepand dela 22=4; apoi toate numercle
din'3 in 3, incepind dela 82=9 i asd mai departe.
Obtinem astfel sirul nwmerelor prime ('): -

1,V 2553, SRETmLinmg Sin " fgiog: 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, ...

Oricat de mare ar fi un numir A, existd numere prime mai mari decdt ..
De aceea se zice i sirul numerclor prime este nemdrginit (spre dreapta ),

(1) TABLA II dela sfarsitul volumuluj,
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N
74. Teoreme. 19, Orice numdr a neprim are ecl pufin un divizor
prim. In adevir d, cel mai mic divizor 1 al lui a, e prim.

Daci d n'ar fi prim, ar admite un divizor d;; dar atunci $i @ ar admite
divizorul d; < d [64,2], ceeace e contrar cu ipoteza ci d e cel mai mie divizor al lui g,

20, Dou#i numere g $i b neprime intre ele au cel putin un divizor
comun prim.

Se arati, ca mai sus, ei d, cel mai mic divizor comun * 1 al numerelor g
st b, este prim, : !

3%, Orice numdr N neprim se poate descompune tntr'un produs de
factori primi, : ‘ -

‘In adeviir daci g ¢ cel mai mie divizor %=1 al luj N, a e prim
sl avem N=a Q. Dacy Q ¢ prim, teorema e demonstrati. Daci @ nu
e prim, admite si el un divizop prim b si avem @ =} Q1, deci N=qd Q.
Operatia aceasta, care ny se poate prelungi la infinit, nu se poate ter-
mind decat cind am ajuns la un cat Q, prim. Atunci NV este descompus
Intr'un produs de factori primi.

Aceasti descompunere nu se poate face decat intr’un singur fel.

* Rationamentul ficut ny exclude cazul ca doi saumai mulfi factori
primi si fie egali intre ei. De exemplu, daci a=10, in loc de produsul
ab avem a2, :

In general gisim pentru N un produs de forma
Atk g an

L d

unde @, b, ..., sunt factori primi, iar oo R S SO sunt numere
intregi =1. i

N

EXEMPLU. 3600=36 X 100 =4 X 9 % 4 X 25 =24 % 32 ¢ 52.

OBSERVARE. Daci X contine factorul g« » el contine ca factor si pe.an, pentru
n=1,2 ., ,6,a—1, S a

Astfel 48 = 2*X 8.are ca factor si pe 2% i pe 2% si pe 2, fiinded avem

48 =28 X6=22%12=2%x24.

IV. — NUMERE RATIONALE, -
75. Fracfii ordinare. Daci q si b sunt doud numere iﬁtregi §i
pozitive (@ > b) si daci :
(26) . aib=c (ct exact),
¢ este a b-a parte a lui @ §i avem
(27) - m a=bXe.
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Dar daci @ (>b) nu e divizibil prin b sau daci @ e mai mic
‘decat b? L=

In aceste cazuri, in sirul numerelor intregi nu existd niciun nu-
mir ¢, care sii satisfacd la egalitatea (27). Pentru a da un sens no-
{iunei de edt exact si in aceste cazuri, trebue si introducem in aritmeticii
numere noi. ‘

Si observiim ci problema impiririi exacte se poate rezolvd intot-
deauna pe cale geometrici. De exemplu, pentru 5:3 catul exact trebue
sil reprezinte a lreia parte a lui 5 [57].

Si ludm o lungime AB (fig. 20) egali cu 5 unitiiti i s impir{im
fiecare unitate in 3 pirti egale. Una din aceste plrti AV este o treime;

1 ;
] ! I | I l I Il ! | I |
[ i [ Ll |

U G

[
-
B0 = ¢t

Fig. 20,

lungimea AB contine 15 treimi §i a treia parte din AB =15 treimi este
AC=35 treimi (cat exact ).

’

O treime este o unitate fracfionard si se scrie 3 S treimi este un

ic . o 5 - 5 . o
nwmdr fracfionar sau o fracfic ordinard [8] si se scrie 5
“Introducand numerele fractionare avem dar egalitatea’

(28) 5:3=% (5 treimi sau 5 pe 3) W,
si in general

(XII) ' a:b;% (a pe b).

Catul exact al impérfirii @:0 se mai 'numeste si raportul dintre
@ i b. Egalitatea (XIII) ne arati ci raportul dintre numerele -a §i b

. 6 o G
este fracia ordinard 7

Osservare. Din definifia fractiilor ordinare rezulti ci:
1°. Dintre doui fractii, care au acelag numitor, aceea este mai mare,
care are numdrdtorul mai mare, - :
" 20. Dintre doud fractii, care au acelag mumdrdtor, aceea este mai
mare, care are numitorul mai miec. '
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76. Fractii algebrice. Daci a $i b sunt doud numere algebrice, cu

valorile absolute 4 si B respectiv, vom zice ci . ‘
a A 5 A ] ;
—— =L daci a si b au aceleass semne ;
b B
@ A d 2
== 5 dacii ‘@ si b au semne contrarii.

Avem dar doud feluri de fractii algebrice: pozitive si negative.
Orice fractie algebrici poatc fi considerati intotdeauna cu nwmi-
torul pozitiv. In adeviir putem scrie

—A. +A A. .‘rA “A. L

| —B-FB=-5' =—p=

!
XIV -4
( ) —B +B
" Osservare. Aplicind regula semnelor dela impiirtirea numerelor
algebrice [58], vedem ci, in general, oricare ar fi numerele algebrice
a si b, avem -

b ORRIAS OF S e = T A
SRA NI R, b -0 T T

Prin urmare_raportul (catul exact) dintre doui numere algebrice
. | - . o=t | (O '
a si b este fracfia ordinard algebrici 3
Numerele @ si b se numese termenii raportului; @ e nwmdrdtorul,
b .e numitorul si avem in valoare absoluti si in semn

. a N a
.(29) (Lb_T St bxb—z'a.
In particular putem scrie

(80) a:1=%=a.

RecuLX. Orice mumdr intreg se poate scrie sub formd de fracfie
ordinard, dacd-i punem numitorul 1.

7. Siruri de fractii. Din-sirul I al numerelor intregi algebrice [ 27].

(1) ey =Ry e, =2, 1,0, 0, 2,

impirfind fiecare numir cu m (intreg si pozitiv) formiim sirul

: 9 1 e ] 2
: n o 3 7
(Z1m) ool = =sh kel ST S S (Rt g bty ey ee
f m m m m m

care confine toate fractiile cu nurmitorul .
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Relafiile de neegalitate sc extind la fractiile algebrice in modul

a b
urmittor: Dacil = si ~, sunt doudi numere alfrebmce din sirul I’,,,,A

yvom ZICC cil

— > = Gl - S e
m
Astfel sirul Fp, este ordonat in mod cresedtor.
Pentru » =pm, oricare ar fi p intreg, avem

n pm
m - om

=P.
Sirul I, contine dar, din m in m, toate numerele intregi algebrice..

7S. Corespondenta dintre fractii si puncte. Pe o axii A, cu sen-
sul pozitiv spre dreapta (fig. 21), si ludm un punct O ca origine si o
lungime OU ca wunitate intreagd.
I

p 3 2 1 Rlig) 2 3 1
A ) S ) "
i ——p—t—ip == —
p’ 0 M P :
Fig. 1. .

i, 5 ol ;
Unitatea fracfionard - este lungimea

OM = a m-a parte din OU.

Si presupunem axa A divizatd cu diviziuni egale cu OM dela O
spre dreapta si deld O spre stdnga. Dacil P si P’ sunt punctele de divi-
ziune, pentru care segmentele OP spre dreapta si OP” spre stinga contin:
cite p diviziuni, vom zice ci abscisa punctului P este —{-—f—;— si abscisa

i /
punctului P este —%L—.

Scriind in dreptul fiectirui punct P abscisa Iui, stabilim astfel o
corespondentd univocii intre punctele- de diviziune si intre numerele
fractionare din sirul F,. i

EXEMPLU. Luind diviziunile OV=0U:5, unitatea fracfionari este o cincime
si toate numerele corespunzitoare acestor ¢iviziuni sunt fracliile din sirul

n g - 1 h ¥ n
(FS) ' ""—"5_"---:—?-, ==y 0-?, ..
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~are pot fi presupuse scrise pe axa A (fig. 22) tn dreptul punctelor de diviziune
-corespunzitoare, :

~s 3 - - I ) 13
Dacd OP=13 amncemt, in loc de punctul P vom zice punclul ST

. 2 3
OBSERVARE. Pe fizura 24 vedem cd fractiile %, %, _:., i;_ sunt mai mici

‘decat unitatea intreags OU ; % este egali cu OU=1; _g., ?;I., ... sunt mai mari

‘decat OU, deci mai mars decat 1,

-3.2 1 G B EUEN 3 i &l s ko 112 13

A 57575 5 5 S B 285 890 B 5
] . + 1 + 1 3 Pl 1] - + + F-

oV U M P

Fig. 22,
A
: ) h a b B TP |
Pentru o fractie cu termeni pozitwi o Se bot prezentd urmitoa-

rele cazuri:

daci #n < m avem % <1 fractie subunitard;

‘n : s B E K

. dacd n =m avem o= 1 fractie echiunitard;
: n o . . o
dacd » > m avem =% > 1 fractie supraunitard;

n =
daci n =pm avem =P numdr fntreg.

Aceastd regu'd nu se aplicd la fractiile algebrice. De exemply, din 48> —5
au rezultd +—2>l [e2, 2]. - ' '

O fractie subunitard se mai zice $i fractie proprie; toate celelalte
feluri de fractii sunt fractii improprii.

: 79. Orice fractie improprie confine intregi, adici unitifile frac-
fionare din ea formeazi una sau mai multe unitdfi intregi.

EXEMPLU. S luim fractia?. Finded un intreg aie 5 c:neimi, in 13 ¢'neimi
vor fi atAfia intregi de cAte ori 5 s cuprinde 1n 13; dar
18=2%543,

deci 1n 13 cincimi avem 2 intregi si 8 cincimi si scriem

—
Y]

—_ 0 1
=i

o oo

o

8 o 0 0 - 9
Numirul 243, care se mai scrie si 2 = se numesle numdr mixt,
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ReGuLX. Ca sd aflim cdfi tntregi sunt cupringi’ intr'o fracfie im-
proprie, mpdrfim numdrdtorul prin numitor.

b
O fractie dmproprie, daci nu e egali cu un numir intreg, este-
suma unui numdir énfreg cu o fractie proprie,

B G . o —
Intregii din fractia — se seriu uneori cu notatia E(—b-) o

In adevir, daci ¢ > b i daci a:b di catul ¢ si restul » << b, avem
a=bXctr si Z— b
. b b
unde ¢ e un mundr intreg, iar _I:. o fractie propric.

OBSERVARE. Catul impdriirii 13:5 dupi definifia 1 [67] este raportul 1
calul acelea'i impirfiri dupi definifia II [57] este numdrul intreg E(l‘,)—a) sau 2,

80. Legile fractiilor ordinare. Din definitiile fractiilor rezulti ur--
mitoarele legi pentru fracfiile ordinare pozitive (1):

10. Dacd tnmulfim numdrdtorul (sau Impdrfim numitorul) unei fractii.
cu un numir = (intreg si pozitiv), fracfia se face de n ori mai mare..

SRS 156 . 5
XEMPLU. Dacd In loc de 2 si 2 Juim -° —, ave
EXEMPLU. Dacid In = ¢ = i g avem

15 3 g 5 5 2
— > — (de5ori); 2 — (de 2 ori).
7 7 ( )i, 7~ 15 ¢ i)
In adevir, 1n neegalitatea 1ata'a, fracfia a doua confine 3 septimi, iar Infaia
. contine 15 septimi, adici de 5 ori mai mult decat a doua. In neegalitatea a doua,.
fraclia a doua contine 5 optsprezecimi, jar intdia 5 noimi si cum noimea e de 2 ori-
mai mare decat optsprezecimea, fractia intAia e de 2 ori mai mare decat a doua,

20. Dacll fmpdifim numdrdtorul (sau tnmulfim numitorul) unei
fractii eu n (intreg si pozitiv) fractia se face de n ori mai micd.

: 15 S S 3 . 5 _
EXEMPLU. Dac§ in loc de = si o luim = s 5’ avem

—3— < ? (de 5 01); % < % (de 2 ori),

3% Dacd inmulfim (sau tmpdrfim)- §i numdrdtorul §i numitorul -
unes fracfii cu acelag mumdr, schimbim numai termenii fractiei, dar
valoarea fracfiei rdmine neschimbatd.

In adevir de cite ori mirim fracia prin inmulfirea numiritorului, tot de ata-.
tea ori o §i micsordm prin inmulfirea numitorului, :

(1) Si se compaie cu legiie Impdrtirii exacte [60, 1,2 s-i 8].
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210

EXEMPLU: =~ ! _G_
525°

~In acest caz zicem cil amplificdm (sau simplificdm) fractia.
Avem dar, oricare ar fi =, i

a a.n

(31) St (amplificare cu n).
“§i, dacd impirfirile se pot face exact,
(82 : % = g% (simplificare cu n).

Opservarea I. Si nu se confunde amplificarca cu Tnmulfirea, nici
-simplificareq cu Impdrfirea fractiilor.

EXEMPLE: lraciia

.f_o Tnmulfitd cu 8 = % X 2= % sau %. o 1% (legea 10),
% u.mpliﬁcal(i cu 2 =13‘§5 = ;_g. = 1%. {(legea 20)1

3 1‘_:) f)nptfrjihi. cu ‘_’=‘1%: 2=T'6 au % < % (legea 20),
1_60 simplificat@ cu & = %%:% = % (;egea 30)..

Opservarea II. Un numdr ntreg nu poate fi seris (in sistemul zeci-
‘mal) decat intr’un singur fel, pc cand o fracfic ordinard poate fi scrisi
intr'o infinitate de feluri (simplificand-o, dacdl e posibil, sau aplificand-o
-cu orice numir vrem). B

3 3n

EXEMPLU. Fracfia 11, sz mai poate scrie = sau 5 oricare ar fi »,
2 O n

S1. Fractie nereductibili. Cand termenii a §i bsunt primiintre ei
. .a - - i
[69], fractia i se zice nereductibild.

Orice fractie, dacii nu e nereductibild, sc poate reduce prin simpli-

ficare la o fraciie egald nereductibili. ;
In adevir, dacii p e cel mai mare divizor comun' al numerelor a

'si-b, simplificand fractia % cu p, citurile a:p=a’ §i bip=10" sunt

_prime intre ele [69] si gisim

—Z— — '% (fractie nereductibili ).

OBSERVARE. Din tot sirul infinit de Iracfii ¢gale tu %, numai o singurd frac-

“tie ¢ nereductibild : acea care ¢ scrisi eu termenii cei mai mici,
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82. Aducerea fractiilor la acelag numitor. Am vizut cii prin am-
plificiiri sau simplificiiri putem scrie aceeas fracfie ordinard intr'o infinitate
de feluri. In particular putemn si-i punem ca numitor orice multiphe N
al wunitorului ei. ‘

. In adeviir, in loc de fractia % daci N = bn, putem scrie

« an  an
l b bnT N

N = . . @ Cmnl . >
De aci rezullii ci mai multe fracii 23 i pot fi scrise toate

-cu acelag wwmitor, firi a le schimba valoarea. Dacii N este un multiplu
comun al numitorilor b, d, f si daca |

N:b=0, Nid=d', N:f={f;
‘sau ol ‘ -
N=0bl, N=dd, N=ff
avem
ab”  ab’ c cas W ed” e of ef

bb":—l\_r’ A s L a7 TR

Ka
b

Astfel fraciile date au fost aduse lo. acelay numitor. N este un

numitor comun. Se poate alege ca nutnitor comun cel mai mic multiply
-comun al numitorilor fractiilor date.

ReGuLX pentru aducerca mai multor fractii la acelag numitor ;

"Operatia I Alegem un maultiply. comun al tuturor numitorilor
fractiilor date (1),

Operatia 1. Pentru fiecare fractie, tmpdrtim multiphdl comun
ales prin numitorul fracfici si amplificim fracfia cuw edtul obfinut.
' ]

. 3 b 2
EXEMPLU. Si sc aducil la acelag numitor fractiile : —?-, ol

Operatia 1 12 fiind divizibil prin 6 si 3, 12 e un multiplu comun

zilor, Operatia II, Pentru frac ja tntia : 12:6=2, deci B 2 L), Pentiu fracfia

X2 12
) 3
-4 doua: 12:83=4, deci %:%..Fx clia a treia avand numitorul 12 rimane

al numito-

-neschirabali % Astfel, tn loc de fracliile date, ixutem serie 0 8 T

1

12’ 157 12°

§3. Compararea fractiilor. Ca si compariim doud sau mai multe
fractii, care n’au acelas numitor, le aducem intdi lo acelas

numitor si
-apoi le compariim.

(1) Acesta poate fi sau produsul t1/ur

or numiorilor, sau ce! mail mic multipln comu al Tor,
-sau orice alt multiplu comun, : I
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Astfel fractiile %,% se pot scrie

- 1y ‘a ad e be

$i comparand noii numdritori, vedem ei

-e

daci ad > bc avem % > %
: - a e

_ daci - ad=1"be avem 7=
a ¢

daci ad < be avem <

De aci rezulii ci orice sir de fractii poate fi ordonat. E de ajuns si aducem
toate fractiile Ia acelas num tor si i le ordonim dupd numdratorii lor,

EXEMPLU. Fiindecil fratiile g, 33 sié [82], sunt egale respeetiv cu
A 8 w0 e 10 ST ‘ 5 2 7
—, — §l — ded ! — 8 ;i = =2 ey
Rty N 5> 5>, aem 2> 2 ~ o

84. Teoreme. 1°. Dacii avem un sir de fraciii egale, fractia, care
are ca numiritor suma numdrdtorilor §i ca numitor suma numztorilor,
este egald cu fiecare dintre fractiile date. -

Si considerim fractiile

4 - r

a a . . oata La”
T ES e = st ——
b b' b" Y b+b'+b”

Dacdl X e valoarea comunii a primelor rapoarte, avem
a=0bx, o' =1¥'%, a"= 0",
si adunand aceste egalitiifi membru cu membru, deducem

ata L+ a”=bl-sz').+b"1:1(b+b’+ b")

de unde, impirfind prin b--b'L3", rezulti

.a+a’,+an_- —a _a’_a"
(=) ST T AT = =g

Mai general, fiinici

4 = pe @ _ qd =.7%_
b pb’ U e
rezultd ci

oricare ar fi numerele algebrice p, ¢, r,
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65.

20, Dacit avem un sir de fractii necgale, fractia, care are ca nu-
mérdtor swma numdrdtorilor si ca numitor suma numitorilor, are o va-

loare imedie, adicti este mai mare decdt ceax mai micg si mat micd decdt
cea mai mare dintre fractiile date.

Dacit ” -
a a a ) )
T—l’ b'_'p'7-?-= ’ l<l~"<’1_
avem a : \
A=T<v de unde dA=a < by
Ay ey v 0l

”

l<b—"=‘/ » » DXL a"=0b"v,

*

Adum‘md membru cu membru ultimele trei neegalititi, deducem
ABLY+8) < ada’+a” < v (DL +B")
si impiir{ind cu  b4-3"+b”, rezulti

14 ”
adici b0 b
LIy ’ " ’”
(35) g<“a+a+a <.a_.
b b+ b’+ bl' bl'

30, Cand adundm acelas numdr la ambii termeni ai unei fractii
fractia se mdreste dacd e mai micd deedt 1 $i se micsoreazd dacd e mai
mare decdt 1. »

" In adevir fractia ‘ ’
) : a-tn i

b-fn

si 2, dack adunim numdrdtorii Intre ei §i numitorii intre ej
n i

rezultd din fractiile %
s, dupd teorema 29, ea are o valoare cuprinsi intre % o] L

— =1. Deci
n
14
dacdi L <1 avem L& < 0Fn- Lo
b = b * btn < n
daci 2 > 1 aveme £>Eﬁ>i,
b ) b b0 n

In amandoud cazurile fractia se apropie de unitate,

- 40, Cand seddem acelag numdr din ambii termeni ai unei fractii,

fractia se micsoreazd, dacd e mai mici decat 1 $i se mdregte, dacd ¢ mai
mare decdt 1. i

M. G. -

e
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’ In adevilr, dupi teorema 39 fractia % are o valoare cuprinsi intre

a—n . o
— 1 —_ ==,
b—n . n
Deci . .
daci % <1 avem L= U oD
b ]  b—n b o’

daci 2 >~ 1 avem MarouRES s D
b . b—n b n

In aminioui cazurile fractia se depdirteazi de wnitate.

85. Operatiile cu numere fracfionare sc definesc astfel ca si cu-
prindd si si generalizeze operafiile cu numere intregi.
Operatiile inverse rezulti din definitia ‘operatiilor directe.

10, Adunarea. Dacg fractiile au acelag numitor, suma lor este
0 fr@e, care are ca numdrdtor swima numdrdtorilor fractiilor date si
ca numitor nwmitorul lor comun. i
Astfel :
A SRl ) IS
(xv) Spoaloakbie
7

8
v %

-
o~
-

Dacii fractiile n’au acelas numitor, trebue si le aducem tntdi lo
acelas numitor [S2] si apoi si le adunim,

20, Sciiderea. Daci fracfiile au acelas mumnitor, diferenta lor
este o fractie, care are ca numiritor diferenfa numdrditorilor fractiilor
date si ca numitor nuwmitorul lor coman. "

Astfel: .
v @_b_a-b
(Xv1) n n n ,
‘In adevir =

7. n n n

a-—b+i=a—b+b= a

Daci fractiile n’au acelas numitor, trebue si le aducem intdi la
acelag numitor si apoi si le scidem.

3% Inmulfirea. Produsul a doud sau mai multe fractii este o
fracfie, care are ca numiritor produsul numdrdtorilor si ca numitor
produsul numitorilor fractiilor date.

Astfel : .

(XVII) %xéx%:%-

OBSERVARE. Fracfia produs se poate simplific, tnainte de a efectu inmalfirile,
10, suprimind orice factor, care se giseste si la numirator si Ia numitor;
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20, impéirtind prin acelas numir wn factor dela mumdrdtor si un factor dela
aumitor (dacd impirfirile se pot face exact) si scriind in locul acestor factori catu-
rile cXpitate. :

EXEMPLU : _—
14 X2WX6X15 _ 14X15 _ 14X3 _
Y W2XEXWXI0 T 10 2 —74><3—21.

4% Impértirea. Ca sid impiirtim dou# fractii ordinare mmulfim
fracfia intdia cu o doua rdsturnatd.

Astfel :
1 ad
XVIII L el N e
( ) b'd b \< @ ¢
In adevir
edc e otd _ o
. ‘ be d bed T
EXEMPLE:
Adunare. | Dmuldfire.
31 1 2Nl || 110181 Bl 24 48 562mk 6
T 5 BT E 6 AT TG B
Scddere Impdrtire.
s_2_2aa_10_1n e Lt SURTIS 8 DG Tanial
5 T T B an BT 6 S PF I ape] T

86. Op'eratiile dintre intregi si fractii. Scriind orice numir intreg
sub formd de fractie ordinari (cu numitorul 1), operatiile' dintre intregi
s fractii se reduc la operatii intre fractii.

Astfel;
b @y =D actd b a- b ab -
e = 0 = == e =
a‘c_l‘c_ c axc—lxc TN
" b_a b, ac—=b a.b_a_b @, ¢ _ac
e s =G B e T s B
¢ 1 ¢ Tt ¢ 1 "¢ 1) /]
L L AL L G o
GRS ] N A g
EXEMPLE : _
- 2 5 IRalS 2 17 2 5 2 5X2 10
'3 alrtuy. = _—=, 5 e i _=—__,
S e s s T3=3 Xg=1X3 Ixs 3
2 5 2 15 2 i3 2 O 5 3 15
—__=_—_.=_—_=_, 5:_=_:_=__ _— e,
e 3 1 3 3 3 3 3 1 3 1><2 2
2 ety Tt Wb £ T
T T

" Toate regulele operatiilor cu fractii ordinare, cuprind in ele regulele
_date pentru-operatiile cu numere intregi i piistreazii toate legile funda-

mentale ale acestor operaii,
. -
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~Astfel avem :

il b Lo ( comﬁtaﬁe)
TXaTaxF =g i "
" afe e ac ae S
ZT(EZH{_]?) = b—d+_f (dzstr;bu/ze),
Y et
ab:T.l—z-fo:b— (raport).

OBSERVARI pentru numerele pozitive:
10. Cand inmulfim un numir ¢ cu un numir intreg n, produsul
- na este de » ori mai mare decat .

20 Cand inmulfim un numir ¢ cu 0 fracfie X, produsul Aa este
mar mare sau mai mic decit @, dupd cum fractia' A este mai mare sau
mai mici decat 1. ; A

3% Cind fmpirfim un numir o cu un numir ntreg n, citul a:n
este de » ori mai mic decat . ' - :

40, Cand impirtim un numir ¢ cu o fracfie A, catul a:A este
mai mic sau mai mare decat @, dupd cum fractia A este mai mare sau
mai ‘micd decat 1.

EXEMPLE :

12X3 = 26 de 3 ori mai mare decat 12 (3 intreg).
12x2 - 12x2

=8 <12 finded fractia 2—% <1,

3 3
12 x% = 12§<4 =16 > 12 fiindei fracfia -g- Wik

12:3 = 4 de 3 ori mai mic decat 12 (3 intreg),

12: 2 = 12%‘ =18>12 findc3 fracia _i. <1,
12:_34_ - % = 9 < 12 fiinded fracia -;— =1

S7. Fractie din’ mumir, In unele cazuri simple se calculeazi ime-
diat cat face o fracfie dintr'un numir. Astfel
! . : 10 12
(jumiitate ). din 12 este 6 sau 5X12 = 50
12

] : e 1
(a treia parte) din 12 este 4 san §><12 T

Lol = N[ =

In general avem urmiitoarea

. Recurk. Ca sd calewlim o fracjie dintr'un nwndr, inmulfim fractic
cu numdrul.

EXEMPLU: 2 treimi din 105 = % X 105 = =

e

= 70,
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" In adevir, : _ o
1 {reime din 105 este %,

2 treimi din 105 este 2 X 1% = 2 X105 = 7.

88. Fractii zecimale. O fractic ordinard, care are ca numitor o
putere de-a lui 10 (1), se numeste fractie zecimald si se serie ca nu-
mdr zecimal [9].

EXEMPLE: . =

— = 3,75; -—_ = 0,0048,
o~ "% oo

Invers, putem trece dela un numir zecimal la fractia ordinari

corespunzitoare: ;

RecurX. Ca sd seriem un wumdr zecimal sub formd de fracfie ordi-
nard punem ca numirdtor numdrul zecimal fard virgula zecimald, iar
ca numitor 1 urmat de atitea zeruri, cite cifre zecimale are numdrul
zecimal, : ‘

EXEMPLE :

L. oos=_128 _ 3
100 4 1000 625

Orice numdr infreg se poate scrie ea numir zecimal, dacdi-i punem

oricite zeruri vrem ca cifre zecimale. Astfel: 54 = 54,000.

89. Compararea fractiilor zecimale se face mai usor decit a frac- -
tiilor ordinare : ‘ " :

19. Dintre douit numere zecimale, care au parfile intregi diferite,
acela este mai mare, care are partea intreagd mai mare. :

20, Pentru douii numere zecimale, care au aceeas parte intreagd,
compardm cifrele zécimale, care reprezinti wnifdfi de acelas ordin,
incepand dela virgula zecimali spre dreapta. Dacii primele cifre diferite,
dela aceste numere, sunt cifrele zecimale de ordin 7, acel numir este
mai mare, care are cifra zecimali de ordin » mai mare.

EXEMPLE: , 405,03 > 404,9375 fiinde1 405 > 404; 38,7195 > 3,718954 fiindcil
p’rimele cifre zecimale diferite la aceste doud numere sunt mitmile 9 si 8 si cifra
miimilor ¢ mai mare la numirul intai deeat la al doilea,

90. Valori apropiate. Uneori in calcule nu putem sau nu trebue
si {inem seama de toate cifrele zecimale ale unui numir. De exemplu,
dacl dintr'un caleul am ciipitat ca rezultat suma 27,6341 lei, o scriem
numai cu doud cifre zecimale: 27,63 sau 27,64. '

(1) Adicd 10, 100, 1000, cfe.
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Avem
27,63 < 27,6341 < 27,64

§i diferentele dintre valoarca exacts si valorile luate sunt

27,6341 — 27,63 = 0,0041 < 0,01,
27,64 — 27,6341 — 0,0059 < 0,01.

De aceea numerele 27,63 si 27,64 se zic valorile apropiate ale
sumei 27,6841 ex aproximafie mai micd deciit 0,01 (o sutime); 27,63
e apropiat prin lpsd, iar 27,64 ¢ apropiat prin exces (sau prin adaos).

OBSERVARE. Daci 8,4 e valoarea cxactd a unui numir zecimal, putem secrie
indiferent 8,4 say 3,40 sau 3,400, ... : : ] ’ ,

Nu e acelas lucru pentru valorile apropiate: cAnd scriem 3,4, cunoastem numaj

prima cifrd zecimald exacts (aproximatie <0,1); cAnd scriem 3,400, cunoastem pr
mele 8 cifre zecimale ale numdrului (aproximatie < 0,001).

91. Legile numerelor zecimale,

10, Dacid mutiim virgula zecimali dupii » cifre spre dreapta, nu-
~mdrul zecimal se face de 10" ori mai mare sau se inmulfeste cu 10".

20, Dac# mutiim virgula zecimali dupd n cifre spre stdnga, nams-
mirul zecimal se face de 10" ori ma; mic sau se imparte cu 10"

In adevir, astfel mirim sau micsorim de 10" orj valoarea uniti-
tilor reprezentate de fiecare cifri [9]. . C '

EXEMPLE: 31752 X 100 = 317,52; 3817,52:10 = 81730, :
OBSERVARE. Cum orice numir intreg poate fi seris ca numir zecimal [SS],
aceste legi sunt adevirate §i pentru numerele intregi.
" EXEMPLE: 57 = 57,000; 57 X 1000 — 57000; 57:1000 = 0,057,

92. Operatiile cu numere zecimale, 10. Adunarea si sciderea
numerelor zecimale se fac.ca st la numerele intregi. In scris, virgulele
zecimale vin unele sub altele, Daci ¢ nevoe, mai ales la sciidere, se
complecteazi cifrele zecimale ey zerwri, pentru ca toate numerele si
aibd tolatatea cifre zecimale (1).

20. REGULX pentru Inmulfirea numerelor zecimale :

Operatia I. Suprimdm toate virgulele zecimale gi Tumulfim nume-
rele intregi rimase. ' '

Operatia IL Despdrtim la produs atitea cifre zecimale, cdte aw
avut toate munerele date, ' ;

-EXEMPLU. 5,72 X 3/4.
Operatial: 572 % 34 — 19448; operatia II: 19,448 (2 zecimale).

(1) Prin aceasta aducem, de fapt, fractiile la acelag numitor.
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Regula rezultd din inmultirea frac iilor ordinare:
572 o4 19148 -
00 < = Tooo 1o

30, Recurx pentru lmpﬁrtlrea unui numar zecimal printr'un
numir mtreg

Operatfia I. Impirtim partea tntreagd a deimpirtitvlui prin im-
pirfitor; obtinem astfel parten intreagd & citului (care poate fi si zero).

Operatia IL. Punem virgula zecimali la cat si continuim fmpir-
tirea ca la numerele intregi, scoborind la rest ecdte una toate cifrele
zecimale dela deimpiiriit. Pentru fiecare cifrd zecimald scoboritd la rest,
lrebue sd seriem cite o cifrd zecimald de acelas ordin la cdt.

Dacd impiirtirea nu se face exact, putem caleuld catul cu aproxi-
mafie (cu n cifre zecimale), deoarece putem scrie. deimpiirtitul cu ori-
cate cifre zecimale vrem, adiogandu-i zeruri la dreapta pirlii zecimale,
dacdi e nevoe.

Restul impirtirii reprezintd unititi de ordinul ultimer cifre zecimale
scoborite la rest dela delmpdrfit sau de ordinul wltimei cifre zecimale
aflate la cdt. :

OBSERVARE. Aceeas reguli se aplicd pentru ealeularea catului cu aproximatie

§i cAnd deimpir{itul e numdr mlreq, deoarece 1l putem scrie ca numir zecimal, cu
oricte cifre zecimale vrem [S8].

GH0 e = S

EXEMPLU. , , .
336,218 | 24 Deimparfitul luat: 336,218000,
"96 |714,000083  Restul adevirat: 0,000008. -
2 300 Verificare: _
80 14,009083 X 24 == 336,217992
8 ] -+ 0 000008
- L 336,218000.

In adevir, dacit vrem si avem la cat milionimi, trebue.si exprimdm deimpir- °
titul In milionimi si afem: :

336218000 milionimi : 24 == 14009083 milionimi
rest: 8 milionimi,

40, Recurx pentru impdrtirea unul numiir zecimal printr'un
numir cu p cifre zecimale:

Operatia I. Suprimidm virgula zecim_alz'x— dela impirfitor -si mu-
tdm virgula zecimald la deimpiirtit dupd p cifre zecimale spre dreapta
(adici inmultim i deimpértitul §1 impirtitorul cu 107) (91,1].

Operatia II. Impirfitorul devenind numér intreg, efectuim im-
pérfirea ca in cazul precedent [92, 3].

Prin’ operatia I edtul niw se schzmba, iar restul se mmulte$te cu 1073
prin urmare resful impdrtiril este restul dat de operafia II Zmpdrfit cu
107 [60, 4]
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EXEMPLU. 203,7852:5,29,
OperatiaI: Inmul{im amandou} numerele cu 100,
Operatia I} Efectusim impér{irea

2037852 | 529 . Catul adevirat: 3852,
4503 I385%  Restul aflat: 1,44 [dupa 92, 3].

L Restul adevirat: 1,44:100 — 0,0144.
144 Verificare: 3852 X 5,20 — 203 7703 -
00141

203,7832.

93. Transformarea fractiilor. Am vizut cif orice fraciie zecimali
S¢ poate scrie sub formi de fractie ordinara [SS]. :

. . ol . a o . . o
Invers: Orice fractic ordmara_lT SC poate scrie ca fractic zecimalg.

In adevir, fiindeii A
: %:a:b:c (cat exéct),

problema se reduce la g caleula citul ¢ cu toate cifrele zecimale, care
rezulti din aceasti impiirire. :

' RecuLt. Ca sq¢ transformdm o fractic ordinarg in fractie zecimald,
impdrfim  numdrdtorul prin numitor, .

Distingem doui cazuri: :

‘ 1% Daci ajungem la un rest zul, impirfirea ne di o fractic zeci-
mald exactd, :

20, Dacil niciun rest nu o nul,- impértirea poate fi continuati lg
infinit. In acest caz cdpdtdm o fractie zecimaly ew o wfinitate de cifre
zecimale, dar o acceay grupd de cifre zecumale se reproduce la cdt necon-
tenit. Grupa, care se repetd, se-numeste perioadd si fractia zecimali
obfinuti ‘'se numeste fracfie zecimaly periodicd, :

Dacii perioada sau partea periodied incepe indati dupi virgula ze-
cimald, fractia se zice periodied simpld; daed, dupid virgula zecimald,
vine :intai O parte care nu se repeti s apoi incepe partea periodies,
fractia se zice periodics MAztd. :

EXEMPLE:

:’_ = 5:8 = 0,625 (fractic zecimali exacti),
197 = 9:11 = 0818181... (fractie periodici simpla),
CHy ™ 5:22 = 0,2272727. .. (fractie periodici mixti).,

OBSERVARE. Fraciia zecimalj cgali cu %, daci nu e exactd, frebue s fie perio-
dicd, pentruci resturile succesive ale Impir(irii a:b fiind toate intregi si mai mici
decat &, nu pot {fi decat cel mult numere diferite, Daci impirtirea continua,
trebue dar si se repete unul din resturile obfinute si atunei si cifrele dela cat incep
sd se repete, :
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94. Operatiile cu fi ractii algebriee. Toate regulele date in para-
grafele precedente, pentru operafiile algebrice cu numere intregi, se aplici
$i la operatiile algebrice cu fractii ordinare sau zecimale. Numai pentru
caleulele aritmetice vom t{ine seami de regulele speciale date pentru fie-
<care fel de numere in parte.

EXEMPLE: 0,58 —3,007 = — (3,007 — 0,58) = — 2,427,
(-24) X (—1,05) X (—0,6) =+ (2,4 X 1,05 X 0,6) — 13812,

(b + (=3 -5-2-2- "1,
(63 )=~ P=-2x3=-1.
R b s IuEE)

- (3+5) - 2+

10_89_ 110 _ 178 68 17

95. Fracfii generalizate. Numim astfel o expresie serisi sub formd
de fracfie ordinard, dar care are ca numdrdtor si ca numitor orice ex-
presie algebrici.

.

EXEMPLE : a 3
1 4 ——3 — —
0,73 In e B
o t] T S i ey -
=35 =P Szt
m m2 -~ = =5

ReGuLX. Valoarea wunei fractii generalizate se calculeazi astfel :
Operatia I. Caleulim separat valoarea numdrdtorului si valoarea
numitorulus fractiei, reducind ac sti termeni la numere intregi, la fractii
ordinare sau zecimale.’ ' -' :
’ Operatia II. Facem impérfirea numiritorului prin numitor.

EXEMPLE :
Operatial, Operatia IL
07 Numiritorul: 0,73 RO MA0TE X e 2,198 97 0
1—2  Numitorul: 1 -5, =2 2 2 2
3 3 3 3
-a g a—3be
- —3 Numiritorul: %#—°0¢
4 i 2 J : > b Fractia: m .
m2 |- 2’ Numitorul; "%2-+2 (mtq=-p)b
q q
9 b o 1
Inversul wini numdr X este numdrul 3§ avem
ol
AXT = o

A
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. B o u : il
Inversul unui nwmdr intreg a = T este fractia '

A - 4 a . ban
Inversa unes fracfii ordinare 5 este fractia riisturnati py

EXEMPLE: Inversul numirului 25 este 517 = 0,04 (!). Inversa fractiei 0,04 sau
- i )

4 100 = 2
— este .~ = 25,
100 °Ste ry 5

A impirfi pe @ cu b insemneazi a inmultl pe & cu inversul lai 5.

In adevir

a 1
a.b»:lg:axg-

Osservare. Orice fracfie se poate scrie sub formi de produs si
reciproc. ‘Astfel, orice expresii algebrice ar fi «, B8, v, &, avem:

=aX ==X=3 2354 =

.
,

=|o

“o| )
o] =
[N l'CDI R
| K

w| =&

96. Egalititi si neegulitiifi eu fractii. Pentru adunarea, sciiderea,
inmultirea §i impirtirea egalitdilor si a neegalitifilor, care confin nu-
mere fractionare se aplici aceleasi regule ca si pentru egalititile st
neegalitiifile cu numere intregi. '

Credem totusi necesar si facem observirile urmdtoare :

10, Egalitdti. Din

L
i > 15"
inmultind cu b ambii membri ai egalitiitii, deducem
bXZL=pxS
sau [dupd 59, 1] : b d
- be
. (37) 14 == 7'
Tot din egalitatea (86) impiirtind cu a=£0, deducem
e LB )
b ad

ReGULK. Tmpdrfitorul sau un factor dela numitorul wwii membrie
al egalitifii poate fi trecut in celilalt membru ca Iwmulfitor sau ca fac-
tor la numdrdtor si reciproc: Tnmulfitorul sau un factor dela numdrd-
torul wnui membru al egalitdfii poate fi tecut in celilalt membru ca
impdrfitor sau ca. factor la numitor., i

(1) TABLS Il dela sfarsitul volumului ne dx inversele numerelor intregi dela 1 Ia 100.
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EXEMPLE: Din _Z. =35 deducem 7 = 35X 2;
din 3X6=2 deducem M=9X4,
4X5 10 5 10
. 5 _5 5 SIS
din 2)(-(;- 3 deducem T
din, (2XG MO g rom . 39

o,
X
2
S
'S
X
3
=
X
£

20. Neegalitifi. Din

: agc
(38) | 7>

inmultind ambii membri al neegalitiitii cu &, deducem
> b(—; pentru b >0,

(39) b |
a < T pentru b<o0..

Tot din neegalitatea (38), impirtind cu a == 0, obtinem

-b—>a—d pentru 'a>.0,'
1 e :
7 < p pentru @<= 0.

Prin urmare aplicim si la neegalitdfi regula precedentd,. dar trebue
sd fim atenti la sensul neegalititii finale: dacit factorul, care se trece
dintr’'un membru in celdlalt, e pozitiv, sensul neegalititii se pdstreazd;
dacii acest factor e negativ, sensul neegalititii se schimbd,

EXEMPLU. '
; 4 (+2)X 10 1 (=—2)X 10,
D — > LAY ded — > Aol A Y.
in — > 78 educem = > I3
g 4 (—=2)X10 (=) X(—=2)X10
din == > =T deducem 4 < o5 - o

97, Mulfimea numerelor rationale. Existy o wnfinitate de siruri de
numere fracfionare analoage cu sirul B, [97]:

(Fr)rS S ST G SRSt ior e g

Piee oo
2 1 iy, & :
(FZ) sk —ga”-a _.5’ —§’ 07 ga § 9 @ XY

; o n . 2 1 0 i A n
(Fa)l B b el gons Fon i T
; m m m m oom

. .
ho
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Sirarile Fy, Fp, ..., Frm, ... cuprind- toate numerele intregi si
fractionare (ordinare si zecimale) si formeazi la un loc mulfimea nu-
merelor rafionale (1). ’ '

Si presupunem ci, ludnd o lungime ca unitate intreagd, insemniim
.pe o axi A ' ' '

19, toate punctele care corespund la diviziunile 1 (sirul F g
' ety - ~
20, toate punctele care corespund la diviziunile 5 (sirul 7y);

. 1 .
.30, toate punctele care corespund la diviziunile 3 (sirul Fy);

i asd mai departe. Obtinem astfel o infinitate de siruri de puncte F,
Fyy ooy Fp, ... situate pe axa A. ' :

Doud sau mai multe puncte din . siruri diferite pot fi distincte sau
pot coincide. ' :

2 ” o a ' q .
La fiecare numdr rajional 3 (intreg sau fractionar, pozitiv sau

negativ) corespunde un punct $1 unul singur pe axa A.

Reciproca nu e adevirati: La wn punct de pe axa A sau cores-
© pund o infinitate de numere rafionale egale (2) [80, 8] sau nu cores-
punde niciun numdr rafional,

EXEMPLE: La punctul cu abscisa 1 corespund o infinitate de nuiere rafionale
2" 8 n
egale:l,?,g,...,;, | -
Din contra, daci O e originea ‘pe axa A st daci segmentul OP este diagonala
patratului cu laturea 1, la punctul P nu corespunde niciun numdr rafional (3),
Toate punctele, de pe axa A, la care corespund numere rafionale,

formeazd mulfimea punctelor rafionale.

98. Sirul numerelor rafionale. Daci doudl numere rationale A sip
sunt egale, ele corespund la acelas punct P pe-axa A (fig. 22, pag. 60)
si avem A =p = O0QP.

~ Daci A > p i daci A= 0P, p =00, punctul P se giseste la
dreapta lui (). ,

S presupunem ci am insemnat pe axa A mulfimea tuturor punc-
telor ratfionale si ci am seris in dreptul fieciirui punct rational numirul
rational corespunziitor. Cum la un punct rational corespund o infinitate
de fractii [96], toate egale, vom scrie in dreptul acelui punct fractia
nereductibild corespunziitoare [81]. '

(1) Multime = ensemble, aggregato, Menge.
(2) Din giruri Fy diferite. - 4
(3) Se demonsireazi in Geometrie c4 in acest caz valoarcq Iungimei OP nu e un numir rational.

~
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Astfel toate fractiile din sirurile Fy, Fp, ..., Fn, ... sunt ase-
zate Intr'un singur sir tn ordine crescitoare. Acest sir se numeste girul
numerclor rafionale sau sirul F (fig. 23). I '

OBservare. Sirul F confine toate numerele intregi i fracfionare (1).

—0OO  NUMERE RATIONALE NEGATIVE (0 NUMERE RATIONALE POZITIVE + o0
b = .

L} 5 i

(0]

Fig.

?;’ .

TeoreNX. Intre doud numere rafionale neegale sunt cuprinse o in-
finitate de numere rafionale distinete.
In adevir fie.

3 5
_ T
Fractia
ol Eral o
T+6 7 13

este cuprinsd intre fractiile date, fiinded [dupi 84-, 2] avem
IS M5
AT
In acelas fel gisim ¢i fractiile

3+8 _ 11 . 845 13

T+18 20 Y 1376 T 19

sunt cuprinse intre fractiile date, fiinded avem

e

3 11 8 13 53
T<3%<13<13<g

'$i agd mai departe.

De aceea zicem i mulfimea numerelor rafionale (adicd mulfimea F )
este densd.

OBSERVARE. Desl intre doua puncte rafionale, oricat de apropiate ar fi cle pe
axa A, se gisesc o infinitate de alte puncte rafionale, totusi se gisese, pe aceastd
axd, si puncte care nu sunt rafionale, adici puancte care nu fac parte din multimea F.

’ . . N J ) MG
CoroLAR. Oricit de micd ar fi o fractie cu termeni pozitive 7
existd intotdeauna o altd fractie pozitivi mai micd decdt ea.

X (1) DacX o fractie -; esto reductibild, valoarea ei figureazi tn sirul F prin fraclia nereductibilx

> egali cu % . In acest sens zicem ci sl fractia % s¢ giseste tn sirul F.
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Numerele 0 si % fiind rationale, rezults, dupii teorema precedents,
¢l intre ele, se giisesc o-infinitate de alte numere rationale,

-Demonstratia se poate face si direct.

In adevir, dacii luim orice mumir 2 >b, avem

,

. a a
<<=,
<% <3
Cum existd o infinitate de numere 3" mai mari decit b, giisim o
infinitate de fractii % cuprinse intre O si Z—.

In particular putem avea

-oricat de mare ar fi u. E de ajuns s luim ¢.10" < ' sau b > . 10" ‘

99. Mirimi comensurabile. Doui mirimi de acelas fel se pot com-
‘para intre ele [7]. Ele pot fi egale sau neegale. O mirime poate fi
egald cu suma altor mirimi, '

Vom zice ci o mirime A se cuprinde de » ori exact intr'o alti
mirime B de acelas fel, dacii mirimea B este egali cu suma a » mi-
rimi .egale cu A. In acest caz B este de n ori mai mare decit A s
mdsura lui B cu ajutorul lui A este N, ceeace se scrie

(40) B=aXA
sau .
(41) mis.B==n  (pentru A=1),.

Dacd mirimea A nu se cuprinde de un numir exact de ori in B,
“Aar daci existi o a treia mirime G, care se cuprinde de @ ori in A si
de b ori in B, ‘zicem cii C este o mdsurd comund pentru mirimile A -
5i B si scriem :
{42) A=aXC, B=bHXC

- sau

(43) mis.A=¢, mis.B=0 (pentru C=1).

In"acest caz mirimile A si B se zic comensurabile.

Derinimie.  Raportul dintre doud mdirimi A $i B este raportul

dintre numerele, care reprezinti mdsurile acestor miirimi, determinate
< aceeas unitate de mdsurd.
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: . . . A
Raportul dintre mirimile A st B se scrie T
Avem dar, pentru egalititile (43),

A mis, A
{#) "B T s B

=% (pentru C=1).

Daci in loc de C luim o alti unitate de miisurd, de exemplu
Ay o BoE
N it (de 2 ori mai mici), gisim
A=aXaXC, B=aXbdXC(
sau - .
mis. A =nXa, mis.B=nX} (pentru C"'=1),
i raportul

(45) ARl 71 Gt

B~ axd 0

(pentru C'=1) ..

Din egalititile (44) si (45) rezulti ci valoarea raportului a doud
mdrimi nu depinde de unitatea cu care masurdm aceste marimi,

In particular, dacii alegem pe B ca unitate de misurd, din egali-
latea (44) deducem - ;

mis., A = (pentru B=1),

A
- {46) B

>

] : A . . .
Prin urmare : valoarea raportului p ¢ste masura i A ew ajutorul

Qui B,
OBSERVARE. Mdsura lui B cu ajutorul luj A esta k
a

100. Mirvimi incomensurabile. Daci nu existi nicio mirime G,
.care si se cuprindi de un numir exact de ori §l in A si in B, miri-
mile A si B se zic.incomensurabile,

In acest caz, pentru orice parte alicotd a lui B luatd ca unitate

v B 5
de miisuri, de exemplu pentru C=—, gisim un numir intreg p,
q
pentru care avem

pXC <A < (p+1)XC

:sau v
: -1
pv< m{is Au<in: (pentru C=1).
mis. B = ¢
Prin urmare .
' P mds. 4 A Rl
{47} q mas. B T B =

-4
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: o |42y i ] .
In acest caz, valoarea raportudui g sau mdsura lui A cu ajutorul
. : % . pRl e, .
lui B este un numér cuprins intre fractiile £ si p% Diferenta din-

T b ; q
tre aceste fractii fiind —, zicem cii fiecare din ele reprezinti maisura

p

A - o W 7 et
lui A (pentru B=1) cu aprozimatic mai mici decdt -3 n e 0 misurd

. .. . pl . A '
apropiati prin lipsd, iar “—- e o miisurd apropiatd prin exces.

In practicii, luand pe ¢ destul de mare, adici unitatea de misuri

— destul de micd, vom zice e misura lui A cu ajutorul Jui B este g

!
1
wdls
q : , .
EXEMPLU. Dacdi A este lungimea unei stofe si B lungimea wnui metru sl dacd

nici B, nici 1_13) , nici '11}0?)' nu intrd de un numir exact de ori in A, dar dacd % se.
cuprinde de 845 ori in A si nu se cuprinde de 348 ori, vom zice ci in lungimea A

avem 343 cm. de stofi (sau 340), fard si ne mai gandim si misurim si diferenfa

sa

ramasi cu ajutorul fractiei mai mici %0_., adicd cu milimetrul.

101. Unitdfi practice de misuri. Pentrn misurarea mirimilor se
intrebuinfeazi unita{i principale si unitifi secundare: multiplii (unititi
superioare ) si submultiplii (unititi inferioare) unititilor principale. Toate
~aceste feluri de unitiifi se dedue, de obicei, uncle din altele ca si uni-
titile din sistemul zecimal.

In practicd avem doudl feluri+de sisteme de misuri: sistemud metric
“§i sistemul C. G 8. -

10. Sistemul metrie. Unitatea principald pentru lungimi este
metrul (1m), care e a zecea milioana parte din sfertul meridianului
_pidméntese ('). Lungimea metrului-etalon, construit in platini, se pi-
streazd la biuroul international de greutiiti si misuri din Sévres (Franfa).
‘Avem mctri eopii-etalon in toate capitalele tirilor, care au adoptat siste-
mul metric (2). " ' : '

Altiplic metrului sunt: v

1 dam (decametru) =10 m; 1hm (hectometru) = 100 m;
1 Lm (kilometru) = 1000 m; 1 Mm (miriametru) = 10000 s,
P Subnultiplii metrului sunt: . A '
1 dm (decimetru) = 0,1 m; 1 ¢em (centimetru) = 0,01 m;
1 mm (milimetru) = 0:001 m; 1 p (micron) == 0,000001 .
Multiplii §i submulliplii metrului merg din zece tn zece. ~

(1) Dupi misurile & doi inviifali franceji: DELAMBRE si MECHAIN. Sistemul metric a fost
adoptat in Franta la 3 Noembre 1801 sub NAPOLEON I, dar a devenit obligator numai dela 1 Ianuar 1840.
(2) Romanija a adoptat sistemul meiric din anul 1884,
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Cu decametrul se misoari drumurile tn $i k. Misura practics ¢ un lan§
sau o panglici lungd de 10 .. Aproximatia e de 1 dm,

Cu metrul se misoari stofele, dimensiunile clidirilor, ale malerialelor de con-
structie, ete. Aproxima_ﬁn e de 1 em,

Cu decimetrul sau dubludecimetrul, divizat 1n Jumititi de milimetru, se misoary
dimensiunile pieselor de magini, ale figurilor dintr'un desemn, etc,

Micronul se intrebuinfeazi pentrn misurile extrem de delicate din Fizici,

Un grad din meridianul pimantesc (1) are lungimea de

% km. = 11,011, &m,

In marind se intrebuinjeazs : mila marind, care corespunde la a 0-a parte din

grad sau Ja 1 minut din meridianul pimantesc

1 mild = 11(1;(,)111 km = 1851,85 n: si 1 leghe = 3 mile,

Iufeala vapoarelor se exprimd In nodwri, Un nod Insemneazd 80 » pe minut,
Un vapor cu iuteala de » noduri pareurge 2 X 30 X 60 = » X 1800 = 2 mile pe ora.

In Astronomie, pentru distantele dintre astre, se Intrebuinfeazd ca unitate de
lungime raza medie a Pimdantului — 6467 I sau distanfa medie dela Pamdnt la
Soare = aproape 150 milicane km,

Pentru suprafefe si volume nu avem unititi de mitsuri etalon. Supra-
fata unei figuri si volumul unui corp se deduc prin caleule, misurand
anumite lungimi i aplicand formulele date de Geometrie (2). Misurile
se exprimi pentru Suprafefe in metri patrafi si pentru volume in mefr -
cubi sau in multiplii si submultiplii acestor unititi,

1 mp (metru patrat) este un patrat cu laturea de 1 m.

1 me (metru cub) este un cub cu laturea de 1 m,

In acelas fel se definesc §i unititile lor secundare. Multiplii si sub-
multiplii metrului patrat merg din sutd in sutd. Multiplii si submultiplii
metrului cub merg din mie in mie.

Pentru misurareas cAmpiilor se ia ca unifate arul (1 =1 damp) si hectarul
(Lha=1hmp). 1

Pentru supiafetele mari (judefe, {ari, etc.) se Intrebuinfeazi lmp; pentru hir-
file geografice si desemnurile de precizie mmp,
Pentru lemne avem sterul (1 st =1 mnc) si- decasterul (1 dast =10 me),

Pentra*capacitifi unitatea de misuri este litrul. Un litru este un

decimetrue cub. Multiplii si submultiplii litrului merg din zece in zece.
OBSERVARE. Avem: 1k =1 mc, 11 =1 dme §i1ml=1cme.

Pentra greutdfi unitatea de misury e kilogramud (1 Iyg), greutate
etalon de formi. cilindricy depusd la biuroul de greutdifi si misuri din
Sevres: kilogramul e greutatea wnui decimetra cub de apd- distilatd, can-
tiritd in vid, la temperatura de --40 C, 1

(1) A 90-a parte din sfertul meridianului pimantesec,
(2) V. FORMULELE Ia sfirgitul volumului,

M. G. .
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" Unitatea principald este gramul (1g) a mia parte din kilogram.
Multiplii §i submultiplii gramului merg din zece in zece.
Pentru greutitile mari se intrebuinteazii quintelul (1 q = 100 Ly),
tona (1¢=1000 kg) si vagonul (1v = 10000 kg). :
~ In laboratoare si farmacii unitatea de greutate ¢ gramul cu sub-
multiplii lui pand la miligram. :
OBsERVARE. Avem pentru apd:

(48) 1me=1t¢,. ldme=1kg, leme=1yg, Lmme = 1myg.

Aceste egalitiifi nu sunt adeviirate pentru toate corpurile. Totusi
convenim s zicem, in general, ci unitifile din ficcare cgalitate (48)
sunt wnitdfi corespunzdtoare. :

20, Sistemul C.G.S. In Fizici se intrebuinteazi numai trei uni-
titi de miisurd fundamentale : centimetrul pentru lungime, gramul pentru
massi §i sccunda pentru timp. Acest sistem, care n’are nicio unitate se- .
cundari, se numeste sistemul C. G. S. dupd initialele numelor celor trei
unitifi, din care e compus. . _

' Cand numerele, care rezulti din miisuridri, sunt prea mari, se in-

trebuinteazi notafia prescurtat :
10" = 1000 .... 0 (1 urmat de = zeruri),
107" = 0,000 .... 01 (L precedat de n-zeruri ).

EXEMPLE. Distanfa medie dela Pimant lx Soare = 15 X 1012 em; massa unei
molecule de Hidrogen = 0,060 000 ... 001 = 10~ 4, -
_ Th e 8 .

102. Relatia dintre volum §i greutate. Raportul dinire greutatea
unui corp si volumul lui, exprimate in unitdfi corespunzdtoare 101, 1},
se numeste densitate. | '

Se mai poate zice cii densitatea este greututea wnci unitdfi de volum
exprimatd in unitd{i corespunzitoare. Y :

EXEMPLE, Dacii 25 eme de aur cintiresc 481,5 g (centimetrul cub §i gramul
fiind unitdfi corespunzitoare ), densitatea aurului este ' -

481,5 199
D= =22 = == (g6

Prin urmare 1 cme de aur cintdreste 19,26 grame.

Dacit insemnim cu V volumul, cu & greutalea si cu D densitatea
unui corp, avem formulele: - '
(Xx) ° p=%, ¢=yp. v=6.

v .’ D

Opservare. In aceste formule D ¢ un numir abstract; greutalea
@ si volumul V trebue si fie exprimate in unitdfi corespunzdtoare,
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V. — NUMERE COMPLEXE ARITMETICE,

103. Sisteme complexe. Cand multiplii si submultiplii unui sistem
de unitdfi de misurf nu sunt forma{i dupi sistemul zecimal (1); siste-
mul de misurd este un sistem complez, iar numirul, carc rezulty din
aceasti miisurd este un numdr complex aritmetic [10] (2).

Prin astfel de numere complexe se exprimau misurile cu unitifile
vechi din toate tirile, inainte de introducerea sistemulus metric. Sistemul
complex se mai pistreazi si azi pentru misurile din Anglia s Rusia,
precum i in Geometrie si Astronomie, pentru misurarea unghiurilor, a
arcurilor si a timpului.

1% Unititi vechi romanesgti Diferitele provineii roménesti
finded au aparinut, inainte de unire, la state diferite, au avut si uni-
tiile vechi de miisuri diferite (3). '

Astfel pentru lungimi se intrebuinfd ca unitate principali de mi-
surd stdnjenul :

In Ardeal |

1. =190 m =6 wrme (v), 1u=12 policari (p).

In Muntenia ,

1 st.=1,96 m = 8 palme (p), 1p =12 degete (d).

In MMoldova ~ |

1 st. =223 m =8 palme (p), 1 p=38 palmace (pe).
Misura: 3 stinjeni 5 palme si 9 degete se serie

st bp 9d (numdr complex).

Un numir complex aritmetic este,- de fapt, un numir fracjionar
ordinar mai complicat. Astfel, fiinded ficcare deget este o zecime din
palmi, avem 1 ’ :

! 9 \
5p 9d=5+ﬁpalme

si fiindeil fiecare palmi este o optime din stinjen, avem
8

20 Unititi engleze (4). In Anglia unitatea principald de mi-

suri pentru lungimi este yardul (y): :

Ly = 0,914 m = 3 picioare (F), 1 f=12 degete (i) (%).

3st5p 9 d=38- stingjent.

(1) Adicii nu merg din zece in zece sau din sutd in sutd, ete,
(2) S4 nu sc confunde acesto numere complexe din Aritmeticit cu numerele complexe sau ima-
ginare din Algebri. :
(2) V. TABLA IV dela sfirgitul volumului, |
(4) V. TABLA V dcla sfarsitul volumuluj,
(%) In limba englezy feet ( pleioare) si inches ( degete ) )
60
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Pentru valori unitatea principali e livra sterling (L. st.) (1):
1 L. st. = 25.22 lei aur = 20 silingi (s), 1s= 12 dinari (d). (2.
In loc de 15 livre sterlingi 8 silingi si 7 dinari se serie L. st. 15.8. 7.

3% Unitd{i pentru arcuri, unghiuri §i timp. Pentru
arcuri se intrebuinfeazi ca unitate principali de misurd gradul, care ¢
a 860-a parte din cerc si ca submultiplii: minutul si secunda.

1 grad (1°) = 60 minute; 1 minut (1") = 60 secunde (60").

Unghiurile Ja centru, corespunziitoare acestor arcuri de cere, sunt
unititfile ¢ acelas nume pentru unghiuri. .
Pentru timp unitatea de misurii este ziua (solari medie):
1zi =24 ore; 1ori (14)=60 minute (m); 1m =60 secunde (s).

EXEMPLE. Yom scrie dar

15 grade 42 minute si 25 secunde de arc: 150 4% 25",
15 ore 42 minute si 25 sccunde de timp: 15 1 42 m 25 s,

104. Transformirile numerelor complexe. Numdiul, care ne aratd
cdte unitdfi de un ordin formeazd o unitale de ordin superior, este ra-
portul dintre acestc doud feluri de unitdfi. o

Astfel raportul dintre zile si ore este 24; raportul dintre grade si
secunde este 60 X 60 = 3600. I

In toate problemele cu numere complexe intervin douid feluri de
operafii: transformarea unor uniti{i date in unitdfi de ordin inferior lor
sau in unitdti de ordin superior.

10 Ca sii transformiim niste unitd{i date in unititi de ordin infe-
rior, tnmulfim numirul unitdtilor date prin raportul dintre aceste unitifi
si unititile inferioare cerute. :

EXEMPLU: § zile cate ore fac? Raportul dintre zile si ore e 94 §i 52X 24 =120 ore,

20. Ca si transformiim niste unitiifi date in unititi de ordin supe-
rior, impdrfim numirul unitifilor date prin raportul dintre unitifile supe-
rioare cerute si unitifile date.

EXEMPLU. 1000000 secunde cate zile fac ? Raportul dintre zile §i sccunde este
86400 si 1000000s : 86400 ne dau 11 zile i 49600 secunde,

105. Transformarea unui numir complex in numir fntreg si
viceversa. 10. Orice numir complex conline, in toate unititile care-1 com-
pun, un numdr intreg de unititi de ordinul cel mai mie. «

(#) In romineste se zice adesea 1 /ird in loc de/1 fivrd, Nu existd lire decat tn Italia. In Anglia,
in Turcia si in Egipt unitatea pentru valori este livra englezit, turceased sau egipleani,
(3) In cnglezeste: 1 livrd sterling = 1 pound; 1 siling = 1 shilling ; 1 dinar = 1 penny.
- e
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EXEMPLU. In 452 8 b 29 145 avem 45 X 24 3-8 = 1088 ore;

1088 X 60 4- 29 = 65309 minute; 65309 X 60 -}- 14 = 3918554 secunde,

Reurx. Ca si transformim un numir complex in numir nireg,
transformdm, prin inmudfiri si adundri succesive, unitifile de ordinul
cel mai tnalt tn unitdfi de ordin imediat inferior ; apoi toate unitdfile
de acest ordin in unitdfi de ordin imediat inferior-lor si asa mai de-
parte pand ce ajungem la unititile de ordinul ecl mai mie, care se gii-
sesc in numérul complex dat. .

29, Uneori ni se di wn numdr intreg de unitdfi de acelas ordin
i vrem si stim cate unitdfi de ordine superioure se gisesc in cl.

E problema inversi celei precedente. In acest caz va trebui si
facem un sir de impir{iri [104, 2]. :

EXEMPLU. In 3918554 secunde giisim prin impirtiri succesive :

3918554 : 60 = 65309 minute $i un rest de 14s; »
in 65209 m avem 65309 :60 = 1088 ore §i un rest de 29 m;
in 1088 % avem 1089:24 = 45 zile si un rest de 8/,

In practicd aceste operatii se aseazi In modul urmﬁtorﬁ_

3918554 s | 60
318_ 85309 m | 60
lgg " 538 10887 | 24
509 15amt ey _
14 s 29 m Sk Y

Deci 8 918 554 secunde = 45 zile 8 ore 29 minute 14 secunde.

Regurx. Ca sii transformim un numir tntreg in numdr complex
cdutdm, prin tmpdrfiri succesive, in unititile date cdte wnitdfi avem de
ordin imediat” superior; apoi in aceste noi unititi, cdte unitdfi avem de
ordin tmediat superior acestora $i asd mai departe -pani ajungem la uni-
tiifile de ordinul cel mai nalt ce putem evea. '

Ultimd cdt g1 'resturile impdrfirilor efectuate sunt pirfile care com-
pun numdrul complex cdutat.

_ 106. Transformarea unui numir complex fn numir fractionar
§i viceversa. 10. Intalnim -aceasti transformare, cind vrem si exprimim
toate unititile, care compun un numir complex, cu ajutorul unei sin-

‘gure unitdfi, alta decit cea de ordinul cel mai mic. |

EXEMPLU. S3exprimim452z8% 29 u: 14 81n ore. N umirul ciutat va confine evident
o parte intreagd 45 X 24 -+ 8 = 1088 ore si o parie fracfionard, 29 m 14 s, care e mai
putfin decit o ori. Aceastii parte exprimati In secunde este 29 X 60 14 = 1754 s,

. 1 4 P 1754 r
Secunda fiind 3500 din ori, 1754 secunde fac 3600 ore. Deci

455 81 29 m 145 = 1088 4 g0 ore = 1088,4572 ore,
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ReeuLX pentru transformarea unui numér complex in numir frac-
fionar: _
- Operatia L Ezprimam tn unitdfile intregi cerute toate unitdfile
de ordin superior acestora [105, 1]. Obtinem astfel partea intreagd a
numdrului fractionar.

Operatia IL Transformam n unitifile de ordinul cel mai mic
toate unitdfile inferioare unitdfii intregi cerute §i tmpdrfim numdrul ob-
finut prin raportul dintre unitatea ceruts §i unitatea de ordinul eel ma;
mic. Obfinem astfel partea fracfionaré a numirului ciutat.

OBSERVARE. Daci vrem ca numiru] fractionar si fie zecimal, fransformim par-
tea fractionard obfinuti in fractie zecimnls, mpir{ind numiritorul prin numitor [93].

20. ReGuLX pentru transformarea unui numir fracfionar in numir
complex :

Operatia L Tumulfim numdrad fracfionar dat cu raportul dintre
unitatew Wi intreagd $i unitatea de ordinul cel mai mic. Numirul frac-
tionar devine astfel un numir intreg sau fractionar exprimat in unitifile
de ordinul cel mai mic.

Operatia II. Transformim partea intreagd a acestui numir in
mundr complez [105, 2]. _
EXEMPLU. In 1088,4872 ore, fiinded unitatea. de ordinul cel mai mic e sccunda si

fiinded r portul dintre ore si secunde este 3600, avem 1088,4872 % 3600 = 3918 555,92
secunde si [dup 105, 2] gisim

1088,4872% =452~ 8% 29 13,92 s,

107. Operatiile cu numere complexe. Fiinded un numir complex
se poate transforma in numir intreg sau fractionar, operafiile cu nu-
mere complexe se redue la operafii cu numere intregi sau fractionare.

Totusi in unele cazuri, aceste operatii se pot efectua intr'un mod

mai simpla calculand direct cu numerele complexe.

Dim aci cateva exemple, din care se deduc ugor regulele in-
trebuintate.

10. Adunarea.
100 257 39" + dar 430 = 430

280 7" 43" + 67 = 10 7
50 357 14" 06 ==— 1367
430 67" 96" total: 440 8" 36"

In practic se refin fn minte unitdfile de ordin superior §i se aduni la suma
urmdtoare. Astfel vom zice: 14 cu 43 fac 54 si cu 39, 96” adicx si 36", Se scric
36 sub secunde, iar 1’ se adyni Ja coloana urmitoare,

i
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.20, Sedderea.

460 35" 77— seriem 450 94° 67 —

180 427 19" 180 42" 19"
? rest: 270 52° 48"

adundnd 1° sau 60’ (din 460) la 85" si 1’ sau G0” (din 35") la 7",

3% Inmulfirea cu un numir intreg. ,
2' 40"

170 42" 327 % - ‘89" F = 160" =
5 42'X 5 =210’ = 30 3¢’
5 IT9X 5 = 850 = 830

produs: 880 32" 40"
In prac icd se refin in minte unititile de ordin superior (2’ sau 380) si se aduni
la produsul urmitor,
40. Impdrfirea printr'un numir intreg.
880 32" 40" ] 5
880:5 = 170 { 170 497 337 cat.

38
30 X 60 = 180"
-+ 32
212'. Di==149"

12

2" X% 60 = 120"

-1 40 ‘
1607 6 = 2
10 1
0

Restul dela impirfirea gradelor se transformi in minute si restul dela Impir-
{irea minutelor se transformi in secunde,

EXERCITIL

9. Ce valoare are produsul —2:1:, dacd z are una din valorile urmitoare :

10, g=5X14—8~7X2—9; N z=5X(14—8)—TX(3—9;
30, a:—5><(l4-—-8—7))((3—9), 4 x=5X(14—8—7)X8—9;
B0 2=5X(14—8—7X8—-9); B0 x=5X[14—8—(7 X 3—9)].

R. 10 —64; 20, —144; 30, —60; 49, 1-48; 50, -240; 60. |- 60.

10. S1 se pue In eviden{d factorul comun In una din expresiunile urmitoare :

10 3z4-(2+y)(z—y) - (z—y)* —3y;

2, 293-:-3y+(51‘+./)2+(5w+./)(52‘—J)+3w—2./»
30, 27 r2h—0°477'7r‘+99ﬂ'r
49, 2,7 = 0,27 — 0,027 - 27 — 2700,
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R 10 (224-3) (x—y); 2. (1024-1)(5.0y); 30, 277 (h=0,127r 4 2;
4. 27 X (0,1 = 0,01 — 0,001 + 1~ 100) —=— 27 X 98,911 — — 2670,507.

8 7
11. Si se scrie expresiunile: 15, azx, 40x2,€ab, %’, 2¢—8b4-5¢

. ! 1 9
ca produse 19, cu factorul 2; 20 cu factorul —5&; 39 cu factorul =
ar —8 2 —Taxy
Rl L CIX 82 (50 xath (S =gt
(%) x (—5a+205——23c).

12. 54 se adune fractiile

0_5_‘ 3 il | RO on b n{n—1) n(n—1)(n—2),
Yooy T e 1.2.3 '
wrla w23 i-§ 1 1 1.
SO0 TR AT A g e
x Y 3 a b ¢
Pwaet @ O o = .
s ) 6n+3n(1i—i)+n(n—1)(1;—2) n(n25)
R 1o pp=228; 20 112730 A = =5

30, = 20&-}-3,3—}-360; 40, W +-betca, 50 @@ +by t-cz, 60, 9% Fab? -t ber
180 abe J abe ' abe

13, S4 se scrie fractia, care are ca numiritor suma numdratorilor si ca nu-
mitor suma numitorilor fractiilor din ficeare exercifiu 12,
24, n w72 3 .
550 g (P—2ut2); 3 T (e Bd); T T

o Etytz | o a-tbte
5. betactab’ P33t a=1.

R. 19,

14, Si se Inmulieasci fracfiile din fiecare exercifiu 12,
180 | . 113(11—-1)2(-"—2) g 1 . g @yz  oooabe

I 1° 3000° 2% I geairem ki b e
15, Si se efectueze operatiile :

10, 0,053289 X 10000; .29, 1,5729 : 10000; . 30°02X0,5X0,1;

49. 36,408 X 1250005 50, 0,007 X 0,02 X 0,000; 60, | :0,07504;

70, 10:0,125; 80. (1—0,72536):4; 90, (—64-0,03289) : 5.
R 10, 532,89; 2. 0,00015729; 30, 1;° 4o 36408000+ 8 = 4551000;

6250 .
5°. 0,000000126; 60, =2~ 13,326; 70, 1o:—§-=so.

Caturile 8° si 90 se pot caleuld In douk feluri: sau efectuim tnta diferentele
din paranteze §i apoi facem Impirfirca; sau scriem, adunand si scizand acelag numiir,
80 (4—3,72536):4=1—0,93134 = 0,06866 ;

9, (— 104 4,03289) : 5 = —2+-0,80658 = — 1,19342,
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16. 53 se calcw'eze valoarea numirului x, pentru care avem:
19 5§ Xw=3¢: 20 056:z=12; 30 2:3,1415= 00729,
R 1 =5 20=0455; 30 =0 = 002323, .,

15 6009 o .
17, 1% De cite ori ¢ mai mare fractxq, 7 decdt 157 ? Cu cdt e mai mare ?

; 15 15 6009 15,3 o, ;
R. 10, HO’IXE '721 13=7,:1-——4031=-7: -,7-'-—"5‘ deci de 5 ori.
6009 15 15 6009 15° 8 . 12
2 140_’1+"’=T; “"=7°’14<m="7"'7'__ deci e 7.
1376
18, 19, De cite ori e mai mici fracfia 0,002048 dect ==? Ce cit e mai mxc&?
13 2048 32 : 1876
0 gD S IR < o 1376
R. 1 5635 T = o000 = 6% = g 4-:5 deci de 43 ori,
' 20.%‘;—90.—_%; a:=-m—;65¥—%—‘0086016 deci cu 0,086016,

19. Cu cAt creste produsul 34507 X 0,659, cand crestem fiecare factor cu 0,001 ?
R. Cu 0,001 X 0.659 - 0,001 X 34507 - 0,001 3 0,001 = 0,0041107,

20. St se simplifice fractiile: Secigtil
o L2820 128, (2ndk D) 185, ... (2n1),
24620 2135 @) 546 @)

R.10.1.3.5.... (2n—1); 20 2.4.6. ... 2n; 30, avem pentrhhnepireche

(;t+2)(n+4)... (2n41) . (n+43)(n5).. (2n+1)
ZOREET T VTR S o D e e

21. Si se aseze in ordine de mirime fraciiile

() a a1 a+2 at+n a-taud-1
r b BT b2 b bkasel’

R. §irul (@) e crescilor pentru a < b si descrescittor pentru a>b.

22, Intr'unan sunt 865,2422 zile, Cate zile, ore, minute si seccunde sunt fntr'un an?
R.-365z 5h 48 463,

93, Pe un cadran un indicator ‘descrie intr'o ori un arc de 49 18" 37”, ce are
va descrie el in 2 zile 9 ore 25 minute §i 4l secunde ? ]
' o @ 1541 2067,41-
- R 4018°37"=15517"; 2:91% 25 m 41s =57+m ore = == ore,
si 18517 X 222l — 891139" = 2470 32° 197, :



CAPITOLUL TII. |
OPERATIILE DE TREAPTA A TREIA.

I — RIDICAREA LA PUTERE,

108. Puterea unui numir, 4 ridicq pe a la puleyea n insemnea-
zd a efectua produsul i

(XX). . - an':a'xax o Xa

format din » factori egali cu a [49].

Rezultatul acestei operafii se numeste puterca a n-a-a lui a; a
este baza iar n exponentul acestei puteri. ' :

In aceastid. definifie » este un numiir intrey si pozitiv;. a poate fi
orice expresie algebrici, :

Adunarea cste operatia directd de treapta inldia; inmulfirea (adunare
de numere egale) este operafia directd de {reapta a doug; ridicarea la putere
(inmulfiré de numere egale) este operafia directi de lreapla a treia §i avem:

na=a--a4 ... +a (» termeni a),
a" =aXaX... Xa (n factori a),

Osservare. Un palrat, cu laturea de « centimetri, are suprafata
de a? centimetri patrafi (fig. 24); un cub, cu laturea de a centimetri,
are volumul de a3 centimetri cubi. '

De aceea a2 si a3 se mai zic ¢ la patrat si a la cud.

EXEMPLU. 1 metru =10 decimelri ( dm); 1metru patrat . 102 dmp =100 dmp;
1 metru cub = 103 dinc = 1000 dmec, J

- Puterea a n-a a unui numir intreg (pentru » intreg si pozitiv) ¢
tot un numiir fnireg si se numegte putere perfectd. In particular, patratul
sau cubul vnui numir intreg e un pumir inlreg si se numeste patrat
sau cub perfect, ;
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Pentru inlesnirea calculelor practice se pot tatrcbuin{a fablele, care dau patra-
tele si cuburile numerelor intregi (1):

Numere: 0 1 2 3 4 SR MG =N 7S “ 19 BH10 (NIRRT O P
Patrate: 0 1 4 9 16 93 36 49 64 81 100 121 144
Cuburi: 0 1 8§ 27 61 125 216 243 512.729 1000 1831 1728 ...

_ Din aceste table rezulti ci numerele serise cu 1 cifrd au patratele lor formate
din 1 sau 2 cifre si cuburile din 1, 2 sau 3 cifre, In general, numerele Intregi scrisc
cu # cifre au patratele lor formate din_2n sau 2n—1 cifre §i cuburile formate din
3n, 3n—1 sau 35—2 cifre, .

Un numir intreg terminat cu P zeruri are patratul terminat cu 2p zeruri si
cubul terminat cu 8p zeruri,

lungimea a
a lifimea a
suprafafa a2

~——a

Fig. 24,

Osservare. Cand vrem si scriem puterea unes expresii algebrice
neefectuate (sumd, diferents, produs, ete.) trebue si punem aceastd ex-

Dpresie ntr'o parantezd si si seriem exponentul sus si la dreapta acestei
paranteze. Astfel: 0 : '

(a-{—b)z:(a-{-b).(a-{-b) pe cind a4+ =a 1 bb;
(abc)3=abca})cabc pe eind  abc® =abeee.

EXEMPLE, (8—5)%= (—2)4=16; 3—5%—=8_¢95 — _ 622;
[(—=2) (+8) (—=5)]2 =[-30]% = 900; |
(=2)(+38) (=3)? = (—2) (4 38) (+25) = — 150,

109. Puterea ununi numir algebric. Din definitia puterii unui
numir [XX] si dupd regula dati pentru semmul unui produs de numere
algebrice [47] rezulti i .

10 dacii a e pozitiv, oricare ar fi » Intreg §i pozitiv, a® ¢ pozitiv.

20. daci a e negativ $i n pdreche, a" e pozitiv;

daci a e negativ si n nepdreche, a® e negativ.

1) TABLA UI dela sfarsitul volumului,
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EXEMPLE, (+3)2=(+3)-(+3)=+32=+9: :
' (+3)3=(+3).(+3)-(+3)=+33=+ 275
(=82 =(—38).(=8)=- 32=109;
(—3)3=(—3).(—3).(—3)=—33=—27.

In general, oricare ar fi a, avem

C(Fo)T = g, (et g

(3X1) (—a)f" =4 ‘a("", (—a) T = T
ReGuLX pentru semnul puterei unui numir algebric, cind expo-
nentul e intreg si pozitiv: : <
 Dacd exponentul e pdreche, puterea ¢ un numdr pozitiv; dacd ex-
ponentul e nepdreche, puterea are semnul bazel. :
Fiindei P

(<1"=+1, (~1f*=—

b

putem scrie in toate cazurile
(XXII) ey

Pentru V=25 avem primele dous formule (XXI); pentru V:=2n-41 avem
pe-celelalte doud, - p

110. Puterea ‘unei fraeii. 19 Fractie ordinars. Ca s ridi-
cam o fracfie ordinard la 0 pulere, ridicim §¢ numdrdtorul st nwmitorul
et la acea putere. Astfel:

. . : aﬂ_ a"
(J.Q\III) ('I;) = 5
In adevir ¥
@ _a, a, ",g_axax.;.xa_vﬂ.
: (3) 3 e o 2= bXTX o XD g
S n 2 n

Puterea a n-a a unei fractii ordinare nereductibile este tot o fractie
ordinard nereductibild. '

N n - v j . - .
 Astfel in- (%) =:—" avem la numiritor » factori 2 si la numi-
tor n factori 8; numiritorul si numitorul 7'au miciin factor comun si

fractia % e nereductibild ca si ; (81].
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OBSERVARE., Puterea a n-a a unej fractii ordinare nereductibile nw poale fi un
numdr intreg. :
Cand ridicim la acecas Putere §i numiritorul §i numitorul unej fractii, valoarea
fractiei se schimbd §i anume fractia se face mai micd, dack este subunitari si mai
marc, dacd este supraunitari, In amandous cazurile fractia se depdrteazid de unilale,

EXEMPLU. _
12 1 1 — 1 . 1 1
2_2_=T<? fiinded ?<l- $1 avem T <7 <I;
32ahl g | y3e. = 3 , 3 9
2_2=T>3- fiinded > > 1 siavem 1 <7 <7

2. Fractie zecimali. Ca si ridicim la puterea # un numir
cu p cifre zecimale, suprimim virgula zecimalg si ridicdm la puterea n
numdrul intreq rimas; despdrfim apoi la rezultat np cifre zecimale.

In adevir, daci X ¢ un numir cu p cifre zecimale, produsul

M= 3E... X (n factori 1)

are np cifre zecimale (92, 2].

111, Legile puterii. Din definitia (XX) rezulty ur}nﬁtoarele legi
pentru plit_erile cu exponenti ntregi $i pozitivi: .
10. Ridicarea la putere este o operafie Intotdeauna posibild si
univocd. , : - - ‘

2. Daci m=p+q, aven @™ — qP. e . si reciproc.

In adevir, inmultirea fiind asociativd [51, 4], putem scrie

e L. 0
p 1

¢ R

a"=a.a.a ... a = a.
1 & 1

2 46 m

[EX-

.a=aP.al,
q

(14

si reciproe v »
(XXIV) : a?lat="ar 1.

3% Ridicarea la putere a unui produs cste o operatie distributivd.
Adici avem b 1 i = .

(XXV) (a.b.¢)" = ™. 0™, ™.
In adeviir

v (a.b.c)mz a.

b.c.a.b.ce. ... .a.b.c
- 4 ! . - m
- m
=a.a...a.b.b...b.c.c...c=a" 0" "
1582 m 1 2 o 1 2 m

Onskrvare. Ridicarea la putere nu este o operafic comutativi.
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. Adici avem :
(1) & F 6 dack a0,

EXEMPLU: 23 =8, 32=0 deci 23 & 32 v
De aceea, daci tnsemnim cu a $i b doudi numere date si cu & numirul care
se cautd, problemele inverse o¥ =} $i @8=10 sunt doud probleme cu totul diferite,

112. Operatiile cu puteri. 1. Ca sy adundm sau si seddem mai
multe puteri, trebue si efectudm ntdi fiecare putere si apoi si facem ope-
rafiile de adunare sau de scidere fntre rezultatele obtinute.

EXEMPLU: 3354 (—2)3 — 54 — 243 - (—8) — 625 = — 390,

Prin urmare sume algebrice ca: a3-- B34-c3 a—15 a24-a5— 4t nu se
pot efectud, decAt numai cind cunoastem valorile .numerelor a, b.c. .

Intr'un singur caz operatia e posibili: cAnd In suma algebrici avem numai
Duleri asemenea, adici puteri cu aceeas bazd §i acelag cxponent. Asltel -

B4 B=2.13 Bd_g3—, 2224 50— 8a2 = (245 —3) 2= 422,

Intr'o sumi algebrics, orice termen are: 10. un semn, care se scrie
inaintea termenului; 29, un factor numeric si 39 unul sau mai mulfi
factori serisi ¢u litere ridicate la diferite puteri. -

Semnul impreuny cu factorul numeric formeazd coeficientul, iar
literele cu exponentii lor formeazii Dartea literald a termenului.

Astfel in —15a23 —15 ¢ coeficientul, iar a2z3 e partea literali.

Cind un termen n’are niciun factor numeric, se subintelege factorul 1.
Astfel 252 are coeficientul 1 sau +1; —z are coeficientul —1.

Doi sau mai multi termeni se zic asemenea, cand au aceeas parie
literald (adici au aceleagi litere si fiecare liters are in tofi termenii
acelas exponent).

. OBsErvaRE. Cind numerele sunt scrise cu lifere, se pot efectuds nu-
mai sumele algebrice cu termeni asemenea. :

Sl 5 1 T N i
EXEMPLU, Qa'aﬁ—-z—a’a,’—ja’a:’-{-ga’ = (2—-5—7—{-—2-) @z
5 8
=(2—7)em=qau
Aceasti operatie se numeste reducerea termenilor asemenea,
Recurs. Ca sd reducem mai mulfs termeni asemenea, seriem partea

literald comund o singurd datd §i-t punem ca coeficient suma algebricd
a coeficienfilor acestor termeni.

EXEMPLU. Din §22—32-7 = 22*~92—6 rezulis [40, 7]
5w’—3x+7—2£+9x+6=0 sau  3a*+4-62--13 =,
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20, ReGuLX. Ca sd tnmudfim mai mulle puteri ale aceluiag numdr
seriem numdrul o singurd datd §i-i punem ca exponent suma exponeni-
lor puterilor date.

Aceaslit reguld rezultd din formula (XXIV). Astfel:

(2) af.al.a" = aP 9. o7 = gp+atr,
EXEMPLU: @%.a% = a5 243 X 5atX (—4a8) = — 40qa13
3% Recur. Ca sd tmpdrfim doud pulers ale aceluiag numdr, scriem

numdrul o singurd datd gi-i punem ca exponent diferenfa exponenfilor
(scizind exponentul ‘Tmpirtitorului din exponentul deimpiirtitului). Astfel :

(XXVI) I af:al = qP—9.

In adeviir avem
: . ap—q.aqza”“l'*"l:a}’.

* Puterea a”?—9 are un sens numai daci P e mai mare decat q.

EXEMPLU: @3:a% == a5—3 = qa; (%)7 (;)‘=(—§-)3=%-

113. Exponenfi nuli si negativi. Formula (XXVI) capiti un sens
in ioate cazurile, dacii definim puterile cu exponenti nuli i negativi in
modul urmitor. :

Pentru p = ¢ formula (XXVI) ne da
ar:aP = P = g,

Pe de alti parle avem evident of:ap — 1. -Trebue dar si con-
. & 5 . M
siderim (-l ;

(Xxvir)  w= i
‘oricare ar fi c;:iz 0. - |
EXEMPLE : 50.7_"" a0 —1, (—;)u=l,. (0,01)°=.l.
Pentri p < q, de exemplu pentri ¢ — p-kn, formuia (XXVI)

ne di m : r Wl
: aPiaPtn — gp—p=—n — g—n

Pe de alti ﬁdftc avem evident

dP;al"*'”: a}’ = aP. 1 _—_i
(178 ab . a" ar
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Trebue dar si considerim _
(XXVII) i an=Lt. )

Cu aceste definifiuni formulele (XXIV) si (XXVI) sunt aplicabile
pentru orice valori intregi algebrice ale numerelor psiq.
In adeviir pentru p sau g nule giisim '
a.a! = a7 = o, P.a0=ar, ab.a°=a°;
a":a? =09 =qa9 @Pigd— ar, alo i —1Na0
egalitifi evidente dupii formulele (XXVII) si (XXVIII).
Pentru p §i q negative, de exemplu pentru p=—m, ¢ = — 7,
formulele (XXIV) si (XXVI) ne dau
a=m.a=" = aql=m+i-n) — g—m—n,

— . q— P —_— g —m.
e~Mia" = g—m+n — gn—m.

egalitiiti adeviirate, deoarece avem [dupd XXIII)

a—m a—n-—_—i.i :«—1 = q—m-n,
$i am™ gn am+n
n n
_a_m:a—”:_l_.- 1 -—i ’i—i—_:a"—m.

am'ErT—am 1~ gm

Demonstrind in acelas fel §1 pentru celelalte cazuri, vedem ci
formulele (XXIV) si (XXVI) sunt generale. :

Ossenvare. Avém in particular

a'.=a, a°=g= 1, a"1=%;
1'=;, 1°=-}= 1, 1“‘:1—-: I;
0L=0, 0%= % n'are sens, 0! -—;% nare sen;s [57, 2].-
EXEMPLE, 2% = 8; 2‘3=?13-=—§13—=03125; 20=1; 2’=é; 2“=%—=O,5.
—9 ) —1
(3 = F=gmoms (7 (3 = marm (3. (372
104 = 10000; 10-‘=$=ﬁ03=0,0001; (o,x)—2=(q—:—)2=(ﬁ=1oo.

114. Putere de puteri. Avem doui feluri de puteri de puteri:
1% cdnd baza este o. putere; 29, ciand exponentul este o putere.
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1% Puterea cu baza putere. In acest caz zicem cii avem
de ridicat o putere la o gl Putere si scriem puterea hazi in parantezd.

RecuLi. Ca sd ridiegm puterea unui numdr la o altg putere, ri-
diedm numdrul la o pulere egald cu produsul exponenfilor. Adicdi: .

(XXIX) ' (am)* = gmn,
In adevir avem
1 2. n
(am)ﬂ =am.qm, .. . g7 — gmtmt ... +m — amn -
1 2 n

O P T g (T s
EXEMPLU: (63)° —53%2__ g = 15695,
In general putem scrie

(XXX) _[(aP)q]r = qPir,

20, Puterea cu exponentul putere. Cand nu se série nicio
parantezii, se intelege cit exponentul puterii este o putere. Prin urmare :

(XXXI) am® = 4(m")
adicd a e ridicat la puterea m”.
(2]
ExEMPLY: 5% = 5(3°) _ 59 = 1953195,

Avem, in general,

' - [ Cer)
(XXXII) . avt = glal91]
OBSERVARE. Di'n definifiile si regulele precedente rezulti e
(a0) =(a?) dar ab€ = qc®,

EXEMPLU : (10"")lo =10'% este 1 urmat de 100 e zerurj,
n10 .
pe cand 1010 — 1010000000000 este 1 urmat de 10 miliarde de zeruri, -

115. Patratul unei sume : (a+b)% Oricare ar fi numerele.a]gebn‘ce
[64] gisim

P (a+b)2=(a+b)(a+b)=aa+ab+ba+bb '
(XXXIr) (a+8)° = a2+ 205+ %

EXEMPLE : (5+3)2=52+2.5.3+32=25+3o+9=s4
sau (5+3)2=82=64; (:c—}—l)2=:z:2+2:c+l.
M. G, . :

.=
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ReGuLA. Patratul unei siume algebrice, compusi din n'ourz parﬂ este
o sumil algebrici formatd. din trei pdrfi si anume:

10. . partea tntdia la patrat,
20, de 2 ori partea intdia inmulfitd cu partea a doua,
30. partea a doua la patrat.

Daci numerele a si b sunt pozltlve egalitatea (XXXIII) este evi-
dentd pe figura 25, obselvand ci patratul construit pe latura a-4-b se
compune din 2 patrate (a® si b° ) $i din 2 dreptunghiuri (a.b).

a —b —= .
Hl
|
I
o l 2
= a” lha.b
I =
i +
1 bt
__________ = —=
|
~ 1 2
> a.b oot
Fig. 25.

In acelas fel gdsim pentru patratul unei diferenfe:
( XXXIV) (a—b)2=a2—2ab+b2,
cgalitate, “carc rezulti §i din formula (XXXIII), dacit observim ci dlfe-
renta a—b este suma algebricii a 4 (— b)

EXEMPLE : (5—3)2==52 — .3+32=2o—3o+9=4

sau (5—3)2=22=4~ (9‘—1)2=z2—":z:+1

OBSERVARJ 10. Patratul unui numir format din zeci Si unitdft se
compune din ¢rei piirfi: patratul zecilor, de 2 ori zecile tnmulfite cu uni-
tafile si patratul unitdfilor. :

EXEMPLU: 582 = (504-8)2 =502 4 2.50.8 - 82
. =2500 800 - 64=3364,
20. Deoarece

(3) (n 1y — =0+ 21— =2n+1,
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vedem cii: diferenfa dintre batratele o doud numere intregi consecutive
este egald cu de 2 ori numdrul cel mai mic plus 1, '

EXEMPLU: 122 112 = 144 — 191 — 93 — 9 141/
3% Avem L ,
(e+by + o+ i (6=0)"%a"~ 5% dach ab = o0,
116. Produsu_l (a+0)(a—b). G.isim prin inmultife
(a+b)(a—b) = qu — qp +ab—bb,
de unde deducem
{XXXV) ] (a+D)(a—b) =a* — p?

RecuLk. Suma a doud numere inmulfitd cu diferenfa lor este egald
cu diferenfa patratelor acestor nwmer:

EXEMPLU: (5--3) X (5—3) = 52 — 82 _ 95 —9—16
S3 (543) X (5—38) = 8 X 2 = 16;
(24-2) X(x—2) =234,

Invers: diferenta a doug patrate se poate scrie intotdeauna ca un
produs de doi factori : : :

= = (a+0) X (a=d).
EXEAIPLE ;

2 —8 = (54-3) X (5—3) =8 2; at—q_ (x41) (z—1).
11%. Patratul, unei sume eu maj mulfi termeni : (a+b4c)
Considerand suma dati ca o sumd formats numai din dowug parfi:
a+btec = (a+b)+e

$i aplicand formula (XXXIII), putem scrie

okl +el = (a0 +2(atp).c
‘ =a2+-2ab+1)2-§—:2ac~+2bc+c2

Prin urmare avem: .

(4) (a+b4e) = az+bz+cg+2ab-{-2qc+2bc.

OBSERVARE. Cind numerele q, b, ¢ sunt pozitive, aceasts egalitate e evidenta
Intr'un patrat cu laturile egale cu a-+-b4-c, '
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EXEMPLU : ) .
(2—38+4-6)2 =224 (—38)2+6242.2, (—3)+2.2.6-4+2.(—3).6
=449 36—12424—36 =25

sau penfrueii suma sc poate efectui ; (2-=-846)%2 =52 = 95.

GeExeraLZARE. In acelas fel putem calcula patratul unei sume al-
gebrice cu n termeni si gisim [55] -

k n n n n
AW
(ar-Fapt ... Lap) = E'ap. E'aq = E' E'ap aq

p=1 g=1 p=1gqg=1
sau

9 \l 2 \J
(5) (1t t ... +a) =Yg+ Vapa,,
unde, in suma intdia trebue si facem p =1, 2, ..., n, jar in suma a
dowa p=1,2..,,n, ¢g=1,2 ..., 2 cu P Fq.
Cum apaq =aga,, produsele din suma a doua sunt doudl cate
douil egale intre ele. : 3

11S. Cubul unei sume: (a+5)>. Avem prin deﬁnitie'
(a+3)" = (a+d)".(a+b) = (a°+ 2ab -+ 5%). (atb).
Efectuand ihmultirea acestor doud sume si observand ci

2 2 2
= ab”+2ab” = 3ab’,
glisim :

(XXXVI) (erb)f=a"+8a% + 34+ b

REGULA. Cubul unei sume algebrice compuss din doud pdrfi este o
sumil algebrici formatd din patru pdrfi si anume:
19, pariea intdia la cubd, ‘
20. de 3 ori partea intdia la patrat inmulfitd eu partea a doua,
3% de 3 ori partea intdia tnmulfitd cu partea a doua la patrat,
49, partea a doua la cub.
EXEMPLE :
(5+4)3=53+3.52.4+3.5.4=+43=125+300+240+e4=729
san (54-4)03=92=1720; (a}1)®= 2822 - 3z d-1,

In acelas fel gisim pentru cubul unci diferenfe :
(XXXVII) (a=d)' = a*~34% + 300’1

- egalitate, care- rezultd si din formula (XXXVI), daci observim ci di.
ferenfa a—b este suma algebriei a+(—b). '
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EXEMPLE : . 3
(6—4)=5"—3.5°. 448 5 4445 125 — 300 4- 240 — 64 = 1
sau (5—4]3==13=1; (m—1)3=m5—3a{:2+3:v—1.

OrservARL. 19 Cubul unui numir format di
compune din urmiitoarele 4 pirfi: cubul zecilor ;
lor Tnmulfit cu unitdfile; de 3 ori zecil
cubul unitdtilor. :

n zeei §i wnitdfi se
de 3 ori patratul zeci-
tnmulfite cw patratul um’td’,tilor;»

EXEMPLU : 58° = (504-8)3 = 50° +3.50°.81-3.50, 82 .63

= 125000 -+ 60 OQO -~ 9600 +-512 = 195112, .
20, Deoarece

(n 1) - = P 8 S L 3n°L8n L1,

vedem ci: diferenfa dintre cuburile g doud numere intregi consecutive

este egald cu de 3 ori patratul numdrului mai mic plus de 3 ori acest
numdr plus 1. :

EXEMPLU: 123 —113 = 1798 — 1331 = 397 — 3. 1243 1141,

30, Avem

(a+8) %= a® L8 si (amb) & &2 — 3 daci ab =0,
Prin urmare, ridicarea la putere @ unei sume s

au a unei diferenfe
e o operafie distributivg [111, 3], adicit '

(at-b4e)" o= o™+ ™ L (7, (a—=b)" %= g™ —p™.
.
119. Egalitati si neegalititi.
1% Din a =0 rezulti o = p7;
din a=1b, e=d remulti o — p?

20. Daci a si b sunt doudi numere pozitive,
y din a>? rezulti o > pentru pF0.

in adevir, din a > b deducem succesiv :

aa >ad, ab >bb deci a® > 2,

aa®> ab? al?= B deoi a® > b3,
§1 asa mai departe,

Pentru - p =0 avem o° =" =1,
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3 Daci p>q §i o> 0, avem
a? > al DENtTU e r o
@ =a7 pentru a=1,
@< a? vpentru a <1.

In adevdr, din e >'1, inmul{ind cua>0, deducem succesiv
a > a, a3>a2,..., a™tl > gn,
Tot din a > 1, 1mpirtmd cu a > 0 “deducem
o LS S0y = A Rt TG =" =

.
Prin urmare avem:. .
(6) artl > qgn ‘pentru @ > 1,

oricare ar fi e\ponentu n intreg (pozitiv, negativ sau nul).
ReGurX. Puferile unui numdr maz mare decat L erese, cind expo-
nentul eregte. .
Pentru a=1 avem 17 = 1, oricare ar fi el gl 7 141
Pentru @ <1, inmultind* aceast.t neegalitaie cu a pozitiv, de-
ducem suceesiv
7 a2la, ad<a?, ..., antiLagn |
Tot din a <1, impirlind cu a > 0, deducem
1.<a7t, a3 < a2 o (R P e a",
Prin urmare avem:
(7) @™ < @' . pentru 0 <a <1,
oricare ar fi exponentul n intreg (pozitiv, negativ sau nul ).
ReGuLk. Puterile wnwi numdr pozitiv mas mic decdt 1 descresc,
cdnd exponentul cregte.
Pentru ¢ =0 ‘avem ' 0° = 0, oricare ar fi p > 0.
Puterile 07 pentru p = 0, dupa definifiile precedente, 2'aw nici-
un sens.
49 Dacdt « si b sunt doud numere pozitive,
din a>b=15sip>q rezultt o > 9.
" In adevir [dupd 119, 3] avem
PSP, W= deei @ > .
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5% Puterile consecutive ale unui numiir negattv sunt alternativ po-

zitive si negative. In acest caz regulele precedente se aplici numai la
puterile valorii absolute a acestui numdr,

EXEMPLU :

-3)“2=+%, (—3)"‘=~;. (=8)0=41; (—8)! =—3, (—38)2=-9, ete,

Il — EXTRAGEREA RADACINIL

. .
120. .Insemnand cu q $i 7 doud numere date §i cu z un numir
- becunoscut, urmitoarele doud cazuri se prezintd ca operafii inverse de
treapta a ireia:

R = L 00 e

Valoarea lui %, pentru care avem egalitatea 19, se numeste rddd-
cina a n-a a lui a; valoarea Iui Z, pentru care avem egalitatea 20, se
numeste logaritmul lui a in baza n.

Operatiile prin care rezolvim aceste probleme se numese: in ca-
zul 10 extragerea rdddeinii, iar in cazul 20 aflarea logaritmului.

“EXEMPLE : Avem 23 = 729 pentru x =9, deci 9 este rdddcina a 3-a din 729 P
avem 8% = 729 pentru x = 6, deci 6 este logaritmul lui 729 in baza 3.

121. Extragerea ridicinii. Def initia I A extrage rdddcing a
n-a dintr'un numdr a, tnsemmneazq a gdst un alt numdr b, care ridicat
la puterea n sd ne dea pe a. ‘ '

. In acest caz zicem ci b este rdddcing n-a exactd din a si
scriem i

n

Da=—=al(}

Semnul V'~ se numeste radical; a este cantitatea de sub radical ;
n este indicele radicaluluji, - '

gV -sc scrie numai J (fara indice) si se citeste rdddcing patratd ;
Ya se citeste rdddcina cubicd.
01
Va este a, fiinded ot — 4.

g 4

EXEMPLE: J39=7, |l %: _i_ »  J0,0001=0,1
: . . 3 i 1
fiinded: 72==49, (-;-) =2§,. (0,1)* = 0,0001.
- : .



]04 ‘ Il. — OPERATIILE DE TREAFTA A TREIA,

.

Avem prin definitic

(XXXVIIT ) ([';Z)n =a Va“n <= 7y

De aceea zicem ci extragerea riidécinii a 2-a si ridicarca la pu-
terea’ z sunt operatii inverse, care se distrug una pe alta. )

OrstrvARE. Extragerea ridicinii poate fi posibild sau imposibild cu
ajutorul numerelor rafionale. Cand aceasty operafie e posibild, ne poate
- da wnul sau mai multe rezultate.

ExempLE. 10, ]/5 nu e nici numiir intreg, nici fracionar. Nu e
numir intreg, fiindei 3 nu e patrat perfect; nu e nici fractionar, fiiindea
o fractie ordinari ( nereductibild) ridicatd la patrat nu ne poate da un
numdr intreg [110, 1]. — '

Prin urmare extragerea radicinii patrate exacte din 3, cu ajutorul
numerelor raionale, este o operatie tmposibild.

207V este +2 i —2, fiinde#

sio (72 =4 s (—2) =4,
30 |8 este +2 si —2, fiindeit

(2 =+8 jar (—2f=—s,

!
40, /=195 este —5 $i me 435, fiindes
© (=3P =—12 jar (450 = 195,

3. V=9 nu poate fi niciun numir algebric, fiinded patratul orici-
rui‘numdr pozitiv sau negativ e un numir pozitiv, deci nu poate fi —9.

122. Radicali aritmetici. Daci ¢ ¢ un numir pozitiv, nu poate exista
n
decat un” singur numir b pozitiv egal cu Va.
n- |

In' adeviir, daci am avea pentru |'a doui valori pozitive b si ¢ di-
ferite, de exemplu b > ¢, ar rezulta b” > ¢ [119, 2], neegalitate care
contrazice ipoteza 0" = a, ¢ = q. :

Aceasti valoare pozitivii wnicd se numeste valoarea aritmetici a
rddécinii a n-a din a.

Cand in calcule considerdm, pentru fiecare radical, numai va-
loarea lui aritmetici, zicem ci operdm cu radicali aritmetici.

In acest capitol vom da regulele pentru caleularea ridicinilor arit-
metice ale numerelor pozitive si ‘proprietitile ‘ace'stor ridicini.
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123. Ridicind cu aproximatie.. Sii considerim doug siruri de nu-
mere: 10 sirul numerelor intregi pozitive (I); 20. sirul puterilor a n-a
ale acestor numere. @) -

(I) 07 17 2.3 37 o) 177 17+17---
(P") O’ 1; 2n’ 3'1, HR oG I’"a (p+1)n,"'

scrise astfel ca numirul p" din siral al doilea si corespundi numdiru-
lui p din sirul intai,

Toate numerele din sirul P, se gisesc in sirul T; ele se numesc
puteri perfecte. In general insi, numerele din sirul T nu se gisesc in
sirul P,. : 21k
De aceea, cand ciutim Va, pentru a pozitiv, doui cazuri se
pot intdmpla: ' , ‘ .

1% sau @ este un numir din sirul P, de exemplu ¢ = p" si atunei
avem e i@ :

- Vo =p  (ridicing exactq );

20 sau a este cuprins intre doud numere consecutive din sirul P,
de exemplu

s <Berll (vt 19"
: . , :
$i atunci zicem eci p este Va cu aproximafie de o unitate prin lipsd,
n

iar p+1 “este Ja cu aproximatie de o unitate prin exces sau prin
~adaos si scriem

(8) p<la < psi.

Definitia II, A extrage raddeina a n-a din a thsemmeazq a gas
cel mai mare numdr b, care ridicat la duterca n sd ne dea un numdr
mai mic sau cel mult egal cu a. '

__ Dupi aceasti definitie zicem ¢i numirul P din neegalitatea (8) este
Va, iar diferenta a — p* — » este restul acestel riiditeini (1).

I24. Ridieina patrati. Zicem cd un numéir intreg p este rddd-
cina patratd a lui a (cu aproximatie de o unitate prin lipsd ), ‘daca avem -

(9) - PP <a< (p+1)

() Confuzia care poate rezultd, cind numim rdddeing 5! ridécina exactd a unui numir s ri-
dicina luj cu aproximatie prin livsd, esto analoagh cu confuzia care rezulti la fmplrtire, cAind se nu-
meste edt §i cAtul exact sv citul i aproximafte prin lipsd. -
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si seriem
(10) p<Va <p+t.
Difercnta «—p2 = # este restul rddicinii patrate.
Cind r ¢ nul, avem 5 '
' p=la (riddcind exactd).
Neegalitittile (9) ne dau

r=a—p' < (p+1f—p’ =251
sau

r << 2p+41,
Prin urmare : restul rdddcinii patrate @ wnui numdr este cel mult
egal”cu dublul acestei raddcini.
OBSERVARE. Extragerea ridicinii patrate exacte este o impdrfire particulard,

In care se di numai defmpirfitul si se cere ca’ impdrfitorul sd fic egal cu cdatul i

125. Aproxinmtii fractionare. Daci o e un numir intreg sau fraz-~
tionar, putem caleula [ intrebuintind sirurile urmitoare :

s 1 2 P p-1

(Fm) 0’ H’ _"T, ey W’ "’;_q LR
2 1 4 »? o (p+1p

(Fm) - 0, e S R

Doud cazuri se pot intampla: 19, sau a se giiseste in sirul FZ .

2
de exemplu a = i—z, i atunci zicem ci
[ o . i T h

(11) v Va = m  (radicind fracfionard exactd);

20. sau a este cuprins intre doui numere consecutive din sirut
)
Frn, de exemplu

= . (p11)*
{12) g <a < S 1 b

r . 2 - . . 1 sl 0
“§1in acest caz zicem i j—z este Ja en aproxumnafie de o prin lipsa
¥
Al e com o = = A, 2 W
( aproximatie fracfionard) si p% este ]/a cu aproximatie de o brin
adaos si scriem :
p. = 5 A
(13) Si=Wlan=ct=—t

m m
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In parlicular putem caleula ridicina patrati a unui numdr intreg
sau fracfionar cu aproximatic de 0,1, 0,01, 0,001, ele., prin lipsd sau
prin adaos, adici putem caleula Va cu 1, 2, 3, ... cifre zecimale
cxacte.

OBSERVARE.. A calcula ridicina patrati cu aproximatie de o unitate prin lipsi,
insemmeazd a caleula numai parfea intreagi a radicinii patrate, . .

" 136, Numiral cifrelor riidicinii patrate (cu aproximatic de o unitate prin |
lipsd ). Din sirurile : ' -
Numere: 1 1 sau 2 cifre 100 '3 sau 4 cifre 10000 5 sau 6 cifre - 1000000 oo
Rdddcini: 1 1 cifrd 10 2 cifre 100 3 cifre 1000
rezultii ¢i numerele Intregi cu 1 sau 2 cifre au ridicina ﬁaﬂratér formatd dinfr’o sin-

gurd cifrd; numerele cu 3 sau 4 cifre au ridicina patratd formati din 2 cifre si asa
mai departe, T

REGULA. Ca sii stim cdte cifre are rdddcina patratd (cu aproximafie de o uni-
tate prin lipsi) a unui numir lutreg, de:pérfim numirul In grupe de cite 2 cifre
ultima grupi poate avea 1 sau 2 cifre, Numdrul acestor grupe este smumdrul cifrelor
raddeinii, -

: EXEMPLU. Numdirul 3725892 descompus In grupe de cate 2 cifre ( dela dreapta
spre slanga) ne di 4 grupe: 3.72.58.92. Prin urmare rdddcina patrati a acestui
numdr are 4 cifre, :

127. Calculul ritdicinii patrate. Si presupunem cit rddicina pa-
tratd - (exactd sau cu aproximatie de o unitate prin’ lipsi) a unui nu-
mir pozili_v N ar fi un numir Intreg v format din doud cifre: a si b.
Am avea dar ' ' '

() =N <HIE e v=a.10+0

-~ *

-sau, desvoltand patratele [115],
(15)  @100+2ab.104+0° < N < a”100+2a(0+1).10 + (b+1)2

-Aceste neegalititi ne arati cii NV contine cel putin a® sufe. Prin
urmare zecile (a) ale riidicinii patrate se afli cdatand, care este cel mai
mare patrat perfect (a), care se cuprinde. in sutele numirului N.

Sciizand o® sute din fiecare membru al neegalitiifilor (15) si in-.
semnind cu R diferenta N~ 4100, ne rimane

(16) 2ab.104+0° = R < 2a(b+1).00 4 (b+1)%

Prin urmare restul R confine cel putin 2ab zeci. Cifra a doua (b)
a riddcinii patrate, se afly dar, impiirtind zecile (2ab) ale restului B
prin de 2 ort numdrul aflat la ridicing (2a).
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Diferenta
(17) Ry = R — (2ab.10 +}?)

este restul rdaddeinii,

Daci /N e un numir format din 3 sau mai multe cifre, grupa
zecilor (a), oricate cifre. ar- avei, este ridicina patratd a sufelor numi-
ralui NV, cu aproximatic de o unitate prin lips, adicd ridicina patratd -
din numdrul, care se obfine, cand stergem 2 cifre dela dreapta lui N.

OBSERVARE. Sciiziitorul 2ab.10- > din diferéntgx (17) se mai poate sciie
(2a.10-5).5. Pentru al forma e de ajuns, in practicd, si scriem cifra b Ja dreapta
numirului 2¢ si si tnmulfim cu b, .

REGULX PRACTICK pentru calevlarec raddeinii patrate dintr'un nu- -
mdr tntreg : '

Operatia I Despartim numiirul in grupe de cate 2 cifre dela
dreapta spre stinga: grupa intdia (dela stinga) poate avea si o sin-
gurd cifry. . ]
Operatia Il Caleulim riddcina patratd din grupa intdia dela
stanga (cu aproximatie de o unitate prin lipsi); aceasta e prima cifrd
a raddcinii. Scddem patiatul acestei cfre din grupa intdia a numdrului
si obtinem restul intdi. : '

-Operatia IIL La dreapta acestui rest scoborim prima cifrd@ din
grupa a doua. Formim astfel deimpdrfitul tnidi, pe care:l impérfim prin
de 2 ori cifra aflatd la rdddcing. Catul obfinut este eifra o doua a rd-
ddcinii sau o cifri mai mare, I

Scriem accastii cifri la dréap}a impirtitorului i dedesubtul lui si
- Inmultind aceste doui numere obfinem produsul #ntds. Seoborim la
dreapta detmpdrfitului: tntdi §t cifra a doua din grupa a doua si scddem
din acest numir produsul intdi. Daci sciiderea e posibili, cifra a doua
a_rdddcinii este buni; in caz contrar, micsorim aceasti cifri cu cate
o unitate, panice sciderea se poate face. Obfinem astfel restul al doilea.

Operatia IV. La dreapta restului al doilea scoborim prima -cifrd
din grupa a treia a numiralui, Formidm astel deimpdrfitul al doilea,

pe care-l impdrfim prin de 2 ori numdrul oflat la rdddcindg (format acum
din 2 cifre). Catul obfinut. este cifra a treia a riddcinii sau o cifri
mai mare. : ' ‘

Scriem aceastii cifri la dreapta impiirtitorului si dedesubtul lui si
inmulfind aceste douii numere obfinem produsul al doilea. Secoborim a
dreapta detmpadrtitului al doilea § cifra a doua din grupa a treia $i scd-
dem din acest numiir produsul al doilea. Daci sciderca e posibild, cifra
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a treia a rddicinii este bund; in caz contrar micsordm aceasti cifri cu
cite o unitate, pindice sciiderea se poate face.

Continudm astfel, paniice am scoborit toate grupele numirului si
am caleulat’ toate cifrele ridicinii.

OBSERVARE. Fiecare rest al ridicinii patrate nw poate fi mai mare decit de 2
ori numdrul aflat ld rdddcing.
EXEMPLU :
V34875 | 186
# 2X1=2 |jau cifra 8
22:2 1 a9y 28 X
248 9 8 )
224 ToR: -
g1 T.an | 26L > 248 | 224 < 238 cifra 8 e buni.
247:36 = :
2475 2X 18=36 | iau cifra 6
21 96 367 X 366 X
279 7 6

2569 > 2475 | 2196 < 2475 cifra 6 e buna,

Avem 279 < 2 X 18641 — 373; dect ridicina patrati a numirului 34875,
cu aproximatie de o unitate prin lipsd, este 186.

O tabld, care ne di patratele tuturor numerelor Intregi pand la 107, ne di de-
odatd primele n cifre dela stdnga ale ridicinii patrate, Astfel, pentra V34875, TaBLA I
ne aratd (in coloana a doua) ci 848 este cuprins intre 324 — 182 si 361 =192;
prin urmare grupa zecilor ridicinii cdutate este 18, fiinded 18 este ridicina patrati
din 848 cu aproximatie de o unitate prin lipsa, ' .

128. Caleulul ridicinii de ordin n. Regula dati pentru extragerea
radécinii patrate ne conduce la urinitoarea

REGULX GENERALX pentru extragerea rdddcinii de ordin n:

Operatia L Despéirfim numirul in grupe de cite n cifre dela
dreapta spre stinga ; prima grupii dela stanga poate aved maij putin ca
n cifre. Pentru fiecare din aceste grupe avem cdte o cifrd la raddeing.

Operatia IL Calculim riddcina a n-a a grupei intdia dela stinga

(cu aproximatie de o unitate prin lipsii). Aceasta e prima cifrd a rddd-

~ cinii. Scidem puterea a n-a acestei cifre din grupa intdia a numi-
rului si obtinem restul $ntds. :

Operatia III. La dreapta acestui rest scoborim prima afrdé o
grupei a doua a numirului. Formim astfel detmpdrfitul intdi, pe care-l
impir{im prin de n ori rdddcina aflatd ridicatd la puterea n—1. Catul
obtinut este cifra a doua a rdddcinii sau o cifrd mai mare. Ca si o in.
cercdm, calculim puterea a n-a a numirului (de 2 cifre) gisit la ridi-
cindl i daci aceast putere se poate scidea din primele  doud grupe
dela stinga ale numirului de sub radical, cifra a doua este buni; in caz
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contrariu micgordm aceastii cifri cu cate o unitate, pandce sciderea se
poate face. Obtinem astfel restul al doileq. -

Operatia IV. Cu acest rest procedidm eca si cu restul intdi, pen-
tru a alla cifra a treia a rdddcinii. Puterea a n-a a primelor 3 cifre
dela riidicind se scade din primele 3 grupe ale numirului de sub ra-
dical si asi mai departe. :

Continuiim astfel pand ce am intrebuinfat toate grupele numi-
rului dat.

129, Ridicina cubiei. Aplicand regula generald, gisim pentru n — 3:

3
Y10421528 | 218
ot — 238
_ M2 3 e
10421 223 =484 % 22 — 10648 > 10421, cifra 2 e prea mare,
9261 | 213 =441 X 21 = 9261 < 10421, cifra 1 e buni,
11605:1323 | 3 212 = 3 441 — 1323
10421528 | 218% = 10360232 < 10421528 cifra 8 e bun.
10360 232

- 61296

Deci rdddcina cubici din 10421 528, cu aproximatie de o unitate prin lipsd, e 218,

Cu ajutorul unei table, care di. cubirile numerelor intregi pani la 107, putem
aved deodatd primele n cifre dela stinga ale ridicinii cubice, n

Astfel, pentru exemplul de mai sus, TABLA I ne aratd (In coloana a treia) ci

9261. < 10421 < 10648
sau i
s 213 < 10121 < 223,
de unde deducem

3
21 < V10921 < 22.

Prin urmare ridicina cubici a numirului 10421528 are 21 zeci.

130. Ridicina dintr'o fracfie. 19 Fractie ordinard. Avem

n_ n n_\n (n )n
(XXXIX) ]g:_},,:“ fiinded ]’,’l:a £ (}%n =2
. b {3

_ Recurx. Ca si extragem ridicina a n-a dintr’o fracfic ordinard,
extragem ridicina a n-a §t din numdrdtor st din numitor. '

Ve ; 7

'1/9 3 T 1 a
$) . _—— —— . | —_—— —_— .
EXEMPLU : —lﬁ_m— o ](,— 5’ ¥ = 5
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-

OBSERVARE. Cind extragem aceeas ridicini 5t din numiratorul §i din numitorul
unei fracfii, valoarea fractiei se schimbd §i anume fraclia se mireste, daci e subuni-
tard si se micsoreazd, dac ¢ supraunitara, :

Astfel avem:

LR /7 e e E 1 i
‘ V;=_>.4_ fiinded T<1'
3
55 80 135 oo o 123
61 =-4—=EI<F filndeit Ty /1,
20, Fractie zecimal#. Observiim ci
' n
— - .
{18) ~ J10™ = 10° fiindei {10%)" = 10",

De aci rezultd ci rdddcing a n-a (exacti) dintr'o fracfic zecimald
£ cu.mp cifre zecimale este o fractie zecimald ¢ cu p cifre zecimale.
In adeviir, fractia zecimali f se scrie ca fractie ordinari

a
= o

Fi .
unde @ e un numir intreg si daci Ja se poate extrage exact, avem
-a=10" (b intreg) si-

I7 = ]/g = —(‘% = %: =32-

._.
<

L3
——x

Prin urmare ¢ ¢ o fractie zecimali cu p cifre zecimale.

RecuLi. Pentru a exirage rddécina a n-a dint'un numir zecimal,
despirfim numiirul in grupe de cite n cifre incepand dela virqula zeci-
mald spre stinga si spre dreapta. Ultima grupd dela stdnga poate si
aibd mai putin ca » cifre, dar wltima grupd dela dreapta trebue s aibd
dotdeauna n cifre (la nevoe o complectim cu zeruri scrise la dreapta
numiruiui zecimal ). . B -

Stergem apoi virgula zecimali §i extragem riiddcina ca la numerele
intregi. Fiecare grupd de cifre dela numdr ne da edte o cifrd la raddcind.
Din partea intreagd a numirului rezulty partea intreagi a ridiicinii, iar
din partea zecimali a numirului rezulty partea zecimald a ridicinii.

Dacii ridicina nu se poate calcula exact, adicii dacil nici unul din
resturi nu e nul, putem continua operafia la infinit si putem cdpdte la
rdddcing oricdte cifre zecimale vrem.

" De exemplu, pentru a avea primele p cifre zecimale la radicina ¢
-2 a unui numir, e de ajins si scriem acest numir cu np cifre zeei
male (complectindu-le cu zeruri, dacii e nevoe) si si caleulim ridé-
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cina intrebuinfand toate aceste p grupe de ciate = cifre zecimale. In

acest caz zicem cii am calculat ridicina a n-a cu aproximafie de T

EXEMPLU: Si se calculeze /2,283 cu aproximaﬁe de 0,01,
Scriem V22830 si caleulim

V22830 | 151 ridicina ; 1,51

128 25 | 301 restul : 0,0029,
" 330! 5 ’ 1
29 | 125 | 301

Despirtim la dreapta’ rddicinii calculate 151 atatea cifre zecimale cite grupe
de cifre zecimale a avut numirul, '

3% Numir intreg. Orice numir intreg se poate scrie ca numir
zecimal, punindu-i la dreapta oricate zeruri vrem ca cifre zecimale.

Prin urmare, daci un numir intreg nu e puiere perfects, punin-
du-i zerurt ca cifre zecimale, putem calculd rddicina a n-a a lui, prin
regula precedentii, cu orice aproximatie vrem. ‘

EXEMPLU. Si se caleuleze ¥5 cu 3 cifre zecimale,
Seriem ¥5,00.00.00 si caleulim

V5000000 2236 ridicina: 2.236
1 ?g - 4% 44% 4462 restul: 0,000304
1329 8¢ | 1329 | 2679
27100
26796
304

'131. Numere irationale. Dacit un numir intreg @ nu e o putere a
n

n-a perfectd, [/a nu poate fi un numdr intreg; nu poate fi nici o frac:
" fie, fiindedl puterea unei fractii ordinare nereductibile e o fractie ordi-
nard nereductibilé [110]. Prin urmare, in acest caz, operafia inversit
B ,

Ya e umposibild cu ajutorul numerelor rationale si pentru a 0 puted
efectud suntem siliti s introducem in Matematici numere noi.
. e n
In general, daci-a e un numir pozitiv, [/a
10. 'sau. se poate calcula exact sub formii de numir intreg ;
- 20 sau se poate caleuld exact sub formi de numir fractionar;
30 sau se poate calculd cu aproximafie, cu oricdte cifre zecimale
. - n - .
vrem- In acest caz numirul « = |/a, se numeste nwmdr irafional.
EXEMPLE de numere irafionale:

. 60 .
V2'=1,4142135624 ..., - V17576 = 5,0990195136 L.
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unde prin punctele puse Ia sfarsit ardtim ci ar trebul si scriem un numir {nfindt
de cifre zecimale, . : a

Regula, dupi care gdsim aceste cifre zecimale, ¢ regnla extragerii riddcinii
patrate [127] tn exemplul intai si a radicinii a 6-a [128] ta exemplul al doilea,

In general, vom zice ci o expresie numeric e irafionald, dacl con-
tine radical.
EXEMPLE. Expresii numerice trafionale :

5 5 3 ——
V7, %2— Vo+7s.

132. Legile radicalilor. 1o. Extragerea raddicinii dintr'un produs
este o.operafie distributivd. Adicy avem :

n : n an n
(XL) a.b.e = Va.|b. 5.

In adeviir, ridicand la pﬁterea n ambii membri ai acestei egali-
L4, ciipitim rezultate egale [121 si 111, 3]: :

n__ \n (n_n_na yn.
(Va.b.c) = abe si- (VaVbV?) = ek
~ Invers, avem .
: "_ n n_ 'II“
(XLI) - Va Vb.Ve = Vabe.

5 \
Recurx. Ca sg Inmulfim mai mulfi radicali, cari au acelag indice,
. tvnulfim cantitdfile de sub radical $i din produsul ob{inut extragem rii-

~ ddicina ariitati de indicele comun. : : :

Astfel avem ’

3 3 3 . 3 .
VC_I,—Z.VE= ]m:l/ﬁz a, !(Tl—i: l"(t.T,z;
si invers
8 ) 8 3 8 3 - 3 3
V8at¥e? = VEV;V’b—gV? = 2.1/;.6.»1/0?
sau : = ‘ '

3 3o
(19) ; Vsat®e® = 2 Vol

- OssErvare. Cand inlocuim expresia intdia prin. expresia a doua
din egalitatea (19), zicem ci am scos factorul 81° de sub radical ; cand
inlocuim expresia a doua prin expr_esia_ihtﬁja din egalitatea (19), 7i-
cem cit am introdus factorul 2b sub radical. '

.

MG
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- REGULX. Putem scoate un factor de sub un radical, daed extragem
dins acest factor radicina ardtati de indcele radicalului. - :

Putem introduce un factor sub un radical, dacd ridiedm acest fac-

tor la puterea aritatd de indicele radicalulu. : :

EXEMPLE: Scoatere de sub radical :

3 3 n n :
V7a?.1:=aV7_5:, V8a:y=2V:17, Va”b”#a by,

Introducere sub radieal ;

n n 3 3 ; 3
aVbet =V gmp 2, Saty Vey2z = V195283 92 — 2508452

20, Dacd tnmulfim exponentul cantitifii de sub radical cu un -
mdr m, ridicdm riddcina la puterea m. Adici

' q qg_ _\m
(XLII) Varm = (Vap)
In adeviir, daci m e un numir intreg si pozitiv, avem

q Tl wlle 9 =N 9— | 7 "
Vorm = Var o 0P = Var. Jar ... a7 = (V?“;) '
T m L] - m '

3% Dacd inmulfim indicele wnwi radical eu un numdr mn, exbiagem

rdddcina a m-a din acel radical. Adieg

m

XTI g ""/"J:.V ff;

In adeviir, prima expresiune ridieati la’ puterea gn ne di a®; g
doua expresiune ridicatii intai la puterea m si apoi la puterea’ g (adicy
tot la puterea gm) ne dit succesiv :

0717@_: )m: Vo .$il (qua_i’)qz ar.

Expresiunile (XLII) sunt egale, fiinded ridicate la ~aceeag putere
(gm) ne dau rezultate egale. :

DeriNtri. 4 amplifiets un radical insemneazi a tnmulfy §i indicele
radicalulii §i exponentul cantitdfii de sub. radical cu un acelag numdr.

A simplific un radical insemneazs o impdrfi i indicele radicalu-
lui §% exponentul cantitific de sub radical cu un acelag numdr, '

4% Dacit amplificim sau simplificim un radical, valoarea radicaly-
lui nu se schimba. ;
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In adeviir avem

m

qm 7 . m__ m m
N e (R~ I
Deci :
(XLIV) Varm = Vo
si viceversa. )

EXEMPLE :
8 - 8 10

1 n . 3 1 .
V@ =Va, Va=Var=u; VF—7a, Vb =Yt = a2,

133. Aducerea radicalilor Ia acelag indice. Daci avem mai mulii
radicali cu indiei diferifi, legea 49 ne permite si-i scriem cu acelag in-
dice, fird si schimbim valorile ridicinilor date.

St ludim, de exemplu, :

P r

(20) . Va, V5, 7o

Dacd m e un multiply comun al indicilor p, ¢, r si daci mn: p=9,
m:g=yq', m:r=r", amplificind primul radical cu p’, al doilea cu q,
al treilea cu #* si observand ci PP =m, qq'=m, rr' =m, cipitim
radicalii cu acelas indice

: m m m
(21) Vo', Vo7, |,

care au valori respectiv egale cu ridicinile (20). 7 15
Aceasti operatie se numeste aducerea radicalilor la acelas indice.
In particular, s¢ poate alege ca indice comun cel mai mie multiplu
comun al indicilor radiealilor dati. '

EXEMPLU: 84 sc¢ aducii-la acelas indice radicalii
g @
fa3,. Yas, Vz.
- Cel mai mic multiplu comun al indicilor 2, 3, 6 este 6. Amplificand dar primul
radical cu 6:2 — 3 si al doilea radical cu 6:3 — 2, obfinem
: 8 8 6 6
V@=V, VE=Vamd ¢ Ja

134, Operatiile eu radicali. ,

1% Adunarea si sciderea, Ca si caleulim. o sumd al-
gebricd de mai mulfi radieal;, calculim intai valoarea ficeiirui radical si
apoi facem suma algebriei, o rezultalelor obfinute, ‘

. =
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8 -
I’ 1 i 1 21.
EXEMPLU, v49—v8+ E=7~2+—4'=5+Z=T-

—

OBSERVARE. Faztragerea raddcinii dintr'o sumd algebricd nu o o
operafie distributivg. Adicy avem, in general, !

(22) R o ey S
De exemplu ' .
Va+b =+ Va4 V5 dacd  abz=0, -

fiinded, ridicand la patrat [85], membrul intai ne di a+b, iar mem-
brul al doilea ne di

Va4 V5 = a+2)a V54 + aus.

Doi sau mai multi radicali se zic asemenea, cand au acelas indice
§i aceeas cantitate sub radical.
. RecuLX. O sumd algebricd de radical; asemenea  se efectueazd ca o
sumd algebried de termeni asemenea [112].

EXEMPLU :
Vi ¥m—vi o iy 2y50r5
=13 1~249) = By,

2. Inmuljirea $i impértirea. Recuk. Cq s@& inmulfim
(sau sd tmpdrfim) doi radieali, aducem intdi radicalii la acelag indice ;
apoi tmmnulfim (sau tmpdrfim) cantitifile de sub radicalii cu acelas in-
. dice si din produsul (sau cdtul) obfinut extragem rdaddcina ardtats de

i7zdi¢ele comaun. A
EXEMPLE : -
3¢ 6_ 6 ¢ 0 6 3
Va2 Va5 Yz = Vs Van V7 — Va9 210 2 = V20 — Yz

615 30 80 30 80 10
Va5 : Vat = Vas: Vot — Vavs:at = Vaor — Var.
3% Ridicarea la putere si extragerea rddicinii Dupi
legile radicalilor [122, 2 si 3], rezulty urmiitoarea
ReGuLX. Ca sd ridicdm un radical- la o pufere, ridicim Ig acea-

std putere cantitatea de sub radieql $i apoi, din puterea obfinuti. extra-
gem ridiicina arditata de indicele radicalulyi,
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Ca si extragem o rddgeing dintr'un radical, extragem din cantitatea
de sub radical rdddcina ardiatq de produsul indicilor radicalilor, Adicy -

() (i#)"= Ja
i -
(XLV1) iz = 9.

8

3 2 8 3 :
EXEMPLE : (Va—S)——:m; vay?= zy?.

OBservaRE. De aei rezulty cit

P Pl |
. 7_ P Pq_
(28) Ve =V <7
Invers, daci avem n=p.g.r, ridicina a n-a dintr'un numir se
poate caleula prin 3 extragert de rdddcindg consecutive cu indicii p, ¢, r

. respectivi. Ordinea in eare facem aceste trei operatii e indiferentd.
Adicd avem : ' '

4 P
' /‘l /7___
n_ r 9_ - pgr
(24) - Va=“’lv’(7= ]Va= Va.
6 3 o .
EXEMPLU: 15625 =‘V‘ V15635 = V195 — 5

6 /8 .
sau  J15695 — l/ V15625 = V35 — 5.

. _ q__

135. Exponentt fractionari, Am viizut cd expresiunca VeP nu-si

schimbd valoarea prin amplificare sau simplificare ; dar, prin aceste ope-

ratii, niei raportul % nu-si schimbd valoarca. De acees putem zice cj
q

valoarea radicalului [/a? nu depinde de numerele p §i q separat, ci
numai de raportul lor %- ' :

10. Dacd p e divizibil prin ¢, avem

5 =mo osau p=gqm (g intreg )

§i putem scrie .
g q 1 v
W = [arm = Va"' = a™ = q9.

Asa dar un radical Ppoate fi scris ca o putere ey exponent fractionar,
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: 14
20. Dacd p nu ¢ divizibil prin g, expresiunea @9 nu mai are sens
Totusi, dacd prin definifie convenim si scriem, in toate cazurile,

Q

g
(XLVII) a? = Jar,
constatim ci operafiile cu radicali aritmetici se reduc la operafii cu
puteri, aplicand si la puterile cu exponenfi fractionari toate regulele
date pentru puterile cu exponenti intregi. :
Astfel, pentru exponentii fractionari

. —p = "
=L, =7
EF S
avem
N r T q s gs_ g5
ad = a9.45 = Var . Var = Vars. Vair
.s____ g nnd :
= Vo tor = g o5 = gots _ ar e,

Prin urmare [111, 2] si in acest caz putem scrie

(XXIV) d'a* = M

In acelas fel se demonstreazi ci st celelalte formule dela para-
grafele 112, 113, 114 se aplicd la puterile cu exponenti fractionari,

DeFiNmIE. O putere cu exponent fracfionar este o rdddcind, in care
numitorul exponentului fracfionar este indicele radicalului, iar numdrd-
torul exponentului fractionar este exponentul cantitdfii de sub radical.

4 5 1 3 g '

EXEMPLE: 8° = V3%, ¥ __ Va, & =q' = Vo

OBSERVARE. Avem

13 3 1 3
(82)° =V8z — 2Vz  dar 82° — 8Vz.

Din definitia precedent rezultd imediat operatiilé de amplificare
si simplificare ale radicalilor: S

9_ 2 pm gm
VaP = a9 = qam = Varm

136. Exponenti fracfionari negativi. Generalizand formula (XXVIII)
[pag. 96] vom scrie si in acest caz

1

q
yoid

Qg

. 1
o= ol -
(25) @ =5 =
ad

——
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EXEMPLU: 8

OBSERVARE. Si nu se confunde expounentii fracfionari cu exponentii
negativi. Astfel % T i

1 3
R = a3 pecind o = Va.

137. Fractii egale. Cand avem un sir de fractii egale si pozitive

a ¢ e

F=g=7=h

ridicandu-le la puterea 7, deducem [84, 1]
ln_ﬁ_in__ef—_- an+cn+en
VT AT Fagap

si extragand apoi ridicina a n-a, gisim

(26) 1:%: et
Vo'ratep

unde trebue si luim pentru radicali valorile lor aritmetice.
In particular, pentry 5 — 2, putem scrie

(XLVII) ' %=§=£:M&ﬂf;
: | T Vrianp

138. Rationaliznre. In caleule, ca si evitim impdrtirile prin radi-
cali; amplificim [ractiile, care au numitor; wrafionali, cu o cantitate, care
le transformy in fractii egale cu numitori rajionali. Aceastd transfor-
mare se numeste rafionalizare, . : '

Expresiunile V3 cu d—VF, Va+Vo cu Vo —Vb se zie con-
Jugate. Produsul lor [116] e rational: :

(a+73) (a—V3) = @—(1"0)’ = a2—p, :
Va+V3) (Va—7V35) = (Va) - W= =
Prin urmare, cand numitorul unei frac{ii are un factor trafional de

aceasti form#, rationalizarea se face amplificand fractia cu conjugata
acestui factor. : K
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19. Din

Vo
. n‘
Inmulfind ambii termeni ey V"1, deducem [132, 1]

n

— e~ .
5

. V'_b' n
EXEMPLE : . W
f?m%=g=qmuom; V§=%=VV;‘VV;=V5—”=O,77459...
20 Din .y
7

amplificand fractia cu conjugata namitorului, deducem

e a(l5-7o) _a(Vo-Ye) .
'b+1e — (Vo+Ve) (Vo-ve) ~ 3¢
EXEMPLU: Vs—-f-VF L 2(V§:5VF X ‘M = 0,50401 ... .

139, Compararea radicalilor.

Din definitia radicalilor aritmetici,
rezultd cd, dacdi a si.b sunt dous n

umere pozitive, - :

s n n
din -a >0 rezulty Vo > Vo,
ridicinile find calculate exact sau cu o aproximatie suficienti.

Daci radicalii n’au acelas indice, pentru a-i putea compar?, % adu-
cem intdi la acelag indice si apoi comparim cantitiifile de sub radicali.
Vedem astfel ci, si pentru exponenii fracfionari

B il =1

q s

dacd numerele sun: pozitive [119, 2 si 3],
1% din a > rezulti a > 3,
20, din x> B rezulty

y A
putem zice ¢ii:
a* > a*  pentru ¢ > 1

@ = a* pentru o = |
A < @ pentrn  « < 1.
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EXEMPLE : Avem' V2 < V3 findes 2 < 3.
o :
Ca si comparim V5 cu V3, vom scrie
Lo

15 = V5 = V5. V=V =ym

6 6 3 ;
si fiinded 25 < 27, avem V85 < V37 sau V5 < Vs,

140. Operatiile cu numere apropiate. Caleulele cu radicali ne aratd
cil existi numere, pe care nu le putem scrie decit prin valori apropiate.
In general, in practic, nu putem sau nyu avem nevoe si luim intot-
deauna datele unei probleme cu toate cifrele lor zecimale $i atunei
cdutim si obtinem si bentru rezultate zaloy; apropiale, cu o aproximatic
determinatd sau cu cea mai bunj aproximatie posibild. _—

- Daci v ¢ valoarea - exactd a unyj numir si. 2. valoarea Iui apro-
piatd [90], diferenta o el =
lv—n|=c¢

S¢ numeste eroare. Dacit valoarea apropiati e mai micii decat valoarea
exacli a numirului, - zicem ey eroarca e prin lipsd; in caz contrariu
eroarea ¢ prin adaos sau prin ezces, . .

Sunt cazuri insi, cind nyu cunoastenr nici eroarca ce 0 facem si
nici sensul acestei erori; stim numaj cj eroarea ‘e “mai mied decit un
‘numdr « (care se numeste limita superioard g erorii). In acest caz avem

Hvy—=nl<a
$i prin urmare [41, 3] o

e < v<nda,:

De exemply, cind dgxtele problemei sunt rezultatul unor mdsurdri, fie din -cauza
imperfectiunei instrumentelor de mdsuryj ( balanta, termometrul, surubul micrometric,
ete.), fie din nedeprinderea noastri de a apreeid misura. ey preciziunea doritd, nu-
merele efipitale prin aceste mésurdri sunt valor apropiate:cu crori: necunoseute nici
- n valoare, nici fn sens, Putem doar preciza o Limitd superioard g erorilor ficute,

Cand caleulim cq valorile apropiate ale Unor numere cunoscute
" (cum sunt numercle cu multe cifre zecimale), trebue si stim cu ce

aproximatie si luim acesto valori apropiate, ca- s fim siguri e obfi-
nem rezultatul cy aproximatia cerutg, . 2 Al T B
In cazul unei swme algebrice, din’ teorema cu privire Ja valorile
absolute [41, 5] rezultd ed: eroarea. sume; poate-fi cel mult egali e
suma erorilor termenilor ¢f G " N P
(1) Esercifiul 7, pug, 31, N B ' il
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Prin urmare daci avem o sumi de 2 termeni si dacil vrem s3 ecaleulim suma
cu o eroare mai mici decAt &, va fi deajuns si luim fiecare fermen cu o eroare

. Y a
mai micd decit —.
n

EXEMPLE de caleule cu radicals, : ! oF _
10, Si se caleuleze produsul 8 V35 cu o croare mai micd decat 0,00001 .

Observand ci .
V45 = V5X9 = 3x V5,
putem scric
8X V45 =8X38XV5 = 24X |5 — 24X 2,23606 = 53,66514,

caleuland J5 cu o eroare mai mici decat 0,00001 prin lipsi. Dar ¢ cvident c3, prin
inmulfirea cu 24, am mirit eroarea de 24 de ori, adici produsul e obtinut cu o
eroare prin lipsd mai mici decat :
243<0,00001 = 0,0002¢ > 0,00001.
_Pentru a nu miri eroarca ficuti prin extragerea ridicinii patrate, ¢ maj bine
s introducem Intdi lofi factorii sub radical [132, 1] si apoi sit extragem ridicina pa-
tratd cu aproximatia ceruti, Astfel glisim : »

8XV45 = V6X13 = Y2850 = 53,66563.
20, Si se calculeze valoarea fractiei
7
=77
cu 0 eroare maj mici decat 0,001, .
Dacii luim V8 = 1,7320, V2 = 1,4142 cu 4 cifro zecimale, gisim
7 7 T
Ve=Yy3 ~ 1,1820—14182 ~ 03178

== 22,0264

hecunosednd nici valoarea si niei sensul erorii rezultatului,
FécAnd 1ns# numitorul rafional : g

Lo =D _ oy - sy

FBoyz — T a-e

st caleulind fiecare termen cu o eroare mai micd decat 0,0001 prin lipsd, suma :

V14T 4 V98 = 12,1243 4- 9,899 = 22,0237
reprezintd rezultatul cdutat cu o eroare prin lipsi mai mici deeat
‘ 0,0002 < 0,001,

1. — NUMERE IRATIONALE,
141, Siruri de numere. Si insemnim cul
(a) o . &1, @, a3, ..., ap, Qnt1y ...

un s infinit de numere (diferite sau egale intre cle). Numirul a, se
zice lermenul al n-lea al sirului sau termenul de rang u.
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- Un sir de numere ¢ determinat, cand putem scrie valoarea oricii-
rui termen al sirului, de indati ce ni se spunc rangul acestui termen.
Astfel, sirurile

(27) 1l 23 Sl o TE

: 1 1 1 1
(28) TV T g e e
ois : |
(29) % L oo

+
sunt determinate. ) ‘

Termenul de rang » s¢ mai numesgte lermenul general al sirului.
In cxemplele luate, fofi termenii sirului, se deduc din termenul general,
daci inlocuim pe n succesiv prngls 2,3l v,

Dacii avem ‘

211 5002 SNl <G L W g <lnltn g < Y

sirul e crescitor si daci avem .
o > ap > az >_--- >\a'n > Gnt1 2 voc -

sirul ¢ descresedtor. Sirurile cresciitoare §i sirurile descresciitoare se zic
siruri monotone.

Sirul (97) e crescitor; sirul (28) e descrescitor, Pentru $irui (29) avem
_ n1 %

1
nt1 =, w2 a1 T aFD) (s D) =4

ceei a, < Gpig) oricare ar fi », Sirul (29) e crescitor,
Sirurile (27), (28), ( 29) sunt monotone. Sirul
4]

e ) M e (1)
in care avem
‘_%<+?1>_?1,<...

nu ¢ monoton. Acest sir se zice alfernat, fiindcd  termenii sunt In mod alternativ
Dpozitivi §i negativi,

Dacii reprezentim pe o axii A (fig- 26) punctele Py, Py, ...,
Pn, ..., care au abscisele g, » @25 «..y Qn, ... respectiv, oblinem girul
de puncte sau mulfimea de puncte, care corespunde girului (a). -
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Dac¥ avem up sir de humere mirginit gi Ia dreapta si la stinga
prin numerele 4 si B (fig. 26), punctele de pe axa A, care corespund
acestui sir, sunt sityae toate (in numyr finit sau infinit) pe segmentul AB.

A 4 2 4% @ B
A P P, P, P, p=—"
i Fi'g._ 2,

142, Cantitz‘m;i variabile, Cand feprezentim numerele prin litere,
0 literdl oarecare @ _ - ; :

10, say reprezinti un numip delerminat,

20, sau boate cipita diferite valors numerice, de exemplu valorile
unui sir de numere. : .

In cazul 10 ¢4 ¢ O cantitate constanty i In cazul 20 ¢ ¢ ¢ cantitate
variabild, A zico ci q variazd, Insemncazyi a zjce ¢l a trece delg o va-
loare waumericq 1q alta. Dacii ¢ capiti succesjy valori oricit e marg
din sirul numerelor naturale 1,2 3, TR P B e cil @
¢reste la infinit, | , :

Intr’un sir de numere, termeny] general a, ¢ o cantitate variabild, care
pentru g =1, 2,3, ..., D capiti respectiy valorile Cs @y @y, ..., ap.
143, Limite. sy considerim un '$ir infinit de numere ;

(4) 4, a,, 2k Ty oo

gul lor ¢ din ce in oo maj mare, sau mai precis ; dacd, oricil de ip
ar fi un numdr e > 0, gdsim un numdr p, asi e o avem

lan i <e pentra n>p,

zicem ¢ girul A sau termenul a, tinde edlrd zero, cind 5, creste la in-
finit si seriem '
Qg — 0 (an Linde citry 0),

sau ]
lim q, = 0,
=co -

adicd tmita lui a, o zer, pentru n infinit.

ot B S 1
EXEMPLU: Sirul ( 28) tinde chtre zero, fiinded luand €=—, pentry n> 1P
o 1 15 via ; 10” :
avem - < 107 - adicd a, < e

N
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i

20 In general, vom zice e sirul A sau termenyl @n tinde cdtrd o
Lmitg X, cind n ereste la infinit, dacy valoarea termenuluyj an S apro-
pie din ce in ce ma; mult de numdrul 3, (adici daci diferenta dintre
@ si A devine oricit de micd vrem), cind luim termenul @, de rang
din ce in ce maj mare. Mai precis: girul A sau termenul a, tinde cdirg
linita X pentru n wfinit, dacd oriet de mic ar fi un numgr pozitiv ¢
gasum un numdr p, aga ca'sa quem _ N

IA—a, | < e pentru n>p.

In acest caz scriem

lim ay = % say an — sau @y = A+«
=00 ©

unde « ¢ o cantitate (pozitivi sau negativii), care tinde cdtrg zero, cind
% creste la infinit, ‘ '

EXEMPLU: §irul (29) tinde ciirg 1, deoarece, oricat de mic ar fi €>0, avem

1
= < e

n+1 n+4-1

l—a” ’_:‘1—
pentru n-}-1 > el’ adici pentru 2 > %—1.

3% Daci, oriedt de mare ar fi un wumdr }f » termenii sirului A,
pentru 7 destul de mare, sunt mai mari deeis A, adiei dacd, oricit de
mare ar fi M, gisim wn numgr D, ast ca s@ avem i

- @ > pentru p > P,
zicem ¢ gsirul A creste la infinit. , .
Desi infinitul na’ e un humdr determinat, totusi prin gencralizare
vom zice, si in acest caz, cd sirul A sau termenul a, tinde citrg 1i- ,
mita +co, cand # creste la infinit si vom serje .
Im @, = 400 gay 2 — 400,
n=oo
EXEMPLU, Sirul (27) bfés!e la infinit cu n, deoarcce, oricAt. de mare ar fi un
numir M, daci P e V2T cu aproximatie de o unitate prin adaos, avem p? > M si

Gy =n2> P2~ 31 pentru  n > p,

40, Dacs, oricdt de mic (1) ar fi un numir negativ —f, termenii
sitului A sunt mai mic; decit —2l pentru destul de mare, zicem

(1) In sens algebric,

¢ = e W b
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cil gtrul A say termenul an tinde cdtrg —00, cand # creste la infinjt
$i scriem ’

lim g, = -0 sau  ap — —co.
n=00

. EXEMPLU: Sirul

-1, 42, =3, ..., —u, ..

linde cdtrg —©9, deoarece avem g =—n<—M pentru 2 > JI.

144, Numiir limits. Daci ne propunem si ciiutiim numiry] T
care satisface la condifiunea '

2?2=2 sau  g=|3,

gdsim, prin metoda extragem'i rdddeinii patrate cu aproximatic de 0,1,
0,0, 0,001, ete., urmitoarclo valort apropiatc ; ”

(A) o =14, @=1AL a3 =1414, o, =1,4142, g5 = 141491,
(B) bi=15, by=142, py=1,415, by =1,4148, b= 141492, ..

care ridicate la patrat, ne day -

4 =196 <2 b =225>9
(1) a; = 1,9881 < 2 by = 2,0164 > 2
a; = 1,999396 < 2 by = 2,002225 > 2

In general, daci q, si Un sunt valorile numirului /2 apropiate priﬁ

W | o | 1
lipsd si prin exces cu aproximatie de 107’ avem

(32) | G <2 B>,
(33) @ <b s beg=L.

Obtinem astfel dowg siruri determinate de numere rafionale A si B,
care au proprictiile urmiitoare : :

10, Cand » creste, termenii sirului A crese (sau cel pufin 1 des-
cresc); termenii sirului B deserese (sau cel pulin nu crese), adicy avem,
oricare ar fi n,

(84) On = Gnyy s ba = bpyy ..
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20, Orice numiir @ din sirul A ¢ mai mic deedt: orice numir by
din sirul B. ]
In adevir, daci p = ¢ avem’ &, < by;
dacd p > q avem a, < bp§ bq;
daci p < ¢ avem a4 =a < bq.

3% Diferenta dintre doud numere a; si by, de acelas rang, poale
devend oricit *de mied vrem, dacit luiim rangul % destul de mare.

-In adeviir, avem -

- : 1
30 b —_Qp = —.
(85) e 10"

40 In girul A wu existd niciun wumdr mai mare decat toate nu-
merele din girul A; tn sird B nu existd niciun numdr mai mic deedt
loale numerele din sirul B, ‘

In adeviir, daci un numir 4, din sirul A ar fi cel mai mare numir din acrst
$ir, am aved @y =a, pentru n > p, Prin urmare, extrigind ridcina patratid din 2,
am gisi la rddicind zeruri pentru loate cifrele de rang mai mare decit p,

In acest caz V2 ar fi numdrul rafional @, , rezultat evident absurd,

La un rezultat analog am ajunge, dack am presupune cd, in siral B, existi
un numir bq mai mic decat foate numerele din acsst sir. e ”

OsBservaRe. Din neegalitiijile
On = Gniyp < bupp = bn
si din egalitatea (85) rezulti neegalititile
| W e i g 1

(36) lan+p—anl<m si bn+p~bnl<ﬁ
oricare ar fj muondrul - p intreg si -pdzifii'. . ‘ _ '

Neegalititile (3L) ne arati ci ziciun numdr din sirurile A sau B
nu indeplineste conditiunea ca, ridicat la patrat, st ne dea exact pe 2.
Totusi, cand luim pe 2 din ce in ce maj mare, nwmerele rafionale

A

n §i ba se apropie din cc 3 ce mar mult de aceastd condifiune.
Mai precis, neegalitiifile '

a <2<y, g
b121— a121 r~ (bn'+a‘n,) (bn_an) < 2bl ('bn—an) &
si cgalitatea (35), ne araty ci diferenfele
Gi—ai, 2-d° i =2

tind edlrd zero, cand n creste la infinit. Prin urmare sirurile cu ter-
- e 2 . 29 O I . v
menil ay $i by au ca limitd comung numirul 2, :
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- In acest caz convenim si zicom ci termenii a, si 5, au ca limiti
numdrul irafiong] reprezentat prin simbolyl V2 si seriem
74;1 =4 V§ < by
pentru orice valoare a Juj 1. ’

Numerele raionale a, si &, au primele lor » ecifre comune; acestea
suni primele 7 cifre-exacte- ale numdralui- limitd )2. - Gisim astfe] :

" V2= 14142135604 ...

numir de formg zecimald, dar SCris. cu o infinitate de cifre zecimale.

145. Numere definito Drin sirari, Sy presupunem cii avem doui
siruri infinite de Jnumere rafionale:: 2 :

715 0oo
(B) _— by by, b, ceey by, L

in care termenii a, si 3, s Dot caleully dupd o reguli determinatd, pen-
tru orice valoare a lui n, $1 care sutisfac. lg. condifiile wrmdtoare (1).

() 'Si‘rul A e cresedtor (sau cel putin descresle); sirul B e
 descrescdtor (sau cel pulin nw creste).

(B) Pentru orice valoare a lui n, avem
an < b,.

(v) Oricit de mic qr foun numir ¢ > 0, gdsim un numdr ?,
astlel ca pentru n > p sd avem ; i

' bll = Qn , < E, ) ! .
adiedi : diferentq bn — a, tinde ctrg 2ero, cind % creste la infinit.

Cu aceste ipoteze: 10, Dacy existi un numir rafional X, care si
fie cuprins intre aq si b, |

(37) . .‘ p = A §. ba

(4) Gy Gy, G, ..., q

pentru orice valoare g Jui n, sirurile A si B tind ctrg Lmita ).
E de ajuns si ariitim cil

T (—a) =0 (A=0s) = 0

cind » éreste la infinit. Dar aceasta rezulti din néegalitﬁ;ile (37) si
din ipoteza () . N

lim (&, — ar) =0,

I.I=OO 3

K

(1) Conditiile 10, 20 5j 3o, lavcarc salisficeau sirurile particulare din paragraful precedent,
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In acest caz zicem eci sirurile A si B definese numdrul rafional A
si seriem : .
g lim a; = lim ba = 1.

=00 =00

20, Dacit nu existd niciun numdr rafional A, care si satisfaci la
conditia (37), oricare ar fi 7, vom zice ci sirurile A si B definese un
numir srafional A, care, prin definifie, riimine cuprins intre a, si b,

< A < by Y
pentru orice valoare a lui n $i vom scrie sl in acest caz ci

lim @y = lim b, = X (numir irafional).

Un numiir rafional sau irafional (pozitiv, nul sau negativ) se nu-
meste numiir real. Toate numerele rafionale si irationale formeazi la
un loc mulfimea numerelor reale, : .

Sirurile A si B, prin condifiunile impuse, admit in toate cazurile
ca limitd comund un numir real.

OBSERVARE. Daci, dela un rang oarecare p, termenii a, ai unui sir A satis-

fac la condifia

@, =a, penlru n>p,

zicem ci limita sirului A este numirul rafional a, [143, 2], deoarcce, oricat de mic
ar fi € > 0, avem
¢, —a,=0< ¢ .penfru o =3 s
In particular sirul My M, ..., m, ... are ca limitd numirul i,
146. Operatii’cu numere limiti. Dacit avem uh numir A definit
" ca limita comund a doui siruri A si B, cu termenii generali a, si b,

respectiv, care satisfac la conditiile («), (B), (1) [145], convenim si
scriem foafe aceste ipoteze prin egalitatea

(38) : L et
Sit considcrﬁm douil numere reale
(39) A=(a,, b,) si 2=(a, b,)

Asi B, A" si B fiind sirurile, care definesc. aceste numere.
Pentru orice valoare a lui n, avem [145]

(40) 4 <A<b, &<XN<iy

M G, ' 9
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si oricﬁt de mic ar fi ¢ > 0, pentru n destul de mare, avem
(41) 'bn_an'<e7 ‘brlz_a’lll’<e

Daci numerele 2 si A" sunt raﬁonale, dinv neegalitiitile (40) dedu-
cem prin adunare [40, 5]:
Gta, < AFX < b4
cu
N+ )~ (a, +a)) | = | (6 —a,)+ (0" —a)) | < 2,

Prin urmare sirurile cu termenii generali a, 4 a s b, + b, satis-

fac la toate condifiile (@), (B), (v) si definese numdrul rafional X4},
~ adicll pntem. scrie r :

(42) l+l'=(an+a,',,' b L0

2 7 O
Aceastii egalitate, luati ca definifie-a sumii a douil numere rajio-
nale, ne serveste si pentru definirea sumii a dous numere rafionale,

Derisipie. Suma numerelor wrafionale Uimitg definite prin sirurile
cu termenit general @y b, sia, b, este numird Limits definit prin,
sirurile cu termenii generali a, - @y, b -+ Dt

~ In mod analog se definesc si celelalte operafii cu numerele ipa-
{ionale, observand cit pentru A si 1’ rafionale (A <%, din neegalitiifile
(40) si (41),. deducem
- pentru scddere [40, G]:

G=b, < V=A< —q;
pehiru»inmultire [56, 3]:
' g as <<frtl< by

pentru impdértire [62, 4]:

a, ' 0%
n<F <

presupunind, in ultimele doui operatii, ci numerele @ b, a i b,
sunt toate pozitive.

Cand = variazi, sirurile astfel -obtinute satisfae in toate cazurile
la conditiile (a), (8 » (7). Putem dar serie, ca definifii pentru dife-
renfa, produsul si cdtul a doud numere reale rafionale, urmittoarele
numere limild ; :

(43) , IS s (a,—b,, by—a,),
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(44) AR = (a,a,, b,.0,),
: Y _ (s b;)‘ |
(40) l (b—naa—n ’

definifii, care sc extind si la numerele irafionale si care no permit “si
calculim, sub formi de numere limitd, diferenfa, produsul si catul a

doudl numere reale oricare.
m

Puterea 1™ si rdddcina VX, pentru 2 irafional, se definesc tot ca
numere limit3, E
Astfel, daci termenii a, si b, sunt pozitivi, pentru m intreg si po-

zitiv, vom zice ci
m

=, = (e, i),

" - \ 4 :
riidicinile Ja, si Vo fiind caleulate cu aproximatie de '1%1" prima prin
lipsii si a doua prin adaos;

OBSERYVARE, Daci )= (a,, b,), avem
1 1w T
—/\.=(—b,1) —an)) A.Xo=01 T=(b—’ —)'

egalitdli, care rezulti din definifiile (43), (44), (45), daci observim ci numerele
AMN=0 s M=1 pot fi definite, respectiv, prin sirarile cu termenii generali

Gp=b,=0 §i o =b —1,

147, Siruri oarecare. Si considerim doui siruri
7

(A) C Oy @y g, o, @, ...
(A%) a% Fay, gk ay, ...

monotone sau nu, dar care lind fiecare citrd o limitd determinatd
(46) lime, =12, limg, = A’

pentru n = co. Putem dar scrie [148, 2]:

(47) a, =X+ @, a, = A+a,

unde cantitiitile (pozitive sau negative) « si o tind citrd zero, cand n
creste la infinit. ' i

9
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In acest caz vedem cil
%ty = A4+ F [a + o],

a,—a, =A=A+[a—a'],

(48) . , ana;l == ll'-}- [al'-}- a'l + ““’])
G, 3 Atae Al _ % [ar—aa]
7,'1 — 7"".[1.:_;_‘&': X'J—l'—}.[(l"*‘a')l'l

Dacé presupunem n ultima egalitate A== 0, toate cantititile din
paranteze tind cdtrd zero (ca si & si a’), cand #» creste la infinit.
Prin urmare, egalitiitile (46) si (48), pentru » =090, ne dan
lim (a,4+a.) = A+ = liman—{-lima;,

im (a,—a)) = 2=’ = liman—lima;,

t49) lim (a,0)) = AN = lim @, .lima,,
o %% A _ limg, .
lim ‘Z = A—' = m (daca A #:O)

TeoremE. 19, Limita sumei a douil cantitiifi variabile esto cgalid cu
suma Limitelor acestop cantiti{i, ' ' -

20, Limita diferenfei a dous cantitifi variabile este egald cu dife-
renfa Limitelor acestor cantitifi. o

3% Limita produsului a douil cantitiiti variabile esto egali cu pro-
dusul limitelor acestop cantitiiti. ‘

- 4% Limita citului a douy cantitéfi variabile este cgali cu cdtul
limitelor acestor cantititi, dacd limita Impdrfitorului ¢ diferitd de zero.

EXEMPLU. S luim

Putem scric
3 by 1 ’ ’
all=2—ﬁ =/\+a, a”=5+"7=l+ay
1 D -
unde A =2, “=.‘%' MN=5, q =i asid tind citry zero cand % — ~,
Prin urmare avem

lima, =2, Iin a,',=5.

Citra ce limita tinde produsul a,,a,’,:%.”cand % creste la infinit?
. n
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Aplicand feorema precedentit

. ’ . . ’
lim (a,a,) = lim a, . lim a,
glsim, pentru n=o00, .

lim (22=8)06a%1) _ oy p 1o
n

148. Simboluri cu o infinitate de cifre zecimale. Si consideriim
un numir de formd zecimald, dar presupus seris cu o wfinitate de cifre
zecimale. Fie a, numirul format din partea intreagd si primele n cifre
zecimale ale numirului dat; &, numirul care se obfine din a,, cand
miirim ultima cifrd zecimald a lui a, cu o unitate.

Sirurile A si B formate cu numerele an §i by astfel determinate,
fiinded satisfac la. conditiile (), (B), () dela paragraful 145, definesc
un numir real A si avem :

lim a;, = A.
n=0oo

Cu cat n este mai mare, cu atit numirul fra.ctibnar an (cu n cifro
zecimale ) se apropie mai mult de valoares adeviraid a numdirului real A.

In practici operatiile cu aceste simboluri se reduc la operatii fi-
cute cu valorile apropiate a, . " —

Se pot prezentd urmitoarele cazuri:

19, Dela un rang p, foate cifrele zecimale, ale numiirului dat, de
rang mai mare decit p sunt zeruri. : :

In acest caz avem a, — Gp pentru n=p si numirul. limits
A = ap e inlreg sau fracfionar zecimal (numir rafional).

EXEMPLU. Pentru numirul A = 38,725 000000 ... avem
=887, a,=388,72, ay— 38,725, @;==a3 pentry n=38 s§i A= qay;=238,795.

20, In numirul dat existi cifre diferite de zero de rang oricat de
mare, dar o acceas grupd de cifre zecimale se repeld la infinit. In acest
caz avem o fractie zecimald periodied simpld sau mixtd [93, 2] si nu- -
mirul limité X este o fracfie ordinard (numiir rafional).

EXEMPLE. o Fractic periodicd simpli: A= 0783783783 .
Grupa 783 este perioada si putem scrie i :

1000 A = 783,783 783783 . . .
A= 10,783783783 ...

Scizdnd aceste egalitili, membru cu membru, gisim
999 A = 783,000 000000 . .

de unde rezulti
e - )

©

-1

A=

g
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0. Fractic periodicd mixts: A 0,485 3787397 .
485 cste parlea ncpcrz'odz'cfi,x 37 este periouda si avem -
100000 A — 48337,373737 ...
1000 A = 485373737 .

Scazand aceste egalitifi, membru cy membru, gisim

’ 99000 A — 48052,00 00 00 G
de unde rezulty :
_ — 8052 45587495

99000 99 000

30. Cand numiryl dat, cu o infinitate de aifre zecimale, nu ¢ nicj
. de catagoria 19, nici de categoria 29, ne giisim in cazul al doilea delg
paragraful 146 si lim @2 =X e un numir irafional, care se reprezintii
printr'un semn convenfional sau printr'o literd [93]. _o F

EXEMPLE de numere irg tionale:
ﬁ;umm&mm”e=ammmmm“
= 8,141592653589793238462643 . __

B = 0,12345678910111213141516171819

Succesiunca cifrelor zecimale e dat, pentru fieeare numir irafional, prin regula
speciald, dupi care se calculeazi valorile apropjate ale acestui numar limitd,

149, Corespondenta intre numere §i puncte. Pe o axi A (fig. 27),

alegind un segment OA ca unitate de misurd, si fixim ‘punctele O
st A, care corespund la numerele 0.si 1.

A i e y

g - 0 - l l —— '\_—)
- 0 A i
Fig. 27,

10 Za orice punct L de pe axa A corespunde un nungy real A si
unul singur, Acest numir e wvaloareq algebried a segmentului O, miisu-
surat pe axa A cu unitatea OA. 'Numirul A este pozitiv sau negativ,
dupd cum segmentul QL are acelag sens sau are sens contrar cu axa A,

Daciy lu_rg:gimea OL e comensurabili cu OA, valoarea algebricy a

incomensurabili ey OA‘, valoarea algebrici g 'segment'ului OL este un
numdr. algebric irafional [99 si 100]. o
Acest numiir A e abscisq punctului L si se reprezinti prin OL,
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Convenim dar si deosebim pe axa A doud feluri de puncte:
rafionale §i irafionale, dupd cum ele corespund la numerc rationale sau
irationale (1).

__ EXEMPLU. Daci OL e lungimea semicerculuj cu raza OA = 1 (fig. 27), avem
OL=1; punctul L corespunde la numirul irational 7.

20, La orice numdr real ) corespunde un punct §i uml singur
pe aza A, : : '

In adeviir orice numir real A poate fi definit ca limita a doud si-
ruri de numere rafionale A si B satisficand la conditiile (e), (B), ()
[145]. Fie Ay, A,, sess Ay ...; By, By, ..., Bg, ... punctele de pe
axa A, care cbrespund respeetiv 1a numerele R ceey Gy oy by,
b2, «.+y buy ... din sirurile A si B (fig. 28).

A q a, ag @y A by by by b,
) 1 { ' 1 ] [ ' ' 5
R e\ T e G . B,
Fig. 23 - .

Toate puncicle A, se gdsese la stanga tuturor punctelor B,.

Lungimea segmentului Knl—jn = b, —a, tinde citrd zero, cind n
creste la infinit, v

Punctele An, mergind spre dreapta, si punctele B, mergind spre
stanga, se apropie din ce i ce mai mult de o pozifie imitd L. Vom
zice ed L e punctul care corespunde moadrului Uimild X = (aq, b,).

150. Compararea numerelor reale. Dacii la' douii numere reale A
si A" corespunde acelag punct limitd L, zicem i numerele A si A" sunt

egale si scriem A = X’

A

b TTRSC e 8 b "
0 A, L B & 17 p
Fig. 29,

- Daci la numercle A §i " corespund punctele distincte L si L,
vom zice c¢ii A" e mai mare decit A, dacii segmentul OL’ e mai mare
decit segmentul OL, adici daca punctul L’ e la dreapta - punctulni I,
pe axa A'(fig. 29).

(1} Accste puncte sunt determinate pe axil, numai dupd ce s'a ales unifatea OA.
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Daci figurim pe aceasti axy punctele A, B si e B,, care
corespund la sirurile care definesc numerele

A=(e,, 8,), V=(a), 1)),

vedem cii, daci pentru un rang p, A", coincide cu B, sau e la dreapta

lui B,, punctul L’ ¢ g dreapta punctuluj [, (fig. 29).
- Prin urmare :
18. Daei, pentru un rang p, gisim a}’, gbp avem 1> ).
20. Dacii, pentru un rang p, giisim § = @, avem A’ < A.
3% Dacdl, pentru orice rang n, gisim neegalitifile a, < b, si
a4, < b, avem A =2).
OBSERVARE. CAnd numerele A si A" sunt serise sub formi de fractii zecimale

(cu un numir finit sau infinit de cifre zecimale), compararea lor se va face dupi
~ regula dati pentru fractiile zecimale [89]. :

151. Siral numerelor reale. Succesiunea numerelor reale in ordi-
nea, in care se gisesec pe axa A (fig- 30), formeazi sirul numerelor
veale. Acest sir e cresedtor, - :

hde ) NUMERE REALE NEGATIVE () NUMERE REALE POZITIVE +OO
: i | —

A . | 0
Fig. 80.

Fiinded intre doux puncte de pe axa A existi o infinitate de alte
buncte, rezultd ca tntre doug numere reale, oricit de apropiate ar fi cle,
se gdsese cuprinse o infinitate de alte numere reale. De aceea zicem cil
sirul numerelor reale este dens.

A , A A
I : I : I >
0 L M 7
Fig. 81. |

Punctele de pe axa A s¢ succed unele dupi altele in mod conti-
nuw, Prin urmare, daci un punct M se miged pe axa A, dela punctul L
pinid la punctul L ( fig. 31), abscisa bunctului M, 2= OM, ecapit
succesiv foate valorile posibile cuprinse intre numerele A si A’ Toate
. aceste valori sunt numere reale. De aceea convenim si zicem ci sirul
numerelor reale este un §ir continu.

Multimea tuturor numerelor reale, cuprinse intre A si X', formeazi
intervalul (A,X"). Cand punctul M se miscit fntre L si L', zicem eit
@ = OM variazd in intervalul (A, L
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OBSERVARE. La un punct A fix pe axa A, corespunde o abscis# constantd a;
la un punct M mobil pe axa A, corespunde o abscisi variadild «,

IV. — PROPORTIONALITATEA.,

152, Rapoarte. Daci a si b reprezinti doud numere :

19, Diferenta a—b este raportul aritmetic dintre a si b; :
. 20. Catul exact a:0 sau % este raportul geometric dintre a si b [75).
Numerele @ si b sunt fermenii raportului.

EXEMPLE. Raportul aritmetic dintre 15 §i 5 este 15—5 =10; raportul geo-
metric dintre 15 si 5 este 15:5 =23, : :

Legile rapoartelor. 19, Un raport aritmetic nu-gi schimbd
valoarea, dacd-i adundm saw scidem la ambii terment un acelag numar,

2. Un raport geometric nu-si schimbd valoarea, dacd-i tnmulfim .
saw Tmpdrfim ambii termeni cu un acelag numdr, -

Aceste proprietifi rezulty din legile sciderij [22,5] si din
legile impirfirii exacte [60, 3].

153. Proportii. Egalitatea a doui rapoarte de acelag fel formeazi
0 proporfie. Proportia e aritmeticd sau geometricd, dupi felul rapoartelor
cu care e formati. '

EXEMPLE. Proportii aritmetice :
18—T=14—8; 616—584—=121—092; p—e=2_4

Proportii gcomctﬁ'ce :

8,
=5_6’

] e

In general o proporfie e de forma

(50) o ca=b=c—d proportie aritmetici) -
sau ’
(51) .% = ‘% 1 proportie geometricd).

Orice proportie are patru termeni. In proportiile (50) si (51) ter- -
menii sunt a, b, ¢, d; primul si ultimul termen (a si d) se numesc
externi sau extremi; termenul al doilea si al treilea (b si ¢) se numesc
inferni sau mezi. :
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164, Pr'op'orﬁi 'aritmeticg. 16; Tn bri'ce'prop'ortiq aritmeticii suma
mezilor e egald éu suma extremilor, i SIS, e Y

In adevir, din .
(52) Ry 'f'a—‘b:c—d'.
adunand pe b--d la ambii membri, deducem
(3) atd=bie,

Invers, din egalitatea (53) rezulty proporfia aritmetici ( TRLLE
+OBSERVARE. Intr'o proporfie aritmeticd se pot-schimba mezii intre i sau ex-
tremii intre ei sau umdndoi mezi cu amdndoi extremis, deoarece: prin oricare din

aceste schimbiri egalitatea (63) rimane acccas.

20, Cand cunpa$tém trei termeni @, b, ¢ ai unei proportii aritme-
tice, putem caleula termenal ql patrulea al ei,

In adeviir, iﬂsemnand cu z termenul necunoscut, dnln
| : a‘—: /] =.c -z |
deducem g4z =104¢ st
(54)- | S Zz=btc—a.
30 Daci intr'o ‘proportie aritmetict |

(55) G—m=m—b sau m-g—ph—y

mezii sunt egali (sau extremii sunt egali), valoarea lor comuni m se
numeste media aritmetici a celorlalte doug numere a si b,

Din egalitatea (55) deducem 2 =a-t+b si -
(XLIX) m = &21) (media aritmeticq).

Prin. urmare : media aritmetics @ doud numere e semisuma lor,
GenERALIZARE. Media aritmelicd a 7 numere a, b, e, ..., I este
suma acestor numere. impdrfit Prin numdrul lor: [
@tbtet ..o 1]

(L) il n =
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- EXEMPLU. M&surind, prin zece determiniri suceesive, cu aj(xtorul unei maging
de divizat, distanta‘ dintre dou3 diviziuni de pe un tub termometric (dela 20°' pinid
la 50°), am gisit rezultatele urmitoare : ]

Mdsurdrs, Diferente.
la misurare: 262,11 — 262,08 —. 0,03
a 2a " 261,99 ; —0,09.
a 3a > 262,20 40,12
a 4o " 262,07 —0,01
B G 261,98 — 0,10
a 6a P 262,13 40,05
a Ta pe 262,00 : * —0,08
a 8a 3 261,96 —0,12
a 9a 3 262,15 . -+ 0,07
a 10-a - 262,23 4-0,15
Total: . 2620,82 mm, +042 —0,40.
Media aritmetici : 2621#2 = 262,082, Valoarea medie: 262,08 mm,

~ Pentru 30° avem 262,08 mm. ; pentru 1° avem 262,08 : 30 = 8,736 mm.

155. Proportii géometrice. 10, In orice “proportie geometrici 1;ro-
dusul mezilor e egal cu produsul extremilor. '
In adevir, din '

a . ¢
(56) =g -
inmul{ind ambii membri cu bd, deducem
(57) ad = be.

Invers, din egalitateé. (57) rezultd proportia geometricy (56).

Osservare. Intpo proportie geometricsi se pot schimba mezii tntre
el sau extremii intre ei sau amdndoi mezii cu amdndoi extremii, deoarcce
‘prin oricare din aceste schimbiri egalitatea (57) réimane acecas.

20, Cand cunoastem trei termeni a, b, ¢ ai unei pr‘op’or‘tii geo-
metrice, putem caleuld termenul ol patrulea al ei.

In adevir, din '

a__ ¢
DI 3

deducem az = be s

(58) 3 %c . (a patra proporfionald).

: “...8% Dacii futr'o proporie geometrici

|

(59)

=% sau

=8
8=
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mezit sunt egali (sau extremii sunt egalt), -valoarea lor comuni Lt se
numeste “media geometried a celorlalte doudt numere g $i b, :
Din egalitatea (59) deducem 12 = ab si '

(LI)  p=Vab  (media geomeltricd ),

Prin urmare : media geometricd a doud numere e rdddcing Dpatratd
din produsul lor, | e

GeneraLizare. Media geometricd a 7 numere a, b, ¢, ..., I este

riddeina a n-a din produsul Jor

) :
(LII) " op=Vabe... 1"

OBservare. Media aritmeticy a doud numere ¢ maj mare decit.
media geometricd a lor. Adicy avem :

(60) ' | ﬁ;'-—b > V(Tb sau  m > p.
In adeyir, inmulfind cu 2 si ridicand la patrat, neegalitatea (60)
devine . :
&’ +2ab 4B > dab,
@ —2ab+8 >0 sau (a—b) >0,

ultima neegalitate fiind evident adevirati,

4% Media armonicd a doud numere’ @ §i b este numérul £, care
satisface la egalitatea -

(.L'Hi)‘ B %= al '-i-% (media an‘nom'édf)..
De aci deducem | ’
%iaa_;b sau ‘ab:“—;.lf.g
adicd | _
m
(LIv) p=m.E  sau % == 3

Prin urmare: smedia geometricd a doud numere (a si ) este me-
die geometrick fintre media aritmeticd si media armonicd a acestor
numere. Neegalitatea (60) ne araty cd rapoartele (LIV) sunt suprauni-
tare; adici avem:

CTE< e m.
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OBSERVARE. Media armonici a numereclor a §i b satisface la ﬁrmé_tourelo pro-
porfii (una aritmetici si una geometricd ): '
T L,

b

2 tE _F ! R -

a ¢ &

e

L8
=

(=]

Cénd vom zice numai raport sau proporfie, fird si specificim
felul lor, vom infelege raport geometric $i proporfie geometried.

156. Teoreme. 19. In orice-proporfic suma (sau diferenfa) numd-
ratorilor tmpdrfitd prin suma (sau diferenfa) numitorilor formeazd un
raport egul cu flecare dintre-rapoartele proporfiet. Adici avem

__a+c _a—c

X S @ Y
(61) R v el v Al

Pentru sumd demonstratia a fost dati la paragraful 81, 19; pentru diferenjd se
Inlocueste adunarea egalitifilor prin scidere, e '

2% Din proporfia

() Gk W e

putem deduce proporfiile urmdt_oarc: ' |

) et adoed

(64) ' ‘ a;:b _ c-ic-d; d;b'_:'l'c—c'd;
- (63) S§g=£%. |

In adev'ér, proportiile (63) scrise sub forma
@iy
T B
si proportiile (64) scrise

c

=14 — 1—
[

1+ < ?,
a

[

sunt evidente pentru numerele, care formeazi proportiile (62); imparti,n'd
membru cu membru egalitiifile (63) sau (64) deducem egalitatea (65).
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- "7"157."M:'u'imi3pl'ol)'oi't'iOliale.‘ Valoared unei miirimi depinde, in ge-
neral, de valoarea alte; mdrimi. ' —— :
Astfel: suprafafa unui patrat depinde de lungimea laturii luj ; costul unei can-

Litd{i de fdind depinde de’greutatea ci. '

* 10, Cand dependenta este astfel cd, daci una din mirimi "devine
de 7 ori mai-mare i cealalts mirime devine tot de n ori mai mare,
aceste doud mirimi se zie direct proportionale.

. . EXEMPLE. Costul unei ‘stofe §i lungimea ei; volumul unui corp si greutatea
AL 102 s it [ - ‘ - "

Dacii ‘doud miirimi 4 si B sunt direct proportionale si dacdt a; si
% =na; sunt misurile a_doud cantitifi din mirimea 4, b stby=nb,
misurile cantitifilor corespunziitoare din mirimea B, intre aceste patru
numere avem proporiia :

:  a_ b Ca__ap
_(D) t_l;—-bz sau TS

20, Cand depenAdenta dintre doud mirimi este astfel cd, daci una
din ele devine de n or; mai_mare, cealaltd mirime devine de n ori maj
- miced, aceste doud mirimi se zic invers proporfionale. :
EXEMPLE. Iufeala unui tren cu timpul_tn_ care trenul parcurge un drum deter-

minat; volumul unui 83z cu presiunea la care e supus gazul, cand - temperatura ri-
mire aceeas, : ‘

In acest,caz, intre valorile aj §ias = na, (_gentru mirimea 4) si valo-
rile corespunzitoare by §ibe = by:m (pentru mirimea B), avem proportia:

(I) Z—;z %1% sau  aib = @by

. Dacid se dau numai trei _térxﬁexﬁ din aceste proportii si se cere sa
aflim pe al patrulea, avem de rezolvat o problemi de requld de trei
simpld, directd in cazul (D) si inversd in cazul (ry. -

168. Numere direct proportionale. Dack ni -se dau doud siruri
de numere

(A) : al) a2, as, coey an
('B) . 'bl b b2) bs, !.o [ bn %
astfel ci intre douﬁ. numere de acelag rang a;, b, si avem

(IGB)N M0y v b= A;z, (=1, 2.0 ),
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zicem ¢i numerele din sirul B sunt proporfionale sau, ‘mai corect, direct
proporfionale cu numerele din sirul 4.

Egalitifile (66) se mai pot scrie:

/o : a, a, o, T

Numiirul A, cu care trebue si inmul{im numerele din siral A ca
si ciipitim numerele din sirul B, se numeste coeficient de proporfiona-
litate sau constanta de proporfionalitate. SR

EXEMt"L_U. Numerele ] |
(@) = o 4 1, a7, 38, 81
sunt direct 'proportion'alé' cu numerele
(B) 0,552, 200e8 1 870 6.0
fiinded avem - . .

= : 1. 17 3

4
0}8 =20 EREr 7!

(=}

=l 2

16,

lQI
[

Coeficientul de proportionalitate este 5. Invers si numerele din sirul ( B) sunt
proportionale cu numerele din §iral'(a); In acest caz coeficientul de proportionalitate
est 0,2 sau —;— '

Osservare. Dacii numerele din '$iruri]e A §i B sunt direct propor-
tionale, intre doudl nuniere’ oricare Up, ag din-sirul A si numerele cores-
punziitoare by, by din sirul B, avem proportia :

‘ G _ % e
(68) Ak sau i
4

ExevpLu. Dacd un mobil M se mised pe o dreapti AB cu o mig-
care uniformd de v cm. pe sccundi [46], spafiul s, parcurs de mobil
in ¢ secunde, este dat dé formula s=w¢. In timpurile e
mobilul parcurge spatiile - -1 - gl

gl | .Sl:ptl,, So == Vly, vny S, =i,
si avem '

==,
i a . v ily

Prin urmare: intr'o migcare uniformd, spajile parcurse de mobil
sunt direet proporfionale cu timpurile intrebuintate pentru a le parcurge.
Coeficientul de proportionalitate, in acest caz, este tufeala mobilului, -

’



144 _ Ill. — OPERATIILE DE TREAPTA A TREIA.

- Daci intre doudl numere de acclas rang a;, b, din sirurile 4 si B
avem relaia ‘ ' :

=% s b =21d (i=1,2, ..., 2),
@ -
. zicem cii numerele b, din sirul B sunt direct proportionale cu puterile p
ale numerelor a, din sirul 4. : v s

- EXEMPLE. 19, Dac3 un corp greu cade In vid §i daci s este spafiul pareurs
prin cidere in timpul ¢, iar 9=9,809m, intensitalea gravitafiei, formula din Meca-
nicd s=-%- g{% ne aratd c¥, tn ciiderea corpurilor, spafiile } arcurse sunt proportionale
cu patratele Yimpurilor corespunzitoare, Cocficientul de proportionalitate este % g. - .

20, Voluraul unei sfere e dat prin formula V——-—%m—l Prin urmare : volwmurile
sferelor sunt proporfionale cu cuburile razelor lor. Coeficientul de proportionalitale
este —

77,

159. Impirtirea in pirfi proportionale. Un numir A se poate
impir{i 2 n pdrfi intr'o infinitate de feluri. Insemnand aceste pérfi cu
Ty, Tyy «oey X, trebue si avem in toate cazurile

Tyt &y o b, = A,

Dacii vrem ca piirtilg si fie egale, luim

== ... =x, = —.

2 n

S# presupunem insk, ci vrem ca pirtile s fie direct proporfionale
. ew n nuinere dale a,, a,, ..., a,. In acest caz trebue si avem

X Z, xr
: a, a, a,

si problema e rezolvatd, daci putem determina coeficientul de propor-
fionalitate sau valoarea comund a acestor rapoarte,

Fiinded cunoastem suma numiiritorilor Tyttt oz, =4 i
putem caleuld §i suma numitorilor @, +a, & ... - a, =38, avem|[84,1]:

Ty x _xn_xl+x2+...+xn‘_é.
a, a, B G layt ... ta S

Prin urmare:

Bl A A o
(70) : xxz,—s_'al’. $‘2=_§-q23 R ‘j"‘n:'? e
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EXEMPLU. Literele dela tipografie sunt formate dintr'un aliaj de 80 parti plumbd
(Pb) s5i 20 parti antimoniu (Sb). Cat Pb §i cAt Sb se giiseste tn 2500 kg. de litere
de tipografie ? : .

Din proportia dati %’——-‘s—g=%=25 deducem :

Pb = 8025 =2000kg; Sb = 20 X 25 == 500 £y.

160. Numere invers proportionale. Daci ni se dau douy siruri
de numere o LMY I
(A) » : a1, G2, A3, ..., Qg
(B) ' b|,b2, bs,...,_bn
astfel ca, intre numerele de acelas rang a,, b, si avem relatia

A L
(71) a,b, =1 sau b,=; (1=1,2,..., n),
i

zicem ci numerele din sirul B sunt invers j)roporﬁonale cu numerele
din sirul 4. i
Fiinded egalititile (71) se mai pot scrie

‘ bl = b2 = o e bn o
(72) 1 1 = 1 = r 1 ")‘7
u o an

vedem ci, in acest caz, numerele din sirul B sunt direct proporfionale
cu inversele numerelor din sirul 4. '

OBSERVARE. Dacd numerele din sirul 4 sunt invers proporfionale cu
numerele din sirul B, intre doui numere oricare @, @, din sirul 4 si
numerele corespunzitoare bp 5 bq din sirul B, avem relatia

b
(78) Gl = o, s G = 2.
q9 14

EXEMPLU. Si se impartd numirul 620 in trei pirfi snvers proporﬁonak cu
numerele 2, 8 si 5, = : '
Insemnind cu z, y, z pirtile ciutate, trebue si avem
el P W, 2X28=yX8=2:%X5,
De aci deducem X
Y
1

z+y+z___620_A620)<30
T s e BT =T

_ ER R

si@=1 X 600 =300, y=-=X 600 = 200, Z=£ X600 =120,
Verificaro: 300+20_70-}7120=620 si 800X 2 == 200 X 3 == 120 X 5= 600,

= 600

o

t\:[»-la

e r-al w

=4

M. G, i 2410
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;- Dacd intre doudi-numere de acelas rang a;, b, din sirurile 4 si B
avem relatia : ‘ : ]

(1) b= s b= (i=1,2,.. a)

zicem cii numerele din sirul B sunt invers proporfionale cu puterile p
ale numerelor din sirul 4.

161. Proportionalitatea in Geometrie. 19. 0 dreaptd paraleld cu
una din laturile unui triunghiu, taie celelalte douii laturi in segmente
proporfionale [99]. - ‘ - '

20, Daci tiiem laturile unui unghiu prin mai multe drepte paralele,
segmentele determinate pe una din laturile. unghiului sunt direct propor-
fionale cu segmentele corespunziitoare determinate pe cealaltii lature a
unghiului. :

Segmente proporfionale
a b ¢

A : 3 ’ =

bl

o] o

—d—
=o=s=

¥ ¢

Q

“pentru - coeficientul % A

Fig. 82, .

‘De ach rezulti ci, daci vrem 53 construim niste segmenle o, ¥, ¢, d’ propar-
fionale cu alte segmente date a, b, ¢, d si cu un. cocficient de proportionalitate dat
de exemplu 2/3, e deajuns si construim un unghia EOE’ (flg. 82) i s4 luim po la-
turea OF segmentele OA =2, AB=—gq; BC= b, CD=c, DE=d si pe lalurca
OE’ segmentul OA’=3; si ducem apoi dreapta AN’ si priw punciele’ B,’C, D, E
drepte paralele cuw AA’; daci aceste drepte. taie laturea OE’ tn punctele B, ¢, D, E/,
segmentele ciutate sunt™@’ = X'B, »'=BC, ¢ =CI, =D,

3% Douti poligoane cu acelas numir de laturi,” ABC...L si
A'B'C’... L :sunt.asemenea, daci au unghiurile respectiv - egale:>

- A=AYB=B, I L=L
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gi laturile omoloage proporfionale :

AB_BC LA _,
A'B’ — BT’ v -L'A'_ ’

Coeﬁcxentul de proportxonahtate X se numesie yaport de asemdnare.

Doud triunghiuri, care au laturile proporfionale, sunt asemenea’ (adicd au si

unghiurile respectiv egale ).
Doud triunghiuri, care au unghzurzle respectlv egale, sunt asemenea (adici au

51 laturile omoloage proporiionale).
49, Toaie triunghiurile. dreptunghice, care au un acelag unghiu
ascu;zt sunt asemenea (fiinded au toate unghiurile respectiv egale).
OBSERVARE OricAt am miri un triunghiu dreptunghic, daci unul.din unghiu-

rile lui ascutite rimAne acclag, laturile triunghiului se schimbd, dar rapoartele dintre
laturi rdmdn neschimbate, Aceasta observare este baza Trigonometriei,

A

=0V+E K=

fas T -~ q— — - =

-5 Fiz. ‘.88 :

8% Triunghiu dreptunghlc Intrun tmunghlu ABC insem-
niim unghiurile prin literele mari dela varfuri A, B, C; iar lungimile
latwrilor prin literele mici «, b, ¢ corespunzﬁtoare literelor dela unghiu-
rile opuse, adic , W .

=B, 1=K, o=315. _

- Intelun . tmunghm dreptunghic (fig. 33) insemnim. ungkiul drept :

cu A Prin urmare ipotenuza e a, iar catefele sunt b si ¢. it
. -Perpendiculara AM =1, dus& din. varful ungluulux drept pe Jpo-

Lgnuzi‘i imparte ipotenuza in douil segmente. BM =¢', s MC—b’

" Triunghiurile dreptunghice ABC, MBA si MAG sunt asemened, Dm

proportionalitatea laturilor lor omoloage rezulti relatule urmitoare :

(LV) R == b’ ‘c2='a.c’; b =a.b.

10°
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TeoreMa L Intr'un triunghiv dreptunghic indlfimea (1), corespun-
punzdtoare unghivlui drept, este medie geometricd intre segmentele (b’ si ¢’)
determinate de ea pe ipotenuzd [ 153, 3). :

Teoreya IL. O catetd (b sau ¢) este medic geometricd intre ipotenuza
intreagd (a) si segmentul aldturat (b° sau el ' n
~ Adundnd ultimele doudl egalitiji (LV), obtinem

2 o ' ) 2
. b+ =a.b+a.d=a(t+c)=a.a=a
sau -

(LVI) o= L

TeorevA III. In orice triunghiu dreptunghic patratul ipotenuzei este
egal cu suma patratelor catetelor, ' v

Din egalitatea (LVI) rezultd urmitoarele trei formule :
(75) a=Vb'+cz, b= Vaz—'cz, c= Va'—b’,

care ne permit si calculim una din laturile {riunghiului dreptunghic, cind cunoagtem
pe celelalte dous. P :

162. Proportionalitatea in Chimie. In combingrile i descompu-
nerile chimice intervin probleme de requld de trei simpli directd sau
inversd si de tmpdrfire tn pdrfi proportionale.

Ddm’ acl cite un exemplu de fiecare caz.

1°. Cate grame de minereu de manganez ( Piroluzitd) cu 459/,
bioxid de Mangan si cate grame de soluie de acid clorhidric cu 82,59,
acid, ne trebue, ca si preparim 60 litri de Clor? '

Greutitile atomice: Mn=155, O =16, Cl=355.

Ecuatia preparafiei Clorului este

Mn O, 4 4 HCl = Mn Cl, + 2 H,0 + Cl,.

(87) (146) 0 (71)
Se stie ca :
1 mol.-gram de Clor (Cl,) cantireste 23X 855 = 71 grame
- . MO, . 552%16 =87
1 Ly = gl . 1855 =365 .

Se mai gtie c¥ 1 moleculd-gram de Clor (71 g) ocupi un volum de 22,3 litri,
la temperatura de 0° gi la presiunea de 760 mm,

Pentru a determina cantitatea de bioxid de Mangan necesard pen-
 tru prepararea a 60! Clor, avem de rezolvat o reguli do trei simplit
directd [167, 1]: - ' M
» grame Mn Q, : litri Cl
£ 80.
87 22,3,
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’

* . ‘Scriind rapoartele asa cum se prezintdi, obtinem :

: 837-' = 5%93— - s a= 8;;;0 = 234,1 grame \InOz.

Pentru a determma cantitatea de .minereu de manganez, care con-

{ine 234,1 g de bioxid de Mangan, avem de rezolvat o reguld de trei
smplii inversd [187, 2]:

grame minereu bioxid 0/,
¥ 45
234 1 ~ 100,
Egaldm raportul intdi cu mversul raportului - al doilea si obfinem :
Y 100 5 e 234,1>\100 o ‘ ]
B34 T Mt V= N Taantes 520,2 ‘grame de minereu.

Pentru acidul clorhidric, giisim. in acele$ fel:

392 8 grame HCl si  1208,6 grame soluue de acid de 32 50/0

- 20.-Cat Sulf (S), cat.Oxigen (0) si cati apd (HzO) ne trebue, ca
sk obtmem Lkg de acid sulfuric (SOH,)?

Ecuatia chimici finald este

S, 80, + 21,0 = 250,15, i

Insemndnd cu x, y, z cantitiile necesare de S 0 $1 H20 pentru
prepararea a 1000 grame SO4Hz, trebue si avem

x+_/-rz.-.1000

_ Pe de alti partp, greutdfile atomice ale S, O si H fiind respectlv
32, 16 si 1, numerele (S2), y (30;) si 2z (2H,0) trebue sk fie
dzrect propor[wnale cu 64 96 si 36; adicd trebue si avem [159]:
x __y _ z _ 1000
: 61796 36 196 -
de unde deducem :
=-6—4%160ﬂ=326,5g.; y=4898g.; 2=1837yg.°

Verificare : 326,51-489,8 - 183,7 = 1000; S22 408 187 51 roimativ,

163. Probleme de amestec. Sunt douii feluri de’ probleme de
amestec: 1. probleme directe, cand se dau cantitdfile si calitdfile sub-
stantelor care se amestecli si se cere califatea amestecului ; 29, probleme
inverse, cind: se dau cahta;de substanfelor” care se amestecd $1 calitatea
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\

amestecului i se intreabil cdt trebue si luiim din ficcare substanid, ca
sit obfinem o cantitate determinatii de acest amestec. -

19 Problemd dircctd. Se amestecd trei feluri de. solutu de
acid sulfuric si anume: 2kg a 789, 15kg & 940/0 si 400 g o 400/,
Sti se, determme calitatea solutiei obtinute.

"Problema se rezolvii astfel :

Cantitdfi =~ = Calitafi - SOH,

2000 grame X 0,78 = 1560 grame
1500 , X 0,94 = 1410 ,
400 , X 0,38 = 152 ,

In 3900 grame solutie avem 3122 grame acid sulfuric,

- Calitatea solutiei 81223900 = 0,8005; procentul meédiu : .800/0.
Verificare: 3900)(080 3120; 3900)(0 8005 = 3121,95. . :
, 20, Problemi invers#. Avem doud calititi. de vin & 40 lei §i
a 25 lex litrul si se intreabdi: cAt trebue sii luim din ‘fiecare calitate,
ca si obtmem 3000 litri de vin & 82 lei litrul (fird perdere nici castig)?
Vanzand vinul cu 82 lei litrul, la fiecare litru de calitatea 1-a per--
dem cte 40—32 =8 lei si la fiecare litru de calitatea a 2-a, cdstigiim
cite 32—25 =7 lei. Ludnd dar z litri de calitatea 1-a si y litri de ca-
lltatea a 2 -8, trebue sé. avem
’ caytzgul perderea
e = R,
Solutia evident este = = T, y; 8A (X un numdir oricare); prin
urmare numerele x si y trebue s ﬁe proporfionale cu dlferentele 7 gi 8.

~++Seriind . ‘
™ .. iy ot = = =200,

deducem o d
: x = TX200 = 1400 ; y=8><200=1600.

Verificare: 140041600 = 3000 si 22=1%0- 500

RecuLa pracrick. In practicii problema se” rezolvii astfet:’

.. Calitdfi . - Diferente LR Canlatdfi.. . - -
- 10 il : ko)
M it B el il S i 3
BEtoek, M i e e s P a3 00 0p ) :
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- OBSERVARE. Problema e imposibild, daci preful amestecului nu e tn pre}
medm (cuprms intre prefurile date), :

In problemele de amestec calitatea apei se exprlma prin pretul 0 sau prin pro-
centul 0%,

Cind avem de amestecat mai multe 'substante, problema se rezolvi
in acelas fel. Pentru calcularea diferenfelor, se scrie: calitatea- cerutd la
mijloc; toate calititile inferioare de o parte, toate calitiifile superioare de
cealaltd parte si se repetd, dacii e nevoe, una sau mai multe din aceste
calitifi, asa ca numirul calitifilor, inferioare si fie'egal cu numirul ca-
litidifilor superioare.

EXEMPLU. Avem trei solufii de acid sulfuric & 780/, & 949/, si & 409, si se
Intreabd ¢t trebue si luim din fiecare, ca si obtmem 3900 gr. de solufie & 80%.

Formim tabloul urmator: -
Calitdft Diferente : Cantitdfi

94 . 40 ] 42' : ¥
94 . / 2 e gy e
ez, SoB
R R _é : :
78 / . \ 14. §‘ i
(ML, Gl b I z
‘ 70" 3900
CSeriind - ... | ; g, e
- z_ Yy _ =z _ 3900 _ 3%
2 14 147 0 - 7
deducem

=;w = 230g; y=780g;  z="780g. .

Verificare: 23404 780+780 = 3900 si [ . o
2340 X 0,04 = 2199,60; 780X, 78 = 608,40; 780 X 0,40 = 312;
2199,60 -} 608 4o+312 = 3120 " far 312033900 = 0,80.

Putem Iud de m om calitatea la, de p-ori calitatea a 2-a 5i de ¢ ori calitatea
a 3-a, cu condifia m—-p-}‘-q Avem-dar o.infinitate de~solufii.

- 164, Probleme de aliaj. Se numeste fitlul unui aliaj, cantitaten
de-melal- fin, care se-giseste in unitatea de greutate a aliajului.
“Dacit insemnim cu G greutatea totali a aliajului, cu 7 titlul lui
si cu g greutatea  metalulti-fin pur din acest. aliaj, trebue si avem:
g =GXT sau: =%~""

EYE\IPLUJ Cat aur pur se giscsle ntr’ un napolco;i francez?
\1po]eonul are greutatea G-= 6,452 gramo, titlul T ==0,900. Prin urmare, greu-
tatca. auruluf: pur-este. g = 6,452 X 0,900 = 5,807 grame, - ;
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-Problemele de aliaj directe si inverse se rezolvd ca’ si problemele
de ameslec, inlocumd in acest caz, pre;unle sau procentele prin tithre.

:XERCITIL
. 24, Diferenfa dintre patratele a doud numere Intregi consecutive este 8851
Care sunt aceste numere ?

Re (#4102 —n2=2n-}-1=123851, Deci 2n =123850 si n—3850:2-
n = 1925, n+1 = 1926
25. Cu ce numbr frebue si 1nmu]t1m pe 6 103515 625 = - 5%, ca si capﬁtém
pe 5192 20, Dar ca si cipitim pe 5'02
R. 10, Cu 55=23125. 20, Cu 5~ = 0,0016,

26. Daci -Jl?=0,2, ce valo.re au ékpresiunile: x; 0,001 X x5; x—2; 10x—3?

1502 w81 o
R. Avem e e Deci :

Z==H3 0,001 X23=3,125; 2-2=0,04; 10z—3=0,08,
27, Si se scrie sub formi de produse expresiunile urmétoare :
1,1 n
10, — =5 20
pch

At
(nk1P (a1

30, xn—1-1- 2 -}~ g1,

R. 10, "j;‘ =(a+1).a=7; 20 a7 (a4 1) 30, ma-1 (1fa)
928, Si se calculezo: 10, [t0,0625)°'5]1; 20, (0,0625)(05)%
R. 16 (0,0625)! = 0,0625; 29, (0 0625 )%% = (0605)‘1‘ = ]/ ¥0,0 06"0 —0,5.
20, 54 se demonstreze ci, pentru a > b avenr
VorTos = =+ 52
Va_}’;t? e Vﬁ-;b.

R Ridicand la patrat ambii membn ai acestor ega.htéh obtmem expresiuni egale,

‘iO. S4 sé calculeze sx si se compare 10 V94156 cu V——{— V—+V3—

“'~l"§+f§ cu 1.%. ll_l(l' 80, V——--—.C“ l[—__Vl:B
R10, VI 36 =)10=1; V«.T+V‘+V%=3+2+e=11>7.

[16F0
b 9 +16 l I

o, ET I/m_-_zﬁ=.2£¢; 1[2..1/53%,.;21;_(_7.

|
"—\'
IP"
[

o =
+
|
I

)=
Y

i

m PRSI
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81, S se efectueze sumeleo:

1. 2V—+am+m_vmu_zvu“, 2, V6 — (T] %
R. 10, 2V_+3VT+V4u Vﬁ— V434

=4 V5+9 V"+5V‘—4V_—14V"—
R B B O e

32, Si se calcu]czc b

5 5 Y2 1 5
10, 1005 oo, Vl_'(‘.(l’ﬁ).nf'— 2 V— V 5.
—1,% —13 5
w (s5) 5 o |15y,

3
5 ) 3 3
R. 10, 100" = 1002 = (¥100)° = 10’ = 1000.

5

2, V1T*V1_72V1_7 VTssy"lﬁg.:yF‘s_jf;gs:N‘_Vﬁ
: |

o (] - =175

o |2, (02) Tiloalxs=%,

83. Care e cel mai mare dintre numerele: e
10, 2,34750929 si 2,347518; 2 0,545455445.. si 0545545445

mMitg g bt gty 6 Mg SRt

R. In cazurile 1° si 20 ¢ mai mare numirul al. doxlea in cazul 80 ¢ mai mare
numirul intdiu, .

34, Sit se giseascd limita citrd care tinde numrul
g 5 1 1
G=ptmtat - times

cAnd n creste la infinit,

R. Numirul dat se mai poate scrie '

L Lo L Lo AR Wt e e 1

w=(i=g) G- D) +G D+ + )=

si cand % — 00, g, tinde citri 1, L —— B

35. Trei asociali A, B, C pun inir'o intreprindere: (A) 5000 lei; (B) 8000 lei;
(C) 2000 lei. Primul asociat i5i retrage capitalul dupd 4 luni, al doilea dupd 6 luni.
La sfarsitul anului- se constati ci aceastd intreprindere a produs un cAstig total de
4600 lei, S& se caleuleze cAgtigul fiecirui asoeiat,
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R. Cagtigurile sunt proporfionale cu produsele:
5000 4 = 20000, 8000X6 = 48000, 2000 >< 12 = "4 000.
. Trebue dar si impartim numiral 4600 1n pirtl direct proportionale cu nume-
rele 20000, 48000 si 24000 si gisim: (A) 1000 lei; (B) 2400 lei; (C) 1200 lei.

36, Dintre doud triunghiuri asemenea, unul are laturile de 660 eny, 902 em si
11,65cm; celilalt are perimetrul de 12,85¢m. Si se determine laturile triunghiului
al doilea.

R, Insemnand cu a, b, ¢ laturile triunghiului al doilea, trebue si avem

a_ b ¢ __1285__ 6
6,60 9,02 11,55 27,17 11"
8,60)(5

Prin urmare: a = =3cm; b=410cm; c¢=526cm.

11

37. Prefurile bucifilor de diamant sunt. direct proportionale cu patratele greu-
tatllor lor. Un diamant, care \alora 24500 lei, s'a spart In 8 bucifi, Stiind c3 una
din aceste bucifi cAntireste = sx alta = 2 din greutatea totald a diamantului, se cere
si se calculeze cu cit s'a deprccmt valoarea. accstui diamant prin spargere.

R. Preturile bucitii intregi gi a celor trei pir{i obfinute sunt direct proporfio-
nale cu patratele numerelor 1, %, % si ;—g'. Cele trei pirfi valoreazi 500, 3920
si 5120 lei. Deprecierea.este de 24500 — 9540 — 14 960 lei,

38, Cate gfamé de clorurd de sodiu ne trebue penfru a precipitd tot argintul
dintr'o monedd de 5 lei, sub forma de clorurd de argint?

Greuta{i atomice: Ag==108; Na =23; Ci= 355.

Ecuafia chimici: AzO3;Ag-}-NaCl = AgCl--Az0;Na,

R, Titlul aliajului didtr'o moned# veche de 5 lei de argint e: 0900, greutateu
monedei: 25 grame. Argintul pur: 0,900 X 25 = 22,5 g.

Greutatea moleculard a clorurei de sodiu (NaCl): 281855 = 585, Ea pr
cipitd 108g argint (Ag). Regula de trei simpld directii

Ag NaCl _
108 58,6
22,5 T
ne di :
22,5 X £8,5

T=—m— = 12199 clorurd de sodiu.
39, Avem doui aliaje de aur: 450 ¢ cu titlul 0,92 si 350 g cu titlul 0,84. Cat
cupru trebue si mai punem, ca si objinem un aliaj cu titlul 0,860

R. Titlul cuprului e 0. Topirea primelor doud aliaje ne di 800 g aliaj aur cu
titlul 0,885. O problemi indirects, cu titlurile date 0,885 si O si titlul cerut 0,860,
peniru 800 g aliaj ne di Cu=232,5 g. y



CAPITOLUL IV.
CALCULUL ALGEBRIC.

1. — OPERATIILE ALGEBRICE,

" 165. Expresii algebrice. In Algebrii numerele se reprezintii prin
litere si operatiile se aratd prin semne. Intrebuintares literelor i a sem-
nelor simplificii si generalizeazd rationamentele §i calculele. 3

Un grup de numere si de litere, legate intre ele prin semne de
operalii, formeazii o expresie algebricd.

O expresie algebricii poate fi: rafionald sau irafionald, frac;wnam
sau intreagd. .

O expresie algebrici se zice irajionald, cand coniine htere sub
radicali. In caz contrariu expresia e rafionald.

EXEMPLE. Expresii rationale:

. "
, 5ab, ’%“x‘—;, oV | (bo—c).
- Expresii irafionale :

8

Vm’ X'{"VT’ i‘;i_*_(bx__yz)s.

Xy

O expresie algebricii rationald e fracfionard, cind coniine litere la
numitor. In caz contrariu expresia e infreagd.

EXEMPLE. Expresii intregi:
s5a%, 24(bz—c)P (atz) (2aa—:§-my).. :

Expresii tractionare:

x+y aV_+ ~_2a%—5xy )
1xy’ 2 (bx e (a+x)(6—yV2)

166. Valoare numerici. Dacii intr'o expresie algebricii inlocuim
literele prin nigte numere date i facem toate operatiile ariitate de semne,
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numérul, pe care-l obfinem ca rezultat final, se numeste valoarea nu-
mericd a acestel expresii pentru valorile date literclor.

EXEMPLU. Valoarea numerici a expresiei 62(y —3)
pentru 2=2, y=4  estec 6X2®X(4—3)=24,
pentru =3, y=1 veste 6X32X(1—38)=~108.

Daci insemniim cu u valoarea expresiei 82%(y—38), formula
(1) , w=62%(y—3)

ne arati cum se calculeazii valoarea lui w, cand cunoastem valorile
numerice ale literelor « i y. Valorile variabilelor 2 si y pot fi luate in
mod arbitrar [142], pe cind valoarea lui w rezultd, in fiecare caz, prin
formula (1); de aceea zicem c¥ z §i y sunt wvariabile independente,
1ar w e variabild dependentd sau funcfie de x si y.

Tn géneral, vom zice cii orice expresie algebma sau valoarea u a ei,
este’ o funcfie de literele (variabile) cu care e scrisi -aceastdi expresxe

EXEMPLE. 19 Volumul une1 sfere cu raza r este V=F“ r3,

20, Suprafata laterald a unui cilindru drept cu bazd circulard, cu raza = si
indlfimea y, este S= 2z xy,

30, Greutatea unui litru de gaz (expfimaté in grame) este

1,203 pd

g=1+—kt—'7—coa :k'=0,003665

unde p e presiunea (in mm ), d densitatea si ¢ temperatura gazului.

Aceste formule ne aratd ci: in exemplul 19, ¥ ¢ functie de r; in exemplul 20
S e functie de x §i y; In exemplul 39, g ¢ funcfie de variabilele p, d, ¢, iar & e un
coeficient constant,

Pentru a ariita ci o variabili « este functle de una sau mai multe
alte variabile =, y, z, putem scrie numai | .~ K

w=f(z) [uegalf de ),
sau  w=f(z, ¥, z) [u egalfdez,y,z]

insemnénd prin f toate operafiile, pe care trebue sii le facem asupra va-
lorilor variabilelor independente z sau x, y, z, ca si capitim valoarea
corespunziitoare a lui .

Valoarea numeric a unei functii f(z) pentru z ==a se scrie f(a).
EXEMPLU. Pentru funclia f(a)=22°—=5x-}-7 avem

pentru z=a f(a)=2d"—5a+47; .

pentru z=13b [(8b)=2,(3b)*—5 (3b)4-7=18b°—15b47.
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167, Egalitifi algebrice. Valorile numerice a doud expresii al-
gebrice pot fi egale sau meegale pentru niste valom date literelor. Astfel
pentru a=2, x=25, avem

(2) (s+x)(a—z)=d°—2" finded (2+45)(2—5)=1—25;
(8) 2asx® =dxt+T7d4+24 . 2.2.25 =4.547.8424;
(4) 8a+zFalbz—T ” 8.24+52.5-7."

Douil expresii algebrice egale formeazii o egalitate algebricc‘i
Egahtatea se zice identitate, cind e adeviiratii pentru orice valom
numerice date literelor.

EXEMPLE. Egalitatea (2) este o identitale; egalitatea (8) nu e o identitate,
fiinded, de exemplu, pentru a==0, =0, avem

2axt =0, dz+Ta®4-24=2 s 024,

‘In general o egalitate algebrici ¢ adevarati numati pentru nigle
valori anumite date literelor. In acest caz zicem cil egalitatea e o ecuafie.
Valorile particulare, care puse in locul literelor fac ca membrul intdi al
ecuatiei si fie egal cu membrul al doilea al ei, se numesc radacmzle
sau solufiile ecuatiei.

EXEMPLU. Egalitatea 2o = 17 e satisficutd numai pentru x = 8,b. Aceasta
egalifate e o ecuafie, care are o singurd rdddcind: @ = 8,5.

168. Monom. O expresie algebricii, in care numerele si literele nu
sunt despiirfite inire ele prin semnele -4 sau —, se numeste monom.

4 ;x
EXEMPLE. 4g%3, _ 3%,
s 5bc3

Orice monom are: : .

1%, Un semn: + sau —, care e secris inaintea monomului. Cand
inaintea unui monom nu e scris niciun semn, se subin{elege semnul +.

20, Un coeficient: factorul numeric impreund cu semnul. Gind nu
e scris niciun factor numeric, se subin{elege factorul 1.

3% O parte literald: partea formatd din toate literele monomului
cu exponentii lor. '

Astfel monomul 4z°y® are semnul 4, coeficientul +4 si partea
literald =

oz . ol
Monomul "— — =
5b¢

- 1
are semnul —, coeficientul — T

|
Cll o

be?

-

g parteé. literalit :—fa .
4
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_ Osservare. Oricc monom, care nu e intreg [165], se poate scrie
sub formd. intreagd, dacd aplicim formula (XXVIII) [pag. 96] pentru
literele, care sc gisese la numitor. Astfel putem scrie .

a’x 1
= ——.q

5bc® 0

Gradul unui monom scris sub form# intreagh, este suma expo-
nenfilor tuturor literelor lus.

o NS W o
b3,

EXEMPLE. 4o’ y € un monom infreg de _grad 5. Monomul ——aacb_1 e
de grad 24+1—1—3=—1,

Cand o literi n’are exponent, se subintelege exponentul 1.

Cand o literd lipseste intr'un monom, putem zice ci figureazi cu
exponentul 0 [113]. Astfel —3x e un monom intreg in z si y de grad L,
fiinde#i se poate scrie —3z' y

169. Polinom. O sumi algebrick de doud monoame e un binom;
de trei monoame e un frinom; de mai multe monoame e un polinom.

-Monoamele componente se numese fermenii-polinomului.

Gradul unui polinom e cel mai mare dintre gradele termenilor lui.

EXEMPLU. 5z°—2xy’J-2°—3y e un polinom Intreg In z §i y de grad 6.
forrat din 4 termeni: 52°, — 2z, 4 a° si — 3y.

Un polinom se zice omogen, cind toti termenii lui sunt de acelas grad.

EXEMPLU. 52"y’ — 8 z'1-22° e un polinom omogen de grad 5.

170. Termeni asemenea. Doi sau mai mulli termeni, care au aceeag
parte literald, se numesc fermeni asemenea. Suma lor se poate reduce
la un singur termen [112, 1].

~ Astfel polinomul 32y°—5xy°+-8xy® are trei termeni asemenea si,
punand partea literali in factor comun, putem scrie

3ay® — 5ay® + Say’ = (3—548)xy® = 6zy’.

Un polinom, care n’are termeni asemenea, e un polinom redus.
EXEMPLU. Polinomul

52y —382' 22y’ — 42’ — wy - ay’ 1y 4 2
se reduce la - B —— L=
112y — 62" 3ay’,
Reducerea se face astfel:
10, Se subliniaz¥ tofi termenii asemenea cu 5x’y; se face reducerea lor; se
scrie rezultatul lla:y si se taie tofi termenu redugi,
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20, Se subliniazi apoi tofi termenii asemenea cu-— 32°; se face reducerea Ior;
se scrie rezultatul — 62" si se taie si acesti: termeni redusi,
Se continud astfel pand ce s'au redus §i s'au (#iat toli termenii polinomului dat.

171, Polinom ordonat. Un polinom fiind o sumi algebricy, va-
- loarea lui nu se schimbd [166], dacdi shimbdm ordinea termenilor.

Un polinom redus se zice ordonat in raport cu o literd, daci ter-
menii lui- sunt agezati astfel, ca exponenfit acestei litere si meargd nu-
mai crescind (sau numai descresednd) dela primul termen pani la ulti-
mul termen al polinomului;

EXEMPLE. 10, Si se ordoﬁeze polinomul 11 &'y — 62" -} 8 ay? dupi puterile
crescdtoare ale lui . Vom scrie; 3y’ 4-112y —62°,
20, S& se ordoneze polinomul

T—Ta+ bS04+ 54 Sax -2abxr —Tabx — 3
dupd puterile descrescdtoare ale lui z. Vom serie: 1

(2—3a)a:-[—(5a—7ab+b )w+°abz—7a+b-—-3

In acest caz zicem ci z e litera ordondtoare.

Un polinom ordonat, de grad =, e complect, cind contine foale
puterile literei ordondfoare dela n pfmli la 0 incluziv.

Astfel 22°—3z* 1.2’ —5 27 —T72+10 e un polinom intreg in x, de
grad b, ordonat si complect.

Un polinom intreg de grad n in « este de forma

— -2
ae? LaxtlLget=2 L | La g xda,.

Dacd un termen de un grad oarccare lipseste, putem zice ci fi~
gureazd cu coeficientul 0.

Un polinom complect de grad. n trebue si contma termeni de grad
0,1,2,..., n; in tofal .n+1 termeni.

EXEMPLU. 4x'— 2247 e un polinom de grad 3 necomplect. Complectat se
va scrie: 4:1'-}—0 x——2m+4 Llede forma aoa:-ra,'v-i-azfc-l-a, unde =4,
ay=— 05 az———2 a=-17T.

Un polmom intreg in x se poate reprezentl m ' mod pre:,curtat
prin simbolul P(z) sau numai £,

Operatiile cu polinoamele sunt operatii cu sume algebrice. Daci,
dupd efectuarea unei operafii, polinomul rezultat coniine termeni ase-
menea, facem intotdeauna reducerea lor [170].

In toate calculele algebrice.egalititile dintre operatiile neefectuate
§i rezultatele acestor operafii sunt identitdfi.
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172. Adunarea polinoamelor. RecurX. Ca sd adundm mai multe
monoame saw polinoame, le scriem unele dupd altele cu semnele lor [34)-

" EXEMPLU. Si se adune polinoamele :

A P=3a+5axr'—3ab, Q=Tad*}+ab—8d.
Scriem
P+ Q=38a-+bax’'—3ab+ Tazr'}ab—8d°
=3a-}12ar—2ab—3a';
sau punind termenii asemenea unii sub alfii
P=38a-} 5ad"—38ab
Q= Taz’ + ab—34d
Suma: P+ Q=38a+12aa’"—2ab—3d’,

173, Sciiderea polinoamelor. RrcuLX. Ca sd scddem doud poli-
noame scriem, dupd descdzut, termenii polinomului scdzdtor cu toate
semnele schimbate [38].

EXEMPLU. Pentru polinoamele din exemplulv precedent, avem
P—Q =‘3a+5a:z:'—3ab—7ax’_;-ab+3a’
== 3.a— 2aw’—4ab+3 a';
sau scriind termenii asemenea unii sub altii si - schimbdnd semnele la scdzdlor, avem

P=3a-}5a2"—3ab
— Q= —7az' — ab}38d

Diferenfa: P=—Q=238a—2az'—44ab-}3d"

174. Inmulfirea polinoamelor.

10, Inmultirea monoamelor e o inmuliire de produse alge-
brice [52], la care se aplicd legea inmulfirii puterilor [111, 2]:

ReGurX. Ca sa tnmulfim doud saw mai multe monoame:
Inmudfim coeficienfii, {indnd seamd de regula semnelor [45].

Scriem literele din tofi factorii unele dupd altele, luand fiecare
liter numai o singurd datd.

La fiecare literd punem ca exponent suma exponenleor, pe care-t
are aceastd lz(era in tofi. factorit.

EXEMPLU: 3al’ x(—5abc)><(_9_”€,) +£ab
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In adevir produsul nécfectuat fiind comutativ, il putem scric

3(—.))( )aaabbbcc

Produsul efecluat are: cocficientul: 83X (—5) X (_ ?)=3§; literele: abe;
exponenfii: pentru @, 1--8-4-1=35; pentru b, 2+41-41=4; pentru ¢, 142=38

Gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor.

20. Inmultirea unui polinom cu un monom e inmultirea
unei sume algebrice cu un numdr [51, 3]. .

~ Rrecurk. Ca sd inmulfim un polinom cu un monom, tnmulfim fic- )

care termen al polinomului cu monomul §t faccm suma algebried a pro-
duselor astfel obfinute.

EXEMPLU. Si se lnmulteusci polinomul 5az’— 8a’z - 42— 64® cu monomnl
— 24 Aplicand regula precedentd obfinem: ‘

5az’ X (—24')=—10a""
—38d'r X (—2d)= -} 6a%x
1 42 X(—2d' )= — 8d’x
— 6d X(—2d')=+124
Produsul {otal: —10d’z-}-6a'z—8 do124°,

3% Inmultirea polinoamelor ¢ o inmultie de sume al-
gebrice [54].

RecutX. Ca sd inmulfim doud polinoame, fnmulfim polinomul dein-
mulfit cu fiecare termen al polinomului tnmulfitor §i facem suma algebrica
a produselor astfel obfinute.

Operatia fiind comutativg [51, 2], putem alege ca inmultitor poli-
nomul, care are mai putini termeni.

Inmultirea se simplifict, dac ‘ordondm intai polinoamele in raport
cu aceeas literd ‘si seriem produsele partiale, astfel ca termenii aseme-
nea si vie unii sub altii,

EXEMPLU. Sd se inmulfeascii polinoamele

P= 5am’—3a’a_:+4:z:s—6as, Q=—2va,'+ ar—z

Ordonindu-le dupa puterile descrescitoare ale lui @, scriem:

 Detnmulfilul P =40t 50~ 3dc—6d

Inmulfitorul Q= — 2zt ax — 24
produsul cu — 2  —d4z’—5ax'3a’2’ 4 647
produsul cu 4 ax - tan Lida— 3a’—8de
produsul cu — 24 —Sa’b—lO(Lr-l-Gaz-{—luu
Produsul !oﬁrl: POQ=—12" — a2 — Tda’ e

M. G : ' 1
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Gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor.

Onrservare. Termenul de gradul cel mai mare (sau cel mai-mic)
al produsulm provine firdi reducere din inmulfirea fermenilor (le gradul
cel mcu mare (sau cel mai mic) dela polinoamele factori.

Ca sii inmulfim mai multe polinoame, inmul{im polinomul intdi cu
al doilea, produsul obtinut cu polinomul al treilea si asi mai deparie.
195. Paferea unui polinom. Pentru # intreg si pozitiv avem

‘ P'=PXPX...XP (n factori).

Patratul unui polinom este patratul unei sume algebrice [117].
In particular vom aplica formulele:

(XXXIIT) (a+0)? = a® + 2ab + b2,
TN ) - (a—=b) == a® — 2ab + 1?,
(XXXV) o b= =
si in general

(LVI) (.‘Jap) a Wholv, a,a,

D= 18w g = 2 =
EXEMPLE. ‘
19, (a2’ bz -c) = (ax’) -+ (b)Yt 4 2 (aa’) (ba) + 2(aa’).cF2(ba). e
: adr' 02 - 2abs’ +-2acat 2 ber A
—=dad'F2abx’ + (2act )t +2beax 4 ¢
Ba'—d'= (@ =) (7 ) = (2= ek ) (4 ).
30 2’ Fde' = o' dd 1 —4_(11' — (224 ) —1a'a"
= (;Ir’-{?{t'——Qa.n) (2 F2d"+2a0) .

II

Pentru cub aplic:‘im formula
(5) . (%a) --(\;n/,)*'xaal,) Y e
Astfel giisim :
(b)) = ((L—'—b) (atb)=a3+ 3a2h+ 3ab® L+ 13,
(a=b)Y = (a=b)P(a=b)=a® — 3 + Sab? = V*,
Pentru puterea a n-a avem:

tw p

(LVII) (Ya,) = (S¢,)7 % (La,)
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176. Tdentitatea lui Lagrange. Avem:
(LX) (a*40%)(o®+) — (aa+D8)° = (af—ba)’
In adevir, efectuind operatiile din membrul intdi, gisim
(@) (@b = ok Bob ' H 0
—(au-tb8) =—d'a — Vg —2dbap
(@ 0) (& + ) —(aat-bg) = Va4 —2abag.
cxpresie identic egali cu membrul al doilea

(ag—ba)’ = (d'F —2abag 4 Vu

In acelas fel se verifici identitatea xﬁai generald : c
(a0 4¢") (o LB +7") — (aaDB+ey)' =
(af=Da) +(by—cB)f + (ca—ay)

Identitifile (LIX) si (LX) se numesc identitdfile lui Lagrange.

(LX)

177. Impirfirea polinoamelor. Daci P si @ sunt douit expresii -
algebrice, catul exact al impdr(irii lor ¢ o a Llreia expresie algebricit C,
care ne dit idenlitalen : :

P=QXC.
-Acest cit se poale reprezenta printr'o fractic alyebricd [ 76 ]:
r : L=,
1::Q=§ si avem Q—x (B) = [P

1% Impiirfirca a doud monoame. RrecuLX. Catul « doud
monoame ¢ o fracfic, carc urec ca wwmdrdtor monomul deimparfit st ca
awmibor mononwd Impdrfitor.

Semnul citului ¢ dat de regula semnelor [ 76G]. Monoamele fiind
nigte produse, ifractia se simplifici suprimand orice factor comun dela

numirdtor si dela numitor [59, 3].
EXEMPLU: (—154’b%):3ad'd _L“""C:_"“

observand ca factorii 3, a si b se gdsesc i la numiritor §i la numitor,

20, Impértirea unui polinom printr'un monom ¢ 1mp:u'-
{irea unei sume algebrice printr'un numir [59, 2].

RecuLX. Ca sd tmpdrfim un polinom printr'un monom, tmpdrfim
flecare termen al polznomulm prin monom §i facem swma alyebric a
cdturilor obfinute, :

i
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3
EXEMPLU D (2¢b'— 30 ab—7): Jab__*___?ﬂ e
U < <
2,2 1 7
——B-b—(lb+-§'—m-

8% Impirtirca a doud polinoame. Daci P i @ sunt
douit polmoamc, avem prin dcﬁumc

1B
P:Qz(—)

14

(edt exact).

S o A8 LA . . L [ .
Fractia 7S¢ poale simplifica prin orice numir sau cxpresie, care
v - o

se gascste ca fuctor §i la numiritor si la numitor.
EXEMPLU ¢

v S LYy =l
Dar (u:‘_l,“_*.(lb——-u,l;) (“—b) -~ u I l%_“_,

« — l:"—}-u.bz—(t?b =2 u“——azb-}-ub:—(fa—- az(a—h)-{—b’(a—- b)
: (V) (a—b); ) '
a — = (az-—b’)(az-{-bz) = (a—b)(ad-b)(F07).

Prin urmare, catul ciutat sc poale serie

il

(a4 b%) (a—b) 1

(a=b)(a+b)(a?+b%) a+b

178, Impitrfirea polinoamelor ordonate.

1% Imparfire exacti. Daci P si @ sunt doud polmo(unc in-
tregi in 2, gradul Iui P fiind mai mare decat gradul lui @, zicem ecit
impirfirea P: @ se face exact, daci gisim un al treilea polinom C, in-
treg in x, care si ne dea

(6) ! P=@XC.
Ca s calculam catul C onlonam ntdi polinoamele date (hlpa pu-
tevile deserescdtoare ale i 2.
S lulim, de exemplu, polinoamele
L= 102" =200 =9, ’+:A1;,,--+‘7w+20
D= 520 — T’ 4w —4
Dups identitatea (6), produsul (P) fiind de gradul 5 si unul

din factori (@) find de gradul 3, celilalt factor (C) trebuc sd . fie
de gradul 5~3 =2, !



I. — OPERATIILE ALGEBRICE, - 165
. A
Gradul citulut este diferenfa dintre yradul dounpm{zlulnb st gradul
impdrfilorului, Avem dar, pentru exemplul luat,

C=ar +br+e¢

g trehue sit determinin cocficientii @, 0, c.

Dupit o proprictate a inmulfirii polinoamelor ordonate | 174 JI ler-
menul intai al produsului (10‘1 ) provine, fird reducere, din mmul(lrm
primilor termeni (52 i aa®) dela deinmulfit si mmullllor. Avem d.u'

W' =5t %aa® sin 0.8 952° — ax,

Ovenaia L Dupdrfim pronud termen ol detmpérfitului prin primud
termen al impdrfitorului s obfinem astfel primul termen al edtului,

ad® = 10275 = T
Identitaten (6) ne dit
(7) = 5 e .1.1;,_1.(-):__- Q,z.l-'“'—'r Q(h:p—}-c).

Sit insemniim cu Ry diferenfa P—@.22% Cum

o yod 0 k) o) ”
- P = 102"—29a' - 22"+ 92427+ T 420
) 1 ) .
—Q.2a7 =—10;v'+14m‘—2z‘ + 84a°
gasim Rl = ——1o.v —4a34-322° T2 0

OreraTiA 11 Inpudfim primad termen al cdtului e polinomul in-
pirfitor; accst produs e primul produs parfial. Seidem acest p)odus din
detmpdrfit st obfinem restul ntdi.

Din identitatea (7) rezulti

(8) Ry = P—(Q.22" = Q(bxLe)
adicii ‘
— 155" — 44"+ 824"+ Tw+20 = (5x“—7x‘~’+x—4)(bx+c),

Prin urmaic bx+c este citul unpartlru rcstulul mtax R, prm -
pirfitor. Termenul b se capiiti prin operafia

- OPEB.‘.T L. Tmpdrfim primul termen al restului Intds prin primud
termen al impdrfitorului ; obfinem asifel al doilea termen al edtulyi.

I by = =15 155" = — 2.
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Identitatea (8) ne di

(9) , By = Q(—8z+c) = Q.(—3z)+ @.c.
Si insemnim cu R, diferenta’ By—Q.(—3z). Gisim
B, = — 252"+ 354" — 52420,

Operatia IV. Inmulfim al doilea termen al citului cu polinomad
impdrfitor; acest produs e al doilea produs parfial. Scidem acest produs
din restul tntdi si obfinem restul al doilea.

Continudm astfel impdrfirea pand. cind ajungem la un rest wu.

Din identitatea (9) rezulty

(10) ‘ RzERl_Q-(—B-’U)EQ-C
adicd :

=25+ 352" ~52+20 = (52— Ta’+z—1). ¢,

Prin urmare, dupi operatia I, avem

4 = B .
c=—25x":5x" =~ 3,

Scazind produsul Q.(—35) din restul R, obtinem un rest nd.
Catul aflat este dar

SR
C=2x"—32—5.
In practicd impirlirea se ageazit in felul urmitor :

() 102 —292" — 82’ Loga 4 70490 bt — T’ dx—4 (Q)
=105 4ot — 247 - 8

9 —3x—5 (¢)
; :
(dty) —1x — 424820 + 7w 20
F 150" — 215" 4 3aF — 120
(1) — 254" 352" — w0
+25a" 3508 4 S —20
(R) 0

OBSERVARE. Cand imparfirea se face exact, ultimul termen al deimpdrtitului e
egal cu produsul ultimilor termeni ai catului gi impartitorului, ’
In exemplul luat avem: +20=(—5).(—4).

Cind impiirtirea polinoamelor P: Q se face exact, zicem ci P ¢
divizibil prin Q; P ¢ un multiple al lui @ si @ ¢ un divizor al lui-P.

20, Impir{ire neexactd. Oricare ar fi polincamele P si Q
Intregi in @, ordonate dup# puterile descrescitoare ale lui z, dacil gra-
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dul polinomului P e mai mare sau - cel pufin egal cu gradul polinomului
Q, operatiile date pentru impérfirea P: @ se pot efectud. Cum gradele
resturilor Ry, R, .. sunt numere intregi, pozitive §i descrescatoare,
operatia nu se poate continua la infinit. -

Ori ajungem la un rest nul si atunci impirfirea se face exact.

Ori ajungem la un rest R 30, al edrui grad e mai mic decdt
gradul tmpdrfitorului Q. In acest caz zicem cit impiirfirca ne se face
cxact. Polinomul C, aflat la cdt, se numeste cdtul impdr{irii, iar poli-
nomul R (ultimul rest) e restul impiirtirii.

Deoarece restul 22 se objine sciiznd din defmpiir{it, rand pe rind,
toate produsele impdrfitorului cu diferifii termeni ai citului C, rezulti
ciit la o Tmpdrfire neexactd avem :

P—Q.C= I
sau

*(LXI) P=0Q.C+ I
EXEMPLU. Impirlire neexacta :

(P) 122 —-24.r' =102} 74" — 8 4 1 =222 ()

5 3
— 12z + dx — 8a e ()
— Uz — G T =1l 1
+ 242 — 82 16
(T 2 — 62 — = Ua17
Verificarea : b (3:u‘—ﬂ:’+2)><(4m—8)
198 — 44 4 s

— 242 I oF- - [

QC=12z"—22' — 42°}-8a" -+ 8 —16

+R= — 62 — 2 —1lz417

122" =212 — 102" 472" — 32 4+ 1=2r,
3. Cat exact. Impiirlind prin Q ambii membri ai identitditii
( LXI), obtinem identitatea-

(LXI) L_ oL

P . sy . e e
o este o fraefie algebried rafionald. Ea reprezinti edlul exact al
impitrtirii P: Q. Dacit gradul numirittorului ¢ mai mie decit gradul nu-

3 o 3 IR " . . . o
mitorului, fractia g © proprie. In caz contrariu fractia ¢ improprie.
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Din identitatea (LXTI) fezulti urmitoarea

RecurLX. Orice fracﬁc qlgcbiicti_ rafionald tmproprie f—; se poate

descompune ntr'un polinom intreg C §i o fracfie proprie %
" C e citul impiér{irii P: @, iar B ¢ restul acestei impz‘ir(iri!

EXEMPLU. Din impiriirea

z‘—x‘-}-ms—{::zxz 41 | —z4-1 ,
< =

—3}5+$‘—w‘ ‘ . m3+2_
. o )
‘ —22 oz 9
2:17-—1
rezultd identitatea :
S—xlyadpoxtyr i im Dl EE :
x’—x41 = +H+ x—x41 -

4%, Polinoame ordonate: dupil puterile crescitoare. Dac
polinoamele -P si () sunt ordonate dupd ‘puterile erescdtoare ale varia-
bilei, impirfirea P:Q se face tot dupd regula datdi la impiirfirea exactd
(179, 1, Operatiile I, II, III, Ve, S5 :

In acest caz insi cAtul se giseste ordonat dupdi puterile cresed-
toare ale variabilei, iar gradele resturilor By, R,, ... merg crescdnd.

Daci ajungem la un rest nul, impirfirca se face exact si gradul
catului ¢ diferenta dintre gradul deSmparfitului §i gradul tmpdrfitorului.

In cazul contrariu impirfirea e neexactd si operafia se poate con-
tinud la infinit. - ' ]

EXEMPLU. Variabila poate fi insemnati prin orice literd. Astfel avem :

1 24 4 o — w8 1—u 4 oy

2
—ite—w Idut-2ut 00" — o
Lo a2 4 :
—u - od— -
-2t — 4 W

2 3 4
—2u 20 — 24

LI 4 5

24 —38w 4 u

3 t o5
—2u 4204 —2«

'y B 5
—_ =

4ot — T Ny

A
— 2 |-

" Operatia se poate continud’ la infinit,

-
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OBSERVARE. Cand impirtirile parfiale, care dau termenii catului, 'nu se pot
face exact, se scrie la cAt numaij raporéul monoamelor corespunzitoare, .

EXEMPLU., 6 — 5’ | 2—u

—6-F3u N 7 2
— 3—{—-5-11—-71&
3u—buw-u
—-3u—l—%u2

7 2 3
S AR

179. Impirtirea unui polinom prin x—a. Si insemnim cu P(z)
un polinom intreg in z,- ordonat dupd puterile descresedtoare ale lui &3
Impiirtind polinomul. P(z) prin z—a (a pozitiv), obtinem un cat C(z)
§i un rest R. o »
Restul B (avind gradul mai mic decit al impérfitorului z—a)
trebue si fie de grad 0, adici o constantd.
Identitatea (LXII) ne di, pentru orice valoare a e z, -
P(z) = (z—a) C(z)+ R.
In particular pentru z = a glisim
P(a)=(a—a) Cla)+R
si, fiinded a—e = 0, riimane
P(a)=R.
TeOREMX. Restul tmpdrfirii prin z—a a wnui polinom intreg in z,

ordonat dupd puterile descrescdtoare ale hii x, este egal cu valoarea nu-
meried a acestui polinom pentru x — q, :

OBSERVARE, Daci P(a) =0 impérfirea P(a:):(:c—ﬁ) se face exact, Dacit
P(a)==0, tmpirfirea nu se face exact §i restul acestei tmpiriiri e P(a).

EXEMPLE. (§52°—2zx--3):(z— 3). Impiriitorul z—3 fiind de forma z—aq,
cu a =3, restul acestei tmpirfiri este

R=5,8"—2,34+3=132,
Prin urmare 5m’—2z+3 nu ¢ divizibil prin  — 3,

180. Impirfivea prin z+a. Daci insemnim cu C(x) si B citul si
restul impiir{irii unui polinom P(z) prin z4-a (apozitiv), din identitatea
P(2) = (x+a) C(z)+ R

deducém,' pentrut z = — q,
P(—a)= (~a+a) C(—a)+ R
- P(—~a)=R.

saiut
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TeorREMA. Restul impdrfirii prin x4-a a wnui polinom intreg in x,
ordonat dupd puterile descrescdtoare ale lui z, este egal cu valoarea nu-
mericd a acestus polinom pentru x = —a.

EXEMPLU. Polinomul' P(x)=52°—2¢--3 ¢ divizibil prin z--1, findea
restul acestei tmpirfiri este P(—1)=5.(—1P®—2.(—1)13=0.

181, Aplicafii. 1°. (2°=d"):(x—a) di restul a®—a®=0. Prin
urmare 2°—a° e divizibil prin z—a. Efectuind impir{irea giisim:

2
UTES 4 2 2
= ' Las’+ o +ad*zLat,
r—a

Cdtul este un polinom omogen in a si x de grad 4, complect si
fard miciun coeficient mwmeric scris (adici toti coeficientii sunt egali
cu +1). Exponentii lui a merg crescind, iar exponentii lui = descrescdnd
cu cite o unitate, dela un termen la altul.

In acelas fel vedem ci (2"— a™):(z—a) di restul a™—a™ = 0.
Prin urmare 2™—a™ e divizibil prin x—a, oricare ar fi m si avem:
= o™ gt Ry o g

r—a [] 0 ?

‘citul fiind un polinom omogen si complect, de grad m—1 in asix.

20, (2" +a"):(x—a) di restul o™+ a™ = 24¢™. Prin urmare
"4 a™ nu e divizibil prin x—a.

EXEMPLU. Efectuind impirfirea gisim

5 5 H
= =m‘+aw’+a’m’+a’x+a‘+ ED

T—a T—a ’
80, (z"—a™):(x+4a) di restul (—a)"—a". _
Daci m e pdreche, avem (—a)” =a™; restul impiririi este
a"—a" =0 si 2"—a" e divizibil prin z—a. v
Dacié m ¢ nepdreche, avem (—a)™ =— a™; restul impirtirii este
—a"—a" =—2a"F= 0 §i z"—a" nu e divizibil prin z+a.

EXEMPLU. Efectudnd lmpirfirile gisim

4 4
T —a 3 2 2 3
=xr —ax ar—a,
T i
z—d [ s 2 2 3 4 24’
= —azx ar —ar—4+a —- = °
z-ta + &l T4«

40, (o-c"'—}-a'"):(x-i-a) di restul. (—a)™+a™.
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~ bed x.-
Daci m ¢ pareche, avem (—a) ™ =a™; restule " +a™ =2a" =0
si 2" +a" nw e divizibil prin z+a.

. Dacd m ¢ nepdreche, avem (—a)" =— a™; restule —a™+a" =0
si 2" 4a" e divizibil prin z+a.
EXEMPLE. :
. '
z +1 1A Re s 41 Ws )2 2
=T - —-- —xtr—14+_"_.
= z +r—ztzx + +.c+l
5 L 5 . 5
z+32 =z 42 s s : o
= =x =2 4 —Bx 198,
P o N St g

50, Dacd m ¢ pdreche, z"—a" ¢ d1v1z1b11 si prin z—a si prm :
z4a, adicd prin (z—a)(z+a) =" —a’.

EXEMPLU. (&' —¢a’): (" — &) = +a’w’+u‘.

‘Opservare. 19, Cand impér{im pe «™-+a™ prin 2—a, obfinem catul
(11) ST e T G |

20, Cand impértim pe 2™ +a™ prin z+a, obfinem catul .
(12) wm—l_ ”xm-—2+ a2a,m J - + (_ l)m-—l“m—l

~ .cu semnele allernate dela un termen la altul,

Cazul 20 se cubrindo In cazul 19, daci observim ci zta=xz—(—a) s
ci polinomul (12) se poate scrie

"’“+(—a)m’"‘2+( a4 L.+ (—a)"
182. Descompunelem unui polinom fin factori. Daca un polinom

P(z), de grad m, se anuleazd pentru x=—a, acest polinom e divizibil
prin x—a [179] $i putem scrie

(13) - P(z) = (4-a) Q(=),
unde @(z) e un.polinom intreg in x de grad m—1. :
Dacii P(x) se anuleazd si penttu z'=0 = a, identitatea (13)
pentru x=1"> ne di
P(b) =0=(b—a) Q(D)

$1 cum b—a =0, factorul Q(b) trebue si fie nul. Prin urmare poh—
nomul Q(x) e divizibil prin z— b si avem Q(x) = (x—b)Q,(x), iar

(14).  P(a) = (w-a)(a—0) Q(a),

unde @;(x) e un polinom intreg in « de grad m—2. Identitatea (14)
ne arati ci P(x) e divizibil prm produsul (x—a)(x—b).
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In general, daci polinomul P(z) se anuleazi pentru » valori
diferite a, b, ..., I date lui x (p =m), P(z) ¢ divizibil prin produsul
(z—a)(z=b) ... (x—1) gi putem scrie
(15) - P(z) = (z—a)(2=D) ... (2~1) C(a),
citul C(z) fiind un polinom Intreg in & de grad m—p.

Numerele a, b, ..., I, pentru care valoarea polinomului P(z) ¢
zero, se numesc rdddcinile acestui polinom. :

TeoreMA I. Dacd pentru un polinom P(z), redus i de grad m,
cunoagtem m rdddcini @, b, ... 1 diferite, putem scrie
(16) P(z) = A(2—a)(2=1) ... (z—1),

A fiind coeficientul termenului de gradul cel mai mare din P(z).
In adevir, identitatea (15) pentru » =m devine

(17) P(z) = C(—a)(w=b) ... (w—1),

unde C ¢ o conslantd si fiinded, la inmullirea polinoumelor ordonale,
termenul de gradul cel maji mare al produsului provine, fiird reducere,
din inmultirea termenilor do gradul cel mai mare dela fiecare factor,
in produsul (17) trebue si avem '

Az = C.z.z, ...z = Cz" sau o=l
1 2 m

EXEMPLU. Polinomul 3z° — 12,* — 212-1-80 sc anuleaza, pentru @ = Il av==t)
§il =—2, Avem dar identitateq

32’ —122' — 915430 — 8(x—1)(z—5)(x}2).

183. Polinom identic nul. Zicem i o expresie algebrici f(z) e
identic nuld, cand valoarea ei numericé e zero pentru orice valoare a lui .

Teorema II. Un polinom intreg in x, de grad -m gi redus, dacd
are m+-1 rdddcini, are tofi coeficientii nuli §i polinomul e identic nul.
In adeviir, fie :

(18) P(2) = g™ 4 Ae™ . 40 + 4

un polinom intreg in z, redus $i ordonat, care se anuleazi pentru m41
valori diferite: a, b, ., 1, r date lui z.

Luand intai numai primele m riddcini, a, b, .., I, putem scrie
dupi teorema I:

P(z) = 4o(x—a)(z=D) ... (z—1).
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Dar acest polinom se anuleazi si 'pehtru & =r; trebue dar si avem
P(r)= 4y(r—a)(r=0) ... (r—1)=0
si cum 7 nu e egal nici cu @, nici eu b, .., nici cu 7, rezulti cii A
trebue sii fie nul si polinomul dat se reduce la
ENN A O R
Acest polinom de grad m—1{ avand m ridiecini diferite, un rationa-
ment analog ne arati ci 4; =0 si aga mai departe. Giisim dar
dy=Ay=dy=. K =A4,=0 *
si polinomul P(z) e identic nul.

184, Polinoame identice. Zicem cit douii polinoame P(x) si P’ (x)
sunt identice, cAnd sunt formate din aceiagt terment.

CoroLar. Dacd doud polinoame ntregi in x, reduse §i de grad ccl
mult eqal ew m, aw valorile respectiv egale pentru m-+1 valori diferile
date lui 2, aceste polinoame sunt identice.

In adeviir, dacii doui polinoame, ordonate si reduse,
(19) P(z)=Aa"+B2a" "+ ... + E2"+ ... +L
P(z)= A"+ ... + H  (p=m)

“au valorile egale pentru in--1 valori date lui , diferenfa lor P(z)~P'(x)
are m--1 riiddcini si; dupi teorema II, aceastd diferentd e identic nuld:

A2"+Ba" T L (B— APt . L L—H = 0.

De aci rezul‘t& ‘
A=0,B=0,..,E—A'=0,... L-HE' =0 .
sau

=0,B=0,.., E=J', .. L=§g

Prin urmare polinoamele (19) sunt de acelag grad si au termenii
asemenea identici, Putem dar scrie, pentru orice valoare a lui 2y

185. Ridicini multiple. Daci a ¢ o rdddcind a unui polinom
 P(z), avem Pla)=03i .

(20) P(2) =.(2—a) Q(z).-



174 . _ IV. — CALCULUL ALGEBRIC. _

Daci'polinbmul Q(z) nu sc anuleazi pentru « = a, zicem c¢i «
¢ o riddcini simpld a polinomului P(z). Daci Q(a)=0, putem scric

(21)  Q(2)=(2=a) Qi(s) si P(z)=(a—a) ().

In acest caz zicém ci a este o riidicind multipld a polinomului P(z).

Daci @,(a)30, a e o ridicind dubli sau de ordinul 2 a lui
P(z). Daci @ (a)=0, a e o ridicind multipli de ordin mai mare
decdt 2 a lui P(x) si putem scrie

(22)  Qi(=)=(z—a) Q(z) si . P(z)=(z—a) Q(z).

Daci @Qz(a)=0, a estc o ridicind tripld a lui P(z).

Dacd ¢)2(a)=0, a e o ridicinii multipli a lui P(x), de ordin
mai mare decdt 3. _ ‘

In general, dacii avem

(28) Pa)=(v—a) Q) si Q(a)%0,

zicem ci a este o rdddeind multipld a lui P(x) de ordin e
~ De acl rezulti ci, dacit a, , .., I sunt niste ridicini de ordin
@, B, .., A respectiv, ale unui polinom P(x) de grad m, putem scric

(24) P(w) = (w=a)" (x=b)",.. (a—1) O (=),

unde catul C(z) e un bolinom de grad m—a—B— ... —A. _
Daci a+f+ ... +A=m, C(z) ¢ o constanid i, observnd ci

termenul de gradul cel mai mare din (w—a)a este %, un rafionament

analog cu cel dela paragraful 182 ne di pentru termenul de gradul cel

mai mare al produsului (24):

da" = C.andf, . D =0a" s C=A. -

Avem dar _ '3 : .

(25) P(z) = A(z—a) (z—=b) ... (1),

qnde 4 e coeficientul termenului de gradul cel mai mare din A

o EXEMPLU. Polinomul P(:z:)=7m’—21:c’+28 se anuleazd pentru o ==-—1;

¢ divizibil dar prin z--1 §i gisim :

P(z) = (2-41) (7d" — 282+ 98) = T(z-£1) (s — 44)
sau :
P(z) = 12"—212"}-98 = T(x-}1)(z—2).
- 7 e coeficientul termenului de gradul cel mai mare, —1 ¢ o ridicini simpld,
2 e o ridicind dubld a polinomului P(x).
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. Osservare, Descompunerea unui polinom intreg in factori de forma
z—a, este analoagd cu descompunerea unui numdr in factori primi [ 74, 3].

Numim divizor comun al mai multor polinoame P, Q, R, polino-
mul care imparte exact pe fiecare dintre aceste polinoame.

Numim multipl comun al mai multor polinoame P, @, R, poli-
nomul, care se zmparte exact prin fiecare dintre aceste polmoame.

Numim cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun
al mai multor polinoame date, divizorul comun de gradul cel mai mare
si multiplul comun de gradul cel mai mic al lor.

186. Polinoame cu aceleasi ridicini.

Teorema III. Dacd doud polinoame, reduse, au acelag grad $i ace-
leagi rdddcini; daed flecare rdddcing are acelas ordin de multiplicilate
i ambele polinoame §i dacd suma acestor ordine este egald cu gradul
polinoamelor, coeficienfii termenilor aseimenea din aceste polinoame  sunt
proporfionali.

In adevﬁr, dacit
(%) Pz} = Azt A™ 1 . 4 A
- Q(z) = Byz"+ Bia™ '+ ... + By

si dacd a, D, ..., I sunt ridicinile comune ale acestor polinoame, cu
ordinile - de multlphcltate @, B, .., X respectiv si cu

et+B+ ... FA=m,
dupd identitatea (25), putem seric
P(z) = do(z—a) (z=b) ... (z=1)" = 4y C{x),

o7 4
(27) Q(x) = By(c~a) (2=b) ... (z=1) = B, C(x).

unde
(28) C(z)=(z—a) (z—b) ... (x=1)'= 2™+ C@™ "+ ... +Cp.

Din identitatile (27), in care P(x) Q(xz) si C(x) sunt polinoa-
mele (26) si (28), rezultd : :

Ao-_—Ao, Al—_—AoG], A2=A002, ddog Am:AoOm :
BO'—'BO) Bl BOCI’ BZ—B0027 ooy Bm—BOJm,

s imp&rtmd membru cu membru aceste egalitiifi, deducem

4 4 4 — g4
By B B, Bm
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n_ 187, Extragerea riidicinii. Daci f reprezintd o expresie algebrici,
VFf este o alta expresie algebrici ¢, care ridicati la puterea u ne
. di expresia f. .

Legile radicalilor [132] si operafiile cu radicali [134] se extind
si la calculele cu ridicini din expresii algebrice. De aci rezulti cii:

10, Ridicina a #-a dintr’'un monom se poate calcula extrdgind rddd-
cina a n-a din fiecare factor al monomului si inmul{ind rezultatele obfinute.

EXEMPLU : ]’3:1:’;1/62 =t xy! _1’3:.

20. Riddcina dintr'un polinom nu se poate calcula extriigind
rdddcina din fiecare termen; in acest caz se ordond polinomul dupi
puterile descrescitoare ale variabilei si se aplicd niste. regule analoage
cu cele date pentru extragerea riidicinii dintr’un numir format din mai
multe cifre [128]. : i :

Un exemplu ne va aritd cum se giseste ficcare termen al rdddcinii patrate
dintr'un polinom, aplieAnd regula dati pentru cxtragerea rdddcinii patrate aritmetice
dintr'un numir [127], :

EXEMPLU : : Termenul intdi:
V9x‘—6x’+31a:'— 102-4-25 | 82'~o-}-5 Vg=3:c’ :
—92' ' 6’ —2 ter;menul al doilea :
2
—63:3-{—31:1:’——10:1:—{—25 =z —65:2.(8z )=—2
3 . .
+6z — o — 622 termenl al treilea:
' 302~ 102+ 25 | g2 9n EE 302':2.(82%) = 5
— 30210z — 25 5
0 802’'— 102 4- 25
Rezulti : l/9w'—6x’+2£1x’—10m+25 == (3a:'—x+5). )

-

Il. — FRACTII ALGEBRICE.

188. Expresii algebrice fractionare. O expresie de forma Z, unde
f st v sunt doui ekpresii algebrice, se numeste expresie algebricd frac-
fionard sau fracfie algebricd.
| Daci expresiile f §i ¢ sunt rafionale, zicem ei é este o fracfie
rafionald. In particular, f si o pot fi dous polinoame intregi.

Valoarea numerici a unei expresii algebrice fractionare
este citul dinfre valoarea numericd a numiritorului si valoarea nume-
rici a numitorului ei, dacit aceste valori sunt finite si diferite de zero.
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In Aritmetici operatiile cu fractiile ordinare se reduc la- operafii
cu numere intregi. In Algebri operatiile cu fractiile rationale se reduc
la operatii cu polinoame intregi. '

Regulele date pentru operafiile cu fractii ordinare numerice se
aplicdi si la operatiile cu expresii fractionare algebrice. Astfel:

1% Dacé tnmulfim (sau impdrfim) §i numdrdtorul $i numitorul

g - . 2 . S .
uner expresu fracfionare 0 cw 0 aceeas cxpresic algebrici R, obfinem o
J . . P v B ; v
altd expresie fractionard identic egala cu T In acest caz zicem eii

amplifiedm sau simplificim fractia £ cu B [80, 3]. Toate fractiile,

Q
pe care le obfinem amplificind sau simplificind o acecas fractie alge-
bricd, sunt echivalente intre ele. -

EXEMPLU. Avem
W — o _ (#—v)(utv) w—o

Wb Quy - of (u4-v) “",i"l’,

pentru orice valori am pune in loeul literelor « si v,

OBSERVARE. Se excepteazi unele valori ale variabilelor, pentru care — fari
alie conventii — valoarea corespunzitoare a fractiei algebrice n’are niciun sens,

Astfel, In exemplul luat, nu putem caleuld nici valoarea fractici date, nici a
fractiei simplificate, pentru w==—y. .

20, Mai multe fractii algebrice pot fi aduse la acelag numitor [82].
Se poate lui ca numitor comun produsul tuturor numitorilor fractiilor
date sau orice alt multiplu comun, in particular cel mai mic multiplu
comun al acestor numitori. :

3% Suma (sau diferenfa) unor fractii algebrice cu acelag numitor,
este fracfia, care are ca mwmdrdtor suma (sau diferenta) numdrdtorilor
aeestor ‘fracfii, iar ca numitor numitorul lor comun, :

Ca si adunim sau si seddem mai multe fractii algebrice, care n’au
acelas numitor, trebue si le aducem tntdi Ia acelas numitor,

40, Ca sd tnmulfim mai multe fracfii algebrice, inmadfim numdrd-
torit intre ¢i st mwmitorii intre ei. e

8% Ca sd tmpdrfim doud fractiv algebrice, tnmulfim fracfia intdia
cu fracfia o doua risturnatd. ' :

6% Ca sd ridicim la o putere o fracfie algebricd, ridicam st nu-
mdrdtorul st numitorul ei la acea putere.

Osservare. Toate aceste operafii ficute asupra unor fractii ratio-
nale ne dau ca rezultate tot fractii rafionale,

M.G. - B 12
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‘Orice polinom intreg se poate scrie ca expresie fractionars, pu- -
nand ca numiritor polinomul, iar ca numitor 1. Astfel operatiile intre
polinoame si fractii se reduc la operatii-intre fractii,

30,

EXEMPLE.
10 £—8a 2z (m—a)(xz—a2)+2m(m'+a’) _3m’—am’+a’m+a’_
‘ z-+d A4 z'—a' z'—g*
% 3ma—aa;’+a':v+a’_ 2z __39103——aa:z—}—a’ar:—{—as 2z (2'4-a')
¥ « 4 S iz T § = O K]
z—a r—a T—a r—a
- :vs—awz—az:z:-{—a3 - (F—a’) (z—a) _x—a
2'—d' z'—a' 2-d
T—a 22z 2x(x—a) _ 20— 2qx
:l:: + a: ‘:l:!— a; (wz + az) (xz__ az) xl__ a,‘
4 20— 2ax 2—a _2zx(x—a) < :z:'—{-az__ 2z (a’--a') o P
d ARTEY W™ o - Rl TS
r—a z4-a @ z—a r—a r—a r—a
* 3 - -2 2 ] 3 s
50 oF o ferge 26 (z—ax+ta’)(xta)—2d _Z—a
z-ta z-ta z-ta

Orice expresie fracfionard rafionald se poate reduce la raportul a
doud polinoame intregi L. Aceasti f%ac';ie rajiorald poate si fie propric
-sau improprie [178, 3].

Orice fractie rationald umproprie g este suma unui polinom in-
treg C si a unei fractii proprii P— Polinomul C este catul impirfirii

@

P:Q, iar R e restul acestei impdrtiri.

EXEMPLU.
ﬂ_,_i\ TR (i
t+8 ° f—9 £—9 i f-9
£ Tmid 2(t—3)—(¢-4-3) f—9 {(—9
t--3 t—3 (t43)(t—3)
9 90
=tT+9-=t+9+t—9'

189. Fractii irationale. Cind avem o fractic cu numitor irafional,
putem, printr'o amplificare convenabili, si o transtormiim intr’o fractie
echivalentd cu numitor rafional,
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Intrebuintim, in general, identitatea (a+d)(a—b) = o~ %%, in
care expresiile a-+b si a—b se zie conjugate.
Si insemnim cu 1> g5k xivnigie expresii algebrice rationale,

1. Dacii fractia e de forma -L, o amplificim cu Vg si giisim

Vg
L 1y,
(30) Vo J
- - 7 r ;
0 < == tt
20, Daci fractiile sunt de forma i sau TotTn le amplificiim
cu conjugata wumitorului g F Y sau Vg F V. Gisim astfel:
g+Vn g—h N 2 P

i

i i de fi — tim de cate ori e ne-
Dac# fractia e de forma RS e repetim le ori

voe operatia din cazul precedent,
! . A P
Astfel pentru‘ V7~Vetyn' 2mplificim mti cu V74 VR Vg §i gisim
i = JUF+VE+VZ) 1VF+VE+VE) |
- VHVEYE UFHEY= finegrevm
Amplificim  apoi noua fractie cu +h—g—2V7n.

190. Valori singulare. Cand 0 cantitate v capiiti succesiv toate
valorile reale cuprinse intre doui numere o si b, zicem ei v varigzg
in intervalul (a, b),1151]. '

Dacii v, variind, capitd valori din ce in ce maj apropiate de g, sau,
mai precis, dacd diferenta lv—al ajunge ¢ ramane mai micq decdt
orice numdr pozitiv e oricat de mic [143, 2], zicem ¢i v tinde cdird a
si scriem: v —a sau limy—g,

O cantitate variabilé v tinde edtrd 400 (plus infinit) sau —eo
(minus infinit), cand, oricit de mare ar fi un numdr N pozitiv, valoa-
rea lui v ajunge si ramine ma; mare decit. N sau mai mied
decdt —N [143, 3 si 4].

Daci valoarea unej variabile v depinde de valoarea altei variabile an,
zicem ci v e o funcfie- de = si scriem v={f(z) [166]. In acest caz
putem vorbl despre limita citrs care tinde variabila v sau f(x), cand =
tinde citrd o valoare 4. , ’

OBSERVARE. Ca si caleulim aceasta limitd, putem si tnlocuim pe z prin a4-#
§i sd ciutim ce devine valoarea f {a+1), cand % tinde citrd zero, ‘
: In general vom observa ci avem
(32) 'hh'="“0 flat+k)=f(a) (n pozitiv sau negaliv ),

12°
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In acest caz zicem ci funclia f(2) e continud peulru x=ga. Sunt i cazuri,
cand egalitatea (32) nu e adeviirati.

EXEMPLU. Trinomul v=f(2) =2’} 22 —9 tinde catrd 6, cand z tinde
catri 3. In adevdr, pentru z=38--7 avem

f(3+h)-—-(3+h)+2(3+h)—9 = 9+6h+h+6+°h—9 = 6+8]z+h
§i cand % (pozitiv sau negativ) tinde citra zero, ultimii doi termeni tind citrdi zero;
avem dar: limf(8--h)=6=[(3) si funciia e continud pentru =38, Putem
constata cd un polinom P(x) e o funclie continui pentru orice valoare a lui z.

Dacd pentru z = a expresiile f(z) si g(z) capiti respectiv valo-
ctile f(a) =m si g(a)=n, finite si diferite de zero, expresiile

(33)  fl2)4g(2), fla)=g(=), flx).g(), [L,
pentru x = a, capiti respectiv valorile m-+n, m—n, m.n, %‘ bine
determinate, finite si diferite de zero. '

Dar dacd f(x) sau g(x) tind cdtrd zero sau edtré . +oo, cind z
tinde citrd a, valorile numerice ale expresiilor (83) pot sé nw aibd sens
pentru z =a. In acest caz convenim si definim aceste valori singulare
ca valori limitd: pentru a le determina calculim valorile expresiilor (33)
pentru x 3= a (2 =a-+h) si ciutdim ce devin aceste valori, cind z tinde
cilrd a (sau cand % tinde citri zero).

Teoremele relative la limita sumei, diferen{ei, produsului si catului, demonstrate
pentru limitele sirurilor [147], se aplici si la limitele expresiilor algebrice.

19 Daci f(a)=0 si g(a)=m==0 si finit, avem"
f(a)+g(a)=0+ﬁz';nz, f(a)—q(d)=0—m=—m',

f(a).g(a):OXni;O, ;f;; m——

20, Dupd definitia impdrtirii, fractia % n’are sens [57]. Considerand

. o YA . o a4 . . . . m o
insd -fractia % si dand lui v valori din ce in ce mai mici, fracfia - devine

din ce in ce mai mare in valoare absolul& astfel oricat de mare ar fi

| m} || m,

un numir N, pentru |#| < ~ avem |~ > N. De aceea zicem. ci

| v |
creste la infinit, cind v linde citrd zero [143,8] si in acest sens scriem

; mn
. — = 0.
(34) | -
OBSERVARE, Putem aved -co sau —ov, dupi cum fractia 2 de\mc infinitd
prin valori pozitive sau prin valori ncgatwe [14 3si 4]
Dacd, pentru 2 =0, avem

limf(at+h) =f(a)=m si .-lim g(a+h) =g(a) —
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zicem ci

f(a) _ fim F(a+h) m ' o 5
A=) = oy , 4 Tar
g(a) — n=0 g(ath) 0 =+0o0, (valoare singu qm)

(D o A b 2
+00 sau —oo dupi cum raportul ;{%——i,ﬁ; rimane pozifw sau negativ
pentru & destul de mic.

EXEMPLU. Fracfia & pentru x =0 are valoarea _'—’1= 0; pentru z=1
4L
are valoarea % = oo, Pentru z=1 Tr> 0) avem x—_’i—l=1fh—h Cand % e foarte

mie, numiritorul e pozitiv si semnul raportului e dat de numitor. Deci, cAnd = —» 1
prin valori mai mici decat 1 (sau cand 2 =1—/ §i h—0), raportul rimane ne-
gativ i tinde citrdi —oo; cind o —» 1 prin valori mai mari decdt 1 (x=1-h si
B —0), raportul rimaAne pozitiv si tinde citrd + 0.

3% Cand v creste la infinit, expresiile vtm, v—m, v.|m|, Tl
devin din ce in ce mai mari si crese la wfinit, diferenta m—v descreste
spre —oo, iar fractia %f tinde cdlrd zero [143].
Dacd f(z)—co cand Z—a, convenim si scriem f(a) = co.
Dacd f(a) =co si g(a)=m==0 si finit, zicem ci
fla)+g(a)=c0ctm=o00, f[(a) —g(a) =0c0—m =00,
gla)—fla) =m—oco=—o0, f(a).g(a) =c0.m=+oco,

f(a)__t._v____ i1C) SR
g(a) — m — +09, flay— == 0

Dacit f(a)y=c0 si g(a) =0, avem

’

f(a).g(a) =c0.0 (forma. nedeiern_zinat(i ).

’
f(a) __ oo __ gla) __ 0 __ .
@TTT® === 0
40, Dacii f(a)=0 si y(a) =0, avem
fla)y _ 0 iy Y
5 0a) T S0 (formd medeterminatd) ,

5% Daci f(a)=co si g(a) =00, zicem ci _
f(a)-%_-g(a_):oci—i-oo:oo, f(a).g(a)=o00.c0=00;
fla)—g(a)='co—co  (formd nedeterminati),

;—E% = g (formd nedeterminatd).

REZUMAT. Valori singulare,
10, Pentru @ > 0 si finit avem: '

atoo=-+00, a—co=—c0, 4.0=0,  ag.co—=0co.
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20, Cazurt particulare ;
0.0=0, oc,co=o, Ly,
oo
39, Forme nedeterminate s

C—cc, 0,09, -Q-, basce
) 0 o

191. Forma nedeterminati %- Daci P(z) si Q(z) sunt doux

_ bolinoame intregi in z si dacl « este o rdddeind de ordin P pentru
P(z) si de ordin ¢ peniru Q(x) avem -

(85) P(z) __ (xz—a)’ P () Py(a) k0,

v — ?
Q=) (z—a)Q () @i (a) 0.
Pentru 2 = a valoarea acestei fractii se prezinti sub forma %

(nedeterminare), dar pentru rka fractia (35) are o valoare bine de-
terminatd, oricat de apropiat ar fi z de a. Distingem trei cazuri:

10, Daci p = ¢, suprimand factorul (z—a)’, pentru z == a, avem

‘ P) _ (s—afBi(z) _ Py(x)
36 i = .
k36 =)~ (-aF (=) @)

Cind z— a (z tinde citry a), valoarea acestei fractii tinde eciitrit

- De aceea zicem ci 1(;: E:; e valoarea adevdratd a fractiei (86)

Py (a)
Qi (a
pentru x — a.

20, Dacd p > q, de exemplu p — g7, suprimand factorul (z—a)?,
pentru z == @, avem =% '

Plz) _ (2=a)f"""Py(z) _ (z—a) P, ()

Az)  (z—a)? Q(x) A(z)
si cdnd x tinde eiitry a, valoarea fractiei tinde cdtrd zero.

30 Daci ¢>p, de exemplu g = p+7, suprimand factorul (z—a),

pentru x == @, avem
P@) _ (e=afPi(x) _ _ Pi(z)
Q(z) (x—a)”'*"Q,(:z:) (z—a) Q,(a;’)
si cand z tinde ecitrd a, valoarea numitorului tinde eiitry zero, iar va-
loarea absolutd a fractiei ereste la infinit [190, 2].

(37)

(38)

L

EXEMPLE. Si se determine valorile adevirate ale fractiilor

1 (@F1)(d—1) = o N
z—1 (t—5)—(t45) W 8ul—y

' pentru x=1; - pentru ¢ =0; pentru 4 —=—2,
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Toate sunt nedetermindri de forma % :

)

10, Impértind 2°— 1 §i —1 prin x—1, gisim pentru z—1
[(x’+1)<w’+x+1)] _5,
R R NI

20, Ficand diferenfa dela numitor si suprimand factorul ¢, gisim pentru =0

[(t‘—{-a)z’] il
0

—10 —10

3% Impdrfind numiritorul §i numitorul prin «--2, gisim pentru y=—29

©u—2 = —_4 —
: wWd-u—2 —y 0
Dacd facem w=—2--&, fractia devine
(—2te)y—g e—4 4—c¢

(—2+eff(—2te)y—s €(€—3)  g(8—e)

- Pentru € >0 si mai mic decat 8, fractia e pozitiva; pentru.¢ <0 fracfia ¢
negativd, De aceea, cAnd & —» 0 prin valori pozitive, fractia tinde citri J-o0; eand
€—>0 prin valori negative, fracfia tinde citri —ov, .

"In mod analog putem giisi valoarea adevirati a unei expresii
irafionale de forma %-

[ T
EXEMPLU. f(z) = l Z_l/;

s

» pentru x=a, e de forma -g—
Amplificind fracfia cu conjugata numaritorului, putem scrie

flo)——BZ=a
| - (e—a) () )
si fiinded (w’—a3):(x—a) =x’+a.‘c+ia', glisim pentru z=g¢
. ] -[:c’—{-a:v’—{-az] © o84

3
Vot Ve oy 2 V™

192. Valoarea unui polinom pentru 2 = T+ o0. Un polinom in-
treg in z : : 3
Plz) = 4gz™+ 4yz™ '+ .. + A+ A
se¢ poate scrie, pentru orice valoare finitd a lui z, '
z™ [Ao_i_ﬁ_i_ +£+ﬁ'].

- 1—1 m
z x"

2
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Cand z tinde citri + co, factorul 2™ devine infinit in valoare
absolutd, iar expresia din parantezi finde citrd Ay, deoarece foti ter-
menii, cari confin pe z la numitor, tind ciitri zero. Avem dar

lim P(z) = lim Apz™ =+ co.
(39) A X=00 X=00
EXEMPLE. Polinomul 8a'— 522, pentru w=-}co sau m——oo. are
acecas valoare ca §i 82", adici - co.

Polinomul — 2a’}-42"—1, pentru « infinit, are aceeag vasloare ca i —2a:
adicd - oo pentru @==—oco §i —oco pentru x=-00,

193. Forma nedeterminati g Raportui a doudl polinoame’

(40) Plz) _ sl A"y o 4 4,
Q(z) B+ Ba" 4 - + B,

- . - oo a
pentru # = co se prezintd sub forma nedeterminatd X Putem insi de-
determina valoarea adevd'rala“ a acestei fractii in felul urmitor:

10" Dacdt p __q, impdrfind §i numdriitorul si numitorul prin 2
glisim, pentru z finit,

: 4

- il R ey L

P(z) _ S x?

\ Q(x) B +IBI o - +ﬁ7_

z?

$i ednd x— 20, avem

; i lim P(x)
L r=co Q)

20, Dacd p >q, de exemplu dacd p = q+r, impirtind ambii ter-
meni ai fractiei (40) prin 27, gisim pentru z finit: :

of ] -y AP
Play Aoz’ + A" + i~
- B B
Q(x) BO+';‘+ - +;i
$i cind z— o0, avem .

= L\Q(fv) x=co By
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- .8% Dacit q >'p, de exemplu. daci -q = b+, impirfind ambii ter-
meni ai fractiei (40) prin P, gisim pentru z finit:. g Bl

4i 4, e
: Al Sy P
Pyl e 2P
B : - B,
Q(x) Dot 2 By +—,(,l‘
x
st cdnd z— o0, avem
(43) . lim P(x) =‘ lim o = 0.

=2 Q(a)  *= B!
Recurx. Valoarea adevdrati g raportului ¢ doud polinoame intreg;
in z, pentru z=o00, cste:

w0, egald e raportul coeficienfilor termenilor de gradul cel mai
mare dela numdrdtor gi numitor, dacii polinoamele sunt. de acelas grad.

- 2% dnfinild, daci gradul numiritorului . mai  mare decat gradul
numitorului. : :

30, mudd, dacd gradul numirdtorului ¢ mai mie decat gradul nu-
mitorului,

EXEMPLE. Avem ' - y

lim 3m’—5m+1_3’, lim 24— 1 oo Mm_apr
Y [ EERRT R e e i e b '— 2’3

OBSERVARE. Cind, pentru x=a, valoarea raportului a dotGi fracfii rationale

_ oo - 0
se prezintd sub forma =’ il putem reduce la forma — -

0
" EXEMPLU. Pentru z==1, valoarca frac(iei ' : "
3 : 3
x 4
™ z'—1 P 0 oo
. este == —,
S5z 1 2 =
T2z —3 . E

Dar, pentru 2-1 » putem serie

T—248 5y =(m’—x+3)(x’+2m;3)‘
g—1 " 2loz_3 (@=1)(52—1) '

. 0% _ -,
care pentru ¢ =1 se¢ prezint% sub forma 0 ° SimplificAnd cu’ z— 1 §i fichnd apoi

=1, gisim pentru fracfic valoarea 3,
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'194. Forma ¢ X co. Dacii avem dou expresii algebrice f{z) si
g(z) si dack f(a) =0 si g(a)=oo, valoarea’ produsului f(z).g(x)
pentru x = a se prezintdi sub formq nedeterminatd (X oo.

Observiim insii cd, pentru z==a, putem scrie

r(z)
f(2).9(s) = -LEL
, JcilL Ry}
si aceastd fractie, pentru x =a, sc prezinti sub forma % [191]. -

195. Forma co—co. Dacil pentru doudi fractii rafionale f(z)’si
g(z) avem f(a) =00, g(a)=co, valoarea difereniei f(z)—g(z),
pentru  ='a, se prezintdi sub forma co—oo: o B § Sa N

Etectuind sciiderea, diferenta f(z)—g{(x) se réduce la raportul
@ doud polinoame tniregi tn z si valoarea acestei expresii- se.determini
ca in cazurile precedente. ot : -

. EXEMPLU. Si se determine valoarea diferen{ci - -
T—2z 1

pentru =2,
a'—x—2 '—32--2 :

Penlru o= 2 expresiunca capiti forma o°—oo, Dar observind ci avem
Pz —2=(x—2)(z41), (xz-;3x+2)=(x—2)(x—1)-
$i efectudnd diferenfa datd, pentru z==2, gisim ]
' 7—22 N 1 _ —22'4-8x—8 __—2(x—9)
(z—2)(z+1) (2—2)(x—1) (z—2)(a'—1) (2—2)(a’—1)

_ —2x—2)

r—1

iar pentru x=2, expresiunea are valoarea 0,

196. Raport independent de . 10, Pezztru ca raporiul

(&4 Q(z) ~ dztb'

s aibd acecas valoare numericd pentru toale valorile lui z, .trebue gt ¢
de ajuns s@ avem:
e - i oy ha b
(4")) : ' — = 37
g ; . b
In adevir pentru =0, valoarea raportului (44) este 773 pentru

4 a - . La
Z = c0, valoarea raportului ¢ s [193]. Trebue dar si avem 7=
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Invers, dacii avem =
“ea LR . .ti —2 -
‘ a’ _ b' =0
putem scrie a=ypa’, b=pb" si
ax+b p(ax-‘-b')_
LaT az+y  °
oricare ar ﬁ_' z. Y,albérea 'raportului e independentd de valoarea lui z.
20, Pentru ca mporlul a doua polmoame ntregi in z §i de acelag grad

P(w) ax” J_bm’" 1_1_ _I_Lx_l.l

(46) Q(.’r) +br m—l_l_ oot k _Lll

sd aibd aceeas valoare mmzemca penh‘u toate valorile lui x, trebue §ie
dea]uns sd avem : . "l

l

—_—
— e

e

2 - e
(47) CTET S

.

In ‘adevir, pentru 2 = 0, valoarea raportulul (46) este- - Decl

orzcare ar fi z, ar trebul s avem i
P(x) e L Sk Plz)—1 _ !
Q(x)_ 7 Adeunde Q(T—f—l'

sau, snmphﬁcand cu.x,

axml.bm—2+...+k=£.

—1 = .
axm _Lblml+.__+kr l'

Facand din nou z=0 aEiSIm

P(x) E_1

Q (x) e L' '

$i aga mai departe. Conditia e dar necesard,.
Ea e si®uficientd, fiindedi, insemndnd cu [ valoarea comunii a ra-

poartelor (47), putem scrie

a=rpd, b‘:'pb' P T4

“si avem m.
PiZ) - @2 b +¥) _
@(z) .. a2+ 0™y

pentru orice valoare a lui ., -
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L. — ECUATH DE GRADUL INTAL

expresii algebrice, égalitdtea _
(48) f($7y73)=g(x’y7z)
se numeste o eéuaﬁe [167 ]. Literele z, y; 2 sunt necunoscutele ecualiei.
Cand inlocuim literele z, y, z cu nigte numere date a, b, ¢, va-
lorile numerice f(a,d, ¢) si g(a, b, c¢) pot fi egale sau neegale.
Dacii avem - :
(49) fla,b,¢) =g(a,b,)

zicem ci valorile. a, b, ¢ ‘satisfac ecuafia (48) sau cii @, b, ¢ sunt

197. Beuafii si radiieini. Dacii f(z,y,2)'si g(=,y, ) sunt dout

rdddcinile acestei ecuatii, - v .

O ecuatie poate si aibd una sau mai multe necunoscute. 0 ccua-
fie cu o necunoscutd poate si aibi una sau mai multe ridicini.

A rezolvis o ccuatie insemneazi a-i caleuld rdddcinile ei, adich a
giisi numerele, care puse in locul necunoscutelor, si ne dea valoarca
membrului intdi egald cu valoarea membrului al’ doilea, :

EXEMPLE. Ecuafia 8a’4-1= 5243 are o singurd necunosciti x si dond
rdddeini =2 si m=—%-. _ . 0 >

Ecuatia S(x—y)=38x-+Ty—4 are doud necunoscute 2 si ¥ si are radici-
nile: x=1, y=38; x=1, y=1; z=16, y=38; w=—14, y==—29; efc.

198, Ecuatii echivalente prin adunare san scidere. Dous ecuatii
se zic echivalente, dacii admit aceleasi rdddcini, adici dacd foafe ridi-
“cinile ecuatiei int&ia sunt rddicini §i ale ecuatiei a doua si reciproe, daci
toate ridicinile ecuatiei a doua sunt ridicini si ale ecuatiei intaia.

1°. TeoreMa 1. Dacd adundm la cmbii membri ai unei  ecuafii o
aceeas cantitate finitd, obfinem o ecuafie echivalentd cu cea” dintdi,

Astfel dacii. f(z),g9(2) si k(x) sunt trei expresii algebrice, ecuafia -

(50) - f@=g(a)
este echivalentd cu ecuatia - : :
(51) _ f(#)+h(z) = g(z) +h(z),

~daci pentru orice valoare a luiz finité, valoarea expresiei h(z) e finitd.
In adeviir, daci z =a e o ridicing a ecuatiei (50), din

(52) . f(a) =g(a)
rezultd — =
(53) , f(a)+h(ta) =g(a)+h(a);

deci = a este o ritdicinii si a ccuatici (51).
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© " :Reciproc, dacil a este o ridicini a ccuafiei. (51), “din " egalita-
tea (53), daci numirul h(a) e finit, rezulis egalitatea (52). Deci a
este o ridicind si a ecuatiei (50). i Y 3 !
Se demonstreazi in acelas fel ci: Dacd seddem o aceeas cantitale finitd
din ambii membri ai unei ecuatis, obfinem o ecuafie echivalentd cu cea dintdi.
Cororar. Rid#cinile unei .ecuafii nu se schimbi, dacii trecem un
termen al ccuatiei dinlr'un membru in celilalt, e semmal schimbat,
EXEMPLU. Din ecuajia 22’6 =7m’+§£, scizAnd din ambii membri pe
8z, deducem o ccuatie echivalentd [
C 226 = Ta'}-8z
—8x —8x
T e—sa— s

* -OBsERvARL 19, Se pot schimba semriele la tofi termenii unei ccuatii.
- Aceasta revine la a trece toti termenii din membrul intdi in mem-
brul al doilea si tofi termenii din membrul al doilea in membrul intai.

' . 20, Se poate suprima.un termen, care se gliseste si in meémbrul
intdi i 0 membrul al doilea cu acelag semn. . iy -
3% Se pot trece tofi termenii'unei ecuatii intr'un singur membru.

EXEMPLU. In loc de 8a’— 5@ =Ta—2 putem’ scrie 8m’—\5x-—7x+2=0
sau 82°—12z4-2=0, Reducem asifel ecuaiia la forma f=10. ' )

-~ Gradul.unei ecuatii Dacl o ecuafie a fost redusii la forma
F=0 si daci f e un polinom intreg si redus, gradul polinomului f este
gradul ecuafiei. : oyl
Astfel ecuafia Ba’—122+2 =10 este de grad 2 si are o singurit
necunoscuti z; ceuafia 5xy3+ 2x2y—’x+7 =0 este de grad 4 si are
doudi necunoscute z si y. : |
199. Ecuatii echivalente prin inmulfire sau impirtire.
. 10 Teorema II. Dacd tndfim saw fmpdrfim ambii membri ai unci
-ecuatii cu o aceeas cantitate diferitd de zero §i care nu confine necunos-
culele ccuafici, obfinem o ecuafie echivalentd cu cea dintdi, -

In adevir, si comparidm ecuatia
(54) f(z)=g(z) sau f(z)=g(z)=0
cu ecuatia :
(55) f(x)hzg(a:)h - sau h.[f(a_c)fg(ac)v]'.:o.

Dack z =a ¢ o ridicing a ecuatiei (54),‘—a;réni'” fla)—g(a)=0;
deci i Z[f(a)—g(a)]=0; adici a e o.ridicini st a ecuafiei (55.).
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i - Reciproc,” dacit- 2 =a ¢ o.ridicini a ecuatiei (55) ‘si dacii h o
- diferit de ‘zero, din h[f(a)—g(a)]=0 rezults st f(a)—g(a)=0.
20, Daci multiplicatorul % confine necunoseuta  z; ecuatia (55)
poate sé mu mai fie echivalentd. cu ecuatia (54). : :
~ In adevilr, orice valoare z = a, care anuleazi diferenta

(s6) flz)—g(z)
anuleazii s _p.rqdus_'ul; et - - | s
G @) —g=),

dacd factorul k(a) e finit. ' ! :

Daci 7i(a) = oo, produsul (57 ), pentru z=a, se prezinti sub
forma nedeterminatii co. g [194] si adevirata lui valoare poate fi dife-
ritd de zero. In acest caz ecuatia (54), prin inmultirea cu % (z), perde
rdddcina x —a, . ' . o -

-~ Reciproe, orice valoare z =5, care anuleazi produsul (57), anu-
leazii si diferenfa (56), dacit factorul L(d) e diferit de zero.

© Daca’h(b)=0, produsul (57) poate fi. nul, fard ca-celilalt fac-
tor adici diferenja (56) sd fie nuld. In acest caz ecuatia (54), prin
inmulfivea cu h(x), edstigd rdddcing z — b, ) =

Asa dar: .daci inmaltim ambii membri ai unei ecuatii cu o -aceeas
© expresie, care confine necunoscuta-( sau necunoscutele), ecuafia noui ob-
finutd poate si aibii mai multe sau ‘mai. pufine ridicini decat’ ecuatia
datisi anume: prin’ nmulfire, ecuafia_datd poate cdstign, ca rdddcini
strdine, valorile care’ anuleazd mulliplicatorul $au poate perde, dintre 7i-
ddcinile ei, pe acelea, care fac multiplicatorul infinit. . R '

. "EXEMPLU, Ecua(ia '42=x(2z-41) are ridicinile 1, —1 si 2, ceea-
ce sc poate verificx ugor. Inmulfind ambii membri cu expresia =9, noua ecuatie

, (m’-—'s)(x’+2)=x(m’_9)(2m+1)

are pe langd Tidécinile  vechi 1, —15i 2 si rddicinile nos :—}—3 si"—3, care anu-

leazd multiplicatorul 2’—9, - - L o o ,
Valorile -8 5i — 2 se zic raddcini sirdine, Introduse prin tnmulfirea ecuatiei

date cu '~ 9, : = = _ i
30 Un rafionament analog ne arati ci orice ridicini a ecualiei

(58) f(z)=g(=). sw - f(a)—g(z) =0

cste o rdddcind §i a ecuatiei

dacd pentru-aceastd valoare Bmpdrfitorul h(z)-e diferit-de zero..
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""" Recipror, orice ridicing a ccuatiei (59) este o ridicind si-a ecua-
tiei (58), ‘dacd pentru aceastd valoare impdrfitorul L(z) este finit.

i Prin urmare : Dac#i impirfim ambii membri ai unei ecuatii cu aceeas
expresie, care confine meeunoscuta (sau necunosculele), ecuatia noud ob-
tinntd poate sit nu mai ﬁe.echivﬁlent_z‘i cu ecuafia dati si anume prin
tmpdriire, ecuafia datd Dboale perde dintre rdddcini -pe -acelea - care any-
leazd impdrfitorul sau poale edstigi, ca rdddcini strdine valorile, care fac
tmpdrtitorul infinit. DT et o e W

. EXEMPLU. Ecuafia (x—8)(2"f-2) = z(z—3)(2x-+1) are rid¥cinile 1,

—F]
—1,.2 i 3. Impirfitd cu > 5 devine

B (z45)(c42) = a(x+5)(224-1),
cz;.ré_ are ridacinile 1, —1, 9 §i 5. Ecuafia datd, prin impiriire, a perdut dar ridi-

cina x=3, care anulcazd Impirfitorul, si a castigat o noui ridicin r=05, care
face impiriitorul infinif. _ c .

200. Alungarea numitorilor. Cand o ccuafic confine numitori,
putemface s@ dispard numitorii, dacd tnmulfim ambii membri i ecuafiei
cw un multiplu comun el tuturor numitorilor ci. Prin- acoastd operatic
zicem cii alungdm numitorii, _ i ¢ _

... . Noua ccuatie, astfel obtinuld, poate sii aibi ca ridiicini strdine, valo-
rile care anuleazi multiplul comun al numitorilor, cu care am inmulit,
 EXEMPLE. 19, Numilorii nu (;-o.i:ﬁn necurosculele. .Fiq ccuatia
fr 8, x

ot TERRO AT
i g T ek

cu_numitorii 8,17 §i 4. Fiinded 8 ¢ divizibil prin 4; un mulliplu comun al numito-
rilor este 7X8 =56, Inmulfind ambii membri.aj ecuatiei cu 56 giisim

56.5.2°  56.3 , 56.x
8.2, p 020" 2.0 2
56.2. 2 — 3 7 - T

—56.6.
: SimplificAnd frac;iiié st fdcand 'opcratiile, obtiﬁém o ecuafie echivalentd cu éc;l.
datd, dar serisd sub formd intreagd, '
1120 — 852" =944 14z — 33,
20, Numitoris confin necunoscutele. S luim eccuafia '

5 SRR () o -3

@F)(z=3)" (x‘—3)(:v.+5.‘)=a;—i"--
Cel mai mic multiplu comun al ‘numitorilor este »
(61) (2+1) (2 1) (z—38) (z}-5) |
$i- Inmulfind cuacest produs ambii membri ai-ecuatiei date, obfinem epua(tia i‘nlrquti

(62) b(z—1)(x+45) —10.(c'—1) = 3(z+1)(z—3) (x+5),

(B0,
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care ¢ satisficuti de foate. rdddcinile ecuafici dafe, ‘dar- poale  sd aibi ‘ca riadicini
strdine, valorile care anuleazi multiplicatorul (61), adic4 valorile — 1, -1, 3 sau —35,
VeriticAnd, vedem ¢, dintre aceste patru numere, numai x==3 satisface ecua-
fia (62). Inlocuind 1o’ ceuatia (60) pe  prin 8, gisim ci membrul Intai e de forma
nedelerminatd ©°==c9, jar membrul'al doilea are valoarea 5+ - : -
Gaf=n "(‘lqtcrminém adeviirata valoare a membrului ntaj & ccuatiei (60) pentru

=3, cféctudim sciiderea i ‘obfinem fractia

C5(245) =10 (a4-1) ar 5(z—3) I, Sin il ey
(+1) (@=38) (@ +5) ~ ~ (1) (8=3) (=F8) ~ ~ (3F1) (55
‘Pentru x=3 sceasti fracfic are valoarea —3% -%- Prin urmare x=3 nu

salisface ecuafia (60); ea ¢ o ridicind strding introdusi prin alungarea numitorilor, -

201. Operatii generalo pentru rezolvarca unei- ecuatii. Din ted-

remele “precedente si corolarele lor rezultd cd, daci avem o ecuafie -
f(x,y,z)_:g('x,y,z),
in care expresiile f si g sunt rafionale, o putem reduce la forma cea
mai- simplit intrebuintand urmitoarele operafii, care ne dau, in general,
ccuatii echivalente : — T
Operatia I Facem sd dispard parantezele,
OperatiaIl. Punem ecuafia sub formd intreagd, alungdnd numitorii.

Operatia I Trecem tofi termenii cu mecunoscutele tn membrul
intdi st termendi cunoseufi tn membrul al doilea.

Operatia IV. Facem reducereq lermenilor asemenea.

202. Ecuatia de gradul intii cu o necunoscuti; Si presupunem
¢, dupd toate operatiile I, II, III, IV, am ajuns la o ecuafie de gra-
dul intdi cu o singurd mecunoscuts z.

19, Dacil tofi coeficientii sunt numerici, ecuatia se reduce intot- -
deauna la forma : :

(63) ax = b
unde & §i b sunt douii numere cunosecute,

20. Dacit coeficientii contin si lifere, punem pe x in factor comun
in membrul intdi §i ecuatia se reduce Ia forma

(64) . ar =1,

unde a si b sunt doud expresii algebrice, formate cu literele care repre-
zintil numere presupuse cunoscute. -
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Rezolvarea ecuatiei. Daci a e diferit de zero, impiirlind
prin @ ambii membri ai ccuatiei (63) sau (64), gisim

( LXII) p L

= rdddcina ecuafici  ax = .

Osservare, O ecuafie de gradul ntdi cu o singurd necunoscutd are
0 sinqurd rdddcing.

EXEMPLE. 19, Ecuafic numerici, 3i se rezolve ccuafia

Y

Facem si dispardi parantezele, observand ci
: 1. ,

x’(w—l):xz—m’, %[z’.}.%J:ﬁ_{_Gm*—:}

si ccuafia dati se scrie

2 2
3 2 Tx+46 s 3z 6z-+3
TTET T = 14

Suprimind termenul =® din ambii membri; inmulfind tofi termenii- cu 14

(cel mai mic multiplu comun al numitorilor) si ficAnd sciderile aritate de sem-
nele — puse inaintea fraciiilor, obfinem :

— Mo’ — 70— =— 21" 6z —3, ,

Trecem tofi termenii cu necunoscuta in membrul intai §i termenii cunoscufi in
membrul al” doilea : . x . -
—Uzr—Tor{2a)-62=6—3

si reducind termenii asemenea, ne rémine ecuatia

rd
(e =84,
’
care ¢ de gradul infdi. Impirtind ambii membri cu 6, obfinem pentru  valoarca
3 1
& == E = ? = 0,5 5

Osservare. Cand dupi un sir de operatii, care ne dau ecualii echi-
valente, am ajuns la o ecuatie, care are in membrul intdi numai o HiE
in membrul al doilea un numir cunoscut ¢, zicem cii am rezolvat ccuafia
$i ci rdddeina ecuafiei ¢ x— c.

Verificare. Inlocuind in ecuafia-datd pe 2 prin riidicina giisiti
si ficand toate operatiile aritate de semne, dacii valoarea membrului
intdi ¢ egali cu valoarea membrului al doilea, zicem e ridicina gilsiti
verified ecuafia.

20, Ecuafie literals, Sa se rezolve ecuafia

Fe=d)toms(z)

In care literele. a, b, ¢ reprezinti numere presupuse cunoscute,

M. G.
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Facem si dispari parantezele:

ar 2a

Alungim numitorii, tnmuljind toatd ccuafia cu abe:
dex— 2q’+ Sabc = 8bex - 6abe, :
Trecem termeniicu 2 in membrul Intai si cei fird @ in membrul al doilea
a’ex — Bbex — 2a°— Sabe -} Gabe,
Scoatem pe 2 In factor comun si facem reducerile :
(c—3be) z — 2a’ - abe.,
Impéirtim, 1n fine, cu coeficientul lui si obfinem riddcina:

rr. 2a’-}- abe __a(2a-}be).
de—3be  ¢(d—3b)

203. Discufie. La rezolvarea unei ecuatii de gradul intdi
(66) ar =10

se pot prezenta mai multe cazuri :

10. Cazul gereral a==0, b==0. Impirfind ambii membri cu a
giisim riidicina - }

(67) - S

binedeterminati, finitd si diferitd de zero.

R 8ai== 0N =10" Ecuatia e de forma az =0 $i are ridicina z = 0,
3% a=0, b=0. Cind g e 7ul, nu mai putem impirfi membrii’
ccuatiei cu a. Dar dacy ecuafia ¢ de forma 0z =0, ea e satisficutii

de orice valoare a lui x. In acest caz zicem cd riddcina ecuatiei c
nedeterminatd, o '

4% a=0, b3=0. Avem ecuatia. 0z =1", care nu admite nici o
rdddcind, fiinded orice numar Inmuliit cu 0 ne di 0 si valoarea mem-
brului intai nu poate fi egald cu membrul al doilea b =0. In acest
caz zicem cil ecuafia e imposibils.

OBSERVARE. Dacii in eccuafia az = b, cu b & 0, facem coeficien-
: P b ’ : 2
tul @ din ce in ce mai mie, riiddcina z = i devine din ce in ce mai

mare si cregle la infingt, cind a tinde .cdtr@ zero [143, 1]). In acest
seus zicem cii ecuafia (66), pentru ¢ = 0, are ridifeina infinitd.
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EXEMPLU. Ecuafia (m—1)x = m--38 are ridicina x = H-

19, Daci m nu are nici valoarea 1, nici —3, = ¢ un numir binedeterminat,
finit si diferit de zero, 29, Pentru m=-—3, avem a=0, 3° Pentru m=1,
avem r=ov,

204. Eeuagie cu mai multe necunoscute. Orice ccuafie de gradul
inldi cu mai multe necunoscute Z,Y,2, cu ajutorul operafiilor generale
dela paragraful 201, se poate reduce la forma normald:

(68) ax + by +cz=d,

unde @, b, ¢, d sunt numere cunoscule sau expresii algebrice formale cu
litere, care reprezintd numere Dresupuse cunoscule.

Dacd niste numere 2y, vy, 2, puse respectiv in locul literelor z, y, z,
satisfac egalitatea (68), zicem ci Zy, Y1, 21 formeazit un sistem de rd-
ddcini sau de solufii al ecuatici ( 68). '

Punand in locul literelor ¥ si z dou numere arbitrare, ecuatia (68)
se poate rezolva in raport cu z §i ne dil '

; __d—by—cz
(69) =

Gum putem lua pentru y si z o infinitate de valori arbitrare vy, z;;
Y2, 225 ..., formula (69) ne dd pentru a o infinitate de valori COrespu-
ziitoare xy, 2, ... . Gisim dar pentru ecuatia (68) o infinitate de solufii:
T Yty 215 T2, Y2, 225 .o

RecuLX. O ecuafie de gradul ntéi ew mai multe necunoscute ad-
mite o infinitate de sisteme de solufit. Valorile tuturor mnecunoscutelor,
afard de una, pot fi luate in mod arbitrar; la aceste valori corespunde
o valoare §i una singurd pentru necunoscuta rdmasd, care se obfine re-
zolvind ecuafia datd in raport cu aceastd necunoscutd.

.

EXEMPLU. Ecualia

. (70) 3(x—y41)—z=38z—2(y+2z)
se scric sub forma normald ’
(71) ; Te—y—4z—=—3,
Rezolvald in rapart cu  ne da
(72) p= Yriz=3]

7
1 .
: T
avem :v=l?9 si asd mai departe. Valorile astfel obfinute

Pentru y==0, z=1 acecastd formuli ne di R pentru y=1, z=3, -

1 . 10
== n=0, z=1; Ta=-, P2=1, 2=38;

sunt sisfeme de solufii pentru ecuafia (71) sau pentru ecuatia (70) echivalenti cu (71);

13
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205. Sistem de ecuatii. Dacd niste numere Z1y Y1y 31, . trebue
sid fic solufis comune la mai multe ecualii (E), cu necunoscutele T, Wy ot
zicem ci (E) formeazi wn sistem de ecuafii simultane.

Doud sisteme de ecuatii sunt echivalente, daci au aceleasi sisteme
_ de solutit. A rezolviy un sistem de ecuatii insemneazi a-i.afla solufijle lui.

Dacii ecuatiile sunt de gradul intdi, le putem scrie intotdeauna sub
formid normald :

. aw+by+cz+...'=l_
(73) ax+by+ezt =1
in ficcare ccuafic avand in membrul infai nunai termeni cu necunoseu-
tele, iar in membrul al doilea un termen cunoseui.

=06.. Douii ecuafii en doust necunoscute, Un sistem de douit ccualii
cu douit necunoscute se reduce la forma i
axr +by = ¢
(74)

a'z+ by = ¢
wnde a, b, ¢, a’, ', ¢ sunt numere cunoscute.
2 3 b b "y

Pentru a rezolvi acest sistem obscrvim ei prima ccuafic (74),
luatil separat, admite o infinitate de solufii [203].

(a) Ziy Yty X2y Y23 ovs Tny Yaui oen

A doua ccuafic (74), luatd separat, admite, in general, o wltd in-
finitate de solutii

(B) ! Lo Y15 Tay Ya3 ooei Ty Yls o

Daca existi un sistem de valori %, Yy, care si figureze si in sirul
(@) st in siral (B), aceste valori satisfac Ia ambele ecualii (74). Numai
aceste valori sunt solufiile sistemuliui (74).

Pentru giisirea acestor solufii comune, reducem rezolvarea unui-
sistem de douil ecuafii cu dou necunoscute la rezolvarea unei ecuatii
cu o singurd necunosculi. Aceasti ultimi ecualie, impreuni cu una
dintre ccuatiile date, trebue si formeze un sistem de ecuatil echivalen!
cu sislemul dat.

~ Cind am obfinut aceasti ecuafie cu o singurd necunosculd, zicem
cd am’ eliminat pe cealalts necunoscuts intre ccuatiile date, ‘

Astfel si presupunem cit, eliminind pe « intre ecuafiile (74), am
obfinut ecuatia

(75) : my =mn,
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care impreunid cu

(76) - ux+by = ¢ '

formeazit un sistem echivalent cu (74). Ecuafia (75) nc di o singurid
ridicini y = 1%; inlocuind aceasti valoare a lui ¥ in ecﬁatia (76),
obfinem eccuafia de gf'adul intai, cu o singurit necunoscuti,

(1) az+bdl =

m J

care, rezolvatid in raport cu Z, ne di o singurd valourc pentru .
‘ Prin urmare un sistem de doug ceuafis de gradul inldi cu doud
necunoscute admite, in general, un singur sistem de solufis.

207. Eliminarea prin comparare. Eliminarea nccunoscutei z intre
ccuafiile
’ ax+dy=c
(74) o T
ax+by —=¢
s¢ poate face astfel: Considerand pe ¥y cunoscut, fiecare din acesic
ccuafii ne di cite o formuli pentru caleularea valorii lui z

- _c=by i - - __c'—b'y.
(78) = ST Sl (79)- a:— =

In general, pentru o aceeag valoare a lui y, valorile lui z date do
aceste formule sunt diferite. Pentru ca valorile lui 2 sii fie si ele egale,
trebue si avem ;

2

(80) : c=by _ =1y
. ay a

Ajungem astfel la o ecualie cu o singurd necunosculd,

Fiinded am comparat valorile Iui z date de ccuatiile (74) si le-am
cgalat in ccuatia (80), zicem, fn acest caz, cii am eliminat necunoscula
x prin comparare.

OBSERVARE. Sistemul (74) e evident echivalent cu sistemul (78), (79); iar
acest sistem e echivalent cu sistemul format din ecuafia (80) si una oricare dintre
ccuatiile (78) sau (79) [204]. 4

In.adevir daci valorile %o, Yo sarisfac a ecuafiile (78), (79), ¥y satisface la
ccuafia (80) si reciproc, dacy Ty, 3o satisfac la ecuatiile (78) si (80)

c—by §i L—ﬂ_ d—b'y,

din  gp=——"L
o a

- rezulti %=6_—(;>_yg

adicd numerele o, y, sunt solufii i ale sistemului (78), (79).
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Dacit o este ridicina ccuatiei (80) i dacil xy ¢ valoarea lui z
datit de una din formulele (78) sau (79), numerele zy, 9o sunt solu-
fiile sistemulut de ecuafii. ( 74).

- RecurX. Ca si eliminim necunoscuta z prin compararc:
19, rezolvim ficcare .ecua.ﬁc tn raport cu z, presupunand cf y ar
fi cunoscut;

20, egalam valorile Lui x astfel obfinudte.

Ca si climinim pe y Intre ecuafiile (74), rezolvim ficcare ccuafie In raporl
cu y si egalim valorile lui y astfel ob{inute,
EXEMPLU. Si se rezolve sistemul
2z —5y =11
(81) Y
B4y =15,

Rezolvand ficeare ecuatie In raport cu x si egalind valorile lui «, obtinem ecua-
fia cu o singuri nceunoscuti -

s 5y+11 _ —ayts
(82) —_— =, "
: 2 TR
- care rezolvald In raport cu y ne di y=—1. Valoarca lui ¢ valoarea comuni 2

rapoartelor (82) pentru y=—1, Gisim x—=— 3,

208. Eliminarea prin substitufie. Reluand sistemul

ax by =c
(74) ’ ’ Mo
ax-+ 0y =,
dacit scoatem valoarca lui z din ccuatia intiia

c—b1
(83) Tyl
- a
$i 0 punem in locul lui = in ccuafia a doua, obfinem o ccuatie cu o
singurd necunosculd
=Dy ;
(84) a'hj—{- by =¢'.
a

Fiinded, pentru a obfine ecuatia (84), am substituif, in a doua
ccuafie (74), pe z prin valoarca lui dati de prima ccuatie, zicem, ci
am eliminat necunoscuta z prin substitufie,

OBSERVARE. Sistemut (74) e echivalent cu sistemul (83), (84). .
In adevir, daci ay, Yo sunt solutiile comune ale ecuafiilor (74), xy, iy satisfac
§i la ecuatia (83) si fiinded avem

' c—b
G’(I‘o + b’:l/o =l “cu Tg = Yo

rezulld i yo satisface la ecuatia (84),
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Reciproe, dacd g, y, satisfac la ecuatiile (83) 'si (84), avem
__c—byo . ,C—b!/o )
%——T §1 a —a-—--*-b:l/o—c
sau azg=c-—Dbyy $i a'zy--b'yy=¢, adick T, Yo satisfac si la sistemul (74).
Dacii y, este riiddcina ecuafiei (84) si daci x, e valoarea Iuj z
datii de formula (83) pentru Y=1Yo, numerele zy,yy sunt solufiile
sistemului (74). .
RecurX. Ca si eliminim necunoscuta z prin substitutie:
10, scoatem valoarea ui x din wna din ecuafii, presupunand pe y
cunoscut ; obfinem astfe! pentru 2 o expresie, care contine necunoscuta A
20, punem expresia gdsita in locul lui x tn cealaltd ecuafie.

Ca s eliminim pe y intre ecuatiile (74), scoatem vuloarea lui ¥ din una din
ccuafii §i o punem In locul lui ¥ In cealalti ecuatie,

EXEMPLU. Si se rezolve sistermul
: 2z —5y =11
3aztdy=5,

RezolvAnd prima ecuatie in raport cu @, objinem

(85)

(86) : x‘=Li‘5y

si punind aceastd expresie in locul Iui z in ecuafia a doua, obfinem ccuafia cu o
singurz“i necunoscuti 5
(87) 311_;—“53’—}—4y=5 sau  82-4-15y-1-8y =10 sau WBy=—23

o 7
care ne di y=—1. Inlocuind in (86) pe y cu —1, gisim r=-—3,

09. Eliminarea prin reducere. Reluand sistemul

€ I : 14 - 14
(74) a'x ] b’g/_c’ b a
azx+by=c¢ —b a
observim ci necunoscuta Y se mai poate elimini si in felul urmitor :
1% Daci avem b= —p’ (sau b=1"), termenii cu y dispar, cand

adundm (sau seddem ) ecuatiile date membru cu membru.

20, Dack b e diferit de b’ in valoare absoluty, putem aduce siste-
mul (74) la forma 10 Inmultind prima ecuatic cu " §i a doua cu —p;
obfinem astfel un sistem echivalent cu cel dat, dar in care coeficienii
i y sunt egali si ew semme contrarii: ‘

alz 00"y = cb’

—ba'z -0y =~ b,
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Adunind aceste ecuatii membru cu membru, termenii fn i dispar
si riimane o ecualie cu o singuri necunoseuti :

(88) j (ab’'—=ba')z = cb'— D¢,
care, pentru ad’—ba’== 0, ne di ridicina

: _eb'—=b¢
<2 e

Valoarea necunoscutei y se poate obtine pe aceeas cale, fiicand
ca termenii cu z sii aibd coeficientii egali si-cu semme contrarii, Pentru
aceasta inmulfim prima ecuatie cu —a’ si a doua cu a. Adunind ccuatiile
obfinute, membru cu membru, dispar termenii in 2 si ob{inem ceuatia

(90) (ab'—ba") y = ac’— ed,
care, pentru ab’—ba’== 0, ne di ridicina
'  ad—ca’
G Y= =ba
Formulele (89) si (91) ne dau solufiile sistemului (74).
In acest caz zicem ci am intrebuintat eliminarea prin reducere.

ReeurX. Ca si eliminim necunoscuta y prin reducere:

. 1% Dacd coeficientti i y, in ambele ecuatii, sunt eqali si cu semne
contrarii, adundm ecuafitle membru cu membru,

20, Dacii cocficienfii lui y sunt egali st cu aceleagi semne, seddem
ecuafiile membru cu membru,

3% Dacd coeficienfii lui y sunt diferifi, nmulfim ambii membri ai .
ecuafier intdia cu coeficientul lui y din ecuafia a doua s ambii membri
ai ecuafici a doua cu coeficientul i v, cu semnul schimbat, din ecuafia
intdia. Adundm apoi. ecuafiile membru cu membru (1)..

EXEMPLE, 19, r-y=2
: m'—y=12..
Adunind' ecuaiile obfinem 2z==14 si z=7. ScizAnd ecuajia a doua din
intdia obfinem 2y=—10 si y=—75. Solufiile sistemului sunt z=7, y=—175,
Verificare: T4 (—5)=7—5=2; T~ (—58)=1745=12,

20, Si se rezolve sistemul -
: 2z —5y=11

Bz fdy=>5.

(1) Operafia accasla e analoagi cu aducerea a doud Sractii la acelas numitor {82]. Dact M ¢
un maltiply comun al nu,merclor b, ' sidack M:b=0; si M:b'= by, Inmullind ccuatia intdja cu b,
§i ceuatia o doua cu —b; coeficienlii Iui y devin M si—AM.

M poate fi cel mai mic multiplu comun al numerclor b, b,
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Ca si eliminim pe y, Inmullim prima ecuatie cu 4, a doua cu § si adundnd
obtinem
2z—5y =11 4
8xt-4y=35 5

23x =69 de unde =3,

“Ca si eliminim pe z, Inmulfim prima ecuatie cu 3,a doua cu — 2 $i adu;
ndnd obtinem
2 ~—5y=11 | 3

8zt-4y=5 |—2

- —28y =25 de unde y=w—1,
“Solutiile sistemulyi sunt r=38, y=—1,
Verificare: 2.83—=5.(—1)=6-+15=11; 3.84-4(—1)=9—4—35,

210. Discutie. 10. Dacy diferenfa ad"— da’ e diferitd de 2ero, sistemul
(74) : (I) az+dy—=c :
' (I) az+dy=¢

admite un singur sistem de solutii, finitc si bine d'eterminate, date prin
formulele ¢

_eb—be _ac’—ca
(92). ST T e o

20, Daci ab’— ba’ = 0 “dar unul dintre membrii ai doilea ai ecua-
tiilor (88) sau (90) e diferit de zero, ecuatiile (74) nu admit solufit
comune sau sunt incompatibile. Sistemul (74) e imposibil, .

De exemplu dacii eb’—be¢’ = 0, ecuatia (88) [209] e ‘imposibilg,

; @ b ¢
Conditiile ad'= bo/ dar be’ = ¢b’ sau - =5 * 7 De aratd cif, in
acest caz, coeficienfii necunoscutelor sunt proporfionals. -

. EXEMPLU. Sistemul 6z-}-3y=1
2z 4 y=4,
In care numai coeficien{ii lui = si y sunt proporfionali, e imposibil, In adevir, tn-
mulfind a doua ecuatie cu 3, obfinem . .
T 6x-3y—=1
bx1-8y=12.
si e evident ci ambele ecuafii nu pot fi verificate de un acelag sistem de solutii,

30. Daci ab’= ba’ =0 si ¢b’'—be’=0, avem -
Vo DR e ok fon u el i
a & ¥ P e i e e LS
adicd tofi coeficientii dela ecuatia (74, 1) sunt proporfionali ‘eu ¢coe-
ficientii dela ecuafia (74, II). '
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" Avem dar siac’— ca’=0 si_solutiile ‘sistemului (74) sau (88)
si (90) sunt nedeterminate. Dacy unul din. cdeﬁcientii lui 7, de exemplu
b e diferit de zero, valoarea une: necunoscute (z) poate fi luati in mod
arbitrar, iar valoarea corespunziitoare a celeilalte necunoscute-(y) e bine-
determinatd prin ecuatia az +by = ¢. In acest caz zicem ci sistemul
e medeterminat de ordinul 1. s S )

49. Dacil tofi coeficientii necunoscutelor a,b,a’,b" sunt nuli, siste-
mul (74) se reduce la - i

’

O0=c s 0=

Daci unul din cocficienfii ¢ sau ¢ ¢ diferit de zero, sistemul ¢
imposibil. - e . R TR e o -
~ Dacii e=¢"=0, sistemul ¢ satisficut de orice numere puse in
locul necunoscutelor z si . In acest caz zicem ci sistemul o ‘nedeter-

- minat de ordinul 2 (1).

211. Regula Ini Cramer. Diferenta ab'— e’ are un rol important

in determinarea: ridiciniler sistemului (74). Ea e formatd numai e

coeficientii mecunoscutelor din ambele ecuafii si se mai reprezinti in' mod
conventional prin notatia - 1

D=

B b S
a . l
coeficientii a, b, o, ¥’ fiind asezafi in acest tablou in aceeas ordine ca”
§i In sistemul (74). : . - ' g

- Expresia D se numeste un determinant de gradul al doilea; numerele
@,b,a, b sunt elementele determinantului. Acest determinant are doud_
linii (ab, a’l’) si (doud coloane aa’,bl'). Valoarea Iui, prin definitie,
e datd de egalitatea: ‘ . '

(LXIV) .

a v
Solutiile sistemului (74) sunt date sub forms fractionard prin for-
mulele (92). Amandous valorile (si z $i ¥) au ca numitor determinan-
‘tul D. Numéritorii din formulele (92) sunt si ci niste determinanfi si-i
vom insemnd en Dy §i Dy: : ‘ :
c b
¢ b
Numiritorul D; din formula 93 care dil pe x, se obline din
determinantul D dela numitor, daci inlocuim elementele a, a’ (coefi-
cienfii lui ) prin e, ¢ ( cantitdfile corespunzitoare din snembrul al doilea). .

= ab'—ba’  (determinant gr. 2 )-

S

a ¢ ’ ‘
=ac— ca.

5 = =ch~be, Dy=|% °

a e

(1) C. Bourlct, Legons d’algébre élémentaire, Paris, 1806, pag. 184; .
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. -In mod analog numiritoral Dy din formula (92), care di pe v,
se obfine, dacil inlocuim in D pe b, ¥ (coeficientii lui'y) prin ¢, ¢ (can-
litdfile. corespunziitoare din membrul al doilea).
RicuLx. Soliile sistemutui
B az +b Yy=c
Az + by = ¢,

H

dacid determinantul D = I @ e diferit de zero, sunt date prin formulele

o b
| e b , a ¢ _

r 5 .' ¢ b .Dx a (4 Dy
AV = ———— = o = ——— = =L,
(LXV) o e ) 1 i D

¢ v e

W care ficcare fraclie are cq numitor deferminantul coeficienfientilor ne-
cunoscutelor, iar ca numdrdtor determinantul ce se obfine din numilor,
cand inlocuim coeficieni necunosculei, pe care o cdutdm,  din ecuafiile

date, prin termeni; corespunzdlori din membrii ai doileq.
Aceasta ¢ regula.lui Cramer.

EXEMPLU. 84 se rezolve sistemul -

L2z =15
(93) x4y
3x—Q2y—=—3,
Fiinded determinantul coeficientilor necunoscutelor este
25, Bl -
== ’ = = 3 3_ == i O =— ==
v L 3 -2 2.(. 2) '1 ,4 -3 7:{::0,'
sistemul (93) admite solufii Dbinedeterminate si cum :
[ 6 1 v [S2 5N
= b e OB == 7 e =—06—15=—91,
4 ]—3—21 TS A g
solufiile wunice, date prin regula Iui “Cramer,. sunt ‘
_Dx_ -7 Dy =21
N B s e et

212. Doui ecuatii cu trei necunoseute. Cand ni se di si rezolvim
un sistem de doud ecuafis_cu tres necunnscute
(94) ar+by+ez=d
. a’x + b'y+ C'Z - dl,
dacé dunul dintre determinantii formati cu coelicientii a doud- necunos-
cute e diferit de zero, sistemul o ‘nedeterminat de ordin- 1,

In adevir, dack ab'— ba’== 0, luand pentru z o valoare arbitrard =,,
reducem sistemul la: doug. ecuatii cu doud necunoscute & si y. Rezol-
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vind acest sistem, obtinem pentru z st y doud valori xy, 7. Valorile
Zo, Yo, %0, astfel determinate, sunt solufiile sistemului (94).
Cum aceste operafii se pot repetd plecand dela orice valoare a
lui z, vedem ci sistemul (94) admite o infinitate de solufii.
EXEMPLU. Ca si rezolvim sistemul
n 22 —5y4-8z=17
dz}-8y — z=1,
ludm pentru z o valoare arbitrard, de exemplu z=2 si sistemul se reduce la
2z —5y+6=7 ' 2z —5y==1
(96) - y+ sau - AL ;
dr1-8y—2=1 4z-8y =3,

care aduite solufille 2 = %g, y= -11—8- Un sistem de solutii al sistemului (95) este

(95)

23 1
dar T=ggr Y=g 2=2,

Luand o alt4 valoare pentru z, gisim un alt sistem de solutii pentru ecuatiile
(95), si ash mai departe,

213, Trei ecuatii cu trei necunoscute. Ca si rezolvim un sistem de tre;
ecuafis cu trei necunoscute, de gradul 7ntdi, il seriem sub formi normald :
(I) az+dby+ez=d
(97) : (II) oz+bytez=d
(1) a"z+b"y+c'z=d"
“si, elimindnd wna sau doud necunoscute, ciutim si reducem problema
‘la rezolvarea unui sistem de doud ecuafii. cu doud mnecunoscute san a
unel ecuafii cw o singurd necunosculd,
19, Dacit ab’— ba’ 3= 0, considerand in ecuatiile (97,IsiII) pe 2
ca o cantitate cunosculd, scriem aceste doud ecuatii sub forma
: az+by=d—ez
(98) el
az+by =d—cz
si rezolvandu-le dupid regula lui Cramer obfinem pentru x si y solutiile
T (d=e2). V' =b.(d'— ¢'z)

(58) A=)
: ' _a(d—=cz)— (d—cz).a'.
(100) y= ab’—ba

.~ Valoarea luald pentru z si valorile corespunzitoare ale necunoseu-
telor  si y date de formulele (99) si (100), trebue si satisfacy sl la
ecuatia (97, III), adici trebue si avem :

: cw(d—c2) b= 0@’ —¢2) ., a(d = cz)— (d—ez)a’
(101) {if ab’—ba" . £l . ab’— ba’

3

1

4’z =4d",
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- Obtinem astfel o ecuatie cu o singurid necunoscutit (2), care pusi
sub form# normald, se reduce la :

(102 )' (ab'e"+ bca"+ ca’d’—a'be—b"ca—c'ab)z = : >
abd"+ bd'a"+ da'd" — a"b'd — b'd'a — d"a’b.

Sistemul (97) e echivalent cu sistemul format din ecuatiile (99)

(100) si (102). Dacti ecuatia (102) se poate rezolvd si dacl 2, este o

solutie a ei, formulele (99) si (100), pentru z =2z, ne dau cate o va-

loare xy si yo pentru z si y. Numerele Zgs Yo, 20, astfel obtinute, sunt

solutiile sistemului (97). . ‘ ;

' 20, Sistemul (97) se mai poate rezolva si in modul urmiitor:
Daci a == 0, ecuatia (97, 1) ne di

(103) o= G=by—cz
. S

si inlocuind, in ecuaiile (97, IT §i 1), pe « prin aceastit expresie, obfi-
nem un sistem de doud ecuafii cu doud necunoscute (y siz)
o d—by—ecz

= +Vytez=4d

(104) i ,
: a"—:——g = +dy+tez=d",
care, pus sub form¥ intreagd si normald, se scrie

’ . ’ N r 1 ‘2 . 4 ! . 4
(105) (ab' ba")y F(ac ca)z_ad" da’
(ad’—ba")y+(ac"—ca")z = ad'— da”.

Dacii sistemul (105) se poate rezolva si daci gy §i z sunt solu-

fiile lui, formula (108), pentru Y=Y $i z=12, ne di o valoare z,

pentru . Numerele o, o, 29, astfel obinute, sunt solutiile sistemului (97),

214. Determinant. Si insemniim cu D coeficientul lui z din
ecuatia (102):

(106) D =abe"+be'a"+ ca’d’— a"be —b"c’'a — c"a’b.

Aceasti expresie, care joaci un rol analog cu expresia D dela
paragraful 211, este un determinant de gradul al treilea. El e format
numai cu coeficienfii necunoscutelor din ecuatiile (97) si se reprezinti
in mod conventfional prin tabloul

W N :
(107) - D=14d b ¢ | (determinantgr. 3)
) au bn cn =
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in_care ,eoeﬁcientii,necunoscuteloi';sunt serigi in ordinea, in care so gii-
sesc In ecuatiile (97). : g 1
Acest, determinant are 9 elemente asezate in .8 lingi (abe, a'b'e,
a"b"c") si 3 coloane (ad’a”, 0D, cc'e”). Valoarea lui, pPrin definigie,
¢ datd de egalitatea: - P i
- a b ¢
{LXVD) | a b ¢ | = ab'e" - be'a"+ ca’l’ — a"lbe— breg — erah..
- o .- arl blr c" . :
Suma algebries dig membrul al doilea se obtine usor, din tabloul D,
prin regula lui Sarrus; _ - L :
REGULA. Ca sg caleulim valoarea wnui determinant de gradul al

treilea, seriem determinantul sub forma (107) si la dreapta lui repetam
incdodatd coloanele intaig §t u doua; formim astfel tabloul

ol X X X Vs o %4
: . "W i o2
1 -a = b A e o b
,l I/ ’l
f’ 07 .,’
,I’ // '/, 5
(108) @ 6T el Nl g
l’ ,/, // :
. ,” A 7 \
a” bn c” a” b”

’ 7 e \ \\ \

=y B S
18 Ludin cu semnul .+ produsele clementclor din prima diagonalg
(abc") §i din celelalte doug linii paralele eu cq . (bca”, ca’d”).
20, Ludm cw semnul — nrodusele elementelor din din onala a doug
A b= pr g
(a"b'e) si din celelalte doug lindt paralele cu eq (0'ca, ¢"a’d). .
3% Facem suma algebricd a tuturor produselor astfel obfinute.

“ EXEMPLU, Ca s calculdm valoarea determinantului de gradul al treilea

4 3 2| 4 3 2 4 3
P G formidim tablowl -3 9 _y 3 9
DRSNS 2 T A S |

.§i aplicAnd regula luj Sarrus obtinerﬁ' v !
i 'A=4.2.3+3.(—4).2+2.3.1—2.2.2—1.(—4).'4—3.3.3=_1'3.

Determinant minor. Daci suprimim o linia si-o coloand din
determinantul ( 107), obtinem un determinant de gradul al doilea, [211],
care se numeste determinantul minor corespunziitor elementului comuy
liniei $i coloanei suprimate, ; |
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EXEMPLU. Daecid suprimim linia a #reia si coloana a treiq din determinantul D,

. B R . : o
obfinem determinantul ! @ b |’ care e minorul corespunzitor clementului c”,

Determinant nul. Determinantul D e nul, dacii are toate cle.
mentele dintr'o coloand (sau dinir'o linie) nule.

Iz adevir, dac toate elementele unei coloane (de exemplu a, a’, a") sunt nule
sau dacd toate clementele unei linii (de exemplu a’, b', ¢’) sunt nule, formula (LXVI)
ne di D=0,

215, Regula lui Cramer. Am vizut cd, elimindnd necunoscutele z siy
intre ecuatiile (97) [213], obfinem ecuatia (102), care se mai poate scrie
(109) LI
dacd punem I :

D = abe"+ b ca”’+ ead’— a'be—b"ca— c'ab

D= abd'+ bda 4 da’l'— a'bd—b'da— d'a’d
sau :
¢ - a
== A=tz
| a” b”

~

: o3 1
(110) D=|4d ¥ &

d
¢ d
a ¢ a

Determinantul D, se obfine din determinantul - D, dac inlocuim
coeficientii lui z din ecuatiile (97) (e, ¢, ¢") prin cantitifile corespun-
zdtoare din membrii ai doilea (d, d’ d"). B,

“Daci climinim necunoseutele siz sau  si 2 intre ecuatiile (97),
obtinem in mod analog ccuatiile oy e
(D =) e Gt =

in care Dy i D, sunt determinanfi analogi cu Ec

' Peaimdied ot gl Ja a d ¢
(112) = qf v ¢ T DyS== S e
: ¢ - a d" ¢

: De aci rezulld, si in acest caz, regula lui Cramer [211]:
* Recurx. Solufiile sistenudui - ¥
_RET R ax o e =
(97) @z by Lz _—_(l 1 !
: ax+Vytes =, Sl
— . dacd determinantul D; format cu tofi coeficienti necunoseutelor, ¢ di-
ferit-de zero — sunt date prin formulele: - - N J L

g ' AN, DY
(I‘XV”) x——-D-,_ ]j—-E-a Z—'-jj‘_’
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in care, fiecare fracfic are ca numitor determinantul D, iar ca numdrd-
lor delerminantul ce se obfine din D, cind inlocuim coeficienfis mecu-
nosculel, pe care o clutdm, prin lermenii cunoscufi corespunzatori
din ecuafiile date.

- OBSERVARE. Pentru “aplicarea acestor formule, termenul cunoscut
deia fiecare ecuatie trebue si fie scris in membrul al doilea.

EXEMPLU. 83 se rezolve sistemul

4z 8y-+2z =11
3x+2y+4;=—17
2z 4 y+382=2965,

gasim ; '
| 4 8 2 : [y 2,
D=| 3 2-—-4 =—130; Dx=! ~17 21—¢ || =— 195,
| fglat '8 [ 25 1 3 |
< bR 4 3 11
Dy=] 38-17~4 = 260, Dz=l-}3 Pre gl =—T1,5
225 3 . e
si solufiile sistemului dat sunt
=195 . 9 —5
= 13 -——10, y—TB——QO, Z == —13 —5,0.

~ ?16. Discutie. 1v. Daci determinantul D (110) e diferit de zero,
ceuatiile (97) admit un sistem de solufii st unul singur dat prin for-
mdele lur Cramer (LXVII). , .

2. Daci D=0, dar dacd unul dintre delerminanfii lui minori de
gradul al doilea e diferit de zero, sistemul e dmposibil sau nedeterminat.
De exemplu daci ab’—ba’==0, eliminand necunoscutele z si y prin
metoda 19[213], obtinem pentru z ecuatia i

(109) .D.Z=Dz.

Daci D, =+ 0, ecuatia (109) e imposibild i sistemul (97) e im- -
posibil. Daci D, =0, valoarea Iui z e nedeterminald" si poate-fi luati
in mod arbitrar, iar valorile corespunzitoare ale celorlalte doui necu-
noscute (z§i ) sunt determinate prin formulele (99) si (100). Siste-
mul (97) e nedeterminat de ordinul 1

3% Daci D e nul si tofi determinantii lui minori de gradul al doilea
sunt nuli, dar dacd wn element din D e diferit de zero, sistemul poate
iards fi imposibil sau nedelerminai. De exemplu, daci a0, intrebu-
infand metoda 2° [213], obtinem sistemul (105). :
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Dacd unul ‘din determinantii ad'— da” sau ad”— da’ e diferit de
zero, sistemul (105) e imposibil. Deci i sistemul (97) e imposibil.

Dacii ad'— da’ = ad”— da” = 0, sistemul (105) e medeterminat.
Valorile a doud necunoscute (y si z) pot fi luate in'mod arbitrar, iar
valoarea corespunzitoare a celeilalte necunoscute (x) e determinati prin
formula (103). Sistemul (97) e nedeterminat de ordimd 2. O

40. Dacll tofi coeficientii necunoscutelor sunt nuli, ecuafiile (97) se
reduc la

0.240.y+0.2=d, 0z+0.y+0.z2=d, 0.z+0.y+0,z = g,

Dacii una dintre cantititile d, d', d” e diferitd de zero, sistemul e
umposibil. Dack d=d =d" =0, valorile tuturor necunoscutelor pot fi
luate arbitrar. Sistemul e nedeferminat de ordinul 3; nedeterminarea
e complectd. - - e : '

217. Trei ecuafii cu doud necunoscute. Cand avem de rezolvat
un sistem de ecuatii, dacd ecuafiile admit solufii comune, zicem cii sunt
compatibile si sistemul e posibil; in cazul contrariu ecuatiile se zie in-
compatibile si sistemul e imposibil. : : .

Am vizut, pentru sistemele formate din ecuafii cu doud sau trei necunoscute,
cd, dacd numdrul ecuafiilor e cgal cu numdrel necunoscutelor [ 206, 213 ], rezolvarea
sistemului e, in general, posibild si ecuafiile admit un sistem unic de solufii comune,

Dacd avem mai pufine ecuafii decdt neceunoscule [204, 212], sistemul ¢, in
general, nedeterminat, [ i : !

Cand avem mai multe ecuafii decit necunoscute, sistemul e,-in ge-
neral, imposibil i, penéru ca toate ecuafiile sd fie compatibile, trebue
ca anumite condifii si fie indeplinite.

Si considerdm sistemul de frei ecuatii de gradul intdi cu doud
necunoscute : .

(I) az+by=c
(113) (II) az+dy =<
(II) a"z+b'y=¢".

si sii presupunem cit unul dintre determinantii de gradul al doilea

C(114) ab’=ba’, aV'—=ba", a'b—1b"a
formati cu coeficienfii necunosentelor din doud ecuatii, e diferit de zero.
Daci : :
(115) 0=ab'—ba' 0,
ecuatiile (I) si (II) admit solutiile unice
_eb'=0 _ac’—ca’
(116) Ta— YT

M. G. u
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date prin requla lui Cramer. Pentru ca aceste solufii sii satisfacii si
ccuatia (III), ¢rebue sd avem: : S

o eb’'—be | b,,'ac'—' ca’ "
CHERT ab’— ba’ ’

egalitate, care — pusi sub formd intreagi — se poate scric:

: a b ¢ |.
(117) L= af b ¢ |=0.
¥ . 1 a" bl: cl!

Prin urmare: Pentru ca trei ecuafiy de gradul intdi cu. doud ne-
cunoscute si poald fi compatibile, trebue ca determinantul format cu
tofi coeficientii ecuafiilor si fie nul. i \

Discurie. 19, Dacii determinantul A (117) e diferit de zero, siste-
mul (113) e imposibil. :

20, Dacii determinantul A e nul si- dacd wnul dintre determinanfii
(114), formaii cu coeficientii necunoscutelor din dous ecuatii, ¢ diferit de
zero [de exemplu dacd & == 0 (115)], ecualiile sunt compatibile si- ad-
mit wun singur sistem de solufii, care se obfine rezolvind cele doui
“ecuafii corespunzitoare determinantului 5. | :

. 30 Dacit fofi' determinantii (114) sunt nuli, sistemul ‘poate fi im-
posibil - sau medeterminat,

Astfel, dac3 tofi determinantji (114) sunt nul;, dar a e diferit de zero, rezol-
vand ccuafia (113, 1) i raport cu x si punind aceasti valoare in locul Jui z in
ccuatiile (118, II si IT), vedem ci sistemul ¢ posibil numai daci '

acl—ca’'=0 s zic"-—ca”= 0.

In acest caz valoarca lui y ¢ arbitrard, iar valoarea corespunzitoare a lui x
‘¢ determinati de- ecuatia ().

EXEMPLU, Si se rezolve sistemul

() 22~38y=3
(118) (1) &4 yg=m—1
() 2z 4 y=o0.

Eeuatiile (1I) si (III) sunt cele mai simple si fiinded avem *

o) =& '

1| b
1 1-1]|=0 si ]; 1|=—1¢0,
2 1 0 _ e

sistemul dat ¢ posibil & admite un singur’ sistem de solufii date de ccuatiile (s -
(HI). Gasim astfel: =1, y =2, j :

OBSERVARE. Pentru ca un sistem format din. mai mulfe ecualii cu doui necu-
nosculte si fic posibil, trebue si e deajuns ca doud dintre ccualii, Impreuni cu fiecare
dintre celclalte, si fie compatibile, '
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218. Eeuatii liniare §i omogene. O ccuatic de gradul bdi . se
mai zice si liniard. O ecuatie ¢ liniard i omogend,. cind are nwmai.
termens de gradul intdi. B : :

EXEMPLU. Feuatia 2z4-8y—5z=0 e lniard si omogend; ccuatia
Tz —8y =135 c liniard dar ncomogend; ccuafia 2a™4-x—4 =0 ¢ acliniard,
Doud ecuatii cu douii necunoscute, Sistemul -

(I) az+dy =0
(II) az+by =0 -
e un sistem de doud ecuatii liniare i omogene cu doui neccunoscute.
Pentru rezolvarea lui putem aplicd regulele date pentru sistemul (74)
[206—211], observind ci, in acest caz, avem ¢ = ¢ = 0,
Dupd discuia ficutd la paragraful 210, rezulti ci:
1°. Daci determinantul .

(120) D=

(119)

a.
p;

a

b
. ‘ = al’— ba’
e diferit de zero, ecuafiile (119) adimit numai solufiile =10, y =0,
date prin requla lui Cramer B2\ §

In adevir, pentru ¢= = (i, determinantij

5 = Dx=cb'—be’, Dy=ac'—ca

sunt auli si formulele (LXV) ne dau solutiile wnice ; z=0, y=0,

20, Dacd determinantul D e nul, in toate cazurile posibile, . siste-
mul (119) e nedeterminat.

Astlel dacd a == 0, y e arbitrar, iar z e delerminat de ccuatia (1), Daci lofi

coeficienfii necunoscutelor sunt nuli, amindoud valorile = si y sunt arbitrarc; nede-
terminarea e complectd, : i

OBSERVARE. In cazul 20 si numaj in acest caz, sistemul (119) admite. §i “so- _
lulii care nu sunt toate nule, g - : o .
Trei ecuatii cutrei necunoscute, Sistemul

(I) az+by+ecz=0
(121) il () az4+dy+cz=0
() a"z+d"y+c'z2=0

e un sistem de trei ecuatii liniare si omogene cu trei necunoscute.
Pentru rezolvarea lui aplicim regulele date pentru sistemul (97) [213],
observand ci, in acest caz, avem d=d’ = d" =0, _
Dupii discutia ficutd la paragraful 216, rezulti cii: .
19. Dacd determinantul !
a ¢
(122) _ D=|a b ¢
aQ

" " "

c ) o
14
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e difcrit de zero, ecuafiile (121) admit sistemul unic de solufii comune
=0, y=0, 2z=0, dat prin regula lui Cramer [215].

In adevir, pentru d=d =d"=0, fofi determinanfii Dx, Dy, D; sunt
nuli, (ca avind o coloani formati din elemente nule [214].

2% Dacd determinaniul D e nul, in toate cazurile posibile [216,
20, 30 si 49], sistemul (121) e nedeterminat (de ordinul 1, 2 sau 3).

OBSERVARE. In acest caz sistemul (121) admite si solutii, care nu sunt toate nule,

EXEMPLU. Si si rezolve sistemul liniar 5i omogen: -

(I) 2z —38yt2:=

(123) (1) 4x—1244-82=0

: (1) 8z — 9y-J-62=0.
Determinantul

1 =3 ¢
D=8 SO
3 -9 6

precum si tofi determinantii lui minori de gradul ‘al doilea [214] fiind nuli, sistemul
(123) e nedeterminat de ordinul 2. Luind valorile a doui necunoscute (y siz) ar
bitrare, valoarea corespunzitoare a necunoscutei a treia (z) e dati de una dintre
ccualii, de exemplu de ccuafia (I): z— 3y—2.

Astfel pentru y =7, z =—'5 gisim x = 26; pentru y=—3, z — 8 giisim
¥ =—25 si agk mai departe,

Din amandoud observirile precedente, rezulty urmiitoarea

TeorEMX. Condifia necesard gi suficientd ca un sistem de doud
ccuafss lindare §i omogene cu doud necunoscute sau de trei ecuafit iniare
$t omogene cu trei mecunoscute si admiti solutii, care sid nu fie toate mude,
este ca determinantul format de tofs cocficientis necunoscutelor si fiz nul.

219 Permutiivi circulare.- Daci presupunem cd 7 litere @, b, ¢, ...,
%, 1 sunt scrise pe un cere ( fig. 34), le putem citi, unele dupi altele,
incepind dela orice literi vrem. Obtinem astfel » grupe (G) diferite:

a b ‘ abe ... kl,
l ¢ be ... kla,
A ' (G) c...klab,
- * labe k
Fig. 84,

Trecem dela o grupi (@) la grupa urmdtoare inlocuind fiecare literi
prin litera care urmeazii pe cere. In acest caz zicem cif facem permu-
tdri circulare. '

OBSERVARE. La permutirile circulare ale literelor abc .., kI, litera care vine
dupd ! e a,
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Tot astfel daci din doud siruri de litere
a,b, ¢, v, Kyl s aG 0,6 e, BT
form3dm expresii ca : T
(124)  ad+ 0=l bd+o—d!, cetd—V, ...,
~ pe care le obtinem inlocuind fiecare literii dintr’un sir prin litera wrmd-

toare din acest sir (dupd ! si I’ urmand respectiv a si a”) zicem ci de-
ducem toate expresiile (124) din cea dintii prin permutdr: circulare.

220. Douil ecuatii omogene cu trei necunoscute. Daci avem un

sistem de doud ecuatii liniare si omogene cu trei necunoscute
(125) - ezt by tez=0
) e’z +by+cz=0

)

si dacd determinantul ab’ — ba’ e diferit de zero, scriind ecuatiile sub forma

z .y
a=+b==—¢
z 'z

Ix ly - 4
o=+ b==—¢
11

si aplicand regula lui Cramer [211], obfinem pentru rapoartele % si %
valorile unice _ ’
z _ be'—ed’ y __ca’—ac

d = T R R 1
z ab’—ba’ % ab’— ba'

'
De acl rezulti ci

x Y z
2 ; — 0 ; — YCOF 5L 1
(1 6)v Cbe—eb ca—ac ab—ba -

Prin urmare, in acest caz, sistemul (125) e nedeterminat si valo-
rile necunoscutelor 2, y, z sunt proporfionale cu determinantii de gradul
al doilea, pe care-i obfinem din ab’— ba’ permutind cirerlar coeficientii

a,b,csiab,c.
‘ La fieccare necunoscuti corespunde un determinant format cu coeficientii celor-
lalte doud necunoscute din sistemul (125).. ’

EXEMPLU, Sistemul

-

z—10y—5z=0
3z+ 12y — z=0.
admite o infinitate de solufii =, Y % proporfionale cu determinantii
LT : 1 -10]
!

== 42,
12 3 12

; -5 1
=FO' e ’ |
e l—l 3‘ N
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Avem dar %=_—J1’4=—f-=)\ sau »‘w——'—70}\. y=—14x, z=4), unde va-

loarea lui x ¢ arbitrard.

221. Sistem de n ecuatii cu n necunoscute. In general, cind ni
s¢ dd sd rezolvim un sistem (E). de-n ecuatii cu n necunoscute iy Lo,
T3y «y Tn, climindm n—1 necunoseute intre ecuafiile date §i reducem
problema la rezolvarea unei ecuafii cu o singurd necunosculd,

Astfel, intrebuintand metoda elimindirii prin s ubstitutie [208],
daci una dintre ecuatiile (E) se poate rezolva in raport cu z;, dedycem

(127) : ' -2y =f(x2,x3,"..., -’L'n)

si, punand aceasti expresie in locul lui z; %n toate, celelalie 1—1 ecuafii,
obfinem un sistem ( F') de n—1 ecuatii cu 2—1 necunoscute z,, TR
Sistemul () se inlocuesto prin sistemul (F) si formula LT,

In acelas fel eliminim o a dopa necunoscutd x, intre ecuatiile (F)
si asa mai departe, pand cind ajungem la o ecuatie cu o singuri ne-
cunoscutd. Rezolvarea sistemului ( L) se reduce la rolvarea unes eceuafii
(L) cu o singurd necunoseuts Zn §i la n—1 formule, analoage cu (127),

Zn—1 = X(Zn), ..., 22 =9g(73, ..., 2), z = (22, 23, 1.0y a),
care, pentru fiecare ridicini Zp a ccuatiei (L), ne dau succesiv valorile
corespunziitoare ale celorlalte necunoscute Tn—1y «ovy X2y Ty

EXEMPLU. Si se rezolve sistemul

(1) x+2y—z—3u+v= i1
(1) b6x-f-4z—ul-2p =12

(E) (1) x—3ytz=—¢
(). Y4-2z2—3u-t5y =95
(V) z_+1t_—{-3v-='14,

format din 5 cbuafii 1ihfare cu 5 necunoscute z, y, z, u, v, .
Necunoscuta z se gaseste numaij-in ecuafiile (I), (1I) si(Ill). Ecuatia (HI),

care e cea mai simpli, ne di : ' -

(128) N =8y—z—¢

si inlocuind pe z, n toate celelalte ecdajii, " prin 'exprésia 3j/—z-¢-6, ubtinem 4
ccuafii cu 4 necunoscute

(1) 5y—2:—8u 4 v=17

() 18y—2z — w420 =48
(r) (V) y42:—3ut50=25

(V) z 4+ uf-8v=14,

care Impreund cu ecuafia (128), formeazi un siste;n echivalent cu (E),
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In acelas fel, eliminand necunoseutele y, z si v, gisim' ci

: a - () z—ud4-929=—29
129) y=—274-3u— 2
C i ((ziijFulv;W_*- ° ne ds - (&) (1) 38z~—53u-}-88v = 402

(V) 24148y =14;

(130) r—nu—2040 - (1), —5ut-dp=20
Lt . (dn G, 1) 1 e e +v=5
(131) z(:d-;sﬂ—%i; nedi (L) (II) —183u=0,

Ultima ecuatic are o Singura ridicind 1 ==0 si valorile corespunziitoare ale
celorlalte necunoscute v, z, y si & sunt date, in mod succesiv, de formulele (131),

(180), (129) i (128). Gisim astel, pentru ecuatiile (E), sistemul wunic de solufii
comune: =1, y=2,2=—1, u=0, v=5,

=322. Metode particulare, In unele cazuri solutiile unui sistem de

ecuatii se pot obfine mai ugor prin mefode particulare impuse de forma
sistemului. Dim aci douy exemple. :

DD

EXEMPLUL 19, Si se rezolve sistemul

z-tytz=15
Ytetu=14
zutz=9

utxty=1,

* Adundnd ccuafiile, membru cu membru, obfinem j ’
22+4-8y+-8z4-3u=239 ~ sau xtyt2u=13,
Scdzind din accz}stﬁ ecuatie pe ficcare dintre ccuafiile dale, deducem
Cxdytzdou =13 etytz2tu=13
z+yt+z =15 Yt+z4+u=14
- U =—2 an =1
w+y+z+1c=13 > rtytzdu=13
2 +zdu= 9 Cozty o fu= 1
i s n=1T13 PR =12
EXEMPLUL 2, S& s6 rezolve sistemul _
22—5y=0, Ty==3z, xy -z = 1400,
Scriem primele dous ecuafii sub formi de proporfii’

T WERE By RS
=, e

r o= o ST - I :
-§i tmpdrfind prima ecuatie cu 3 si a doua cu 2, deducem [84, 1i159]

2_Yy_ 2z  xtyt:z _1400__40 \
15" 6 14 1536F+14 35

Prin urmare: @=15X40 =600, y=6X40=240, = 14340= 50,
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223, Semnul binomului az-+b. Ridicinag ecuatiei ‘az-+b = 0 fiind
A e ', putem scrie, pentru orice valoare a lui z,
- b
az+b=aqalzx- 7
De aci rezultd cii: _
10 Pentru « > 2, diferenta z—2" fiind pozitivd, valoarea bino-
mulwi ax+b are semnul i @, ' _
20. Pentru x < 2, diferenfa z—z" fiind negalivd, valoarea bino-
mului az-+0 are semnul lui —a (contrar cu semnul lui a).

a (.’E—.’C') )

y

EXEMPLU. Binomul 2 —3z are riddcina z = —i— Bentru = < % e pozitiv;
pentru =-§— e nul; pentru x > -:— ¢ negativ. In adevir, putem s\crie

2=de==3at2=—3(z—2), [a=—3,b=2].

24, Neegalititi. Daci f(x) si g(z) sau f(z, ¥,2) 5l g(z,v,2)
sunt doud expresii algebrice, o relafie de forma -

(132) >y

e 0 neegalilale algebrici. Ka are doi membri si una sau mai multe 2e-
cunoscute z, y, z. Valorile, care, puse in locul necunoscutelor, satisfac
neegalitatea (132) sunt solufiile acestei neegalitiifi.

Douii neegalititi sunt echivalente, ‘cind toate solutiile neegalititii
intdi satistac si neegalitatea a doua si reciproc.

Teoremele [198, 199 ], prin care se obfin ccuafii echivalente, se pot aplica si
la neegalititi, dar in acest caz trebue se determinim si sensul neegalititii obtinute.

TeoreMa L. Dacd adundm la ambii membri ai unei neegalitdfi, sau
dacd seddem din ambii membri, o acecas cantitate finitd, obfinem o neega-
litate de acelag sens si echivalentd cu cea datd.

In adevdr, pentru k() finif, neegalititile :

f(z} >g(=z) si f(z)xh(z)>g(z)Lh(z),

sunt echivalente, deoarcce amindoud se reduc la f(z) —g(z) >0 [40, 1].

Cororar. Intr'o neegalitate putem trece un termen dintr'un membru
in celdlalt, cu semnul schimbat, : ’
_ EXEMPLU. Din 52"—32*}-8 > 7 2’42 putem deduce necgalitétile echivalente :

5¢—32'— 12" > 2—8 sau 52— 104° > —6 sau S5x'— 102°-6 > 0,

Gradul unei neegalitdti Putem preciza gradul unei neega-
litd{i numai dupiice am adus-o la forma f> 0 sau < 0. In acest
caz, daci f ¢ un polinom intreg in z de grad n, zicem ci neegalitatea
e de grad n. - b [ '
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TeoreMa II. Daed tmadfim saw impértim ambii membri ai unes
neegalitdfi cu o acceag cantitate by finité si diferitd de zero, obfinem o
neegalitate echivalentd cu cea daid i de acelag sens pentru J pozitiv
(de sens contrari pentru . negativ),

In adevir neegalifatea  f(22) > g(x) sau f(z)—g(z) >0 ¢ cchiva-
lentd cu neegalitatea :

[f(x) —g(x)]h(z) >0 sau fh >'gh pentru I:.(:c)_'> 0

i cu neegalitaten
[f(a:)—g(m)]k(m) <0 sau fL <'gh pentru  h (z) {‘ 0.
EXEMPLU. Cind fnmulfim neegalitatea

(133) ' 220484 > 5r—q

cu 22 —1, trehue si observiim cii binomul 2z — 1 e posiliy pentru = > —l-, nul

2

pentru = % si ncgciliv pentru o < é Prin urmare, din neegalitatea (133), deducem

(2a:’+3mz)(2.1:—1) > (5z—4)(2z—1) pentru ’c‘>_ %;
(224-32%) (22 —1) = (5x—4)(22—1)  pentru Z= .
(22" 82%) (22— 1) < (5z—4) (2z—1) pentru @< L.

CoroLar. 10 Cand avem o neegalitate intre doud expresii tregi
( neegalitate intreagd) putem schimba semnele ia tofi termeni ei, dacd
sehimbdm §¥ sensul neegalitdyis, —

Aceasta revine la a Inmulfi ambii membri aj neegalitdtii cu — g,

.20, Cand neegalitatea contine expresii fractionare (neegalitate frac-
fionard) putem face si dispardl numitorii ( '), daci inmulfim ambjj mem-
bri ai neegalitiitii cu un multiphe comun al tuturor numitorilor ei | 200].

In acest caz insy, trebue si fim atenti la sensul neegalitiifii obti-
‘nute, care depinde de semmnul pe care-1 poate aved numitory] comun ales.

EXEMPLU. Neegalitatea fracfionard i

8z 22— 7
(134) : . m+62+1>m:

tnmultitd eu 3(z—2), ne neegalitatea ntreaga

Het8(6z+1)(x—2) > 2.7,
care ¢ echivalents cu (13%) numas pentri m—‘2 > 0 adicd pentru TSN
Dacii inmulfim tnsx neegalitatea (134) cu 3 (z—2)* (cantitate, care nu poate
fi negativi), obfinem neegalitatea Intreagy :
(135) 8m(m—2)+3(6m+1)(m—2)’>(2m’-7)(m—'2)
echivalenti cu (131) pentru foate valorile luj 2 EEN

(1) 81 alungdm numitorii, V2
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Neegalitatea (135) se mai poate scrie, trecand tofi termenii in membrul tntai,

(136) (2—2) (162'— 25z 4-1) > 0.

2. Neegalitifi de gradul intii cu o necunoseuti.
1% O singurii neegalitate. O necgalitate de gradul nldi cu
0 necunoscutd se poate reduce la una din formele :
(1) azx >0 sau (I1) ez <.

In cazul (1), impirtind ambii membri cu a £ 0, giisim solutiile

> % [de acelas sens cu (I)] dacd a e pozitiy

si
in g [de sens contrarincu (1)] dact a ¢ s Jatw

In mod analov rezolviim si necgalitatea (11).

20. Mai multe neegalititi. Pentru a rezolva = neegalilafy
cu o singurd necunoscutd, le reducem intdi la forma normali:

(187) x> by, o' < by iy anz > by

Rezolviim apoi fiecare neegalitate in parte si luiim valorile lui 74
care satisfac la foate aceste neegalititi. .

10, Daci toate neegalitiifile (187) se redue la forma :
(138) -y S "x>c2,' Seehy L e

si dacii ¢ e cel mai mare dmtre numerele ¢;, ¢,, ..., ¢;, sistemul (137)
¢ echivalent cu neegalitatea 'z > ¢. '

20. Dacit toate neegalitiitile (137) sc reduc la forma
(139) G A A Y ;.., x<c,,

si daci d e cel mai mic dintre numercle €1, €2y vey Cn, Sistemul (137)
e echivalent cu neegalitatca z < d. :

3% Dacit neegalititile (137) ma sunt toate de acelag sens, de exem-
plu, daca p neegalititi sunt de forma 5

(140) x>, x>a2, s Culrats
si ¢ de forma : ] v
141) : | .’lf<ﬁ], x < BZ) vy X <ﬁq (p+q=n),

-§1 dacdt « e cel mai mare dintre numerele %1y @z, ey Uy SI B cel mai mic
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dintre numerele B, , B2, .y Be, sistemul neegalitifilor date e ¢ehivalent ey

(149) r>a, z<B. »
' Dacii a = B, condiiile (142) nu sunt compatibile si sistemul ( 137)
e imposibil. Daci o < B, sistemul (187) ¢ posibil si solufiile Iui sunt
toate valorile Iui z, care satisfac la condifia & < x < B.

© EXEMPLU, S se rezolve sistemul de neegalitdii

5— -3 . 3x
L8y Bz > X, <0, =¥ > a3,

Rezolvim inti fiecare neegalitate separat, Neegalitatea intai ne da
6242 >5—2 s Tx > 3;  deci =z > %
Neegalitatea a doua (143 ) sc-descompune in . _
(¢) 2—3>0, 241 <0 sau (B) (t—3) <0, 244> 0.
Sistemul («) @ >3, = < —4 ¢ imposibil. Sistemu] (B) ne di —d <z <3

]
Neegalitatea a treia (143 ) ne di succesiv:
Pr=b2>Ms—80, —112>—80,  Nz<80; dei o <&

Trebue dar si avem: — 4 < % <z<3< f—? * De aci rezulti e solutiile si-
stemului (143) sunt foate valorile lii = cuprinse intre > si 8,
3 p 7 ¥

226. Probleme. Ca si rezolvim o problemi de algebri :

1% Insemniim cu %5 Y, 2 ... necunoscutele problemei.

20, Punem prob’lema in ecuafit, adici scriem sub formii de cqgalitdfi
relatiile (care rezultd din enuntul problemei) intre cantitiifile date si
cantititile necinoscute.

3% Rezolvim ecuafiile obtinute.

49 Luand datele problemei suls forma cea mai generald, disentim
diferitele cazuri posibile §i cereetim, daci solutiile giisite au un sens
din punct de vedere practic. : :

ProsLevaA I Doud trenuri pleacd, in acelag timp, wnul din Cluj
spre Brasov §i celilalt din Brasov spre Cluj. Primul tren face 75 ko,
pe ord, al doilea face 45 . pe ord. Stiind ci dela Clyj pind la Bragoy
sunt 330 km. de cale feratd, se tntreabd: Iz ce distanti de Chij se ror
ntdlni aceste trenuri?

10 Necunoscuta, ‘Insemnim cu z distanta in km. dela Cluj
pand la locul unde se intilnese aceste trenuri,
20. Puncrea problemei in ecuafic. Primul tren parcurge

830 — 2
43

z km. in 7—3’5 ore; trenul al doilea parcurge 830—z km. in UICY
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Aceste-timpuri trebuind si fie egale, avem ecuatia '

_ 330—z

(144) 0

S

3% Rezolvarea ecuafiei. Din (144) deducem succesiv
152 = 75.(880—z), 8z =5(330—s), Sz = 1650,

1650
— 8

= 206,25

Trenurile se inlalnese la 206,25 km. dela Cluj.

40, Generalizareca si discutia. Presupunind, in general, ci
primul tren ar pleca dela stafia A (spre B) si ar face p km. pe ord;
al doilea tren ar pleca dela statia B (spre ) si ar tace ¢ km. pe ori
st cd dela A pind la B ar fi » km,, am avea ccuatia

rX

8

(145) -

)

SRR
=

care admite in toate cazurile solufia wnicd

. » >
(146) =
_ pq
Dacd p < ¢, avem inl < E"{—):—},— §ix< %; trenurile se intAlnesc intrun
loc mai apropiat de stafta A decat de B, Daci p > q (cazul problemei date), avem
diihg 5— Daca p=yq, avem :t.=%-° :

ProsLEMa II. Vi se daw doud aliaje §i anwme:

primaul aliaj  cu 6 gr. aur §¢ 105 gr. ewpre — total 180 qr.
al doilea . »w 150- 120 - - T -

» ” 2 ” 1"

§i se intreabd: clte grame trebuc s@ ludm din fiecare altaj, ca si formdm
wn alt aliaj, care sd confing 100 gr. qur si 150 gr. cupru?

10. Necunoscutele. Insemnim cu z si ¥ numiral de grame,
cat trebue sd luim din fiecare aliaj, ca si formiim aliajul cerut.

20. Punereca problemei in ecuatii. In primul aliaj

la 180 gr. aliaj - avem 75 gr. aur si 105 gr. cupru

. 1 0o 105
i) ’47 2 ” m bR 19 b3} ’W %) bh]
' T5zx 1052
v &L ” - 3 180 2 3 2% 180 - "



III. — ECUATI DE GRADUL INTAL 221

In acelas fel vedem ci din al doilea aliaj \

la y gr, aliaj  avem 150y, r, aur si %ﬂr cupru
™ LI 20 & ¥ g0 8% cupmu.

~ Scriind ci o gr. din aliajul infai si y gr. din aliajul al doilea for-
meazd aliajul cerut, avem ecuatiile :

pentru aur pentru cupru
Ba 150y _ - - 105z BE20 RS
180 T30 = 19 qgg t g = 190

Simplificand i pundnd ecuatiile sub formi i'ntroagﬁ,‘ obtinem
: 3x 4+ 4y = 720
(147) il |
21z 16y = 5400,
3% Rezolvarca. Aplicind regula lui Cramer, giisim

790 4 3 720

3 4 ~
= =— 36, = =—1 80, = =1 ’
l21 16' CERED: |54oo 16| 00 Dy I21 5400 &
__ Dx _ —10080 _ Dy 1080 '
D, = g | o LRl S e 0

Osservarr. -Desi sistemul de ecuatii (147) admite solufii dine deter-.
minate i unice, totusi in practicd problema dati:e impostbild,
In adevir, ca si formim aliajul cerut, ar trebui' si lufm: 250 gr. din aliajul

intai, care are numai 180 gr, (imposibilitate); — 30 gr, din aliajul al doilea ( canti-
tate negativi), in praetica fird sens.

4. Generalizarea. Si presupunem c3 primul aliaj are a gr. aur §i b gr.
cupru; cd al doilea aliaj are a’ gr. aur si ¥’ gr. cupru si ci se cere si formim din
ele un aliaj, care si confini « gr. aur si g gr. cupru,

Rafionand ca mai sus, gisim ccuatiilei

pentru aur : ° pentru cupru
ax ay bx by -
£ FtErr =Y apptagw =
si averm: - ; d
. ab'— ba’ ~ ab—ga" _ag—bu
U= (a4d)a--0')’ 255 ab’—ba"’ Dy—ab'—ba”
ab'—ga’ ~ba, ,, .,
(1) E=gpmgg (et y=UT(ety).

piscuTrA. Cazul L Dacit ab’; ba’ == 0, sistemul (148) admite un sinzur sis-
tem de solutii date prin forr@lclc'( 149). Totusi din punct de vedere practic problema
e posibild, numai dacd aceste solulii sunt amdndoud pozitive. Pentru accasta trebue’

ca diferenfele : ]
' abl—ga’, dg—ba, ab'—ba
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sd fig toate de acelag semn, adica_si avem
V a a @ : a a a’
sau (1) _b-»>7}—>b_f sau (11) IT<F <l7'
Cazul II. Daci al’— pq’ £ 0, dar san condifia (I), sau conditia (II) nu e
realizatd, cel pufin una dinfre solutiile! (149) e negativé si problema e tneposibild,

Cazul UL Daci aqi/— ba' =0, cum ¢, b, a’, b’ nu sunt toate nule, daci avem
' a a «
T g g

sistemul (148) ¢ tmposibil; problema dati nu admile! solufis,

Cazul IV, Daci avem

1t . e 1 a3
ab'—ba'=0 i TS

sistemul (148) e nedelerminat ; problema admite o wnfinilate de solu[_ii. Nedetermina
rea e de ordinul intaj.

EXERCITIL

40. S& se rezolve ecuatiile’:-

X 1 x+1 S x+4 xi—y 3x=1, -
Bost+=5—=2—2; = Tar T gt 2t

B 7 (Be— )+ Lsota)— i3 55 i(m—%)-;-%(é—;)-_—ui%

[ 6 5
x4-a X—a x+4a L"(x—b). x XA X X A
o i a+b~a.+b+ a=b > - 8% Sf4z=5 w"?—?)'{'m'
/ i 7 9
70, 2)\37—3+a:=>\;c+2m+2; 89, (a"x+l)s=(a7x—l) X(ax—s).
‘ . 2 2
R, 10 2=6; 20 2=2; 3 p—g; 0. z=5; .5°,z=%;
6% Ecuatie imposibild; 70, Avem(,\—l)w=5; pentru X == 1, gisim x=>\5—1; A

cdnd A\ tinde ciitri 1, » creste la infinit; pentru A=1, ecuafia ¢ imposibili,

. 8. Ecuafia se poate seric o>(5%+1) _ JT(Tx—1) +9(x—g) » de unde dedu-
cem ecuatfia linjard S(bx--1)= 7(7x—1)+9(z—6), care admite solufia z— 9,

41, Si se rezolve ecuatiile:‘

A= 2 e Ix+10 8+45x 12 X,
1. x+2+x—4_2’ 2, 1 3 T g g
30, p=L=4, 40, Bt2a ﬂ’=%”:
1-+at 2b—u ' 2b4u  4p —u
i =" | __atb . At
R. 10 =93, 2°.ac‘—4, 3°.l-—l+ab, 40, TS i
42, Sii se rezolve sistemele de doui ecuafii liniare cu doui necunoscute :
1. r—y=) 2 S(x—2)=y42 8 a(zd-y)+b(z—y)=1"
2_5’5 %":5;‘ z+5=38(y—5); b(z—y)-l—a(:c-{-y):l
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R 10, 2=5 y—=4; 9 3—4 »¥=8; 3% Pentru a’— p?*= 0 gisim solutiile
‘”=&%' y=0; pentru a=1 sistecmul e nedeterminat; pentru @ =— b, sistemul
e imposil. Se pot lud ca necunoscute i u=wx--y, V=2x—7y,

43. Si se rezolve sistemele de trei ccuatu cu trei necunoscute ;
10 dxt-3y4-22=11 20, 2u—3v+4w= 7 8% 10m - 40 — 3p =0
8x4-2y—4z=—17 Sut-2v—5w=28 200 4 5m— 4p =0
2z - y4-32=2945; Su — v — w=15; 2p —124n4-20m = 0.

R 10 Avem D=—130 si gisim ==15, y=—20 z2=55,
B+ Tw NRw —

’ V= !
13 13
80 Avem D=0, Sistemul admlte o infinitate de solufii n:, %, p propor-

tionale cu numerele
4 —3
20 —4

2. Avem D=0 si gisim =

w arbitrar,

-3 10
= 44 .
: |—4—5

sau cu 4, 5, 20, Avem dar m=4x, n==5x, p=20\ (\ arbitrar),

10 4|

, 5, I 5 20 | :

44, Un tatd arc 41 ani, fiul lui are 17 ani, Dupd cAfi ani vrista t'ltalul va fi
10, de 2 ori; 20 de 3 ori; 89, dc — or: vrista fiului ?

R. Peste « ani tatil avand 41 +x ani, iar fiul 17--z ani, va trebuj s3 avem:
1% 414-2=2 (174x); z=1. De 2 ori, va fi peste 7 ani,
20, 41-]—:7:—8 (17+x), Z=—25, De 8 ori, a fost acum 5 ani,
3 4l +tx= (17+m), x =151, De % ori, e imposibil,

45. Se dau doudi numere intregi sau fractionare pozitive a §i g (o < 8) si se
cere si se giseascd doudt numere Inéregi p si g, care si ne dea neegalitatile

2p 41 2p4-1
(1) 0~<m< 2q <B

R. Presupunind ¢ cunoscut, numirul » trebue si sahsl‘acii Ia

'2p+1>(2q+1)u. sau_ >(q_+12)a_—1___-k

(2) A :
2p+1< 298 san p< 2By, SRSy

Ca si existe un numir intreg p cuprms intre A - $l #, frebue si avem
P—A =1 adici 2‘”9—‘2‘7"‘““ CallE= “’_“ =1; dec unde deducem

(3) ’ : q>~+\a

= 2(8—a)

Neegalititile (2) i (8) ne aratd ei existi o infinitate de numere {infregi
D §i g, care salisfac la neevalxtitlle (1).
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227, Riddcina patrati din numere negative. Am vizut ci o
ccuafie de gradul intai (lindard) eu o singurii necunoscutit

() ax =0  (a=0)

admite intotdeauna o ridicind wnicd si reald z =

Q|

Nu putem spune acelag lueru pentru o ccuafie de grad mai mare
decit 1 sau neliniard. In adeviir, pentru a rezolva cea mai simpld ecua-
tie de gradul al doilea ) : '

(2) : : 2t = m, :
trebue si extragem rdddeina pairatd din m, operafic care nu e inlol-
deauna posibilid cu ajutorul numerelor reale, :

1% Dacd m ¢ un numir pozitiv, Jm (in sens aritmetic) [122, 131]
se poate extrage si ne di un numiir real @, rafional sau irational. In
acest caz, ecuafia (2) admite doud rdddcini reale si distincte ' =+ «
$i "= — a, fiinded avem (+a) = (—a)=m. De aceea zicem el
peatra m >0, Jm algebricd are doud determindri ta, pe care le pu-
tem insemna cu + )m si —)m. :

EXEMPLU. 9 ¢ +3 si convenim si scriem +Ve =38 s —y95—=—3.

20, Daci m e un numir negativ, Jm nu se poate exprima cu sici-
un numdr real, fiinded orice numir real ridicat la patrat ne di un nu-
mir pozitiv, deci diferit de m < 0; prin urmare ecuatia (2), ‘pentru
m <0, nu admite rdddicini reale. '

EXEMPLU. }/9 nu e nici 3, nici — 3 si niciun numdr real «.
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Pentru a face posibili extragerca riidicinii patrate si din numere
negative, irebue si introducem in algebrd numere noi.
Convenim sii seriem

(3) - V=1=i. -

Acest numiir § ¢ unitatea imaginard si satisface, prin definifie,
la conditia: ' :

(4) 1:2:,—1.

Un numir de forma ni (n real) contine n unitiifi imaginare si se
numesgte numdr imaginar, s :

Cu aceasti conventie, ridicina patratd algebricd dintr'un numir ne-
gativ. —m se va scric 5

(5) V—m:l’(—i).m= V:.Vﬁ:iVﬁ:i—a’i,

unde « = }/m (ridicini aritmeticd) ¢ un numiir real pozitiv,

228. Numere complexe. Un numiir de forma a+-b7, unde a si. b
sunt numere reale, se numesle numdr complex sau numdr imaginar de
formit general. Kl confine a unitdfi reale si b unititi imaginare si se
mai poate scrie '

(G) atbi=aqa.14+b; (numar complex).

Numerele reale a si b pot fi pozitive, nule sau negative ; a e partea
veald, b e coeficientul g 3,

Pentru b = 0’avem numitrul ¢ (eal); pentru @ = 0 avem numi-
rul bi (imaginar pur),

OBSERVARE. Multimea numereloy complexe cuprinde In ea mulfimea tuturor
aumerelor reale, ; '

Un numir complex se poate scrie si cu o singurd literi: o— a+bi.

Zicem cii numiral « = g--b3 e nul §i seriem « =0, daci avem
$i a=0. 51 b=0 (1.

~ Zicem ci doud numere complexe & = a+bi si o' = a’+ b’ sunt

cgale $i scriem « = o, dacii avem a =g’ si b=’ (S

Doudl numere complexe a4-5; $l a—bi, care an piriile reale egale
$i coeficientii lui ¢ simetrici, se zie imaginare conjugate.

Doui cantitiiti de forma a4 i —a—bi se zic simetrice. Daci
avem a+0i =@, vom serie .—g—pj = _ a. )

(1) In acest caz numirul n'are nici unitiiti reale, nici uniti{i imaginare,
(2) Numerele e si a’ au acelas numir de unitifi reale si acelag numir de unitfi imaginare,

M. G. 156
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Cantitatea reali Va2+ b so numeste modulul numirului imaginar
@ =atbi $i se mai scrie
(7) lel = a+bi] = Vg®+ p? (modul).
~ Doudt cantiti(i imaginare conjugate au acelas modul.
Dacii avem [a%+ 0% = 0, avem §1 ¢ =0,0=0, deci a+-0i=0
s$i reciproe.

020 Operatfile cu numere complexe. Operatiile cu numerele com-
plexe se definesc astfel ca, aplicate la numercle reale, si se reducii la
operatiile aritmetice sau algebrice definite pentru numerele reale.

In general, in toate operatiile, simbolurile de forma a+bi, a’+- 0%
se considerd ca binoams algebrice ordinare; unitatea imaginard 7 se con-
siderdi ca o literd algebried, cu singura condific cii, in toate rezultatcle,
puterea i se inlocueste prin —1.

100 Adunarea. Suma a douii numerc complexe & = a -+ bi si
a'=a’+ 0% este
(8) ata’'=atbita+1p%= (a+a") +(b+0")i = et+di = a,
in carc avem '

: =Yoo d=10-+10"

EXEMPLU. (8--5¢)-}-(4—87) = (3+4)+(5—8)i= T — 3.

Suma a # numere complexe '

o =aq b, o =a,+bi, .., an=a/1+bni

et tay=(atat . fa) b (B b+ . )0

2, Scidere a. foerenfa numerclor complexe « = a +bi si
o' =a'+ 0% este _
(9) a—a"=a+bi—(a'+0%) = (a—a’)+ (b—0")i = e+di =3,

in care avem ] 3
c:a—a', d=0~0".

este

OBSERVARE. Din a—a'=§, rezulti §-o' = a, 5
" Din a=4q', rezulti a—a’=0,

EXEMPLU. (7—8:)—(4—8i) = (7—4)+[(—2)=(—8)]i = 34
sai (7—80) —(4—84) = T—3i— 44 8i = (7 —4)(8—3)i — 34

512
51,
3% Inmultirea. Avem, prin definitie,
@.e'=(a+bi)(a"+b%) = aa’t a'bi - ab'i + b5,
sau, inlocuind pe i° cu —1,
(10) . %.¢" = (aa"—bd") + («b SEaby2i=1B"
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Produsul 8 ¢, in genecral, un numir complex. Peniru douit canti-
tifi imaginare conjugate, avem '

(11). (atbi)(a=0i) = a®+ V* (numir real).
Produsul a mai multor numere complexe se defineste si se caleu-

leazii ca produsul a mai multor hinoame de forma a+0:.

TeoreMX, Modulul produsulii a doud numere complexe este egal cu
produsul modulurilor acestor numere.

In adeviir numerele ¢ = a+bi §$i a’= a’—i—b"i au modulurile Vaz-{- b si
Vo vt respectiv. Produsul :
ad'=(ad'—bb" ) (a'b-+ab’)i
are modulul V(aa’— by )z—{-(a'b-{—ab’ )’ 5i se verifici usor ¢i avem
(@4 0) (™4 b%) = (ad'—b' Y'F(a'b+al' )
Putem dar scrie: :
(12) . 1600 | = ol

$i in general, pentru un produs de 7 numere complexe,

(13) la,.az....o:,,l=|oc1l.|a2|....loc,,l.
Corouar. Pentru ca produsul a mai multor cantitdfi imaginare sq
fic nud, trebue 5i e de ajuns ca wd dintre factori si fie nul,

In adevir, produsul numerelor complexe agy ¢ nl, daci |agy]| =0 [228]
sau dacz produsul numerelor reale lal.lg].1y]= 0 si reciproc (47, Obscrvare].

EXEMPLU. 10, (8-5¢) X (4 —84) = 12 4-20; — 247 — 407
. .  =12-90— 245 - 40 = 52 — 41,
. (84-5i) X (8—5i) = 8"~ 5% == gl 5'— 9-4-25 =31,

4% Ridicarca la putere. Pentru m intreg si pozitiv avem

(14) a" = (a+0i)" = (a+0i) (at+0i) ... (atbi).
. 1 2. m

‘ In particular, pentru unitatea imaginarii ¢, avem

(15) ,i‘lll=(ia)"=(_l)n, . i2n+l=’l:2".i=(—1)n.7:

adicii

.2 i3 o dpw 5 o . O
(16) &©=-—1, v=E—, 1 =1, ©=1.i=1, cle

[

‘TeorENK. Modulul puterii @ m-a a unei cantitdfi complexe este egal
cu puterea @ m-a & modululii aceste cantitdfi.

In adeviir, dupi formula (13), avem:

(17) Iam|=|a.a...a]=|¢z|.|a|....|a|._=|ocl'".
12 g 1 e m !
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o0 Impirtirea e operatia inversi a inmulfirii. Vom zice dar
cii x4yt e edtul cantitiitilor imaginare a-03 si @'+ 0% si vom scrie

an
(18) %I%=x+yi,

dacd avem . ‘
_ a+bi=(z+yi)(a'+%).

Efectuand produsul in membrul al doilea, obfinem

_ a+_bi=(a'x—b'y)+(a'y+b'x)i,
de unde rezultii egalititile [228]: 4
(19) a’x — b'y —Hhg

bz+a'y =10, :

Rezolvand acest sistem ob{inem partea realid si coeficientul luj ;

din catul z+yi (18). Cum determinantul coeficientilor necunoscutelor

Ce a0 0, sistemul (19) admite un sistem unic do solutii, dat prin
regula lui Cramer [211]:

(20) x:%, 1 =‘”’+‘;b
a a”-
Giisim dar :
+ 01 - aa’+ b0 ab—ab .
21 SO =) ek iy o F s
( ) a'+ b,'i J . al-+.bl2 T al-+ bl.

$i zicem ci numérul imaginar din membrul al doilea ¢ valoarca rapor-
tulw sau a fracfiei din membrul intdi,

OBSERVARE. Raportul (21) e real, daci ¥ e nul, adicii daci avem

b

a’b—ab"=0 saix £,=—,°
a b

Legile operatiilor cu numere: algebrice se extind si la operatiile cu
numere complexe. In particular o expresie de forma

care ¢ o fracfie cu termeni imaginari, se poate amplific sau simplifici
fird si-si schimbe valoarea. 1

De accea, in practicd, pentru a efectui impirtirea (18) amplificim
fracfia cu conjugata numitorulus e

atbi _ (adbi) (@ Vi) _ (aa"+ b)+(ab—ab)i_ i
a'+ Ui (a'_{_bli)(a;_-_-bli) a12+ bl2 - : 0 <




I. — NUMERE IMAGINARE, _ 299

Regisim astfel pentru = si y valorile (20).

' EXEMPLU. 3
52—4i__(-52—4i)(4+8i)_240+4°°"—3+5i'
1—8i" (4a—8i)(i+F8) 80 = (]

230. Corespondenta dintre numere si puncte in plan. Si luim
douii axe OX si OY perpendiculare una pe alta si cu sensurile pozitive
dela O spre X si dela O spre Y respectiv (/ig. 35 ). Alegand si segmen-
tul unitate OU =1, stim ci la fiecare punct de pe axa 0X sau QY
corespunde cate un numdr real si reciproc [149]. .

S ludm un punct M in planul XOY. Ducand din M perpendiculara

—

MP pe axa OX, obfinem doud segmente: OP (cu originea in 0) si PM
(cu originea in P). Daci z = OP si ¥ = PM sunt valorile algebrice ale
acestor segmente (OP misurat pe axa-0X, PM misurat Pe o axid pa-
raleld si de acelas sens cu 0Y) [25], zicem cii numerele z si y sunt
coordonalele punctului M; z e abscisa, iar y e ordonata lui M. _
Prin acest procedeu la orice punct M din planul XOY corespund

doud numere algebrice x si y.

Y -
y
X
0 P X

Fig. 35.

Reciproc: la orice pereche de numere algebrice (z,y) corespunde-
wn punct §i wnd singur in planul XOY.
’ Pentru a determina acest punct : , :

19, Luim pe axa OX un segment QP — (dela O spre dreapta,
daci z e pozitin; dela O spre stdnga, daci z ¢ negativ).

2°. Ducem in P perpendiculara pe OX. -

3% Luim pe aceasti perpendiculari un segment PN — ¥ - (deasu-
pra axei 0X, daci y ¢ pozitiv; dedesubtul axei 0X, daci y ¢ negativ),

Punctul M astfel determinat are coordonatele (x, y).

Axele OX si OY se humese axe de coordonate; punctul O ¢ ori-
ginea coordonatelor. 0X e axd absciselor; OY axza ordonatelor.

Punctele de pe axa OX au ordonate nuld ; punctele de pe axa OY
au -abscisa ‘nuld ;- originca O are amdndoud coordonatele nule.
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Osservare, Cu aceste conventiii, daci un punct M are coordona-
tele 2 =a, y = b, vom putea ziee: punctul M sau punctul (e, 0)

Cand reprezentim un punct prin eoordonatele lui, convenim si
sericm intdi abscisa si apoi ordonaty punctului,

EXEMPLU. Punctul (3,0) e pe axa OX si la dreapta axei OY; punctul (0, —2)
¢ pe axa OY si dedesubtul axei OX, '

Pe figura 86 avem reprezenfate punctele

A(1!2)) B(—1:3)7 C(_4:_2)-

Acest procedeu, de a determini pozifia wnui punct n plan prin doud numere,
a fost imaginat de DESCARTES (1); -de aceea aceste numere se numese coordonatcle
carfeziene ale punctului 2).

Y
]
A
+3
+2

-4

=G 1 3 X

=2

C

Iig. 86, .

231. Numerele complexe reprezentate prin punete. Convenim sii
reprezentim in plan.numﬁ'rul complex z+y7 printr’un punct M cu coor-
donatele x si y. Astfel: Iz orice nwumdr complex. corespunde wn singur
punct in plan si reciproc. ' » '

EXEMPLE, La numirul complex —14-3¢ corespunde punctul B cu coordonas

fele v =—1, y=3 (7ig. 36). La punefele A (3, 2 siC(—4,—2) corespund nae-
merele imaginare 34-27 si —4 — 95, - i
.Construind triuhghiul dreptunghic OPM (fig. 85), avem
ON' = 0P+ PN’ = 22+ Uit
Prin urmare distanfa dintre punctul M si origine
oM = ot P

reprezintii mmodulul numirului imaginar Ty,

(1) DESCARTES, malematician, fizician si filosof francez (1596—1650). B e ) |
{2} Uncori coordonatcle cartezienc alo punctului M se definesc prin segmentcle N3 si P (fig. 35).
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OBSERVARI. La un numir real ¢ sau a~-0i corespunde un punet (g, 0) pe
ara 0X; la un numir imaginar pur bi sau 0+4-b¢ corespunde un punct (0,0)
re axa OY,

La doud numere imaginare conjugate a--bi, @ —bi corespund doui puncte
(a, ), (@, —b) simetrice. faié de aza OX.

La doud numere simetrice a-f-bisi —a—1b3 corespund doudl puncie (a, b),
{—a, —0b) simetrice fafd de origine.

I. — ECUATII DE GRADUL AL DOILEA,

232. Definifii. Orice ceuafie de gradul al doilea, cu o singuri ne-
cunosculii [198], se poate reduce la forma

‘ 2
(22) g ax’+bxrt+e=0,
In care x ¢ necunoscuta, iar a, b, ¢ sunt numere cunoscule,

. 2 . . .
Expresia a2+ bz +c¢ ¢ un trinom de gradul al doilea. Numerele
= N . . . . . Q
a, b, ¢ cu semnele lor sunt coeficienfii trinomului: ¢ ¢ coeficientul Iui &
b ¢ cocficientul Iui z, ¢ e termenul cunoscut, :

OBSERVARE. Peniru ca ecuafia ( 22) si fie de gradul al doilea, trebue si .avcm
a==0. Pentru =0 ecuafia se reduce Ia bex4-¢=0,

EXEMPLU. Ecuatla — 2z =5 —382" ¢ de gradul al doilea. Ca si o scriem
sub forma (22), trecem lofi lermenii in membrul intis gi=t ordondm dupd pulerile
descrescdtoare ale li oblinem astfel: 84'—2x—5— o si coeficientii trinomu-
lui sunt a=3, b=—2, ¢=_35. :

A rezolva ecugtia (22) insemneazii g gisl numerele, care puse in
locul Iui z, fac ea membrul intdj si aibil valoarea zero. Aceste numere
sunt rdddeinile ecuafiei.

233. Cazuri particulare. Vom considers mai intdi eazurile simple,
c¢ind in ccuatia (22) avem b=0 sy ¢ = 0, .

1% 5 =0. Ecuatia (22) so reduce la forma
(23) : az’+ec=0,
De aci deducem

2

r =—

||

si extriigind riidicina patrati- din ambii membri, gisim, in general,
doud solutii: ;

(24) Et . [0 2= B
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Discutie. Daci numerele g §i ¢ sunt de semne contrarii {ac < 0), canti-
. tatea —% e pozitivd si radicinile date de formulele (24) sunt reale si simetrice,

. r . . [ « v e -
Daci a si ¢ au aceleasi semne (ac > 0), cantitatea — 5 © negativd i ridaci-
nile =’ si " sunt imaginare conjugate,
Dacid ¢ e nul, avem o == 2" — 0.

EXEMPLE. 19, Ecuafia 92°—1=0 sau 9a0—1 are ‘riidicinile
o = %, alf—=— -:? (reale si simetrice). .
20, Feuafia 242 =0 sau 2'—— 2 are riidicinile
4 A=A AL afem e 5 ¥y (imaginare conjugate). _
. 2% ¢=0. Ecuatia (22) ¢ de forma _
(25) : az®+ bx = 0 sau  z(ax+b) = 0.

Pentru ca produsul din membrul intai sid fie nul, trebue ca wnwl
din factors sd fie nul. Prin urmare ecuafia (25) se descompune in

z2=0 s ar+b=0 sau x=—%-
Obtinem asfel doud riidicini reale:
(26) =0 si x":-—;b.

EXEMPLU. Ecuafia 22°—8z—0 se scric « (22 —3) =0 si se descompune
In 2=0 5i 220 — § = 0; prin urmare are ridicinile o' =— ORceE= % = 15,

234, Cazul general: az$0, b:t:O, ¢ 0. Avem ecuatia
(22 i a:z:2+b:v+c=0.

Inmultind toti termenii cu 4a, obfinem ecuatia echivalents:
(27) 40%®+ dabx + dgc = 0.

Primii doi termeni
40’2+ dabr = (2a2)+ 2 2020 ,
sunt I)rimii doi termeni din desvilirca patratului (2‘aw+b)2. Adunand
dar b* la ambii membri ai ecuafiei (27), o putem scrie
‘ (2(1:1:4.-11)2—5—4ac-—-.b2

sau e
(28) i (2024+0) = p2—4q¢,

Extrigind ridicina patrati din ambii membri, deducem

2az+b =+ V= 14¢
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§i rezolvarea ecuafici (22) se reduce la rezolvarea a doud ccuafii de
gradul nids ;

2ax b =+]/b2—4ac si 2ax -} =—l’b2—4uc,
care ne dau respeectiv riidicinile :

(29) D —b+l b2—4ac 3 w___ —b—] b2—4(10'
v = 2q R 2a

ReGuLx. Rdddicinile ecuafici de gradul al doilea
(22) az?4-br L=

sunt numerele date de formuda :

—pt )2

(LXVIII) ' 2=

Aceastd formuld cuprinde amandoux valorile o’ si 2” date de expresiile (29).

Discutie. In praetiei putem aved urmitoarele {rei cazuri:

19 0°—4ae¢ > 0. Formula (LXVHI) ne di pentru ccuaia (22)
doud raddicini 2 §i »" reale $i distincte, do forma

(30) =Sty 2" =a—8,

in care ]

(31) __'_ b _bb2-—4ac
Zias %2q’ b= o

OBSERVARE. Daci in ecuatia ez’ brtc=0 cocficientii a §i ¢ sunt de
selane confrarii, avem b*—dge > 0 §i ridicinile sunt reale si distincte,

EXEMPLU. Pentru ecuafia 250 —8 = 0, in care avem g— 2, b=35,
¢=—3, ac < 0, formula (LXVIH) ne di radicinile reale

=5tV _q.2.(Z3) _ =stVosqer _54q
2.9 Ll O

4 4

=1

adicd
RS SS =

1 7= 5= U9; 1 r

Verificare. Inlocuind pe x prin —;— sau prin —3 In ccuafia datd, vedem
¢d primul membru capitd valoarea zero:

1432 s .15 '
2.(E)+5.?—3=?+5—3= :
2.(—3)’+5.(—3)—3=18-—15—-3=0.

20, - 4ae=0. Formula (LXVIIT) ne dif pentru ecuatia (22)
0 singurd raddeing realg: = : ‘

(32) ‘ L == .
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In acest caz zicem ci cele doui ridicini ale ccuafiei (22) se reduc
la una singurd sau ci ecuaia (22) admite doud radicini reale si cgale
(4 " b

T = =— —

2a

EX.EMPLU. Pentru ecunatia 42— 12219 =0, formula (LXVII) ne da

ptlie—sso0 12 3 Ko
By = Fik

=

Gisim dar radicinile reale si egale: al'= == = 1,5,
0. B*—'dae < 0. In accst caz putem serie:

¥—dac=—(4ac—1?), dac—1° >0
si Vo= dac =i Vdac—v [izl/-——l].

Formula (LXVIII) ne di pentru ecuatia (22) doud raddcini o si
x" maginare conjugate [22S],

(33) o Z= % B z'=a—pi,
in care V“

b dac—b"
(34) G e T e

EXEMPLU. Pentru ecuafia 52°4-2x4-1 =0, formula (LXVII) ne di
—2EVI—T5 0 el oty __—1to;

T 2.5 10 T s

Gasim dar douid ridiicini tmaginare, conjugate:

—1—-27
(TR el S
5 “3 5 b

T

’ =142/
= 5

OsservaRre. Felul ridicinilor ccuatici az®+ bx-te =0 depinde de
semnul cantitdlii de sub radical din formula (LXVIII). Aceastii canti-
tate (0°— 4ac) se numeste discriminantul ecuafici.

REZUMAT. Peniru ccuafia de gradul al dojlea az+-br+c =0 putem aven
urmitoarele trei cazuri:

Discriminant Raddcinile o' si a” Raddeini reale

b —4ac >0 reale i neegale 2
V'—dac =10 reale si egale : 1
lf—‘mc <0 imaginarc conjugalc

235. Forme particulare. 19, Céand cocficientul lui 2z e un numir
DPireche, ecuafia ¢ de forma '

(35) aac2+2b'm+c=0, (V.= 217,
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In acest caz formula (LXVIII); care ne di

__ 2 EV e,

2a

se poate simplifica prin 2 si se reduce Ia

Lzt TP

a

(LXIX) x=

EXEMPLU. Aplicind formula (LXIX) la ccuatia 5:1-2—}- 22-1-1=0 giisim:

—1+)i=5  —1+y=% e ,
T = —5‘/ Y= = adieci 2’ =

142317 1—27
T, i

20, Cand coeficientul lui 22 cste 1, ecuafia (22) e de forma
(36) ?Lprtqg=0

st formula de rezolvare (LXVIII) se poale serie ¢

‘ = Tl OEN
(LXX) xzw sau x:—%iV(%)—q.

EXEMPLU., Fcuafia z'— 8z-}-15=10 fiind de forma (36), formula (LXX) ne da
=4tV H=4¢%t1 _adici 2 — 5, a"=3,

236. Relafii intre ridicini si coeficienti. 19 Adundnd cele doud
- . k(
valori ale ridicinilor ;

4

. N - - Y —
s L Ly V7 S eyt
(37) A Pl - | e e

date de formnula (LXVIIT) [234], obtinem

S N T PP Y R P
x-’-.’r“* ' il g —

D) rymad
= —

] v =
2a h A7) Sa

dacit observim ci radicalii dela numaritori, fiind egali dar ci semne
conlrarii; se reduc. '

20, Inmulfind valorile ridicinilor 2 $i z" glisim

" (V= Ta0) (S0 S ) e o 2 p
L — B == B — —»
: 4o 4 a
dacii observiim ei la numiritor avem de inmulfit suma a doui canti-
tiiti [—b si V- 4ac] cu diferenfa lor ['ll(}].
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RecuLk. Suma s produsul riddcinilor ceuafier de gradul al doilca

(38) . az*+bx -t ¢ =0
sunt date de formulele :
T ) ’ " b
(LXXI) o 1 s o
‘ a
s g c
(LXXII) L
EXEMPLU. Pentru ecua(i.a f.’acz—]- b5z —7=0 avem ¢ =2, b=5, ¢=—7
si fird si cunoastem rddicinile =’ si z, putem scrie suma si produsul lor »
&= — {:‘ 1 e L.

OssErvagre. Daci ccuatia de gradﬁl al doilea e de forma
(39) x2+px+q=0,
formulele (LXXI) si (LXXII) ne dau

(40) Tz =—p, x.x=q.

PROBLEMA. Si se giiseasci doud nunere, stiind ci sumalore S si produsullore P.
Formim o ecuatie de gradul al doilea :z:'—}-px—{—q =0, care si aibi ca ra-
ddcini numerele ciutate, Formulele (40) ne aratd, ci trebue s3 avem
S=—p, P=gq sau P=—S8, 9q=P
$i ccualia este
(41) « @—8z4P—0,
EXEMPLU. Si si giseasci doui numere 9 $i #, stiind ci suma lor ¢ 7 3]

~ .. .. 2
produsul lor ¢ 12. Aceste numere sunt riidicinile ccuatici =Tz 412 =0, Rezol-
vand aceastd ccuafic gisim ci numercle ciutate sunt 4 st 8.

- 237, Semnele ridicinilor. Cand rddicinile ccuatici ( 38) sunt reale,
formulele (LXXI) si LXXII) ne permit, suomai dupd semmele coeficien-
filor @, b, ¢, sit determinim semandd fieedrei ridicini,

Stim cd, dacid doud numere ' §i 2" au acelag semn, produsul lor ¢ pozitiv,
iar suma lor are semnul comun. Dacd ' i =" sunt de semne contrarii, produsul lor
¢ negativ, iar suma lor are semnul numarului celui mni mare tn valoare absoluti [32].

Dacii ' si 2” sunt ridicinile ecuatiei az’+ hx+ ¢ =0, observiim cii:
19. Dacé ‘ac > 0, formula (LXXII) ne di z'z" > 0; rdddcinile
ar acelas semn si senpl lor comun o semnul sumei z'+ z”, adicit sem-

wd cantitifii: =2 [formula (LXXI)].
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20 Dacd ac < 0, avem 22" < 0; rdddcinile sunt de semne con-
trariv $i rdddcina cea mai mare (in valoare absoluti) are semnul su-

., Y o
mel z'+ 2", adieil semnul cantitafii S

EXEMPLU. Eeualia 20°4-52—7=10, cu b'—4uc—81 >0, are ridici.
nile reale §i neegale, Cocficien{ii 2 si — 7 (¢ sic) fiind de semne contrarii, ridaci-
nile sunt de semne contrar; 3 raportul —g=— % fiind negativ, ridicina cea mai
mare, In valoare absolutd, ¢ negativd.

In adevir, rezolvand ccualia gisim o’ =1, g'"——

OBSERVARE. In practici putem considera intoldeauna
putem Inmulli toutd ccuafia cu — 1, :

REZUMAT. Scmnele raddcinilor ccuafie; a.z:’-l— betc=0 cu a>0,

: g . , n | Rdddcina cea mai mare
¢ 2 i vzt | @ " In valoare absoluti
T B T T 1
- +| -+ ¥+ 4 |
+ - — = | = negativi
- - + — 4+ - pozitivi

238. Trinomul de gradul al doilea. Dacii scriem
(42) y:ax2+bx+c,

pentru ovice valoare a variabilei z, formula (42) ne dii o valoare si
una singurd pentru’y. De aceea zicem ¢l ¥ ¢ o functie de z exprimati
In mod explicit prin trinomul a2+ pa L+ ¢,

Rec,iproc:',alegand o valoare arbitrari y,, ne intrebiim dacii
existii valori pentru %, care sit dea trinomului gz®+ pa L ¢ valoarca .
Aceste valori sunt ridicinile ccuatiel

(43) Yo = ax+ bxtc sau a.fl:z+ brtc—yy=0.

Giisim dar 2,1 sau 0 valori reale Z, carc si satisfacd la condiia
ceruti [234], dupi cum discriminantul ccuatici (43) e pozitiy, el
sau negativ, . ;

In particular valorile z* si 2", pentru care y ¢ nul, adici ri-
dicinile ccuafiei aa’+ bz 4o = 0, se numesc raddcinile trinomudui
az’+ b+ c.

EXEMPLU. Fie y —=a'—82+4-7. Pentru ficcare valoare a Ini a, acest tri-
nom are o valoare y bine determinati, Astfel gisim: ~

ZE st s U Ll 5 a2 5 5 7 .10

y 40 16 127 7 0 915 —5 —s95 —s o a7
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- Reciproc. 7rinomul af— Bw -7 ia valoarca 50 pentru = egal cu rida-
cinile ecualiei .7:2—~8x+ 7=350 sau 2'—8z—43 =@, Aceste ridicini sunt
x=4+V59 sau *'=11,68, a'=— 368,
239. Trinomul ca produs. TrorevX. Orice trinom de gradul al
doilea, az®+ by ¢, se poate scric ca un produs de trei factor:
( LXXIII ) 0’ + bzt = e(z—z)(z—2"),

in care a ¢ coeficientul lui 2, dar o st 2" sunt riddacinile trinomului,
In adeviir, punind pe a in factor comun, avem

(44) axz-{-bx—!-csa[xz-{—%x-{-—gj

si dacd 2’ si 2” sunt midicinile acestui frinom, formulele (LXXI) si

(LXXII) [236 ] ne dau

b : c
;:—(x'-‘L' $II), ;:a/"x"

si-trinomul (44) sc poate seric
e [:ch—_ (z"+ x” )z -+ ;z'.?;"] = a [xz— xx’— L .i'a;"]
=clz(z—2a")— ' (x—2')] = a(x —z) (z—a”).
EXEMPLU. Trinomul 8a°— 242121, care are ridicinile ri=110 ol e

poate scrie ca produs: J(x—1)(z—17),

240. ;Ute forme ale trinomuluj a4+ Uz +e.
Vom considera cele trei cazuri posibile [234].

1 4 . . . 3 3
19 Daci 0"—dac > 0, riidicinile trinomului sunt reale st ncegale,

de forma
: l/ [ ac}

2a

’ 7

' = o+ 8, z'=a—8 [a=4%:‘{3=

Inlocuind pe 2 si " prin aceste valori in produsul (LXXIH) gisim
¢(z—a=f)(z—a+B) = a[(z—a)— ]
§i trinomul se poate scric sub forma
(45') gt b e = a[(x-a)?— ﬁ’]
adici: @ inmullit cu diferenfa a doud palrate.
20, Daci V'— 4dqe = 0, ridicinile trinomului sunt rcale si egale::

’ o ey [
O ==nrie ey [a:—q—]
: =@
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Produsul (LXXII) se reduce la a(z—a) si trinomul se poate
serie sub forma

: 2
(46) ax’+bx £ o = a(r—a)®
adiei: a inmulfit cu un pairat perfect.
0 ¥ 2 Aot & 3 Q . . : ]
9% Dacii 0°— 4ae < 0, ridicinilo trinomului sunt imaginare con-

Jugale
a 4 / 2]
3 J i~ . b ]llnc—b
T=atfi, "= a8 [a:——, = " J

Produsul ( LXXIII) devine :
H(o—a—Bi)(z—api) = uf (wmn )i 2]
si trinomul se poate scrie sub forma
(47) az®+ bz 4o = af(z—a)’+ g2) («, B reale)
adieli: a inmullit cu suma o doud patrate,

EXEMPLE. 19, Trinomul m2—8m+15 are ridicinile reale si neegale a’ = 3,
- 2
x"=15; avem dar "I)—82+15'E {(z—3)(x—5),
oz ot 1t2;
20, Trinomul —5a’-22—1 are ridiicinile imaginare o — —=%— avem dar
. -
2 1 = 1 4
— 52 -9 =, [(T—T)+T

241, Semmnul trinomului e gradul al doilea. Pentru liccare va-
loare reali a lui z, dela —oo pand la 400, trinomul i

(48)

are cite o valoare reald bing determinati. Ne intrebiim: cind aceasty

valoare e pozitivd si cand o neqativeg ? -l
Dacii trinomul are ridicinile. reale §i distincte = gi 2 Crp=a7n

aceste riidicini impart mul{imea numerelor reale in ftrei intervale:

u:ax2+bx+c
g 1

—oo (L) 3'7" (1) st (1I) +oo

Fig. 87.

intervalul (1) dela —no pand la 2’; intervalul (II) dela 2" pani la Za

intervalul (III) dela 2" pani la 4-co (fig. 87), : -
Cand z e in intervalul (II) zicem ¢éi e cupring inire raddcing ;

cdnd 2 ¢ in intervalul (I) sau (III) zicem i o n afard de rdddcini.

TeOREMA. 19 Dacd trinomul az’+ bz ¢ are raddcini reale g
neegale, valorile trinomului aqu semnul bii a pentru z afard de
raddeini si semn contrar € @ pentrw 2 cuprins ntre ridgeini,

~
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20. Dacd trinomul az’+ bz e are raddcing reale §i egale sau
raddcini smaginare, valorile trinomulu; au lotdeauna semmid lui a.

In adevir, daci trinomul are riddiicinile 2cale si neegale o’ sz
(' < 2”), avem :

(49) : ax’+ brt-c = a(x—x')(m—m").

Pentru 2 < 2" (intervalul L, fig. 37) avem §i z < x"; factorii z—z’
z—z" sunt amandoi negativi, Pentru z > 2" (intervalul IIl) avem si
z > &’ factorii x—z" $1 z—2" sunt amandoi pozitivi. Deci pentru z
inafard de ridiecini produsul (2—2)(z—2") ¢ pozitiv §i trino-
mul (49) are semand L a. :

Pentru o < = < 2" (intervalul IT) factorul z—z’ ¢ pozitiv, factorul
x—x" ¢ negativ. Deci pentru z cuprins intre riidicini produsul
(z—z')(z—2") ¢ negativ §i trinomul (49) are semnul contrar cu @ .

Dacii trinomul are riidicinile reale $i egale, avem o’ = 2" si

(50) 02’ L bz + ¢ = a(z—2')?.
Dacit trinomul are ridicini tmaginare, putem scric
(51) ax’t bzt = a[(z—a)’+ p?] (@, 8 reale).

In améndouit cazurile, pentru orice valoare reali a lui 2, factorul
al doilea (z—a')" sau (z—a)>+ 8 e pozitiv $i trinomul (50) sau (51)
are semmd lui a,

EXEMPLE. 10, Trinomul y=a'—z 415 are raddcinile reale §i neegale o'— 3,
z"="5; coeficientul a=1 e Poziliv. Prin urmare acest trinom are valori pozitive
pentru = <8 si x> 5 si valori negative pentru @ cuprins tntre 8 5i 5,

Astfel pentru 2 =0 < 8 aven Y =15 pozitiv; pentru =10>5 avem
Y = 35 pozitiv; pentru =z — 4 (3<4<5) avem y=——1 negativ,

20, Trinomul y=—-5a:'+ 2z —1 are ridicinile tmaginare; cocficientul g —— 5
¢ negativ, Prin urmare valoarea trinomuluj e negativd pentru orice valoare a luj 64,
Astfel pentru =0 avem ¥ =—1 negativ; pentru z=——9 avem i =-— 25
negalivy pentru z = 100 avem Y = — 49801 negati,

OBservaRE. Pentru z in valoare‘abso]uti destul de mare trinomul
ax®- bz ¢ are intotdeauna semnud lui q.

-Accastd observare, care e un corolar al teoremei precedente, se poate  stabili
si In mod dircct, Avem F

e+ bzt o=t [a-}—%-{—é]

. s b . ¢ ol . .
$i pentru |z | destul de mare termenii ¥ §1 7 sunt foarte mici; canlitatea din pa-
X
> . et 4 oy . . .
rantezd are semnul lui g, 2 e pozitiv si semnul produsului e semnl lu; a,
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242, Aplieatil. S se studieze, dupd diferitele valori ale parametrului m, felul
ridiicinilor trinomului

’

(52) 9m’~—6mw+3m+4.
Coeficientul lui z fiind pdreche, discriminantul trinomului [234 i 235, 1] e
(53) b gc = (3m)Y—9(8m4-4)=9 (m'—3m —4),

Felul ridicinilor trinomuluj (52) depinde de semnul discriminantului (583). Dar
acest discriminant e si el un trinom de gradul al doilea in m, Ecuatia m’—8m—4—0
avand ridicinile —1 si 4, trinomul (53) e pozitiv pentru m < —1 sim >4 si
negativ pentru m cuprins intre — 1 §i 4. De acl rezulltd urmitorul tablou :

Valorile lui Discriminantul Felul rid&cinilor trinomuluj
m. 9 (m*—8m—4) 9xX*—6mx4-3m L4,
P —co==m <—1 pozitiv reale si neega'lc :
nm=—1 nul reale si egale
—l<m<4 negativ tmaginare conjugate
m=4q nul reale §i egale
J t<m=4 pozitiy reale §i neegale
| .

243. Neegalitiifi de gradul al doilea. Numim astfel neegalitiitile,
care sc¢ pot reduce la forma

(54)  aexftlzte>0 san (85) aa®+bxtec<o.

Sd considerim neegalitatea (54). A rezolvix aceasts neegalitate, in-
seamnd a afli toate valorile z, pentru care trinomul az’+ pa Lo
e pozitiv. ’ :
1°. Daci ridicinile trinomului (54) sunt reale si neegale o < 2",
trinomul arc semnul luj « pentru x <2’ si 2 > z” si semn confrar cu
@ peniru 2" < x < &" [241, 1]. Prin urmare: dacii @ > 0, neegalitatea
(54) ¢ satisficutd pentru z < 2’ $l2>a"; dael a< g, necgalitatea
(54) e satisficuti pentru 2” < = < 2, ' ,

20, Dacit ridicinile trinomului ax2+ bz + ¢ sunt reale si egale sau
imaginare, trinomul are intotdeauna semnul lui ¢ [241, 2]. Prin urmare,
datd a > 0, neegalitatea (54) e satisficutit pentru orice valoare a lui 2 (1);
dacit a < 0, neegalitatea (54) nu e satisficuti de nici o valoare a lui z,

Neegalitatea (55) se rezolvii si se discuti in mod analog.

EXEMPLU. S% sc rezolve neegalitatea '— 32 — 4 <0.

Ecuafia £—82—4 — 0 are radicinile o' = —1, x"—4, Coceficientul lui o*

fiind pozitiv, trinomul a’—3x—4 e negativ pentru toate valorile luj z cuprinse intre
—1 si 4 si numai pentru aceste valori, . :

(1) Se excepteazi numaj ridicina dubld x = x’, pentru care trinomul e naul,

M. G. ' 18
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244, Neegalitiifi rationale. I. Neegalitate intreags.
ReGuLA. Ca si rezolvim o neegalitate de forma

(56) f.9.0>0,
1% Rezolvim ficcare dintre ecuafiile
=0, 9=0, h=0,

20, Asezim n ordine erescdloare loate ridiicinile reale ale acestor

ecuaii: @ << B <y << ... < A,
3%, Determiniim semmul fieedrui faclor f, g, I in intervalele

-—00, a; a_, p; Ba ?; teny 1, +-00.

49, Deducem semaud produsuba fgh in fiecare din aceste interva-
le si solufiile neegalititii (56) sunt rvalorile i o din wntervalele. in eare
produsul fgh e pozitiy.

"EXEMPLU. Si se rezolve neegalitatea
(57) (2x'—9x+10)(m*+1)(m’—’2m—3)(5x—24)'< 0.

Factorul Ti=27 == 9z4-10 are ridicinile reale 2 si -E-’-, ¢ negaliv intre ri-
dicini si pozitiy tn afarg, ;

Factorul ¢ — 2 -1 are ridicinile imaginare §i riimanc poziliv,

Factorul p — »*— 2z—3 are ridicinile reale —1 1 3; e negativ Intre rida-
cini §i pozitiv n afars, . ‘

Factorul : =52z —94 are rddiicina real3 m;%; € negativ: peniru x < 2—:

§i pozitiv pentru |z >%‘-
Asezind aceste cinej raddcini In ordine crescitoare obfinem sirul :

- 5 24
— 00, -1 ’ 2, ? ] 5 s E' y + a0,
care Imparte sirul numerelor reale tn 6 intervale, Inseriind infr'un fablou semnul fie-
carui factor f, 9, 2, % pentru z cuprins In fiecare din aceste intervale, deducem

sevinul produsului fght dupd regula semnelor [47].

e — oo -1 2 % 3 ZT: + oo
f iy TR0 T a3

g + 5w D b T e
e i Sae e PR T T +

Lk — — 27 iy T
[kl — o tO0—0 Lo — g 1

~ Reegalitatea (57) e verificatd pentru o < — L2<z<2 s 8o ?
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II. Neegalitate fract{ionard. In mod analog se rezolvi si o
neegalitate fracfionard. Trecind toli termenii in membrul intdi, o redu-
cem la forma

(58) 5 L e T
q g

OBSERVARE. Aceste neegalitifi sunt respectiv cchivalente cu reegalititile in-
tregi fg>0 sau fg <0, ‘

EXEMPLU. Si sc rezolve necgalitatea

7 N X 249,
(59) M e

Trecind tofi termenii In membrul intdi obtinem

o X 249
“+x- 1 x41 = .
Trinomul &*—6x4-7 are ridicinile reale 3-+V2 si 8— V2 binomul 22— 1

are riaddcinile reale +1 si — 1, Aceste patru riddcini ne dau sirul

-V, _1’ 1, 3— g; 3+V§, +N

>0 sau w > 0
5 xi—1

" si tabloul :

@ —co o —1 '1” 3—)2 84+V2 4o
£—Br-4-7 = - Sl =m g B
a'—1 + 0 — 0 + + L
Rapo;'lul + o - o + 0 — 0 --

Neegalitatea (59) e satisficuts pentru < — Ll<az<3—Vusiz>34)3,
L)

245. Feuatii obfinute prin ridicare In putere " Cand ridicdm Ia o
aceceas puterve ambii membri ai unei ccuafii, obfinem o noud ecuafie, care are
ltoate rdddcinile ecuafiei vechi, dar care poate aved §b rdddeini strdine.

Astlel dacd £si g sunt dous expresii algebrice, orice solutii a ccuatiei
(60) f=yg sw f-g=0
satisfac si la ccuatia
(61) F=y sw =0 sau (fog)(frg)=o.

Reciproca tnsd nu e adevdratd, Ecuafia (61) se descompunc in
=y =0 si f+g=0 si ridicinile ecuatiel f+9=10 sau f=—g¢ sa-
tisfac ceuatia (61) dar na salisfac ecuatia (60) pentru JEEAD!

EXEMPLU: 22 —3 =1, RidicAnd Ia pzitrat obfinem

1T~ 1204 9=1 s do'— 12248 =0,
ceualie, care are ridicinile =1 §i g—9, Dintre acestea numa; =2 satisface la
ecuafia dald; x=1 ¢ o radicind strding introdusi prin ridicare Ia patrat,



- bru al ecuatiei, jar pe toti ceilalf

care are doud ridicini:

19
loare —

terea aritatii de indicele

cem sd dispard $i acest radieal.

si

Se verific usor ci o=

mai complicatii si ca si facem si dis
fdm ametode speciale pentru ficcare caz

sau
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246. Ecuafii irationale. Numim astfel 0 ecuafic, care confine ne-
cunoscuta sub radicali. Pentru a o rezolva o aducem la forma rafionald,
ficind sq dispard radicalii prin ridicdri la putere convenabil efectuate.

Vom considera cateva cazuri clementare: ' ‘

Cazul 1. Eeuafia confine un singur radical. Tn acest caz

19, Izolam radicalul, adici lisim termenul cu radicalul fntr’'un mem-

i termeni i trecem in celilalt membru.
2% Ridicam ambii membri aj ceuajic la’ pulerca egald ew indicele
radicalului. Astfel ecuafia devine rafionald, - '

3% Rezolvdm ecuafia rafionald obfinud,

49, Cercetidm, care dintre solutiile giisite satisfuc ceuafia irafionald dati.
EXEMPLU: 8z} )z —3—g, '
Izolind radicalul avem Jz—32 — g— 3.

RidicAnd la patrat ambii membri, deducem ecuafia rafionald

2—2=386—386x49x sau 9x'— 372488 — 0,
&= $ia:=%9'

Dintre acestea, numai 22— 9 satisface la ccuafia wrafionald datd; cealalti va-

5 © 0 rddicind strdind Introdusi prin ridicarea la patrat,

Cazul I Eeuafia confine doud rdddeini Datrate. In acest cuz:

10 Zzolim un radical si ridicim ambii membri ai ccuatici la pu-

acestui radical. Astfel radicalul izolat

dispare.
20, Loldm si pe al doilea radical

si printr'o operafie analoagd fa-

EXEMPLU: Vz—34Vr—6—3.
IzolAnd primul radical gisim V7 —3 — 3 _. Va—%.
Ridicand la patrat avem:. z—3 — 9_ g Jz—6+a—s.
Izoland si termenul cu al doilea radical, gisim

B G sau e

ridicind la patrat, obfinem ccuatia rafionald x —6 =1, care are rid

deina & =7,
7 satisface ecuatia irafionald data,

Cazul Il. Ecuafia confine et mulfi radical;. Proble.ma ¢ mult

parit radicalii, trebue sii intrebuin-

3 3 3 !_- 3 a
EXEMPLU: Vb V=14 Ve =3 = 0 se scrie Vet Vu=T = - Juz3.
‘RidicAnd ambii membri la cub, obfinem

3 3 . -
u—}—3'/u’(u—l)-{—3]/u(u—l)’-{-u—-l =—u-l3
- u—}—:lf/u(u—lj [?Z-{—f’u—l]-}—u—d:—_u-}-ﬁ
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i 3 3 3
§1 tnlocvind pe VitV —1 prin cantitatea egali — Vu—3, ajungem la ccuafia

3
3Vu(u=1) (u=28) = 3u—4a,
care confine un singur radical (cazul 1),

. — ECUATII DE GRAD SUPERIOR.

247, Ecuatia bipatrati. Numim ecuaie bipatiald o ecuatie de gra-
dul al patrulea de forma

(62) ax'+ baf+ c= 0.
Punind * = Y, obtinem o ccuatic de gradul al doilea in y:
- (63) ay*+ by +e=0, :

care se numeste rezolvania ccuafiei bipatrate (62 ).

ReGurx. Ca si rezolvim o ccuafie bipatrati :

10, Caleuliim ridicinile 3’ si " ale rezolvantci.

20, Inlocuim in x2=y pe y succesiv prin ¥ si y” si formim ‘
ecuafiile z° = y’ si 2 = A

30, Rezolv{m} aceste doudl ccuatii si ridicinile lor

n=+y, wm=-Jy, z=4y", z=—|y
sunt rididcinile ccuatiei bipatrate.
Formurx. Ridicinile rezolvantei (63) fiind .
—bt v —te -
Ya

L4 y:

toate raddcinile ecuafici bipatrate sunt cuprinse in formule :

! 1=ox Vo
(LXXIV) x=i—l/ LT

EXEMPLU. Si se rezolve ecualia z'— 22°—3 — 0. Punand a'=y, obfinem re-
zolvanta y'— 92y — 5 — 0, care are ridicinile 5’ = 38 5iy'=—1,

Rezolvind apoi ccuafiile o= 8 S 1, obfinem ridicinile ecuaiei bi-
ratrate: oy =-+V3, 2=—V3, 2= Ot

Discurie. Gazul I: 0*— dae > 0, Réidicinile y* si " ale rezol
vantei sunt reale si ncegale, :

19, Dacy £> 0, valorile ¥’ si 4" sunt de acclas semn [237].

Daci g— <0, ¥ si 4" sunt pozitive si ecualia bipatrati are 4 rd-
ddcint reale de forma +«, =+B. Dacii §> 0, ¥ siy" sunt negative si
ecuafia bipatrati arc 4 ridicini imaginare pure de forma tai, +fi.
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20, Daci Ec< 0, valorile 5 §i y” sunt de semine contrari. Ecuatia
bipatrati are 2 raddcini reale simetyiee (de forma tTa) si2 radicinj
imaginare pure simetrice (de forma i THRE

30. Dacy %:0, b ¢ diferit de zero st wia dintre rdddeinile rezol-
vantci e nuld. Daei aﬁ< 0, cealalty riddcini a rezolvantei ¢ pozitivg si
ccuatia bipatraty are 1 ridicind nuld dubly si 2 riiddcini reqle sime-
trice; daci % = 0, ccalalty riddcind a rezolvantei o negativa si ccnatia
bipatrati are 1 raddeind nulg dubly $i 2 riidicini imaginare pure simetrice,

Cazul II: $®*—4qe = 0. Ra‘idﬁcin;’le Y sioy” ale rezolvantei sunt
reale i cgale (y' = " ). In acest caz trebue s avem ac > 0 say ai > 0.

Daci £< 0, ¥" ¢ pozitiv $i ccuatia bipatrati are 2 ridddcini reale
simetrice duble; dacit aé'> 0, ¥* e negativ si ccuafia bipatraty are 2 ri-

dicini dmaginare pure simetrice duble,
Daci §= 0, ¥ ¢ nul ccuafia se reduce la gz’ = g $i are o sin-
gurd ridicing & =0 ordinul 4 de mulliplicitate ( cuadrupli).

) . . . . .
Cazul NI: 0°— 44¢ < 0. Ridicinile rezolvantei sunt mnayinare;
ccuatia bipatratii are 4 raddcini imaginare conjugate doui cato doud.

248. Descompunerea trinomului bipatrat in factori,
Un polinom de forma

(64) ' t=az'F+ b;c2+c

.

e un trinom bipatrat. Ficand substitutia 2° — Y obfinem” un trinom de
gradul al doilea in y: ay’+ by +e.
Dacit y" si 3" sunt ridicinile ccuatici ay’+ by+ec=0, avem
e+ by +o = “(y=y'){y—y")
si reinlocuind pe y prin z°, glisim identitaten
(65) =az't 0P+ o = a2’ — ¥ ("= y")
sau

(66) b= alom ) (17D o) ),

TeoREMX. Orice trinom bipatrat sc poate seric sub forma de produs
de doi factori de gradul al doilea sau de patru factori de gradul intc;,

OBSERVARE. In identitiile (65) sau (66) o si y", Vi si Vo" pot fi nu-
mere reale sau imaginare, 7
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219. Factori reali, Iaf3 cum putem si descompunem un trinom bipatrat intr'un
produs de faclori de gradul int@i sau al doileq cu coeficienii reali,

Si considerim

Ecuafia bipatrati Substitufia  Trinomul bipatrat
am‘+bm’+c=0 =y ; aa:‘-}—b:c’-l—c
Ecuafia rezolvants Raddcinile rezolvantci Trinomul rezolvanie;
ay’+bytc=0 y sy - ay' by e

DISCUTIE. Cazul I: Radacinile 4, y" reale si necgale, Avem
Wbyte = aly—y)(y—y).

1% 4> 0, y” > 0, Punand y=d, y'= g (a,8 reale),. trinomul bipatrat

t=ax*}-ba'4-¢ se poate secric - ‘
t=a(a'— &) (FP—pg) — a(x—a)(m-}—a)(.r—ﬂ)(:c-}—,s)’,

cu tofi factorii cu cocficienti reals, .

0 y'y"< 0, de exemplu 3> 0, y” < 0, Punand. Y=d q "=— 45 avem

= 0@ (@) = a(0—a) (2 fa)(ah ),
3% 9" <0, ¥ < 0. Punand Y=—qay" =-—g" gisim
t=a(a'a') (a2h o). _
Cazul I ¥,y y" reale si ¢gale. Trinomul rezolvantci s¢ poate scrie
byt =a(y—yy.

19, Pentru Y>>0 o — &, avem ¢ = a (2 ‘lz)zz b e a)z(af—{-a)’,
29, Pentru " < 0, ¥=—a, avem ¢-— a(2? a‘)z,
3% Pentru ' =0 avem ¢ — az',

Cazul II-: y’: ¥" imaginare, In acest caz avem b’f4ac < 0siae >0,
Punind. a£=>\2 (A real) putem scrie _ i
b b
t= [m‘—f-;m’-{— %] = (_z[:v‘—{— 22+ )\2]
sau, adunand §i scizind pe: 2z’
t= [x‘-{- a2’ - )\’-{-%x’— 27\rc2]
n . b .
- a[(m’+>\)'—(z>\—;)mz].

Pe de alti parte 1* < 4ac ne di

@™

b? bt . b o b
SR G Sau - — < 4x'  de unde —<<2) sau -2,
a a a - a a

Punind dar 23 —% =p (p real ), gz‘xsivm'-

t=al(Z4r )= pia?] = a(@Nfpa) (@ n—piz)

§i trinomul bipatrat e inex descompus intr'un produs de doi factori de gradul al doi-
lea cu coeficienti real;, :
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EXEMPLE, 19 &'— 142°1-45. Rezolvanta Y= 14y +45=10 are ridicinile
Y=29, y'= 5. Deci

= 142*- 45 — (2= 9) (2'~5) — (x—3)(z+3) (2 — V) (-1 VF).

20 92452 — 4. Radacinile rezolvantei sunt g’ == %, y"=—1. Deci
92507 — 4 — 9 (:z:’—-g-) (1) = (82—2) (8v+2) ('4-1)..

a0 22 721 3. Rezolvania are raddeinile ' =—3, "= — 2. pog

5
Yl Talt 3 — 2(:1:’-{—3)(:v’+%) = (24-3) (22%}1),
10, 92'— 3023} 2'1 Rczolvant.a are o radicind dubli: 3’ = ;- Deci
- 92'—302%4-25 — 9 (x’—g)’ = (9—5)!
59, a'4-'1. Rezolvanta Y +1:==0 are radacinile imaginare: y'=7, y'—— ;.

Scriem

Pl = 22 1 — 22 = (21 ()T )

§i gdsim produsul v
241 = (a1 4212) (2 1—2)7).

OBSERVARE. Aceasti descompunere | reduce rezolvarea unei ccuafii bipalrate
la'rezolvarea unor ccuatii de gradul inidy sau de gradil al doilea.

250. Ecuatii reciproce. 0 ccuafie intreagd f(z) =0, in care po-
linomul f(z) e ordonat, se zice reciprocd in doui cazuri:

1°. Daci termenii extremi §i termenii egal depdrtafi de extremi aw
cocficientii egali i de acelas semn.

20, Daci termenii extremi §t termenii egal depdrtati de extrems au
coeficientii egali s de semme contrare.

OBSERVARE. [n cazul al doilea, dac polinomul £(z), presupus complcci, e de
grad pdreche (adici are un numir nepdreche de termeni), termenul dela mijlue tre-
bue si fie nul, :

EXEMPLE. Ecuafiile 52°— 72— 72 +5=0 si 'z'— 82'4-8r—1=0 sunt
ecuafii reciproce; prima e de forma 19 5i cealalld e de-forma 20,

19, Pentru a rezolva ecuatiile reciproce de gradul ntdi si al doilea
p 3
n'avem nevoe de metode speciale. .
20. 0 ccuafie reciproci de gradul al treilea e de forma

(67) qx8+ b+ bzt g =0
sau :
(68) . az’+ ba’— bzl—a= 0,

Sit consideriim prima ccuafie. Grupdnd, cate doi, termenii cu coefi-
cien{i egali, obtinem }
a(z’+ 1) +ba(a+1) =0
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si fiinded avem 2°4+ 1 = (z+1)(2P— 2+ 1), ecuafia se poate scrie
(z+1)[az’— (a=b)ax+a]l =0,
§i rezolvarea ei se reduce la rezolvarea ecuafiilor
z+1=0 i a2’—(a—b)zta=0.
Printr'o transformare analoag ecuatia (68) se poate scrie
(z—1)[a2’+ (a+d)z +a] =0
si rezolvarea éi.se reduce la xfezplvarea ecuatiilor .
z—1=0 $i' aa’:2+h(a+b)x+a =0.

EXEMPLU: 32— 132} 132—3=0 oo ecuatie reciprocé de forma (68).
Grupand termenii cu coeficienti egali (in valoare absoluti), o scriem
3(£"—1)—18z(x—1) =0 sau (é—l)(3z’-—-10x+3)=0
§i ecuatia se descompune 1n 1= 0 si 87— 10x-3=0, care ne dau ridi-
cinile oy =1, 2,— 3, x3 =%-

3% O ecuatie reciprocﬁ.de grz‘ldul al patrulea ¢ de forma

(69) ' 4 boPt ea?+ bo+a =0
~ sau : —
(70) aa:4+bx3—ba:—a=0,
deoarece, in cazul al doilea, termenul dela mijloc irebue sii lipseasci.

Grupind cdte doi termenii egal depiirtafi de extremi, ecualia (69)
se scrie =
a(2+ 1)+ b(2P+ )+ ea? = 0

$i, impirfind ecuatia cu :vz, deducem

(71) a(x2+%J+b(x+%)+cv'=O.
Puniind apoi _ a

(72)  atl=y

obfinem

142 1 _ 1 :
(x+%J=x2+2+;=y2 sau &’ = =4~ 2

si ecuatia (71) se transformi fntr'o ccuatie de gradixl al doilea in y
(78)  a(sP=2)+byte=0 sy - ay’+ by +c—2a =0,

care se numeste rezolvanta ecualiei reciproce (69).
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- Inlocuind in relatia
x+%=y sau  zP—gy L1 =0
Pe Y, succesiv, prin ridicinile y” si y" ale ccuatiei rezolvante ( 73), ob-
finem doud ecuatii de’ gradul al doilea
(74) Peay'+1=0 g 2_ Yl 1 =40,
care, rezolvate, ne dau cele patru ridicini ale ecuatiei reciproce ((9).
' OBSERVARE. Fiinde3 produsul riidicinilor fieciirei ccuatii (74) ¢ egal cu 1, rida-
cinile ecuatiei reciproce sunt de forma' Ty\=a), :r2=';; T3==g, x4=E'
Pentru a rezolva ccuatia (70), o scriem
a(z'— 1) +bx(2®—1)=0
sau, punind 2°— 1 ca factor comun, gisim
(2*— 1)(a2®+ bz 4 a)=20
§i problema se reduce Ia rezolvarea a doui ecuatii de gradul al doilea :
F=1=0 §i altlrta=0.
EXEMPLU: z'—32°— 94 3z+4-1=0,
Ecuatia e reciprocd de forma (69 ). Grupénd termenii cgal depirtati de extromi
z4+1—3(2 - 1)— 22—
si impirfind cu o, ccuatia se seric ~
9 1 -1\
pe +;—3 (m+?)—2 Aton
Punind apoi :z:—l-}l—:.y si 2L y'—2, obtinem rezolvanta -
=
Y'—3y—4—o,
care are ridicinile 3'=4 §i e 14
Tnlocuind pe # prin aceste valori tn z'— zy--1=0, oblinem ccuatiile
e'—dxt1—0p si zdad1=0,
care ne dgu riddcinile ccuatiei reeiproce :

— 3 s ! /._
0 =2+V3, z=0_J7, .73=1h4;£, T = l;“'

OBSERVARE. Radicinile, dou cate doud, sunt wuna inversa celetlalte, fiinded avem

- =‘_,_V§__;(2—V?)(2+V?)___ dorilh s il A 1
iy Ry 21V3 248
Tl::l—il’27=(—l—i]‘?)(—l-}-i"’?): 2 )

1
2 2SRy yE) —1+if3 =
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40. O ccuatie reciproci de gradul al cincilea ¢ de forma

(75) 8’ bzt + Pt Pt bt g =0.
sau
(76) a2+ b5 = e — b —aq — 0.
Ecuafia (75) admitand ridiving z = — 1, membrul intai al ei ‘e

divizibil prin z+1; prin urmare ccuatia s¢ poate scrie

(z+1)[az'~ (a—=D) 3+ (a=b+¢)2°— (a—b)zta] =0

$i sc descompune in z4-1=0 si
axt— (a—b)x-3+ (a=b4c)a?— (a—b)z+a=0.
Reducem- astfel rezolvarea ceualiei (75) la rezolvarea unei ecuatii

reciproce de gradul al patrulea.

In mod analog se rezolvi si ccuafia (76), observand ci polinomul
din membrul intdi se anuleazi pentru 2 =1, deci ¢ divizibil prin z—1,

251. Ecuatii binome. Se numeste ecuafic binomd o ccuatie de forma
(77) =N = ry e i

in care membrnl intai e un binom intreg. in z.

Daci p > q, de exemplu p = q4-m, punand 27 in factor, ecuatia
s¢ poate scrie : ;

(78) (A" + B)=.0

si se descompune_;‘n =0 si
(19) 42"+ B=0 sau xf"=—_£-

Ecuatia 2= 0 ne di ¢ rﬁdﬁéini nude. Celelalte ridﬁcini, ale ecua-
fiei (77) sunt date de ecuatia (79), care e de forma ar
(80) " =a . [a':'-—AEJ-

~ Riiddcinile ecuatiei binome (-80) sunt riidicinile a m-a algebrice (1)
ale numiirului @, adicd valorile algebrice, ‘care ridicate la puterea i ne
dau pe a. Ecuaia fiind de grad m, admite m rdddcini [182]:

Ewistd dar m numere algebrice (reale sau imaginarc), care se pot

..om
reprezenta prin simbolul Ya, -

(1) Aci se confundi cele doui infeleswri ale cuvantului rdddcing: 10, rid dcina sau solujia
unei ecuatii si 20, rid ficina dela oxtragerea ridicinii dintr'un numjr,
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OBSERVARE. Daci q ¢ real §i pozitiv, existi un numdr si numai wnul real
sipozitiv a='}’;;, care se numeste ridicina a m-a aritmcl;'cd aluiag[122)

Pentru ridicinile algebrice ale unuj numir real @, avem urmitoarea

Recuri. 1% Dacii m ¢ nepdreche, ecuatia o™ = o admite o radad-

cind reald si numas una; ea c de acelas semn eu a. Celelalte m—~1
rddifcini sunt imaginare,

20, Ddcli m e pdreche $i a pozitiv, ecuafia ™ =q admite doud
m

" m
rdddcini reale simetrice: #y =+ |/a (ridicina aritmetici) §i 2, =—J/a. :
celelalte ;m—2 ridiicini sunt imaginare. : -

3% Daci m ¢ pdreche §i a negativ, ecuafia z"= a nu admite nicio
rdddcing reald; toate ridicinile of sunt imaginare.

. 4

EXEMPLE, 19, '~ 9 — 0 sau gz'= 9. Riddcina aritmeticd ¢ ay=}y— V3.
Réidécinile algebrice reale sunt =413 si ;=—V3; colelalte doud riidicini
sunt ¢maginare. a

2, 322°—243 =0 sau z°— ?;,3 - Riddcina aritmeticd adici a, =]/ J;—_‘,‘:%
e singura riidicini reald ; celelalte 4 ridicini sunt imaginare, a E

3% 24243 =0 sau zf—— 243 are o singuri radicini reald =) —u43—_3 <
celelalte 4 ridicini sunt imaginare,

49, 32*-5=0 sau x'=—§- are toate ridicinile imaginare,

Rezolvarea com plectd. Peniru a gisi loale ridicinile, reale
si imaginare, ale unei ccuatii binome de forma

(80) e

cdutim si descompunem binomul 2" — a intrun produs de factori, cari,
- egalati cu 0, s§ ne dea ccuafii pe care si le putem rezolvi,

Dacél cunoastem o riidicini z —¢a a ecuatiei (80), avem «”— ¢
i punind - v
(81) = ay,
ccuafia binomd devine &y = &™ sau
(82) Y= 1,

Astfel rezolvarea ecuaiei (80) se reduce la rezolvarea ecuatiei (82)
si la tnmultirea (81): :

ReGULX. Daed Y15 Ygs oy Yy sunt rdddeinile « m-a ale unttdafii
(rddicinile ecuatici y™ — 1) i daci @ ¢ o raddcing a m-a g numd-

rulwi a, toate riddcinile @ m-a ale numdrului a (adici loate rdddcinile
ocuafict binome & = @) suns: :

xl=ay1,' x__,:ays, "o ey xmzaym.-
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EXEMPLU. Ca si rezolvim ecuatia binomi 2-27=0 sau x’=—27, care
are rdddcing xy=—3, ¢ deajuns si rezolvim ccuafia y'=1 sau y*—1=0,"
adicd sd caleulim rdddcinile cubice ale wnitdfii,

Fiinded avem 3°—1 — (y—1)(y4-y+1), ecuatia #'—1=0 se descom-
pune fn y—1=0 si "} y+1=0 si ne di ridicinile :
—142-11'?, . —1;11’3..

Inmultind cu —3 ficcare din aceste numere, gisim

=1, =
: 3—-371)% 34-31)F
T =-—3, 1‘2=—i§“’ 1‘3=#’

care sunt ridicinile ecuafiei 2’4-27—0,

Riddcinile unitidtii se pot caleuli ugor in urmitoarele cazuri:
10 F£—1=0o, Binomul 2*— 1 s¢ anuleazj pentru zx =1, deci e
divizibil prin z—1 §i efectuind impirfirca giisim
B S (z—1)(2*+ 24 1);
prin urmare ecuatia 2°— 1 =10 are 0 rddicind reali ;=1 si doudt
riddcini imaginare conjugate, date de ccuafia #°-- z+1=0,
2, 4 1=0, In mod analog giisim
+1 = (z+ 1)(z*—z+1).
Ecuatia are o ridicini reals 2y=—1 si doull ridicini imagi-
nare conjugate, date de ccuatia z°—z+4+1 =0, .
8% 2'~1=0. Avem z'~ 1 E(xe—l)(w2+1). . ,
' Ecuafia are dous ridicini reale +1 i —1 date de o1 =0
st doud ridicini ihaginare +i 5i —i date de 2°+1 =0,
49, 2’4+ 1 =0, Putem scric :
2t 1= ot 2204 1922 = (24 1y (z)2 ) |
- = (Tt 22+ 1) (P2} +1).

Ecuatia are 4 ridicini imaginare, conjugate douil cate douii, date
de ecuatiile
:r‘-;-xl/?z--i—l =0 si :z;z—xl/?-}-l: 0.

5% &'~ 1= 0. Avem 21 = (2—1)(a'+ 2’ ;2 o 4 1),
Ecuatia are 1 ridicing reald ;=1 s 4 ridicini imaginare, care
se obfin rezolvind ecuatia reciprocd: @' @’y 2Py gzl 1= [250, 3].
6% 2+ 1=0. Avem 2°+1 — (2+1)(2' =24 2’z 1),
Ecuatia are 1 ridicini reali Zy =—1 si 4 ridicini imaginare, care

se obtin rezolvand ecuatia reciprocd: a'— o a’— p4 1 — 0.
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7% In acelas fel observand ci avem identititile : _
F—1= ("~ 1)(2+1), of=1= («'~1)(2*+ 1),
xw—lE(x'r’_—l)(x"'-;- 1), '
rezolyﬁrile complecte ale ecuatiilor binome
:1:6—1=0, 2P—1 =0, 2°-1=0

se reduc la rezolvirile unor ecuatii binome din ecazurile precedente.

252. Ecuatii trinome. Se numeste ecuatie frinomd o ecuatie de forma
(83) A 22”4 ba'4 ca” =0, '

in care membrul intdi e un trinom, pe care-l presupunem ordonat dupi
puterile descresciitoare ale Iuj z.

‘Dacd avem p—g = q—r =mn, deducem
1=r+n, p=qfn=r42y
si ecuafia trinomd (83) se poate scrie
(84) ax Ty paftr ca’ = 0
Sat 2’ (a2 bz ¢) = 0
si se descompune in z"=0 gj
(85) - ax™ L b ¢ =0,

Prin urmare ecuatia (84) are 7 ridicini nule si alte 2n riidieini,
care sc oblin rezolvind ccuatia (85).

Punand
(86) xﬁﬁy_ deci = 2™ = 4?
ecuatia (85) devine o ecuafic de gradul al doilea in Y
(87) af L by 4+e=0

-§i, pentru fieccare riddcini ¥ si " a ceualiei (87), ccuatiile binome
"=y §i 2" =y" ne dau cite » ridicini pentru ecuafia trinomi (85).

RecuLX. Ca sd rezolvim o ceuafic trinomd de forma
ad” L bal 4 ¢ = 0, )
10, Pundnd 2" =9 formdm ecuafia de gradul al doilea

ay 4 by4-¢c=0;
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20. Cautim solufiile y* i y" ale acestes ecuafii ;

3% Rezolvim ecuatiile binome " = v, " — y".

EXEMPLU !* o'— 19a'— 2162 — 0, Punind pe  tn factor comun, ecuaia se
serie. z (2"—192°—216) =0 si se descompune In o =0 §i z*—192°'— 216 — 0.

Ficand substitufia 2®=y, ultima ecuatie devine ¥—19y —216 =0 si ad-
mite ridicinile y’ = 27, "= — 8, RimAne dar si rezolvim ccuatiile binome

(a) o’ =97, (8): a*=-—38,
Radicinile cubice ale unitdtii fiind

: —_ i . e
() 1, ._1';'_1/_3— si IT”/?;

o riddcind a ccuatiei (@) fiind Y27 =38; o radicing a ccuatiei (8) fiind =8 = — 2;
riddcinile ecuafiilor binome (a) si (B) sunt numerele (y) Inmulfite respectiv cu 3
$i —2, Prin urmare ridicinile ccuatiei ¢rinome date sunt

: —3+43i)% —3~-38i)38
m.=0; 1‘3=3, (I‘3='TV-I m4=T;

tg=—2, z=1—il8, x=1<4il3.

IV. — SISTEME DE ECUATII NELINIARE,

?53. O eecuafic cu mai multe necunoseute. Si consideriim o
ccuafic de gradul al doilea cu doud neccunoscuts z si ¥, de forma cea
mai generali

(88) az’ bxy+cy2+¢lx+cg)+f= 0.

~ . Membrul intdi ¢ un polinom de gradul al doilea in z si y. Va-
loarea numericit a lui depinde de valorile, pe care le dim variabilelor
z si y. Dacd pentru = =z, si Y =y, membrul intii al ecuafiei (88)
are valoarea zero, zicem ¢l numerele %y si yo formeazi un sistem de
solufii al acestei ccuatii.

RecuLk. Ca sii giisim wn sistem de solufii pentru o ecuafie cu
doud necunoscute, procedim in modul urmiitor : :

10 Ludm pentru z o valoare arbitrard . , _

20, Inlocuim tn ccuafie, pe x prin xy si obfinem o ccuajie e o
singurd nesunoseutd y. ] ' E

30, Rezolvim aceastd ecuafie. i

Dacil ecuafia e de gradul al doilea in 1 , gisim, in general, doud
ridicini 3" si " (reale sau imaginare). Perechile de valori xg, Y si
xy, y", astiel obinute, sunt doui sisteme de solufii pentru ecuatia datd.



256 V. — ECUATII NELINIARE.

In particular; ecuatia’ (88) pentru 2 — x, devine
(89) ey (b + €)y + aze>+ dag +f = 0

si formula

1 s :
(90) .?/ ;‘? [—(bxo te)t V(bxo -+ c)2_— 4c(a1"02+ dxy L f)]
ne di pentru y doudt valori corespunziitoare ¥, si .

Inlocuind pe =z, succesiv prin 2y, 2, ..., @, ..., obfinem astfel
pentru ecuatia (88) o infinitate de sisteme de solufii :

”

s " » ”n ’
xoa Yos mOryoa Ly, Y13 xlayla seey 113", Yos Ty Yns oee

OBSERVARE. Daci ecuafia (80). are coeficien{ii reali §i daci se cauti numai
solufiile reale, se pot IntAmpla frei cazuri,

Pentru un numir real z ==, (dat sau ales arbitrar) cantitatea de sub radical
din formula (90) poate fi: 19, pozitiva 3 20 mudd; 80 negativd. ) :

In fiecare din aceste cazuri, valorile lui Y sunt: 19, reale §i neegale (y;, y:);
20, reale si egale (y0); 380 imaginare; §t ecuatia (88), pentru o=z,

In cazul 10 admite doud sisteme de solutii distincte ), 3

In cazul 20 admite un singur sistem de solutii xy, 7;

in cazul 80 nu admite niciun sistem de solutii reale,

M Ean )

'EXEMPLU, Ecuafia 24y~ 2 —2y-+-1 =0, ordonati dupd puterile lui y
se scrie y’—2y+a;’—a:+1 =0 sinedi

(91) - y=1tVI—(@—aF1)=11Vz(1=2).

Pentru fiecare valoare reald a Iui « mtpiins:‘i‘ihtrc 0 s 1 cantitatea de sub
radical e pozilivd §i formula (91) ne di pentru y dowd valori reale si distincle. Ast-

fel, pentru m=% avem y,=1+%=% §i yz=1—%=-§-- 1
Pentru =0 sau z=1 cantitatea de sub radical e nulq §i gisim y=1.
Pentru = < 0 si pentru x > 1 canlitatca de sub radical e negalivé §i valo-

rile lui y sunt {maginare.

Generavizare. Ca sii rezolviim o ecuafic e mai multe necunoscule

~

(92) - f(-’lf, ?/, Z, '“):07

. procedim in mod analog:

10, Luiim pentru toate necunoscutele (y, z, ...), afard de una (z),
valori arbitrare (yo, 29, o). : 4

20. Formdm ecuafia cu o singurd necunosculd s yuanse . *0) = 0.

3% Rezolvim ‘aceastd ecuafio. '

‘Daci f(z,y,7,..) ¢ un polinom' de grad = in 2, rezolvind.
ecuafia f(x, 0,2, ...) =0 giisim p ridicini distincte y, x, ..., 2,
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(1 g'p =l afl), ca‘r_c asociate ci 3y, 2y, ... ne dau p sisteme de so-
lufii pentru ecuatia (92):

Ty, Yo, 20y veey T, Yo, %0y --5 Zpy Yoy 20y 0o

La fiecare sistem de valori y,, 2y, ..., dafe sau luate arbitrar
pentru necunoseutele y, 2, .., corespund cel putin wnnl si cel mult n
sisteme de soluii pentru ccuafia (92). Prin urmare: o ecuafie intreayd
cu maz mulle necunoseule admite o infinitate de sisteme de solufi.

=34, Sistem de ecuatii peliniave. Dacil avem dowd ecuatii cu doud
necunoscute - 1 '

(93) f(z,9)=0, g(x,y)=0,

fiecare ccuatic, luatit separat, admite cale o mfinitate de sisteme de
solufii; dar — in general — un sistem de solufii al uneia dintre ecuatii
nw salisface §t pe cealalla couafic. ’

Totusi .se pot giisi, ca si la ccualiile liniare [208], sisteme de so-
lulii comune pentru” ambele ecuafii: - acestea sunt solufiile sistemulus de
ecuafiv (93). A rezolvit sistemul insemneazii a giisl aceste solutii comune.

Vom considera douit cazuri: _ v

L. Cand sistemul dat e format dintr'o ecuafie de gradul al doilea
$i 0 ecuafie de gradul tnldi. ;

Il Cand sistemul e format din doud ecuafii de gradul al doilea.

Cazur 1. Avem

(94) (D) ax2+bxy-}-cy2+ de4-ey-f =0,
CI0) Y o 0N
Sistemul se poate rezolva prin metoda substitufiei [208]. Ecuatia (II),
de gradul intdi, ne di :
(95) . =

n

§i substituind aceaslii expresic in locul luj y in ecuatia (I), obtinem o
ecualie ¢ o singurd necunosculd x, de gradul al doilea cel mult, adicii
de forma

(96) wst+ Bz 1y =0.

Discupie. 10 Dacl a=£ 0 si B*—day==0, ecuafia (96) este de
gradul al doilea si are doud ridicini z” si z”; formula (95), pentru

(1) Dacd ecuafia are o rddicind multipld de ordin n, avem p=1; dac¥ toate ridicinile sunt
simple avem p=n; daci ecuafia are ridicini multiple de ordin mai mic decdt n, avem 1 << p<<n|[183].

M. G. : 0 17
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r=2a si 2=2" ne dj pentru y doud valori corespunziitoare ¥ st oy".
Sistemul (94) admite dar dougd sisteme de solufii: a, y Sl Nyt

20. Dacit & 3= 0 s [32—4057 =0, ccuafia (96) ¢ tot de gradul
al doilea, dar are o singurd radacing 2* (dubli).

3% Dacii @ = 0 gi B 0, ccuatia (96) ¢ de gradul 7nld: si are
0 singurit ritdiicinii 2",

In améandouii cazurile 90 si 30 formula (95 ), penlru = = 2', ne di-
o singuri valoare y=y" si sistemul (94) admite un singur sistem de
solufii: @', y".

4% Daci =0, B=10 dar Y= 0, ccuata (96) nu admite so~
luii si sistemul (94) ¢ imposibil,

5% Dacit §i =0 gi f=0siy=o, ecuatia (96) e o identitate;
“ludnd pentru 2 o valoare arbilvarg =z, si pentru y valoarea corespun-
ziitoare y, [datit de formula (95) pentru x =], perechile de valori .
“o, Yo sunt solufii ale sistemului (94). In acest caz sistemul (94) ad-
mite o infinitate de sisteme de solufii.

EXEMPLU. Si considerim sistemul
(o) ' (I) 3m’—2xy—y2+m;1=0,
(1) Pr—y—6=0,
In care p ¢ un numir presupus cunoscut,
Ecuatia (II) ne da Yy=px—0G si substituind aceasti expresie in locul lui 5
in ecuafia (I), -obtinem o ccuatic de gradul al doilea in z
(98) '—(pz-{-ap—s)m=+(12p+13)m—37=0.
Trinomul p*}-2p —3 (1) se anuleazi pentru p==1§i p=—3, Prin urmare
pentru p diferit de 1 si —3 ecuatfia (96) ¢ de " gradul al doilea. )
De exemply, pentru p=—1, ecualia (98) devine 42— 387 =0 si ad-
mile ridicinile z’= 2,92, @"=—38,17. Ecuatia (97, I} devine —z—y—6—=0
§i ne di pentru y valorile corespunzitoare y'=-—8,92, y"=— 2,83, Sistemul (97)
admite doud sisteme de solufii: a’ = 2,92, Y ==—892 si z'=—3,17, y'=—283,
" Pentru p»=1, ccuafia (98) ¢ de gradul 2nfdi si admite riddicina = il
Eeuafia (97, I1) devine Z—y—06=0 si ne di pentru y valoarea 5’ =—5, Siste-
mul (97) admite wn singur sistem de solufii: ' =1, 3 =— 35,
Cazur II. Avem
(1) ae+bayd ey’ doteyf=0,
(I1) « a2+ ey L L dr ey Lf =0.

(99)

In acest caz putem forma un sistem echivalent cu sistemul dat,
dar in carc o ccuafic sii fie de gradul #ntdi in raport cu wna dintre
necunoscute. S ‘

(1) Care ne delermini valoarea a a coeficientului lui x2,



IV. — SISTEME DE ECUATIH NELINIARE. 259

In adeviir, inmultind ccuatia (I) cu ¢, ecuatia (II) eu —e si adu-
nind, termenii in y° se reduc [209] si obtinem o ecuafie de forma
aa’ oy +yu 48y +e=0,

care asociati cu una dintre ecuatiile (99), de exemplu cu ecuatia (1),
ne di sistemul mai simplu

(1) a2’ by + eyt detey+f=0,
() (Bz+3)y+aa’fyzte=0,
echivalent cu sistemul (99).

(100)

Rezolvarca sistemului, 19 Dacy P=0sis=0, ecuatia
- (100, II) contine numai necunoscuta x; fic 2; si x, riidicinile ei.
Inlocuind in ceuatia (100, 1) pe @ prin @, §i x, succesiv, obfinem
doud ecuatii de gradul al doilea in Y. Prima (pentru z — xy) ne di
doud riddcini y;, »7; a doua (pentru « = a,) ne di alte doui ritd¥-
cini ¥, y5. Gisim astfel pentru sistemul (99) patru sisteme de solutii:
T Uys @, UG Ty, vy, .
OBSERVARE. Numirul sistcmelor de solufii distincte ¢ ma; mic decdt 4, cand

cel pufin una dintré ccualiile auxiliare de gradul al doilea (numai in T sau numai
In y) are rdddecinile cgale,

20 Dacd numerele B si & 2w sunt amandoud nule, putem elimina
necunoscuta y, intre ecuatiile (100), prin substitufic [20S].
Ecuafia (100, I1) ne di

_ Tur—Yz—g
(101) .’/——W

$i substituind aceasfit expresic in locul Iui Y in ecuafia (100, 1) obii-
nem o ccualie, care, sub forms intreagd, ¢ — in general — de gradul
al patrulea in z. _ '

Daecit ridicinile ci sunt @y, a;, 2, zy, formula (101) ne dj, pen-.
tru ficeare valoare a lui =, cile o valoare penlru y: yy, iz, y3, yy si
sistemul (100) admite sistemele de solutii : ’

L Y1 X2, Y25 23, Y3 -&“4, Ya-
EXEMPLU. Si considerim sistemul
(1) Sa'—5tay — 11y 80 4 54y — 97 — 0,
()  —42 122 —9—0.

Adunind ecuafia intdi cu a doua inmulfiti cu 11, oblinem o ecuatic de gra-
dul in¢di in y A "
(103) 2m’+3a§y—9w—3'y+7=0,

(102)
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care se mai poate scrie
(x—1)(By+2x—7)=0

§i care asociatd cu ecuafia (102, II'), ne di un sistem echivalent cu (102),
Noul sistem se descompune in
- 2 2 Gieh & — ¥ I 2 2 N =
(101) 421122 —9 =0 s (105) da’ -/ 120 — 9 =0
. z—1=0 8y4-2x—7=0,
A doux ecuatie (104) ne di xz=1; prima ecuafic (101), pentru =1, de-
vine y*—1 =0 si ne da pentru y valorile 1 si — 1,
Din a doua ccuafie (105) scoland valoarea lui y si substituind-o in ecuatia
Intai, deducem o ‘ccuatic de gradul al doilea in x
22— 5x-1.2 =0,
care admite rddicinile 2 si % Valorile lui i corespunzitoare sunt 1 si 2,
Sistemul (102) admite dar patru sisteme de solutji :

1
=1,y =1; m=1, yy=—1; r3=2, y13=1; Xy= Yy =2.

255. Sisteme particulare. 19, Sistemul
(I} z4y—=a
(106) (1Ir) w = b =

Ecuatia (I) ne di = = a—y si inlocuind in ccuatia (IT) pe =
prin a—y, obtinem o ecuafie de gradul al doilca

(107) yg—ay+b='0,

care ne di doud ridicini: y; si y, (diferite sau egale). Valorile core-
spunzitoare ale lui z sunt z, =a=y §i &z =a~y,.

OBSERVARE. In acest caz, cunoseand suma ¢ a solufiilor si produsul lor b,
solutiile = §i y sunt ridicinile ecuatiei .zz— az--b =0 [236, Problemi ]. Gisim ast-

’

fel urmatoarele doud sisteme de solufii: @y ==z, 4, =2" si Tp=z", =27,
EXEMPLU. Si se rezolve sistemul '
-ty =— —i— ,
zy = — 10,
Valorile necunoscutelor x s'i y sunt radacinile ecuatiei
FH3:—102=0 s 2243900,
care ne di 2/ — 25, z"=—4 si solufiile sistemului.sunt :

=25, yy=—4; Tp=—d4, =25,
20, Sistemul

(108) (I) z—y=a,

(1r) 21—
se poate vezolva prin substitufic ca si sistemul (106).
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39, Sistemul

I T4y =a,
(109) ( ) “T Jo
() «+y=0.
Scotand valoarea lui z din ccuatia intdi si substituind-o in ecuatia
a doua, obfinem

(110) (e—7)i0 7 =W sau 20— 2ay +a*— b = 0.

Aceastdl ccualiec ne di pentru v doud valori: ¥ st y, (diferite san
egale). Valorile corespunzitoare ale necunoscutei sunt &y = a—jy si
xz =a—y, (si cle diferite sau cgale). ) -

Osservare. Sislemul (109) se mai poate rezolva si in modul ur-
mator: Ridicind la patrat ambii membri ai ecuatici (109, I), objinem

(111) z 2zy 4y =a’.

Fiinded ecuatia (109, II) ne dii z°4 " =, ecuatia (111) se mai
poate scrie 2zy = a®— b i, impreund cu ecuatin (I), ne dit sistemul
cchivalent cu (109): '

LTy =a,

at—b

ZY =
Reducem astfel problema la cazul 19 [ sistemul (106)].

EXEMPLU. Sistemul

(Iy  z4y=4,

(112) Al
() 2= 14,

Scotand valoarca y=4—2 din ecuafia (I) si substituind-o in ecuatia (1),

objfinem &'— ix—1—=0. D¢ acj deducem @, =21V3, z,=9-|3 st relafia

y=4~z ne di y=e—V3, y—21|3,
49, Sistemul :
. (1) &'—y'=q,
(113) A ) =S,
Impérfind ecuatia (1), (z—y)(z+y) = a, prin ecuafia (I[), mem-
bru eu membru, deducem
EINE =" =,%-
Sistemul (II), (III), echivalent cu (I), (I1), e de gradul intii
[209, Exemplul 19]. Adunand si sciizand ecuatiile (I1) si (11I) ob{inem

9 — b—ﬁ i bz+(l bz_' a

2x="b++y 2y p o Sau =, oy =

|a

="
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In mo1 analog se rezolvi sistemul

:L‘z—y’=a, :

- (114) z A
50, Sistemul
: (I) x2+:’/2=aa ‘
(115) (I, T

Ridicand la patrat ambii memby; ai ecuatiei (II), deducem
(1) %=y

si sistemul (I), (), mai general decat (1), (1), ne di suma si
produsul cantitifilos Z'y ¥". Procedind ca in cazul 19, dacd 2’.si 2" sunt
raddcinile ecuatiei ‘

- 9 ) 9
F—uz4 b =0,

-

2 , 2 " . L2 " Sl i
avem " =2, s — ;" cuy ' =2" y"=2"; prin urmare
c=1)7 y= TV s =+ L =

Primul grup ne di 4 sisteme de solutii; al doilea grup ne di
alte 4, Ecuatiile (I), (III) admit dar in total 8 sisteme de solufii.
Dintre acestea nwmai 4 sisteme de solufii satisfac la ecuafia Zy=1"0;
celelalte 4 sunt solutii strdine, introduse prin ridicarca la patrat (1),

EXEMPLU. Ca si rezolviim sistemul

2= 95
zy =12,
luim a4 = 95, 2®y’ = 144, Ecuafia — 25+ 144 =0 are ridicinile o -— 9,
2"=16 si ne di 2?=9, =16 sau 2*= 16, #*==9, adica (T et
sau &= i-l, y=713, Dintre acestea numaj 4 sisteme de solufii satisfac Ia eéuatia
Yy =12 si anume:

NESN= =8, ety a— g, g ey, fi=—3,

256. Maxime si minime. Zicem ci o cantitate variabili trece
printr’un mazim san printr’'un minim, cand capittii o valoare mai mare
sau mai micd decat toate valorile pe care I ia imediat inainte si ime-
diat dupii aceasti valoare.

Astfel daci am considera un relief geografie, allitudinea solului ¢ o cantitate
variabild, in general, dela un Joe la altul, Varfurile muntilor si fundurile viilor stint
puncte unde aceasti altitudine e maximd sau minimd,

(1) Sunt soluliile sistemuluj x2+y’ =a, xy =t b,
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Trorema L. Produsul a doud snumere variabile — dar cu suma
constant@ — e maxim ednd mumercle sunt egale.

In adeviir, daci pentru douii numere reale x sl ¥ avem :
4y =rc (constant), 2y = v (variabil),

* si y sunt riidicinile ecuatici de gradul al doilea

2]

F—cz4+v =0
si deducem

I —

ctVe=2v c—JE—ap
g ¥

= B)

c L Q
Cand numerele = $1 ¥ sunt 7eale, avem ¢ = 4p sau

(116) ‘ g

[y

Produsul » are valoarea mazimd ; pentru z = y = %
Osservare. Si identitatea
day = (z+y )= (z—y)
ne arati cd, dacii x4y =c (constant), avem
dzy — ¢ — (m—g/)2 < ¢ pentru 22—y =0

adicd pentru « == y. Produsul =y are valoarea cea mai mare (maximd),

A . u [ 5 (5
cind diferenfa z—y ¢ nuld, adici pentru =y — .

EXEMPLU." Dintre toate dreplunghiurile, care au acelag perimetry, patratul
inchide aria maxima,

In adevir, daci 1 semnim cu z lungimea, cu y lifimea si cu » perimetrul
unuia dintre aceste dreplunghiuri, avem 22 -2, =p sau xty= —f} ( conslant)
§i, dupi teorema I, aria zy ¢ marimd, cind ¢ =y = g— sau cind dreptunghiul
devine patlrat, ‘

Teorema 1L Suma a doud numere variabile — dar e produsul
constant — e minimi cdnd numercle sunt eqale.

In adevir, dacii avem
Tty=wv (variabil), zy=c¢ (constant),
Z gi y sunt riidicinile ecuafiei
= +e=0

si deducem
v Vr=4¢ v—}r—4e
=, el (g
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Pentru ca numercle z $i ¥ sit fie reale si pozitive, trebue si avem

(117) =40 sm v=2Je,

—_— y

g W v '
Suma v arc valoarea minimg 2 Ve pentru z— y=3 = Ve.

Ossknrvare. Si idenlitatea
(24 9)* = 42y 4 (2—y)

ne aratii ¢, daci xy = ¢ (constant), avem
(z4yf=dcy (z—y)* > 4¢ pentru x—y == 0

adied pentru « == y. Suma x+y are valoarea cea mai micd (minima),
cind diferenfa z—y ¢ nuld, adici pentru = — y=2 Vc.

EXEMPLU. Dinlre {oale dreptunghiurile, care au acccas aric patratul are
perimetrul minim, " 2"

In adevir, dupi tcorema II, teate aceste dreplunghiuri avand arja TYy=a
«(constantit), perimetrul 2(x-+y) e minim, cind t=y=1V¢ sau cand dreptunghiul
devine patrat. ]

257, Extragerea ridicinii din numere complexe. Zicem ecii un
numir complex (imaginar) x4-yi o rdiddeing palrald a unui numdr com-
. - 12 .
plex dat e--b7, daci avem (2Lyi) =atbi sau
& — 4 2ayi = a i U8

- Aceasli egalitate se descompune in [228];

(1) :rﬁ—g/%:a,

(118) (1) 2:r_7/.: b,

Prin urmare: pentru a extrage raddeina patratd din numdrul com-
plez a--bi trebue sd rezolvam sistemul (118). '

1% Dacit e =0 si b =0, giisim =0, y=0 si x2yi =0,

20, Dacii =0, numiiral a4bi se reduce la @ (real); ecuatia
(118, 1[) ne dii sau =0 sau y =0, Dacii a ¢ pozitiv, gisim in am-
bele cazuri 2 ridicini patrate reale etyi=+|a; daci « o negatir,

(e =—a'), giisim 2 ridicini patrale imaginare pure x4 yi — +ila’.
3% Dacii b0, ecuafia (118, II) ne di
b
(119) V=

si substituind aceastii expresie in locul Iuj y-in ecuatia (118,1), obti-
nem o ecuatie bipatrati [247]

12— dax? 2= 0.
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Punind 2® =z aceasti ecuafic se transformi intr'o ccuatie de
3 9 9 g - .
gradul al doilea: 4°— 4qgz —32=0 §1 ne dii pentru z valorile

z,__a—}-ba’—{-b’ z,,_a——Va’—{-bz.
= 3 9 = - ,

e

Cum 2= + J/z trebue st fic un numir real si cum 2° o pozitiv

“dar 2" e negativ, gisim pentru 2 numai doud solufii reale:
=V i rp=—Jz.

Formula (119) ne di pentru y valorile corespunziitoare

- b i P b
Sl w e S
§i deducem pentru Va--b: doud valori complexe simetrice:
. . " bi o L 7 bi -
xy i = |2’ — i Lyt 1ot =— J2' e 22
1+ +2Vz’ $ 2 T Y2 =3

EXEMPLU. Si se calculeze V 1—3Y8., Insemnind cu - yi aceasti rida‘xcinz‘i,.
trebue si avem (@--yi)f=1—i}3 sau

(120) L—yt=1 i gy,

»; ) 3 : 3
De aci deducem x,;=l/g, :rz=—l/;; '7/'=—:..'V_:T’ .’/2=2lT—2- si gi-

sim ca riddcini patrate valorile complexe simelrice

.. Jo 3Vz. A . BR8 ea)iee,
1:+.'/ﬂ=v7—-¥1 si Tz+?lz2=—v'3z+71-

258, Probleme de gradul al doilea.

PropLema I (AmTMETICK COMERCIALX ). Doi asociafi au si-gi Tmpartd
o sumd de 90275 lei, tn care se cuprind §i ecapitalurile g cdstigurile lor,
Capitalul depus de’ primul asociat ¢ de 25000 lez gi castigul celui de-al
doilea e de 18525 lei. Se tntreabs care ¢ capilahd celui de-al - doileq §t
cdstigul celut dintdi, - stiind eg beneficiile sunt -mai mici deeat capitalu-
rile depuse. i g : :

~ Insemn@nd cu z capitalul asociatulu al doilea si cu y castigul
asociatului intai, avem : - TR :

Capital ' Castig
Asociatul I 25000 Y
» 1T 43 18525

Din enunful problemei rezultil doudi- egalitiifi.
10. Suma capitalurilor si a cistigurilor ¢ de 90275 lei:
(1) 25000 + 2 + y-+ 18525 = 90275, -
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20, Céstigurile sunt proporfionale cu capitalurile depuse :
‘ 25000 o :
{1, y 18525
De aci deducem sistemul de gradul al doilea

T (I) «4y=46750
(121) (I1) xzy =463 125 000,

§i necunoscutele = si y sunt ridicinile ecuzitiei'
| | 2— 46750 7 4 463125000 = 0,
adicdi 2’ = 82500, 2" = 14250,
Problema algebricii admite doud sisteme de solufjii:
2, = 82500, g, = 14250 si 2, = 14250, y, = 82500,

Cum ni se spune insi ci heneficiile sunt mai mici decat capitalu-
rile respective, numai primele valori xy, ¥y sunt solutiile probleniei date.

Prosrema II (Frzick st Cavue). Intr'o eprubetd gradatd, asezatd tn-
r'o cuveltd e apd, se tntroduce aer, care ocupd o indlfime de 25 em.
la temperatura apei (159) si la presiunea exterioard (750 mm, ), Nirelul
apei ¢ acelag n cuveld si in eprubetd.

-Se absoarbe apoi oxigenul cu ajutorul fosforului §i se core s
se delermine Indlfimea gazului ramas, dacd se presupune ¢d temperatura
§i presiunea exterioard n'au variat in timpul cxperienfei. '

Tensiunca maximi a vaporilor de apd la 159 este 12,6 mm, .

Densitatea mercurului 13,6, Nivelul apei in cuvetd se considers invariabil,

Dacil s e suprafafa sectiunei eprubetei, volumul aerului din epru-
betii este 255 eme. si confine 0,79X25s eme. azot si 0,21X25s eme.
oxigen la presiunca 750—12,6 = 737,4 mm. (1).- :

Dupil ce se absoarbe oxigenul, rimane numai azot satural de va-
pori de apd si mercurul se ridied in eprubetid cu z em. Gazul rimas
ocupii un volum de (25—z) s eme., la presiunea anlerioari micgorati
cu presiunca reprezentati de coloana de z em. de apd sau de

T £ T3¢ Mm.  mercur.

Avem dar

= 079X25s, Py =1T374; V,=(25—z)s, P, = 1374 ~ i

(%) Iu 100 cme. de &r sunt 59 eme, azof §i 21 cme, oxigen.
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si legea lui Mariotte V,Py=V,P, ne di egalitatea :
- 0,T9X 255 X T3T,4 = (25—x)s (:374 : 56)
de unde deducem ecuafia de gradul al doilea in z
' af— 1027,8 2 4 5766,5 = 0,
care arc ritddcinile &’ = 5,7 si 2" = 1022,1,
Solufia problemei ¢ numai z =.5,7 em. < 25 cm.
Prosiema III (GEOMETRIE). S& se tnseric tntr'o sferd cw raza r un
cilindru, a cdrui suprafafi totald si fic de m ori suprafafa sferci.

Reprezentdm pe fig. 88 o scetiune fi-
cutd in sferd si cilindru printr'un plan, care D ‘ ‘ C
trece prin axa cilindrului. Secefiunca 7 in sfer@
e un cere cu centrul in O si cu raza  (‘cen-

trul si raza sferei), iar in cilindru o un O -
dreptunghiu ABCD. : _ B/ T o

1°. Necunoscutele. Insemniim: A P x /B
diametrul bazei cilindrului AB =2PB =2z .
tnilfimea cilindrului AD == 2 PQ = 2y, : Fig. 3.

2% Scrierea ccuatiilor. Triunghiul dreptunghic BOP ne di
(1) B Rl
egalitate, care cvpmma cd cilindrul e tnseris in sferd,

A doua ccualic ¢ dati de relafia dintre suprafata total a cﬂmdru-
lui si suprafafa sferei:

2mo +272.2y = m, 4'rr
sau

(1) B4 2zy = 2mo (m pozitiv).

Avem astfel, pentru a determina pe x $i ¥, un sistem de doui
+ecuatii de gradul al doilea cu douii necunoscute.

3% Rezolvarca. Ecuafia (II) ne da -

(122)‘ '. ] .y=2mg;—m‘;

inlocuind pe y prin aceasti expresie in ccuatia (I) obfinem
(123): - 5x4—4r2(m+1)w2-;- 1P =0
sau, ficind o=z, : i

(124) 5= 4r* (m+1)z 4+ dm’r = 0,
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Dacii :2" si 2" sunt riddcinile .- ecuatiei (124), deducem pentru 2
patru valori il/? si +V2" si formula (122) ne di pentru ¥ alte patru
valori corespunzitoare. Acestos “sunt solufiile " alyebrice ale sistemului
(1), (II). Dintre acestea numai sistemele de solufii = si y reale si po-
zitive pot avea un sens pentru problema geometried dats,

DiscuTie. Ridicinile ccuatiei (124) sunt reale, daci avem

(125) 4r4(nzj’-1)2f 20 % =0  sau 4pi— .2m—vl = 0.

. 1+V5
Trinomul 47722—...772—1, care sc anuleazi pentru m — Sy

e negativ pentru m cuprins infre aceste ridicini. Rimane dar s discu-
tim numai valorile

(126) | 0<m=< 15,

1%, Pentru m < ,H;VE ccuatia in z (124) admite 2 ridicini reale

§i pozitive: 2° si 2" {237]. Fic 2*'< »" Aceste ridiicini ne dag pentru z
numai doud valori reale si pozitive: zy = |7 §i 4, = V2",

Pentru ca valorile uj Y, date de formula (122), si fie si ele po-
zitive, trebue si avem : ol -

(127) 2* < 2mr2 sau (128) 2z < 2ms®

Inlocuind pe z prin 222 in ccuafia (124), obfinem pentru mem-
brul intdi al ei valoarea

(129) : _81;4.'7)1(2771—1),
care, ¢ negalivdg be_ntru 0 < m < % §1.pozitivd pentru m > l,

Prin urmare, daci 0 < m < %. avem 2" < 2m” < 5" [241,1]
§i numai ridicina z* ‘satisface la neegalitatea- (128); giisim dar wn sin-

gur sistem de solufii reale §t pozitive pentru sistemul (1), (10).
Daci % <m<

1+Vs 2 o 5 .
v ' 2mr” se giseste in afard de rdddcinile
A r B R 9 e o ’ -
2" si 2", Dar nu pulem avea 2y <2<z ciciar rezultd 22" > 4%

4

pe ciand ccuafia (124) ne gz z’z”=%nz2}4<4nzgr4- Avem dar -

2 < 2" < 2mrt adicy neegalitatea (128) e satisficutd si pentru z — »*
$ipentru z=2" si gisim doug sisteme de solufii x sl ¥, reale si pozitive,
pentru sistemul (I), (II). 3 '

Pentru m=%, ecuafia (1241) devine 528— 67242 si admite ridicinile
== 2"=+. Valoarea z=1* ne dd @y =r, ;=03 ¢ cazul limitd, cAnd 1nalfimea

i o E o = o
cilindrului tnserjs se reduce la zero, Valoarea 2=+ mnc di x, =L’, 12 ———V—;; Inil-
3 ¥ o (4]

fimea cilindrului e de doua orj mai mare decat diametryl bazei,
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29, Pentru m = ltﬁ, ecuatia. in z (124) are o singuri ridicini

(dubld): z = 5—*1'01,37'2 §i_gisim, peniru sistemul (I), (I1), un singur

sistem de solufii reale §i pozitive:

ProbLEMA IV (AriTMETICK COMERCIALX). O persoand a pus la o
baned, cu dobindd de 8%, suma de 662000 lei in doud rate: rata
intdi la 1 Mai g rala a dous la 2 Iulic acclag an. Dupd un timp con-
stald@ cd dispune la baned de un capital de 683 600 .

Stind cd dobéanda produsd de rata intdi e de 5 ori mai mare decit
dobanda ratei a doua, se cere si se caleuleze: @) valoarca fiecdrei rate;
0) data evaludrii capitalului format la bancea (!).

190 Necunoscutele. Insemnim cu z §i y valorile celor dous
rate i cu ¢ (zile) timpul corespunzitor ratei nfdi (dela 1 Mai pana
la data evaluirii).

20, Ecuatiile. Stifn cd suma ratelor ¢ 662000 lei:
(I) 24y = 662000.

Ca si caleulim dobanda, trebue si stim limpul si divizorul fix.
Timpul corespunziitor ratei intai ¢ ¢, Dela 1 Maj pind la 2 Iulie fiind
62 de zile, timpul corespunziitor ratei a doua ¢ {—062, Pentru procentul
8 divizorul fix ¢ 4500. Scriind ci dobanda ratei intdi e de 5 ori mai
mare decdt dobinda ratei a doua, avem '

2t g y(—62)
4500 4500

| f(1I) xt=5y(t—62);

In fine capitalul total constituit la baned fiind 672800 lei si
suma ralelor depuse fiind 662000 lei, suma dobanzilor produse este
672800—662000 = 21 600 l¢i. Prin urmare:

sau

xt y(t—62)
10 T " asop . — 21600

sau . :
(M) zt+y(t—62) = 97200000,

Avem dar un sistem de trei ecuatii (I), (I}, (III) cu trei necu-
noscute z, v, £. :

(1) La calcularca numirului zilelor fnfre doud dale, ziua inifial{ nu so socotesio, pe cind ziua
finali se socofeste. Astfel dela 1 Mai pand la 2 Iulic avem : din Mai 30 zile, din Iunie 80, din lulic 2;
1y total 62 zile, L= < : P
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8% Rezolvarea sistemului. Sistemul se poate scrie:
‘ (I) z -y = 662000,
(130) (Ir) zl—5dyt =—310y, A
(M) 2t + yt = 624+ 97200000,
Adun&nd ecuatia (II) cu ecuatia ( II) inmultiti cu 5, ob;mem

| 6t = 486000000
sau -

(1Y 2t = 81000000
Sciizind ecuaia (II) din (HI), deducem
6yt = 372y 4 97200000
sau

(1) y¢ = 624416200 000
si Sistemul (1), ( IT), (III) se poate inlocui prin sistemul echivalent
(I) =+ = 662000,

(131) ~(Ir) xt = 81000000,
() . yt= 62y 4- 16 200 000,
Ridmane si rezolvim acest sistem, Ecuatia (131, 1) ne dx
(182) : y = 662000 —z;
‘ecuatia (131, I1) ne dx , _
(133) | (gt 81 0(1}0000

i inlocuind pe Y sl ¢ prin aceste expresii in ecuatia (131, I1I), obfinem
ecuafia cu o singurd necunoseuti : : -

62 2°— 138 244 000 2 4 53 622 000 000 000 = 0
care admlte rlidﬁcxmle

500000 i o' ——"‘9‘%3000_'1729741,94,

Formula (182), pentru  — »* sl x=2", ne di valorile lui y:

__ 33100000

37— —— 1067 741 94

Yy = 162000, "=

iar formula (133) ne di valorile lui ¢ corespunziitoare ;

15500

331 — 46,8,

' =162, "=
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Problema algebrici admite doud sisteme de soiutii_:
; ‘7"' y', t’ $l "a ./"v "1
dar ratele a si y trebuind si fie amandoud nulmere pozitive, problema
aritmeticii dati admite o singurd solufie:
z = 500000, y= 162000, ¢ = 162,
Data evaluiirii capitalului este 10 Octombrie acclas an.

E\ERCITIL
46. Si se rezolve ecuatiile :
10 (22 —5) =(z—1)}(2243)—Tx-4;
2, (3¢ +8") (2" —a4-1) = (30 - &) (- 2 1)

®smteatantas=0 =atrs =ty
50, 5(x4-3) =V2fF3z—9; 60, 2Va:+1+ T =35
R, 10 2'<3, z"=14; 2, m—a+Z: a:"-—zi:,
30, 7y =3, 2= %;:r3=—-V—‘ 40, a:,—a-{—b mz—-ag_;ibb
- 50 Obtinem ecuatia 232 + 1472231 = 0, care are ridicinile o =—3,
.'z:’=—‘%3 Dintre acestea numai z==—3 e ridicina ccuatiei irajionale,
60, Gisim ccuafia 42°— 92— 9 — 0, care are ridicinile 2’ =3, = r—_3.

4
Amandouil aceste valori suut riidScini ale ecuatiei irafionale,

47, Si se discute felul ridicinilor ecua;iei

(A—1)"—2)z13X =0,
cand A ia toate valorile reale dela — oo pind la 4~ o0,

R. Gisim tabloul urmiitor:

Valorile lui \ Dfig’i";‘k";"' X x" = )\“ _\ 1| ¥ = % Felul raddcinilor
A< —- + -+ imaginare
=0 0 0 0 &= a"=0
0<a<1 + - — reale si de semne contrarii
«\=‘~13 -+ oo oo ecuatiaedegrﬁl:w:%
TN + -+ - ‘reale si pozitive
A="§' ‘ 0 + € m;.=i:c"=3 '
ey "
D) = -+ - imaginare,

Cand A tinde citrd 1, o ridicini creste la infinit,

48, O persoand cumpiirand un obiect §i In urmd vaAnzAndud cu 72 lel, are o
perdere la sutd egali cu a treia parte din costul obiectului, CAt a costat obiectul ?

R. Problema are doui solufii: 180 lei si 120 lei,
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49, Ecuafia 3m’+2my—_5y’—'10:c—2y+7 =0 ne dj In general, pentru
fiecare valoare a luj « cite doud valori pentru y si pentru ficcare valoare a lui y
cite doudl valorj pentru x, Si se precizeze - cind aceste valori sunt: 10 reale si ne-
egale; 20, reale si egale; 3), imaginare? - : -

R. Ecuatia tn 2 are ridicinile :reale i neegale pentru orice valoare a lui y,

Eeuafia In 4 are ridicinile reale §i neegale pentru x <1 i x> 2,25; reale i
€gale pentru r=1 i 2=225; dinaginare pentru 1 <z < 295,

50, Si se rciolve céuatiile: '
1 1 1 1) 1
1o, x-—2+x—u+x—4 x+2+x+3_+x+4_0'

90, z‘(a‘“+8x’+63)=8(m°+8). v
R. 19, Problema se reduce I rezolvarea ecuafici bipatrate 3a*— 58a2'-244—0
§i gisim ; o =131; ap="— 13,1; a;=62; Ty=—6,2 (cu aproximaiie de 01),
20, Ecuafia e trinomi : x'*- 634°— 61=0. Problema se reduce Ia rezolvarea
ecuafiilor binome: a2°— 71— §i 24~ 64:=0, Prima [251, 7] are ridicinile

—11;)3 —1—i}J3; 143 17
:l?1=1, 2‘2=+V—1 T,=TV: :r4=—1,:r5= +‘,V—1A.’l‘6=_&)l.

: _ Y.
Ecuatia a doua are ca rid3eini valorile precedente Inmulite cu ¢z — 21,

51. Si se rezolve sistémele de ecualiis

34,3 73, X i mx , ny
D xty—q, T4 =1 2".0—7 b_?_l’ a—!-f-b—,—l.

a, 3x’-{‘—4xy+3y’—1‘5':r+9y=0‘, &' —2xy 4 1f— 1052y — .
3_p3 : (403 — o3 (e
R, 10 Gisim zy=2=8 m=%+l, L —]/ 403 S a3

3a 12758 i) 18q
8 N _ —_—
0 p a’b'mia’nVa’n’-}-b’m‘—a’b’, i a2b%n F b%m Va'n’+b’m'—u’b‘,
P @ 3 bt an? - pime

30, 2, =0, N=0; a,=1, Y2=38; x3=3, Y3=—23; xy=6, y,—=—9.
52, Si se determine laturile unui friunghju dréptunghic, care are perimetrul 2p
§i suprafaa 0’%2 . ] '
"~ R. Trebue sd rezolvim sistemul
' 'm+y+z.=2p, wy=—£—’-’, oyt 2,

Eliminand pe z ntre ccuafia Intdia §i a treia, deducem -y =

§i gisim
2p D 5p
3 =3

=S

53. S se determine cifra o $i bazq B a sistemului de numeratie, in care nu-
merele 2736 sj 1741824 se scriu respectiv 1200 si 0000,

R. Trebue si rezolvim sistemul -
Ftag'=2136, o= 1741500
Gdsim un singur sistem de solulii reale, po=itive §i tntregi: a=7, B2l




CAPITOLUL VI.
REPREZENTAREA GRAFICA.

'I. — FUNCTH SI CURBE.

239. Functii explicite. Daci avem doui cantititi variabile » si ,
care depind una de alta, ash ci la fiecare valoare a lui 2 si corespundii
o valoare pentru y, zicem ci y ¢ funcfie de = [166].

EXEMPLE. Formulele : :
(1) _ y=2z+38, y=2'—5247 y=Jzr—1 4
definese pe y ca funclie de z. Primele doui funcfii au valori reale pentru orice va.

loare reald a lui «; funclin a trela Ve—1 ¢ reals pentru =1 si imaginard
pentru @ < 1, :

Ca st ariitim cii y ¢ funclic de x, scriem in general
(2) Y= f (x) ’
unde prin simbolul f reprezentim sirul de operatii, pe carc ar trebui
sii le facem asuprd lui z, ca si cipitdm valoarea lui 7. '

, Formulele (1) sau (2), care sunt ecuatii eu doud necunoscute
z §1 y, rezolvate tn raport eu y, definese pe y ca functic explicitd de &,

Cind vrem si reprezentim in mod simbolic mai multe funclii diferile, - intre-
buin{im simboluri diferite. Astfel cgalitifile :

z=f(t), y=%(1), z=¢(t)

ne aratd ci x, y, z sunt trei functiuni explicite de ¢,

In general, formule ca

(3) u=22+2y5 u=38zx+y?—5)-—4
sau, in mod simbolie, '
(4) w=fle9),  w=g(a,y,2)
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oricare ar fi sirurile de operatii reprezentate prin simbolurile £ sau P,
ne definese pe u ca functic explicits de ma; multe variabile independente :
Z, Y sau z, y, z [166, Exemple]. :

R60. Funcfii implicite. Am vizut ci orice ecuaiic intreagd cu doud

sau mai multe necunoscute, ca .
(5) » 3x4+y+4+6=0, 22422y —y24.4 =0
sau, in general, : | '

(6) f(z,y)=0

admite o infinitate de sisteme de solufii [204, 253].
Valoarea variabilej Y depinde de valoarea lui 2 $i anume pentru

A

fieccare valoare arbitrarg Zo a lui z, ecuafia in .

f(il‘o, .7/) = O’
prin riddcinile ei, ne determing wung saw mai mulle valori pentru y, In
acest caz, zicem ei ecuatiile (5) sau (6), care nu sunt rezolvate 7
raport cu y, definese pe y ca functie- implicitd de 2.
Tot astfel e ecuatia de forma

) f(x7 Y, t) = O’
unde f e un polinom intreg in =, y, ¢, defineste pe wune dintre varia-
bilcle Z,y sau t ca funetie implicity” de celelalte dous. _
OBSERVARE. Ecuatiile (5) sau (6) definesc §i pe  ca funciie de Y. Astlel din
prima ecuatic (5) putem deduce tn mod explicit

san y=3x--6 sau m=yT—o--

In general, daci o ccuatie de forma (6), rezolvatsi In raport cu » ne di
¥=%P (=) si rezolvati n raport cu z ne di =10 (y), zicem ci G e funcia in-
versd a lui ¢. '

261. Funcfii uniforme si multiforme. 19 Daci la ficeare valoare
a lui z, dintr'un interval (a, b), ecuatia f(z,y) =10 ne di numai
cile .o singurd valoare pentru y, zicem cii y, definit de aceastdi ccuafie,
- ¢ o functie uniformd de z in intervalul (a, b).

EXEMPLU. Ecuafia o~ 5y —dg +19 =10 rezolvati in raport cu y ne di:
X¥—4x+19

) ==

(o singura determinare ).

Prin urmare y ¢ functie wniformd de z tn orice interval,

20. Dacii la fiecare valoare a luj 2 dintr'un interval (a, b), ccuatia
flz,y)=0 ne ds (in general) mai multe valori pentru y, zicem et Y,
definit de aceastit ceualie, ¢ o funcjic mudliformd de z sau o.funcfic’
“cw mai mulle determindri in intervalul (a,'b).
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EXEMPLU. Ecuafia o —5y —dxz-}-19 =0 rezolvati in raport cu x ne di:

m=2iV5(y—3) (doud determiniri),
Prin urmare « ¢ functic multiformd de . Cum avem y—8 > 0 pentrn y > 3,
Y —38=0 pentru y=3 s5i y—38<0 pentru y << 3, cele doud determindri ale Jui x
sunt reale §i necgale pentru y > 8; reale §i egale pentru y=3; imaginare pentru
Ya=33a [R22 7R 0N = i

262. Funetie definiti prin siruri. Legitura dintre doui cantitifi
variabile se poate stabili §i fird existen{a unei formule matematice. Ast-
fel misurand timpul ¢ in ore (cu ajutorul unei pendule) si temperatura
aerului O in grade (cu ajutorul unui termometru) si finscriind valorile
gisite pe doud siruri corespunzitoare: : '

(1) ¢ 6.7 8 9 10 11 12 13.14 15 16 17 18.orec .
() 6 435,059 6,4 6,7 8,0 86 9,0 9,2 8,8 8,5 8,1 7,6 grade

constatim ci la fiecare valoare a lui ¢ corespunde o valoare bine deter-
minatd pentru 0. Prin urmare femperatura acrulii e o functie de timp
definitd prin sirurile (I) si (II) (1).

Convenim sii zicem, §i in acest caz, ci intre variabilele 0 si ¢
existii o relatie de forma :

0=f(¢t) sau F(0,¢)=0,

desi nu cunoastem expresia analiticd a funetiei £, adied sirul de ope-
rafii matematice, pe care trebue si le facem asupra valorii timpului ¢,
ca sii determinim a priori (2) temperatura aerului 6.

263. Lege naturali si expresie matematici. Studiul fenomeneclor
din naturd (fizice, mecanice, chimice, ete.) au introdus §i vor introduce
mereu in Matematici numeroase exemple de funcis.

Se stie ci uns fenomen fizie (chimic, ete.) se” poate studia din
douil puncte de vedere: calitativ si cantitativ. In primul caz se cerce-
teazil numai cauzele care produc fenomenul, care-i. variazi intensitatea
sau care-1 impedicdi sii se producii ; obfinem astfel legi calitative, In cazul
al doilea, un fenomen se caracterizeazii printr'o mdrime masurabild z.

'_ De exemplu starea de mai cald sau mai rece a unuj corp pusd in legituri cu
dilatarea corpurilor la cilduri, sa putut caracteriza prin misurarea unei lungimi, In
particular observatia ci o coloani fini de mercur. se lungeste sensibil pentru o
variatic foarte mici de temperaturs, a permis construirea termometrulis,

Cauzele fenomenului se caracterizeazi si ele prin mirimi mdsura-
bile: z, y, ... Se construesc aparate speciale peniru misurarea miri-

" (1) In intervalul de timp in care a fost studiati.
(2) Mal dinainte adjc} inainte de a existi §i de & o puted milsurd in mod direct,

15
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milor cauze si' a mirimi efect si dupi un numir oarccare de cxperienfe
si de mdsum‘r@', putem inscrie pe mai multe siruri orizontale valorile can-
titdfilor z si x, Y, ... corespunziitoare fieciirui caz, Obtinem astfel o
‘tabld, care ne va da in viitor (fard alty experien{i) valoarea mirimii z
- pentru valorile mirimilor Z, Y, .. studiate. Trecand apoi dela abstract
la coneret, deducem starea fenomenului efect, care corespunde la stérile
considerate pentru fenomenele cauzi,

Aceastil legitury dintre valorile simultane ale mirimilor z §i z, y, ...
constitue o lege cantitativi, Ea defineste in mod numerie pe z ca functie
de variabilele independente z, Y, - Astfel sunt legile gravitatiei,
legile lui Kepler, legea lui Mariotte, legea lui Joule, ete.

Pentru enuntarea acestor legi stiinfele experimentale cauti in
Analiza Matematicy niste expresii analitice adicy niste formule
simple, . niste funetiz elementare, care prin combinatiile lor si poati
exprimad — cu o et mai buni aproximatie — legitura reali dintre mi-
rimile cauze si mirimea efect, adici legea cantitativa,

OBSERVARE. Si nu se confunde legea naturald cu formulele aprozimative co
sc introduc n Stiin{4 pentru exprimarea legei in mod analitic, Legea adeviirats poate
fi exprimati in mod riguros numai Prin sirurile de numere simultane date de expe-
rienfd, De accea avem tot interesul ca aparatele de misurd si fic cAt maj perfectio-

EXEMPLU. S& luim ca exemplu legea lui Mariotte, care leagii presiunca
cu rolumul unui gaz, cand temperatura rimane constant3,

Se comprimi o cantitate de gaz Intr'un tub, cu ajutorul unyj piston, si se ob-
servi cd, dacd presiunea P creste, volumul V al gazului se micsoreazs, Mariotte a
precizat faplul zicand cdi, daed presiunea - se méreste de un numir oarccare de ori,
volumul gazului se micgorcazi de acclas numdr de ori, Astfel, daci volumul si pre-
siunea gazului au avut la inceput valorile Vg, Py, cand aplicim asupra gazului o

presiune P=mn P,, volumul luj devine V=-;°- !
Prin urmare : Produsul dintre prestune gt volum rdmane constant si avem

VP=TVB s VP

Experienfele ulterioare ficute de Régna ult, cu mai multd preciziune, asupra
acrubwi §i Lidrogenului, au dat urmitodrele rezultate; - &

Pentru aer Pentru hidrogen
- VP VoP,

2 3 S VP
1476,25 mm. 1,00.14'14 1173,17 mm.| 0,998584
4209,48 1,002765 - 4431,14 - 0,996121
8177,48 1,003253 18490,47 0,992933
8404,11 1,003336 120879,18 | 0,992327

13483,48 1,004286 - :
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* Deei pentru aer produsul VP, vecin de V,P,, merge deserescind, pe cAnd
pentru kidrogen acest produs crestep cAnd presiunca P creste, :

O lege fizicA ( chimics, cte.) scrisi sub form3 analitics, desi e o cgalitate ma,
tematicd, nu e riguros exact din plnct de vedere fizic (chimic, etc.): ea e numai —
dintre relatiile simple — functia cea mai apropiald de aceea, care ar frebui si ex-
prime legea cantitativi adevirati a fenomenului considerat, ’

Pe de altd parte, in teoria matematici a diferitelor ramuri ale Stiinfel si
»ipoleza joacd un rol capital, in lipsi de alte date mai solide ; or, pe cAt ipoteza este
de pretioasd ca ajutor in cercetirile noastre,. pe atat ne oferd mari primejdii, mai
ales cAnd ne lisim dusi de ispita, ce pare fireascd, de a considera o ipotezd, creatd
a priori, ca o realitate efectivd, desi ea e numai fructus imaginatier noastre® (1),

264. Coordonate. Dacit luim intr'un plan doud aze de coordonate
Oz si Oy, perpendiculare una pe alta [230] si o lungime ca unitate
de misurd, orice sistem de doud numere reale # si y determinii un
punct M in plan (fig. 89) st invers, ficcare punct M din planul zOy,
prin coordonatele lui x = OP, y = PM, determind doud numere alge-
brice reale = si . ' ' '
7}
M

Fig_. 39.

z ¢ abscisa, y ¢ ordonata, iar linia frantd OPM ¢ conturul coordo-
natelor punctului /M, : [

Vom considera, in gencral, axa Oz ca orizontald si cu sensul pozi-

tiv spre dreapta, iar axa Oy ca verticald i cu sensul pozitiv in sus (2.
Planul 20y e impiirtit de axele de coordonate 0z, Oy in patru regiwns:

v} ' '

regiunca Il regiunea I
z<0,y>0 x>0, y>0

O >
regiunea III regiunea 1V

<0, y<0 x>0, y<0,

(1) G A.Laisant, Lg mathématique, philosophie — enseignement, p. 22 ( Georges Carré of
C. Naud, Paris).

(2) De fapt axa Ox poate avea orice direciie, jar axa Oy e pcrpcndicul%.rli pe bx. : -
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1% Panetul- origine 0 are coordonatele z =0, y =0 (fig. 40).

20, Toate punctele de pe axa Oz au ordonata nld (y=0),

3% Toate punctele de pe axa Oy au abscisa nulg iz =10));

40, Doui'pu_pcte M, M* simetrice fotd de Ox (PM = PM’) au
abscisele egale si ordonatele simetrice (1), : = '

5% Doud puncte M, M” sumetrice fafi de aza Oy (OM = Qm~)
au ordonatele egale si- abscisele Stmetrice. :

60 Doud puncte M, My simetrice fatd de origine (OM = OM,;) au
§i absciscle 'si ordonatels ‘simetrice. '

)
”
A e Q. M
S e 3
5 e
E b 22 )
: - !
i £ i
- i
: L ;
-0 P x
i '
R
I\/Il I\I’
Frg. 40.

265, Reprezentarea unej {unetii mod grafie. Si insemniim cy Y
valoarca variabili a uncj functii f(z)
(7) y=f(z)
$i sil presupunem ¢d, penlru ¢ =z =< b, la ficcare valoare realy a lui z

formula (7) ne di cate o valoare pentru y. Dacy aceasti valoare ¢
reald, putem reprezenti in planul 20y punctul M cq coordonatel_c

z = 0P, y =PM=f(z).
- Segmentud PM reprezinti i mod grafic valoarea funclici f(z) pen- -
tru z = OP (fig. 43, pag. 281). : _
10, Sir de puncte. Alegind pentru variabila z un sir de valori
(“) . . Zy, x2, Z3, veey Xn,

cuprinse intre a i b, formula (7) ne di pentru y un alt $i1\dé valori
corespunziitoare :

(B) » Yoo Y25 Yy ey y,.

(1) Egale tn valoare abselutd dar cu semne confrarii,



1. — FUNCTT §1 CURBE. 279

La fiecare pireche de numecre Z;, Y; corespunde in planul zQy,
un punct M; cu coordonatele ( z;, ¥;). Unind punctele censecutive

(T) . 1“], 'I\Ig, 1\13, ey M,

prin linii drepte : 'M,I\Iz, MzM;, ete., obfinem o linie frintd, care, prin
ordonatele varfurilor ej, reprezinti in. mod grafic succesiunea valorilor
funcfiei f(x) pentru valorile lui z din sirul (a) si ne permite, prin com-
parare, sii constatim daci aceste valori merg creseind sau deseresednd
si in care puncte funclia are valoarea cea mai mare sau cea mai micd.

EXEMPLU. Determinand. cu ajutorul unui termometru, temperatura unui bol
nav la diferite ore (de exemplu la orele 4, 10, 16 si 22 ), In mai multe zile consecu-
tive, putem fnsemna pe o axd Of timpul ¢ (in ore) si, pe niste perpendiculare la
aceastd axd, femperatura corespunziitoare ¢ (in grade). Obfinem astfel la ficcare
Inregistrare cate un punct M cu coordonatele (¢, ¢),

e

Q" = = TR e B
i | U S

S I EESSTS R

Fig. 41.

Unind aceste I:uncte prin linii drepte, linia frantd AMB (7ig. 41) ne aratii mer
sul temperaturii bolnavulii in zilele i orele inregistrate,

‘20, Linie continui, Si presupunem el functia =
pitli valori reale pentru toate valorile lui 2 cuprinse intre @ si §. Cand
abscisa 2= 0P variazi $i ordonata y = PM zariazg (fig. 43, pag. 281 )
Cand z creste dela a la b, punctul P, se miged in mod continuy pe
axa Ox dela @ la b; punctul M » cu coordonatele (z, y), se misgeit in
plan in mod continuu si descrie o lnde curbg continud AMB,

Aceastii linie e imaginea geometricd o funcfiei y = f(z) intre a si b.
ka ne aratd, prin ordonatele punctelor i, modul fn care se succed va-
lotile funefiei f(2), cind 2 ereste dela a la b de aceea zicem ¢if arcul
AMB sau linia C ¢ curba, care reprezintdi in mod grafic variafia funcfiei
() in intervaldl (a, b). — :
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In practici nu putem: determind, prin mdsuriri succesive, foate
punctele curbei C dela A la B, Putem reprezentd fnsi. un numir de
puncte destul de apropiate unele de altele, in cat curba continud, care
le uneste, si rezulte firi ezitare, Accastii curbd ne permite si evaluiim,
cu o aproximatie suficienty pentru practicdi,valoarile funciici f(z) si in:
celelalte punete din intervalul (a, b) (1).

OBSERVARE. E evident ci oricat de apropiate ar fi doua puncle A si B ale

unei curbe necunoscute C, arcul AB, cuprins intre ele, poate aved o infinjtale de
i forme. Tolusi, cAnd am determinat un sir de

puncte, care so succed destul de apropiat

e ' ’ "~ unele dupd altele, sentimentul conlinuitdfii ne

C ' N “indicd, In general, mersul probabil al curbei

: /%  prin punctele determinate, = |

N ~Pentru a construi cu mai multx sigu- -

~ ran{d imaginea geometrici a unei functii, va

trebul si introducem o notiune geometrics

noud: panta unei curbe si o nofiune analiticii
noud : derivata unei functi [283].

\ ,’ : EXEMPLE. 10 Si considerim functia
‘A : 1% cea mai simpld de gradul al doilea:

C //IN y = z*
\ e §

Pentru orice valoare reald si finitd a
lui 2, aceast functie capiti o valoare bine
. , determinaty, reald §i finiti, De accea zicem
\ ' ' cd funclia existd pentru toate valorile lui «
dela —co pani Ia oo,

Peniru a-i construi imaginea geome-

\ tric, putem da Intéi variabilei 2 valori inlregs,

\ / plecand dela z=0, In amandoui sensurile,

‘ = (pozitiv si negativ). Daci luim pentru > 0

4 32401 2 3:49x valori cresciitoare, constatim ci valorile func-
- Fie. 49, liei y=a* cresc; pentru <0, din conlra,

cand z creste, valoarea absoluts a Iui = des-
eresle si y =a* descregte, Pentru =0, avem y =0, : ]
Inscriind intr'un rand orizontal valorile variabilei z si intr'un alt. rand orizon-
tal valorile corespunziitoare ale functiei y, obfinem tabloul urmitor s
z || e o= R e g 3 My . )

'y , 16 9 4 1 0 1 4 9 16 s

Reprezentand punctele (z, y) corespunzifoare, fafi de doud axe: Oz orizon-
tald si Oy verticald, si unind aceste puncte printr'o linie continug, obfinem o curbi ¢
(fig. 42), care reprezintit variatia functiel y =2 Aceastd curbi ¢ o parabold,

(1) Adictt §i In punclele, care n'au fost determinate prin miisurdri directe,
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Daci, Intre doui puncte consccutive, nu suntem siguri de mersul adevirat al
curbei, putem lud peniru = valori infermediare (In acest caz fracfionare), Astfel

Intre x=-—1 §i 2=--1 gisim pentru curbd urmitoarele puncte ;
1 1 1 1
a5 , o —1 ol i 0 i 5 1 006
1 1 1 1
y l 500 1 T B 0 % 7T 1 o

Curba e tangenti la axa Oz In punctul O,
- 2% Imaginea geometrici a funcfiei y=—;-m’ (curba punctati C’ din fig, 42) se

poate obfine pe aceeas cale sau se poate deduce din curba C, observand ci linia €’
trece prin mijloacele tuturor ordonatelor curbei C.

3% Curba temperaturii, Daci pentru determinarea variatiei temperaturii
unui bolnav, In loc si facem observatiile §i tnregistririle la fiecare 6 ore (fig. 41),
le-am face la fiecare ord sau la fiecare minut, punctele M corespunziitoare ar fi mult
mai apropiate unele de altele si daci — printr'un mijloc oarecare (1) — putem {n-
registrd temperatura % mod continuu, punctul variabil M descrie o linie curbd con-
tinud C, care reprezintd 1n mod grafic variafia temperaturii bolnavului 1n tot timpul
nregistrarii,

. Fig. 43.

266. Functii definite prin curbe. Putem considera problema in-
versi: Sd desemniim in planul x0y o linie curbd C, care si fie intil-
nitd numai intr'un punect de orice dreaptd paraleli cu axa Oy (fig. 43).

La fiecare valoare a lui == OP, corespunde pe figuri o ordonati
y=PM si un punet M pe curbi. Ordonata y e o funcfie de x definitd
prin eurba C. . ' :

Dacii putem giisi o expresie analitici f(x) (2), astfel ca, pentru
fiecare valoare a lni == OP, formula y={f(x) si ne dea pentru y
toemai valoarea algebrici a segmentului PM corespunziitor, dat de curba
C, zicem ¢i y = f(x) e ecuafia curbei C. k

(1) Cu un fermometru Inreglstrqfor, care Mseamnfl temperatura in flecare moment pe o
bandd de hirlie ]

(2) De exemplu: o expresie a'gebrici.
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~ Functia y astfel determinati, ¢ definitii in mod grafic prin curba C
si in mod analitic prin expresiq f(x) sau prin ecuafia y=f(x).

267, Funcfie cresciitoaro si descrescitoare. Fie y = f(x) o fune-.
tie, care capitd valori reale pentru a = x =b. Daci dim luj 2 douii valori
diferite z; si *p, functia y capity si ca, in general, douii valori diferite

ND="r(=), p=7r(=).
. 10.',Dacz“x,l oricare ar fi numerele %y §i 2, cuprinse intre a sib,

penira &y <= avem  f(ay) < fla2),
zicem cii funcfia y — f(x) e erescitoare in intervalul (a, ) si conve-
nim si scriem y [y, cr. Y2] (y creste dela u la y).
In acest caz pentru orice §ir de valori cresciitoare

. . FohS o By

din intervalul (q, b), avem :
8 <F(g) <... <f(t,). i
2, Daci, oricare ar fi numerele z; si x, din intervalyl (a,d),

pentru -z < 2, avem 1) > (=),

zicem ci funciia ¥Y=1[(x) e descrescdtoare in intervalul (a, ) si con-
venim si scriem ¥ [y dese. 2] (y descreste dela Y1 la ).

In acest caz pentru orice sir de valori crescitoare ‘
§<f<..<yg, , .
din intervalul (q, b), avem : ; :

F&)>1(6) > > f(5,).
8% Daci, oricare ar fi dous numere ; i 2, din intervalul (a, b), avem

zicem ci functia f(z) e constants In intervalul (a, ).

In oricare din aceste cazuri, cand = creste dela 2y la x, . functia
¥y =f(=x) trece dela-valoarea 1 la valoarea y,. Diferenta z,—z; — 7,
se numeste crésterea varigbile; x, iar diferenta y,—y; — % se numegte
 cresterea functiei y; cresterea J poate fi pozitivd, negativd sau nuld.

CResTERILE Az s1 Ay, Uneori e mai comod si insemniim cre-
sterea variabilei Z cu Az-si cresterea funcfiei ¥ cu’ Ay. In acest caz
la valorile = si z4-Az- ale variabilei independente- corespund pentru
functie valorile . e 2 K : :
8).. . - Y=f(=).

a $1
(O)) _ : Y+ 48y = f(z+Az), -
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Scdzand egalitatea (8) din (9), membru cu membru, deducem
(LXXV) ‘ Ay = f(z+Az)—f(z) ( cresterew funcfier ).

- OBSERVARE. Si nu ‘se confunde AT cu AXx si Ay eu. Axy. Simbolurile
. Az §i Ay sunt niste semne convenfionale: Az, ca si k, reprezintii cantitatea cu eat
ereste ©; Ay, ca si %, reprezinti cantitaten (algebricii) cu cat creste .
EXEMPLE. 19, S consideriim funcfia y=2*
Pentru o, =1 i o, =1,3 gisim gy =1 si 4,=1,69; adicii pentru
h_13—1—03 cavem  k=1,69—1=0,69 pozitin, :
Pentru ;= —4, Tp=—39 gisim y =16 si Y2=1521; adici
pentru h-_(—39)—(—4)—0,1.
avem E=152116—— 0,79 negativ,
In general, pentru dou#t valori @, §i @, gisim
k= ==Y = —al = (2, —ay) (z‘,-{-x,)—h(az,-{-x,)
Pentru oy <, < 0 avem h=x,—a >0, zz-Fx, <0 si k< 0 sau 4 Y>> 423

" deci g descreste, cAnd creste dela —oo pini la 0, Pentru 0 <z <z, avem /1 > 0,
Tb2 >0 8 k>0 sau Y1 <yz; deci y cregte, eAnd x creste dela 0 pAndi Ia +oo

20, Si considerim funetia hman

Il . y=8ats,
Cind dim qu z o creslere A:z:, valoarea acestei funcfii devine
C1I) ’ Yt+ay=8(z+Az) 45 =3zx+45143 5
si scdzand egahtatea (@9 dm (II), membru cu membruy, obfinem
AY = 3..\1:

Prin urmare: pentru Az> 0 avem Ay >0 adici- functia” 4 J—3w+5 cre,sle,
c'lnd z creste dela — 0o pAni la +oo

OBSERVARE.-O fzmc;ze poate fi nccontemt crcscatoare, fam ’ca va-
loarea ei sd creasca p(ma la +o0.

—1

Astfel functla Y= ne di -
&y —1 : (1'2—1
= o Y2 = %2
$i pentru 0 < oy < 2, gisim
' . =1 == 1y
Yo—uy = La,z —%l— — xl = 0

adicd y cre$te cind 2 > 0 creste. Dar cand Z— 00, — tmde citrd zero
siy=1 —; tinde cdtrd 1. Deci Yy nu creste la mﬁmt

Tot astfel, o functie poate fi necontenit descreocatoare f(i‘rci ca va-
loarea ei sd descreased pind-la —co, . : )
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Funcfia y = z? creste si ea, cand z > 0 creste; dar cind z— 4 oo,
Y ==x? creste la infinit,

In adevilr, pentru z > 0 ‘si destul de mare, y poate deveni oricit de mare.
Astfel pentru ca y si fie maj mare decAt 1000000 e de ajuns s¥ luiim @ > /1000 000

adici = >'1000, Pentru ca ¥ si fie mai mare decaAt un numir N, oricat de mare, e
de ajuns si luim z > VA, i :

Funec{ie mirginiti. Zicem ci o functic f(z) ¢ mdrginita
Intr'un interval (e, d), cand, pentru orice valoarc a lui z din acest

interval, valoarea funcfici f(x) raméne cuprinsd intre dowd numere fixe
4 si B, adici daci

pentty e Sz =<b  avem A =f(z)= B.

* Zicem ci o funcfie ¢ mdrginitd in vecindtatea unet valori (sau
wnui punct) z;, cind o mirginitd intr'un interval Zy—é&, xy;4-¢, numi-
rul ¢ putind fi orjcAt de mic, dar deferminat,

. EXEMPLE. 10 Funcfia gf=:c' pentru = cuprins fatre —2 si +3 capity
valorile urmitoare ;

x| —2 —1 0 T 3
yl 4 desc. 1 dese. 0 o¢r. 1 er. 4 er, 9

deci pentru —2=g =3-avem 0=y=9, Funcfia y—=2a2 ¢ mdrginitd in inter-
valul (— 2, 3),

20, Funclia y = % pentru 2 cuprins tntre —1 si +1. capdtd valorile urmiitoare :

x , =1 =04 =001 —¢ 0 +e 001 o041 1

vy | —1 —10 —100 ~z —| 4o +z 100 10 1

Cand € > 0 tinde citri zero, fractia -:;— creste la infinit, Prin urmare: cAnd 2

tinde citri zero prin valori negative (—e), y=£— tinde citrd —oo; cand = tinde citry

zero prin valori pozitive (4 ¢), y tinde citrd -J- oo, :
Functia y=£—: devenind infinitd in intervalul (—1, +1), nu e mdrginité in
acest interval, I .

268. Pantd. Si considerfm un triunghiu dreptunghic OPM (fig. 44)
in care o catetd OP s¥ fie orizontald si cealalti cateti PM verticald.
Ipotenuza OM are o aplecare sru o pantd fafi de cateta orizontali

§i convenim si misurim aceast pantd prin raportul

o
k¥ OP

dintre cateta verticald si cateta orizontali,
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Mai general, daci M e un punct oarecare cu coordonatele z si v,
fatd de doud axe de coordonate Oz orizontald si Oy verticald, convenim
si numim panta segmentului OM valoarea alyebricd a raportului

Y

x

EXEMPLU. Dacd pe figura 44 avem OP = 25 mm. si PM=15mm,, coordona-
tele punctului M sunt =25, ¥ =15 si panta segmentului OM este
2.5 . 8

TR (pantd pozitivi).

Coordonatele punctului M’ (sfmctricul punctului M fafi de axa Ox) fiind
=25, y=—15, panla segmentului OM’ este '

-— 15 s v
% = 0—_5.1”’ =— % (pantii negativd),
/!
”
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s N S e g
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; -~ i
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-0 P =
-~ !
g - .
E e H
2 . !
o e o I | | }
M, M’
Fig. 4.

s
Dacd luim punctele M" si M,;, simetricele punctelor M §i M’ fafd de axa Oy, .
constatim ci panta segmentului 0, e egali cu panta segmentului OM i panta seg-
mentului OM” e egali cu panta segmentului OM’ (fig. 44).

269. Panti mijlocie. Fic G (fig. 45 sau 46) cufba, care reprezinti
In mod grafic variafia unei funciii \ :
y = f(x)

st fie M si M doud puncte vecine, pe aceasti curbd, cu coordonatele

(=, y) si (z+Az, y+4y) respectiv. : :
Dacid P e punctul unde dreapta MP, paraleli cu axa Oz, intal-

neste ordonata punctului M’, avem : "

NP =4z, PN =Ay=(y+y)—y=f(ao+Az)~f(z).
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Raportul acestor cresteri

. Ay _ flotds)—f(z)
(10) Bzt g =

care e panta scgmentului MM’ fatd de axa orizontaly I\-I—E”, S€ numeste
banta mijlocie a curbei C intre punctele M si M,

In general, dacy avem pe curba C doui puncte
Mizi, 01) s My(a, 3),

Dpanta mijlocic a curbe; C intre M; si M, este raportul dz'ntrq diferenta
ordonatelor gi diferenfa absciselor acestor puncle: -

(LXXVI) Lo W (pantd mijlocic).
3 1 — &

OBSERVARE. Aceasty pantd nu depinde de forma arculu; M;Mz; ea depinde
numai de pozifiile Punctelor extreme M, si M.

YA y;} C
M _é;__}p
4
!
X K
g
' 0 &g
; i T
0 o 0 X XiAx X

Fig. 46,

Pentru Az > 0:

1°. Dacit functia Y e crescdtoare dela z la z+Az, cresterea Ay e
pozitivd (fig. 45); panta mijlocie a curbei intre M si M e pozitivg si
curba C e wredtoare dela M la M.

20, Dacid functia Y e descresedtoare dela z la z+Az, cresterea Ay
e negativd (fig. 46); panta mijlocie a curbei fntre M si N e negativd
$i curba C e scoboritoare dela M la M. : ‘

. OBSERVARE. Desi In cazul al doilea valoarca functici se micgoreazd, cand

trece dela y la - Ay (Ay negativ), convenim si zicem, §i In acest caz, ci Ay ¢
cregterea functiei y ( crestere negativd ). -NE -
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270. Flincﬁe continuii. Cresterca functiunii
8y = f(z+4az) — f(z)

depinde de doud variabile independente : §i Az. Putem lisa pe z con-
stant si si facem si varieze numaj Az. In acest caz, pentru unele fune-
{iuni (de exemplu pentru functiile Teprezentate in figurile 45 i 46)
vedem ecii, daci luim cresterea Az din ce in ce mai «micii, si cresterca
Ay devine din cc tn ce mai micd. '

Si considerim, in general, o functie ¥={(z) si si insemnim
cu z; o valoare deferminatg a variabilei independente 2. Pentru.

: (11)._ Ax=2z—2 avem Ay:f(x)—f(a:l)..'

Daci eresterea funefiunii (Ay) tinde cdtrg zero, ednd cresterea va-
riabilei (A =2—2,) tinde cdtrg zero, prin valori pozilive sau negalive,
zicem ed funcfia f(x) e continug pentru valoarea z; sau conlinud
in punctul a,

OBSERVARE, Egalitifile (11) se mai pot scrie
(12) ° x=xdazr s f(z) =f(z+az) = f(a,)+ ay.

Cand Ax tinde citri zero, x tinde citrd x, s dacd funciia f(x) ¢ continud

In punctul x;, Ay tinde citri zero, adicd f(z) sau (o - az) tinde cdtra [(x)
(190, Observare]. i

(LXXVII) b =f(#)=f(2)>0 cand Aw:w—xQ%O:
sau - -

(LXXVII) F@)=F(m) cind 2o,

" Se'mai poate zice ¢ o funefie f(2) e continug pentru z=—=g,
numir pozitiv €, oriedt de mic, putem face s3 corespundd un numip
¢ pentru A=y : s

CONpmA DE CONTINUITATE in punctul e

dacd, la orice
pozitiv 9, asa

laz]=|z—a|<q skavem © | Ay | = f(z) — f(a,) | < &
sau’ pentru ' L
: Al <e<an+m siavem  f(z)—¢ < f(2) <f(a)+e.
O functie e continug intr'un interval (a,d),
pentru fiecare valoare g li 2 din acest interyal,
" EXEMPLE. 1%, Un bino
pentru orice valoare a luj z,
“In adevir, avem .
- f(z) =ax+-p, f(z) = az,4b
st diferenta e

e M@~ f(m) —a(e—n) —any
tinde cdird zero, ednd Az tinde citry zero, - o Al

cdnd e continug

m de gradul intaj Yy=ax+4b e o functic continudg
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20, Un trinom de gradul al doilea
(13) . Yy =ax'}-batc
¢ o funclie continud pentru orice valoare a lui a2, ,
In adevir, cAnd dim lui = o erestere Av, funcfia capiti valoarea

(14) Yty =a(a’+2z.a2 + a2’) + b(ax+az) +c.
SciizAnd egalitatea (13) din (14), deducem
. Ay = (2az-}b)Ar+} arz®
si, cAnd Az tinde eilrd zero, Ay tinde cdtrd zero, oricare -ar fi x.

39, Se poate constatd in mod analog ci, daci P(x) e un polinom Intreg In z,
functia y =P (x) ¢ continug pentru orice valoare a lui ., 4

OsservARt. Orice functie definiti printr'o curbd conmtinud intr’un
interval (a, b) e o functie continud fn acest interval (fig. 48, pag. 281).

O funefic f(a) reali si continui intr'un interval (a, b), cand
trece dela valoarea f(a) la valoarea f(2), capdtd succesiv toate valo-
rile reale cuprinse intre f|( a) st f(b).

271. Functie discontinui. Dacy pentru o functie, mirginiti in veci-
niitatea unei valori 2;, conditia de continuitate (LXXVII) sau (LXXVIII)
nu e realizati pentru x = z;, zicem e} functia e discontinudg in punctul z,.

.De asemenea, dacii o funclie f(x) creste la infinit (+00) sau des-
cregle spre —oo, cind x tinde eiitrd o valoare determinati a, zicem
cd functia f(x) e discontinug n punctul a. .

EXEMPLU. Functia rationald [188) .
(15) | =5

xX~—a

e reald pentru orice valoare reali a Iui . Pentru @ < a, y e negaliv; pentru x> a,
Y e pozitiv; peniru x=agq, y e infingd, :

Pentru x=a—¢g, (&> 0 foarte mic ) avem y=_.is
in valoare absolutd; prin urmare, cind ¢ — 0, y tinde citri — oo. i

Pentru w=a--¢, avem y =%, pozitiv §i foarte mare, daci e e destul de

» negativ si foarte mare

mic. Prin urmare, cAnd g — 0, y tinde ciitra ~+ oo, :
Funclia rafionald (15) e discontinud in punctul @, In acest caz zicem ci y
trece dela —oo la -}-00, cAnd z trece prin valoarea a,

272, Maxim 51 minim. Dacd existi trei numere a,b,e(a=c¢=b)
astfel ca functia y = f(z), reald in intervalul (a, 0), si fie eresedtoare,
c¢dnd z variazd dela a la ¢ si descrescdtoare, cand z variazi dela ¢ la b (1),
zicem cii functia f(z) trece printr'un mazim, cind x trece prin va-
loarea ¢ sau cii functia f(z) e maximd pentru z =c. :

(1) Intervalul (a, b) poate fi oricét de mie, - -
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In acest caz valoarea f(c¢), pe care o ia functia f(z) in punc-
tul ¢, e mai mare decat valoarca functiei in oricare alt punct din inter- -
valul (a, b). : c '

EXEMPLE. 19, Functia
) y=1—2o
e egali cu 1 pentru =0 §i mai micd deedt 1 pentru 2==0; y f{rece printr'un
maxim (y =1) pentru =0, :

Oricare ar fi un numir pozitiv ¢, cAnd z variazi deln —e Ia 0, funcfia
y=1—2x* creste dela 1 — g3 pand 1a 1 si cAnd 2 variazi dela U la -I-&, y descreste
dela 0 pand Ja 1 — g3 . ) (e

20, Funcfia y definiti de curba C (/ig. 47) e cresciitoare dela 0 la a, descre-

scitoare dela a la b; prin urmare ¢ maximd pentru z = a, Valoarca maximi 2 luj y
In infervalul (0, b) ¢ Af,. :

l—v—

Fig. 47,

Daci existi trei numere a,b,c (a=e=1b) astfel ca functia
y=1[(x) si fie: descrescitoare, cand = variazi dela a la ¢ si erescitoare,
cind z variazi dela ¢ la b, zicem ci funcfia f () trece printr'un
minim, cind z trece prin valoarea ¢ sau cf functia f(x) e minimd
pentru z = ¢, : ' : ‘ '

In acest caz valoarea f (¢), pe care o ia functia f(z) in punetul ¢,
¢ mai micd decat valoarea funetiei in oricare alt punct din intervalul (a, b)

. EXEMPLE. 19, Funcfia y=ax+3 ¢ egald cu 3 pentru =0 'si mai mare
decdt 3 pentru 2==0, Cand z variazi dela —1 pani 'a 0, y descreste dela 4 la B; 1
cdnd @ variazi dela 0 pani Ja 2, y creste dela 3 1a 7. Prin urmare funcfia y=ua2-]-3
e minimd pentru 2 ==0, Valoarea minimd a funetiei e =3, : :

20, Functia y definiti de curba C (7ig. 471) e descrescitoare cind x variazit
dela b la ¢ i crescitoare cand variazi dela ¢ la d; prin urmare ¢ minimg pentru
x=c. Valoarca minimi a luj ¥ In intervalul (b,d) e my, ' :

M. G.

19
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273. Variafia unei functii. A studia variafia wnei functii y = f(z)
insemneazii a determina valorile lui 2 sau intervaicle, in care functia ye:
10, reald sau imaginard ; 20, erescdloare ; 30, descresedtoare ; 49, mazimd sau
minimd; 59, nuld; 69, infinitd; in general modul cum se succed valorile lui Y,

in intervalele unde y e real, cdnd 2 variazd dela —00 pind la oo,

EXEMPLU. Variafia functiei 3 definiti in mod grafic prin curba C (fg. 47)
Intre =0 §i =1 se poate rezuma tn tabloul urmiitor :

0 a b c d . e i g h i

Yo cr. 2y desc. y, desc. m, cr. y3 cr. AL desc. O desc, my cer. 0 cr. oo

APQ

Functia are douii mazime pentru x=a §i x==¢; are doud minime pentru
#=c §i x=g; ¢ nuld In punctele fsihsie infinitd pentru =1,

)
a

Y

0 X Xz X
‘Fig. 4.

274. Distanfa dintre dous puncte, Si considerim in planul 20y dous
puncte: M; cu coordonatele ;, %1 $i Mz cu coordonatele 22, Y2 (fig. 48).
Ducind prin M; o dreaptii ‘paraleld eu Oz i prin M, o dreaptii paraleli
cu Oy, construim un triunghiu dreptunghic M;PM, cu unghiul drept in P.

Coordonatele punctului P sunt =z, y=1vy; si avem

I\I]P =r—x, PMé: Y2—1y1.

Distanta d dintre punctele M; si My, adici ipotenuza triunghiului
.dreptunghic M;PM;, se poate calculy cind cunoagtem coordonatele ace-
stor puncte. In adeviir, formula clementarit

. MMz = M,P* 4 P2
ne di ) :
A= (:132—-’1??1)2-%(?/2'—.7/1)2
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§i, extriigind ridicina patrati din ambii membri, obfinem formula
fundamentali » : :

( LXXIX) d—= V( Ty— R (n—1) (distanfa dintre doud puncle).

L4
OBSERVARE. In aceastii formuld, sensul in care luim difcrentele dintre abscise
sau dintre ordonate (x, —a,, N—1Y: saux;—a, y,—y,) e indiferent, deoarece
acesle diferente se ridicd la patrat,

RecuLX. Distanfa dintre doud buncte e eyald cu riddcina patratd

din suma patratelor diferenfei absciselor i a diferenfet ordonatelor ace-
stor puncle.

 EXEMPLU, Distanta dintre punctele A (3, —5) 5i B (—2,4) este
d=AB=|[8—(—5)T+ [(—1)—4T = J/39—9,43.

Distanta dintre un punct ¢i origine. Daci punctul M,
e originca coordonatelor, avem x, - 0,22=0 si formula (LXXIX)
pentru distanfa OM; dintre un punct My (z1, y1) si origine (fig. 48)
se reduce la. '

(LXXX) d=|z+4.

EXEMPLU. Distanfa dela punctul M (—2,4) pinila originea coordonatelor

este d=J(—2) 44 = 2116 = J20— 447,

275. Ecuatia cereului. S considerim: un punct P fiz cu coordo-
natele (@, b) si un punct M cu coordonatele (z, y) variabile. Insemnind
eu d distanfa dintre. aceste doui puncte, avem

&> = (z—a )+ (y—0)%

7
Toate punctele M , care se gisesc la o distan{i determinati de
punctul P, d = 7, sunt agezate pe un cere G, cu eentrul in P si cu raza #
(7ig. 49, pag. 292). Cand punctul M- sc miscd pe cere, coordonatele lui
(, y) variazi, dar intre aceste coordonate avem intotdauna relatia

(16) (z=a)'+ (y=b) =1,
carc ne exprimid ci distanta MP ¢ egali cu 7.
OBservagre. Dacii punctul M e in afard de cereul C, avem
d>7  sau (x—a )+ (y—0)° >+, |
Dacd M ¢ in interiorul cercului C, avem

d<r sau (x_“)%+(y—b)2<r?.

19¢
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~Daci M e pe cereul C, avem
d=7r sau (z—qg)*+ (g}—b)gzre.

Prin urmare: dacd M ¢ un punct de pe cercul C (1), coordonatele
lui, z si y, formeazi un sistem de solufii al ccuafici (16) si reciproe;
dacd numerele x. si Y formeazd un sistem de solufii al ecuafiei (16),
punctul M cu coordonatele (z, y) se gdseste pe cercul C.

De aceea zicem ci ecuatia
(16) | (z—a)'+ (y=b) = »*

reprezintd wn cere si anume e ecuafia cercului C cu centrul in punctul
(a, d) §i cu raza r, : ' '

A .
y 5

M

Fig. 49,

EXEMPLE. 19, Ecuatia
(z—1)' 4 (y+5) =3,

In carc avem a=2, p=—35, 7'=3, reprezinti un cerc cu centrul in punctul
(2, —5) si cu raza V3. :

20, Ecuatia cercului cu centrul n punctul (1, 0) si crr raza 1 este

(z—1)'4-(y—0=1 sau 2t — 22—,

Ecuatia (16) ne defineste pe y ca functie implicity de z, Ecuatia

fiind de gradul al doilea, pentru fiecare valoare a lui z, ne di in ge-

neral doud valori pentru Y. Functia e deci multiformy (cu douii deter-
mindri ). Variatia ei e reprezentati in mod grafic prin cercul C.

(1) AdicX de pe linia curbl C,
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Dacét ducem prin centru o dreapti AB paralelt cu axa Oz, ob-
{inem doud semicercuri, unul superior AMB, altul inferior AM'B. Aceste
semicercuri corespund la cele doug determiniiri ale functici.

In adeviir ccuatia (16) rezolvaty in raport cu ¥ ne di

(17 =0+ VP (z=a)
$1 i
(18) y=0b—Vr— (=%
Ecuatia Y = b reprezinti dreapta AB [278, 1]. Expresia (17) cu
Y >0b corespunde la semicercul- superior si expresia (18) cu y<b

corespunde la semicercud inferior. Aceste dous semicercuri sunt asezate
simetric fafi de dreapta ="

OBSERVARE. Funcfiile definite prin ecuafiile (17) si (18) sunt uniforme si
reale pentru a—r=xz=a-}r Variafia lor e reprezentati in mod grafic prin
semicercurile AMB si AWB, Pentru z=a funclia (17) e maximd (y=b-r), iar
funcfia (18) e miniméa (y=>b—r).

II. — FUNCTII LINIARE.

276. Binomul az+b. Cea mai simplii funcfic de z ¢ functia liniard
sau binomul de gradul intdi :

(19) 4 Yy=axtd,
unde z e variabila independentd, iar a si & sunt doui numere date.

1°. Pentru orice valoare reald i finitd a lui «, binomul az-+d
capiiti o valoare bine determinatd, reald si finitd. _

20, Dacil ¢ diferit de Zero, oricare ar fi numdrul y,, gdsim in--
totdeauna o valoure $i una singurd x = xy, pentru care binomul az4-b
capatd valoarea . :

Accastii valoarc se obfine rezolvind ecuatia

az 4 b = 1,
si giisim
Yo—b

T =" =g (valoare urﬁc-&) .

EXEMPLU. Binomul y =38z —5 capiiti valoarea — 8 pentru

3% Semnul binomului. Daci = =2’ ¢ ridicina ecuafiei

az4b=0,
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b 4 — . o
avem x':—; $i putem scrie, pentru orice valoare g Huitzh

(20) Yy —=ax 4+b=gq (x-}-%)sa(x—x').

Diferenfa x—2z" ¢ negativd pentry z < &', nuld pentru z = 2 si
pozitivd pentru x > ',

Egalitatea (20) ne arati ci Y are acelag semn sau semn contrariy
cu z—z', dupi cum a e pozitiv sau negatiy.

EXEMPLU. Binomul y = 8z:—5 are ridicina m——-—si §i cocficientul @ =3 > ¢,

. . 5 5 . sy
Prin urmare Y- e negativ peniru :v<-;—. nul pentru =2 §! pozitiv.

c 3
pentru x> 3

49. Funcfia az4-b o crescdtoare daci a e poziliv si deserescitoare
dacd @ e negativ,

In adeviir, dacs pentru doui valori z, §i o avem

i =axy + 0, Yo = axy 3- 0,
deducem

(21) YVo—th = a(zp—z;).
Prin urmare: dacl ¢ e pozitiv, pentru
Zo—zy >0 avem o= > 0
adied, pentru z; < Zy, avem
N<yp sau an4d< azz+b
si funcfia y =az+tp o cresedtoare [267, 1].
Daci a ¢ sicgativ, cgalitatea (21) pentru
Ta—x; >0 ne di Y2—1 <O
adiedl, pentru 2y <<z avem .
N>y sau am 40> anpt b
si funclia y = ez 0 ¢ deseresedtoare [267, 2].

Daci @ ¢ nul avem ¥ = b pentru orice valoare a Juj o ; binomul
ax+b se reduce la o constantd, i

50, Dacii a ¢ diferit de zero, cand z linde editrdg o0, valoarea bingo-
muls az+b tinde cditrg T 00 saw —oo, avind acceas limitd ca si
produsul az.

In adevir, pentru

|x|>-[§] B laz| > |3]

$i semnul binomului g4 ¢ semnul produsului az,
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Pe de altd parte, cand lzl—co, atat az cat si ax-[—b cresc la
infinit in valoare absoluty,’
Prin urmare, dacii @ e pozitiy:

az4+b— 400 cind z—» +- 00,

az+b—>—0co cand - —00;
iar dacii @ ¢ negativ:

AZ+b—> —co0 cind z-—» -+ co,

az-+b—+c0 cind z—» —co.

EXEMPLU. Pentru binomul y=—dct7
A Y

Y—>—0o0 cind z— 00 i Yy—~+co cind z—» —ov,
277, Variatia functici y = a0, Presupunind 4 > o, variafia
functiei y = nz b se poate rezumd in tablourile urmitoare :

10, gj:a:c-{-b, a>0,

z ’ —c0 ‘—%’- - O S 4o
0

¥y | —©  creste

creste b creste + o

20, Y=ax+b, a<0,

b
, x — o0 0 . = Fco
, Y + oo descrcstq b descreste 0 descreste  — oo

In mod analog se discutivcazuri]e 10 si 20 pentru b < 0,

*y b b b b b

<248, Reprezentarea graficii. Pentru a gitsi linia prin care so ro-

prezinlii in mod grafic variatia funetiei X
GTO ' Y=ax+),

vom incepe cu cazurile cele maj simple.
Cazur 10 @ = 0. Kcuatia (19) se reduce la .
(22) . y=b,
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adicdi, oricare ar fi Z, ordonata y are mereu aceeas lungime b. Astfel'
pentru z="0P; avem punctul M; (PM; =) (fig. 50);
pentru z= 0P, avem punctul M, (P,M, — b);
pentru - 2 = OP; avem punctui M, (P3M; = 0)
sl asd mai departe. :
Obtinem dar un sir de puncte situate toate be o acecas dreaptd D
paraleld eu aza Qx si la distanfa b de aceastd axi.

. Invers, orice punct de pe dreapta D (fig. 50) are ordonata egali
cu b, adici satisface g condifia y=>. De acees zicem ¢i

Y=10 e ecuatia unes drepte paralele e aza Q.

J
M3 M| Alz D
R0 B ) x

Fig. 50.

Un rationament analog ne aratj ci toate punctele, care au aceeag
abscisd a se gisese Pe 0 aceeas dreaptd D’ paraleld cu aza Oy si la
distanta a de aceasty axi,

Invers, toate punctele de pe dreapta D’ satisfac la conditia z — q.
De aceea zicem ci '

T=a e ecuafia unes dreple‘ paralele cu aza Oy.'
CazuL 20, p =0, Ecuatia (19) se reduce Ia ' e
(23) Y =az,

care pentru fiecare valoare a Iuj z ne dd cite o valoare pentru y si
cite un punct M- in plan cu coordonatele (2% );

Daci a e pozitiv, pentru z < 0 ayem ¥ <0 si punctele M cores-
punzitoare se gisese in regiunea (III) fafi de axele 0z, Oy [263];
. pentru >0 avem ¥ > 0 si punetele M se gisesc in regiunea (1),

Daci a e negativ, pentru z < 0 avem ¥ > 0 si punctele corespun-
ziitoare se giisese in regiunea (II); pentru z >0 avem y <0 si punc-
tele se gisese in regiunea (IV),
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Teoreyz. Toate punctele M, ale cdror coordonate satisfac la o aceeas
ecuafie de forma Y =ax, sunt situate pe o acceas dreapld, care {irece
prin origine. \

Fie M, (fig. 51) un punct cu coordonatele

z; = 0Py, h = P,
care satisfac la conditia Y1=ax si fie D dreapta OM,, - care trece prin
origine si prin punctul M. - . :

Vom demonstra ci orice qlt punct M, ale edrui coordonate {x,y) .
salisfac la ecuafia 4 = ax, se gasesie pe dreapta D.

y-ax

In adevir, dacit M, o — OPz, Y2="PM;) e un punct ale efirui
coordonate satisfac Ja ecuatia (23) si care e situat in aceeas regiune ey
M; fafi de axele Oz, Oy, din egalititile

, Y1 = ax, si Yo = axp
deducem :
1 . P )
LR N P o L
T Xy OPI . OPZ

Prin urmare triunghiurile dreptunghice OPJ\L $i OP,M, sunt qge-
mencea ; unghiurile M,0P, i MxOP; sunt egale si cum ele au o laturg
comund (Oz), un varf comun (0) si laturile necomune OM,; si OM,
agezate de acceas parte a axelor O si Oy, rezulty ci direcia OM, se
confundd euw OMy sau ci punctul My se gdsegte pe dreapta D. _

Daci punctéle M, (z;, ) si M (z, y), ale ciror coordonate sa-
tisfac la conditiile :

: =t b e (A Bl
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sunt situate in regiuni opuse, un rajionament analog ne aratd ci unghiu-
rile P{OM, si POM sunt egale si cum laturile QP si OP, sunt in pre-
lungire, rezulti ci si laturile OM si OM; sunt in prelungire si punciul M
e iot pe dreapta D. :

Reciproc. Daci D e dreapta, care trece prin origine si prin
punctul M; (zy, ;) si dacii insemnim cu a raportul 'Z—:a coordonatele
(z, y) ale oricdrui punet M de pe dreapta D satisfac la ccuafia Y= az.

In adevir, daci M e un punct situat pe dreapta OM, (D), avem
== 0¥, /A== IPN]
si triunghiurile asemenea OPM si OPM; (fig. 51), ne dau

y _BM _PMy, gy

sau
Y=acx.

Prin urmare variatia functici y = az se reprezintd in mod grafic
prin dreapta D (fig. 51).

De aceea in geometria analitics (') vom zice ci

=ax e ecuafia unei drepte, care trece prin origine.

OBSERVARE. Daci y=/(x) e ecuafia unei curbe C, ca si putem spune
daci un punct M; (z, #1) se giseste (sau nu) pe curba C, e deajuns si ciiutim
dac& coordonatele ;, # salisfac (sau nu) la ecuafia y=f(x).

Astfel originea se giseste pe dreapta y = ax (sau dreapta y =ax trece prin
origine), fiinded coordenaltele originei, =0, y=20, satisfac Ia ecuatia y = ax,

Panta dreptei. Si lu¥m pe dreapta D (fig. 51) douii puncte
My (21, 1) si M (2, o). Raportud dintre diferenfa ordonatelor

Y~y = Ay = NN’
§i diferenfa absciselor
a'—z) = Az = M,N
adicit
_Y=n_ 4y
(24) P= r—a T Az

‘este panta mijlocie a dreptei D intre punctele My 52 M| 269].

(})In geometria an alitich so tnlocuesle flecare Sigurd printr'o ecuafle si so siabilesc
proprietitile figurilor din studiul ecuatiilor corespunzitoare,
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Dar, oricare ar fi punctele My si M" pe dreapta D, triunghiul
dreptunghic M;NM’ ¢ asemenea cu OPM; si avem .

NPl
MN T 0P,
sau -
p:%—_%:%:a.

Raportul acesta constant S¢ numeste panta dreptei D.
Ecuafia y = az reprezinti o dreaptd, care trecc prin origine si
are panla a. »

EXEMPLU. Feuatia =32 reprezinti o dreaptd care trece prin origine gi
are panta 3 sau %

Unghiul dreptei cu axa Oz. Panta dreptei y = az ne deter-
minit aplecarea ei fafd de axa Ox. ‘

Pentru x =1, avem Y = a. Existii dar, pe dreapta D cu panta a,
un- punct A cu coordonatele (1, a). ; .

Fie « unghiul 20A = 900, pe carcl face directia OA cu Oz
(fig. 52, pag. 800). Convenim si ddm un sens acestui unghiu si anume
sensul dele Oz spre OA. Ox ¢ latura origine iar OA latura extremitate,
Astfel unghiul z0A devine o mirime dirijatd si misura lui se repre-
zintd printrun numdr algebric.

Pentru a preciza sensul unghiului @, vom  zice unghiul *0A sau
unghiul (Oz, 0A), spuniand, ca si la segmentele dirijate, intdi originca
§i apoi extremitatea [24]. '

Dacii sensul, in care s’ar roli o semidreapti OA in jurul punectului O,
ca si descrie unghiul « dela origine ( Oz ) spre extremitate (0A), e contrar
cu sensul de rotafie al dcelor unui ceasornie, zicem ci unghiul « o
pozitiv; in cazul contrariu unghiul ¢ negativ,

EXEMPLE. Pe figura 52 unghiul 20D sau (Ox, OD) e pozitiv si egal ca J- 300,
pe cind unghiul 0D’ sau (Ox, OD') ¢ negativ §i egal cu — 400, ‘

Relatia dintre pants $1 unghiu. Daci @ ¢ i)anta unei
drepte reprezentaty prin ecuatia

: y:ax,

la ficcare valoare a numiirului @, dela —oo pani la +0c0, corespunde
cite un punct A cu coordonatele (1, ), o direefiec OA si un unghi
(Oz, 0A) cu valoarea «. )

Pentru ¢ =0 avem ¢ =0; dircctia QA se confundi cu Oz,
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Pentra @ > ¢ unghiul « e pozitiv; semidreapta OA o deasupra
axei Oz (fig 52). Cand a creste si a creste. ‘

Pentru g =1 triunghiul OPA e isoscel; avem OP = PA — 1 si
@ = 45%. Direclia OA e bisectoarea unghiului zQy.

Cind a tinde ciitri -0, directia OA tinde si se confunde ca Qy:
unghiul « tinde eiitri 900,

Pentru @ < 0 unghiul « e negaliv; semidreapta 0A ¢ dedesubtul
axei Ox (directia QD" pe fig. 52). Cand a creste in valoare absoluti
$1  negaliv creste in valoare absoluti,

Pentru ¢ =—1 avem ¢ —— 450; OA e bisectoarea unghiului zQy’,

- Cand « tinde citry —00, directia OA tinde si se confunde cu Qy’:
unghiul « tinde citrd — 900, : .
X Coeficientul a, ecare ne determini unghilil @, pe care-l face dreapta Y =azx
cu axa Oz, se mai numeste cocficientul unghiular al acestei drepte,

Y i D
Y : A
' a +30°
a -5
6/~ 1 P x
40"
. N ¥
y D}\
Fig. 52,

Constructia dreptei. Ca si construim dreapta
(D) Y = azx

¢ de ajuns si determinim doud puncte ale ei.

‘Un punct ¢, originea coordonatelor 0 (x=0,y=0). Ca al doilca
punct poate fi luat punctul A (#=1,y=a) sau oricarc alt punet M,
(r ==y, y = ax,). Unind originea O eu punctul A (sau cu M) avem
directia dreptei D. '

Daci panta a e pozitivd, dreapta D e urcdtoare (direcgia OD, fig. 52);
dacii panta ¢ e negativd dreapta D ¢ scoboritoare (directia OD’).

OBSER\’ARI.‘ Dreptele reprezentate prin ecuafiile
Yy=ax si y——ax

sunt simetrice fati de axa O,
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- Dreapta y =z, avand panta 1, ¢ bisectoarca unghiului 20y,
Dreapta y =—2, avand panta —1, ¢ bisectoarca unghiului 20y’
. g _
Dacil dreapta D (y=aqaz) e construitd pe o hartie milimetrics, ea ne deter-
mini in mod grafic produsul numdrului @ cu orice numdr regl.
. In adeviir, daci » e un numir real, luand pe axa Ox abscisa OP =g si du-

cind prin P o paraleld la Oy, determinim pe dreapta D un punct M cu abscisa n,
Produsul an se obfine misurind lungimea ordonatei PN,

279. Cazul general: ¢ +0, b 0. Avem ccuatia
(25) ' W == @ap k.

Pentru =0 avem ¥ =2>. Prin urmare linia" reprezentatit prin
ceuafia (25) trece prin punctul N (0,0), adici taic axa Oy la distan{a b
dela origine.

Pentru orice alti valoare a Iuj @, ordonata y se compune din

doud pdrfi: ax si b. Valorile produsului ez - sunt date de ordonatele
dreptei D (y = az). Fie D" dreapta y = b (fig. 53).

Y=ax+b

-
N
S T TP P | S SO S AN
- Al Bl
b o <
g : j
= :
B () R P 3
*
Fig. 53.

. Pentru a construi ordonata %1 a unui punct M; de pe linia (25),
care corespunde la T =, observiim ci, in suma

= ax; + b,

axy ¢ ordonata punctului A, de pe dreapta D” si b e ordonata punctului
corespunzitor B, de pe dreapta D”; trebue dar si adunim la segmen-
tul PjA; = az;, segmentul AMy = P;B, = b.

De aci rezulty cit segmentele ON si A;M; sunt egale si paralele;
patrulaterul NOAM, ¢ un paralelogram si dreapta NMy e paraleld cw ).

In acelas fel se determinii oricare alt punct M, cu coordonatele
%2, Y2, care salisfac la egalitatea Y2= axy+b. Dreapta NM, e si ea
paraleli cu D’ si, cum trece tot prin N, se confundd cu dreapta NM; .
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De aci rezulty urmiitoarea

TroreMA. Toate punctele, ale cdror coordonate satisfuc -lu ccuafia

Yy =ax4-b sunt siluate pe o aceeas dreaptd, care taie axa Oy lo distanfa
b dela origine si care ¢ paraleld cu dreapta y = az.

_ Reciproe. Fie D’ dreapta y =ax §i D dreapta paraleld cu D’,
dusii prin punctul N cu coordonatele (0, D).
Coordonatele oriedrui punet de pe dreapta D satisfac la ecuafia
Yy=axb,

In adeviir, daci M, (22, 72) ¢ un punet situat pe dreapta D si
dacii ordonata P,M, ¢ tiiatd de dreapta D’ in punctul A,, avem

P2A2=ax2, . A2MZ=ON=I),
deci .

o= PzMz = axp 1 b.
De aceea zicem cil y — w40 ¢ ecuafin dreplei D ( fig. 53).
Panta dreptei. Luand doui puncte My (=, 5;) si M, (2, 12)
pe dreapta D, avem '

h=eax;+b, yy=uax,

Scéizand aceste egalititi, membru cu membru, deducem
o=y = a(x—ay)

§i panta mijlocie a dreptei D, inire punctele M, si M, [269] cste

2=

( 26) =y = (T

Dacii punctele M; si M, sunt pe o l‘inia curbd C si daci, lisind
punctul M; fix, migcdim punctul M, pe curba G apropiindu-l sau depirtan-
dul de My, panta mijlocie & curbei intre My si M, variazd, in gencral,
cu pozifia punctului M,. )

Dar dacii punctele M; si M, sunt pe o linie dreaptd D, egalitatea
(26) ne arati ci panta mijlocie a drepte; D pdstreazd aceeas valoare a,
oricare ar fi punctele M, si M.

De aceea zicem ci
a ¢ panla dreptei y — ax--D.

~Coeficientul b, care ¢ ordonata punctului N, unde dreapta D tajc
axa Oy, se numeste ordonata la origine a dreptei,
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Unghiul dreptei cu axa Oz. Dreapta
(D) ' =0,
fiind paraleli cu -
(D") : Y=ax
face cu axa Qzx acelas unghiu ca si D’ ‘
Ecuatia unei alte drepte Dy paralelii cu D', dar care taie axa Oy
la distanta b, dela origine, este
(Dy) Y= ax+b.
~ Dreptele By si D fiind paralele cu D’ sunt paralele tre ele.
Prin urmare: toate dreptele paralele tntre ele adiey toate drepicle,
care fac acelag unghiv cu aza Oz, aw acceas pantd $i reciproc foale

dreptele, care au aceeas pantd a, fac acelag unghtu o cu aza Qz.
De aceea a se mai numeste coeficientul unghiular al dreptei D.
OBSERVARE. La flecare valoare a lut a (pozitivd sau negativd) corespunde
wn unghiu & si reeiproc, Unghiul & se poate construi ugor. Determinind punctul A
(#=1, y==a), unghiul « e unghiul 20A sau (Oz, 0A),

Prin urmare a e o functie de . Existi table, care ne dau valoarea pantei a,
cdnd se cunoaste unghiul & §i reciproc,

Construectia dreptei. Dreapta

(D) Yy=—=azxtb
poate fi determinaty: -
19. Prin doud puncte. Observim ci aceasti dreaptii trece prin

punctele
N(x=0,y=1), M(J::l,y:aJ,-b).

Dreapta D e dreapta NM.

In loc de punctele N si M putem lud oricare alte dous puncle de pe dreapta D
M, (wx:yl’:a“'l‘*‘b)» M, (a2, ?/2=a972+l’)-

20, Printr'un punct §i 0 dreaptd paraleld cu ca, Putem Iud ca punet
punctul N(0, b) de pe axa Oy sau oricare alt punct My (2, yy = axr4-0)
de pe dreapta D si ca Dparaleld dreapta D’ cu ecuatia ¥ — ax,

Dreapta D e dreapta paralels cu D’ dusii prin punctul N (sau prin M;).

OBservare. Cand panta a variazii, dreapta D se rolegte in jurul
punctului N, :

Cind b variazd, dreapta D se migeil in - plan riminand  paraleli
cu ea insdsi, fiinded e necontenit paraleli cu D’,
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EXEMPLU. Ecuafia .
(1),  g=F(z+1)

reprdzinfﬁ 0 dreapld. Dacd facem pe x=0,1, 2, 3, ... sau r=—1, —2, .. st cal-
culdm valorile lui & date de ccuafia (27), obfinem coordonatele §i punctele urmitoare ;

& - —2 —1 0 1 %0 3
y 2 e 2 ¥ 2 g
Punctul A B C E F

Toate aceste puncte sunt asezate in linie dreaptd (fig. 54 ).
Dreapta reprezentati de ecuafia (27) e dreapta AF, Ea taie axa Oz in pune-
tul B (—1, 0) i axa Oy In punctul C (0, é{)

/]

Fig. 54

Panta &i este coeficientul lui z, adiei -:;- Unghiul ¢ al dreptei cu axa Oz
‘este unghiul ascufit B dela baza triunghiului dreptunghic BOC (BO=1, 0C = %)
sau unghiul ascufit B dela baza unui triunghiu dreptunghic BPM cu unghial drept
in P, cu cateta verticali PN =5 si cu catela orizonlali BP =38,

Panta —';— fiind pozitivd, unghiul & ¢ Dozitiv; dreapta e urcdtoare §i functia y ¢
crescdtoare. y e pozitiv pentru ‘&> —~—1, nul pentru x—==—1 §i negativ pentru z < —1,

280. Ecuatia “generali de gradul intdi. Si considerim ecuafia
generald de gradul intai cu douit necunoscute ‘

(28) : Az+By+ C=0.

Dacii B ¢ diferit de zero, ccuafia se poate rezolva in-rapot cu y
si ne di functia explicitit :
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care ¢ de forma
(30) y=azx4+b cu az—%, b:-—%-

Prin urmare reprezentarea grafici a funelici y, definity prin

ccuafia (28), este o dreaptd D cu panta ~5 si cu ordonata la
origine anl’s [279]
=] B *

Orice punct M, ale edrui coordonate (=, y) satisfac lo ecuaia (28)
se gdseste pe dreapta D si reciproc coordonatele oricdrui punct de pe
dreapta D satisfac la ecuafia (30) si prin urmare & In ccuafia (28).

De aceca zicem ci

AztBy+C=0 o ecuafia unei drepte.

Fig. 55,

) EXEMPLU. Ecpatia
(31) 201-5y—4=0

reprezinti o linie dreaptd, Infclegem cd, daci dim variabilei = diferite valori si cal-
culim valorile corespunzitoare ale lui Y, date de ecuafia (31),

X 5% -2 = 1 0 1 2 3 1.0 o
Y 5. 1.6 1.2 0.8 0.4 0 —04 e
Punctul - A "B C D E F cee

toate punctele A (— 2, 16), B (—1, 1.2), .., cu coordonatele astfel obtinute, sunt
situate pe o aceeag Linde dreaptd (fig. 55).

. Ecuatia (31) ¢ de forma (28), 1 care avem

4=2, B=5, (¢=-—4,

M. G. : %
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Rezolvati tn raport cu ¥ ne di funcfia expliciti

2 4 2
(32) - y=—F+i=212—q),

care ne arati cd dreapta (81) are
o —2
=G
4

panla —

& o

si
ordonata la origine £=08."

Unghiul &, pe care face aceasti dreaptd cu axa Oz, este unghjul MOz, pe
care-l obtinem ludnd punctul M cu abscisa 5 (numitorul pantei) si cu ordonala — 9
( numiritorul pantei) si unind punctul M cu 0, .

Panta dreptei (32) e negativd, unghiul e e negativ; dreapta e scoboriloare,

v.

functia y e descrescdtoare.
" ¥ e pozitiv pentru x < 2, nul pentru =2 si negativ pentru z > 2,

Punct pe dreapti. Ca si gisim coordonatele unui punct M,
de pe dreapta ' :
(D) ‘ Az+By+Cc=o0,
procedim astfel ;

Dacii ni se di abscisa z— Z1 a punctului My, inlocuind pe
prin 2; rezolvim ccuafia

Ay +By+C=0

in raport cu y si gisim ei ordonata punctului M, este

___Ax+0_
Yy = B -—»?/l-_

Dacii ni se di ordonata Y= a punctului M;, abseisa Ini se ob-
{ine rezolvand ccuatia ‘
Az+ By 4+ € =0
in raport cu 2. : '

In particular, punctul unde dreapta laie axa Qx se obtine inlc-
cuind in ecuafia dreptei pe ¥ prin 0 si rezolvand ecuafia Adz-+-C =0,

Giisim astfel -z =—§, = 0

Punctul unde dreapta taie aza Oy sc obtine inlocuind in ccuatia
dreptei pe z prin 0 si rezolvand ecuatia By + C =0,

Giisim astfel =0, = —%- :

Construciia dreptei. Ca si construim dreapta datii printr'o
ecuatie de forma
(28) == ' * (D) Az+By+C=0,
¢ de ajuns si-i determinim doug puncte ale ci. Putem, de exemplu, si

ciutim punctele unde dreapta taie axele de coordonate, adieii punclele
de pe dreapta D, care au sau abscisa sau ordenata sudd,
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EXEMPLU. Ecuatia
(31) 2z+-5y—4=0
pentru =0 ﬁe di y= % = 0,8 adici punctul C pe axa Oy (fig. 55);
pentru z=1 ne di g = —z— =0,4 adici punctul D,
Dreapta reprezentats prin ccuafia (31) este dreapta CD, Ea taic axa Oz in
punctul E (2,0) si axa Oy 1n punctul C (0, _;. o T

Osservare. Doud ecualii liniare in z §i y cu coeficienti proporfional
(33) : Az+By4+ C=0 :
(34) $l, PAz+pBy +pC =0
reprezinti aceeas dreaj)td. ‘

In adevir, rezolvand aceste ecuafii in raport cu Y, obfinem

¥a c
st A pcC A
D piC N .
(88) Y= =B pE=—F%*—F

Aceste doud drepte, avand aceea§ pantd si aceeas ordonati la origine, se confund,

*81. Cazuri particulare. Pentru ca ecuafia gencralii (28) si con-
{ini cel putin wna din variabile, z sau y, trebue ca say 4 sau B si
fie diferit de zero.

10, A=0, B0, Ecuatia (28) se reduce la
(87) By+C=0 su y:a%:w

Dreapta e paraleli cu axa O [278,1] sila distan{a 7, dcla
accastd axd (!). Unghiul, pe care-l face dreapta (87) cu axa Oz, ¢
nul §i panta dreptei e nuld, :

2. B=0, 4%0. Ecuatia (28) se reduce la
(38) - Az+C=0 san x=-—zC=x0.

Dreapta e paraleld cu axa Oy [278,1] si la distanfa a dela
accastii axdi. Unghiul, pe care-1 face dreapta (37) cu axa.Oz e de 9(0

- si-panta dreptei e infinitd.

(1) Infelegem la distanta | y | dela axa Qx: éeasupra acestei axe dacX yp e pozitiv si dedesubt
dack yo e negativ. | :

. @
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8 C=0, B0, Ecuafia (28) se reduce la
(39) Az+By =0 sau y:——}‘;—x;nzx.

: A . ' 4
Dreapta trece prin origine [R78,2] si are panta m — —%-

282. Tangenta la cere. Si considerim un cere cu centrul in 0.
Fie A si B doud puncte de pe cerc; dreapta AB sau- AS, care taic
cercul in punctele A si B, e o sccantd (fig. 56). :

Cat timp punctele A si B sunt distincte, direcfia secantei AS e
perfect determinaty, cel pufin teoretic.
_ E evident eil in practics, dacs distanta dintre punctele A §i B e foarte mick
(de ex. de 1 mm, sau de 0,1 mm, ) directia AS e cu totul nedeterminat3,

In tcorie tnsd, oricAt de mica ar fi distanfa AB, indati ce nu ¢ riguros nuld,
direcfia AB se consideri ca pertect de bine determinati,

Fig. 58.

Si lisim punctul A fix §1 s migedim punctul B pe cere, apropiin-
du-l de A. In fiecare pozifie a punctului B (diferit de A) direetiz AS
e bine detérminati, ' :

Cand B tinde cdtrd A, direcfia secantei AS tinde cdtr directia
limité AT, care e tangenta la cerc in punctul A.

OBSERVARE. CAnd se considerj tangenta AT ca o dreaptd ce trece prin doui
puncte A 5i B confundate, directia ei e nedeterminatii, Cand sec consideri Insi cu
limita pozitiilor succesive ale secantei AS, cind B tinde citrs 4, pozifia tangentei In
punctul A e perfect determinat, .

In cazul cercului, daci dreapta AB e o secantd, in triunghiul isos-
cel AOB (fig. 56) avem

o+ 28 = 1800,
Cand punctul B tinde extry A, unghiul « tinde ciitri zero §i un-
ghiul OAS =8 tinde ciitri 900, Prin urmare: - pozifia limitd a sccantei
AS adici tangenta AT, ¢ perpendiculard pe raza OA.
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283. Panta unei curbe intr'un punet. Fie G o curbii reprezen-
zentatd prin ecuatia
(40) (C) y=/f(=).

Sd ludm pe aceasti curbi doui puncte apropiate

: v Mi(z, ) si Mp(z, ys).
Dreapta MM, ¢ o secantd la curba C (fig. 57).
Panta ei ¢ raportul

(41) ¥ Y2—U Ay

= ante sccanter
Ly—x Ax ( )

dacii coordonatele punctului M, sunt x =z T Az §i Y =y, +Ay.

Fig. &7.

Si lisim ;;unctul M; fix si si miscim punctul M, pe curba C
apropiindu-1 de M.

Cind My tinde citrg My, direcfin secantei MM, tinde cdtrg 0 pozi-
fie limité MyT, care se numeste tangenta la curbd in punctul M,;; dife-

; . : Ay .
renfele Az si Ay tind fiecare ciitry zero, dar raportul lor A—Z_ tinde
catrd panta tangentei MiT, pe care o vom insemna-o cu p.

Avem dar

r<r : o o oo A
(LXXXI) P = pante tangenlei = lim Az’
cind Az tinde ciitri zero.

Panta secantei M;M, e panta mijlocie a curbei C intre punctele
M i Mp; ea vaviazd, in general, cand M variazd, '

Limita acestei pante, cand M, tinde ciitrs My, “adicd panta tan-
gentei. MiT, se numeste panta curbei in punctul M. '
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EXEMPLE, 19 ‘Panta unei drepte Intr'un punct al ci.
Ca si determiniim panta unej drepte y =ax4-b intr'un punct al ¢i M(z, y),
ludm pe aceastd dreapti un punct vecin M (z-}-az, Y+Ay), si ciutim limilg
. Ay | 9 i . ' '
raportului T cind Az tinde spre zero.
Din egalititile ;
© Yty = a(z+az)+$b

Yy=azx-4b
deducem, prin scidere,
Ay
o sau ——r=q,
AY = a Az a 55 a

Ay | . x
Raportul ﬁ avand valoarea constanti g pentru orice valoare a cresterii Az,

rezultd. e si pentru Az — 0 avem
= Jim &Y _
(42) | : »=lim e

Prin urmare : - pania dreplei y = ax--b, 1n orice punct al ci, ¢ a,

20, Panta curbei ¥ == Procedand In acelag fel, din cgalititile

y+ay= (z+a2) = o - 20 Az 4 a0
-y = a5’
deducem, prin scidere,

Ay =2z axt- A s %=2:c+mv.

: : Al
Cand Az tinde spre zero, oricare ar fi z, valoarea raportulus A_:l{ sereduce la 2,
Avem dar : :
: = lim AY __
- (43) p—hm_Ax—2a:.
Panta parabolei y=z* intr'un punct M, cu abscisa z;, ¢ 2y, Astfel:
pentru =0 avem y=0 si p=0;

pentru  x=1 avem y=1 si p=g2,
pentru =29 avem  y=4 si p=—4, elc

Derivatd. Curba C (fig. 57) are o ordonatd y si o pantd p in fic-

- .carc punct al ei. Cand z variazi §1 ordonata si panta variazd, in gencral:

Y si p sunt funcfic de Z. .
Functia y ¢ definity prin expresia f(z). Functia p ¢ definiti prin

o e f(z+Aax)—f(2)
(LXXXI) Dy==ilim Ay = lim e

cind Az tinde spre zoro. Aceasti limiti se numeste derivata funcfiei
Yy=17(x) si sc reprezinti prin simbolul " sau A
. EXEMPLE, Din exemplele Precedente rezulti ci
' derivata functiei y = aztb e y =aq;
derivata funcfiei y=— g9 @ @ =k
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Recurx. Cand ni se di ccuatia y = f(«) a unci curbe C,. ordo-

_nata si panta curbei C, intr'un punct M, cu-abscisa z, se calculeazii
prin formulele urmitoare :

ordonata  y = f(2),
panta tangentei  p =y’ = f'(z),

1. — 'FUNCTII NELINIARE.

284. Funcfia y = 22, Am_vﬁzht (pag. 272) ci funefia y =22 o
reald si finitd pentru orice valoare realy a lui z dela —co pani Ia 400
si cdl imaginea ci geometricd ¢ o parabold C (fig. 58).

C Y=x?

0, '

CI l. ,I,
\\ y_.:%x?

N L\ |
)

VV_I;‘ig. 58,
Panta acestei parabole variazi cu valoarea lui z si ¢ d

atit de formula
=—="2 8

_ Cand 2 variazi dela —co pini Ia 0, functia y = 22 desereste dela
- oo piind la 0, panta p e negativd §i curba e seoboritoare,
Pentru 2 =10 avem y=0 si p=0, . 1
Cand z creste dela 0 pani la“ 400, functia y ereste dela 0 pan
la oo, panta e pozitivg §i curba e wredioare.
Functia y — 22 are o valoare minimd y =0 pentru 2 = 0, adiei
in origine. In acest punct parabola C e tangentd la axa Ou.
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Pentru doud valori simetrice ale variabilei z, valorile lui y sunt
egale si- punctele corespunziltoare ale curbei sunt agezate simetric faf
de axa Oy. De aceea zicem e Oy e.o0 axd de simetrie a curbei C.

Punctul O se numeste vdrful parabolei. Curba G, aviind forma din
figura 58, vom zice ci isi tntoarce concavitatea spre y pozitiv.

Toati aceasti discufie se poate rezuma in tabloul urmitor

y=2a% p=2gz

v — o0 0 ! o0
I »
y -+ oo descreste 100 creste oo .
3 minim -
P —A= S +

OBSERVARE. Curba C, daci e construiti cu preciziune pe o hartie milimetrics,
ne poate folosi ca tably de patrate. In adevir, patratul unui numir real ¢ se
poafe obfine misurand ordonata punctului de pe parabola C, cu abscisa a,

285. Functia y = az2. Cazur a >0,
Pentru a =1 avem parabola C (fig. 58).
Pentru a:é avem curba C° din figura 42 ( pag. 280). Pentru

0 a'ce'eas valoare a lui z, ordonata punetului de pe curba C’ ¢ Jumdtate
din ordnata punctului corespunzitor de pe curba C.

1 . .
Pentru @ = 3 avem funcfia

(44) 4 y=ga?

reprezentati in mod grafic prin curba G’ din figura 58. Pentru o acecas
valoare a lui , ordonata punctului de pe curba C’ e a trein parte din
ordonala punctului corespunziitor de pe curba C.

: 1 3
In general, pentru a = avem ecuafia .
1
s B
Yy=-—-x

care reprezinti o curbi ale ciirei ordonate sunt 4 a n-a parte din ordo-
natele punctelor corespunziitoare de pe curba C. Toate aceste curbe
sunt parabole. '

Functiile y =222, y = 322 .. si in general
(45) _Yi=1a32 CUl s rd=E 0k .
sunt reprezentate ot prin parabole analoage cu C, fn care ordonatele:
punctelor de pe curba C sunt dublate, triplate, .., in general
inmultite cu a, :
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OBSERVARE. Prin Inmulfirea cu a <1 toate ordonatele (50) se micgoreazd
§i curba corespunzitoare e agezati Intre curba C §i axa Ox.

Prin inmultirea cu g > 1 toate ordonatele (==0) sc mdarese si curba corespuns
ziiloare ¢ asezatd deasupra curbei C,

Panta curbei. Din egalititile
y+Ay=a(x+Ax)2_—_ax2+2ao:Ax+Ax2
¥ = a2’

deducem, prin seiidere, :
Ay =2ax Az - g Az

Ay ,
A= 2ax - alzx.

si

" Cand Az tinde spre zero, obfinem expresia limits :
(46) . p:y'=1im§—1=2m, |
carc ¢ derivata functiei y = az? sau panta curbei corespunzitoare,
pentru orice valoare a lui g pozitivd sau negativd, :

Variatia functiei. Daci a e pozitiv, pentru z — — o avem
Y =-00; pentru 2 < 0 panta (46) e negativd, curba e scoboritoare;
pentru =0 avem y=0 sl panta e nuld; pentru 2> 0 panta ¢
pozitivd, curba e urecdtoare; pentru z =+ 00 avem y = L oo,

Funefia y = aa2? (cu a > 0) desereste dela 1-co pind la 0, cind 2
variazii dela —oo pand la 0 si eregte apoi dela 0 pand la 4-oco, cand 2
variazii dela 0 pani la +co.

Functia are o valoare minimg ¥ =0 pentru =0, adicy origine.

Toaty discufia precedentd se poate rezuma in tabloul urmitor:

Yy=oaa% y'=2azx, >0,

x | —oo | 0 +oo
y + o0 descreste 0 - creste | ~+ oo
minim
y'=p = 0 4

In toate cazurile, imaginea geometrici g funcfie
Y = da? cue g %0

e 0 parabold cu vdrful in originea coordonatelor, cu concavitaten intoarsi

spre y pozitiv (in sus), simetrieq fafd de axa Oy si tangentd in

origine la axa Oz,
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Cazu a < 0. Pentru a=—1 ayem functia
‘ Y =—2a2
Daci C; (fig. 58, pag. 311) e imagineaei geometricdl, fiindeii pen-
tru fiecare valoare a lui z ordonatele curbelor
R T =2 B GG,

sunt simetrice (egale si de semne contrare ), curba C; ¢ o paraboli si-
melricd cu parabola C fajd de aza Oz. '

St considerim, in general, functia
(47) - Yy=ax? cu a<0,

Panta curbei corespunzitoare e dati de formula (46)

=y =I12qaz.

Variatia functiei. Pentru xiem avem y — — 00; pentru
« <0 panta e pozitivd, curba e urcdloare; pentru =0 avem 7=
si panta e nuld; pentru = > 0 panta e negativd, curba e scoboritoare ;
pentru * —=—co avem y = — po. :

Funcfia y = a2? (cu a < 0) creste dela —oo0 pani la 0, cind
variazi dela —co pand la O si descreste apoi dela 0 pand la —co,
cind z variazd dela 0 pand la Loo.

Funetia are o valoare mazimg Y =0 pentru x =0 adicii in origine.

Toatd discutia precedenti se. poate rezuma in tabloul urmiitor :

Yy =az? y =2azx, a0,

y —oco creste  © 0O descregte — mj
maxun
y=p + 0 —

OBSERVARE. Pentru g¢<<—1 curba Yy=az* ¢ asezatd dedesublul curbei C,;
pentru —1 << a < 0 curba e agezatd tntre axa Ox si curba C; (fig. 58).

In toate cazurile, imaginea geometricd a funcfici
Y = ax? culll Yo =0

¢ o parabold cu vdrful tn originea coordonatelor, cu concavitalea infoarsd
spre Yy negativ (in jos), simetried fafd de aza Oy si langentd tn
origine la aza Oz.
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286, Funcfia y = az?4+-bx+c. Si considerim acum cazul general,
cand avem o funcfie reprezentati printr'un trinom de gradul al doileq

(48) C Y =ax2fbrte.

Pentru @ =0 trinomul se reduce la functia lindard y = bz 4 ¢ si
imaginca geometricd e o linde dreaptd [279). '

Vom presupune dar coeficientul a == 0,

10, Pentru orice valoare reali i finitd- dati variabilei z, trinomul
«2?4-bx+-c capiti o valoare bine determinatd, reald si finitd.

20, yo fiind un numir dat in mod arbitrar, ne intrebim dacii existi
una sau mai multe valori reale, care puse in locul lui 2 si dea trino-
mului (48) valoarea y,. - :

Pentru a gisi aceste valori, e de ajuns si rezolvim ccuatia de
gradul al doilea : -

' ezt bx+c =1y,
sau .
(49) az? +bx+4c—yy =0,

Discutie. Daci 3°— 4a(c—yp) e pozitiv [234], ccuafia (49)
admite doud ridiicini reale si neegale x, i x, si pentru fiecare dintre
aceste valori trinomul (48) capiti valoarea Yo Ehpm—

Daci 0°— da(c—wyo) e nul, ecuatia (49) admite o singurd ridi-
cind reald (dubli: @y =) si existi numai o singurd valoare Z, pen-
tra care trinomul (48) capiti valoarea Yo.

Daci b°— 4a(c—yo) e negativ, ecuatia (49) are ridicinile imagi-
nare; prin urmare nu gisim niciun numir real x, pentru care y si ca-
pete valoarea . -

3% DErvata Funcrien Ca si- determinim derivata functiei

(50) (I) yv=aa2tpxt¢ '
sau panta curbei reprezentati prin aceasti ecuafie, facem urmitoarcle

'

_ operafii: - :

Operatia I: Dim Iui o crestere Az si caleulim valoarca co-

respunzitoare a funcfiunii
v+dy=a(z+8z) 4+ b (a4az) + ¢

sau . -

(I1) Y+ Ay = ax2 - 2aanc+an2+b_:z:+bAa:+ c.

Operatia II. Scidem egalitatea (1) din (II) si obtinem cresterea
functiunii y " \ ik
Ay = (2a:z:-!—b)A:c—i— aAx?,
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: : D < :
Operatia IIL. Impiirfim ambii membri ai acestei cgalitiifi cu Ax
§i gitsim raportul '

Ay
Ay = 2a:c+b+:vAx.

Operatia IV. Ciutem valoarea limitd a acestui raport, cind Aux
tinde cdtra zero

A
lim —‘1/,= 2ax L0,
Az

‘Prin urmare, derivata funefici y = ax2pa ¢ este
(51) Y =2axLp,

Panta tangentei in orice punct al curbei (1) ¢ dati prin formula
(52) p=y'=2~éw+_b,
40..Punctele de pe axa Oz Punciele curbei situate pe axa

Ox au ordonata nuld, Abscisele lor sunt valorile luj Z peniru care y ¢
nd, adied ridieinile ceuatiei
i ax2 bz ¢ = 0.

5% Punctele de pe axa Oy. Punctele curbei sitnate pe axa
Oy au abscisa nuld, Ordonatele lor sunt valorile Iuj ¥ pentru care z ¢

nul. Ficand o = 0, glisim y =c. Prin urmare ¢ o ordonata la origine
a curbei,

69 VamriaTia ruscrien Ca si studiem variafia functici

3 ’ e a:zz-{—‘b:z:'-{-c,
0 secriem sub forma :

' b2 ¥— =)
v=a|(atgZ) — 55| = ol(emap 347)
pundnd, pentru preécurtare, :
b R
(83) Sa — —¢@ 5t T.MZ'_*'@Z

$i ludnd inaintea Iui g% in cgalitatea (53), semnul 4 sau — dupd cum
b"—4ac ¢ pozitiv sau negativ. Avem astfe]

(54) : Y =az cu 2= (x—a)2$ 52,
Derivata (51) se poate scrie si ea sub forma
(55) 1’=!/'=2a(96+%)=_2a(x—a) o a=_2_’;_.

In-func;ia z (54) variazi numai termenul- ( x—a)z.
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: (56) .7/1=-—!-aﬁz pentru x — g =— 2
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Trinomul Y are acclag semn sau semn contrar cu z, dupii cum ¢
¢ pozitiv sau negativ,

Pentru 2z = —7, P G L) diferenta x—a capiiti respectiv va-
lorile —% si +4 jar (z—a)® are valoarea %%, Prin urmare pentru doui
valori ale lui 2 simetrice fafd de a« (adici pentru a—7h si a4k) z si y
au valori egale: curba ¢ simetric fafd de dreapta 2 — .

Cazul a> 0. Pentru z — — o Sau z =+ oo formulele (54) ne
dau z =4 co §1 ¥ =+ co. '

Cand z variazi dela — oo pinii la o, (z—a) descreste dela oo
pind la 0; z descreste dela +-oco pand la -{_-[32 si functia y =az des-
creste dela +-co panit la Tap’

Cand z variazi dela « pini la 4co, (z—a)? creste dela 0 pani
la +-00; 2 creste dela F8° pani la TO si y=az creste dela Faf®
pand la oo, ’

Formula (55) nc aratii cj pentru & < o panta curbei ¢ negativa:
curba ¢ scoboritoare; pentru z > « panta curbei ¢ pozitivd si curba ¢
urcdloare ( fig, 59, 60, 61; pag. 318).

Imaginea gcometricy a functiei

Yy=ax?+tbx-¢ cu a >0
C 0 parabold, care 3si tntoarce concavitatea spre y pozitiv (in sus).
Funetia aro o valoare minimg
b
%a”
Punctul cu coordonatele Z1s Y1 € vdrful parabolei. Abscisa vir-
fului e ridicina ecuatiei
¥=0 sau 2ax+b=0;
prin urmare: in ‘varf panta parabolei e nulg si tangenta la curbi ¢
paraleld cu aza Ox.
Toatd aceasti discufie se poate rezuma in tabloul urmitor:

Yy=a2'tbxt¢, a>0; a=—_2, IB'=M-
- 2a - 4a’
x — 00 o o0
). — k1
y o0 descreste + aﬁ creste + oo
| - minim
p=y | - o+ .

Distingem trei cazuri: 10, V’—4dge >0, Ridécinile ecuatie;’

(50) - ax?tbrte =
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sunt reale si neegale. In formula (53) trebue sit Iuim semnul — inain-
tea lui §° si formula (56) ne di '
: h=—af <0, -
Virful parabolei ¢ sub aza Oz (fig. 59). Curba e tiiatii de axa Ox
in doud puncte (M’,M”); care au ca abscise ridicinile ecuaiei (50).
20, °—4ge=0, Ridicinile ecuatici (50) sunt reale si egale.
. Avem B=0 si y, = 0. Parabola ¢ tangentd la axa Oz in varful ci
A(zi=a, 1, ="0). Curba sc giseste deasupra azei Oz (£g. 60).
.80 P~ dge<o, Riidiicinile ccuatiei (50) sunt umaginare, In for-
mula (53) trebue si luim semnul — inaintea lui B* si formula (56) ne di

Y = aﬁ2 >0,
Vartul parabolei (A) ¢ deasupra axei-Oz (fig. 61). Curba rdmane
toatii deasupra axei O, :

H ; ‘LA

\M [P i p
0 & / X =0 W E ) P X
er 59. 0 Fig. 60. - Fig. 61.

EXEMPLU. Ecuafia y=a*— 5244 cu g=1 > 0 reprezinti o paraboli cu
concavitatea intoarsi spre y > 0 (In sus). Avem y' =2z — 5,

Rezolvand ecuatia y=0 sau a®—5x4-4=—0 gisim cd parabola taie axa
Or in punctele x=1 §i x=4. Ficand =0 gisim ci parabola taic axa Oy tn
punctul y =4, : ’

Rezolvand ecuatia- ¥=0 sau 22—5=—¢ gasim cd varful parabolei are
abscisa 2 = 2 si ordonata

2
5\ 5 9
v=(3)=5.(3)++ ==
Parabola e simetrici fa{X de dreapta m=%-
CGazul a < 0. Pentru 2 — — co sau % =+ co formulele (54) ne

dau z=+4c0 §i y=—oo0. :
Cénd z variazi dela —oo péni la «, z descreste dela 00 pini

. la FBi funcfia y = az creste dela —oo péni la -T-aﬁz.
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Cand z variazy dela « pani la 400, z creste dela T pani la
+00 si y=az descreste dela -Iaﬁz pand la —oo. -
Formula (55) ne arati cj pentru 2 << e panta curbei e poziliva :
curba ¢ wredtodre; pentru z > o panta e negating §i curba e scoboritoare. -
Imaginea geometricy a functiei

Yy=ax2-tpxr+t¢ cu a0

¢ o parabold, care i5i tntoarce concavitalea spre y negativ (in jos).
Functia are o valoare mazimg
.
2a
Puanctul cu coordonatele Z1, Y1 e vdrfid parabolei. Abscisa varfului
e riidicina ecuatiei .
¥=0 sau 2azx+b=0;

(57) Sll=2T it pentru T = =

prin urmare: in varf panta parabolei e nuld si tangenta la curbi ¢
paraleld cu aza Oz, '

Toati aceasty discutie se poate rezumi in tabloul urmiitor :

Y L __ b —R:__ b'—~4ac
Y = adx +bx+c,» a<0; a=—=, I8 S
z — o0 : x 4o
. — = 2 ‘
Y — 00 creste +a? descregte — 00
maxin
r=y -} 0 . =

Distingem trei cazuri: 10. )°— 4 4¢ > 0. Ridicinile ccuaiiei
(50) " Camdbrto=0

sunt reale si neegale. In formula (53) trebue sit luim semnul — finain-
tea lui % si formula (57) ne di y =—af®> 0. L
Varful parabolei e deasupra axei Oz. Curba e tiiaty de axa Oz
.In doud puncte, care au ca absecise ridicinile ecuatiei ( 50).
0, P~ 4gc=0, Riiddcinile ecuatiei (50) sunt reale si egale.
Avem B=0 si 4, =0, Parabola e tangentii la axa Oz in varful
ci. Curba se giiseste dedesubtl axe; Oz, '
80 b~ dge <0, Ridiicinile ecuatiei (50) sunt imaginare. In for-
mula (53) trebue si luim semnul + inaintea lui §° si formula (57) ne dit

y,:aﬁ2<0.'

Virful parabolei ¢ dedesubtul axei Oz. Curba ra‘ima‘ine toatd dede-
subtul axei Oz, '
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EXEMPLU. Ecuafia y=8-+T2—57 cug——5 << 0 reprezinti o parabold
.cu concavitatea tntoarsd spre ¥ < 0 (1n jos), Avem Yy =—10z-}-7, _
Rezolvind ecuatia y=0 sau — 52"+ T8 =0 gisim ridicinile imagi-
nare; prin urmare curba nu taje axa Ou, '
- Ficdnd =0 gisim ci parabola faie axa Oy in punciul y =3,
Rezolvind ecuatia ¥ =0 sau — 10247 =0 gisim i varful parabolei are
abscisa T=w=0,7 si ordonata

Yy=3+7.(07)—5.(0,7) = 545.
Parabola ¢ simetrici faji de dreapta z = 0,7,

. o
\ 2 ( 'y
\‘ Yy=ax°+bx +¢ S
) i
M ,/ A
Hl ¢
A V¥ 2 g
4100 -
" NL-
-
/7 B
’
) P x
Fig. 62,
OBSERVARE. Daci avem construiti parabola
(P) y=ax,
ca si deducem din ea parabola A
o . PAVAS
(58) (P) y=oaxt+baxdc qﬁﬁxﬁ‘
.¢ de ajuns si conslruim dreapta ‘ '\ =

(D) y=bx+te.

\ 7 % bserviim ci, daci M, A si B sunt trei puncte, corespunzitoare Ia o acecas
"”d’plo:rﬁc?}-.J.Ui x, situate pe liniile (P), (P') si (D) respectiv ( fig. 62), egalitatea

y = (az’) + (bz+c)
PM = PA -|-PB,

La punctul O corespunde punctul T, unde parabola (P) ¢ tangentd Ia_dreap-
ta (D). La punctul S, intersecia dreptei (D) cu axa Oz, corespunde punctul I, inter-
seefia parabolelor (P) si (P’),

La dreapta ordonatei SI parabola (P) e deasupra parabolei (P'); la stanga

ordonatei S parabola (P) ¢ dedesubiul parabolei (P’),

ne da“conslructia



