
Bibiloteca Centrală Universitară - 
Bucureşti 
  
  

INVENTAR (43 909 

E coma MAX du 

|



faut 
fue Ce. Se. Ne paaal z, sur 926.



CURS 

„MATEMATICI GENERALE.



EDITURA UNIVERSITĂȚII DIN CLUJ. 

CURS 

MATEMATICI 
GENERALE 

PENTRU STUDENȚII DELA FACULTATEA DE ŞTIINŢE, 
DELA ACADENMIILE DE COMERȚ ŞI AGRICULTURĂ 

ȘI DELA ŞCOLILE TEHNICE SUPERIOARE 

DE 

GHEORGHE BRATU, 
PROFESOR DE ANALIZA MATEMATICĂ LA FACULTATEA DE ŞTIINŢE 

DELA UNIVERSITATEA DIN CLUJ. 

VOLUMUL 1, 

MATEMATICI ELEMEN DARE: 

7
9
3
0
7
 

CALCUL NUMERIC. «— CALCUL ALGEBRIC. — REPREZENTARE GRAFICĂ, 
TRIGONOMETRIE. — OPERAȚII CU NUMERE APROPIATE, 

  

CLUJ, 
INSTITUTUL DE ARTE GRAFICE «ARDEALUL» 

STR. MEBORANDULUI 22, 

1926.



  

i 
a.



m 

VOLUMUL |. 

MATEMATICI ELEMENTARE.  



PREFAŢĂ. 

O mare greutate, pe care 0 întâmpină studenții dela Matematici — 
mai ales cei dela Universitățile din Cluj şi Cernduţi — pentru pregătirea 
examenelor, e lipsa de cârţi de D/atematici superioare în limba română. 

"Pentru a înlătură această dificultate, Jinisterul Instrucțiunii a 
întrodus în budget un fond anual pentru publicarea manualelor didactice 
universitare, | 

Cartea de faţă e publicată din acest fond şi e menită să servească. 
de bază pentru învățământul Matemalicilor pure şi aplicate la Facultatea 
de Ştiinţe, la Școala Politehnică, la Academiile de Comerţ şi de Agri- 
cultură și la toate şcolile telmuice superioare. , ia 

Constatând că o parte! din Matematici se învață în liceu la o 
vrâstă, când mintea copilului nu poate prinde toate subtilitățile raţiona- 
mentelor ce i se fac, am erezut că e absolut necesar să se facă la Univer- 
sitate o revedere generală a Aatematicilor elementare, înainte de a se intră 
în studiul aprofundat al diferitelor ramuri, din JMatematicile superioare. 

De aceea acest Cuns DE MATEMATICI GENERALE e împărțit în două: 
Volumul I, MATEMATICI ELEMENTARE, cuprinde: Calculul numeric, 

calculul algebric, reprezentarea grafică, calculele cu logaritmi, trigono- 
melria şi operaţiile cu numere apropiate, 

Volumul II, MATEMATICI SUPERIOARE, va cuprinde elemente din: 
Algebra superioară, Geometria analitică în plan şi în spațiu, calcul di- 
ferenţial, calcul integral şi ecuaţii diferenţiale. Ă 

In partea întâi sunt Conferinţele de Iatemaltici elementare, pe care 
le fac la Academia de Comerţ şi, în semestrul întâi, la Yacultalea de 
Științe din Cluj. 

Partea a doua e cursul de Matemaliei generale, pe care — sub 
formă redusă — l-am făcut la Institutul Electro-tehnic dela Universitatea 
din aşi şi din care — de şease ani — fac o parte, în semestrul al 
doilea, la Facultatea de Ştiinţe din Cluj. 

E evident că pentru fiecare școală specială, cu caracter practic, 
profesorul va alege din acest curs numai părțile, pe care le va crede 
necesară învățiimântului special din acea şcoală, 

 



Cartea va pute, fi consultată şi de profesorii de Matematici dela şcolile secundare, precim şi de ingineri, arhitecţi, fizicieni, chimişti, agro- nomi, ofițeri de arme speciale și în general de orice persoană, pe care o poale înteresă un curs de Matematici, Generale, care începe cu operațiile cele mai elementare din Aritmelici şi se termină cu noțiuni asupra ope- rajiilor superioare din Calculul diferenţial şi integral. 
Terminologia românească e întrodusă conform Vocabnlarului Afate- matie publicat în biblioteca Gazetei Matematice din Bucureşti. 
Acest curs, tipărit cu multe sacrificii atât din partea tipografiei „Ardealul“ cât şi din partea autorului, apare numai cu scopul de a se da studențimii o carte românească, de Matematici Generale. 
Ţin să exprim aci mulhimirile mele Senatului Universitar din Cluj, care a aprobat ca acest curs să fie imprimat în editura Universităţii din Cluj; d-lui Inginer R, Osirogovich, care a desemnat figurile intercalate în tezt şi Institutului de Arte Grafice „Ardealul“, care a primit să ti- părească ci mari greutăți tehnice — în condiţiile cele mai ieftine şi cele mai bune — o carte de Hatematici Superioare. 
Observările, pe care vor Dinevoi să mi le transmită cititorii acestui curs, tor fi primite cu mulfumive şi vor serii la îmbunătățirea edițiilor viitoare, „ 
Cluj, 7 Noembre 1995. 

G. Baaru,



2 CURS 

MATEMATICI GENERALE. 
  

- INTRODUCER E 

NUMERELE. 

1. Numere întregi. Existenţa colecțiunilot de mai multe obiecte 
asemănătoare a născut în mintea omului noţiunile de aitate şi de număr 
întreg, iar din necesitatea comparării -colecţiunilor între cele au rezultat 
operaţia de zvunărare şi diferitele sisteme de namerație. 

Fiecare număr trebue să aibă an mune pentru. vorbire şi a semn 
pentru scriere. De aci: munerafia vorbită și suunerația. serisă. 

Pentru a spune (sau scrie) toate numerele, de care avem nevoe, cu cât mui puţine vorbe (sau semne) distincte, s'au Introdus, pe lângă unităţile simple (de 
ordinul întâi), unități de ordin superior (de ordinul al doilea, al treilea, ote.,) cu 
convenţia următoare: n unități de un ordin oarecare formează o unitate de ordin 
imediat superior. 3 

* Numărul n se numește baza sistemului de numerație. E: 
Sistemul generalizat prin uz are baza, zece şi se numește sistemul zecimal. Pentru - 

a scrie toate numerele în acest sistem, avem nevoe numai de-zece semne sau cifre : Pi i | PE . . _ 

0;1,2,3,4,5,6,7,8,9. 

Ordinul unităţilor se arată prin locul pe care-l ocupă cifra în număr. Când nu 
avem nici o unitate de un ordin oarecare, punem la locul corespunzător cifra O, 

2. Notaţii. Când vrem să seriem un număr, fără să-i precizăm 
valoarea, îl putera reprezentă printr'o literă, Astfel a reprezintă an număr. 
presupus cunoscut, dar oricare; b reprezintă un alt număr. 

Uncori mai multe numere diferite se scriu prin litere cu indici: 
41 42, m, dn (a unu,a doi, bem,b en); alteori prin litere cu accente: 

MG. ă 1



cc”, e (e prim, e secund, e lerţ) sau prin litere grecești simple, cu indici sau cu accente: «, 8, y, A, A2, Am, €, e” (1), 

'3. Șirul numerelor întregi. Dacă scriem toate numerele. întregi unele după altele 
” (4) | 1,2,3, nui. 

astfel ca, fiecare număr din acest şir să se capete adăugând numai o unitate pe lângă unitățile numărului precedent, zicem că am format sirul natural al numerelor întregi sau şirul N. 
„ Operația cea .mai elementară în Matematici este trecerea dela un număr din acest șir la numărul consecutiv (imediat următor). Această operaţie se serie cu simbolul. + 1 (plus unu). Astfel n-+l însemnează numărul din șirul A, care vine imediat după n. 
Numărul 2 se zice al n-lea din şir sau de rang n. 

+. Compararea numerelor. Ficeare număr reprezintă o colecfiune de unităţi. Doaă numere a și b se zie egale, când colecţiunile, pe care le reprezintă, au acelaș mumndr de unităţi (2); în acest caz scriem 

a=) (a egal cu d). 

In cazul contrariu numerele se zic neegale şi scriem 

atu (a diferit de V), 
Dacă a conţine mai puţine unităţi decât 5, zicem că . 

a<d (a mai mie decât d) sau 
Va” (D mai mare decât a). 

1<2<3<...<n<nţis...; 

Avem 

de aceea șirul N se zice ordonat în mod crescător Din contra șirul 

nl > nu. >3>2>1 

este ordonat în mod descresedtor. 
„A numără înserhnează a spune șirul numerelor întregi în ordine crescătoare, 

(1) Vezi TABLELE dela sfârșitul volumului, 
(2) Adică dacă Ia fiecare unitate din colecțiunea întâia corespunde câte o unitate din coleețiunea 

a doua și reciproc.
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| ” OBsERvanE. In șirul N nu există niciun număr mai mare decât 
toate. In adevăr, oricât de mare ar fi un număr 2, numărul 72-41 este 
mai mare decât n. De aceea zicem că şirul numerelor întregi creşte la 
infinit. 

Pentru infinit se întrebuinţează semnul co şi șirul numerelor întregi 
se poate scrie: 

(N) 1,2,8, cp nn a. 00. 

Când nu avem nicio unitate, convenim să zicem că avem O (zero) unități, 
Prin generalizare considerăm. și pe 0 ca un număr şi-l aşezăm În şir la stânga lui 1. 

Şirul astfel complectat: 

UI) 0,1,2,3, nn, 

păstrează proprietăţile șirului V şi pentru 0, fiindcă avem 0+i=i, 0<nu şi 
250, oricare ar fi n din şirul I, | 

5. Corespondenţa dintre numere şi puncte, Pe o dreaptă D, în- 
cepând dela un punct:O, să însemnăm niște diviziuni la distanţe egale.. 
în dreptul punctului O să punem numărul O (zero) și în dreptul fiecărei 
din diviziunile următoare să seriem succesiv numerele șirului A (fig. 1). 

a - 

2 9 n 9 
Up 

Fig. 1. 

oț
o 

Cum dreapta. este infinită, se poate serie astfel pe ca toate nu- 
merele întregi. La fiecare număr din şirul I corespunde un punet de 
diviziune pe dreapta D şi reciproc. Dacă la, numărul m corespunde punctul 
P,. putem zice pungtul » în loc de punctul P, 

Punctul O este origina diviziunilor. Segmentul OU este anitalea, 
Fiindcă, dela O până la P avem n unităţi, zicem ca segmentul OP are 
lungimea n. . | ” 

6. Egalitate și ncegalitate. Dacă a şi b reprezintă două numere, 
a==b este o egalitate; a<V sau a>b este o meegalitate.  Numiirul 
seris la stânga semnului = (sau < » sau >) se-numește membrul întâi 
al egalităţii (sau al ntegalităţii); numărul scris la dreapta se numește 
membrul al doilea. | 

„Două neegalităţi sunt de acelaş Sens, când au aceleaşi semne de 
neegalitate : 

a>b,c>d sau a<b,c<d 

1



IN LOUDUULHE. 

N 

"Două neegalităţi sunt. de ses contrariu, când au semnele de nc- 
egalitate diferite: . : 

a>b, e o< d. 

Dacă b.este niai mare decât «, numărul: b este așezat la dreapta numărului « a 
în șirul Ț și punctul b este așezat la dreapta punctului a în figura. 1 şi reciproc. 

Din definiţia egalităţii și: ncegalităţii a două numere [4] rezultă 
următoarele axiome (1 ) ” 
A 19. Avem întotdeaunu a=a, 
i „2%. Din- ab rezultă: b=a; 

50. Din a=—b,l=ec rezultă a=e 

-P. Din au. rezultă b>a, şi reciproc. 
0, Din a=—=b, b<e rezulă a<e. -. 

60. Din a<b, b<e iezultă a<e * 

70. Din a=b, b>ce rezultă a>e. 
i Se. Din. a>d „> e srezulti a > e, 

îm de, Măsură ă „ Gitutaroa deosebirilor dintre obiecte: ne-a dus la noțiunile 
A6 formă” și; de “mărime -ca : lungime, suprafaţă, volum, greutate, capaci- 
tate, unghiu, temperatură, presiune, ete. 

Compararea mărimilor se facc- prin 7ndisurare. - 
"A măsură. o mărime AM, însemnează a căută de câte ori o altă 

mărime 7, de acelaş fel, se cuprinde în AM. 
Astfel, pentru a măsură o lungime LL, se ia o altă lungime 7 ca 

unitate de măsură (metrul, cotul, yardul, ...) şi dacă lungimea Î se 
cuprinde de, nori “in. |, se: zice că numărul 2 este măşura lungimei L 
cu ajutorul unităţii LA 

OBSERVARE, Xumărul cerezultă din numărarea obiectelor unei aceleași coteoțiuni 
o intotdeauria acelaș; in acest caz unitatea e naturală. 

Numărul” ce rezultă din măsurarea unei mărimi depinde de unitatea de măsură 
dleasă; în acest caz unitatea e convenţională. 

$. Numere fracţionare. In general o unitate de măsură Z nu intră 
de-un număr exact de ori întto lungime L. 

Să presupunem că = AB (fig. 2) și că unitatea de măsură se 
cuprinde de » ori: dela A până la C, dar mai rămâne o „porţiune CB 
mai mică decât | Avem deci: 

"de u ori 4 < AB < de ul ori l, 

(1) Adevăruri evidente fără demonstrare,
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In acost caz, pentru a măsură și lungimea rămasă Ch, împărțim 
unitatea [ intrun număr oarecare de părţi egale şi luăm una din aceste 
părţi ca unitate de măsură, Această nouă unitate aleasă se numeşte 
anitate fracționară. Vechea unitate L este unitatea întreagă. 
Ă Un număr de unităţi fracţionare formează un somăr fracționa sau 
o frucție. Avem fracţii ordinare! și fracţii zecimale. 

> o. . ă Se De exemplu, dacă împărţim unitatea 7 în 5 părți egale, una din aceste părți 
este o cincime. Dacă cincimea întră în CB de î ori, zicem că măsura lui CB este 8 

? 
. “ . . 

cincimi. Cincimea este o înitate fracţionară ; numărul 8 cincimi sau este o fracţie . . . . , 

  

ordinară, | 

A C B , [ 
a a i Ă 

Piz. 2, - 
.. 

ge o SA .. In general o fracție ordinară Ţ Se scrie cu două, numere întregi a 
şi d, care se numesc. termenii fracţiei; D arată în câte părţi egale s'a 

“împărțit unitatea întreagă; a arată câte din aceste părţi sunt în, fracţie. 
a este numărătorul, iae b numitorul fvacţiei. 

4 : 
„a , = . 1, , EI In acest caz unitatea fracţionară este 3 ȘI avem prin definiţie 

a 1l. 
3 = de a a . 

9. Numere zecimale. Când se ia ca unitate fracţionară a zecea, 
a.5uta, a mila, ..., parte din unitatea inteeagă, numărul * fracţionar, 
care rezultă .din măsurare, se numește mumăr fracfionar zecimal. sau 
frucție zecimală. Numerele zecimale se formează şi se scriu după acecaș 
regulă ca și numerele întregi, cu singura deosebire că, numărul zecimal 
are două părţi: partea întreagă formată din unităţi întregi și partea 
zecimală formată din unităţi fracţionâre zecimale, Aceste două părţi se 
scriu una lângă alta și se despart printe'o virgulă (virgula zecimală). | 

. 
. Unităţile întregi de diferite ordine (dela virgula zecimală spre stânga) suni: unimi, zeci, sute, mii, zeci de mii, sute de mii, milioane, ete, | E 

Unităţile zecimale de diferite ordine (dela virgula zecimală spre dreapta ) sunt: zecimi, sutimi, miimni, zecimi de miimi, sutimi de miimi, milionimi,. ete, 

Pentru măsurare se întrebuințează de obiceiu unităţi: fracţionare 
zecimale. Astfel, în sistemul metric, multiplii Și “submultiplii metrului;
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litrului,, gramului, se formează după acceaș lege ca și unităţile de diferite 
ordine din sistemul zecimal. 

De aceea, dacă v lungime măsurată cu metrul ne dă: 6 n 3 m 7 d și 5 cm 
acest număr se poate serie imediat — cu aceleaşi cifre — sub formă de număr zeci- 
mal: 603, 75 m. De asemenea se poale serie uşor măsura acestei lungimi, când luăm. 
ca unitate de măsură un zudtiplu sau un submudtiplu al metrului: e de ajuns să 
punem virgula zecimală la dreapta cifrei care reprezintă noul fel de unităţi. 

De exemplu: 603,75 m. == 6, 0375 Huon. = 609730 mm. 
Acesta e unul dintre marile avantagii practice ale sistemului metric. 
Totuși, pentru suprafețe unităţile de măsură crescând din sulă în sută, trebue- 

să luăm, dela virgula zecimală spre stânga sau spre dreapta, câte 2 cifre pentru fie- 
care multiplu şi submultiplu de metru patrat. Pentru volume, unităţile crescând «din 
mic în mic, trebue să luăm câte 3 cifre pentru fiecare multiplu și submultiplu de 
metru cub. De exemplu : 

603,75 mp =— 6,0375 damp =— 60375 dup; 

603,75 me = 0,60376 dame = 603750 due. 
- 

Toate numerele întregi şi fracţionare, ordinare și zecimale, se nu- 
mesc mamere raționale. 

10. Numere complexe aritmetice. La Engleji unitatea de măsură 
pentru lungimi € gardul (y) şi are ca submultipli:. piciorul (9) şi dege- 
tul (d) 

ly=39p, lp=tad. 

Dacă dint”o măsurare am găsit 5 yarzi, 2 picioare şi 8 degete, rom 
scrie.5 y 2p 8d; 5 y este parte întreagă, 2p Sd este partea fracţio- 
nară. Numărul însă nu este nici întreg, nici fracţionar „ordinar, nici zeci- 
mal. Un astfel de număr se numește. număr complex aritmetice. 

Și la noi în sistemul vechi (cu unităţile de : măsură românești : 
siânjenul, faleea, ocaua, ...) rezultatele măsurărilor trebăiau scrise cu 
numere complexe. Chiar și azi anumite mărimi, ca unghiurile, arcurile 

şi timpul, se mai exprimă tot cu astfel de numere „complicate, care în- 
greuie mult calculele în mod inutil. 

Astfel, unghiurile și arcurile se măsoară în grade ( 0), minute (”) 
"şi secunde ( ): 0=60, 1=60. Timpul se măsoară în ani (a), luni 

(2), zile (2), ore (1), minute (7) și secunde (5): 12z=241, 1h=60m, 
1m = 60s. 

- OBSERVARE. Când ni se dă un număr (de ex. 14) fără să ni se arete felul unită” 
ților din care e format,. zicem că numărul e abstract. 

Când ni se spune, și îiclul unităţilor (de ex. 14 metri): zicem că numărul e 
concret,
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11. Numere iraționale. Sunt cazuri când o mărime nu cuprinde 
„ de un număr exact de ori nici unitatea de măsură, întreagă și nici vreo 
unitate fracționară a acesteia, ori. cât de mică ar fi această unitate 
fracționară. - 

De exemplu, se demonstrează în Geometrie că, dacă măsurăm 
lungimea unui cere cu diametrul lui, nici zecimea, nici sutimea, și nicio 
unitate fracţionară oricât de mică din diametru, nu întră de un număr 
exact de ori în lungimea cercului. De aceea aceste două lungimi (cercul 
şi diametrul lui) se zic incomensurabile între ele. 

+ 

Astfel găsim prin măsurări succesive : 
lungimea cercului = 3 diametri -F un rest r, 

= 31 zecimi din diametru -- un rest Ta. 
| = 314 sutimi din diamelru +- un rost ra | 

şi aşă mai departe, unde n, <1 (diametru), re <1 zecime, rs < 1 sutime, cte, 
In acest caz zicem că numerele 3 » 31, 814,... reprezintă respectiv mă- 

sura lungimii cercului cu aproximaţie mai mică decât 1 unitate, 1 zecime, 1 sutime,.., 
Cu cât facem măsurarea cu mai mare preciziune, adică cu unități fracţionare 

mai mici, cu atât obținem ca măsură un număr zecimal cu mai multe cifre zecimale. 
In practică, evident că imperfecțiunea instrumentelor de măsură şi limita. perceperii 
simțurilor noastre, nu ne permit să determinăm această măsură, decât cu un număr 
[finit de cifre zecimale, In (corie însă, se demonstrează că această operaţie se poate continuă la infinit. 

. Numărul, care ar reprezentă exact măsura lungimii cercului cu 
ajutorul diametrului lui, ar trebui să fie exprimat printr'un număr zeci-” 
mal cu 0 înfinitate de cifre zecimale. Un astfel de număr se “numește 
îrațional şi se înseamnă, de obicei, printr'o literă, sau printrun semn 
convențional. 

Astfel se scrie : 

lunginhea cercului = 7 X lingimea diametrului, 
sau | GC=7XD, 

unde numărul irațional " 

„77 = 8,14159265858979323846 .;. 
se ia în practică numai cu câteva cifre zecimale, 

Toate numerele raţionale și iraționale se numese manere reale. 

"2. Operaţiile fundamentale. Toate calculele elementare se reduc. 
la 7 operaţii fundamentale, care se împart în două grupe: operații directe 

Şi operații inverse. | a 
Operaţiile directe sunt: adunarea, înmulțirea şi ridicarea la putere. 

Ele se mai numesc şi operaţii directe de treapta întâia, a doua Și 
a treia respectiv.
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Fiecare operaţie de o treaptă nu e decât un caz particular al 1 p 
operaţiei de trcapla precedentă. 

In “forma cea mai simplă a unci operaţii directe, ni se dau două numere a şi 
b şi se cere să formăm din ele un al treilea număr c. In operaţia inversă corespun- 

| zătoare, ni se dau numărul e şi unul din numerele a sau şi se cere să-l aflăm Țe 
eclălalt (V'sau a), Totuşi avem numai patru operaţii fundamentale inv orse, 

;  Operaţiile inverse sunt: scăderea (operaţie de treapta întâia), îm- 
părțirea (operaţie de treapta a- doua), extrag gerea rădăcinei și aflarea: 

 Zogaritnuui (operaţii de treapta a treia). 

13. Gener: alizarea numerelor. Fiecare operaţie inversă întroduce 
în calcule .numere . noi. Astfel scăderea ! întroduce numerele negative, 
împărţirea întroduce numerele fraefionare, extragerea rădăcinei și aflarea 

„ogaritmului întrodue numerele iraționale și îmaginare. :



  

CAPIT OLUL L 

„OPERAŢIILE DE TREAPTA ÎNPÂTA, 

7 

a. 1 — ADUNAREA. ai 

14. Adunarea este operaţia prin care din mai-multe numere a, b,c, 
se formează un singur nuinăr s, care conţine toate unităţile numerelor 

date; semnul adunării este + (plus); s se numește sama numerelor a 
Î, ce și sc scrie 

? 

aț-ire=s. | 

Numerele «, d, e sunt termenii sumei; expresia a4-b-ţ-e este suma 
meofectuată ; s.este suma efectuată. 

Calcularea sumei m+1 se reduce la operaţia elementară mil 
[3]. Calcularea sumei m-+n.se reduce la n operaţii elementare suc- 
cesive, adică la a căută în şirul numerelor 

(1) 01,28, nn. 

care este al m-lea număr dela dreapta lui m. Avem dar 
r 

. 

(1): | aa mn > m, 

Primele su numere din șirul I mai mari decât m sunt: ! 

ml mp, me. man, 

Suma a mai multor numere 72 -- 7 +p+d se capătă adunând pe 
m cu n, apoi pe mn cu Zi „apoi pe m n-+p e cu d ceeace se 

arată în scris astfel: E 

mpa = ((m-rn)rpla.
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15. Lesile adunării. Din definiţia adunării rezultă următoarele legi: 
19. Adunarea este o operaţie întotdeauna posibilă şi univocă (1) 

în şirul numerelor întregi. 
20, Adunarea e comutatiră: 

(2) aria, 3tră=5+a, 

Adică : într'o sumă necfectuată se moale schimbă, ordinea termenilor, 
fără ca suma efectuată să 'se schimbe. 

30, Adunarea e asociativă: 

(3) a-r-b-e= (a+b)re=a+(0+e), 
2+8+5=—10+5—294+13.: 

„Adică: într'o sumă ncefectuată. se pot înlocui doi- sau mai mulți 
termeni prin suma lor efechuată, fără ca prin aceasta sumu totală cfee- 
tuată. să se schimbe. 

49. Din legea 2 și neegalitatea (1) rezultă că 

“a+b>a și a+b>). 

Adică: o sumă de numere din şirul este mai mare decât fiecare 
din termenii ei. 

Invers, dacă a>V, d e o parte a lui a și putem. serie 

a=b-+n,. 

„50, Dacă a, d, e, d sunt numere din șirul ZI, obținem prin adunare: 

din a=b din- a>b din a>b 
ec=d : c=d e>d 

ațe=b+-d ate>brd a+e>b+d 
    

16, Adunarea sumelor. “Suma a două sau mai multe sume ne- 
efectuate este egală cu o. singură sumă neefectuată, care are ca termeni 
toți termenii sumelor date. Adică: 

(ae) (de) (frg) = aber ef. 
Această operaţie rezultă “din legea 30, Sumele din meinbrul întâi 

„Se numesc sume parțiale; suma. din membrul al doilea e suma totală. 

  

* (5) Cu rezultat unic.
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Reciproc: suma totală a mai multor. numere se poate consideră 
ca suma a două sau mai multe sume parţiale. . 

17. Rezultantă. Suma aie se poate caleulă ușor pe o dreaptă 
divizată [5%]. Dacă dela O până la P (fig. 3) avem a diviziuni, dela P la Q 
d diviziuni, dela Q la N c diviziuni, dela O până la R avem a-ţ+-b-ţe 

diviziuni. Suma s=—a-b-ţe este numărul, care corespunde punctului R. 

  

  

    

a : b c : 

O P' Q R 
: a+b+c — 

Fig. 3. 

Segmgntul OR se numeşte rezultanta segmentelor OP, PQ, QR. 
Insemnând cu OP numărul, care reprezintă măsuru segmentului OP, 
vom scrie 

+ 

(4) 054+-PO+OR=08. 

1$. Semihul E. Dacă a, a2, az, ... n reprezintă n numere dife- 
rite, vom zice că unul din aceste numere e de forma a,, unde r poate 
fi oricare dintre numerele 1, 9, ...,.n. 

In acest caz, suma acestor numere 

a -taz-tast ... kan . 

se poate. scrie pe scurt cu simbolul 

LL) 

| (5) 5 a, sau 5 ae (r=1,2,...,2) 
r=l 

care se citește sină de ar dela r=] la r=u sau pentru r=1,9,..., ta 
+ 

, 

II. — SCĂDEREA. 

19. Scăderea este operaţia prin care: putem scoate dintr'un'număr- 
a atâtea unităţi câte sunt înt'un alt număr d. 

- Când scăderea e posibilă, numărul a se descompune în două părţi: : 
10. unităţile scoase (5), 
20. unităţile rămase (ec). a ai 

şi trebuie să avem d-+e=a.



* 
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De aceea se mai zice că: a seădei pe b din a însemnează a găsi 
um număr c, care adunat cu l să 'ne dea pe a. Scăderea 'esto operaţia 
inversă adunării. Semnul scăderii este — (minus ) şi se scrie 

(6) u—b=e  Qacă - b-re=a. N 

Expresia a—b-se numește diferență neefectuată ; 'a este descăzu- 
tul, b scăzătorul, c restul sau diferența efeetuată.- 

Din definiţia scăderii rezultă că, dacă a — = e, avem şi a—c==b. 

Dacă însemnăm cu z numărul care se caută (necunoscut), urinătoarele două 
cuzuri se prezintă ca probleme inverse ale adunării:. 

10, a+i=a 

sau care e numărul, la care trebue să adunim b unităţi, ca să căpătăm pe a? 

20, b-az=a 

sau la numărul 5, câte unităţi lrebue să adunăm, ca să căpătăm pe a? , 
Din punct de vedere al calcului practic, fiindcă adunarea este o operaţie comu- 

ialivă [15], aceste două probleme se reduc una la al!a, 

  

  

  

: a 

A C B 
; a-b : b : 

iz, 4 

Opsenvane. Dacă n > m diferența n —m se poate calculă căutând 
în șirul natural al numerelor întregi 

(1) 0,1, 9,8,..., RR, i: 

care este al m-lea număr dela stânga lui m. 
Primele m numere dela stânga lui n sunt: 

n—1, n—2, n—8, ... n—mi 

Dacă n <m, nu există în şirul I niciun număr, care să fie al m-lea 
la stânga lui 2, deci diferența n —m nu se poate efectua. 

20. Diferenţa a—y se poate caleulă şi pe o dreaptă divizată *( fig. 4) astfel: 
dela un punct A, spre dreapta, luăm « diviziuni până în punctui B; din B, spre 
stânga, luăm b diviziuni până în punctul C; dela Ala C avem a—b diviziuni. -
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| Putem dar scrie E . | 

AB — CB==AC, 

Segmentul AG se numește diferența segmentelor AB și CB. 
> 

=I. Şiruri de operaţii. Când scriem un” șir de mai multe operății 
de treapta întâia 

27—5-+3—64-2, aj 

conveni ca aceste, operaţii să se facă in ordinea în care sunt scrise: 

27—5—=92, 224830, 30624, 2449296, 

Dacă vrem ca şirul de operaţii să se ofectueze. în altă ordine, 
convenim să punem în paranteză operaţiile, care trebue să se facă 

Înaintea celorlalte. Astfel: - 

27 (5+-8)— 6227 —13—6+2=10 ( ) , 
27 — (5-5 6r2)>27—9=18, 

rindeă îu prima operaţie 5 +8=—13 şi în a doua 5+8—6- =9. 

22, Lessile scăderii, Din definiţia scăderii rezultă că: 
10. Avem | , 

(6—0)+o=a și (a-+5)—v=a, 

cecace se mai , poate scrie * 

(8) * a—b+b=a şi arb—y=a. 
2 

" Prin urmare, operațiile conseculive de adunare și scădere ale aceluiaș 
„munăr se distrug una pe alta. 

In general avem 

atbţetă=e=arăil ee aţi-pă, 

20. Ca să scădem o sumă dintr” un număr, scădem din număr, 
sucecesiy, toate Pirțile sumei. Adică : 

(9). ireta)=a= bed 

"80, Dacă mărim (sau micşorăm ) desedizutul cu un număr, restul se 
măreşte (sau se micșorează ) cu acel număr, Adică:
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(10) (a+-m)—b=a—b-4-m | Ă 

(a—m)—b=a—b—m. 

40, Dacă, mărim (sau micşorăm) scăzălorul cu un număr, restul se 

micşorează '(sau se măreşte) cu acel număr. Adică | ” 

Uu) a—(0+m)=a—b—m ” - 

a—(b—m)= a—9+m. 

50. Dacă mărim (sau micșorăm). şi desedzulul și scăzătorul cu un 

acelaş număr, vestul su se schimbă. Adică 

(12) tarm)—(b+rm)=a—d, 
(13) (a—m)—(0—m)=a—d. 

IL. — NUMERE ALGEBRICE, 

23. Am văzut că, dacă a<), diferența a—b nu se mai poate 

-calculă cu numerele din şirul 7. 
La, fiecare operaţie inversă vom găsi cazuri de imposibilitate. Aceasta 

provine din cauză că numerele date de colecţiuni (numerele naturale) 

nu sunt decât o parte din totalitatea numerelor, care rezultă din măsu- 

rarea mărimilor sau din operaţiile fundamentale. 
Dar mai provine și din altă cauză: numerele, pe lângă înţelesui 

lor cantitativ, mai au şi un înţeles calitativ (un sens), de care nu se 

ţine seama în şirul numerelor 7. 

Numeroase exemple din viaţa practică ne obligă să considerăm două feluri de 

-auonere, Astfel: când spunem că un loc A, de pe o şosea, este la 2 fm de B, locul 

“A nu e determinat; sunt doui locuri pe șosea la 2 km de B, unul într'un sens, altul 

în celălalt sens. , 
Tot astfel: temperatura unui corp faţă de un altu! poate fi mai mare sau mai mică; 

altitudinea unui loc faţă de nivelul mării poate fi deasupra sau dedesubtul acestui 
nivel; timpul se poate socoti în trecut şi în viitor dela o dată anumită; o sumă de 

bani poate fi cheltuită sau încasată, etc. 

De aceea, și în vorbire şi în scris, trebue să putem arătă nu nu- 

mai numărul de unități dintr'o colecţie, ci şi sensul în- care sunt soco- 

tite aceste unităţi. 

„Un număr, care ne exprimă și numărul şi sensul unităţilor lui, se 

numește număr relativ sau algebrice.
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„4. Axă, Segment dirijat. Cele două sensuri de pe o dreaptă A 
(fig. 5) se numesc: unul (desexemplu cel arătat de săgeata de pe axă) 
sens poziliv; celălalt sens negativ, 

O dreaptă, pe care s'a determinat sensul pozitiv, este o dreaptă 
dirijată sau o ază.: 

Un segment AB poate fi parcurs şi el în două sensuri: dela A 
spre B sau dela B spre A. Când atribuim unui segment un _Sens deter- 
minat, zicem că segmentul e dirijat. In acest caz scriem AB, ca să 
arătăm în scris și mărimea și sensul segmentului. 

. 

    

Fig. 5. 

Un segment dirijat AB (fig. 5) arc: 
10. o origine: punctul A, | 
20. o extremitate: punctul B, 
39. 0 lungime: I=AB, 
40. un seus: dela A spre B. 

Segmentul BA are originea în B, extremitatea în A, lungimea tot 
, dar sensul dela B spre A. Segmentele' AB și BĂ se zic simetrice sau 
egale dar de sens contrariu.! | , _ , 

25. Valoare algebrică. Dacă segmentul AB ce așezat pe o axă A 
(sau e paralel cu această axă), zicem că acest segment e pozitiv, când 
sensul lui coincide cu sensul pozitiv al axei; în cazul : contrariu seg- 
mentul e negativ. | - | 

| O măsură, care exprimă și lungimea şi sensul unui seginent pe o 
axă, se numeşte mdisură algebrică. N | | A 

Măsura algebrică a segmentului AB se înscamnă : cu AB “(cu o 
linie deasupra) ; lungimea. sau misura aribuetică a acestui segment: se 
înseamnă cu AB (fără linie). Prin urmare: 

AB=BA, ABBA.
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26. Numere alsebrice. Pentru a putcă exprimă măsura algebrică 
a unui segment cu un număr, va trebui “să întroducem în calcule şi 

numere de două feluri: pozilive și negative, corespunzătoare celor două 

sensuri de pe axii. Pentru aceasta, facem convenţia următoare: - 

Dacă 1 e un număr aritmetice (de exemplu lungimea . segmentului: 

AB'sau BA) convenim să scriem pentru segmentul pozitiv AB (fig. 5) 

Ab=-+1=l: (plus Î, de acelaș sens cu sau cu axa). 

și pentru segmentul negativ BA: 

BA=—] (minus 2, de sens contrariu cu -l). 

Numerele --7 sau —1 se numesc numere algebrice. 
Toatâ numerele 

+I, +2, FB sn, p(n), ao. „+0, 
0, , 

. E - 

9 Bas n, (mr), e. .—00! 

formează mulțimea munerelor întregi algebrice (1). Numerele din şirul de 

sus se numesc pozilive, cele din şirul de jos negative. 

Fiecare număr algebric, afară de 0 (zero), are . 

10. un semn algebrice: + sau —, 
20. o valoare absolută: numărul fără s semn. | | 

Semnul algebric se scrie înaintea valorii absolute. Când înaintea 

unui număr. nu e scris niciun semn, se 'subiînţelege semnul --. 
Când nu vreni să. precizăm nici valoarea, nici semnul unui număr 

algebrice, îl putem reprezentă printr'o literă. De exemplu n poate fi un 

număr algebric (pozitiv sau negativ). In acest caz valoarea, lui absolută 

se înseamnă cu |n | sau X. 

Opsenvane. 10. In notaţiile algebrice semnul -+- însemnează e aceluș 

sens. şi semnul — de sens contrariu. De accea nu trebue confundate 

semnele algebrice -- și — cu semnele de adunare și scădere. Când 

această, confuzie ar putea aveă loc, se 'serie numărul cu semnul lui 

algebric într'o paranteză: (+3), (—2). . , 
20. Dacă 1 e un număr aritmetice, +1 e un număr algebrice pozitiv, 

—1 e un număr algebrie negativ. | 

  

(1) Mulţime == eusemble, ageregato, Menge, 

/
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39, Dacă 1 e un număr algebrie, +1 nu e întotdeauna pozitiv, nici J , de 
—] negativ. 

Dacă L, e valoarea absolută a lui Z, pentru I=-+.L avem 

FIUL) [de acelaş sens cu +L]|=+L pozitiv, 
—1=s—(+L) [de sens contrariu cu +-L] =—L negativ ; 

pentru = — ZI, avem , 

+pi=+(—L) [de acelaş sens cu —L]=—IL negaliv, 
—1=—(— 1) [de sens contrariu cu — 7] = LL pozitiv. 

În amândouă cazurile însă putem scrie 

rss 

Numerele +] şi —l se zic simetrice sau egale dar cu semne 
contrarii [24]. 

27. Şirul numerelor întregi alsebrice. Pe o axă A (pe care pre- - 
„ Supunem că s'a ales sensul! pozitiv spre dreapta, punețul O ca origine 

și lungimea OA ca unitate) se pot însemnă toate punctele, care sunt la 
distanțele 1. 2, 3, ..., n,... dela O spre dreapta şi dela O spre stânga. 
Obţinem astfel o dreaptă divizată până la infinit în amândouă sensurile. 

. 

  

9 A -n -3 2-1 0'+1 +2 +3 +n _ 

GG pr OA ep 
O | Fig. 6. X 
co pp | 
> Scriind, în dreptul fiecărui punct de diviziune P, valoarea algebrică 

a segmentului OP, vedem că la fiecare număr întreg algebric corespunde 
câte un punct de diviziune pe axa A și reciproc (fig. 6). Numărul, care 
corespunde punctului P se numește abscisa acestui punct. 

Dela punctul O spre dreapta avem numerele pozitive ; dela punctul 
O spre stânga avem numerele negative. 

Toate aceste numere, aşezate în ordinea în care sunt scrise pe 
axa A (fig. 6) | | | 

() — co e (NF), n 2, —l, Of -HnFD), a. Fo. 

formează șirul numerelor întregi algebrice. 

MG.
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. 

„Relaţiile de mai mare și mai-mie, [6], se extind la șirul“ Z în modul 
următor. Insemnând cu A un număr algebric oricare, zicem că: " - 

7 

Orice număr așezat în șirul Z la stânga lui A e mai mie decât 3 şi 
orice număr așezat în şirul 1 la dreaptă lui A e nai mare decât A. 

* 
_De aci rezultă că: 

10. Dintre două numere pozitive diferite, acela este mai mare, care 
are valoarea absolută mai mare. 

29. Dintre două numere negative diferite, acela este mai mare, care 
are valoarea absolută mai mică. 

30, Orice număr negativ e mai mic decât orice număr pozitiv, 
49, Zero este mai mic decât orice număr pozitiv și mai mare de-- 

cât orice număr negativ. 

De accea se scrie: 

120" pentru A pozitiv 

şi A<O pentru A negatie. 

OsEavanE. In șirul I nu există niciun număr întreg 7maî nare de- 
cât toate [4]; de aceea se zice că numerele întregi algebrice crese cătră 
-- co (plus infinit). In şirul I nu există niciun număr mai mie decât 
loate; de aceea se zice că numerele întregi algebrice descrese către 
— so (minus infinit), 

D 

—oo : NUMERE NEGATIVE «— 0 —> NUMERE POZITIVE +a. 
  

Fig. 7. 

E evident că pentru a exprimă măsura oricărei mărimi, care poate fi socotită 
în două sensuri, se pot Intrebuinţă numere algebrice, Numerele pozitive vor exprimă 
mărimile socolite într'un sens, iar numerele negative mărimile de sens contrariu, 

EXEMPLE: Temperatura de -1-800 (de-asupra, lui 00) şi de —300 (sub 0); 
anul ++ 1924 (după Chr.) și —1924 (inainte de Chr.); suma de -- 4500 lei (incasată ) 
şi de —:4500 lei i (cheltuită), ete, 

2S, Suma a două segmente. A adună două segmente dirijate 
5, și s, (pe o aceeaș axă A sau paralele cu aceeaş axă) însemnează 
a le aşeză pe această axă unul după altul, în sensurile lor,.aşă ca 
originea segmentului al doilea șă coincidă cu extremitatea segmentului 
întâi (fig. 8 şi 9).
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=> - . ” . . | d ” Segmentul R, care are ca origine originea segmentului întâi şi ca 
extremitate extremitatea segmentului al doilea, se „numește suma algebrică 
sau rezultanta acestor două segmente şi se scrie 

  

  

  

  

  

  

S, +S,=R. 
Astfel în figura Savem __ __ __ ' 

B+ BC= AC, 

PE S, , ” : Ss, . 

A i 

R i 
Fig. 8. 

iar în figura 9 a 

AC+-CB= AB. 

e R d eu S2 4 

i - 
A B C 

S | 
Fig. 9 

29. Teoremă. Oricum ar fi aşezate. 3_punete A, B,C pe 0 axă, 
între cele 3 segmente dirijate AB, BC şi AC determinate de ele, avem 
întotdeauna relaţia 3 

  

  

(14) „AB BOC=AC. 

A BC BA C CA B = RR a 

ALE SEC BE C.A CB A 

fig a 

Egalitatea (14) se verifică uşor, în toate cazurile posibile, pe. 
îi igura 10, 

2
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30. Snma a mai multor segmente, A adună : mai multe segmente dirijate 
Îi Sa, ...» Sn (aşezate pe o acecaş axă sau paralele cu aceeaș axă) insemnează a. 
le așeză pe această axă unele după altele, în sensurile lor, aşă ca orisinea îiecărui 
segment să coincidă cu extremitatea segmentului precedent, . 

Segmentul R, cu originea în originea primului segment S, şi cu extremitatea 
în extremitatea ultimului segment Sa, se numeşte suma algebrică sau rezultanta seg- 
mentelor date şi sc scrie 2 

SS. +-Sn=R. 

„Această sumă e comutativă şi asociativă [15]. 

31. Teoremă, Oricum ar fi așezate n puncte Aj, As, ..., An pe o dreaptă, 
avem intotdeauna 

(15) "AAa-f AzAa PF Ass... P An-1ân = Asa 

sau ă 

(16) - Ada <F Azăa 4 ...-F An-lân -F- An Ay =V. 

In adevăr, după 29, avem: 

AsA2 -f- AzĂz — Asa, AAa-t Asi = AA , ... 

şi aşă mai departe, - | 

In particular, pentru trei punete A, B, C uvem 

(17) AB BC Ca=0. 

32. Adunarea numerelor algebrice. Orice număr algebrice « poate 
fi reprezentat pe o axă printrun segment dirijat S. Originea acestui seg- 
ment e arbitrară ;. măsura lui algebrică e « [25]. 

  

  

  

« a b 

A 9 2 ap i Ss IT: — 

- „a , EI 

A_0 ab d i 
| O 9 _ P şi 

Fig, 11. 

“A adună două sau mai multe numere algebrice «, b, c, însem- 
nează a căulă măsura algebrică S$ a rezultantei segmentelor corespun- 
zătoare acestor numere.
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Şi în acest caz scriem n 

„ axrbre=s, 

unde + este semnul adunării. 
Astfel, în figura 11, dacă 0OP= a, PO=0, avem 0O=a+d. 
De aci rezultă regula adunării a două numere algebrice: 
10. Când numerele au aceleaşi semne, adunăm valorile lor absolute 

şi dăm sumei semnul comun. De exemplu 

(18) (ro) rar) (=5 5)+(— 0)=—14. 

20. Când numerele au semne diferite,. secidem valorile lor absolute 
(în-sens aritmetic) și dăm rezultatului semnul numărului cu valoarea 
absolută cea mai mare. De exemplu 

(19) Bo) Sa (role), 
30. Suma a două numere simetrice (sau egale dar cu senine con 

trarii ), este nulă, Astfel 

(20) ) (43) +(03)=0, 

40. Dacă unul, din numere c' nul, suma este celălalt număr, Adică 

(21) | (r8) 08, 0r(-i)=—b, 

Ca să adunăm mai multe numere algebrice a,b, c, d, “adunăm 
întâiul număr cu al doilea, suma obţinută cu al tecilea și așă mai de- 
parte, ceeace se poale serie : 

at ret d=l(ato)re)rd, 

EseueLu: Br 29-10) 9)=08)-(0F10)-+(—9) 
==), 

: 

Adunarea algebrică e supusă aceloraşi legi ca şi adunarea aritme- 
tică [15]. Numai legea 40 „pentru numerele algebrice devine 

«xrb>a pentru 5>0 
(22) . 

și axb<a pentru W<0. - 

"EXEMPLU: (—8)4+(4-6)=—2>.—8; (=8)k(—6)=uc-s
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33. Sumă algebrică. Intro sumă de numere, cu semnele "algebrice 
scrise, se suprimă de obicei toate semnele de adunare (—) şi se scriu 
numai numerele unele după altele cu semnele lor algebrice. 

Astfel în loc de 

E OD+C 
se scrie numai 

=
 (2) 0) Ci
 

—
 

+
 (+: 

1—5+3—2—4. 

O expresiune de această formă, se numeşte o sumă algebrică şi 
se efectuează în modul următor, . , 

10. Dacă toate mumerele au aceleaşi semne, se adună valorile lor 
absolute şi se dă rezultatului semnul comun. Astfel 

p24-4-+3= 9 9232329, 

90. Dacă maumerele au semne diferite, adunăm de: o parte toate mu- 
merele pozitive,- de altă parte toale numerele negative şi reducem astfel 

„ suma dată la suma a două numere cu semne diferite, care se calculează 
după regula 32,9. Astfel, 

5-74 8—3212548_7-3-1 

şi fiindcă 5+8=—18, —7—3—1=—1, avem 

5—74+8—3—1=18—t1=2, - 

Regula 10 rezultă din 32, 1 
Regula 2? rezultă din aplicarea succesivă a legilor scăderii 22, 3 şi 4. Astfel 

pentru 5—7-4+-8—3—1, putem serie 

3—7P8=(5+F3)—7=13—7 [după 22,3], 7 
6—7+8—32319—7—83=19—(7-F3)=19—10 [după 22, 4], 
5—7-F8—3—1213—130—13319—(10-P1)213—112 

Dacă avem în sumă doi, termeni egali dar cu semne contrarii, îi suprimăm. 
Asfel: 5—93—7-+8=5—7=—2, fiindcă —A-k3=0, 

34. Adunarea sumelor algebrice. Ca să adunăm două sume al- 
gebrice, scriem, după suma întâid, toți termenii sumei a doua cu sem- 
nele lor. Astfel: : 

(1)  O(a—be) t(d—e+f-9) = a—bre=d-—erf—g. 

— EXEMPLU, (0—3)-F(2ț6—1)=350i1 = 9—s=1.
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35. Scăderea numerelor algebrice. Dacă a, şi b sunt două numere 
„algebrice, zicem că 

(23) a—b—d dacă bL-d=a. 

Insemnând cu P' simetricul lui b ; deducem din ultima egalitate 

b+rd+ ar 

şi cum b+5'—0, avem d=a+W' sau 

(24) a—b=aib. 

RecuLă: Ca să scâdem două numere algebrice, adun descăzulul 
cu simetricul scăzător alui. 

EXEMPLU. 1.24-40)21.4008)- aia, î- 
(—D—(—3)>(—D(8)=—74+3=—4, a 

OBSERVARE. Cu această regulă diferența a—bd, a două numere „aritmetice, se 
poate calculă în toate caziirile: | 

dacă a>0, avem a—b=+(a—b)>0 (diferenţă: pozitivă ), 
dacă a=b, avem a—b=b—a=0 „(diferenţă nulă), - , 
dacă a<D, avem a—b=—(b—a)<0 (diferență negativă). 

Diferenţele a—b şi b—a se zic opuse; ele reprezintă două numere si- 
metrice sau egale dar cu semne contrarii. Avem dar, pentru a +d, 

(23) a—btb—a şi |a—bl=|b-—a]. 

Numai pentru a=b avem a—b=b—a. 

EXEMPLU: —25=2, 5—5=0, 2—5=—3, 

30. Diferenţa a două segmente. Să însemnă cu $, și 's, două 
segmente dirijate pe o axă şi cu S”, simetricul segmentului S,. 

După definiţia generală a scăderii, diferența S, —S, este un seg- 
ment, care adunat cu S, ne dă pe S,. 

Observăm şi în acest caz, că pentru a scădea segmentul $, din S, 
e deajuns să adunăm pe $, eu simetricul lui $2, adică 

(26) | 3-54 5,5 

In adeviir, după regula adunării segmentelor dirijate [35], avem 

-S, +S+S,=S,.
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Astfel, pentru segmentele AB=a, CB=1 (fig. 12) găsim 

AB—CB = AB+BC = AC. 

a 

  

Fig. 

Li 

37, Valoare ea, unui segment. Dacă le valoarea algebrică a unui 
segment AB pe o axă A (fig. 13) şi-dacă a şi V sunt abseisele punctelor 
extreme A și B (27), avem în toate cazurile 

(27) iza. 

REGULĂ. Valoarea algebrică a unui segment pe o ază. este egală cu 
diferența dintre abscisa extremității şi abscisa originii. hui. 

„In adevăr „oricare ar îi poziţiile punctelor O, A, B pe axa A, avem 

  

  

  

. P— Q 1 i 

A__0 a d 
0__ A „B Ş ț D —— 

Fig. 13, - , 

întotdeauna [29]: OA+ÂB=0B, de AB = OB—O0A sau, cu nu- 
merele algebrice corespunzătoare, -l= b—a. 

EXEMPLU: Dacă punctele A și B au respectiv abscisele +5 și —11, valoarea . 
algebrică a segmentului. AB este (— 11)—(4+5)=—16, 

LAN 

” OBSERVARE. “Dintre trei puncte A, B, C așezate pe o aceeaș axă, cu ubscisele 
a,bd,c respectiv, punetele A și C se zic simetrice faţă de B, dacă punctul B e mijlocul 
segmentului AC. In acest caz avem, în mărime şi în semn, 

AB=BC sau v—a=c=b, 

38. Sciiderea unei sume algebrice. Ca să scădem o sumă algebrică, 
scriem după descăzul sumă scăzălonare. cu toate semnele schimbate. Astfel : 

(11) - (a— —b-re)- —(—a—0-f—g )=a-bretdre-f+g. 

In adevăr, restul adunat cu scăzătorul ne dă pe descăzut. . 
EXEMPLU : (3—5)—(—24+60—1)=3—54-9—6+1=6—11=—3,



| III, — NUMERE ALGEBRICE... = 25 - A 

39. Sumă algebrică în paranteză. Dacă însemnăm cu So sumă 
algebrică și cu S$' suma .S cu toate semnele schimbate, din egalităţile 
(1) şi (11) rezultă că 

10, Putem suprimă o paranteză, care închide suma s, şi semnul 
dinaintea parantezei, aplicând regula următoare : 

+ (8)=8, =(5)= 
De exemplu, dacă $=5—3+7, avem S'—5-ă—7 şi putem serie 

PGA Dati (347 > —5ra—r, . 

20, Putem închide suma S într'o paranteză punând înaintea paran- 
iezei semnul + sau —, după regula următoare: 

S=+ (8), S=— (5). 

De exemplu, pentru $=—5—3+7, putem scrie PI: 

3—3ist(ă—84+-D); 58475437), 

Prin urmare avem: a Sa Ea 

a+(bro)=arb-e, ar(b-c)zatb-e,.. 

a-(bre)=a-b-e, = (0) =a-bre. 

40, Esalităţi ș și neegalităţi algebrice, Adunare ea şi "scăderea lor, 
10, Dacă a şi D sunt două numere algebrice 

Da din. V>a rezultă b—450) 
(28) ba - v=a=0, 

> Da D-a<0, 
Şi reciproc. Pa 

Aceste relaţii au fost stabilite pentru a şi.b pozitive [33]. 
Dacă a şi b au semne diferite, pentru b> a „trebue să avem a=—A: 

b=+B; deci b—a=B+A>0. - ! 
Dacă a şi b sunt negative, a=——A4, b=— B, bentru d >a a trebue să 

avem B<A; deci b—a=—BH+A=A—B>0. 
In acelaş fel se stabilesc relaţiile (28) și în celelalte cazuri. 

2%. Din a=b rezultă, oricare ar fi c, 

a+e=b+e, a-e=b=c, “e—a=ec—b, 

In general, di a=), czad: rezultă Si 

a+-e=b+d,; a—e=b-d: PI a ae
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30, Dacă schimbăm semnele ambilor membri ai unei neegalităţi, 
neegalitatea își schimbă sensul. Adică . 

(29). din a>0 rezultă —a<=—b. 

In adevăr, prima neegalitate ne dă a—b >0, care se mai poate serie 
(—2)—(—a)>0; deci după 40, 15, —b>—a sau —a<—d. 

„40, Dacă. a>d, avem oricare ar [i e, 

ate>b+e, a—c>b—c dar c—a<e-—). 

În adevăr, din a:>b0. deducem a—b>0 și | 

(a-ke)—(b-he)aţe—5—cza—d>0, 

(a—c)—(b—c)-a—cbheza—bd >. 

(e—a)—(e—b)=c--a—ctrb=b—a<0. 

In general, din a>b „ cd rezultă . 

ate>b+d,. a—c>5—d. dar c—a<d-—b 

"50. Dacă a>bd, e>d, avem are >ird. 

Din a>d deducem ate > 0-e Şi din c>d deducem b-h-e > b+d; 
prin urmare - 

ae >tosvta 

In general, când ni se dau mai multe neegalităţi, toate de. acelaş 
sens, dacă le adunăm membru cu membru, căpătăm o neegalitate de 
acelaş sens cu cele date. Astfel din 

. 4u<d, a < le , ... 3 Ga <' bn 

rezultă 

Qi Pat sc. On Ch, khz... +a 
sau . 

ap <Lbp (p=L,2,cn).. 

60, Din a>v,e<d rezultă a-c>0—d. 

In adevăr, din prima ncegalitate deducem a—c>b—c şi din a doua. 
b—c>b—d. 

De asemenea din a<b, c>d rezullă a—c<i—d. 

Prin urmare: dacă scădem membru cu membru două neegalităţi 
de sens contrariu (cea de a doua din cea dintâi), căpătăm o neegali- 
tate de acelaş sens cu cea dintâi.
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70. Din 

(80) a+b=c+d, 

scăzând pe b sau pe e din ambii membri ai egalităţii, deducem 

a b—bz=c+rd—b sau aze+d—), 

av b—cz=c4+d—c sau aL+b—c—d. 

In acelaş fel, din 

(31) a+b>e+d, 

deducem 

a>erd-—d sau ai=e>ă. 

Prin urmare : într'o egalitate sau neogalitate algebrică putem trece 

„un termen dintr'un membru în celălalt, dacă schimbân semnul -ucestati. 
termen. 

ExembLu. Din 5—7<—3-|+-8 rezultă 

5<—34+847 "sau 5—7—8S<—3, ” 

In particular, dacă trecem toţi termenii în membrul întâi, egali- 
tatea (80) devine 

  

a+b—c—d=0 

şi ncegalitateă (31) devine 

o azb—ec—d>0. 

REZUMAT. 
„Adunări: . 

Din a>b 7? a=d a>b a>b 
rezultă . c=d c=d c>d . 

—a<—b a-te=d a-te>o+d a-te>b-d 

Scăderi : ' 

- a>b | c=d a>b dd 

"od a>b o e<d cd 
  

a—c>b—d c—a<d—b a—c>b—d a—c<b—d, 

+1. Valori a solute, 10. Insemnând cu a și D două numere al- 
gebrice și cu | a|=A, |d|=—=B valorile lor absolute, trebue să se 
observe că: | | 

Dacă a și b sunt amândouă pozitive, avem a=A, V=B şi din, 

a<b sau 4 < 8. rezultă |a|<|o|. -:-:
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Dacă a şi d sunt amândouă negative, avem a=—A, b=—B 
Şi din a<b sau —A<—B rezultă A>B sau la >I0|. 

Dacă a și b sunt de semne contrarii, și dacă a <b, putem aveă, 
sau ACB, sau A>B, sau A= B, deci poate rezultă 

sau [a] <|dl|, sau lal>]5], sau |aj=|9|. 

EXEMPLE: _ | . o | | | E 
Din* +ă<+? —8<—8 CIT —9<+3  —5<ţb 

rezultă O 5<7 s>3 2<7 9>3 5=5. 
adică [+5 <I--7| l—si>I—a] I3<Hai |—91>1+-a3l I-ai. 

20, Dacă A e un număr pozitiv, din |a | <A rezultă 

—A < a <a + A, 

In adevăr, dacă a e pozitiv, avem a=A <A şi 

—1 e a < + | 

dacă a e negativ, avem «= _a şi din As > i rezultă —; <A =a, 
„deci Da: 

— A < a < x A. ” 7 

Reciproc, din —1<a < +2, deducem la]< A, 
ExEMPLU, Din |z|<3 rezultă —38<ur < J- 3. 

30, Din |a—a| <> rezultă 

o. GAC Carti, 

In adevăr, dacă |z—a|<i avem după 41,2 | 

o <z-acă 

şi adunând a la fiecare membru al acestor neogalităţi, deducem- 

| O=ALa <a). - 

EXEMPLE, Dacă «| .r — 1LU | 6: avem | 

00 —6<r<100-6 în McaZ100, - 

Dacă :|2—6].< 100 avem ..î. | e 
6—100 < z <6+ 100. sau — 94 < e <106. IER 

+
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40. TEOREMĂ. Valoarea absolută a sumei a două numere algebrice 
este cel mult egală cu suma (şi cel puţin egală cu diferența) valorilor 
absolute ale acestor mumere. Adică: 

(UL) al =]5| < lazoi Sal +isl. 
In adevăr, fie |a]|=A4 <|5|=8B. Dacă a şi b au aceleași 

semne, ivem . 

N |a+b6|=|ArB|=|-A-B|SA+B>A-B, 
deci | ! 

al —]ol<larbl=lalar lo. ie 

Dacă a şi V au semne contrarii, avem 

la b|=|A-—B|=|-ArB|=A4A-—B<A+B, 

deci - 
la|—loj=laxol<lal+jol. | - 

OBSERVARE. Fiindcă a—b=a(—3), dacă la|>|d l , avem şi pentru. 
diferența a—b necgalităţile 

(2) elis si atu. 

50. TeoREMĂ. Valoarea absolută a“ sumei mai altor numere algebrice- 
este cel mult egală cu suma valorilor absolute ale acestor munere. Adică':: 

(33) lare S lao lel. 
„In adevăr, a+ bre se poate serie (a+b)--e și după teorema. 

precedentă avem | ' 

la+duc| Slatilr el Sal lola le]. 

„Im acelaş fel se arată că, dacă teorema e adevărată pentru o- 
sumă cu n2— termeni, e adevărată şi pentru o sumă cu n termeni. 
Teorema e dar generală: 

Dacă a, 2, +: Cn sunt n munere algebrice, avem . 

laba... +a] Sla,[+ la] + ... + lan] 
sau 

(IV) X ap | S Xlap| (pP=>12, an),
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EXERCIŢII. 

1, Se dau trei numere , d, c, și se cere să se scrie alte trei numere z, y, z, 

„astfel formate: 

10, a să fie cu p unităţi mai mare decât a, ycuq unităţi mai mic decât v, 

z cu r unități mai mare decât e, 

"20, a să fie cu d unităţi mai mic decât a, y cu a unităţi mai mare decât, 

2 cu ze unităţi mai mic decât ce. 

R. 10, z=a+p,y=b—q, 2z=cr; 2 o=a—b,y=a, acad. 

2, Pe un câmp avem trei puncte așezate în linie dreaptă și în ordinea A,B,C. 

Două persoane, plecând din punctul B, fac pe dreapta AC: 

10 Prima 8ăm spre A, Y00m inapoi şi apoi iar 6lm spre A; a doua 6 
“spre C, 196 m înapoi şi apoi iar 1l4 m spre C. 

20, Prima a metri spre A, b metri înapoi şi apoi iar e metri spre A; a dova 

-d melri spre C, e metri înapoi și apoi iar f metri spre C. 

La ce distanţă se găsesc cele 2 persoane în fiecare caz şi câţi metri a par- 

curs fiecare ? 

R. 19. Luând punctul B ca origine şi dreapta AC ca ază cu sensul pozitiv 

“dela -A spre C, drumurile făcule înspre C vor fi pozitive, i iar cele înspre A vor [i 
negative. ! 

Prima persoană vine în punctul M cu abscisa — 854-900 —61 = 54; 
a doua persoană vine în punctul A cu ubseisa +36—196-+114=—=—46. Distanţa 
«dintre ele este NM == 464 54= 100 m. Fiecare persoană a parcurs câte 3146 mu. 

40, Prima persoană vine în punctul M cu abseisa —a-+-l—c; a doua tine 

în punctul A cu abscisa d—e-ţ-f.. Valoarea algebrică a segmentului IN este 

Saptea fa be: 
Distanţa dintre cele două. persoane este 

M=|d—c+fA-a—b-re|. 

Prima persoană a parcurs in total a-+-b-t-e metri; iar a doua d-ț-e-t-f metri. 

  

3. Imându-se aceleași date pentru amândouă cazurile, se întreabă, în fiecare caz, 

“câţi metri şi în ce sens mai trebue să meargă a doua persoană, ca să ajungă într'o 

poziţie simetrică cu cea dintâi față de punctul B. 

R. Considerăm numai cazul 20, Persoana întâia- vine în punctul M cu abscisa 
—a-ţ-b—e. Simetricul punctului M faţă de. B este punctul M' cu abscisa a—b-e. 
După datele problemei persoana a, doua ajunge în punctul N cu abseisa d—e4-f. . 

«Ca să vie în M, nai trebue să parcurgă segmentul relativ * - 

NV =a—be—dke—f. 

4, Să se ofectueze următoarele sume algebrice: i 

S == 6405 — 3240 — 472 2-+719-4+56—9007, 

S, = 6405 -L- 8240 + 472-719 -+ 56 4 9007, 

Sa == — 6405 — 8240 — 4172 — 719 — 36 — 9007; - 

= S+s8,, Wb=S+S2, e=S—S, d=S—S, c=S +8, f=S—S.
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Generalizare. Dacă P ce suma tuturor termenilor pozitivi şi — A suma tuturor 
termenilor negativi ai unei sume algebrice S, avem S=P—A. 2 

Cum se scriu în acest caz expresiunile S,, S2 a, b,c,d,e,f, cu ajutorul 
numerelor P şi A? Ce relaţii există între ultimele 6 expresiuni "algebrice ? 

R. În cazul numeric particular avem: 

" S= "1180 — 12719 == — 5539, S, = 1180 4+ 12719 == 19899, S2=——19899, 

a= + 7180247180 == 14360, b= — 12719 — 19719 == — 95498, 

= — 25438, d=14300, e==0, f=1965994+19899=— 39798, 

In cazul general avem: | 

S=P—N, S=P+N, S=—P—N, ap, b=2N, 
—24A, d2P, c==0, f=92P+42N; 

a=d, b=c, c=a—d=b—c, f=a—b=d—e, 

3. Să se calculeze numărul ze, care satisface la una din cgalităţile următoare: 

30, eălă==452, - to, e —98——901, ' 3, 1586 —a=—88, 

„49, 2493194, Bop —151, 60, 9ot— a 1959, 
î.rt+a=b, 80, r=m=n, Y. p—x=q. 

Pentru ultima linic găsim N 

Toba) 8. z=u+u, N — ap sau z=p—q. 

6, Să se determine toate numerele , care satisfac. la una din ncegalitățile 
următoare: 

10. + 3815 < 459, 20, 2—983> 2901, 8, 156 —a < 83, 

40, zt+a<b, 50, a—m >, - 60, p—z<q. 

R. fb a<b—a, Sa >mtn, 60, —xr<q—p sau >p—q. 

î. Dacă |a—a|<i, |b—g]<nh, |e—y|<v să se arete că 

[aPbhe—a+-p—y|<i-tnkr. 
R. Avem | 

a—be—atp—y=(a—0)— (dp) (0—y) 
abea poy | Saele [oale ya 

| $. Să se arete că din ncegalităţile 

la—a]|<A, lz—al<a 
rezultă 

la —a2|<2A. 

R, Avem - . 

la —a]=lan—ara=z] S lana —a]< 2. 

  

ÎI]



  

“CAPITOLUL Il. 

OPERAŢIILE DE TREAPTA A DOUA. 

1. — INMULȚIREA. , 

42, Inmulţire ea cu un număr intreg este .o adunare de numere 
egale. De exemplu în loc de suma 

QL+-a+ ,..-Fa 

unde a este luut de D ori, se scrie aXD sau 4.0 sau al și se citeşte 
de D ori a sau « înmulţit cu 9. 

Dacă axb=p, a este deînumulțitul, b înmulțitorul, axXV este 
produsul meefechuat, p este produsul efectuat. Numerele a şi b se nu-= 
mesc factorii produsului. 

  

— - —a - i, 
Fig. I. 

9 

Semnul înmulțirii (X sau .) nu se scrie între două litere sau înlre un 
număr și o literă. Astfel: : 

Ba=ața-tatața (de 5ori), 
ma=atat... ka (de m ori). “ 

43. Produs grafic, Dacă un dr ophinghiu are lungimea de a cm. şi lăţimea de 
b cm. (fig. 14), suprafața lui contine ab centimetri patraţi. Putem reprezentă dar, în 
mod grafic: produsul a două numere întregi prin suprafaţa unui, dreptunghiu.
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De exemplu, tabla lui PYTHAGORA (1), care ne dă toate produsele a două nu- 
mere de câte o s:ngură cilră, se poate construi pe o hârtie cadrilată, fără niciun 
calcul și fără nicio cifră, în modul umnător: 

  = 
Fig. 15. 

44." Multiplu. Dacă înmulţim un număr a rând pe rând cu fiecare 
număr întreg, formăm șirul de numere 

(1) a, Za, 3a,..., ma, (m+rl)a,... 

2a este dublul lui a; 3a triplul lui a; în general ma se numeşte 
un multiplu al lui a. Şirul (1) este şirul multiplilor lui a. 

Multiplii lui 2 se numese numere părechi sau cu soț. Dacă, n este 
un număr întreg, . 

n .însemnează a păreche, 2 

anl > & nepăreche. 

Primele n numere întregi părcchi sunt 2, 4, 6,....,2m; primele » numere 
întregi nepărechi sunt 1, 3, 5,..., 2n—1, : 

  

(1) PXTHAGORA, filusot grer, născut la Samos în secolul al Vl-lea a. Chr. 

AM. 6. | [a 3



„45. Inmulţirea numerelor algebrice. Când înmulţitorul e un nu- 
măr întreg și poziti», avem 

anzatat a (a de n ori). 

Prin urmare 

(--4).n=(o-4)+[ 

(—4).n=(—4)+(- 
7 To (FA) rAn. A) (+A) 
4)+ (—4)r a. T(—4) = An, 

In particular: IlXxn=n, 0xn=0. 
Când înmulţitorul e 1, O sau un număr negativ —n, înmulţirile 

se definesc în modul următor: 

(2) a.l=a, :a.0=0, a.(—n)= an. 

Toate aceste operaţii se rezumă în următoarea 

RecuLă. Ca să înmulțim două numere algebrice, înmulțim valorile 
dor absolute şi dăm produsului ” 

semnul -- dacă factorii au aceleași semne, 
semnul — dacă factorii au semne contrarii, , 

> 

REGULA SEMNELOR la înmulţire se mai enunţă și asifel: 

+ cu + dă + _— cu dă'— 

+ cu — gă — —-cu — dă +, 

EXEMPLE: (30-55) =+H15, (—2).(+8)=—16, 
| (+4) (—6)=—2,  (—7).(—4)=p35, 

Se verifică ușor că oricare ar fi numerele algebrice a și b, avem 

(5) (a)(d)= a, (—a).(+5)=—a. 
(rad), (oa). 

In particular - 
(—1).a=a.(—1)=—a. 

Deci: a înalți un iuimâr cu —1 însemnează a-i schimbă semnul 
și reciproc. - 

Astfel: (—1).8=—3, (—1).(—5)=+5, —73(0.7, 

a
g
 

a
e
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OBsEnvAnE. Din formulele (2) și (3) rezultă că : 

ab > 0 însemnează "a şi b cu acelea semne, 

ab <oO » a şi b cu semne contrarii, 

ab = 0 » sau a=0, sau b=0 sau a=b=0. 

46. Inmulţire ca unui segment cu un număr. Dacă AB e un seg- 
“ment paralel cu o axă A și cu valoarea algebrică 7, produsul a. AB 
este un segment paralel cu axa Â, cu lungimea | al | şi cu sensul 
arătat de semnul produsului 2. i 

EXEMPLU. Să presupunem că un punct M (un nobil) se mişcă pe o axă A cu 
0 mișcare uniformă de 2 v centimetri pe secundă (fig. 16). 

, - s 

0 M 
Fig. 16. 

Dacă după t secunde -mobilul M a parcurs distanța Oli, zicem că t este timpul, 
Oi =se spațiul, iar v vitesa sau îufeala in această. mișcare, 

Mărimile s şi v se reprezintă prin două "segmente dirijate pe axa A; s este 
segmentul 9X, iar.v e un segment cu originea în M, cu lungimea | 2 | şi cu sensul 
arătat de sensul mişcării. Timpul £ se consideră ca număr algebric: negativ dacă M 

„ Ha ajuns încă în 0; nul când M trece prin O şi pozitiv dupăce M a trecut prin O. 
Regula înmulţirii numerelor algebrice, ne arată că avem întotdeauna. 

(4) ă  s= v, 

care e legea spaţiilor în mişcarea uniformă. 
Egalitatea valorilor absolute S= VT rezultă. din însăşi definiţia mișcării uni- 

forme (1). Mai rămâne să arătăm că s şi vt au aceleași semne. . 
In adevăr, dacă 150, mobilul M se mișcă spre dreapta pe axa A şi peniru 

î<U (adică înainte” ca M să fi trecut prin 0).M e la stânga lui O, deci s<0 
„(şi 220); pentru 45.0 (adică dupăce M a trecut prin 0) M e la dreapta lui o, 
deci s>0 (şi vt>0). : 

Dacă v<0, mobilul M se mişcă spre stânga şi pentru ţ<0 (adică inainte 
ca M să fi trecut prin 0) Mel dreapta lui O, deci s>0 (şi v1>0j; pentru 
i>0 (adică după ce M a trecut prin 0) M e la stânga lui O, „deci s<0 (şizt<0). 

. ti. Produs de mai mulţi factori, Când scriem aXIXeXxd sau 
abcd, înţelegem deocamdată să înmulțim pe a cu b, pe produsul ob- 
ținut să-l înmulţim du c şi pe noul produs cu d, operații, care se arată 
în scris, cu ajutorul parantezelor, în modul următor: 

axoxexd=l[(axo)xe]xăd. 
  

(1) Dacă într'o secundă se parcurge drumul V, în TF secunde sc va parcurge drumul S$S= VI. - 

o*



PS mea eh si VU, 

Factorii a, D, e, d pot fi pozitivi, negativi sau nuli. , Produsul a 4 numere algebrice a,, a, ..., an se scrie pe scurt „cu simbolul, 
” 

n 

ALar sau Ila, (r=1,2,..,, n), 

care se citește produs de a,"dela r—1 la r=n sau pentru r= 1,2, ..., n. 
„Din definiţia acestui produs rezultă următoarea 
Recură. Ca să înmulțim mai multe numere 

valorile lor absolute şi dăm produsului 
algebrice, înmulțin 

semnul ++ dacă avem: munai factori pozitivi sau 
„dacă avem: un număr păreche de factori negativi ; semnul — dacă avem un număr nepăreche de -factori negativi. 

EXEMPLE. (+ 5).(—3).(+2)=—5.3.2=—, 
(—6).(—2).(—8).(+4).(— 7) 46.9.8.1.72 + S064, 
OsenvaRE. Egalitate a Ilar==0 însermnează că cel puţin unul dintre factorii a. e nul, 

4$. Valori absolute, Din regula precedentă rezult ă că, oricare ar fi numerele algebrice a, a, (3, ..-, n, avem - 

| au a2 aa ... Ga | = la; |.laz!.|aa| .. aan | sau 

(V) i | Na, | = a] (7=1,2, n). 

TEOREMĂ, Valoarea dbsolulă a produsului unor numere algebrice este egală cu produsul valorilor absolute ale acestor numere, 

"49. Factori egali. Produsul a 7 numere eg ale cu q se scrie a2 și se citește a la puterea n sau a ln. Expresiunea a este o putere; a este baza, iar n exponentul puterei, 
€ Astfel: . . 

a.a= a? (ala a doua), 
(5) a.a.a= (ala a treia), 

0.0.0. ss. aan (a la a n-a). 1 238 A , | 

Pentru exponentul 1 se serie a =al,
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OBsERvARE. 107 este 1 urmat de n zeruri, adică unitatea întreagă de ordin a-l [1]. Astfel în sistemul zecimal avem: zecea = 10, suta = 107, stia = 105, ete,” 
"Un număr scris cu cifrele abedef e format din f unităţi simple, e zeci, d sute, 

c mii, b zeci de mii şi a sute de mii. EL conţine dar, în total, 

| a.1054-8.10t--e.1094-d.10-pe.10-+f - 
unități simple. - . 

50. Expresie algebrică întreagă. Se numește expresie algebrică 
un șir de numere şi de litere legate între ele prin semne de operaţii. 

O expresie algebrică în care, între numerele reprezentate prin 
litere, nu avem de făcut alte operaţii decât adunare, scâdere. și înmul- 
fire se numește expresie algebrică întreagă. Astfel | 

ab, 2a—5,. — da3, -2al24-ade, 

Sale — 3a4l? + (a2 —20) (03 4 9)2, 

sunt expresii algebrice întregi. 

51. Legile înmulţirii. Din definiţia înmulţirii rezultă următoarele legi: 
19. Inmulţirea e o operaţie întotdeauna posibilă şi univocă (1) 
20. Inmulţirea e comutatiră. Adică avem 

(6) ab = ba, abecd = dacb. 

Valoarea inui produs de mai mulți faclori nu se schimbă, dacă 
schimbăm ordinea factorilor. 

30. Inmuţirea unei sime algebrice cu un număr e 0 operaţie distri- 
butiră. Adică , 

(7) | n (a bre) =mar+mbi me, | ” 

In adevăr, pentru m pozitiv, avem = 

n (a-t-d-te)=ab-e + atyte Fe hr ațkb-be . 1 2 m e 

atat ha Di Fo bebe i. ke A 2 m 1 2 m le2 m 

= ma mb-me. 

Pentru m negativ, m = — JM, “avem 

- m(ab-ke) =— Ma b-ke)=— Ma— Ad — te 
= (— A) at (D904 (—)e=matmb+t me, 
  

(1) Cu rezultat unic. Ă ia
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ReuLă. Ca să înmulțim '0 sumă algebrică cu un mundir, sau efec- 
tuăm suma, şi o înmulţim cu numărul, sau înanulfim mundrul cu fiecare 
parie a sumei şi facem apoi suma algebrică a produselor obținute. 

EXEMPLU. (8—5-+7)X3=—10X3= 30 

sau  (8S—5-F-7)X3=24—15+21=30. 

  

  

a ——b c 
p- 

| i 
= a.m 1 b.m c.m.! Li 4 !       

Osenvane. Dacă numerele a, d, c, m Sunt pozitive, formula (7 
ne dă ” 

(8) (a + bc). .m=a.m+d.mre.m 

egalitate evidentă pe figura 17, 

  

  

      

şi 
(9) (a — d). mza.mn=b.m 

n 

egalitate evidentă, pe figura 18. 

40. Înmulțirea e asociativă. Adică 

(10) „ dde=(ab).eza.(be).
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- In adevăr, după 45, semnul acestor produse e acelaş, iar pentru valorile lor: 
„absolute putem scrie 

(4B).0=(B+B+...+B).0 

DE BO BOA (B0). 

EXEMPLU : 

(=2).0F3).(—5)=10—9). (4+3)]. (23)=(02). 18). (—5)] 
adică 

(—2).(4+3).(—5)=(—6).(—5)=(—2).(—DB)=4+30. 

52, Înmulțirea produselor. Ca să înmulțim un produs neefectuat 
cu un număr, înmulțim numai pe unul din factorii lui cu acel număr, 

In adevăr, din legea 40 a înmulțirii rezultă că 

(11) (adc)m= abem = (aîn)be = a (bm)e = ab (em). 

Înmulțirea unui produs cu-un număr nu e o operație distributivă (1), 

„EXEMPLU: [5 X3X(—7)]X4 = (—105)X4=—=—490, - 

sau [5X3X (—7)]X4=20X3xX(—7) =— 49, 
= 5X2xX(—7)=—49%, 

. = 5X3X(—2%8) = — 420 

* Ca să înmulţim două sau mai multe produse neefectuate, formâm 
un singur produs din toți. factorii lor. 

Astfel: 

(abe).(de) = abede. 

53. Factor comun. Egalitatea (7) se scrie, în general, 
; , | 

(VI) m (cada + dn) = Ru n da + ss. ha, 

- oricare ar fi numerele algebrice m, dis ca, .... Ga, Sau 

MS ap = ÎS map. (p=1,2, n). 

Învers avem 

Mut ma se ina = mu ta+... + dn). 

Numărul “7, care se găsește ca factor în "fiecare termen 
din membrul întâi al ultimei egalităţi, se numește factor comun. 

  

(1) Să se compare cu înmulţirea unei sume cu un număr, [51,3].
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Operația făcută în membrul al doilea, se zice: scoalevea hui m. în fac- 
or comun. 

EXEMPLE: 3X7+8X7—5X7=7X(3+8—5)—7xX6 =, 
3a-da—-9a=(3+5—9)a=—a, 2ab—Tabe=ab(2—70), 

54. Inmulţirea sumelor algebrice, Ca să cfectuăm produsul 

(a d).(e+d+e), 

considerăm pe (a+) ca un singur număr, și [după 51,8] putem serie 

(a+d).(etd+e)= (a+d)e+(a+d)a+(axb)e. 
„Caleulând apoi, după aceeaş regulă, fiecare din aceste -irei pro- 

duse, găsim i 

(VII) (a:rd).(e-t de) = acţ de add ae be, 

RecuLă. Ca să înmulțim două sume algebrice ncefectuate, înmulţim 
„fiecare termen. al sumei întâia cu fiecare termen al sumei. a doua şi facem. - 
suma algebrică a tuturor produselor obţinute. ! 

EXEMPLE. | , - , 

(74-5).(3—8) =12.(—5)=—60, (7—5).(3—8)=2.(—5)=—10 
sau : i ! ! 
(74+5).(3—8)=7X5+45X83—1X8—5X8=291 4-15 — 56 —40=—00, 
(7—5).(83—8)=7X3—5X8—7X8+4+5X8=— 21 —15— 56-14-4010, 

Osenvane. Când termenii a, d, c, d,e sunt numere pozitive, ogali= 
tatea (VII) e evidentă, pe figura următoare : ” - 

  

  

      

c d : e 

t a.C a.d i. a.e 
ț ! t 

] det od! e Ă | a 
Fig. 19 

55. Sumă dublă. Produsul 

(12) - (a, + a2 + s.. m) (Vi Dat „.. bn)
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este egal cu suma celor mn produse din tabloul următor: 

. alu azi e... amb, 

( 13) ba doba . - dm ba 

aiba dan ... dm ba o. i 

egalitate care se scrie pe scurt astfel: 

m ? - . m n 

Ier = an 
. p=l q=l „p=19= 

sau 

(14) Sap Sb = Si Sap da (pP=1, 9, 91, dn). 

Suma din membrul al doilea se numește sumă dublă. Ea reprezintă suma tutat- 
ror produselor de forma apbg din tabloul ( 13). 

In particular, după această regulă, rezultă că: 

ID) (225) (od) = acad ded. 
(IX) (3— 0) (c—d)=ac-ad bed. 

56. Inmulţirea eg salităților și a neegalităţilor. 10. Din a=b re- 
zultă ac= be, oricare ar fi c. Se mai poate zice că: 

din a=—0,c=d rezultă ac=Va. 

. 
20, Dih a>d rezultă 

, ac > be dacă e>0, 
2 * - - 

ac< be dacă e<0. 

În adevăr dacă a>3d, avem a—85>0 şi, după 45, deducem 

.(a—b)oc=ac—bec>0 deci ac > be pentru c>0 
şi (a—b)hc=ac—be<0 deci ac<lbe pentru c<0. 

TEOREMA. Când înmulțim, ambi membri ai unei meegalități cu un 
acelaş, număr, dacă munirul e pozitiv, meegalitatea rămâne de acelaș 
sens; dacă numărul e negativ, neegalitatea îşi schimbă sensul. 

+ Se mai poate zice că: 

din a>d, e=d4>0 rezultă ac >bd, 

din a>5, c=d<O rezultă ac<bd.
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3. Din a>5, cod rezultă prin înmulţire 

ae > d dacă a>0, d>0; 

ac<bd dacă a<0, d<o. 
In adevăr dacă a> 0, d>0, înmulţind prima ncegalitate cu. d şi a doua cu a, deducem : Ă 

«d > bd şi ac>ad deci ac>bd. i 

. 

Dacă a<0, d<0, prin aceleași operaţii deducem 

ad< bd şi ac<ad deci ac<vd. 

In acelaș fel se arată că din a => 5, cd rezultă 

ac > bd dacă V>0, e>90:. 
ac<bd dacă v<0, c<0, 

Scriind - neegalităţile a>0, ed una sub alta, vom zice că 
a, d și d, e sunt membri în “cruce. 

TEoREMĂ. Când înmulțim două neegalități de acelaș sens, dacă doi 
membri în cruce sunt pozitivi, neegalitatea dintre produse e de acelaş 
sens; dacă doi membri în cruce sunt negalivi, neegalitatea dintre pro- 
duse e de sens contrariu cu necgalităţile date. 

OBSERVARE. Dacă ncegalităţile date nu au doi niembri în cruce de acelaş semn, nu putem preciză sensul necgalităţii dintre produse. .:  . n 

N 
REZUMAT. Inmulţiri : 

  

    

a=d a>d a >d a>d Ş a<d Y 
c=d, c=d>0 c=d<0 coa- E e<d * ———_ 

= o ——— o ac=bdd ac>bd ac<bd ae> bd A ac>bi V A + 
EXEMPLE, 

Neegalităţi sigure : - Neegalităţi nesigure : 
—3>—5 —5<2 + —9>5 25 —2>—5. 
4>—2 3<7 „. 85>3 4>3 5>9 

—12<4-10 au —16 <—15_  —8>—15 2102210. s 

e 

II. — ÎMPĂRȚIREA, 

57. Definiţii. Insemnând cu a şi d două, numere date (a > b=£0). 
Și cu 2 numărul necunoscut, următoarele două cazuri se prezintă. ca. 
probleme inverse ale înmulţirei : ” 

Il. zxb=a, d. iXa=a;:
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In.cazul întâi se întreabă: de câte ori b face a? sau de câte ori 
V este cuprins în a? e un număr abstract [10]. 

In cazul al doilea se întreabă: de b ori cât face a? sau care este 
a b-a parte din a? Dacă a este un număr coneret, z reprezintă acelaș 
fel de unităţi ca şi a. Problema se rezolvă împărțind pe a în d părţi 
egale (dacă. e posibil); z este una” din aceste părţi și se numeşte o 
parte alicotă a lui a. | 

Din punct de vedere al calculului practic, fiindcă prin schimbarea 
ordinei factorilor produsul nu se schimbă, problemele 10 și 20 se reduce 
una la alta. Dacă c e numărul căutat, operaţia, prin care din numerele 
a şi b allăm pe e, se numește împărțire. Semnul împărțirei este : (îm- 
părțit prin sau împărțit la) şi se scrie . 

a:b=c:'Qacă ecxb=a sau ae. 

a este deîmpărțitul, b împărțitorul şi e câtul.. 

De exemplu: 1Y:41—3 fiindcă 3X1=15. 

De aci rezultă 

DEriNIŢIA |. A împărți pe a prin U însemnează a găsi un mumâr e, 
„care înmulțit cu Î să ne dea pe a. 

- ? 

Rezolvarea acestei probleme cu nzmere-ntregi €, în general, im- 
posibilă.. De exemplu pentru 96:7, nu există niciun număr întreg, care: 
înmulţit cu 7 să dea 96. 

- „Când această operaţie e posibilă, a se descompune în b părţi 
egale, fiecare parte având câte ce unităţi, fiindcă a—bxe. De aceea 

“mai putem zice că: , 

A împărh pe a la b însemnează-a face, din a unități, b părți egale. 

Problema împărțirei se mai pune însă și sub altă formă: 

Dermmția IL. A împărți pe a prin b (a > 0) însemnează a găsi 
cel mai "nare număr c, care, înmulţit cu d, să a un produs, care să 

„se “poate scădea din a. 

In acest eaz problema se rezolvă cu ajutorul șirului muultiplilor lui b: 

(A) 0,5, 90, 80, cc, nd, (mr), , 

unde, prin generalizare, considerăm tot ca multipli de d și produsele 
0.5 —0, 1.D =. Acest şir se formează din şirul N [pag. 3] luând > 
numerele întregi din d în b. | ,
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Dacă a e un număr întreg, 
10. Sau a se găsește în şirul J/, de exemplu a =—nd; în acest caz zicem că V se cuprinde în a de n Ori exact și scriem 

a:b=p (câ exact). 

20. Sau a nu se găsește în şirul 27 » dar atunci e cuprins între două numere consecutive din acest șir, de exemplu 

ab <a <(n+-1)9. 

In acest caz zicem că b se cuprinde de n ori în a, dar nu se cuprinde de n+-1 ori; m se numeşte câtul prin lipsă al împărţirei “a:0; nl este cât prin adaos sau prin exces al acestei împărțiri. Diferenţa. a — nd — r este restul împărțirii. In cazul 10 avem r— 0: (împărțire exactă); în cazul 20 avem 0<r<5 ( împărţire neeractă ). 

OBSERVARE. Impărțirea, după definiţia II, este o operaţie întotdeauna posibilă | în şirul N al numerelor întregi; ea ne conduce la două rezultate: un cât şi un rest, Impărțirea a:d se poate face și prin scăderi succesive ; ! 

a—b=r, r—b=ra, ra—b=ra, 

Şi așa mai departe, până ce ajungem la un rest nul sau mai mic decât b. Numărul scăderilor făcute este cârul împărțirii. De accea se mai zice că împărţirea este o scădere repetală (operaţie inversă de treapta a doua). 

EXEMPLE. ' Impărțire exactă: 

= 48:68, 48:36 fiindcă 495=6x8. 
Impărțire neexactă : 

53:9 dă câtul 5 şi restul 8, fiindcă 53=—9X 548 şi 8 <9; Ş 
53:86 „ Dj „3 » 535=—5X10.4+3 „ss. 

Avem în particular: e 

a:a= | fiindcă axl=a, 
a:l=a > IXxa=a, 

na:a=an » axn=na, 
0:a—0 „: ax0=0. 

0:0 este orice număr, fiindcă 0 xn =—0. De aceea zicem că 0:0 este o nedeterminare. 
"a:n mare sens pentru a = O, fiindcă nu există niciun număr, care înmulţit cu (0) să dea pe a+0.
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5S. Impărțirea numerelor întregi algebrice. Dacă a, , e sunt 
numețe întregi algebrice, cu valorile absolute „B, C respectiv, zicem că 

(15) aibe dacă a=de (împărţire exactă). 

Prin urmare, pentru împărțirea exuctă, trebue să avem 

(A A):(FB)= 0 fiindcă +4 =(+B8)(+0), 
(7A)(—B)==0 a =(—8)(—0), 
(—A):(<8)=—0 —A4A=(28)(—0), 
(—A)(—B)=0 a =(-B)(0). 

(X) 

RecuLă. Ca să împărțim două naunere algebrice, împărțim volorile 
lor absolute şi dăm câbtului semnul +, dacă amândouă mamerele au . 
aceleaşi semne ; dăm câtului semnul — „ dacă numerele au semne contrarii. 

Regula semnelor la împărțire este acecaş ca și la înmulţire [45]: 

„deus dă +, — cu dă —, 
„cu — dă —, — cu — dă +, 

EXEMPLE: (--25):(- 7), (—18):(+ 6)=—s, 

(4-36):(—12)=—3, (—55):(—10)=+5. 

In general, e este câtul şi 7 (=£0) restul împărţirii a:0, dacă avem 

(16) a=bexr cu Iri <I0I . (împărţire neezactă ). 

Valoarea absolută P a câtului se obţine împărțind A: 8. Semnul “câtului e e dat prin regula semnelor. Dacă C e câtul prin lipsă al îm- ! părţirii 4: B, avem A < BC și semnul restului = a — be este sem- 
nul lui e. 

EXEMPLE: (—35:(—9) dă eatul +3 și restul —$, fiindcă 

(—9). (4-3) —8=—297—8—— 35 și 8S<9. 

(—35): (2-3) dăcâtul —11 şi restul —2, fiindcă 
(--3).(—11)—2=—83—9——35 şi 23. A 

Opsenvane. Egalitatea (16) e generală. Pentru rr 0 zicem că 
împărţirea e neezaclă ; pentru r = 0 avem împărţirea exactă și egalitatea 
(16) devine egalitatea (15).



Pata dât 21 us, 

59. Teoreme relative Ia împărțirea exactă. Din definiţia  împăr- (irii exacte rezultă că: - 
10. Avem 

(17) „ (a:0)xb=a, (ax D):b=a. 

Astfel. operaţiile de înmulțire şi împărțire cu un acelaș mumii se distrug una pe alta. | 

tuăm suma, şi împărţim rezultatul cu numărul dat, sau împărțim fiecare „termen al sumei cu mumârul și facem suma algebrică a câturilor . 0b- ținute. Adică 

20. Ca să împărți o sumă algebrică prinir'un număr, sau efec- 

(18) (ai: m = (am) 2 (0:m) + (e:m), , 

«dacă împărțirile se pot face exact, Operația este deci distributiră. 

In adevăr, după 51,3, avem 

(a: m) (bi) (e: 2)) X n= (am). + (0: m). m (c: m). 
=a+d-e, 

EXEMPLU : (27 —18 + 15):3=—904:3=86 

sau (27 — 184 15):3=9—61-5=s. 

De aci rezultă că: 

(XI) (a+5):e = (ac) (3:0), 

(XII) A (a —d):c = (a:c)—(3:0), 

30. Ca să împărțim un produs printrun număr, sau efectuăn “produsul și-l împărţim pri număr, sau Împărțim maunai pe unul din factori cu numărul dat şi apoi facem înmulţirile rămase. Adică avem: 

(a X dxe):m = (a:m) se bXe 
(19) = ax (di:m)xe 

= a Xbx(e:m). 

În adevăr, inmulţind oricare din aceste rezultate cu m și ţinând seamă de teorema 39,1 căpătăm aXIi Xe. 

EXEMPLU: (6 X 9x 15) : 9 == 810: 8 == 970, 
sau (6X9X15):3=2X9X15=6X3X15=60%X9%X3—90,
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In particular, ca să împărțim un produs prin unul din factorii lui 
suprimăm acel factăr. In adevăr Su 

(20) (aXDXo):b=zaxixezaxe. 

40. Ca să împărțin un număr printrun produs de mai mulţi fac- 
tori, putem împărți numărul prin primul factor, câtul obținut prin al 
doilea factor şi aşă mai departe. Adică pentru a:(V.c.d),:dacă 

(21) a:0=—9, q:c=a, q:d=u 

avem o 
(22)  a:(bed)=q. 

In adevăr din (21) rezultă succesiv 
a=—ba, 1=cq' deci a= beq; q' = dq” deci a= bedq”, 

. 60. Legile împărțirei. IMPĂRȚIRE EXACTĂ. 10, Dacă înmulfim (sau împărțim) deîmpărțitul cu un număr şi lăsăm împărţitorul neschimbat, câtul se înmnulfește (sau se împarte) cu acel număr. 

In adevăr, inmulțind (sau împărțind) cu m ambii membri ai egalităţii «= Xe, “deducem după 52 şi 59,8 . 

an=bXem şi a:m=bX(e:m). 

EXEMPLU, Din 45:5=9, înmulţind deimpărțitul +5 cu 9 deducem 90: 5 = 18 sau împărțind deimpărțitul 45 cu 3 deducem 15:5=3, - 

20, Dacă înmulțim (sau împărțim ) împărțitorul cu un 'maunăr şi lăsăm deîmpărţitul neschimbat, câtul se împarte (sau se înmulțește) cu acel număr. | 
2 , = 

In adevăr, în loc de a=8X e, putem scrie, după 59,1 

a=>X(e:m)Xxm sau a=bu X(e:m), 
a=(d:m)XmuXe sau a=(0:n)Xem. 

EXEMPLU. Din 360: 12==30, înmulţind împărţitoru! 12 cu 2 deducem 360:24.— 15 sau împărțind impărţitorul 12 cu 3 deduceri 360:4—90. ! 

30. Dacă înmulțim (sau împărțim) şi deâmpărțitul şi împă?țitorul cu un acelaș număr, câtul împărțirei nu se schimbă. 

In adevăr din a=ăxX €, inmulţind (sau împărțind) cu ut ambi membri ai egalității, deducem 

am=bm Xe și (a:m)=(b:m)xe.
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EXEMPLU. Din 24:8=3, înmulțind (sau împărțind) și Și deimpărțitul și împăr- 
„ țitorul cu 2, rezultă 

15:16=3 și 13:4=3, 

40. ÎMPĂRȚIRE XEEXACTĂ. Dacă înmulțim (sau împărțim ) şi deîmpăr- 
fitul şi împărțitorul cu un acelaş număr, câlul nu se schimbă iar restul 
se nmadțește (sau se împarte ) cu acel îumăr. 

In adevăr, din - | s 
a=be+r, Iri <ibdi. 

înmulţind (sau împărțind ) cu m deducem 

- am=bmXeru,  |rm]<lbul 

şi a:m=(bi:m)Xe+.(r:m), [ru] <|bi:ml. 

EXEMPLU... Din - 

(4-27):(—6j=—4 (eat) 
rest +3 ÎN 

înmulţind și deimpărţitul şi împărtitorul cu 1000, deducem 

(or 27000): (— 6000)=—+ (cât) 

rest +. 2000 ! 

sau împărțind și deimpărțitul și impărțitorul cu —3, deducem 

(9): 2)=—i (eat). 
-. rost  —1 

61.. Ordinea efectuării operaţiilor. Intrun şir de operaţii de 

treapta întâia, și a doua, scrise unele după altele fără nici o paranteză, 
trebue efectuate Întâi toate „operațiile de treapta a doua şi apoi cele de 
treapta întâia. 

Astfel: „ i 
1X8S—4+20:2—9X5X3 

' înseamnă 

(7X8—4-+ (26:2)—(2x5X3)—56—4+-15—30=—3%5, 

Dacă vrem ca operaţiile să se efectueze alfel, arătăm prin paran- 

teze operaţiile care trebue să se facă înaintea celorlalte. 
- 

De exemplu, şirul de operaţii 

(7 X8—44-26):2—2X5X3 

(56 —4-+26):2—30. 

15:2—30=389—30==9. 

înseamnă 

sau
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Pe când șirul de operaţii 

71X(8—4+4+-26:2—2)x5x3 înseamnă 
. - 

1X(8—4-+13—2)x5X3 
' 4 
_1X15X5X8= 1575, 

sau 

„Uneori se întrebuințează mai multe feluri de paranteze, pentru a se arătă ordinea în care trebue s 
înțelegem să se efectueze îătâi 

ă fie efectuate operaţiile. In acest caz 

din cele mari. 
operaţiile din parantezele mici și apoi 

EXEMPLU, - | 
(17 X8—(44-26:2)]—2) X5X8 

=(17xX8—17]—2)x5x3 | 
= (39—2) x5x3 = 37x5X3 — 555, 

62. Impărțirea esalităţilor și a neegalităților. Impărţiri exacte. 
10. Din a=bd rezultă aie=bie, vricare ar fi eo: Din a=b, c=d=F0 rezuliă a:c=b:a, | 
OBsERvARE. În aplicarea acestei operaţii trebue să fim siguri că expresiunea, prin care împărțim mu e maulă. Altfel ajungem la rezultate absurde. 

Astfel pentru a= 0, avem evident 

3Xa=TXa 
și, împărțind ambii membri ai egalităţii cu a, deducem 3 = 7, 

2%. Din a>d „ rezultă 

a:e>D:e dacă e>0.: 
și a:c<b:c dacă ec<O. 

"În adevăr din a>b rezultă a—b>0; prin urmare câtul 
- (a—b):c=a:0c—b:e are semnul lui e, 

, ” 

30, Dacă numerele a și O sunt pozitive, din a > d rezultă 

c:a<oe:b dacă e>0 

şi c:a>c:b dacă e<o. | 
Prima ncegalitate e evidentă; a doua rezultă din cauza semnelor. 

MG,
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40, Dacă numerele 4, D, e, d sunt pozilive, 
din a>0d,c<d rezultă „aie > b:d. 

In adevăr avem succesiv a:c> d:e şi V:ec> d:d, 

OsenvanE. Dacă numerele sunt algebrice, regulele 30 și 40 se pot aplică numai la valorile lor absolute, 

REZUMAT. Impărţiri exacte: 

  

din a=) din  a>ă din  c=d 
ec=d+0 c=d „a>b 

a:c=v:d | a:c>v:d > cta<d:b pentru ec=d>0, 
aie bi:d- c:a>d:b pentru c=d<0, 

şi pentru a, bd,c, d pozitive: 

din a> d „din  a<b 
c<d c>d 

a:c>vb:d , | aezdid 

EXEMPLE. Împărţiri : 

—19=6—18 20 — 5 > — 10 20 —5 > —10 30 = 18+12 70 > 82 3=3 5=5 —5=—5 5>38 7<8 —4=9—6 4-—-1l>—2 — 1 +I<+2 * 6<6OPa 10>4 - 

III. — DIVIZIGILITATEA, 

63. Dacă un număr a se împarte exact printr'un alt număr d, zi- 
cem că a e divizibil cu b sau divizibil prin b. In acest caz â este un 
multiplu al lui V, iar b un divizor al lui a, . 

Astfel: 60 e divizibil prin 15, fiindcă 60:15=—4 sau 60=—4X 15; 60 e un multiplu al'lui 15 şi 15 e un divizor al lui 60. 

Dacă a este divizibil cu V (de exemplu a: b= &), putem scrie 
(93) azab (a întreg) | 
și reciproc. Când nu vrem să precizăm de câte ori se cuprinde b în a, 
putem scrie numai | 

a= Alb (a egal multiplu de 9). 

In toată teoria divizibilităţii vom consideră numai numere pozitive, 
deoarece împărţirea a două numere algebrice a: se reduce, afară de 
semn, la împărţirea valorilor lor absolute 4:B. :
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04. Teoreme. 10. Dacă două. numere « şi b sunt divizibile cu n, 
smna, diferența şi produsul lor sant divizibile cu n. 

In adevăr din ipoteza: a= can, b=fn rezultă 

a+i=(a-+-B)n, a—5=(a—B)u, ab =(afBu)n. 

OBSERVARE. .Îteeiproca acestei teoreme nu este adevărată: o sumă, o diferenţă, 
“un produs de două sau mai multe numere pot fi divizibile printr'un număr, fără ca 
fiecare termen sau fiecare factor să fie divizibil prin acel număr, 

Un produs e divizibil printr'un număr, dacă anul din factorii lui e divizibil 
prin acel număr (59, 3]. a 

EXEMPLE. Suma 5-|-9=—14 e divizibilă cu 2 şi 7, dar nici 5. nici 9nue 
«divizibil cu 2 sau 7. Produsul 8 X5X9 e diviribil cu 3, fiindcă factorul 9 e divi- 
zibil cu 3, , 

In general, dacă mai multe numere algebrice sunt divizibile prin n, 
orice expresie algebrică întreagă [50], formată numai cu aceste numere, 
este uivizibilă prin n. - 

20. Dacă a e divizibil cu , orice multiplu al lui a este divizibil 
cu n. Deoarece din a== an rezultă 

7 Ma = man = (ma).n (ma întreg ). 

EXEMPLU. Dacă. 15 e divizibil cu 5, şi multiplul 7 X 15==105 e divizibil cu 5, | 

30. Dacă două numere a şi.b sunt divizibile cu n: şi restul îm- 
părțirei a:b este divizibil cu m, ii 

Fie | 

a=berr (r<5). 
, 

Dacă a=an, b=Bn, din a>be rezultă a > Be şi avem : 

r=a—boe=an—fnc= (a —Be)n 
9 ._. ode cu a — fe întreg. Prin urmare r este divizibil cu n, 

EXEMPLU, Fiindcă 210 și 84 sunt divizibile cu 12, şi restul împărțirii 2410:84, 
:adică 2, e divizibil cu 12, „- 

40, Dacă două numere a şi ) diferă printr'un multiplu de n, 
aceste numere, împărţite prin n, duza acelaş rest. 

În adevăr dacă ” | 
a—b=pu sau a=b-+pn . 

şi dacă b:n dă restul r, avem | 
b=anţr  (r<u) 

şi a=au-bhr-hpn = (ph+a)u-+kr. cu r<nu. Deci şi a:n dă restul r [5$]. 

EXEMPLU, Fiindcă 319 — 285 =— 84 este un multiplu de 7, numerele: 319 şi 235 
împărțite prin 7 dau acelaș rest, | 

q
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6. Congruenţă. In general, dacă două numere a și b împărţite cu m 
dau acelaş rest, zicem că: a este congri. cu b pentru modulul n şi scriem 

(24) =5 (mod n). 

Relaţia (24) se numește o congruenţă. Din definiţia congruenţei 
rezultă că, dacă ” 

a=b, b=e (mod), 
avem și 

==c (mod n). 

In particular a==0 (mod n) însemnează, că a este divizibil cu n. 
EXEMPLU, Avem 22==34 (mod 6) fiindcă și 22 și 84 împărţite prin 6 dau 

acelaș rest 4. 

66. Recunoașterea divizibilităţii. Ca să ştim dacă a est divizibil 
prin 2, trebue să căutăm restul împărţirei a:x. In unele cazuri acest 
rest poate fi dat de o altă împărţire mai simplă. De exemplu, dacă pen-: 
tru orice număr g putem găsi un număr b, care să satisfacă condiţiile 

+ 

a==0d (mod n) şi vb<a, 

restul împărțirei a:n este 

sau b, dacă b<n, 

sau restul dat de b:n; dacă b>n. 
. Alegând numărul d în mod convenabil, obţinem astfel o regulă 

pentru divizibilitatea unui număr cu n. : 

OBseRvARE. Dacă avem 

ad (mod), 

şi dacă d este un divizor al lui n, avem Și 

a=b (mod d). 

Prin urmare regula. de divizibilitate găsită pentru 7 este adevărată 
și pentru orice divizor 'al lui: n. 

67. Regulele elementare de divizibilitate. Un număr X, scris cu 
cifrele a, D, c, d, e în sistemul zecimal, este 

(25) N= a.10%+ 0.109 6.1024 d.10-xe 

sau N = 10000 a + 10005 + 100c + 10d-+e.
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Dacă însemnăm cu S suma cifrelor: a+-b-ke+-d-e şi cu S suma 
aliernală a acestor cifre: a—b-+-c—d-re, se observă că 

N=e (mod. 2, 5” 10), 
N=10d-+e (mod. 25; 50, 100), 
N=S (mod. 3,9), 
N=S (mod. 11). 

De aci deducem toate regulele elementare de divizibilitate. 
Primele două congruențe rezultă imediat din egalitatea, (25); „celelalte două 

rezultă din egalităţile 

N=a(10—1)-b (100 —1)-Pe(10%—1)-F-d(10—1)4+-5, 
„Na (10 — 1) kb (1004 | 1) e (10 —1) d (10-+-1)4+ Sa 

dacă se observă că 10?—1 e divizibil prin 3 şi 9, iar 1022 — 1 şi 102n+i + sunt 
divizibile prin N, oricare ar fi n întreg şi pozitiv, . 

6S. Divizor comun. Dacă mai multe numere întregi a, d, e sunt 
divizibile prin d, zicem că d este un divizor comun al acestor numere. 

Să se observe că: - 

10. Numerele a, D, c au cel puţin un divizor comun: pe 1. 
20. Ele pot aveă şi alţi divizori comuni mai mari decât 1. 
30. Dacă a> be, orice divizor comun al loreste Se. 
Există dar un număr D, care este cel mai mare divizor comun al 

numerelor a, d, ce, şiavem lSDe. 

69. Cel mai mare divizor comun (€. m.m. d. €.). Fiind date două 
numere a şi b (a2>0), să însemnăm cu Dpec.m. m. d. e. al lor. 

Dacă a e divizibil prin d, avem D=). . 
Dacă a nu e divizibil prin b, avem a=de +r (r<5) şi orice 

divizor comun al numerelor a'și U este și un divizor al lui r [6+, 3]. 
Prin urmare ce. m. m. d. e. al numerelor a și D este e. m.m.d.e. alnu- 
merelor b şi r. 

Dacă b este divizibil prin r, avem D=r. 
Dacă b nu e divizibil prin , avem b=re+r (7, <r). Raţio- 

nând ca mai sus, rezultă că D este c.m,m.A.c. al numerelor p Și Pe 
Şi așă mai departe. 

Resturile , +7i, 72, ... merg deserescând cel puţin cu câte o uni- 
tate. Prin urmare, după un număr finit de operaţii (cel mult r). trebue 
să ajungem la un rest ra = 0. Ultimul împărţitor (adică restul ra) 
este cel mai mare divizor comun căutat. Deci D= ra.
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- Dacă numerele a și b au ca divizor comun nemai pe 1, aceste 
numere se zic prime între ele. In acest caz avem D=. 

EXEMPLU. Să se alle c. m. m. d. c. al numerelor 10890 și 854%, Obserrăm că 10890:3542 dă câtul 3 și restul 264; prin urmare trebue să căutăm pe c. m.m. d.c. al numerelor 3542 și 264, 
Ă 3542: 264 dă câtul 13 și restul 110; 264:110 dă câtul 2 şi restul 41; 110:44 dă câtul 2 și restul 22; 44:52 dă catul 2 și restul 0. Prin urmare 22 e c.m.m.d. e. al numerelor 10890 şi 3542, - - 

In practică aceste împărțiri succesive se aşează în modul următor: 

L_2| 1] 2] 
10890 | 3542 | 264 | 110 
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OnsenvARE. Din calcularea celui mai mare divizor comun D, a: 
două, numere, prin_ împărțiri succesive, rezultă următoarele proprietăţi 
(analoage cu ale restului unei împărțiri ): : 

10, Orice divizor comun al numerelor a şi b este şi un divizor al 
lui D [64,3]. 

20. Când înmulţim (sau împărțim) numerele a și D cu un acelaș 
număr 7, și D se înmulțește. (sau se împarte) cu m [60, 4], 

In particular,” dacă împărțim pe a și beu D; c.m.m.d.e. al 
câturilor a:D=a, 0:D=5 este D:D=1. Prin urmare câturile a? 
şi ' sunt prime între ele. - 

70. C. m. m. d. c. al mai multor numere: aq, d, e, d. Căutăm 
pe e. m. m. dc. al numerelor a și 0; fie Di. Apoi pe e. m.m. d.e. 
al numerelor D, și e; fie De. Apoi pe e-m.m.d.c. al numerelor Da 
și d; fie Da. C.m.m. d. e. al numerelor. a, d, c, d este D= Da. 

În adevăr dacă Da divide pe d și pe De, divide şi. pe multiplii lui De, pe D, și pe c; divide dar și pe multiplii lui D,, pe a şib [6t, 2]., Prin urmare D; este un divizor comun al numerelor a, 5, c, d, Vrem să arătăm că e Şi cel mai mare, 
Dacă ar există, pentru numerele d, b,c, d, un ditizor'comun D'> Da, D ar fi divizor comun și pentru numerele Di (e.m.m.de.alluiașib [69, î]), D2 (e. m. m. d.e. al lui D, şi e) şi Da (e. m.m. d.c.allui De și d); prin urmare 

D > Da ar fi un divizor al lui D,, rezullat evident absurd, 

Dacă D= 1, numerele a, V, e, d se zic prime între ele. 
- Numerele se zic prime între ele dpuă câte două, când două oricare 

dintre aceste numere, mau alt divizor comun decât pe 1.
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71. Multiplu comun. Dacă 17 este un multiplu și al lui 2 și al 
lui d, zicem că J/ este un multiple, coma al numerelor a și D. In acest caz avem [63]: . | - 

M=pa=qd (p şi q întregi). 

EXEMPLU: î0 e un multiplu comun al numerelor 7 şi 5 fiinacă avem 

| T0=10X7=14X5, 
OBSERVARE. În particular produsul ab -este un multiplu comun” al numerelor 

a şi b. Astfel 35=—=7X5 este un multiplu comun al numerelor 7 şi 5. 

Dacă M este un multiplu comun al numerelor a și D, şi produsul 
n este un multiplu comun al acestor numere, oricare ar fi n întreg. 
Deci şirul multiplilor comuni a două numere: : 

(PAL 27, Ba, e ma, (n+ 1), ... 
. 

este nemărginit spre dreapta. Dar spre stânga ? 

pi] î2. Cel mai mie multiplu comun (€. ma m. n: c. ). Dacă a e mai 
mare decât D,. niciun multiplu comun al mumnerelor a și b ni. poate fi 
mai mic decât a. Există deci la stânga șirului (p) un număr m > a, 
care este mai mie decât toate numerele din acest șir; m esto cel mai 
amic multiplu comun (e. m. n. mi ec.) ai numerelor a şi d. 

„In acelaș fel se defineşte un multiplu comun al mai multor nu- 
mere a, b, e şi se vede că există un număr 1, care este cel mai mic mul- 
tiphu comun al acestornumere. Dacă a > V> e, trebue să avem =a. 

13. Numere prime. Orice număr ÎN, care nu e divizibil decât prin 
el însuși și prin unitate, se numeşte numâr prim. De exemplu: 7, 11, 93. 

Dacă numără N mai are și alţi divizori, rafară de X şi. de 1, zi- 
cem că A este neprim. 

EXEMPLU: 15 est neprim, fiindcă are ca, divizori pe â şid. 
Pentru a. obţine numerele prime € deajuns.să tăiem din șirul 

(N) LaLa 20 Bo cc Rp nkliu.. 

toate numerele din 2 în 2, începând dela 92—4; apoi toate numerele 
din 3 în 3, începând dela 32=—9 şi așă mai departe. 

Obţinem astfel șirul numerelor prime (1): ” 
1, 2; 3,5, 7, 11, 13, 17,'19, 23, 29, 31,. 37,. 41, 43, 41, 53, 
59, GI, GT, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109,... 

Oricât de mare ar fi un număr «|, există munere prime mai mari decât «d. 
De accea se zice că șirul numerelor prime este nemărginit (spre dreapta ), 
  

(1) TABLA II dela sfârșitul volumului. -
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N 

1. Teoreme. 10. Orice număr a neprim are cel pufin un divizor prim. In adevăr d, cel mai mic divizor 1 al lui a, e prim. 
Dacă d n'ar fi prim, ar admite un divizor d,; dar atunci și a ar admite divizorul d, <d [ 64,2], ceeace e contrar cu ipoteza că d e cel mai mic divizor al lui a. "20. Două numere a şi D meprime între ele au cel Puțin un divizor comun prim. 

Se arată, ca mai sus, că d, cel mai mic divizor comun =£ 1 al numerelor a şi b, este prin, 
. 

30. Orice număr N neprim se poale descompune. întrun produs de factori primi. - | 
“In adevăr dacă a e cel mai mie divizor +1 al lui N, a e prim şi avem N=a Q. Dacă Q e prim, teorema e demonstrată. Dacă Q nu e prim, admite și el un divizor prim d și avem Q=— Qi, deci N=a5Q,. Operația aceasta, care nu se poate prelungi la infinit, nu se poate ter- mină decât când am ajuns la un cât Q, prim. Atunci N este descompus. " întrun produs de factori primi, , Această descompunere nu se poate face decât întriun singur. fel. “ Raționamentul făcut nu exclude cazul ca doi sau mai mulţi factori primi să fie egali între ei. De exemplu, dacă a=—d, în loc d produsul ab avem at, 
In general găsim pentru A” un produs de forma 

5 Na ...h, 

unde a, d, -.. Î Sunt factori primi, iar a, BA sunt numere întregi =>1. 
s 

EXEMPLU, 8600==36 X 100==4X9X 4 X 25-94 x 32 52, 
OBSERVARE, Dacă A conţine factorul ga » el conţine ca factor şi pe at, pentru n=1l, 2, ....L—l, 

ai 
: Astfel 48 = 2% X 8-are ca factor şi pe 22 şi pe 22 şi pe 2, fiindcă avem 

48 =—25X 6 == 22X 12 = 2X24. 
N 

IV. — NUMERE RAŢIONALE, . 

75. Fracţii ordinare. Dacă a și D sunt două numere întregi și pozitive (a > d) şi dacă 

(26) „a:b=e (cât exact), 
e este a V-a parte a lui a şi avem 
(27) Sa a=bXe.
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Dar dacă a (0) nu e divizibil prin d sau dacă a e mai mie 
decât d? 

In aceste, cazuri, în şirul numerelor întregi nu există niciun nu- 
măr c, care să satisfacă la egalitatea (97). Pentru a da un sens no- 
ţiunei de cât exact şi în aceste cazuri, trebue să întroducem în aritmetică 
muimere noi, 

Să observăm că problema împărțirii exacte se poate rezolvă, întot- 
deauna pe cale geometrică. De exemplu, pentru 5:38 câtul exact trebue 
să reprezinte a treia parte a lui 5 [57]. 

Să luăm o lungime AB (fig. 20) egală cu 5 unități şi să împărţim 
fiecare unitate în 8 părți egale. Una din aceste părți AV este o treime; 

NR IPL RER AR IRI PR N II II II | A 

1 
| 
| 
U G a 

=
 

—
 

D
I
—
—
 

ci
 

Fig. 20, 

lungimea AB conţine 15 treimi şi a treia parte din AB = 15 treimi este 
AC=5 treimi (cât exact ). 

ț 

O treime este o unitate fracționară şi se scrie 3; 5 treimi este un 
E . . . u . . o mumăr fracționar sau o fracție ordinară [S] şi se scrie = 3 
“Introducând numerele fracţionare avem dar egalitatea: 

(28) 5:3=3 „(5 treimi sau 5 pe 3) Se 

şi în general - 
a | 7 

(XIII) | a:b=f (a pe d). 

Câtul exact al împărțirii g&:d se mai numeşte Și raportul: dintre 
a şi b. Egalitatea (XIII) ne arată că raporiul dintre numerele -a şi b 
este fracția ordinară = . , 

OssERvARE. Din definiţia fracţiilor ordinare rezultă că: 
| 19. Dintre două fracţii, care au acelaş numitor, aceea, este nai mare, 
care are numărătorul mai mare. | 

> 20, Dintre două fracţii, care au acelaş mumărător, aceea este mai 
mare, care are numitorul mai mic, |
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16. Fracţii algebrice. Dacă a şi b sunt două numere algebrice, cu 
valorile absolute A şi B respectiv, vom zice că . a 

a A SR . CE za = dacă a și b au aceleaşi semne ; d B 

a „A , .. == dacă 'a și D au semne contrarii, 

Avem dar două feluri de fracţii algebrice: pozitive şi negative. 
Orice fracţie algebrică poate fi considerată întotdeauna cu numi- 

torul pozitiv. In adevăr putem serie 

—A +A A arad —A - | pp: 5 
  

! XIV ZA ( ) —B -+.B 

" OBSERVARE. Aplicând regula semnelor dela împărțirea numerelor 
algebrice [58], vedem că, în general, oricare ar fi numerele algebrice 
a şi b, avem 

a al, a A za a Taz, 10 Vp! = d d > 2 d 
Prin urmare, raportul (câtul exact) dintre două numere algebrice 

, , , N a . a și D este fracția ordinară algebrică 3 

Numerele a și b se numesc termenii raportului; a e numărătorul, 
be mumitorul şi avem în valoare absolută Și în semn 

(29) a:5= 3 și ix-P=a. 

In particular putem serie 
N 

(30) a 
:1=—=a. a i a 

REGULĂ. Orice maumdr întreg se poate scrie sub formă de fracție 
ordinară, dacă-i punem naumitorul 1. 

11. Şiruri de fracţii. Din-şirul I al numerelor întregi algebrice [27 ]. 

(1): Ro m 2, 1,0, 1, 2, e mpa 

împărțind fiecare număr cu m (întreg și pozitiv) formiăm șirul 
” 2 1 1 9 | n 2 2 % . (Fm) a a ea a 3 0, —j —— 9 eg gs / MR m 2n 

care conţine toate fracțiile cu nuraitorul za.
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Relaţiile de neegalitate se extind la fracțiile algebrice în modul 
a A 

următor: Dacă, Era Şi d Sunt două numere algebrice din șirul Tm, 

vom zice că 

— > 3 — dacă a>5. 
1 

Astfel şirul Fm este ordonat in mod crescător. 
Pentru n =pm, oricare ar fi p întreg, avem 

n pm 

ma 
= 9. 

Șirul Fm conţine dar, din m în m, toate numerele întregi algebrice. 

1$. Corespondenţa dintre fracţii și puncte. Pe o axă A, cu sen- 
sul pozitiv spre dreapta (fig. 21), să luăm un punct O ca origine și o. 
lungime OU ca unitate întreagă. 

r 

. 

  

5 p 32101 2 3 p. 
A “m “îm mom 0 4 i a m 

— E EI RS, — 
. P' OM P ” 

, . „li . 
Unitatea fracționară 7 este lungimea 

OM = a m-a parte din OU. 

Să presupunem axa A divizată cu diviziuni egale cu OM dela 0 
spre dreapta şi deld O spre stânga. Dacă P şi P' sunt punctele de divi- 
ziune, pentru care segmentele OP spre dreapta și OP” spre stânga. conţin: 

p 
câte p diviziuni, vom zice că abscisa punctului P este + ş Şi abseisa 

p 
punctului P* este -L, | 

Scriind în dreptul fiecărui punct P abscisa lui, stabilim astfel o 
corespondență univocă între punctele: de diviziune și între numerele 
fracționare din şirul Fa. - 

EXEMPLU. Luând diviziunile 0OV=0U:5, unitatea, fracţionară este o cincime: 
și toate numerele corespunzătoare acestor diviziuni sunt fracțiile din șirul 

n 2 - 1 1 n 2 (5) m Tom a a 0 apa e
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“care pot fi presupuse scrise pe axa A (fig, 22) în dreptul punctelor de diviziune "corespunzătoare, 
: 

RT . . . ” 
- 13 

Dacă 0P=18 cincomi, în loc de punctul P vom zice punciul Ze: 

, 2 i OBSERVARE. Pe fizura 24 vedem că fracțiile Z, Z» S, = sunt mai nici 

“decât unitatea întreagă GU; Z este egală cu 0U=1; =, Z, „+ Sunt mai mari 
«decât OU, deci nai mari decât 1, 

    

352 1 0-A 23 4 1 £ 7 8 9 11 12 13 A 555 5 55 35 5 5 5 5 23553 i 1 a A 1 i 1 Fi 4 [d j - 1 rea 

Ov U MM P 
Fig, 2, 

N 

PR - , N | Ă Pentru o fracţie cu termeni pozitivi Se pot prezentă următoa- 
rele cazuri: . 

4 
Rn „N . v dacă n < m avem Za <1  fracţie-subunitară; 

a dacă n—m avem. x 1 fracţie echiunitară; . 

dacă n > m avem — > 1 fracţie supraunitară; 

dacă n = pm avem 2 =p număr întreg. 

Acoastă regu'ă nu se aplică la fraciile algebrice. De exemplu, in +35>—5 
mu rezultă Fo [62, 2]. | ! 

O fracţie subunitară se mai zice şi fracţie proprie; toate celelalte feluri de fracţii sunt fracţii improprii. 

. 19. Orice fracție improprie conţine întregi, adică unităţile frac- ţionare din ea formează una sau mai multe unități întregi. 

EXEMPLU. Să luăm teacţia 1€, Fiinâcă un întreg me 5 c.ncimi, în 18 e'ncimi 
“vor fi atâţia intregi de câte ori 5 sa cuprinde în 13; dar 

13=2X5+3, 
“deci în 13 cincimi avem 2 întregi şi 3 cincimi și scriem 

_
 
*
 

— 0 4 

= â + 

e
 

eo
 

ei 

8 aa 8 : . Numărul 243, care se mai scrie şi 2-3 se numește număr mizi, y
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REcuLă. Ca să aflăm câți întregi sunt cuprinşi* într'o fracție im- 
proprie, împărțim numărătorul prin munmitor. 

db 

O fracţie improprie, dacă nu e egală cu un număr întreg, este: 
suma, unui număr întreg cu o fracţie proprie, 

a. _a , , [a Intregii din fracţia — se scriu uneori cu notația E() . 
ţ 

In adevăr, dacă ab și dacă a:b dă câtule şi restul r < d, avem 

a=bXetr şi = e+?, . d d 

unde e e un număr întreg, iar 3 o fracție "proprie. 

OBSERVARE. Câtul împăriirii 18:5 după definiţia | (57] este raportul 18 
câtul acelea-i împărțiri după definiţia Il [57] este numărul întreg 2(12) sau 2, 

S0. Legile fracţiilor ordinare. Din definițiile fracţiilor rezultă ur-- 
mătoarele legi pentru fracțiile ordinare pozitive (1); 

10. Dacă înmulțim numărătorul (sau împărți numitorul) unei fracţii. 
cu un număr + (întreg și pozitiv), fracfia se face de n ori mai mare.. 

5 
15 luăm 15 şi Î- avem EXEMPLU, Dacă în loc de A şi 7 

. ( 

15 5 - 5 5 : = > = (de5ori); 2. = (de 2 ori), 7 7 ( ih, Pal i) 

In adevăr, în ncegalititea tntâ'a, fracţia a doua conține 3 şeptimi, iar înlâia. 
„conține 15 şeptimi, adică de 5 ori mai mult decat a doua, in neegalitatea, a doua, 
fracţia a doua conţine 5 optsprezecimi, iar întâia 5 noimi Și cum noimea e de 2 ori- 
mai mare decât optsprezecimea, fracţia întâia e de 2 ori mai mare decât a doua, 

20, Dacă împătțim numâărătorul (sau înmulțim mumitorul) unei: 
fracţii cu n (întreg şi pozitiv) fracţia se face de n ori mai mică. 

_ 15. 5, 35 . EXEMPLU. Dacă în loc de 7 și luăm 3 și 13: avem 2 

a < ai (de 5o'i); = < = (de & ori), 

30, Dacă înmulțim (sau împărțim) și mumărătorul şi mumitorul. - - 
amet fracții cu acelaş numâr, schimbăm numai termenii fracţiei, dar: 
valoarea fracției rămâne neschimbată. 

În adevăr de câte ori mărim fracţia prin înmulţirea numărătorului, tot de alA-. 
tea ori o şi micşorăm prin înmulţirea numitorului. - 

  

(1) Să se compase cu Iegiie împărțirii exacte [60, 1, 2 şi 8].
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— 210 EXEMPLU: 0 6. 

525” 

„În acest caz zicem că amplificăm (sau simplificăm ) fracţia. 
Avem dar, oricare ar fi n, : 

G a. “(81) 7 = (amplificare cu n). 

“și, dacă împărțirile se pot face exact, | , 

(82 î = a (simplificare cu n). 

OnsenvanEa |. Să nu se confunde amplificarca cu înmulțirea, nici 
-simplificareq cu împărțirea fracţiilor. 

EXEMPLE: Yracția 

= înmulțită cu 2 = îi X2= 15 sau = > î (legea 10), 

“ amplificată tu 9 = 03 = Li = ră (legea 20). 

. i împărțită cu =: = sau Zi < 7, (legea 20). 

5 simplificată cu 2= = = îi (“egea 30). 

OnsenvAnEA II. Un număr întreg.nu poate fi scris (în sistemul zeci- 
mal) decât întrun singur fel, pe când o fraclie ordinară poate fi scrisă 
într'o înfiniitate de feluri (simplificând-o, dacă e posibil, sau aplificând-o 

-cu orice număr vrem). e 
3 5 EXEMPLU, Fracţia î s2 mai poate serie 3 sau = oricare ar fi n, 

2 - N 

SI. Fracţie nereductibilă, Când termeriii a şi d sunt primi între ei 
| „a . SI [69], fracţia j se zice nereduetibilă. 

Orice fracție, dacă nu e nereductibilă, se poate reduce prin simpli- 
"ficare la. o fracţie egală nereductibilă. 

In adevăr, dacă p e cel mai mare divizor comun: al numerelor a 
și: 0, simplificând fracţia i cu p,. câturile a:p=a' şi b:p=W' sunt 
„prime între ele [69] şi găsim ' 

7 = î (fracţie nereductibilă ), 

OBSERVARE. Din tot șirul infinit de iracţii egale tu î numai o singură frac- 
“ție e nereductibilă: acea care e “scrisă cu termenii cei mai mici,
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S2. Aducerea fracţiilor la acelaș numitor. Am văzut că prin am- 
” plificări sau simplificări putem scrie aceea fracție ordinară într'o infinitate 
de feluri. In particular putem să-i punem ca numitor orice multiplu N 
al maimitorului ei. " : 

„In adevăr, în loc de fracţia 7 dacă N =— bn, putem serie 

a an au 

| b bn NI 

Se , „a ce | - De aci rezultă că mai multe fracţii TF pot fi scrise toate 
-cu acelaș maumitor, fără a le schimba valoarea. Dacă N este un multiplu 
comun al numitorilor b, d, f şi dacă 

N:0=0, Nid=d, Wi:f=f; 
sau |, . a 

N=W, N, N=ff, 
-avem 

e cd deep ef DON d d NO FF 

Astfel fracțiile date au fost aduse la acelaș mumitor. A este un 
numitor comun. Se poate alege ca numitor comun cel mai mie multipla 
“comun al numitorilor tracţiilor date. 

RecuLă pentru aducerea mai multor fracţii la acelaş numitor: 
"Operația |. Alegem un multiplu comun al tuturor numitorilor 

fracţiilor date (1), - 
Operația IL. Pentru fiecare fracţie, împărțim maltiplul comin 

“ales prin numitorul fracției şi amplificăn fracția cu câtul obținut. 
. 

EXEMPLU, Să se aducă la acelaș numitor fracțiile : 5, =, D 

Operația 1. 12 fiind divizibil prin 6 şi 3; 12 e un inultiplu comun al numito- 
zilor. Operația 1I, Pentru frac ia întâia: 12:6==2, deci 5X 2 10 Pentru fracţia   

GXA 12 2 3 -a doua: 12:3=—4, deci S.F cţia a treia având numitorul 12 rămâne 
  

-neschirabală Li Astfel, în loc de fracțiile date, putem serie 10, 5, î 
13” 15! 197 

$3. Compararea fraețiilor. Ca să comparăm două sau mai multe 
fracţii, care n'au acelaș numitor, le aducem întâi la acelas numitor şi 
-apoi le comparăm. 

  

(1) Acesta poate fi sau produsul tuturor numi'orilor, sau ce! mai mic multiplu comuz al lor, “sau orice alt multiplu comun. . : !
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Astfel fracțiile a se pot scrie 

(33) ! a ad e __de 
| dd di 

și comparând noii numărători, vedem că 

..
 

dacă  ad> de avem 7 > = 

- a e _ _ dacă j ad = be avem = 

a e „dacă ad<be avem <a: 

De aci rezuliă că orice şir de fracţii poate fi ordonat. E de ajuns să aducem toate fracțiile la acelaș num tor şi să le ordonăm după numărătorii lor, 
EXEMPLU. Fiindcă fra ţiile 2 ia [S2], sunt egale respectiv cu 

' 7 :0 5.7 .u 10 _ 8 7 . 5 2 7 Sa Şifiindcă => => avem = =. D153? 2 >> en > > a 

$4. "Teoreme. 10, Dacă avem un şir de fracții egale, fracţia, care are ca numărător suma numărătorilor şi ca, numitor stima namitorilor, este egală cu fiecare dintre fracțiile date. : 
Să considerăm fracțiile 

. - 'r 

  

a a. a aaa” = 37 3 și —— . , Y Lă "poe b b d Db+b Ab 
Dacă A e valoarea comună a primelor rapoarte, avem 

a=0i, 0'=03, a" db”), 

și adunând aceste egalități membru cu membru, deducem 

ara'+ a = VA LDA =A(3+w a db”) 

de unde, împărțind prin 5--Y+5”, rezultă 
aaa” _ a _ a a” 

DRP SS psp 
Mai general, fiinică 

CPA Aaa V pb” , 
rezultă că 

oricare ar fi numerele algebrice p, g, r.
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20, Dacă avem un şir de fracţii meegale, fracţia, care are ca nu- 
mărător suma numărălorilor şi ca numitor suma mumitorilor, are 0 va- 
loare medie, adică, este mai mare decât cea mai, mică 
cea mai mare dintre fracțiile date, 

  

  

Dacă 
a a a , | 
= ph pr = A<e<y, 

avem a ” | 
= <y de unde bi=a<by 

AS n 3 << 
2 

AS p= „o DTALa”=by, 

ș 

și mas mică, decât 

Adunând membru cu membru ultimele trei neegalităţi, deducem 

A (8--0'2-57) < ata ra” < y (04-04-07) 

şi împărțind cu b+-8'-0”, rezultă 

aaa” | 

adică AS DP <> 
“a! ar ara” a” 

BB - DS DV < pr 
30, Când adunăm acelaş număr la ambii termeni ai unei 

fracția se măreşte dacă e mai mică decât 1 Și se micşorează dacă 
mare decât 1. 

“ In adevăr fracţia 
, ” a an 

d-ta 
  

rezultă din fracțiile 3 

şi, după teorema, 20, ea are o valoare cuprinsă între > şi A —1. Deci , II 
” ? dacă 4 <1 avem Lan d = , b = b-Fa = n 

dacă 4 >1 aveme data n d , ) ba CI) 
In amândouă cazurile fracția se apropie de unitate, 

fracţii 

e mai 

şi 2, dacă adunăm numărătorii între ei şi numitorii între ei n : 

„40, Când scădem acelaş număr din ambii termeni ai unei fracţii, 
fracția se micşorează, dacă e mai mică decât 1 şi se măreşte, dacă e mai 
mare decât 1. : 

M. G.: 

e
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| Ia adevăr, după teorema 31, fraeția = are o valoare cuprinsă între 

d—nu . ” EL 
——— Ji — = 
Zu $ n 

Deci . . 
dacă A <1 avem IT a_n, 

d i o b—n db n? 
dacă < >1 avem AT s'a Sa - bd . b—u i d n 

In amânivuă cazurile fracția se depărtează de unitate. 

$5. Operaţiile cu numere fracţionare se definesc astfel ca să cu- prindă și să generalizeze operaţiile cu numere întregi. 
Operaţiile inverse rezultă din definiţia 'operaţiilor directe. 

  

10. Adunarea. Dacă fracțiile au acelaș mumitor, suma lor este o fragţie, care are ca numărător suma numărătorilor fracţiilor date și ca numitor paitorul lor comun. ” 
Astfel : 

(XV) ep Due atbre 
pi ip E) 

  

>
 e >
 

Dacă fracțiile n'au acelaş numitor, trebue „să le aducem întâi la acelaş numitor [S2] și apoi să le adunăm. 

20, Scăderea. Dacă fracțiile au acelaş mumitor, diferența lor este o fracţie, care are ca numărător diferența numărătorilor fracţiilor date și ca numitor manitorul lor comun, 
Astfel: 

V | a _d a-—b, (XVI) N ua , 
“In adevăr 

E , ab pd — a—b+b _a 
  

P 2 " " 

Dacă fracțiile n'au acelaș numitor, trebue să le aducem întâi la acelaș numitor şi apoi să le scădem. 
30. Inmulţirea.. Produsul a două sau mai multe fracţii este o fracţie, care are ca numărător produsul mumărătorilor şi ca. numitor produsul numitorilor fracţiilor date. » 
Astfel : * 

CĂVII) XI XP 

OBSERVARE. Fracţia produs se poate simplifică, înainte de a efectuă înmulțirile, 10. suprimând orice factor, care se găseşte şi la numărător și la numitor;
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20, împărțind prin acelaş număr au factor dela numărător şi un factor dela numitor (dacă împărțirile se pot face exact) şi scriind în locul acestor factori câtu- rile căpătate. 
” 

  

EXEMPLU : o 
14X23X6X15 _14X15__14X3 — »2X3X2BX10 0 g = îxa al, 

40, Impărțirea. Ca să împărțim două fracţii ordinare înumulțin 
fracția întâia cu a doua răsturnată. 

Astfel + | 

I ad XV ac ad ad, ( ) db 'd DV x e. c 
In adevăr 

ad x E = acd = 2 
. | be d bed d” 
EXEMPLE : 

Adunare. | Dnnulţire, 
3 2 21 10 31 3 x 2 8X2_6 str oTa = DTS 

“Scădere Îpărțire. 

32240 342 at _axt o 5 7 35 35 35: 7 5 2  5X2 10 

86, Operaţiile dintre întregi și fracţii. Scriind orice număr întreg 
sub formă de fracţie ordinară (cu numitorul 1), operaţiile dintre întregi 
$ tracţii se reduc la operaţii între fracţii. 

    

Astfel: ! 

db a db acid b a. 0 ab - e DAL = i IER arte = ec? ax = pa PR 
a b a d uac-b baza .d ac ae — Ir Ti =7FX7z e l e Pi e l “e 1 d 

Dada bib. 
e cl caca. 

EXEMPLE: | 
= 2 5 2-15 9 17 2 5.,9 5x29 10 U — Z— — — == === 5 —"— ZI tata ztaz=z xp TXg IX3 3 2 5 2 15 2 13 2 5,2 5,3 15 DS Oz ==, Dim — == 5 3 1 3 3 3 3 3 1 3 IX 3 2 

252,5 2x1_2 
gi5= sir gg 

i “Toate regulele operaţiilor cu fracţii ordinare, cuprind în ele regulele 
_“date pentru operaţiile cu numere întregi şi păstrează toate legile funda- 
mentale ale acestor operaţii. ! 

| 
ze
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"Astfel avem: 

Ex Ext e (comatație ) SI >aX5 “id Peene 
' afe e ac ae SE (+5) = sd top (distribuţie) 

7 1 a 
x3=j (raport ). 

OBseRvăRI pentru numerele pozitive : 
19. Când înmulţim un număr a cu un număr întreg n, produsul „na este de n ori mai mare decât a, 
20, Când înmulțim un număr a eu 0 fracție A, produsul Aa 'este: mai mare sau mai mic decât a, după cum fracţia:A este mai mare sau -mak mică decât 1. | | 
30. Când împărțim un număr a cu un număr întreg n, câtul a: este de » ori mai mie decât a. LL 
40. Când împărţim un număr a cu 0 fracție A, câtul a:A este mai mic sau mai mare decât: a, după cum fracţia A este mai mare sau mai 'mică decât 1, 

EXEMPLE : 

12X3 = 26 de 3 ori mai mare decât 12 (3 întreg). 

12X.2 a 12X2 

  

= 8 < 19 fiindcă fracția si <1, 

  

a 3 

x = Le x4 = 16 > 12 fiindcă fracția ă > î, 

12:38 ==4 de 3 ori mai mie decât 12 (3 întreg), 4 
. 12: 3 EX = 18312 findeă fracția 1, 

12: 4 = 1X8 = 9 < 12 fiindcă fracţia = >1. 

S7. Fracţie din' număr, In unele cazuri simple se calculează ime- diat cât face o fracție dintrun număr. Astfel 
. . 1 12 (jumătate). din 12 este 6 sau 3x12 = I-a 

12 (a treia parte) din 12 este 4 sau 12 = C
R
 
o
 

In general avem următoarea | 
ReauLă. Ca să caleulăm o fracție dintru număr, înmaulțim fracția cu munărul. - 
EXEMPLU: 2 treimi din 105 = = X 105 = 2 = 10, 

3
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"În adevăr, | _ 

1 treime din 105 este LE, 

2 treimi din 105 este 2 X 2 = x 105 = 79. 

SS. Fracţii zecimale. O fracţie ordinară, care are ca numitor o 
putere de-a lui 10 (1), se numeşte fracţie zecimală și se scrie ca nu- 
măr zecimal [9]. 

EXEMPLE: . 205 18 
o = = 9,15; a == 0,0048, 100: 10000 

Invers, putem trece dela un număr zecimal la fracţia ordinară 
corespunzătoare: Ă 

RecuLă. Ca să scriem un număr zecimal sub formă de fracție ordi- 
nară punem ca numărător numărul zecimal fără virgula zecimală, iar 
ca numitor 1 urmat de atâtea zeruri, câte cifre zecimale. are munărul 
zecimal, 

EXEMPLE : 

DP; 00 8 
100 4 100vu 65 

Orice număr întreg se poate serie ca număr zecimal, dacă-i punem 
oricâte zeruri vrem ca cifre zecimale. Astfel: 54 = 54,000. 

$9. Compararea fracțiilor zecimale se face mai ușor decât a frac- - 
ţiilor ordinare : ” 

10, Dintre două numere zecimale, care au păsțile întregi diferite, 
acela, este mai rare, care are partea întreagă mai mare. | 

20, Pentru două numere zecimale, care au aceeuș parte întreagă, 
comparăm cifrele zecimale, care reprezintă unităţi de acelaș ordin, 
începând dela virgula zecimală spre dreapta. Dacă primele cifre diferite, 
dela aceste numere, sunt cifrele zecimale de ordin 1, acel număr este 
mai mare, care are cifra zecimală de ordin n mai mare. 

EXEMPLE : , 405,03 >> 404,9575 fiindei 405 > 404; 3,1195 > 3,718954 fiindcă 
primele cifre zecimale diferite la aceste două numere sunt miimile 9 şi 8 şi citra 
miimilor e mai mare la numărul întâi decât la al doilea. 

90. Valori apropiate. Uneori în calcule nu putem sau nu trebue 
să ţinem seama de toate cifrele zecimale ale unui număr. De exemplu, 
dacă dintr'un calcul am căpătat ca rezultat suma 21,6841 lei, o scriem 
numai cu două cifre zecimale: 27,63 sau 27,61. | 
  

(1) Adică 10, 100, 1000, ete.
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Avem 

27,63 < 276341 < 27,64 
și diferenţele flintre valoarea exactă şi valorile luate sunt 

27,6341 — 27,63 = 0,0041 < 001, 
21,64 — 27,6341 = 0,0059 < 0,01. 

De aceea numerele 27,63 și 27,64 se zic valorile apropiate ale sumei 27,6341 cu aproximaţie mai mică decât 0,01 (o sutime); 27,68 e apropiat prin lipsă, iar 27,64 e apropiat prin exces (sau prin adaos). 
OBSERVARE. Dacă 3,4 e valoarea exactă a unui număr zecimal, putem serie indiferent 3,4 sau 3,40 sau 3,400, ... . . . Ă | Nu e acelaș lucru pentru valorile apropiate: câna scriem 3,4, cunoaştem numai prima cifră zecimală exactă (aproximaţie <0,1); câna scriem 3,400, cunoaștem pr. mele 8 cifre zecimale ale numărului (aproximaţie < 0,001), 

91. Legile” numerelor zecimale, 
10. Dacă mutăm virgula zecimală, după n cifre spre dreapta, nu- „mărul zecimal se face de 10” ori mai mare sau se înmulțește cu 10". 20. Dacă mutăm virgula zecimală după 2 cifre spre stânga, numă- mărul zecimal se face de 10" ori maj mic sau se împarte cu 107, In adevăr, astfel mărim sau micşorim de 10” ori valoarea unită- ților reprezentate de fiecare cifră [9]. . * 
EXEMPLE: 8,1752 X 1(0e= 317,52; 817,52:10 — 31,758, | OBSERVARE, Cum orice număr întreg poate Î scris că număr zecimal [SS], aceste legi sunt adevărate și pentru numerele întregi. 

- EXEMPLE: 57 == 57,000; 57 X 1000 == 51000; 57:1000 = 0,057. 

92. Operaţiile cu numere zecimale. 10. Adunarea şi scăderea numerelor zecimale se fac.ea și la numerele întregi. In scris, virgulele zecimale vin unele sub altele. Dacă e nevoc, mai ales la scădere, se complectează cifrele zecimale cu zeruri, pentru ca toate numerele să aibă totatâtea cifre zecimale (1). 
20. REGULA pentru înmulţirea numerelor zecimale: . Operația. Suprimăm toate virgulele zecimale şi înunulțim nume rele. întregi rămase. | 
Operația II. Despăârțim la produs atâtea cifre zecimale, câte au avut toate numerele date, 

„EXEMPLU. 5,72 X 34. - 
Operația |: 572X34=— 19448;' operaţia II: 19,448 (8 zecimale), 
  (2) Prin aceasta aducem, de fapt, fracțiile fa acelaş numitor. 

4
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Regula rezultă din muţirea frac iilor ordinare: 

312 A 88 — 19148 
10 1U + 10U0 

30, REGULA pentru împărţirea unui număr zecimal printr un 
număr întreg : 

Operația [. Impărţim partea întreagă a deimpărțitului prin îm- 
părțitor ; obținem astfel partea întreagă a câtului (care poate fi și zero). 

Operația II. Punem virgula zecimală la cât și continuăm împăr- 
țirea ca la numerele întregi, scoborind ]a rest câte una toate cifrele 
zecimale dela deimpărţit. Pentru fiecare cifră zecimală scoborîtă la rest, 
trebue să scriem câte o cifră zecimală de acelaş ordin la cât. 

Dacă împărțirea nu se face exact, putem calculă: câtul cu aprozi= 
maţie (cu n cifre zecimale), deoarece putem scrie. deîmpărţitul cu ori- 
câte cifre zecimale vrem, adăogându-i zeruri la dreapta părţii zecimale, 
dacă e nevoe. 

Restul împărţirii reprezintă unităţi de ordinul ultimei cifre zecimale 
scoborite la rest dela deîmpărțit sau de ordinul ultimei cifre zecimale 
aflate la cât. 

OBSERVARE. Aceeaş regulă s se aplică pentru ealcularea câtului cu aproximaţie, 
și când deimpărţitul e număr întreg, deoarece îl putem scrie ca număr zecimal, cu 
oricâte cifre zecimale vrem [SS]. 

5,72 X 54 = 52 = 194418. 

EXEMPLU. | | | 
336,218 | 24 Deimpărţitul luat: 336,218000, 
„9 14,009083 Restul adevărat: 0000008, 

021 30 Verificare: 

80 14,0090$3 X 24 = 336,21 1092 
8 ” + 0, 000008 

- 336,218000, 

In adevăr, dacă vrem să avem la cât milionimi, trebue .să exprimăm deîmpăr- 
țitul în milionimi şi atem: ! 

336218000 milionimi : 24 == 14009083 milionimi 
rest: 8 milionimi. 

40, REGULA pentru împărţirea unui număr zecimal printr'un 
număr cu p cifre zecimale: 

Operația 1. Suprimăm virgula racimală dela împărțitor -și mu- 
tăm virgula zecimală la, deimpărțit după p cifre zecimale spre dreapta 
(adică înmulţim și deimpărţitul și împărţitorul cu 10”) [91,1]. 

Operația Il. Impărţitorul devenind număr întreg, efectuăm îm- 
părţirea ca în cazul precedent (92, 3]. 

Prin” operaţia | câtul nu se schimbă, i iar restul se înmulțește cu 10”; 

prin urmare restul împărţirii este restul dat de operaţia II împărțit et. 
"10? [60, 4].
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EXEMPLU. 203,7852 : 5,29, 
Operația 1: Inmulţim amândouă numerele cu 100. Operația, II: Etectuăm împărțirea 

20378.52 | 529.  Catul adevărat: 38,52, 4508. [335% : Restul aflat: 144 [după 9%, 3]. , 2195, Restul adovărat: 1,44: 100 == 0,0144. 144 Verificare: 38,52 X 5,29 == 203/7703. 
- 0,0144 
„ 203,1852 

93. Transformarea fracţiilor. Am văzut că orice fracţie zecimală se poate scrie sub formă de fracţie ordinară [SS]. 
. . .. „d . . . u 

Invers: Orice fracție ordinară 3 se poate scrie ca fracţie zecimală, 
In adevăr, fiindcă 

| | î=a:5=e (cât exact), 
problema se reduce la a calculă câtul e cu toate cifrele zecimale, care rezultă din această împărţire. 

REcuLă. Ca să lransformâm o fracție ordinară în fracție zecimală, împărțim mumărătorul prin numitor. . 
Distingem două cazuri: - 

| 10. Dacă ajungem la un rest nul, împărţirea ne dă o fracţie zeci- mală exactă, 
20, Dacă niciun rest nu e nul,. împărțirea poate. fi continuată la infinit. In acest caz căpătăm o fracţie zecimală cu o infinitate de cifre zecimale, dar o aceeaş grupă de cifre zecimale se reproduce la cât necon- tenit. Grupa, care se repetă, se numește perioadă și fracţia zecimală obţinută 'se numeşte fracţie zecimală periodică. 
Dacă perioada sau partea periodică începe îndată după virgula ze- cimală, fracţia se zice periodică simplă ; dacă, după virgula zecimală, vine „întâi O parte “care nu se repetă și apoi începe partea periodică, îracţia se zice periodică mâztă, 
EXEMPLE: „. 

, Ă = 5:8 == 0,625 (fracţie zecimală exactă), 

= 3:11 = 0,818181.,. (fraeţie periodică simplă) , 

5:92 == 0,2972727,., (fracţie periodică mixtă), Sl
ot
 
Se
o 

ej
 e

n 
N 

OBSERVARE. Fracţia zecimală cgală cu Ze dacă nu e exactă, trebue să fie perto- dică, pentrucă resturile succesive ale împărțirii a: fiind. toate. întregi şi mai mici decât 5, nu pot [fi decat cel mult numere diferite, Dacă împărțirea continuă, trebue dar să se repete unul din resturile obținute și atunci şi cifrele dela cât incep să se repete, 

"
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94. Operaţiile cu fi racții algebrice. Toate regulele date în para- grafele precedente, pentru operaţiile algebrice cu numere întregi, se aplică și la operaţiile algebrice cu fracţii ordinare sau zecimale. Numai pentru calculele aritmetice vom ţine seamă, de regulele “speciale date pentru fie- care fel de numere în parte. 

EXEMPLE: 0,58 — 3,007 = — (3,007 — 0,58) = — 2,427, 
(4-24) X (— 1,05) X (—0,6) =—+ (24 X 1,05 X 0,6) = 1,312, 

(7.03) (gas 
PAS E 

— (641) -(+2+8) 
A 10 __ 89 110 __ 178 68 17 

95. Fracţii generalizate. Numim astfel o expresie scrisă sub formă de fracție ordinară, dar care are ca numărător şi ca numitor orice ex- presie algebrică. 
! 

. 

  

  

  

EXEMPLE :; a 3 e 
——3 — — | 03 Op SC 5 

= ; _——— ——— . 1—5 24 2 dei 3 2 -b 7 -— 

»  RecuLă. Valoarea unei fracții generalizate se calculează astfel : 
Operația I. Caleulăm separat valoarea numărătorului și valoarea mumitorului. fracţiei, reducâna ac ști termeni la, numere întregi, la fracţii ordinare sau zecimale.? * 
Operația II. Facem împărţirea numărătorului prin numitor, 

  

EXEMPLE : 
Operația. Operația 1. 013 Numărătorul: 0,73 — 0418 013 X8 219 109 I—2Numitorul: 152, 2 2 2 3 3 3 3 - 

a Ş a—3bc —-—3 Numărătorul; &T30c 
2 - : “ 8 Fracţia : (a—3be)q . m2 2" Numitorul; P20-Fp (m?q4-p)b 

Q Q 
. . al Ingersul unui număr A este numărul 3 Şi avem 

AX3 =. 
A
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: a u „1 Inversul unui samd întreg a = Ţ este fracţia Z: 

, . , a , bb. Inversa unei fracții ordinare ş este fracţia răsturnată Zi 

EXEMPLE: ÎInversul numărului 25 este Z = 0,01 (1). Inversa fracţiei 0,04 sau - 
- 29 4 100 = - —— este = = 5, 100 este 3 5 

A împărţi pe a cu b însemnează a înmulți pe a cu inversul lui 8. 
In adevăr 

a 1 
aib=p=axg: 

Ossenvane. Orice fracție se poate scrie sub formă de produs şi 
reciproc, Astfel, orice expresii algebrice ar fi a, f, ș, 5, avem: 

=axX =3yx=: «XP = 
Dă 
? 

“
|
 

8 

“
T
o
 
=
 

O
z
 

[e
i 

R 

“
|
 

R 

=
 
|
o
 

|
|
 a

 

96. Esalităţi și neegulități cu fracţii. Pentru adunarea, scăderea, 
înmulțirea și împărțirea, egalităţilor și a neegalităţilor, care conțin nu- 
mere fracţionare se aplică aceleași regule ca și pentru egalităţile și ncegalităţile cu numere întregi. 

Credem totuși necesar să facem observările următoare : 
10. Egalităţi. Din . ae 

(36), î>d | 
înmulțind cu b ambii membri ai egalităţii, deducem 

DX 0x35 sau [după 59, 1] d d 

be 

Tot din egalitatea (86) împărțind cu a=+ 0, 'deducem 
- 1l_ e . ” 

bad 

REGuLă. Impărțitorul sau un factor dela numitorul unui membru 
al egalității poate fi trecut în celălat membru ca înmulțitor sau ca, fac- 
tor la numărător şi reciproc: înmulfitorul sau un factor dela numără- 
torul unui membru al egalității poate fi tecut în celălalt membru ca împărțitor sau ca. factor la munitor, 

  > (2) TABLĂ III dela sfârşitul volumului ne dă inversele numerelor întregi dela 1 Ia 100.
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EXEMPLE: Din 7 = 35 deducem '7=—35x2; 

_ din 3X6_29 deducem IX6  9xX1, 4X5 10 N 5 10 : 55 2 5,5, din 2x 3 deducem 2= ii 

dn 3X6— 9 acâucem _3 29   

  

a
 x a S [s

ă x «a 8 x e 

20. Neegalităţi. Din 
= | a e (38). | î>ă ) 

înmulţind ambii membri ai neegalităţii cu b, deducem 

a > se pentru VW>0, 

(39) ia | a < 7 pentru b<0.. 

Tot din neegalitatea, (38), împărțind eu a 0, obţinem 

5 > ză pentru a>0, 

1 e . Ț < Pr, pentru a<90. 

"Prin urmare aplicăm și la neegalități regula precedentă,. dar trebue să fim atenţi la sensul neegalităţii finale: dacă factorul, care se trece dintr'un membru în celălalt, e pozitiv, sensul neegalităţii se păstrează ; dacă acest factor e negativ, sensul neegalităţii se schimbă. 
EXEMPLU. 

. 4 (=-2) X 10 “ 1 (—2)X 10. D — > SU dea —— > AU, 
in = > 28 educem = > IX: 

din 4 (—2)X.10 (— 7) X(—2)X.10 = > = deducem 4 < RR 

97, Mulțimea numerelor raţionale. Există o infinitate de şiruri de numere fracţionare analoage cu şirul F» [77]: 

(Fi) me mp —2, —1. 0 
i 2 1 1 2 - (F2) , “..3 pm o 3 0, > a ... n . . 

; pe 2 "1 0 1.29 Ri (Ph m o d, ae ase : m m m mn MR 
. . jo
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. 

Șirurile 7, F2,..., Fm ... Cuprind- toate numerele întregi şi 
fracționare (ordinare şi zecimale) și formează la un loe madlfimea mu- merelor raționale (1). | 

Să presupunem că, luând o lungime ca unitate întreagă, însemnăm „pe o axă A a 
. 

19. toate punctele are corespund lă diviziunile 1 (şirul F, ); 

IN 20. toate punctele care corespund la diviziunile 5 (șirul Fa); . 

1 „80. toate punctele care corespund la diviziunile 3 (șirul 73); 
şi așă mai departe. Obţinem astfel o infinitate de şiruri de punete Fi ; 
Fa, sc... Fa, ... situate pe axa A. 

Două sau mai multe puncte din. șiruri diferite pot îi distincte sau 
pot coincide. 

"Za fiecare munăr rațional (întreg sau fracţionar, pozitiv sau: 
negativ) corespunde un punct şi unul singur pe axa A. _ 

Reciproca nu e adevărată: Za us punct de pe aza A sau cores- 
+ pund o înfinitate de mumere raționale egale (2) [S80, 3]. sau na cores- 
punde niciun număr rațional. 

EXEMPLE: La punctul cu abseisa | corespund o infinitate de nuimere raţionale 
2 3 n egale: 1, 2, 

BD! ; > > 3 ; Li % ? 

Din contra, dacă O e originea -pe axa A şi dacă segmentul OP este diagonala Patratului cu laturea 1, la punctul P nu corespunde niciun număr rațional (3), 

Toate punctele, de pe axa A, la care corespund numere raționale, 
formează mulțimea punctelor raționale. 

9S. Șirul numerelor raţionale. Dacă două numere raţionale A și pu 
sunt egale, ele corespund la acelaș punct P pe axa A (fig. 22, pag. 60) 
şi avem A=u=0P. 

„Dacă Ap şi dacă 4A=0B, e = 09, punctul P se găsește la 
dreapta lui Q. | 

Să. presupunem că am însemnat pe axa A mulţimea tuturor punc- 
telor raţionale și că am seris în dreptul fiecărui punct raţional numărul 
raţional corespunzător. Cum la un punct raţional corespund o infinitate 
de fracţii [96], toate egale, vom serie în dreptul acelui punct fracţia 
nereductibilă corespunzătoare | S1]. 

  

U) Aulţime == ensemble, aggregato, Menge. 
(2) Din şiruri Fy diferite, __ 
(3) Se demonstrează în Geometrie că în acest caz valoarea lungimei OP nu e un număr rațional. 

N
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Astfel toate fracțiile din şirurile F4, FA, ..., Fa; ... sunt aşe- zate într'un singur șir în ordine crescătoare. Acest şir se numește șirul numerelor raționale sau şirul F (fig. 93). - 
OBsERvARE. Şirul F conţine toate numerele întregi şi fracționare (1). 

—OO NUMERE RAȚIONALE NEGATIVE 0 NUMERE RAȚIONALE POZITIVE +00 . +, . 
1 

E 7 

O 
Fig, [X

I 
. 

TEOREMĂ. Între dou numere raționale neegale sunt Cuprinse o în- finitate de numere raţionale distinete. 
In adevâr fie. 

< =
]
 

CI 
e 

Fracţia 

%
 

A
 

O
 

  

__8 
13 A

 
+
 

O
 

este cuprinsă între fracțiile date, fiindcă [după st, 2] avem 

ăi 3 8 5 
7 1<s 

In acelaș fel găsim Că fracțiile 

348 _ 11 845 18 
7413 20 1 1376 19 

sunt cuprinse între fracțiile date, fiindcă averi 
” . 

3 11 8 13 5 
7“ 30 S 13 < 19 <g 

„Şi așă mai departe. 
De aceea zicem că mulfimea naumerelor raționale (adică mulțimea F ) este densă. 

OBSERVARE. Deşi între două purtcte raţionale, oricât de apropiate ar fi ele pe axa A, se găsesc o infinitate de alte puncte raționale, totuşi se găsesc, pe această axă, și puncte care nu sunt raţionale, adică puncte care nu fac parte din mulțimea F. SP SI . . a ConRoLaR. Oricât de mică ar fi o fracție cu termeni pozitivi —, 

  

ia y , a Aaa _ d există întotdeauna 0 altă fracție pozitivă mai mică decât ea. 

, (1) Dacă o fracţie > este reductibilă, valoarea ei figurează în şirul F prin fracţia nereductibilă [d egală cu > . In acest sens zicem că şi fracţia 7 se găsește în şirul F,
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. 

Numerele O și = fiind raţionale, rezultă, după teorema precedentă, 
„"că, între ele, se găsesc o- infinitate de alte numere raționale. 

“Demonstrația se poate face și direct, 
In adevăr, dacă luăm orice număr d >b, arem 

+ a 2) 
0O<— <<. <pSj 

Cum există o infinitate de numere d' mai mari decât D, găsim o 
infinitate de fracţii 2 cuprinse între 0 și Ș- 

In particular putem aveă 

oricât de mare ar fi n. E de ajuns să luăm a.10"< % sau W' > a. 102 | 

99. Mărimi comensurabile. Două mărimi de acelaş fel se pot com- pară între ele [î]. Ele pot fi egale sau neegale. O mărime poate fi egală cu suma altor mărimi, | 
Vom zice că o mărime A se cuprinde de n ori exact într'o altă 

mărime B de acelaș fel, dacă mărimea B este egală cu suma a n. mă- 
rimi -egale cu A. In acest caz B este de n. ori mai mare decât A și 
măsura lui B cu ajutorul lui A este 1, ceeace se serie 

(40) B=aXA 
sau | 

(41) măs.B=n (pentru A=1),. 

Dacă mărimea A nu se cuprinde de un număr exact de ori în B, Aar dacă există o a treia mărime C, care st cuprinde de a ori în A și 
de b ori în B, zicem că C este o măsură comună pentru mărimile A . şi B şi scriem “ 

(42) A=axC, B=5XC 
- Sau 

(43) măs.A=a, măs.B=0 (pentru C=1), 

In acest caz mărimile A şi B se zie comensurabile. 
DEFINIȚIE,  Raportel dintre două mărimi A și B este raportul “dintre numerele, care reprezintă măsurile acestor mărimi, determinate -cu aceeaş unitate de măsură.
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. , A Raportul dintre mărimile A Și B se serie Ş: 
Avem dar, pentru egalităţile (43), 

A măs, A a . 
(4) B7 mas. B d (pentru c=1). 

  

Dacă în loc de C luăm o altă unitate de măsură, de exemplu „_G IER _ < = (de n ori mai mică), -găsim 

A=nXaxC, B=uX9XC 
sau | 

măs., A=nXa, măs.B=nuX9 (pentru C'=1), 
Și raportul 
(45) A _uxa__d 

B 2x59 
  (pentru C'=1),. 

Din egalităţile (44) și (45) rezultă că valoarea raportului a două “mărimi nu depinde de unitatea cu care măsurăm aceste mărimi. 
In particular, dacă, alegem pe B ca unitate de măsură, din egali- tatea (44) deducem îi ! 

măs, A = 

, Ă 

“
8
 

(pentru B=1), 

Prin urmare: valoarea vaportatlui a este miisura lui A cu ajutorul lui B, 

OBSERVARE. Măsura lui B cu ajutorul lui A esta 2, 

100. Mărimi incomensurabile. Dacă nu există nicio mărime G, care să se cuprindă de un număr exact de ori şi în A și în B, mări- mile A şi B se zic, incomensurabile. 
In acest caz, pentru orice parte alicotă a lui B luată ca unitate 

i 
B de măsură, de exemplu pentru c= găsim un număr întreg 2, 

pentru care avem 

pPXC <A < (p+i)xc 

  

:sau | 
, Il p = măs A < pr (pentru C=1). 

măs. B = gq 
Prin urmare | | | 

| > “mas. A __ A pă, 
(47) q măs.B  B < d
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Â . . . In acest caz, valoarea raportului g Său măsura lui A cu ajutorul . , .. .Drl n. , lui B este un număr cuprins între fracțiile E ȘI ia Diferenţa din- 
în. 1. . , tre aceste fracţii fiind —, zicem că fiecare din ele reprezintă măsura 

Fi e 0 măsură 

. - SR i „dl lui A (pentru B=1) cu aproximație mai mică decât —; 
, april . , , apropiată prin lipsă, iar —— e o măsură apropiată prin exces. 

In practică, luând pe g destul de mare, adică unitatea de măsură 
— destul de mică, vom zice că măsura lui A cu ajutorul lui B este 2 p+rl 
u—, sa 

EXEMPLU, Dacă. A este lungimea unei stofe şi B lungimea unui metru şi dacă 
nici B, nici > , nici = nu intră de un număr exact de ori în A, dar dacă Să se. 
cuprinde de 845 ori în A şi nu se cuprinde de 348 ori, vom zice că în lung:mea A avem 815 cm. de stofi (sau 346), fără să ne mai gândim să măsurăm şi diferența 
rămasă cu ajutorul fracției mai mici 2 adică cu nilimetrul. 

101. Unităţi practice de măsură. Pentru măsurarea. mărimilor se 
întrebuinţează unităţi principale şi unităţi secundare: multiplii (unităţi 
superioare ) și submultiplii (unităţi inferioare) unităţilor principale. Toate 

„aceste feluri de unități se deduc, de obicei, unele din altele ca și uni- 
tățile din sistemul zecimal. 

In practică avem două feluri. de sisteme de misuri: sistema metrie 
“și sistemul C, GL. S. N 

10. Sistemul metric. Unitatea principală pentru lungimi este 
metrul (m), care e a zecea milioana parte din sfertul meridianului 
„pământesc (!). Lungimea metrului-etalon, construit în platină, se pă- 
strează la biuroul internaţional de greutăţi și măsuri din Sâvres (Franţa). 
“Avem mutri copii-elalon în toate capitalele ţărilor, care au adoptat siste- 
mul metric (2). * | | 

Multiplii metrului sunt: | 
1 dam (decametru) = 10 m; 1 hm (hectometru) = 100 m; 
1 îm (kilometru) = 1000 m; 1 m (miriametru) = 10000 m. 

5 Submultiplii metrului sunt: | 
1 dm (decimetru) = 01 m; 1 cm (centimetru) = 0,01 m; 
1 mmm (milimetru) = 0'001 m; 1 p (micron) = 0,000001 m. 

Multiplii şi submultiplii metrului merg din zece în zece, 
  

(1) După măsurile & doi învăţaţi franceji: DELAMBRE și MECHAIN. Sistemul metric a fost 
adoptat in Franţa la 3 Noembre 1801 sub NAPOLEON I, dar a devenit obligator numai dela 1 lanuar 1840. 

(2) România a adoptat sisten,ul metric din anul 1884,
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Cu decametrul se măsoară drumurile în li şi În. Măsura practică e un lanţ sau o panglică lungă de 10 Aproximația e de i d. ” 
Cu metrul se măsoară stofele, dimensiunile clădirilor, ale materialelor de con- strucție, ete. Aproximaţia e de 1 cu, 
Cu decimetrul sau dubludecimetrul, divizat în jumătăţi de milimetru, se măsoară dimensiunile pieselor de mașini, ale figurilor dintr'un desemn, etc, Micronul se întrebuințează pentru măsurile extrem de delicate din Fizică, 
Un grad din meridianul pământesc (1) are lungimea, de . 

10000 hm. = 101,111... fa, 

In marină se întrebuinţează : mila marină, care corespunde la a 60-a parte din grad sau la 1 minut din meridianul pământesc 

1 milă = mi Am = 1851,85 m şi 1 leghe = 3 mile. 
  

Iuţeala vapoarelor se exprimă în noduri, Un nod însemnează 30 pe minut, Un vapor cu iuţeala de n noduri parcurge n X 30 X 60 = n X 1800 == m mile pe oră. În Astronomie, peniru distanțele dintre astre, se întrebuințează ca unitate de lungime raza medie a Pământului — 6467 Iu sau distanța medie dela Pimânt la Soare == aproape 150 milioane km, 

Pentru suprafețe şi volume nu avem unități de măsură etalon. Supra- fața unei figuri și volumul unui corp se deduc prin calcule, măsurând anumite lungimi şi aplicând formulele date de Geometrie (2). Măsurile se exprimă pentru suprafeţe în metri Datrați şi pentru volume în metri - cubi sau în multiplii şi submultiplii acestor unităţi. 
1 mp (metru patrat) este un patrat cu laturea de 1 m, 1 me (metru cub) este un cub cu laturea de 1 n. 

___ “În acelaș fel se definese şi unităţile lor secundare. Multiplii şi sub- multiplii metrului patrat merg din sută. în, sută. Multiplii și submultiplii metrului cub merg din mie în mie. | 
Pentru măsurarea câmpiilor se ia ca unitate arul (1 d =1 damp ) și hectarul (1 ha = 1 hp). 

? Pentru suprafețele mari (judeţe, ţări, etc.) se întrebuinţează hp; pentru hăr- țile geografice și desemnurile de precizie munp. 
Pentru lemne avem sterul (1 st = 1 mc) şi-decasterul (1 dast = 10 me), 

Pentru“capacități unitatea de măsură este litrul. Un litru este un decimetru cub. Multiplii și submultiplii litrului merg din zece în zece. 
OBSERVARE. Avem: 1fi=—1 mc, 11=1 de și 1 ml= cmc, 
Pentru greutăți unitatea de măsură e kilogramul (1 lg), greutate etalon de formă. cilindrică depusă la biuroul de greutăţi şi măsuri din Săvres: kilogramul e greutatea unui decimetru cub de apii- distilată, cân- tărită în vid, la temperatura de -1-40 C, a 

* (JA 90-a parte din sfertul meridianului pământesc, 
(2) V. FORMULELE la Sfârşitul volumului, 

M. G. | -6
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„Unitatea principală este gram (19) a mia parte din kilogram. 
Multiplii și submultiplii gramului merg din zece în zece. 
Pentru greutăţile mari se întrebuințează quintalul (1 q =— 100 lg), 

tona (1 t = 1000 49). și vagonul (1v = 10000 Ig). a 
“In laboratoare şi farmacii unitatea de greutate e gramul cu sub- 

multiplii lui până la miligram. 

OBSERVARE. Avem pentru apă: 

(49) ime=lt,. ldme= lg,  leme= lg, 1 mme = 1 mg. 

Aceste egalităţi nu sunt adevărate pentru toate corpurile. "Totuși 
convenim să zicem, în general, că unităţile din fiecare egalitate (48) sunt unități corespunzătoare. 

2%, Sistemul C.G.S. In Fizică se întrebuințează numai trei uni- 
tăţi de măsură fundamentale : centimetrul pentru lungime, gramul pentru 
massă Și secunda pentru timp. Acest sistem, care n'are nicio unitate se- . 
cundară, se numeşte sistemul C. GQ. S. după inițialele numelor celor trei 
unităţi, din care e compus. . _ | 

| Când numerele, care rezultă din măsurări, sunt prea mari, se în- 
trebuințează notația prescurtată : | 

10" = 1000 ..... 0 (1 urmat de n zeruri), 
107” =— 0,000 .... 01 (1 precedat de n zeruri ). 

EXEMPLE. Distanţa medie dela Pământ lu Soare — 15 X 1012 em; massa unei molecule de Ilidrogen == 0,060 000 ... 00£ == 10-24 g, | 1 2 8. .. 

102. Relaţia dintre volum și greutate, Raportul dintre greutatea 
unui corp şi volumul lui, exprimate în unităţi corespunzătoare [ 101, 1], 
se numește densitate. Da a 

Î Se mai poate zice că densitatea este greutatea unei unităţi de voluni 
exprimată în unităţi corespunzătoare. a 

EXEMPLE. Dacă 25 cme de aur cântăresc 481,5 J ( centimetrul cub și gramul 
fiind unităţi corespunzătoare ), densitatea aurului este a 

481,5 1956 i a D => SE a 3 = 196, „ 
Prin urmare 1 cmc de aur cântăreşte 19,26 grame. 

Dacă însemnăm cu Y volumul, cu G greutaica şi cu D densitatea 
unui corp, avem formulele: 

(XIX) o p=6, e=pp v=8. V „2 DD 
OnsERvARE. În aceste formule D o. un număr abstract; greutatea 

Q şi volumul V trebue să fie exprimate în unităţi corespunzătoare.
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V. — NUMERE COMPLEXE ARITMETICE, 

103. Sisteme complexe. Câna multiplii și submultiplii unui sistem de unităţi de măsură nu sunt formaţi după sistemul zecimal (1); siste- mul de măsură este un sistem complez, iar numărul, care rezultă din această măsură este un număr complex aritmetice [10] (2). 
Prin astfel de numere complexe se exprimau măsurile cu unitățile vechi din toate ţirile, înainte de întroducerea sistemului metric. Sistemul complex se mai păstrează și azi pentru măsurile din Anglia şi Rusia, precum și în Geometrie şi Astronomie, pentru măsurarea unghiurilor, a arcurilor și a timpului. 

: 
l0. Unităţi vechi românești. Diferitele provincii româneşti fiindcă au aparţinut, înainte de unire, la state diferite, au avut şi uni- tăţile vechi de miisură diferite (3). 
Astfel pentru lungimi, se întrebuință ca unitate principală de mă- sură stânjenul : 

In Ardeal SR 
1 st = 1,90 m = 6 urme (2), 1u=12 policari (5). 

In Afuntenia | 
1 si. = 1,96 m = 8 palme (p), 1 p = 12 degete (4). 

In Moldova - E 
1 st. = 2,23 m= 8 palme (2), 1p=—8 palmace (pe). 

Măsura: 3 stânjeni 5 palme şi 9 degete se serie 

3st 5p 94 (număr complex ). 
Un număr complex aritmetie este,: de fapt, un număr fracţionar ordinar mai complicat. Astfel, fiindcă fiecare deget este' o zecime din palmă, avem ? 

9 | 
5p 9d = 5 o palme 

şi fiindcă fiecare palmă, este o optime din stânjen, avem 

„8 
20, Unităţi engleze (4). In Anglia unitatea principală de mă- sură pentru lungimi este vardul (77): 
1 y = 0,914 m = 3 picioare (/), LfF= 12 degete (i) (5). 

  

3st 5p 9 d=3+ stânjeni. 

  (1) Adică nu merg din zece în zece sau din sută în sută, etc, (2) Să nu se confunde aceste numere complexe din Aritmetică cu numerele complexe sau ima- ginare din Algebră, 
. (3) V. TABLA IV dela Sfârșitul volumului. , 

(4) V. TABLA V dela Sfârșitul volumului, 
(5) In limba engleză feet ( picioare ) și inches ( degete )e LN 

$*
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Pentru valori unitatea principală e livra slerling (L. st.) (1): 
“1 Le st. = 25.22 lei aur = 20 şilingi (5), 1 s = 12 dinari (d). (2). 
În loc de 15 livre sterlingi 8 șilingi și 7 dinari se serie L. st. 15.8.7. 

3. Unităţi pentru arcuri, unghiuri și timp. Pentru 
arcuri se întrebuințează ca, unitate principală, de măsură gradul, care e 
a 860-a parte din cerc şi ca submultiplii : minatul și secunda. 

1 grad (10) = 60 minute; 1 minut (1”) = 60 secunde (60”). 
Unghiurile Ja centru, corespunzătoare acestor arcuri de cerc, sunt 

unităţile cu acelaș nume pentru unghiuri. 
Pentru timp unitatea de măsură este ziua (solară medie): 

| zi = 24 ore; lLoră (11) = 60 minule (m); 1 m = 60 secunde (s). 

EXEMPLE. Yom serie dar 

15 grade 42 minute și 25 secunde de arc: 150 4% 25", 
15 ore 42 minute şi 95 secunde de timp: 15 h 49 m 958, 

104. Transformările numerelor. complexe. Numărul, care ne arată 
câle unități de un ordin formează o unitate de ordin superior, este ra- 
portul dintre aceste două feluri, de unități. 

Astlel raportul dintre zile şi ore este 24; raportul dintre grade şi 
secunde este 60 X 60 — 3600. . | 

In toate problemele cu numere complexe intervin două feluri de 
operaţii: transformarea unor unităţi date în unităţi de ordin inferior lor 
sau în unităţi de ordin superior. 

10. Ca să transformăm nişte unităţi date în unităţi de ordin infe- 
rior, înmulțim numărul unităţilor date prin raportul dintre aceste unităţi 
şi unităţile inferioare cerute. 

EXEMPLU : 5 zile câte ore fac? Raportul dintre zile şi ore e 24 și 5 X 94— 120 ore, 

20, Ca să transformăm niște unităţi date în unităţi de ordin stpe- 
rior, împărțim numărul unităţilor date prin raportul dintre unităţile supe- 
rioare cerute și unităţile date. 

EXEMPLU. 1 000 000 secunde câte zile fac? Raportul dintre zile Şi secunde este 
86400 şi 1 000 000 s: 86400 ne- dau 11 zile și 49600 secunde, 

105. Transformarea imui număr complex în număr întreg şi 
viceversa. 10. Orice număr complex conţine, în toate unitățile care-l com- 
pun, un număr întreg de unităţi de ordinul cel mai mie. 
  

(1) In românește se zice adesea 1 Jiră în loc de 1 livră, Nu există lire decât în Italia. In Anglia, în Turcia şi în Egipt unitatea pentru valori este livra engleză, turcească sau egipteană. 
(3) In englezeşte: 1 livră sterling = 1 pound; 1 șiling = 1 shilling; 1 dinar = 1 penny. e 

.
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EXEMPLU, În 4ăz 8 / 29 14s avem 45X 24 +- 8 = 1088 ore; 
1088 X 60 4- 29 = 65309 minute; 65309 X 60 -- 14 — 3918554 secunde, 

RecuLă. Ca să transformăm un număr complez în număr întreg, 
transformă, prin înmulţiri şi adunări succesive, unitățile de ordinul 
cel mai înalt în unități de ordin imediat înferior ; apoi toate unitățile 
de acest ordin în unităţi de ordin imediat inferior. lor şi aşă mai de- 
parte până ce ajungem la unităţile de ordinul cel mai mie, care se gă- 
sesc în numărul complex dat. | | 

20, Uneori ni se dă un număr întreg de unități de acelaş ordin 
şi vrem să știm câte unități de ordine superioare se găsesc în cl. 

E problema inversă celei precedente.. In acest caz va trebui să 
facem un șir de împărțiri [104, 2]. ” 

EXEMPLU, In 3 918 554 secunde găsim prin împărțiri succesive : 
3918554: 60 == 65809 minute şi un rest de 14s; 
în 65209 avem 65309 : 60 == 1088 ore şi un rest de 29; 
în 10884; avem 1089:24 — 45 zile şi un rest de 87, 

In practică aceste operaţii se aşează în modul următor: 

  

3918554. s | 60 A 
318 55309 m | 60 

155 4 580 10887, | 24 
509 128 [43 , 

14 s 29 81 2 

Deci 3 918 554 secunde — 45 zile 8 ore 29 minute 14 secunde, 

RecuLă. Ca să transformăm un număr întreg în număr complex 
căutăm, prin împărțiri succesive, în unităţile date câte unităţi avem de 
ordin imediat superior; apoi în aceste noi unităţi, câte unități avem de 
ordin imediat superior acestora și aşă mai departe -până ajungem la uni- 
tăţile de ordinul cel mai înalt ce putem eveă. | 

„Ultimul cât şi “resturile împărțirilor efectuate sunt părțile care com- 
pun numărul complez căutat. 

| 106. Transformarea unui număr complex în număr fracţionar 
și viceversa. 10, Intâlnim această transformare, când vrem să exprimăm 
toate unităţile, care compun un număr complex, cu ajutorul zmei sin- 

"gure unități, alta decât cea de ordinul cel mai mie, 

EXEMPLU, Să exprimăm 45 z8/ 29 m14s în ore. Numărul căutat va conține evident 
o parte întreagă 45 X.24 -+- 8 = 1088 ore şi o parte fracționară, 29 m 14 s, care e mai 
puțin decât o oră.. Această parte exprimată în secunde este 29 X 60 14 = 1754 s, , 1 , . 1754 , Secunda fiind 3c0d din oră, 1754 secunde fac 3600 Ore. Deci 

45 3 8 29 m Î4 s == 1088-+- gag ore = 1086/4872 ore,
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RecuLă pentru transformarea unui număr complex în număr  frac- ționar : 
| 

_ Operația. Ezprimăm în unităţile întregi cerute toate unitățile de ordin superior acestora [105, 1]. Obţinem astfel partea întreagă a numărului fracţionar. 

Operația II. Transformăm în unităţile de ordinul cel mai mic toate unitățile imferioare unității întregi cerute şi împărțim numărul ob- finut prin raportul dintre unitatea cerută şi unitatea de ordinul cel mai mic. Obţinem astfel parea fracționară a numărului căutaţ, 
OBSERVARE. Dacă vrem ca numărul fracţionar să fie zecimal, transformăm par- tea fracţionară obţinută în iracţie zecimnlă, împărțind numărătorul prin numitor [93]. 
20. RecuLă pentru transformarea unui număr fracționar în număr complex : 

- 
Operația [. Zonulţim numărul fracționar dat cu raportul dintre, unitatea lui întreagă şi unitatea de ordinul cel mai mic. Numărul frac- ționar devine astfel un număr întreg sau fracționar exprimat în unităţile de ordinul cel mai mic. ” 
Operația II. Transformăm partea întreagă a acestui număr în munăr complex [105,2]. 

| 
EXEMPLU, În 1088,4872 ore, fiindcă unitatea de ordinul cel mai mic e secunda Şi fiindcă r portul dintre ore și secunde este 3600, avem 1088,4872 X 3600 — 3 918 555,92 secunde și [după 105, 2] găsim 

1088,4872 1. == 45 2 84 29 m 13,92 s. 

107. Operaţiile cu numere complexe. Fiindcă un număr complex se poate transformă în număr întreg sau fracționar, operaţiile cu nu- mere complexe se redue la operaţii cu numere întregi sau fracţionare. Totuși în unele cazuri, aceste operații se pot efectuă întrun mod mai simplu calculând direct cu numerele complexe. 
Dăm aci câteva exemple, din care se deduce ușor regulele în- trehuințate. . 

10, Adunarea. , . 

100 25" 39”  dâr 480 == 480 
280 7” 43” 67” = 107 
50 85" 14” 96" — 1” 36” 

430 67" 96” total: 440 8” 36” 
In practică se rețin în minte unităţile de ordin superior şi se adună la suma următoare, Astfel vom zico: 14 cu 43 fac 51 şi cu 39, 96” adică v şi 36”, Se scrie 36 sub secunde, iar 1” se adună la coloana următoare, 

i



V. — NUMERE COMPLEXE, S7 

„90, Scăderea. 

„460 85" 1” —  scriom 450 94*67”— 

  

180 49* 19” 180 49" 19% 

? rest: 270 52* 48” 
adunând 10 sau 60' (din 460) la 35 şi 1” sau 60” (din 85”) la 7%, 

30. Inmulţirea cu un număr întreg. | 

2 40” 

  

170 49 827 x - -s9xo=1607= 
5 427X5 = 210” = 30 307 

3 I70X5= 850 =8%  - 
produs; 880 32' 40”, 

În prae! ică se rețin în minte unităţile de ordin superior (2 sau 80) și so adună 
la produsul următor, 

49. Impărțirea printr'un număr întreg. 

880 32' 40” 
880: 5 = 170 | 170 497 3377 cat. 
38 

30 X 60 =— 180 

482 
212':5 =— 49% 

12 

2'X 60 = 120% 

+ 40 | 

"1607; 5 = 32 

10 - 

0 
Restul dela. împărțirea gradelor se transformă în minute şi restul dela, impăr- 

țirea minutelor se transformă în secunde, 

EXERCIŢII, 

9. Ce valoare. are produsul —22, dacă z are una din valorile următoare : 
0, 2z=5X14—8—7X2—9; 2, a=5X(14—8)—7X(83—9; 
30, z=5X(14—8—1)x(3—9); 4, 2=5X(14—8—7)X3—9; 
5, 2=5X(14—8—1X3—9); 60, z==5X[14—83—(7X3—9)]. 

R. 10, —64; 20, —144; 80 —60; 40, 1-48; 80, -[-240; 60, +60, 

10. Si se pue în evidență factorul comun în una. din expresiunile următoare: 

10, 324 (2+-y)(2—y)4-(z—y—3y; 
a % sefa Getuj tata pasa; 

- 30, da ra — 024 Tri + rr; 

40, 2/7 — 0,27 — 0,027 27 — 2709,
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R. 10. (224-3)(2—y); 2, U0z+-1)(5z-k-y); 30, 2ar (7h—0,127r+ 3); 
49, 27 X (0,1 —0,01 — 0,001 + 1—100)==—27X 98911 = — 2610,597, 

; A 8 Tazy 11. Să se scrie expresiunile: 15, az, 4022, —ab, 5» 20a—8b4+5c 
Ă A 

2 ca produse 19, cu factorul 2; 20. cu factorul —5; 80, cu factorul —z: 
az — 8 2 —Tazy R. 2X75; 2X 3: (LX (sa); (—5)xzab; (-3)x i 2 oz 

(-3)x (—5a+-205-3e). 

12. Să se adune fracțiile 

  

  

A 3 KA 9, dp 2 t(n—1) n(n—1)(n—2), ge Tip ai 12.3: 7rîa 28 Fi 1 1 1, 90 0 207 pe i 
+ Y z, a d.e. 

So ac! ip gr. | 
“228 , Gn--3n(n—1)-kn (n—1) (n—2) n (n224-5), 19, 100228; 20, 1.2.3 — =: 30, ara 20 +-38++-360, qo deea. 50, az by-t- cz. Go, de -kalt-- be? 180 ae. ae abc 

13. Să se scrie fracţia, care are ca numărător suma, numărătorilor şi ca nu- mitor suma numitorilor fracţiilor din fiecare exerciţiu 12, 

24, n 77 72 . 3 , 59: pm 22); 3 Tzara); ae FIR: p_Fhkytkz, Go atb-e 
5, be-racab!' 2: b-FPera=l. 

Re 1, 

  

14. Să se inmulţească iracţiile din fiecare exercițiu 12, 
189 | o 5 (n — 1)2 (1 —2) pp. do ZYz. co abe_ . R 

, 
—— Re 10. 2009: 20. 13 "ae! iii! 0 aăe 

15, Să se efectueze operaţiile : 
10. 0,053289 X 10000; .20, 1,5729: 10000; _13%,02X05X041; 40. 36,408 X 125000; 50, 0,007 X 0,02 X 0,009; 60 | :0,07504; 70, 10:0,135; 80. (1—0,72536):4; 90, (—6-+-0,03289):5, 

R, 10. 532,89; 20, 0,00015729; 30, 1;" 4% 36408000:8-- 4551000; 
6250 , 50, 0,000000126; 60, ges-== 13,320; 70, 10:80, 

Caturile 80 şi 90 se pot calculă în două feluri: sau efectuăm întâi diferenţele din paranteze şi apoi facem împărțirea ; sau sericm, adunând şi scăzând acelaş număr, 
50, (4 —3,72536) :4 == 1 —0,93134 = 0,06866; 
9%, (— 104 4,03289) :5 == — 224 0,80658 = — 1,19342,
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- 16, Să se calculeze valoarea numărului z, pentru care avem: 

10, 5pX2=8$i 20 0546:z= 1,2; 30. 2:3,4415==0,0729, 
Re 10, pi 20020455; 30, pag = 002323, 

15 6009 a Ri 17. Lia De câte ori e.mai mare taţi 7 decât iar ? Cu cât e mai mare? 

  

15 15, 6009 __15, 3 a . 
R, 1, d Xa= 7; zf 8 Si ce deci de 5 ori, 

15 15 __ 6009 __13* 3 2, 12 
2. stai Tae 7; deci cu 7, 

1376 18. 10, De câte ori e mai mică fracţia 0,002048 decât 05? Cu cât e mai i mică? 

, 1376 2018 32 1876 0, a Sa e pa 6 R, 1 503 = 10000 Ti Dos 45; deci de 48 ori, 

pat, a > Sea == re, = 0080016; deci cu 0,086016, 

19. Cu cât creşte produsul 34507 X 0,659, când creștem fiecare factor cu 0,001 ? 
R. Cu 0,001 S 0,659 -- 0,001 X 34507 —+- 0,001 X 0,001 = = 0,0041107, 

20. Si se simplifice fracțiile: o a. 10, 1+2:9e mo: 20 1.2.3... (2041), go I-8-5- «+. (2nț-1), "2.4.6... 2ui 2135. (2n FI): 3346 2n 2) 
R. 10. 1.3.5... (2n—1); 20, 2.4.6... 2n; 30. avem pentru n nepăreche 

(0-2) (0-4)... (2n +1) . (n4+3)(n4+5),, AED, 
2212.46... (mp1) îi: PERtEU n păreche ae 

  

21. Să se așeze în ordine de mărime" fracțiile 

(a) a a-ti a2 au atu 
&) . d DI D200 Da: DAFT 

R. Şirul (&) e crtscălor pentru a< d şi descrescător pentru a>?, 

  

22, Intr'unan sunt 365,2422 zile, Câte zile, re, minute şi secunde sunt întrun an? 
R. 3652 5k 48 m 465. 

"93, Pe un cadran un indicator 'deserie intr'o oră un are de 40 18: 37; ce are 
va descrie el in 2 zile 9 ore 25 minute și 4 secunde ? , 

+ pan 1 1541 2067.41 - „Re 4018'31"=—15517”; 229 n 25 nu 41 s == 57 -F 3550 ore == = 5 ore, 
şi _15517-X 2%! — 891439 = 2470 32 19, |



  

CAPITOLUL IL. | 
OPERAŢIILE DE TREAPTA A TREIA. 

I: — RIDICĂREA LA PUTERE, 

108. Puterea unui număr, A ridică pe a la puteţea n însemnea- 
ză a efectuă produsul ! 

(XX). . N d =axax Xa 

format din n factori egali cu a [49]. 
Rezultatul acestei operaţii se numește puterea a n-a-a lui a; a este baza iar n exponentul acestei puteri. | 
In această. definiţie n este un număr întreg şi pozitiv; . a poate fi orice expresie algebrică, 

Adunarea este operaţia directă de treapta întâia; înmulţirea (adunare de numere egale) este operaţia directă de treapta a doua; ridicarea la putere (inmulţire de numere egale) este operaţia directă de treapla a treia şi avem: 

na=a--a+...+a (m termeni a), 
a” =aXax... Xa (m factori a). 

OgsenvanE. Un palrat, cu laturea de a centimetri, are suprafaţa de a? centimetri patrați (fig. 24); un cub, cu laturea de a centimetri, are volumul de a3 centimetri cubi, - 
"De aceea a? și a3 se mai zic a la patrat şi a la cub. 
EXEMPLU. 1 metru = 10 decimelri ( dm); 1 metru patrat = 102 dp == 100 dp; 1 metru cub = 103 dme =— 1000 dme, - 

„ Puterea a m-a a unui număr întreg (pentru 7 întreg și pozitiv) e 
tot un număr Întreg şi se numește putere perfectă. In particular, patratul 
sau cubul unui număr întreg e un număr întreg și se numește patra 
sau cub perfect.
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Pentru înlesnirea calculelor practice se pot întrebuință tablele, care dau patra- tele şi cuburile numerelor întregi (1): 

Numere: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 4 12... 
Patrate: 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 191 144... 
Cuburi: 0 1 8 27 641 125 216 343 512 799 1000 1331 1728... 

| Din aceste table rezultă că numerele scrise cu | cifră au patratele lor formate din 1 sau 2 cifre şi cuburile din 1, 2 sau 8 cifre, In general, numerele întregi scrise cu n cifre au patratele lor formate din_2n sau 2n—1 cifre și cuburile formate din 3n, 3n—1 sau 3n—2 cifre, - ” 
Un număr întreg terminat cu P zeruri are patratul terminat cu 2p zeruri și cubul terminat cu 3p zeruri, ' 

  

  lungimea a 

a lăţimea a 

suprafaţa. a2     n
 
—
—
 

a 

  

Fig. 24, 

OpsEnvARE. Când vrem să scriem pulerea unei expresii algebrice neefectuate (sumă, diferență, produs, etc.) trebue să punem această ex- presie într'o paranteză şi să scriem exponentul sus și la dreapta acestei paranteze. Astfel : ! 

(40 = (a+0).(a-b) pe când  a+W=a+9,; 
(abc) = abcapeabe pe când  abc=abece. 

EXEMPLE, (3—5)4= (—9)4=16; 351 3 — 625 = — 629; 
[(—2) (4-3)(—5)P = [+ 80]2 = 900; | 
(—2)(4+3)(—5)2= (—2)(4+3)(4+25) = — 150. 

109. Puterea unui număr algebric. Din definiţia puterii unui număr [XX] şi după regula dată pentru semnul unui produs de numere algebrice [4%] rezultă că 

10, dacă a e pozitiv, oricare ar fi n întreg şi pozitiv, a" e pozitiv, 
90, dacă a e negativ și 1 păreche, a" e poziliv; 

dacă a e negativ şi n mepăreche, an e negativ. 
  

1) TABLA UI dela sfârșitul volumului,
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“EXEMPLE, (-+-3) = (4-3).(4+3)=492=49; | „OFERA, (—8) = (—3).(—3)=+ 32=+9; 
(—38=(—3).(—3).(— 3) 93 97, 

In general, oricare ar fi a, avem 

Cha) za, (rapi — a at, (XXI), (<a = 3 fa, (ah 2 

REGULĂ pentru semnul puterei unui număr algebric, când expo- nentul e întreg şi pozitiv: 
. „Dacă exponentul e păreche, puterea. e un număr pozitiv; dacă ex. Donentul e nepăreche, puterea are semnul bazei. | 

Fiindcă a 
(-1= (op ? 

putem scrie în toate cazurile 

(XXII) a). 

Pentru Y== 24 avem primele două formule (XXI); pentru Vi=2n+1 avem pe:celelalte două. . : 

110. Puterea 'unei fracţii. 10, Fracţie ordinară. Ca să ridi- câm o fracjie ordinară. la o putere, ridicăm și numâărătorul şi mumâtorul ei la acea putere. Astfel: 
: : : ra n __ ah (XXIII) Sa (3) = i 

In adevăr - i 

a) _ aa XA EXaX Xa a . (3) — 3:X X ..X pp XIX a x) 2 
- 2 a n 2. a 

Puterea a n-a a unei fracţii ordinare nereductibile este tot o fracţie ordinară nereductibilă. 
” ” n i " 

- “ . . ” . 
"Astfel în: (2) = 2 avem la numărător n factori 2 și la numi- 
tor n factori 3; numărătorul și numitorul mau nicitin factor comun şi 
fracţia î e nereduetidilă ca şi = [81].
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OBSERVARE. Puterea a m-a a unei fracţii ordinare nereductibile mu poale fi un umăr întreg. | 
Când ridicăm la aceea Putere şi numărătorul şi numitorul unei fracţii, valoarea fracției se schimbă şi anume fracția se face nai mică, dacă este subunitară şi mai mare, dacă este supraunitară. In amândouă razurile fracţia se depărtează de unitale, 
EXEMPLU. 

- 
” 12 1 1 , Şi | . 1 | 
paz fiindeă zl! sam 4 <g=<l; 
3 93 3 i 32 
7 >> fiindcă Ş>1l şiavem 1 <<! 

2. Fraeţie zecimală. Ca să ridicăm la puterea » un număr 
cu p cilre zecimale, suprimăm virgula zecimală şi ridicăm la puterea n numirul întreg rămas; despârțim apoi la rezultat 'np cifre zecimale. 

In adevăr, dacă A e un număr cu p cifre zecimale, produsul 

= AXAX XA (n factori A) 

are np cilre zecimale [92, 2]. 

141. Legile puterii. Din definiţia (AX) rezultă următoarele legi 
pentru puterile cu exponenţi întregi şi pozitivi: | 

10. Ridicarea la putere este o operaţie întotdeauna posibilă şi 
aunâvocă. i 

20, Dacă m=p+q, avem am = aP.ud. şi reciproc. 
In adevăr, înmulţirea fiind asociativă [51, 4], putem scrie 

... Ma e... QC Pal, 
pui: q 

s
a
 ah — 0.0.0 ...a=a. 

1 e i 26 m a
 

şi reciproce | | 

(XXIV) ” aP.Qd = aptă, 

30, Ridicarea la putere, a unui produs este o operaţie distributivă, 
Adică avem La a - . 

(XXV) adie = ap cf 
. 

In adevăr 

(a.b.cY”' = a.b.c.a. 

a 

19
 
Sa
 

Ca ac. e 0.D.e 
m. 

a. Dec, 
“n 

Cc= a”. Wc, 
Si m 

I 
-a
 ... Gb. 

ml 2
 

1
9
0
 

Onsenvane. Ridicarea la putere nu este o operație comulativă.
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_ Adică avem 

(1) CW dacă ad. 
EXEMPLU: 29= 8, 92== 0 deci 23 = 92. | 
De aceea, dacă însemnăm cu a şi b două numere date şi cu a numărul care se caută, problemele inverse a*=p și 22—b sunt două probleme cu totul diferite. 

112. Operaţiile cu puteri. 10. Ca să adunăm sau să seădem mai multe puteri, trebue să efeetuăm întâi fiecare putere și apoi să facem ope- rațiile de adunare sau de scădere între rezultatele obţinute. 
EXEMPLU: 85-- (—2)3—54 = 243 4+- (—8)— 625 == — 390, 
Prin urmare sume algebrice ca: a3-4- bc, a5—55, a2-l-a5—at nu se pot efectuă, decât -numai cână cunoaştem valorile numerelor a,b.c. | , Intr'un singur caz operaţia e posibilă: când în suma algebrică avem numai puteri asemenea, adică puteri cu aceeaș bază Şi acelaș exponent. Asttel - 

BA T8=2,173, 03030, 22-52 — 32 (245 —8) 22422, 
Intr'o sumă algebrică, orice termen are: 10. un semn, care se scrie înaintea termenului; 20. un factor numerie şi 30. unul sau mai mulţi factori „scriși cu litere ridicate la diferite puteri. . 
Semnul împreună cu factorul numerice formează coeficientul, iar literele cu exponenţii lor formează partea literală a termenului. 
Astfel în —15 243, —15 e coeficientul, iar a2z3 e partea literală. Când un termen n'are niciun factor numeric, se subințelege factorul 1. Astfel 5/2 are coeficientul 1 sau rl; —a are coeficientul —1. 
Doi sau mai mulţi termeni se zic asemenea, când au aceeaș parte literală (adică au aceleaşi litere și fiecare literă are în toţi termenii acelaş exponent ) . 

„ OBsenvane. Când numerele sunt scrise cu litere, se pot efectuă, mu- mai sumele algebrice cu termeni asemenea. 

„a 1 5 1 1_5 1, EXEMPLU, 20 bata at 4-3 ai = (2—3—2+3) 228 
5 3 = (2-q)an= az. 

Această operaţie se numește reducerea termenilor asemenea, RecuLă. Ca să reducem mai, mulți termeni asemenea, scriem Partea literală comună o singură, dată şi-i punem ca coeficient suma algebrică, a coeficienţilor acestor termeni, 

EXEMPLU. Din 5a2—8g-1-7 = 2a2—92—6 rezultă [40, 7] 
îm —324-1—2724+924+6=0 sau  322--6x-k-13=0,
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20. RecuLă. Ca să înmadțim mai nule puteri ale aceluiaș număr | scriem numărul o singură dată şi-i punem ca expoheni suma exponenţi- lor puterilor date. Ă 
Această regulă rezultă din formula (XXIV). Astfel: 

(2) Pat. 07 — aPta.af = aptatr, 

" EXEMPLU : a. aî. = 05, 20 X datX (—4a5) = — 40aă, 

30, Recură. Ca să împărțim două puleri ale aceluiaș număr, seriem numărul 0 singură dată, şi-i punem ca exponent diferența exponenţilor (scăzând exponentul împărţitorului din exponentul deîmpărţitului). Astfel: 

(XĂVI) ai MPa — aP—4, 

In adevăr avem 

AP ad = PA — ap, 

* Puterea a2—9% are un sens numai dacă p e mai mare decât q. 

EXEMPLU:  Q5:q3=aq5—3=qp; G ): (2 ji =(3 = 

113, Exponenţi nuli și negativi. Formula (XXVI) capătă un sens în ioate cazurile, dacă definim puterile cu exponenţi puli și negativi în modul următor. 7 

„Pentru P = q formula (NXVIL) ne dă 

Wa = ap =. 

Pe de altă parle avem evident a: P =. -'Trebue dar să con- 
siderăm i 

" 
(XXVII) „D= L, 

oricare ar fi a+ 0. | | 

*exeMeLE: 501, 01, (-p=i, (0019 =1, 
Pentri Pa, de exeinplu pentru q=p-rn, formula (XXVI) ne dă a 

aP: aptn — ap p=a = an, 

Pe de altă parte avem evident 

Pi ati = 
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Trebue dar să considerăm | | 

(XXVIII) ga =, | _ 

Cu aceste definițitni formulele (XXIV) și (XXVI) sunt aplicabile 
pentru orâce valori întregi algebrice ale numerelor 2 şi q. 

In adevăr pentru p sau g mile găsim 

Data Pap, a0.a0 = a; 
aa = 00-09 = 0, pia =— a, M:a0— a; 

egalităţi evidente după formulele ( XĂVII) și (XXVII). 
Pentru p şi q negative, de exemplu pentru p=—m, qg=— n, 

formulele (XXIV ) și (XXVI) ne dau 

aq = alo mi-a) = go m-a; 
— *.q— — — — —m,. Qi qA = qm — nm: 

egalități adevărate, deoarece avem [după XXIII] 

a—m poa a ÎL, = = qm; şi a ah qnta 

n n 
qomig-an =. l — ÎL A = A = an=—m, am? an qm 1 7 aqm 

Demonstrând în acelaş fel Şi pentru celelalte cazuri, vedem că 
formulele (XXIV) şi (XXVI) sunt generale. . 

OBsEnvARE. Av6m în particular 

a =a, d=i=i, aL; 

| 1 1 — o_l_ — i=1, 1 =î=1, l =T=r 

0! = 0.0, Lc ce re =0, 0 = g mare sens, 0 „= nare sens [57, 2].- 

EXEMPLE A =8: 23 ma ÎL 20135; 20 =: pi a. 221205 e Ea . — , — 23 _” 8 — , 3 — ș — ? _— 2 Ve 

32 _ 32.9 32 (542 __25 330 3yYI_5 — = == =0,36; — = 1— | = , 1 =], — == (3 52 25. (3) (3) 9 2118; (3) (3) 3 
1 1 i 1 42 > 10 oa , o a o a — 10% = 10000; 101 =— —:==10000==0,0001; (0,1) = Gri = 001 = 100. 

114. Putere de puteri. Avem două feluri de puteri de puteri: 
19. când baza este o. putere; 20, când exponentul este o putere.
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10. Puterea cu baza putere. In acest caz zicem că atem de ridicat o putere la o altă Putere şi scriem puterea bază în paranteză. RecuLA. Ca să ridicăm puterea unui număr la o altă putere, vi- dicăm numărul la o pulere egală cu produsul exponenților. Adică: | 
(XXIX) N (am) = ama, 

În adevăr avem 

1 2: n 
(am) = a”. a” îs sq = am+m-t+ ase “Pa — amn . 

- n 

EXEMPLU: (63) — 53x2 — 460 15695. 

In general putem scrie: N 
, - Tr (XXX) [(a2)"] = apar 

20. Puterea cu exponentul putere. Când nu se scrie nicio paranteză, se înţelege că exponentul puterii este o putere. Prin urmare : 
(XXXI) am = am) 

adică a e ridicat la puterea m2. 
o 

EXEMPLU; 5% p(%) 59 — 1955155. 

Avem, în general, 

„T Car) (XXX) apt? = ala], 
OBsERvARE, Din definițiile și regulele precedente rezultă că 

(42) = (ac) dar. ab pact, 
EXEMPLU : (2010)” = 10100 este 1 urmat de 100 de zeruri, 10 

. pe când 1010 == 1010000000000 este 1 urmat de 10 miliarde de zeruri, : 

115.-Patratul unei sume: (a+-8). Oricare ar fi numerele algebrice [54] găsim 
cau (a+b) = (a+d)(a+5) = aa ad 50455 
(XXX) (ad) = 2420018 

„ EXEMPLE: (5-4+8)9==32--2.5.8 + 3225 +-80-9=—64 
sau (54+3)2=—82=—64; (24 1)2==a224 221. 

M. 6. ă 

„
N
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- REGULĂ. Patratul unei sume algebrice, compusă din două părti, este 
o sumă algebrică formată. din trei părți și anume: 

10. :partea întâia la patral, 
20, de 2 ori partea întâia înmulțită cu partea a doua, 
30, partea a doua la patrat. | 

Dacă numerele a și D sunt pozitive, egalitatea (XXXIII) este evi- 
dentă pe figura 25, observând că patratul construit pe latura a4-b se 
compune din 2 patrate (a” şi [ ) și din 2 dreptunghiuri (a .b). 

  

  

    

| . 

1 
| 4 

. » 1 , 

a a“ i a.b 

| | 3 
i + 

Mo 2202222 Lo 5 
| 

* i a 

LS a.b d 

  

In acelaș fel găsim pentru patratul unei diferențe : 

(XXXIV) 2 (a—dby = 2004-05, 

egalitate, -care rezultă şi din formula (XXXIII), dacă observăm că dife- 
rența a—b este suma algebrică a +(— db) 

EXEMPLE : (5—82 2-52 — 5.835 9295 —30--9—4 

sau ca ap oa! (z—1P=2— —2al, 

OBsERvĂRI, 10. Patratul unui număr format din zeci Şi unităţi se 
compune din trei părţi: patratul zecilor, de 2 ori zecile înmulțile cu uni- 
tățile şi patratul unităților. 

EXEMPLU: 582 == (50-4-8)2 = 502 4- 92.50.81. 82 

. == 25004 800 + 64== 38614. 

20. Deoarece 

(3) (ao 1) — 2 = m 2-1? = anl.
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vedem că: diferența dintre patratele a două numere întregi. consecutive este egală cu de 2 ori. numărul cel mai mic plus 1, 
EXEMPLU: 192 — 112 =— 144 —191 = 99 = 2% 11 
30. Avem | 

(a+d) ++ şi (4-0) — 52 dacă ab+0, 
116. Produsul (a+d)(a—5). Găsim prin înmulţire 

(a-+0)(a—0) = aa — ab +ab—bb, 
de unde deducem , 

(XXXV) | (a+d)(a—5)=a02 

REGULĂ. Suma a două numere înmulțită cu diferenţa lor este egală, caut diferența patratelor acestor numer 

EXEMPLU : (5-3) X (5—3) = 52 — 92 2 95 —9 = 16 sau (5-+3)X (5—3)=—8X2= 18; 
(2-+-2)X (2 —9)—a2—4, 

Invers: diferența a dou patrate se poate scrie întotdeauna, ca un produs de doi factori: 

a —b = (4-5) X (a—5). 
EXEMPLE ; 

52 — 82 — (5-3) X (5—3)=8 X2; a2—1=(2+1) (z—1), 

If. Patratul, unei sume cu mai mulţi termeni: (are). Considerând suma dată ca o sumă formată numai din două părți: 

a-+b-e = (arb)re 

Și aplicând formula (XXXIII), putem serie 

arb)rel = (340) + 2(azi).ez | 
= Grab rac avere 

Prin urmare avem: . 

(4) (arde = DAE 200 4 2ac p2be. 
_ OBSERVARE. Când numerele a, b, c sunt pozitive, această egalitate „e evidentă întrun patrat cu laturile egale cu a+-b+e,
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EXEMPLU : , , 

(2—84-6)7 = 224 (—3)2-+ 62.4 2.2. (—3)-+2.2.6-+2.(—3).6- 
4494 86 —12-+ 94 — 36 = 95 

sau pentrură suma se poate efectuă + (2—34+6)2=—52= 9%. 

GENERALIZARE. In acelaș fel putem calculă patratul unei sume al- 
gebrice cu n termeni și găsim [55]. 

' n „43 (at a2t e... Lan) = 5) 2. S) a = > 5) ap aa 
. bn p | 1 

sau 

2 1 2 1 (5) (aaa... ran) = Sapt Yapaq, 

unde, în suma întâia trebue să facem p = 1, 2,..., n, iar în suma a 
doua p=1,2...;,n, q=1, 2, cu pg. 

Cum ap ag = agp, produsele din suma a doua sunt două câte 
două egale între ele. - 

115. Cubul unei sume: (a+d). Avem prin definiţie 

(a-+5) = (ad) .(a+b) = (12420 37).(a-+5). 
Efectuând înmulţirea acestor două sume și observând că 

găsim ab + 2ab2 = 3a, 

(XXXVI) | (a--bj=a +3 3â0 bb. 

ReGuLă. Cubul unei sume algebrice compusă din dou părți este o 
sumă algebrică formată din patru pârți și anume: 

10, partea întâia la cub, | 
20, de 3 ori partea întâia la Patrat înmulțită cui partea a doua, 
30. de 3 ori partea întâia înmulțită cu partea a doua la patrat, 
“40. partea a doua la cub. . ” 
EXEMPLE : 

(5-4) = 504-8.52,4-4-8,5,42-4- 43 = 125 4-800 p 240-+ 64 == 729 
sau (5-+-4)=9%==728; (ati = 25-F 324 3241. 

In acelaș fel găsim pentru cubul anci diferenţe : 

(XXXVI) + (ad) a—30%9 1 3ab—l 

" egalitate, care.. rezultă și din formula (XXXVI), dacă observăm că di. 
ferența a—b este suma algebrică aL (—5). 

ii
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EXEMPLE : 

(5—4)'=59—8.52,44-3.5, 125 0004-2600 51 sau  (5—4f'=1=1; (2—15 =a8 —3a ?+-3a—1, 

ORSERVĂRI. 10, Cubul unui număr format di 
compune din următoarele 4 părţi: cubul zecilor ; 
lor înmulțit cu unitățile ; de 3 ori zecile 
cubul unităților. 

n zeci și unităţi se | 
de 3 ori patratul zeci- 

în mulțite cu Patratul unităților; 

EXEMPLU: 58% = (50-4-8)3=— 502 -- 3.507, 81-3.50, 824. .g3 
== 125 000 + 60 000 -- 9600 + 512 = 195119,. 

90. Deoarece 

(ni-i ări n 1 = 3n+ 3n 1, 
vedem că: diferența dintre cuburile a două numere întregi consecutive este egală cu de 3 ori patratul numărului mai mic plus de 3 ori acest număr plus 1. 

EXEMPLU: 125 — 115 == 1798 — 1931 == 397 = 3, 11248.11. 
. 

” 

30. Avem 

(ard) ar şi (a-i) 3 Fa — dacă a5+0, 

Prin urmare, ridicarea la putere a unei sume s au a unei diferențe nu € 0 operaţie distributivă | 111, 3], adică 

(ae) e a pm o cn, (a—0) pap. 

119. Egalităţi și neegalităţi. ” 

“1, Din a=b rezultă a? = =W; 
din a=5, c=d rezultă a = 

20. Dacă a şi D sunt două numere pozitive, 
7 din a >08 rezultă a7>% pentru p + 0. 

In adevăr, din a> b deducem succesiv: 

aa > ad, ab >bb deci q2>32; 
aq2> a82, 02032 deci a > 55, şi aşă mai departe, 

Pentru : p ='0 avem q=—%=1, Pa “
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30. Dacă p>q şi a >0, avem 

i aP > ad pentru  a>l, 
w=a pentu a=l, 
WP<at! ventu a<l. 

In adevăr, dn a>l, înmulţind cu a > 0, deducem succesiv 

a>a, >, ati oa, 

Tot din a>1, împărțind cu a > 0, deducem 

Ir>a, a > a, QR > aa, - 

Prin urmare avem :. | 

Ă (6) ani > a" pentru | a>l, 

oricare ar fi exponentu m întreg (pozitiv, negativ sau nul). 
ResuLă. Puterile unui număr mai mare decât 1 cresc, când expo- 

nentul, creşte, o Aa 
Pentru a=1 avem 1?= 1, oricare ar fi p.. Deci 1P=—17, 
Pentru a< 1, înmulţind “ această neegalitaie cu a pozitiv, de= 

ducem succesiv 

a<a, BC, ati cae, XR 

Tot din a< l, împărțind cu a > 0, deducem 

1<a, al< a, a, aa < a, 

Prin urmare avem: 

(7) ati <a". pentru 0<a <1, 

oricare ar fi exponentul 2 întreg (pozitiv, negativ sau nul). 
REGULĂ. Puterile unui număr poziliv mai mie decât. 1 descresc, 

când exponentul creşte. | i 
Pentru a=0 avem '07==0, oricarearfi p>0. 
“Puterile 0P pentru p 0, după definițiile precedente, nau mici- 

un Sens. | 
49. Dacă « şi b sunt două numere pozilive, 

din a>Vlșip>q rezultă ao. 

"In adevăr [după 119, 3] avem 

PP, WU deci >.
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zitive și negative. In acest caz regulele precedente se aplică numai la puterile valorii absolute a acestui număr ” 
EXEMPLU : 

59. Puterile consecutive ale unui număr negativ sunt alternativ po- 

—3j=a (—3j = za (—8)P=+1; (—3=—3, (23249, ete, 

ÎI, — EXTRAGEREA RĂDĂCINII, 

120. .Insemnând cu a și 1 două numere date și cu « un număr " Decunoscut, următoarele două cazuri se prezintă ca operații inverse de treapta a treia: 

l0. ata; 90, pa. 

Valoarea lui 2%, pentru care avem egalitatea 10, se numește rădă- cina a m-a a lui a; valoarea lui 2, pentru care avem egalitatea 20, se numește logaritmul lui a în baza n. | 
Operaţiile prin care rezolvim aceste probleme se numese: în ca- zul 10 eziragerea rădăcinii, iar în cazul 20 aflarea logaritmului. 

“EXEMPLE : Avem z3== 729 pentru == 9, deci 9 este rădăcina a 3-a din 729 ; avem 3* = 729 pentru z== 6, deci 6 este logaritmul lui 729 în baza 3, 

121. Extragerea rădăcinii. Def iniția L. A extrage rădăcina a n-a dintr'un număr a, însemnează a găsi un alt număr b, care ridicat la pulerea n să ne dea pe a. 
„În acest caz zicem că d “este rădăcina « n-a exactă din a și scriem > 

n 

b= Va. 

Semnul V” se numeşte radical; a este cantitatea de sub radical ; n este îndicele radicalului. 
2 

a__ V “se scrie numai V” (fără indice) şi se citește rădăcina patrată ; 
Va se citeşte rădăcina cubică. 

d 

| Va este a, fiindcă ai —a. 

4 
EXEMPLE: V33=7, ]8 0,0001 = 0,1 

. 
. 3 

“ - . 

fiindcă: 72 == 49, (3) = 25 (0,1) = 0,0001, : 3] .. 97 ' .
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Avem prin definiţie 

(XXXVI): (72) =a şi a = a. 
De aceea zicem că extragerea rădăcinii a m-a și ridicarea la pu- terea n sunt operaţii inverse, care se distrug una pe alta. - 
OnsenvanE. Extragerea rădăcinii poate fi posibilă sau imposibilă cu ajutorul numerelor raționale. Când această operaţie e posibilă, ne poate „da unul sau mai multe rezultate. 

+ 

EXEMPLE. 10, /3 nu e nici număr întreg, nici fracționar. Nu e număr întreg, fiindcă 3 nu e patrat perfect; nu e nici fracţionar; fiindcă o fracţie ordinară ( nereductibilă ) ridicată la patrat nu ne poate da un număr întreg [110, 1]. - | Prin urmare extragerea rădăcinii patrate exacte din 3, cu ajutorul numerelor raţionale, este o operaţie împosidilă. 
„90 | este +2 şi —2, fiinăcă 

și (2) = și (pag, 
30, 8 este +2 și nu —2, fiindcă 

(<-2)=+8 iar (—2j=-—s. Aa 

40, J—195 este —5 şi nu +5, fiinacă 

(—5) 195 în (pa op, 

50. /=—9 nu poate fi niciun număr algebric, fiindcă patratul orică- rui număr pozitiv sau negativ e un număr pozitiv, deci nu poate fi —9. 

122. Radicali aritmetici. Dacă a e un număr pozitiv, nu poate există 
n 

decât un” singur număr b pozitiv egal cu Va. | 
n” ă 

In' adevăr, dacă am aveă pentru a două valori pozitive b Și ce di- ferite, de exemplu b > c, ar rezultă b" > ce" [119, 2], neegalitate care contrazice ipoteza Î” = a, 0=a. " 
Această valoare pozitivă mică se numește valoarea aritmetică a rădăcinii a n-a din a. - 
Când în calcule considerăm, pentru fiecare radical, numai va- loarea lui aritmetică, zicem că operăm cu radical; aritmetici. 
In acest capitol vom da regulele pentru calcularea rădăcinilor arit- metice alo numerelor pozitive și proprietăţile acestor rădăcini.



. 
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123. Rădăcină cu aproximaţie.. Să considerăm două şiruri de nu- mere: 10. şirul numerelor întregi pozitive (1); 9. şirul puterilor a n-a ale acestor numere. (P,): | 
« 

(7) 0, 1, 2, 3, o... Po Pr, o. 

(2) 09 m (pri, 
scrise astfel ca numărul p" din şirul al doilea să corespundă număru- lui 2 din şirul întâi. , 

Toate numerele din şirul P, se găsesc în șirul Z; ele se numese Puleri perfecte. In general însă, numerele din șirul 7 nu se găsesc în şirul P,. a 
De aceea, când căutăm Va, pentru a pozitiv, două cazuri se pot întâmplă: | | A 
10. sau a este un număr din şirul PA, de exemplu a = p" şi atunci avem E n 

” . Va =p (rădăcină exactă ); 
:20, sau a este cuprins între două numere consecutive din șirul P,, de exemplu 

p<a<(p+1P 
şi atunci zicem că p este la cu aproximație de o unitate prin lipsă, 
iar p+-1 “este Ya cu aproximaţie de o_unitate prin ezecs sau prin „adaos și scriem i 

(S) p<a<pi. 
Definiţia II; A ezirage rădăcina a n-a din a însemneuză a găsi cel nai mare număr d, cure ridicat la puterea n să ne dea un număr nai mic sau cel mult egal cu a. | 

___ După această definiţie zicem că numărul p din neegalitatea (8) este Va, iar diferența a — p" — r este restul acestei răditeini (1). p 

124. Rădăcina “patrată. Zicem că un număr întreg p este rădă- cina patrată a lui a (cu aproximaţie de o unitate prin lipsă ), dacă avem - 

0 pe <a<(pi) 
    
  

  (2) Confuzia care poate rezultă, când numim rădăcină ŞI rădăcina exactă a unui număr ŞI ră- dăcina lui cu aproximaţie prin llosă, este analoagă, cui confuzia care rezultă la împărţire, când se nu- mește cât şi câtul exact s câtul cu aproximaţie prin lipsă. -
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şi scriem 

(10). p<Va<ypiti 
Diferența u—p? = 7 este restul rădăcinii patrate. 
Când r e nul, avem _ “ 

p=la (rădăcină exactă ). 
Neegalităţile (9) ne dau 

r=a-p < (pri p = 2pri sau 

r< 2p+1. 

Prin urmare: restul rădăcinii patrate a unui număr este cel mult 
egal'cu dublul acestei rădăcini. 

OBSERVARE. Extragerea rădăcinii patrate exacte este o împărțire particulară, 
în care se dă numai deimpărțitul şi se cere ca împărțitorul să fie egal cu câtul] 

185, Aproximaţii fracţionare. Dacă a e un număr întreg sau fras- 
„fionar, putem caleulă Ja întrebuințând şirurile următoare : 

, 1 2 > pl (Fe) 0, m? m? ...9 Pra. m? ... 

2 1 4 (praf (Fa) . 0, e ace 

Două cazuri se pot întâmplă: 10. sau a se găsește în șirul: Fă >. 2 
de exemplu a= =, și atunci zicem că 

[7 = P , . . (11) | Va = m" (rădăcină fracţionară exactă); 

20. sau a este cuprins între două numere consecutive din șirut 2 

Fm, de exemplu - i 
A -. > ( . 1P Și - p pr (12) TE <a < ZE 

A . p — a 1 iu "ȘI în acest caz zicem că este Va eu aprocunafie de Prin hpsă 
. . a. v . p+ p - . . 1 . ( aproximaţie fracționară) şi ai este Va cu aproximaţie de 7 Prin 

adaos și scriem | 

(18) = pă 
— 2PTl 

< Va <a
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In particular putem calcula rădăcina patrată a unui număr întreg 
sau fracţionar cu aproximaţie de 0,1, 0,01, 0,001, e!c., prin lipsă sau 
prin adaos, adică putem calculă Va cu 1, 2, 3,.... cifre zecimale 
exacte. 

OBSERVARE. A calcula rădăcina patrată cu aproximaţie de o unitate prin lipsă, însemnează a calculă numai partea întreagă a rădăcinii patrate, |. 

156. Numărul cifrelor rădăcinii patrate! ( cu aproximaţie de o unitate prin. lipsă ). Din şirurile: 
Aa 

Numere: 1 1sau2 cifre 100 3 sau 4 cifre 10000 5 sau 6 cifre - 1000 000 ... 
Rădăcini: 1 1 cifră 10 2 cifre 100 3 cifre 1000 
rezultă că numerele întregi cu 1 sau 2 cifre au rădăcina patrată formată dintro sin- gură cifră; numerele cu 3 sau 4 cifre au 'rădăcina patrată formată din 2 cifre și aşă mai ceparte, 

Ie 
REGULĂ. Ca să ştim câte cifre are rădăcina patrală (cu aproximaţie de o uni- tate prin lipsă) a unui număr îutreg, dezpărțim numărul în grupe de câte 2 cifre. ultima grupă poate avea 1 sau 2 cifre. Numărul acestor grupe este numărul cifrelor rădăcinii. 

” EXEMPLU, Numărul 3725892 descompus in grupe de câte 2 cifre ( dela dreapta spre slânga) ne dă 4 grupe: 3.7258.92. Prin urmare rădăcina patrală a acestui număr are 4 cifre, za 

125. Calculul rădăcinii patrate. Să presupunem că rădăcina pa- trată . (exactă sau cu aproximaţie de o unitate prin lipsă) a unui nu- 
măr pozitiv N ar fi un număr întreg v. format din două cifre: a şi B. Am avea dar 

A, 

(14) - RS N<(riY eu vara 
. 

. - 

„sau, desvoltând patratele [115), 

„(15) 8.100 2a0.10--5'S N < d100+2a(0--1 10 + (d-). 
"Aceste neegalităţi ne arată că N conţine cel puţin a? sute. Prin 

urmare zecile (a) ale rădăcinii patrate se află căutând, care este cel mai mare patrat perfect (a?), care se cuprinde. în sutele numărului W. 
Scăzând a? sute din fiecare membru al neegalităţilor (15) şi în-. 

semnând cu FR diferența ÎN — a2.100, ne rămâne 

(16) 2001045 SR < 2a(d2-1)10+ (041). 
Prin urmare restul R conţine cel puţin 2ab zeci. Cifra a doua (b) 

a rădăcinii patrate, se află dar, împărțind zecile (2ab) ale restului R 
prin de 2 ori numărul aflat la rădăcină (2a).
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Diferenţa 

(17) . RR (2001045) 

este restul rădăcinii. 

Dacă A e un număr format din 3 sau. mai multe cifre, grupa zecilor (a), oricâte cifre. ar. aveă, este rădăcina patrată a sutelor numă- rului W, cu aproximaţie de o unitate prin lipsă, adică rădăcina patrată - din numărul, care se obţine, când ştergem 2 cifre dela dreapta lui N. 
OBSERVARE. Scăzătorul 2a5.104-d* din diferenţa: (17) se mai poate serie (2a.10-+-b).5. Pentru a-l formă e de ajuns, în practică, să scriem cifra b la dreapta numărului 22 şi să înmulţim cu b, . 

REGULĂ PRACTICĂ pentru calcularea rădăcinii, patrate dintr'un nu- - măr întreg: | 
Operația 1. Despărţim numărul în grupe de câte 2 cifre dela dreapta spre stânga: grupa întâia (dela stânga) poate avea și o sin- gură cifră. | 
Operația II. Calculăm rădăcina patrată din grupa întâia dela stânga (cu aproximaţie de o unitate prin lipsă); aceasta e prima cifră a rădăcini. Scădem patvatul acestei cifre din grupa întâia a numărului şi obținem restul întâi. 

„Operația IIL La dreapta. acestui rest scoborim prima cifră din rupa a doua. Formăm astfel deîmpărțitul întâi, pe care:l împărțim prin de ? ori cifra aflată la rădăcină. Câtul obținut este cifra a doua a ră- dăcinii sau o cifră mai mare. ” 
. Scriemi această cifră la dreapța impărțitorului şi dedesubtul lui şi - înmulţind aceste două numere obţinem produsul întâi. Scoborîm. la dreapta deîmpărțitului- întâi şi cifra a doua din grupa a doua şi scădem din acest număr produsul întâi. Dacă, scăderea e posibilă, cifra a două . a. rădăcinii este bună; în caz contrar, micșorăm această cifră cu câte o unitate, pânăce scăderea se poate face. Obţinem astfel restul al doilea. 

Operația IV. La dreapta. restului al doilea scoborim prima -cifră din grupa a treia a numărului, Formăm astlel deîmpărțitul al doilea, pe care-l împărțim prin de 2 ori numărul afiat la rădăcină (format acum din ? cifre). Câtul obţinut. este cifra a treia a rădăcinii sau o cifră mai mare. ac 
Scriem această cifră la dreapta împărţitorului Şi dedesubtul lui și înmulțind aceste două numere obținem produsul al doilea. Secoborîm a dreapta deîmpărțitului al doilea şi cifra a doua din grupa a treia şi scă- dem din acest număr produsul al doilea. Dacă scăderea e posibilă, cifra
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a treia a rădăcinii este bună; în caz contrar micșorăm această cifră cu câte o unitate, pânăce scăderea se poate face, 
Continuim astfel, pânăce âm scoborit toate grupele numărului și am calculat toate cifrele rădăcinii. 

OBSERVARE. Fiecare rest al rădăcinii patrate nu poate fi mai mare decât de 2 ori numărul aflat la rădăcină. 

      

EXEMPLU : 

V34875| 186 
1 - 2X1=2 iau cifra 8 24:90 29 x 28 x 

485 3 8 . 
24 " 261 >> 248 | 224 < 248 cifra S e bună. 24 7:36 
  

  

5475 2X 18— 36 | iau cifra 6 
21 96 307 X 366 X 
279 7 6 

2569 > 2475 | 2195 < 2475 cifra 6 e bună, 

Avem 2179 < 2 X 186 + 1=— 373; deci rădăcina patrată a numărului 34 875, cu aproximaţie de o unitate ptin lipsă, este 186. 
O zadlă, care no dă Patralele tuturor numerelor întregi până la 10%, ne dă de- odată primele n cifre dela stânga ale rădăcinii patrate, Astfel, pentru 34875, TABLA 11 ne arată (în coloana a doua) că 348 este cuprins între 324 =— 182 şi 361 = 19%; prin urmare grupa zecilor rădăcinii căutate este 18, fiincă 18 este rădăcina patrată din 848 cu aproximaţie de o unitate prin lipsă, | 

128. Calculul rădăcinii de ordin n. Regula dată pentru extragerea rădăcinii patrate ne conduce la următoarea 
REGULĂ GENERALĂ pentru extragerea rădăcinii de ordin n: 
Operația |. Despărţim numărul în grupe de câte n cifre dela dreapta spre stânga ; prima grupă dela stânga poate avea mai puţin ca n cifre. Pentru fiecare din aceste Jrupe avem câte o cifră la rădăcină. 
Operația II. Calculăm rădăcina a m-a a grupei întâia, dela stânga (cu aproximaţie de o unitate prin lipsă), Aceasta e prima cifră a rădă- „cinii. Scădem puterea a m-a a acestei cifre din grupa întâia a numă- rului şi obținem restul întâi. 

Operația II. La dreapta acestui rest scoborim prima cifră a "grupei a doua a numărului. Formăm astfel deîmpărțitul întâi, pe care-l împărțim prin de n ori rădăcina aflată. ridicată la puterea n—1.-Câtul obținut este cifra a doua a rădăcinii sau o cifră mai mare. Ca să o în. cercăm, calculăm puterea a n-a a numărului (de 2 cifre) găsit la rădă- cină și dacă această putere se poate scădea din primele două grupe dela stânga ale numărului de sub radical, cifra a doua este bună; în caz
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contrariu mieșorăm această cifră cu câte o unitate, pânăce scăderea se poate facă. Obţinem astfel restul al doilea. - 
Operația IV. Cu acest rest procedăm ca şi cu restul întâi, pen- iru a allă cifra a treia a rădăcinii. Puterea a n-a a primelor 3 cifre dela rădăcină se scade din primele 3 grupe ale numărului de sub ra- dical și așă mai departe. 
Continuăm astfel până ce am întrebuințat toate grupele numă- rului dat. 

129, Rădăcina cubică, Aplicând regula generală, găsim pentru n =3: 
3 

  

    

V10.421528 |as e 
d 23 = 8 
24:12 | 3 x22—19 

10 421 223 == 484 X 22 = 10648 > 10421, cifra 2 e prea mare. 9 261 | 213 441 X21== 9261 < 10421, cifra 1 e buni, 
11605:1323 | 3X 21223441 221393 

10421528 | 2183== 10360232 < 10421528 cifra Se biină, 10360232 
„61296 

Deci rădăcina cubică din 10421 528, cu aproximaţie de o unitate prin lipsă, e 218, Cu ajutorul unei table, care dă. cuburile numerelor întregi până la 10%, putem aveă, deodată primele n cifre dela stânga ale rădăcinii cubice, ” Astfel, pentru exemplul de mai Sus, TABLA 111 ne arată (în coloana a treia) că 

9261. < 10421 < 10648 
sau ” 

. 213 < 10421 < 2%, 
-de unde deducem 

3 

21 < VIOI < 2. 

Prin urmare rădăcina cubică a numărului 10421528 are 21 zeci, 

130. Rădăcina dintr*o fracţie. 10. Fraeţie ordinară. Avem. 
n n n_An n În 

CR) ji pimaea  [I2] = (e) = = =. a (and 
a 

'Ș ri) n) 
i ResuLă. Ca să extragem rădăcina a n-a dintr'o  fracție ordinară, 
extragem rădăcina a n-a și din numărător şi din numitor. 

“l
a|
 

—
 

j
a
»
 1/9 3 2 1 > . — a e Îi — = 
EXEMPLU : | = i; 3 = zi 3
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7. 
î IL 

OBSERVARE, Când extragem aceeaş rădăcină şi din numărătorul şi din numitorul unei fracţii, valoarea fracţiei se schimbă şi anume fracţia se măreşte, dacă e subuni- 
tară şi se micşorea”ă, dacă e supraunitară, . | 

Astfel avem: 

AI 1 1 : 1 , , |i=1>2 fiindcă 3<I 
A , 

15 5 50 15 pal 
SI = To Ss - fiindcă si > 1, 

20. Fraeţie zecimală. Observăm că 
i n — E 1 418) VOM = 100 fiindcă (10) = 10”. 

De aci rezultă că rădăcina a n-a (exactă) dintr'o fracție zecimală * 
F cu.mp cifre zecimale este o fracție zecimală « cu p cifre zecimale. 

„În adevăr, fracţia zecimală f se serie ca fracţie ordinară 

1 
unde a e un număr întreg și dacă Va se. poate extrage exact, avem a = d" (O întreg) şi: 

a b 
= S— =, 

0-10 ! 

Z
I
.
 

I =
>
 

1 la
 

—
 
a 

=
 3 u=
j 

p_
 

Prin urmare eo fracţie zecimală cu p cifre zecimale. 
RecuLă. Pentru a exirage rădăcina a n-a dintr'un număr zecimal, “despărțim numărul în grupe de câte n cifre începând dela virgula zeci- 2mală spre stânga și spre dreapta. Ultima grupă dela stânga poate să aibă mai puţin ca n cifre, gar ultima grupă dela dreapta trebue să aibă dotdeauna n cifre (la nevoe o complectăm cu zeruri scrise la dreapta numărului zecimal). | ÎN 
Ștergem apoi virgula zecimală şi extragem rădăcina ca la numerele întregi. Fiecare grupă de cifre dela număr ne dă câte o cifră la rădăcină. Din partea întreagă a numărului rezultă partea, întreagă a rădăcinii, iar din partea zecimală a numărului 'rezultă partea zecimală u rădăcinii. 
Dacă, rădăcina nu se poate calculă exact, adică dacă nici unul din resturi nu e nul, putem continuă operaţia. la infinit și putem căpătă la rădăcină oricâte cifre zecimale vrem. 

"De exemplu, pentru a aveă primele p cifre zecimale la rădăcina -£ m-a a unui număr, e de ajuns să scriem acest număr cu np cifre zeci: male (complectându-le cu zeruri, dacă e nevoe) și să caleulăm rădă-
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cina întrebuinţând toate aceste P grupe de câte » cifre zecimale. In N 

* 
. acest caz zicem că am calculat rădăcina a n-a cu aprozimaţie de TOP 

EXEMPLU: Să se calculeze 2,283 cu aproximaţie de 001. 
Scriem 2,28.30 și caleulăm 

V22830 | 151 rădăcina : 1,51 
12.8 25 | 301 restul: 0,0029, 830| 5|.1 

29 | 125 | 301 
Despărţim la dreapta, rădăcinii calculate 151 atâtea ciire zecimale câte grupe de cifre zecimale a avut numărul, 

30, Număr întreg. Orice număr întreg se poate serie ca număr zecimal, punându-i la dreapta oricâte zeruri vrem ca cifre zecimale. 
Prin urmare, dacă un număr întreg nu e puiere perfectă, punân- du-i zeruri ca cifre zecimale, putem calculă rădăcina a n-a a lui, prin regula precedentă, cu orice aproximaţie vrem. 

„EXEMPLU, Să se calculeze 5 cu 3 cifre zecimale. 
Seriem Y5,00.00.00 şi caleulăm 

    

Y5.00.0 0.00 | _2236 rădăcina: 2.236 
1 00 00 12 443 4400 restul: 0,000304 
1329 84 | 1329 | 26796 
2710.0 
26796 

304 

131. Numere iraționale. Dacă un număr întreg a nu eo puterea n 

m-a perfectă, Va nu poate fi un număr întreg; nu poate fi nici o frac: 
He, fiindcă puterea unei fracții ordinare nereductibile e o fracție ordi- 
nară nereduciibilă [110]. Prin urmare, în acest caz, operaţia inversă n 

Ya e împosibilă cu ajutorul numerelor raţionale şi pentru a „0 putea 
efectuă suntem siliţi să întroducem în Matematici numere noi. 

, - Li 

In general, dacă-a e un număr pozitiv, Va 
10. sau. se poate caleulă exact sub formă de număr întreg ; 

„20, sau se poate calcul exact sub formă de număr fracționar ; . 
30. sau se poate calculă eu aproximație, cu oricâte citire zecimale 

. 

” n - 

vrem. In acest caz numărul a = Va, se numește număr îrațional. - 

EXEMPLE de numere raționale: 
| s___ 

V>=— 1,4142135624 ..., - Y17576 = 5,0990195486...
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unde prin punctele puse. la sfârşit arătăm că ar trebui să scriem un număr infinit de cifre zecimale, . - . 
Ă Regula, după care găsim aceste cifre zecimale, e regula extragerii rădăcinii patrate [127] în exemplul intai şi a rădăcinii a 6-a [128] in exemplul al doilea, 

În general, vom zice că o expresie numerică e iraţională, dacă, con- ține radicali. 
EXEMPLE. Expresii numerice îraționale: 

5 5 3 Ai 

VI, ERE, Vary. 

132. Legile radicalilor. 10, Extragerea rădăcinii, dintru produs este o operație distributivă. Adică avem: 

n | n a n (XL) abe = Va.B.Ve. 

In adevăr, ridicând la puterea, n ambii membri ai acestei egali- lăţi, căpătăm rezultate egale [121 şi 111, 3]: ” 
n___)n (n_ n_ n_)a- ” ” [fade] = abc şi. (iz. Ye] = a.d.e. 

Invers, avem - | 
” 

n _ n R_ RR __ (LI) - Va. Vo. Ve.= Vabe. 
, 

1 ReGuLă. Ca să înmulțim mai mulți radicali, cari au acelaş indice, „înmulfim cantitățile de sub radical și din produsul obţinut extragem, ră- “ dăcina arătată de indicele comun. 
Astfel avem , ! 

a 3 3 . 3 

Vaz. Va = Vaz. a = V/aă = a, ka. Fa = az; 
și invers ! 

3 Ă 8 3 8 3 "8 3 
Ve ate? = Vs. Va.V Ve = 2.Va.v. VE Sau : , .. a 

(19) Vsasic? — 29 Va. 
“ OBsenvane. Când înlocuim expresia întâia prin : expresia a doua din egalitatea (19), zicem că am scos factorul 85 de sub radical ; când înlocuim expresia a doua prin expresia, întâia din egalitatea (19), zi- cen că am întrodus factorul 2) sul radical. ” 

te
 

M. Q.
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REGULĂ. Putem scoate un factor de sub un radical, dacă exiragei din acest factor rădăcina arătată de îndicele radicalului. * . 
Putem întroduce un factor sub un radical, dacă ridicăm acest fac- 

tor la puterea arătată de indicele radicalului. | | 
EXEMPLE ; Scoatere de sub radical: 

3 „3 n n | 
VTaz = aVT7z, V8zy = 2Vzy, Vanoe = a pp. 

Introducere sub radical: 

n n 3 3 . 3 aVbc: = Vana, Say Vo gtz = VI ap ay = V350 577. 

20. Dacă înmulțim exponentul canhității de sub radical eu un nu- măr m ridicăm rădăcina la puterea mi. Adică 

q Q__im (XLII) Van = (7) „ 

In adevăr, dacă m e un număr întreg şi pozitiv, aveni 

Q Qi 1 d 7— | d ” 
Jon = Vo = Var. Vp... VE = (22 1 2 m 2 m 

30, Dacă înmulțim indicele unui radical cu un mumăr an, exbagem 
rădăcina a m-a din acel radical. Adică 

m 
4 7 

. E . 
am_ 

f 

(XIII) |. = | 2. 
  

In adevăr, prima expresiune ridicată la: puterea gi ne dă wa doua expresiune ridicată întâi la puterea m și apoi la puterea d (adică tot la puterea qm) ne dă succesiv 

i-i i (7)= o. 
Expresiunile (XLIII) sunt egale, fiindcă ridicate la „acecaş putere (qm) ne dau rezultate egale. 

DEriniții. A amplifică an radical însemnează a înmulfi şi indicele radicalubui şi exponentul cantității de sub radical cu un acelaş mauinăr. 
d simplifică un radical însemnează a împărți și indicele radicalu- lui şi epponentul cantității de sub radical cu un acelaş număy. 
40, Dacă amplificăm sau simplifică un radical, valoarea radicalu- - Zui nu se schimbă. -



II. -- EXTRAGEREA RĂDĂCINI. . 115 

In adevăr avem 

an qm [ Aa m___ m m aa si Talia 
Deci 

(XLIV ) Vapm = Vaz 
Și viceversa. 

EXEMPLE ; 

8 
10 

6 1! n , 3 1 , Va=Vaă, Va=Va=a; Vă=fa, Vă 
133. Aducerea, radicalilor la acelaş indice. Dacă avem mai mulți radicali cu indici diferiți, legea 40 ne permite să-i scriem cu acelaş in- dice, fără să schimbăm valorile rădăcinilor date. 
Să luăm, de exemplu, 

p r (20) Va Vi, fe. 
Dacă m e un multiplu comun al indicilor p, q, r şi dacă m: p=9p, n: 9=9, mi:r=r, amplificând primul radical cu p', al doilea cu q, al treilea cu 7” şi observând că PP =m, 9q'=m, rr =, căpătăm radicalii cu acelaș indice " 

(21) | ap, Vu, Ve, 
care au valori respectiv egale cu rădăcinile (20). Me Această operaţie se numeşte aducerea radicalilor la acelaş îmdice. In particular, se, poate alege ca indice comun cel mai mie multiplu comun al indicilor radicalilor dați. i 

EXEMPLU: Să se aducă-la acelaş indice radicalii 
_ 3 6 

Va, Va, Vaz. 
- Cel mai mic multiplu comun al indicilor 2, 3, 6 este 6. Amplificând dar primul radical cu 6:2=—3 şi al doilea radical cu 6:3 — 2, obţinem 

| 6 s_ 6 6_ VE=V8, VE=V şi Vz 
134. Operaţiile cu radicali. | 
10. Adunarea şi scăderea, Ca să calculăm. 0 swnă al- gebrică de mai mulţi radicali, caleulăm întâi valoarea fiecărui radical și apoi facem suma algebrică. a rezultatelor obținute, 

ş*
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8 ” , 
j 1 1 1 21, EXEMPLU, V49 —V8+ io l—2hra=ă+a = 

=
 

Dosenvage. Fiztragerea rădăcinii dintr'o sumă algebrică nu o o operație distributivă. Adică avem, în general, 

(22) VE e Va Po. 
De exemplu | | 

Vad + Va+h dacă  abA=0, - 
fiindcă, ridicând la patrat [S5], membrul întâi ne aă a+b, iar mem- brul al doilea ne dă 

(Va + Vo) = a+2VaV5+b -F a+d. 

Doi sau mai mulţi radicali se zic asemenea, când au acelaş indice ȘI aceeaș cantitate sub radical. pa 
„REGULĂ, O sumă algebrică de radicali asemenea se efectuează ca o sumă algebrică de termeni asemenea [112]. 

EXEMPLU : 
3 — — 2 — Por = rara ra 23 para | 

9 — =Vă 2 = 75, 

2%. Inmulţirea şi împărţirea. RecuLă. Ca să înmulfim (sau să împârțim) doi radicali, aducem întâi radicalii la acelaş indice ; apoi înmulțim (sau împărțim) cantitățile de sub radicalii cu acelaş în- „dice și din produsul (sau câtul) obţinut extrage rădăcina arătată de indicele comun. 
. 

EXEMPLE : 
IN 3__6 6__6__ 0 o - 6 3 VENE Ve= Va Va Ve Vaz = VB Va. 

6__15 20 9% 0: 20 10 Vas: Vai = Va: Va = Va — Vi = Vai. 
30, Ridicarea la putere şi extragerea rădăcinii. După legile radicalilor [122, 2 şi 3], rezultă următoarea | 
RecuLă. Ca să ridicăm un radical: la o putere, ridicâm la acea- stă putere cantitatea de sub radical Și apoi, din puterea obținută, extra- gem rădăcina arătată de indicele radicalului,
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Ca să extragemn o rădăcină dintr'un radical, eziragem din cantitatea de sub radical rădăcina arătată de produsul indicilor radicalilor. Adică: 

A (2) = ja 
și 

(ră) iz = 

6 
3 s SI ” EXEMPLE : (2) ra, Ya = Vaz. 

Onsenvane. De aci rezultă că 

pP__ q__ « g_ P Pg_ (33) Via = Via = 
Invers, dacă avem N = pg.r, rădăcina a n-a dintr'un număr se poate calculă prin 3 exirageri de vădăcină consecutive cu indicii p, g, r „ respectivi. Ordinea in care facem aceste trei operaţii e indiferentă. Adică avem: 

  

p r 

” 7 / P__ n_ r 9_ . par (24). Ja = i: = Pia = 
6 3 7 | EXEMPLU: 15623 = YI 15635 = V135 = 5 
6 118 ă 

sau V15625 = | V156z5 = V3 = ş. 
. 

, q 135. Exponouţi fracţionari. Am văzut că expresiunea a nu-și schimbă valoarea prin amplificare sau simplificare ; dar, prin aceste ope- raţii, nici raportul Z nu-şi schimbă valoarea. De aceea putem zice că q 
valoarea radicalului a? nu depinde de numerele P Și q separat, ci numai de raportul lor ră 

10. Dacă p e divizibil prin gq, avem 

Pe = m Sau  p=qm (m întreg): 
și putem serie | 

q q 1__ 2 
Va? = Var = Var = ah = aa, 

Așa dar un radical poate fi scris ca o putere cu exponent fracționar,
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i p 20. Dacă p nu e divizibil prin q, expresiunea al nu mai are sens Totuși, dacă prin definiție convenim să, scriem, în toate cazurile, 

= |
 g (ĂXLVII) a = Va, 

constatăm că operaţiile cu radicali aritmetici se reduc la operaţii cu - puteri, aplicând şi la puterile cu exponenți fracționari toate regulele date pentru puterile cu exponenţi întregi. 
Astfel, pentru exponenţii fracționari 

- DP 2 7 

=t, = Î 
= 

avem 
A Pr q s QS__ Qs__ 

aa = ata = ap . Var = Vas. Var 

DS ps-tar PuL = opt = aq 5 =aats — aka, 

Prin urmare [111, 2) și în acest caz putem scrie 

(XXIV) daf = gt 

În acelaş fel se demonstrează că și celelalte formule dela para- grafele 112, 113, 114 se aplică la puterile cu exponenţi fracţionari. 
DEFINIȚIE. O putere cu exponent fracționar este o rădăcină, în care numitorul exponentului fracţionar este indicele radicalului, iar numără- torul exponentului Îracţionar este exponentul cantității de sub radical, 

4 â 
3 1 

1 

EXEMPLE: 35 = Vai, a2=Va, aa Va. 
OBSERVARE. Avem 

| 23 3 d 3 
(82)* = Văz = 2Vz dar 85 == 8Vz. | 

Din definiţia precedentă rezultă imediat operaţiile de amplificare și simplificare ale radicalilor: 
- 

Pam. Ve = a? = aan = |apa, 

136, Exponenţi fracţionari negativi, Generalizând formula (XX VIII) [pag. 96] vom scrie și în acest caz 
| 1 1 = 

m. 

“a
 

[3
 

(25). a 
2 
q 

—
 a
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EXEMPLU: 8 

OsenvARE. Să nu se confunde exponenții fracționari cu exponenţii negativi. Astfel 
i 

1 3 

at = GB Pecând at = Va. 

137. Fracţii egale. Când avem -un şir de fracţii egale și pozitive 

a e e_ >=q=ș=ă 

ridicându-le la puterea n, deducem [8t, 1] 
ae 

ah ch eh 

OP zi 
şi extragând apoi rădăcina a n-a, găsim 

(26) - 1=3 = A re re 

Papi 
unde trebue să luăm pentru radicali valorile lor aritmetice, In particular, pentru pi = 2, putem scrie 

(XVIII) | ee VETETE, 
| To Vei fi 

138. Raţionalizare, In calcule, ca să evităm" împărțirile prin radi- cali, amplificăm fracțiile, care au nuanitori iraţională, cu o cantitate, care le transformă în fracţii egale cu numitori raționali. Această transtor- mare se numește rafionalizare. . 
Expresiunile a-+Y5 cu a—Yb, Va+ Yo cu Va — Vb se zie con- Jjugate. Produsul lor [116] e raţional: 

(a +13) (a—V3) = a2— (3 = 2, | 
(Va+Y9) (Va —V5) = (Va) — (Mof=a—. 

Prin urmare, când numitorul unei fracţii are un factor irațional de această formă, raționalizarea se face amplificâna fracţia cu conjugata acestui factor. IE 

1
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10. Din 

Yo 

. PR înmulțind ambii termeni cu Vo, deducem [132, 1] 
n ă i 

— — . 
—————— —————— Pi . . 0 ji - 

EXEMPLE : - | a 

i ri = 7 = sort = F = FR FE = HE — 0459... 
N 2%. Din _ II 

'>+Ve 
amplificând fracţia cu conjugata numitorului, deducein 

  

a alE- TD a 069 
lo Ve (Vo+Ye) (Vo-—Ve) Ze 

„EXEMPLU: TITS = 20/06  — ra Via = 0,50401... .   

139, Compararea, radicalilor. Din definiţia radicalilor aritmetici, rezultă că, dacă a şi.b sunt două n umere pozitive, 
. n n 

din 'a> 5 rezultă Va > d, 
rădăcinile fiind calculate exact sau cu o aproximaţie suficientă, Dacă radicalii n'au acelaș indice, pentru a-i putea compani, îi adu- com întâi la acelaş indice şi apoi comparăm cantităţile de sub radicali. Vedem astfel că, şi pentru exponenți fracționari 

La p=f, 
q s 

dacă numerele sun: pozitive [119, 2 şi 3], 
10. din a» rezultă d > m; 
2%. din 4> k rezultă 

A 

putem zice că: 

MA > a pentru > 1 
dz pentu a=1| 

„AC pentu ali
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EXEMPLE: Avem: Va < Vă finacă 2< 3: 
3_ 

i ” 
.. 

Ca să comparăm 5 cu Vă, vom scrie 2 
8 = =V5, IV ră 

6 6 3 şi fiindcă 25 < 27, avem Vs < V3i sau V5< Vs. 

140. Operaţiile cu numere apropiate. Caleulele cu radicali ne arată că există numere, pe care.nu le putem scrie decât prin valori apropiate. In general, în practică, nu putem sau nu avem nevoe să luăm întot- deauna datele unei probleme cu toate cifrele lor zecimale şi atunci căutăm să obținem și pentru rezultate valori apropiate, cu o aproximaţie delerminată sau cu cea mai bună aproximație posibilă. Ma „Dacă v e valoarea . exactă a unui număr şi. n. valoarea lui apro- Diată [90], diferența E 
. lv=a I.=e | 

se numește eroare. Dacă valoarea, apropiată e mai mică decât valoarea exactă a numărului, - zicem că eroarea e prin lipsă; în caz contrariu eroarea e prin adaos sau prin exces, Sa Sunt cazuri însă, când nu cunoaștem nici eroarea ce “o facem şi Nici sensul acestei erori; știm nuraai că eroârea''0 mai mică decât un “număr « (care se numește Limita superioară a ororii). In acest caz avem 
, l—nl<a: : e aa și prin urmare [41, 3] 

| - Ro <v<nta, : 
IT , 

PR , 
De exemplu,, când datele problemei sunt rezultatul unor musurări, fie din -cauza 

imperfecţiunei instrumentelor de măsură (balanţa, termometrul, şurubul micrometric, 
etc. ), fie din nedeprinderea noastră de a apreciă măsura." cu preciziunea dorită, nu- merele căpătate prin aceste măsurări sunt valori. apropiate. cu erori: necunoscute nici 

” în valoare, nici în sens, Putem doar preciză o „limilă superioară a erorilor făcute, 
Când ealculăm cu valorile apropiate ale unor numere cunoscute "(cum sunt numerele cu multe cifre zecimale), trebue să ştim cu ce aproximaţie să luăm aceste valori apropiate, 'ca- să fim siguri că obţi- nem rezultatul cu aproximaţia cerută, Pa ia In cazul unei sume algebrice, din' teorema, cu privire Ia valorile absolute [41,5] rezultă. că: eroarea. sumei Poate-fi cel mult egală «i suma crorilor termenilor ei, (1). Sr 

(2) Exerciţiul 7, pag, sa ” 

La 

 



159 . III. — OPERAŢIILE DE TREAPTA A TREIA, 

Prin urmare dacă avem o sumă de ș termeni şi dacă vrem să calculăm suma cu o eroare mai mică decât &, va fi deajuns să luăm fiecare termen cu o eroare . x da 
mai mică decât —, 

EI 

EXEMPLE de calcule cu radicali, - . a | 
19. Să se caleuleze produsul 8X45 cu o eroare mai mică decât 0,00001. 
Observând că , 

Va5 = V5X5 = 3x15, putem serie 

8X 35 = 8xX3xXV5 = 24x 5 = 21 X 2,23606 = 53,665, 

calculând 5 cu o eroare mai mică decat 0,00001 prin lipsă. Dar e evident că, prin înmulțirea cu 24, am mărit eroarea de 24 de ori, adică produsul e obținut cu -o eroare prin lipsă mai mică decât i 

24 X 0,00001 = 0,0002+ > 0,00001. 
„Pentru a nu mări eroarea făcută prin extragerea, rădăcinii patrate, e mai bine sii întroducem întâi toți factorii sub radical [192, 1] şi apoi să extragem rădăcina pa- trată cu aproximaţia cerută, Astfel găsim : | 

3X/45 = VoIX35 = 3850 — 59,6653. 
20, Să se calculeze valoarea fracţiei 

7 

Far 
cu 0 eroare mai mică decât 0,001, . 

Dacă luăm V == 1,7920, VI — 1,4142 cu 4 cifre zecimale, găsim 
T__ 7 = 1 — 9909 

Vă—V3 101 0318 > 22,024 

  

necunoscând nici valoarea şi nici sensul erorii rezultatului, 
Făcând insă numitorul raţional : - 

a = AED — (7340) = Vi 3 Popa Oa 

    

şi calculând fiecare termen cu o eroare mai mică decât 0,0001 prin lipsă, suma : 

V147 + 38 = 19,1243 + 9,8994 = 22,0287 
reprezintă rezultatul căutat cu o eroare prin lipsă mai mică decat 

| 0,0002 < 0,001. 

III. — NUMERE IRAȚIONALE, 
„141. Şiruri de numere. Să însemnăm cu 

(&) a | 0 2, 03, e. Cn Oniy os. 

un şir infinit de numere (diferite sau egale între ele). Numărul (n Se zice termenul al n-lea, al şirului sau termenul de rang n.
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- Un şir de numere e determinat, când putem serie valoarea orică- 
rui termen al şirului, de îndată ce ni se spuno rangul acestui termen. . 

Astfel, șirurile 

(27) 12 mi 
” 1 1 1 l 

(28) Ţ? 3? 3? ...3 7? ... 

E , | 
(29) pp Da m 

? 

T. 

sunt determinate. | | 
Termenul de rang n se mai numeşte termenul general al şirului. 

In exemplele luate, toți termenii șirului, se deduce din termenul general, 
dacă înlocuim pe n succesiv prin 1,2, 3,... 

Dacă avem 

Hu Sa <a... Can < aan <... 

șirul e crescător și dacă avem . 

a > 2 > aa >: > da > au Doe 

Șirul e descrescător. Șirurile crescătoare şi şirurile descrescătoare se zie 
şiruri monotone. 

Şirul (27) e crescător; şirul (28) e descrescător, Pentru şirul (29) avem 

ni n 1 
“ni n o nFa n Fi (+ 1)(n4-2) >0 

ceci a, < dau oricare ar fi n. Şirul (29) e crescător, 

Şirurile (27), (28), ( 29) sunt monotone, Şirul 
- 

! ” . . 
” 

” 1 ” 1N2 133 1N2 CC Cp 
in care avem | 

d + 1 > 1 ... şSTo oa 
nu e monoton. Acest şir se zice alternat, fiindcă termenii sunt în mod alternativ 
pozitivi şi negativi, 

Dacă reprezentăm pe o axă A (fig. 26) punctele P,, Pa, ...; Pa, -.., care au abseisele a, > Q2> «+9 dn; s+. respectiv, obținem șirul de puncle sau mulțimea de Punele, care corespunde şiruhii (a), .
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Dacă: avem un şir de numere mărginit şi la dreapta și la stânga 
prin numerele A şi 2 (fig. 26), punctele de pe axa A, care corespund .: 
acestui șir, sunt situate toate (în număr finit sau infinit) pe segmentul AB. 

  

A 4 a da as dn PB A 8, Pa Pg PB E Fie. 26, 
- 

142, Cantități variabile, Câna reprezentăm numerele prin litere, 
O literă oarecare a: | . 

10. sau reprezintă un număr delerminai, 20. sau poate căpătă diferite valori numerice, de exemplu valorile 
unui șir de numere. | 

| In cazul 10 qe 0 cantitate constantă 3 în cazul % a eg cantitate 
variabilă. A zico că a variază, însemncază a zice Că a trece dela o va- 
loare numerică la alta. Dacă aq capătă succesiv valori oricât de mari 
din şirul numerelor naturale 1,2,83, er Ro Bl, .., zicem că a 
creşte la infinit, Si 

Intr'un şir de numere, termenul general a e o cantitate varialilă, care 
pentru 2=1, 2, 3, DP capătă, respectiv valorile a a, (as <-> dp. 

143, Limite. Să considerăm un Şir înfinit de numere : (A) 
a, a, ps o, 3 e 

gul lor e din ce îi co mai mare, suu mai precis: dacă, oricâl de mie * 
ar fi un numâr e > 0, găsi un număr p, aşi ca să avem 

laa le pentru n >p, 
zicem că şirul A Sau termenul a, tinde călră zero, când crește la in- 
finit şi scriem e 

dn — 0 (an tinde cătră 0), sau 
a 

lim ae = 0, 
Nn=V 

adică limita lui a, e zero pentru n infiniț, e SE , . E 1 
» EXEMPLU: Şirul (28) tinde cătră zero, fiindcă luând .=—, penlru 2 > 1QP 

- 1. 1 SE . 

10? 
. 

avem 3 < 25 - adică. 4, < e. 
_ N
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si 

20. In general, vom zice că şirul A sau termenul dn tinde cătră o limită A, când n creşte la infinit, dacă valoarea termenului dn Se apro- pie din ce în ce maj mult. de numărul d (adică dacă diferența dintre n şi A devine oricât de mică vrem), câna luăm termenul a, de rang din ce în ce mai mare. Mai precis: șirul A sau termenul a, tinde câlră limita A pentru n infinit, dacă oricât de mie ar fi un număr pozitiv e, gasim un număr p, aşă ca 'să avem: - ” 

li—a1I<e pentru n > pui 
In acest caz scriem : aa 

lim ae = A sau an — A] Său an =i-ra N=00 E 

unde a e o cantitate (pozitivă sau negativă ), care tinde câtră Zero, când 2 creşte la infinit, 
| 

EXEMPLU: Şirul (29) tinde cătră 1, deoarece, oricât ae mic ar fi £ > 0, avem 
n 1 

AFI Sai SE Ea 

  

1-a, =1— 

* ” pentru n-L1l > Z, adică pentru ş > ZI. 

30, Dacă, oricât de mare ar fi un număr > termenii șirului A, pentru 7 destul de mare, sunt mai mari decât Al, adică dacă, oricât de mare ar fi AL, găsim un munăr DP, aşă ca să avem, : 
„n > Al pentru! n p; 

zicem că şirul A creşte la infinit. | | Deşi infinitul nu: e 'un: număr determinat, totuşi prin generalizare vom zice, și în acest caz, că şirul A sau: termenul dp tinde câtră li | mita -+-o0o, când n creşte la infinit și vom scrie. 

lim aa = +00 sau da — To, 
N=00 

EXEMPLU, Şirul (27) ciâşte la înfinit cu 2, deoarece, oricât. de maro ar fi un număr A, dacă Pe VIZ cu aproximaţie de o unitate prin adaos, avem P2 >A şi 
a = 2 > P2> a pentru „>, 

40, Dacă, oricât de mic (1) ar fi un număr negativ — A, termenii şirului A sunt mas miei decât —A[ pentru n destul de mare, zicen 
  

  (1) In sens algebric,
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că şirul A sau termenul am tinde cătră 00, când 4 crește la infinit Şi scriem 
” 

lim ap = —0o Sau ap —co. 
n=S0 

“EXEMPLU; Şirul | 

—1, —2, —a, Mn 
tinde cătră —%, deoarece avem == u<— AM pentru aa, 7 

144. Număr limită. Dacă ne propunem să căutăm numărul z, care satisface la, condiţiunea Ă 

22 sau =) 
găsim, prin metoda extragerii rădăcinii patrate cu aproximaţie de 0,1, 0,04, 0,001, ete., următoarele valori apropiate : 
(4) a 214, a LA, a 1414, a = 14142, as = 1441421, ... (B) în = 15, D142, d =1415, D= 1,4143, D= 141499, ... 
care ridicate la patrat, ne dau - 

4=1%<2 = 225 >2 
(31) ap = 1,9581 < 9 D= 20164 > 2 

aş = 199939 < 2 i, = 2,002225 > 9 

In general, dacă a, și On sunt valorile numărului VS apropiate prin a PE 1 lipsă şi prin exces cu aproximaţie de 10? avem 

ca ea 
(83) „Oa <h şi Da aa e 

Obţinem astfel dou şiruri determinate de naumere raționale A şi B, care au proprietăţile următoare: 
_ 10. Când 7 crește, termenii șirului A crese (sau cel puţin za. dos- cresc); termenii şirului B descrese (sau cel puţini pa: crese), adică avem, oricare ar fi n, 

(84) On SS ap şi On SS Dai:
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"20, Orice număr p din şirul A e mai mie decât: orice număr bg din șirul B. 
" 

In adevăr, dacă p=a avem! a < bi 
dacă p>qa avem a, < d, SS di 
dacă 2 <q avem asa < bq- 

30. Diferența dintre două neumere Ga Și Dn, de acelaş rang, poale deveni, oricât *de mică ore, dacă luim rangul 2 destul de mare. “În adevăr, avem - 
- : 

1 35 
d — Op De (35) Sa 10% 

40. In şirul A nu există niciun mumăr mai mare decâl toate nau- merele din şirul A; în şirul B nu există niciun număr mai mic decâi toate numerele din şirul B, 
În adevăr, dacă un număr 4, din şirul A ar fi cel mai mare număr din acest șir, am ave da ap pentru n > p, Prin urmare, extrăgând rădăcina patrată din 9, am găsi la rădăcină zeruri pentru toate cifrele de Tang mai mare decât p, În acest'caz VO ar fi numărul rațional 4, rezultat evident absurd, La un rezultat analog am ajunge, dacă am presupune că, în şirul B, există un număr d mai mic decât toate numerele din acest şir, - su 
OsenvanE. Din neegalităţile a - 

n SS an+p < dap SS ln 
și din egaliiatea (85) rezultă neegalităţile | 

| | , a 
(36) | Gn-tp — an | S 12 şi | Dap — ba | < 102 
oricare ar fi munărul - p întreg și -pozitiv. , | | Neegalităţile (31) ne arată că niciun număr 'din șirurile A sau B nu îndeplinește condiţiunea ca, ridicat la patrat; să ne dea exact pe 2, Totuși, când luăm pe n din ce în ce mai mare, numerele vaționale (n ŞI În se apropie din co în ce mai mult de această condițiune. ' Mai precis, neegalităţile | | | _9 a. 

aq S<2< i, | Sai 
aa na > (ta) (a) < Zana) 

și egalitatea (35), 'ne arată că diferențele = 

E e „2 
tind cătră zero, când n crește la infinit. Prin urmare şirurile cu tor- .. 9. 29 . eu [” * menil au și Da au ca limită comună numărul 2,
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„În acest caz, convenim să zicon că termenii a, și ba au ca limită numărul irațional reprezentat prin simbolul V2 şi scriem 

: da < Va < da 
pentru orice valoare â lui n. | A Numerele raţionale a, și d, au primele lor 2 cifre Comune; acestea: suni primele 7 cifre-ezacte: ale numărului. limită 'V2. : Găsim astfel: 

* Vă = 14142135624 ... 
număr de formă zecimală, dar scris. cu 0 infinitate de cifre zecimale. 

145. Numere definite Prin Şiruri, Să presupunem că avem două şiruri infinite de numere, raționale.: - 

m .. 

(B) a ua Das Das nn 29. d: 
în care termenii a, și Dn se pot caleulă, după o regulă determinati, pen- „Itu orice Valoare a lui n, şi care satisfac. la. condițiile următoare (1). (a) Șiral Â e crescător (sau cel puţin na descrește); şirul B e - descrescător (sau cel puţin nu creşte). 

(8) Pentru orice valoare a lui n, avem 

an < ba. 
(Y) Oricât de mie ar fi um număr € > 0, găsim un număr 2, astfel ca pentru m > p să avem 

; 
| ba — (n | < £, 

Ă adică : diferenţa Dn — aa tinde cătră Zero, când n crește Ia .infinit. Cu aceste ipoteze: 10, Dacă există un număr rațional A, care să fie cuprins între an Și ba 
ae 

(A) A a a e. a 

pentru orice valoare a hu n, şirurile A şi B tind câtră limita A. E de .ajuns să arătiim că 
| 

TOAa)=0 şi (A=m)=o0 Ti când 2 creşte la infinit. Dar aceasta rezultă din ncegalităţile (37) şi din ipoteza, (7) pi E a 
lim (ba — a) =90.. - 

no. 
“     7 7 

— (1) Condiţiile 10, 20 şi 30, la'cate satisfăceau şirurile Particulare din paragraful precedent,
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În acest caz zieem că șirurile A și B definesc numărul vafional A și scriem | ” 
E lim aa = lim D=). 

1 =O00 N1=CO 

20; Dacă nu există micu mumăr rațional A, care să satisfacă, la condiţia (37), oricare ar fi 2; vom zice că şirurile A şi B definesc un număr îrafinal A, care, prin definiție, rămâne cuprins între a, şi ba 

dn <Ai<b ” 

pentru orice valoare a lui n şi vom serie și în acest caz că - 

lim aa = lim da =A (număr irațional ) . 
N=OO „N=00 E 

Un număr rațional sau irațional (pozitiv, nul sau negativ) se nu- mește număr real. Toate numerele raţionale și iraționale formează la un loc mulțimea numerelor reale. ! 
Șirurile A și B, prin condiţiunile impuse, admit în toate cazurile „ca limită comună un număr real. 

OBSERVARE. Dacă, dela un rang oarecare p, termenii a, ai unui șir A satis fac la condiţia 
Q=a n dp pentru n >p, 

zicem că limita şirului A este numărul raţional 4 [143, 2], deoarece, oricât de mie ar fi € > 0, avem 
dap =0< e :pentru > 7. 

In particular şirul Mp Pia sea Da a, are ca limită numărul u. 
+ 

146. Operații cu numere limită. Dacă. avem uh număr A definit "ca limita comună a două șiruri A și B, cu termenii generali a şi ba respectiv, care satisfae la condiţiile (a), (8), (7) [145], convenim să scriem toate aceste ipoteze prin. egalitatea i 

(88) A = (an, dn). 

Să considerăm două numere reale 

(39) A = (4,5) și A = (a, 5) 
Aşi B, A” şi B” fiind șirurile, care definose. aceste numere. 

Pentru orice valoare a lui n, avem [145] 

(40) SAS <<, 
M, a,: 

9
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și oricât de mic ar fit > 0, pentru m destul de mare, avem 
(41) l-a <e, lb-ale. 

Dacă numerele A şi 7” sunt raționale, din neegalităţile (40) dedu- cem prin adunare [40, 5]: 
: N ata CAT <ri, cu 

Ida td) (a, +a) =] (0, —a)t (9 —a,) | < e. 
Prin urmare şirurile cu termenii generali a+ a, şi + b,, salis- fac la toate condițiile (a), (8), (7) și definesc numărul rafional A+)”, " adică pntem. scrie . - 

(42) . AT = (a+a; +9). 

Această egalitate, luată ca definiție. a sumii a două numere rațio- nale, ne serveşte și pentru definirea sumii a două numere raționale. DEFINIȚIE, Suma numerelor iraționale limită „definile prin şirurile cu termenii generali das da şi a, LU, „este munărul limită. definit prin, şirurile cu termenii generali a, + a, d, + d. 
In mod analog se definesc și celelalte operaţii cu numerele ira- ționale, observând că pentru Ă și A” raționale (A <4'), din ncegalităţile (40) şi (41),. deducem 

pentru scădere [40,6]: 

ap d <A <a, 
pentru înmulţire [56,3]: | 

apa, <A < Id, ; 

pentru împărţire [62,4]: 

a, PU d, 

Sa Sa 
presupunând, în ultimele două operații, că numerele Gas Du a, şi d, sunt toate pozitive. 

Când n variază, şirurile astfel obţinute satisfac în toate cazurile la condiţiile (a), (8 > (7). Putem dar scrie, ca definiții peniru dife- vența, produsul şi câtul a două numere reale raţionale, următoarele mumere limită: ” - 
(43) . V-A = (ap— da, Dap),
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(44) AA = (apa, 30), 

- | x = (aq ) | (45) A î (2, , 

definiţii, care sc extind și la numerele iraționale şi care no permit 'să calculăm, sub formă do sumere limită, diferenţa, produsul și câtul a două numere reale oricare. 
m 

Puterea A” și rădăcina VA, pentru A irațional, se definesc tot ca numere limită. -. 
Astfel, dacă termenii a, și b sunt pozitivi, pentru m întreg și po- 

zitiv,. vom zice că 
m 

A = (ax, b), a = (ia, i), 
+ - - . m OM _ . i rădăcinile a, şi Voa fiind calculate cu aproximaţie de a prima, prin lipsă şi a doua prin adaos. 

OBSERYARE. Dacă A= (a, de avem 

1 1 1 
TA =), AX0=0, >= [a 2); 

esalități, care rezultă din definițiile (43), (44), (45), dacă observăm că numerele WM=0 şi V=1 pot fi definite, respectiv, prin şirurile cu termenii generali 

dp = d = “şi a, ==, 

147. Şiruri oarecare. Să considerăm două şiruri 
Fi 

. 

(A) Apo Cao Op sc pp ie 

(A”) ” d 02 e. Qy se. 

monotone sau nu, dar care tind fiecare câtră o limită determinată 

(46) lima, = A, lim a, = X% 

pentru n = 00. Putem dar serie [143, 2]: 

(47) a = A+ a, ara, 

- unde cantităţile (pozitive sau negative) a și a“ tind câtră zero, când n creşte la infinit. Ă RE 

g*
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In acest caz vedem că 

Aha Arya], 
a. —a, = 1-A la-a'], 

(48) : , a, = AX + [a 3” + "A + aa], , 

GA Ata _A| _ A [ada] a, = + [e | = 3 + [ez] 

Dacă presupunem în ultima. egalitate X'=F 0, toate cantităţile din paranteze tind câtră zero (ca și a şi a"), când 1 crește la infinit. Prin urmare, egalităţile (46) și (48), pentru 7 = 0%, ne dau 
lim (a,4+-a,) = A+ = lim a, + lim a;,, 
lim (a,—a,) =3A—y = lim a, — lim a;,, 

(49) lim (aa) = AY = lim a, + limas, 
îm dn _A __ lima, 1 lim z, = pu = lim a, (dacă A 2-0). 

TEOREME. 10, Limita sumei a două cantități variabile este cgală cu suma limitelor acestor cantităţi. 
- 20, Limita diferenței a două, cantităţi variabile este egală cu dife- rența limitelor acestor cantităţi. i 

30, Limita produsului a două cantități variabile este egală cu pro- dusul limitelor acestor cantităţi. 
„40. Tinita câtului a două cantități variabile este egală cu câtul limitelor acestor cantități, dacă limita împărțitoruhu, e diferită de zero. 
EXEMPLU. Să luăm | 

  

Putem scrie 

3 - 1 , , 
ap 2—3 Aa, a 5+a=i +a, 

1 , | - i 
unde A=3, u=—2, A=5, a = Zi aşia! tind cătră Zero când 4 >, 

“Prin urmare avem 

lim 64 =2, lim a,=5, 

Cătră ce limită tinde produsul apa = (ERBASU = cana n crește la infinit? 
. 

* n
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Aplicând teorema, precedentă 

. 2 . . ? lim (aa) = lim a, « lim a4 
găsim, pentru =, . 

lim CESEnE — 2 x5 10, 
n 

148. Simboluri cu o infinitate de cifre zecimale. Să considerăm 
un număr de formă zecimală, dar presupus scris cu o infinitate de cifre 
zecimale. Fie a, numărul format din partea întreagă şi primele n cifre 
zecimale ale numărului dat; b, numărul care se obţine din a, când 
mărim ultima cifră zecimală a lui a cu o unitate. 

Șirurile A şi B formate cu numerele An Şi Dn astfel determinate, 
fiindcă satisfac la. condiţiile (a), (8), (%) dela paragraful 145, definese 
un număr real A şi avem ! 

lim. aa = A. 
N= 00 

Cu cât n este mai mare, cu atât numărul fracţionar n (cu n cifre 
zecimale ) sc apropie mai mult de valoarea adevărată a numărului real A. 

In practică operaţiile cu aceste simboluri se reduc la operaţii fă- 
cute cu valorile apropiate aa. a 

Se pot prezentă următoarele cazuri : 
10, Dela un rang p, toate cifrele zecimale, ale numărului dat, de 

rang mai mare decât p sunt zeruri, - 
„In acest caz avem ap = 4p pentru n și numărul. limită A = ap e întreg sau fracționar zecimal (număr rațional). 

EXEMPLU, Pentru numărul A = 38,725 000 000 avem 
a =387, a2=—=8812, a 38,195, aa pentru 1538 şi A == 3 = 398,195. 

20, In numărul dat există cifre diferite de zero de rang oricât de mare, dar 0 aceeaș grupă de cifre zecimale se repetă la infinit. In acest caz avem o îracţie zecimală periodică simplă sau mixtă [93, 2] şi nu- - 
mărul limită A este o fracție ordinară (număr rațional ). 

EXEMPLE, a0, Fracţie periodică simplă: A == 0,183 183 788 ... Grupa 783 este perioada şi putem scrie ' 
* 

1000 A = 783,783 783783 ... 
A = 0383178378... 

Scăzând aceste egalităţi, membru cu membru, găsim “| 

999 A == 783,000 000000 ... de unde rezultă 
ae a w

 _ A = 8)
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„W Pracţic periodică mixtă: A 0,485 9787597. 485 este partea neperiodică, 37 este pcriouda Şi avem : 

100 000 A == 4853789737 37 ,,. 
1000 A ==. 4853737397... 

Scăzând acoste cgalități, membru cu membru, găsim 
, 

99 000 A =— 45052,00 00 00 ... de unde rezultă 
! | 

== 5052 _ 45587—455 
99000 99 000 

  

30. Când numărul dat, cu o infinitate de cifre zecimale, nu c nici „ de catagoria 10, nici de categoria 20, ne găsim în cazul al doilea dela paragraful 146 şi lim an =A e un număr îrafional, care se reprezintă printr'un semn convențional sau printr'o literă [9%]. : - : EXEMPLE de numere ira ionale: 

Va = 144142195604 ..., e — 9718981800459... 
1 == 9,141592653589793238462643 |. 
B = 0,12845678910111213141516171819 .. 

Succesiunea cifretor zecimale e dată, pentru fiecare număr irațional, prin regula 
specială, după care se calculează, valorile apropiate ale acestui număr limită, 

149, Corespondența între numere Şi puncte, Pe o axă A (fig. 27), alegând un segment OA ca unitate de măsură, să fixăm “punctele Q și A, care corespund la numerele O.şi 1. 

A op A DEI, pa a NN Da - O | Â | L | 
Fig. 27. 

10. La orice punct L de pe axa A corespunde un mumă real A şi unul singur, Acest număr e valoarea algebrică a segmentului OL, măsu- Surat pe axa A cu unitatea OA. 'Numărul A este pozitiv sau negativ, după cum segmentul OL are acelaş sens sau are sens contrar cu axa ă.. Dacă lungimea OL e comeusurabilă cu OA, valoarea algebrică a 

incomensurabilă cu OA, valoarea algebrică a segmentului OL, este un număr. algebric irațional [99 și 100]. 
__ Acest număr A e abseisa punctului L şi se reprezintă prin OL,
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Convenim dar să deosebim pe axa A două feluri de: puncte: raționale şi iraționale, după cum ele corespund la numere raţionale sau iraționale (1). 

_— EXEMPLU. Dacă OL e lungimea semicercului cu raza OA=1 (fi. 27), avem OL= 7%; punetul L corespunde la numărul irațional 7. 

20, La orice număr veal 3 corespunde un punct şi unul singur 
pe axa A, 

In adevăr orice număr real A poate fi definit ca limita a două și- 
ruri de numere raţionale A şi B satisfăcând la condiţiile («), (6), (7) 
[145]. Fie Ar» A2, eee Ano +3 Bi, B, -..3 Br... punctele de pe 
axa A, care corespund respectiv la numerele Cr, aj ...9 Cao see Di, Da, +3 Day «+. din şirurile A și B (fig. 28). 

  

  

A a aa 03 an A bn ba bd , 1 4 , 1 . . . , > A Az Aa An Le Da Ba ba B, 
Tig. 2 - | 

Toate punciele A, se găsese la stânga tuturor punctelor Ba. 
Langimea segmentului AB, = b, — a, tinde câtră zero, când n 

crește la infinit. 
” 

Punctele A, mergâna spre dreapta, și punctele Br, mergând spre 
stânga, se apropie din ce în ce mai mult de o poziție limită L. Vom 
zice că L e punctul eare corespunde munărului limită A = (an, Da). 

150. Compararea numerelor reale. Dacă la două, numere reale î 
și A” corespunde acelaş punet limită L, zicem că numerele 'A și A” sunt egale şi scriem A =". 

Â 
  

  

0 4. A b, : _P A .P > 
O Â, L B, A L B, 

Fig. %, 

- Dacă la numerele A și X” corespund punctele distincte L şi L, 
vom zice că A e nai mare decât A, dacă segmentul OL' e mai mare , 
decât segmentul OL, adică dacă punctul L/ e la dreapta punctului L 
po axa A (fig. 29). 

  

(1) Aceste puncte sunt determinate pe axă, numai după ce s'a ales unitatea OA.
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Dacă figurăm pe această axă punctele A,, B, şi A, B,, care corespund la şirurile care definese numerele 

Aa d), (a, 3), 
vedem că, dacă pentru un rang p, A coincide cu B, sau e la dreapta lui Bp, punctul L* e la dreapta punctului L (fig. 29). 

- Prin “urmare: 

12. Dacă, pentru un rang p, găsim a, =, avem A'>A. 20. Dacă, pentru un rang p, găsim V, = 4, avem YW'<]. | 30. Dacă, pentru orice Tâng n, găsim neegalităţile 4 <d, şi ap <b, avem Y =]. 

OBSERVARE. Când numerele A şi A” sunt scrise cub formă de fracţii zecimale (cu un număr init sau infinit de cifre zecimale), compararea lor se va face după "regula dată pentru fracțiile zecimale [$9]. " 

151. Şirul numerelor Teale. Succesiunea numerelor reale în ordi- * nca, în care se găsesc pe axa-A (fig. 80), formează şirul saumerelor reale. Acest șir e crescător. 

CO NUMERE REALE NEGATIVE O NUMERE REALE POZITIVE “oo - 7 ) 
ai Ă | . O 

Fig. 80. 

  
  

Fiindcă între două puncte de pe axa A există o infinitate de alte puncte, rezultă că între două numere reale, oricât de apropiate ar fi ele, se găsesc cuprinse o infinitate de alte numere reale. De aceea zicem că șirul numerelor reale este dens. 

  

A | A A ! ! : I- > ) LL M L 
Fig. 31. , 

Punctele de pe axa A se succed unele după altele în mod conți- nuu. Prin urmare, dacă un punct M se mișcă pe axa A, dela punctul L, până la punctul L” ( fig. 31), abscisa punctului M, = Oi, capătă succesiv toate valorile posibile cuprinse între numerele A și 7”. Toate „ aceste valori sunt numere reale. De aceea convenim să zicem că şirul numerelor reale este un şir contina. 
Mulțimea tuturor numerelor reale, cuprinsa între 3 și A, formează intervalul (1,2). Când punctul M so mişcă între L şi L', zicem că: a = 0 variază în intervalul (Ă,Ă'), 

”
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OBSERVARE, La un punct A fix pe axa A, corespunde o abscisă constantă a; la un punct M mobil pe axa A, corespunde o abscisă variabilă a, 

IV. —. PROPORȚIONALITATEA, 

152. Rapoarte. Dacă a şi 5 reprezintă două numere : 
10. Diferenţa a—b este raportul aritmetice dintre a şi b; | 

| 20. Câtul exact a:D'sau 3 este raportul geometrie dintre a și d [75]. 
Numerele « şi d sunt termenii raportului. 

EXEMPLE. Raportul aritmetice dintre „15 şi 5 este 15—5==10; raportul gea- melrie dintre 15 şi 5 este 15:5=3,. - ! “ 

Legile rapoartelor, 10. Un raport arilmetie nu-şi schimbă valoarea, dacă-i adunăm sau scădem la ambii termeni un acelaș număr, 
20, Un raport geometrie nu-și schimbă valoarea, dacă-i înmulțim . sau împărțim ambii termeni cu un acelaş număr. e 
Aceste proprietăţi rezultă din legile scăderii [22,5] şi din legile împărţirii exacte [60,3]. 

153. Proporţii. Egalitatea a două rapoarte de acela fel formează o proporție. Proporția e aritmetică sau geometrică, după felul rapoartelor cu care e formată. ” " 
EXEMPLE, Proporții aritmetice: 

18—1=14—8;  616—584=1,24—099; RR 
Proporţii geometrice : 

. 

  s
o
]
 e 35, =: 

In general o proporţie e de forma 

(50) e ab e—d (proporţie aritmetică) i 
sau 

i 

(51) Ș = 3 ( proporţie geometrică) . 

Orice proporţie are patru termeni. In proporţiile (50) şi (51)-ter- ' menii sunt a, d, ec, d; primul şi ultimul termen (a şi d) se numese externi sau eztremi; termenul. al doilea și al treilea (3 şi c) se numesc înterni sau mezi.
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în 104 Proporţii aritmetice. 10, In orice proporție. aritmetică suma mezilor e egală cu suna eztremilor, e 
In adevăr, din | e 

(52) a dbe=d. 

adunând pe b--d la ambii membri, deducem 

(58) arde, 
Invers, din egalitatea (53) rezultă proporţia aritmetică ( 32). 

"OBSERVARE. Într'o proporţie aritmetică se pot-schimbă mezi; între ci sau ex- tremii între ei sau amândoi mezii cu amândoi exiremii, deoarece: prin oricare din aceste schimbări egalitatea (53) rămâne accea, 

20, Când cunoaştem trei termeni: a, b, e ai unei proporţii aritme- tice, putem calculă termenul al patrulea al ei. | 
In adevăr, însemnând cu a termenul necunoscut, din 

a—b=c—z 

deducem a+z = be „Și 

(53) | | _Z=bre=a. 

30. Dacă într'o proporție aritmetică „ 

(55) Si a—n=m—0 sau m-a=b=m 

mezii sunt egali (sau extremii sunt egali), valoarea lor comtnă m se numeşte znedia aritmetică a celorlalte două numere: a și d. 
Din egalitatea (55) deducem 21 =a+) şi E 

ad 
2 

(XLIX) m = (media aritmetică), 

Prin. urmare : media aritmetică, a două maumere e semisuma lor, .. 
GENERALIZARE. Media aritmetică a n numere a, d, c, ..., 1 este suma cestor numere. împărțită prin numărul lor: : Da 

aber a] Do m = Set i,
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„+ EXEMPLU. Măsurând, prin zece determinări succesive, cu ajutorul unei maşini de divizat, distanța dintre două diviziuni de pe un tub termometric (dela 20 până la 50%), am găsit rezultatele următoare : - , . 
Măsurări, Diferențe. 

l-a .măsurare: 26211 — 26208. =. -+ 0,03 
a 9%a » 261,99 - — 9,09. 
a 3-a » 262,20 0,12 
a da - 262,07 — 001 
a da. 261,98 ” — 0,10 
a “6-a » 262,183 „0,05 
a 7-a . 262,00 ta 0,08 ! 
a 8-a - 261,96 — 0,12 
a 9-a » 269,15 AER -+ 0,07 pr a 10-a , 262,93 -- 0,15 N 

Total: . 2620,82 mm, : F-042  —0,40. 

Media aritmetică : 200 sa =— 262,082. Valoarea medie: 262,08 mam. 
Pentru 30 avem 262,08 mm. ; pentru 10 avem 262,08 : 30 — 8,736 mm, 

155. Proporţii gcometrice, 10. In orice proporţie geometrică pro- dusul mezilor e egal cu produsul exiremilor; | 
In adevăr, din 

p 

ae i (56) popi 

înmulțind ambii membri cu bd, deducem 

60 ad = de. 
Invers, din egalitatea (57) rezultă proporţia geometrică (56). '.- 
OssenvanE, Intp'o proporție geometrică se pot schimbă mezii, între 

ei sau extrerii între ei sau amândoi mezii cu amândoi exiremii, deoarece 
-prin oricare din aceste schimbări egalitatea (57) rămâne acecaş. 

20, Când cunoaștem trei termeni a, d, c ai unei proporţii geo- 
metrice, putem calculă, termenul al patrulea al ei. 

In adevăr, din . E 
a__c 

_ ba 
m. 

a. deducem az = de și 

(58) o z ze (a patra proporțională). 

- 1...90 Dacă într'o proporţie. geometrică . - . E : ” 

d (59) = =£ sau 

F
a
 

a
r
e
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mezii sunt egali (sau exirenmii sunt egali), -valoarea lor comună L se numește “media geometrică a celorlalte două numere a și 0, - Din egalitatea (59) deducem h2 = ab şi 

(LI) n Vab (media geometrică ) 
Prin urmare: media geometrică a două numere e rădăcina patrată, din produsul lor, o. 
GENERALIZARE, Media, geometrică ă n numere a, d, c,..., 1 este rădăcina a n-a din produsul lor: 

(LII) - op Vad. 

OseRvAnE. Media aritmetică. a două numere e maj mare decât. media geometrică a .lor. Adică avem 

(60) . | ai > /ă sau mu. 

In adevăr, înmulţind cu 2 și ridicând la patrat, necgalitatea (60) devine _ : 
+ 205 +82 > 45, 

a —205+3>0 sau (a—bf >0, 
ultima neegalitate fiind evident adevărată, 

49. Media armonică a două numere: a și b este numărul £, care_ satisface la egalitatea . 

  

(719 pa (media armonică). 
De aci deducem | | 

z = sau „a ti.e 
adică | | 

; 2n (LIV) | p2=—m.E * sau E = n! 

Prin urmare: media geometrică a două numere (a şi d) este me- die geometrică, între media aritmetică şi media armonică a acestor numere. Neegalitatea (60) ne arată că. rapoartele (LIV) sunt Suprauni- „tare; adică avem: 
"ELpu<m,
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OBSERVARE. Media armonică a numerelor a și d satisface la următoarele pro- 
porţii (una aritmetică şi una geometrică ): a 

er
 

  
L_1_1_1,  a= 

Îi pt? E a E £ 
=... = 3 

a
 

Când vom zice numai raport sau proporție, fără să specificăm . 
felul l6r, vom înţelege raport geometrie şi proporție geometrică. * 

156. Teoreme. 10. n orice-proporție suma (sau diferența) numă- 
rătorilor împărțită prin suma (sau diferența) mumitorilor formează un 
rapori egul cu fiecare dintre: rapoartele proporției. Adică avem 

_— die _a—ec na a__e 
(61) d Să Sa 

Pentru sumă demonstraţia a fost dată la paragraful S4, 10; pentru diferență se 
înlocueşte adunarea cgalităţilor prin scădere, m 

20, Din proporția 

(62) 

a 
je
 

Il sau 

„
9
8
 

“
|
 

8 Il 
R,
| 

O
 

putem deduce proporţiile urmâtoare: 

ab _c+d a—b _e-d 
  

  

(63), d di Sai 
RI ab cd adie 
(64) a În e? a Îi e? 

= | aLb_ e+d (65) a > ca: 
In adevăr, proporţiile (63) scrise sub forma. 

di ze A 12 pTrI=grI, d 1=3 L . 

şi proporţiile (64) scrise 

ind zaă, bud 
a e a c 

sunt evidente pentru: numerele, care formează proporţiile (62); împărțind 
membru cu membru egalităţile (63) sau (64) deducem egalitatea (65).
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i “157. Mărimi: proporționale. Valoarea unei mărimi depinde, în go- neral, de valoarea altei mărimi. : a 
Astfel: suprafața unui patrat depinde de lungimea laturii lui ; costul unei can- tități de făină depinde de igreutateă ci. 

„+ 19 Când dependenţa, este astfel că, dacă una din mărimi 'devine de n ori mai-mare şi cealaltă: mărime devine tot de m ori mai: mare, aceste două mărimi se zic direct proporționale. 
1. -EXEMPLE, Costul unei 'stofe şi hingimea ei; volumul unui corp şi greutatea ui - 

Dacă “două mărimi A şi B sunt direct proporţionale, și dacă a, şi da — na Sunt măsurile a două cantităţi din mărimea A, bi și b=nb. măsurile cantităților corespunzătoare din mărimea B, între aceste patru numere avem proporţia : - 

(D) a = i, sau A 

20, Când dependența. dintre două mărimi este astfel că, dacă una din ele devine de n ori mai. mare, cealaltă mărime devine de n ori mai - mică, aceste două mărimi 56 Zic invers proporționale. . 
EXEMPLE, Iufeala unui tren cu timpul în care trenul parcurge un drum deter- minat; volumul unui gaz cu presiunea la care e supus gazul, când - temperatura ră- mâne aceeaş. 

In acest caz, între valorile a; Şi aa — na (pentru mărimea. A.) şi valo- rile corespunzătoare bi şi d2 = bi:n (pentru mărimea, B), avem proporţia: 

(1) = Său ab — aaa. 

„Dacă se dau numai trei termeni din aceste proporții și se cere să aflăm pe al patrulea, avem de rezolvat o problemă de regulă de trei simplă, directă în cazul (D) şi înversă în cazul (1). 

158. Numere direct“proporţionale. Dacă ni :se dau două şiruri de numere 

(4) Wa 4, 03; ...9 a, 

(8) | n. 7 -d 3 d, 3 d, 3 “. ..3 d, . 

astfel că între două numere de acelaș rang a,, d, să avem 

(66) da (ST em
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zicem că numerele din şirul .B sunt proporționale sau, 'mai corect, direct 
proporționale cu numerele din şirul A. po 

Egalităţile (66) se mai pot serie: 

(67) be oa _a | A - a, a a. 

Numărul A, cu care:trebue să înmulțim numerele din șirul 4, 'ca 
să căpătăm numerele din șirul B, se numește coeficient de proporționa- 
litate sau constanta de proporționalitate. SL ae 

EXEMPLU, Numerele , PR a 

(2) au, 17,9%, 81 
sunt direct “proporţionale” cu numerele 

(8) 08, 22, 84, 72, 16 
fiindcă avem - . - 

" 1__17__8 4 
0,5 2534 7, 

e
 

mA —5 
6, 33

] 

>
 

Coeficientul de proporţionalitate este 5. Invers și numerele din şirul ( £) sunt 
proporţionale cu numerele din şirul (a.); în acest caz coeficientul de proporţionalitate 
est 0,2 sau Z. 

- 

OnsenvanE. Dacă numerele din şirurile 4 şi B sunt direct propor- 
ționale, între două nuniere' oricare Up; Ga din şirul A şi numerele cores- 
punzătoare 8p, da. din șirul B, avem proporţia : 

dp — da e bi (68) = su = 
, 

ExEMPLUu. Dacă un mobil M se mişcă pa o dreaptă AB cu o miş- 
care uniformă de v cm. pe secundă [46], spaţiul s, parcurs de mobil 
în t secunde, este dat de formula s==vl. In timpurile în goes & 
mobilul parcurge spaţiile _: -. .: i a 

.- „un . N , 

E | i Sl. S9 = vb, tm Sp Ul. 

și avem 
” sj: ” Ss - Ra s, , 
RR Rp, i 

li bi ba 

Prin urmare: într'o mișcare uniformă, spaţiile parcurse de mobil 
sunt direct proporționale cu timpurile întrebuințate pentru a. le parcurge. 
Coeficientul de proporţionalitate, în acest caz, este sufeala mobilului.: - 

Lă
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- Dacă între două numere de acelaș rang a,, Î, din șirurile A și B 
avem relaţia, . E e 

A sau = (5=1,2,...,n), a - 

„zicem că numerele d, din şirul B sunt direct proporționale cu puterile p 
ale numerelor g, din şirul A. | . . 

"EXEMPLE, 10, Dacă un corp greu cade în vid şi. dacă s este spațiul parcurs prin cădere în timpul £, iar 9 = 9,809 m. intensitatea gravitaţiei, formula din Meca- 
nică s=ă gi2 ne arată că, în căderea corpurilor, spațiile | arcurse sunt proporţionale 
cu patratele timpurilor corespunzătoare. Coeficientul de proporţionalitate este 2 g.-. 

20, Voluraul unei sfere e dat prin formula V=irn, Prin urmare: vobimurile „sferelor sunt proporţionale cu cuburile razelor lor. Coeficientul de proporţionalitale 
este — ră 

159. Impărțirea în părţi proporţionale. Un număr A se poate 
împărți în n părți într'o infinitate de feluri. Insemnând aceste părți cu 
yo Bay ss» a, trebue să avem în toate cazurile 

” Zaha ba = A. 

Dacă vreni ca părțile să fie egale, luăm 

TR Za == 
a n 

Să presupunem însă, că vrem ca părţile să fie direct proporționale 
„cu n muinere dale a,, a, ..., a,. In acest caz trebue să avem 

E S, IL 

Ă a, a, 4, 

și problema e rezolvată, dacă putem deternină coeficientul de propor- 
fionalitate sau valoarea comună a acestor rapoarte. 

Fiindcă cunoaștem suma numărătorilor Baba o ha SA şi 
putem calculă și suma numitorilor a, <+- apt... +- a, = 8, avem[84,1]: 

oh a FI A 

Gat +a SS 

    

Prin urmare: 

(70). Di La. D= ia .... = g: n



 -1V. — PROBORȚIONALITĂTEA, 145 

EXEMPLU. Literele dela tipografie sunt formate dintr'un aliaj de 80 părţi plumb (Pb) şi 20 părti antimoniu (Sb). Cat Pb și cât Sb se găsește în 2500 kg... de litere de tipografie ? | - 

Din proporţia dată a pr 200 — 25 deducem : 

Pb = 80X 25 == 200049; Sb = 20 X 25 == 500 1g, 

160. Numere invers proporționale. Dacă ni se dau două șiruri de numere. 
a 

(4) | : 1; Ga, 3, ... n 

(8) ” d, ba, ba, .-s ba 

astfel ca, între numerele de acelaș rang a,, D, să avem relaţia, 

A , (71) ab, =A sau = (1=1,2,....,n), 
4 

zicem că numerele din șirul B sunt invers proporționale cu numerele din şirul A. 1. 
Fiindcă, egalităţile (71) se mai pot scrie 

  

, bi da (3). pps, 
| a da aa 

vedem că, în acest caz, numerele din șirul B sunt direct proporționale cu înversele numerelor din şirul A. 

OBSERVARE, Dacă numerele din șirul A sunt invers proporționale cu numerele din șirul B, între două numere oricare 4,» 4, din şirul A şi numerele corespunzătoare b, , d, din șirul B,. avem relaţia 
- 

Lă d (78) ad, = ab, sau aa. | 
q p 

EXEMPLU. Să se împartă numărul 620 în trei părţi invers proporționale cu numerele 2, 3 şi 5, _ - 
Insemnând cu z, y, z părțile căutate, trebue să avem 
a 2X2=yX3=z2X5, .. 

De aci deducem : 
y 
1 

ză ykz__ __ 620 _-620X 80 
LL 1 3 zi | ztgta 9 

şi a2=7X 600 = 300, y=1X 600 = 200, 2=3X 600 = 190, 
Verificare: 300 -ţ- 200 -+- 120 == 620 și 300 X 2 == 200X 3 == 190 x5= 600, 

= 600 

    

z «
l
-
a
 

«|
 
|
 

a 

«e
 

M. GQ. ” 
„10.
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:...*. Dacă între două numere de acelaș rang a;, d, din șirurile A şi B 
avem relaţia E 

(A) fa sau dd Go um) 
zicem că numerele din șirul B sunt invers proporționale cu puterile p 
ale numerelor din șirul A. 

161. Proporţionalitatea în Geometrie. 10. O dreaptă paralelă cu 
una. din laturile unui triunghiu, taie celelalte două laturi în segmente 
proporționale [99]. - Ia | 

20, Dacă tăiem laturile unui unghiu prin mai multe drepte paralele, 
segmentele determinate pe una din laturile. unghiului sunt direct propor- 
fionale cu segmentele corespunzătoare determinate pe cealaltă lature a. . 
unghiului. - . 

     
   

   

Segmente proporționale 

a db _c 
7 E] 

cj
 

ID
 

_d __ 

— gi po a 

- pentru. coeficientul Ze a, 

    Fig 82. 

= De ac rezultă că, dacă vrem să construim nişte segmente a',. d, c, d: propar- 
ționale cu alte segmente date a, 5, c, d şi cu un. coeficient de projiorționalitate dat de exemplu 2/8, e deajuns să 'construim un unghiă -FOF (Âg. 32) şi să luăm po la- 
turea OE segmentele OA =—2," AB=a;, BC= b, CD=c, DE=d şi pe laturea 
OE' segmentul OA'==3; să ducem apoi dreapta AA' şi privi punelele B,C,D,E 
drepte paralele cu AA”; dacă aceste drepte. taie laturea OF” în punctele BC, DE, segmentele căutate sint deA'B, BC, EC, IDE 

3% Două poligoane cu acelaş număr de laturi, ABC...L și 
A'B'C'... L':sunt .âsemenea, dacă au singhiurile” respectiv 'egale:"- 

ASA BB, E La
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şi laturile omolouge proporționale : 

AB _— BC = a 
AB BC LA 

Coeficientul de proporționalităte A se numeşie aport de asemănare. 
Două triunghiuri, care au laturile proporționale, sunt asemenea! (adică au şi 

unghiurile respectiv egale), 

Două triunghiuri, care au. unghiurile respectiv egale, sunt asemenea (adică au 
și laturile omoloage proporţionale). 

40. “Toate iriunghiurile. dreptunghice, care au un acelaş unghiu 
ascuţii, sunt asemenea (fiindcă au toate unghiurile respectiv egale). 

OBSERVARE, Oricât am mări un triunghiu dreptunghic, dacă unu! din unghiu- 
rile lui ascuţite rămâne acelaș, laturile triunghiului se schimbă, dar rapoartele dintre 
laturi rămân neschimbate, Această observare este baza Trigonometriei, 

A 

  

  

! 
4 
! 
' 
1. 

! 
i 

! 
4 

] 

! 
! 

N A 

i Figeas, 

50 Triunghiu dreptunghic. Tntrin triunghiu ABC, “însem- 
*năm unghiurile prin literele mari dela vârfuri A, B, C; iar lungimile 
laturilor prin literele mici a, d, e corespunzătoare literelor dela unghiu- 
rile opuse, adică |, 

158; = 30, e 35. 
... 

: Intetun . im triunghiu dreptunghic. (fig. 33) însemnăm ; unghiul: drept 
Midia cu LA. Prin urmare îpotenuza e: a, iar catelele sunt b şi c. 

-Perpendiculara AM =, dusă din. vârful „unghiului drept „pe ipo- 
tenuză, împarte ipotenuza în. două segmente. BM =, și MC=5. 

"* 'Triunghiurile dreptunghice ABC, MBA şi MAC sunt asemenea, Dia 
proporționalitatea laturilor lor omoloage rezultă zelaţiile următoare : 

(LV) 12 ze, d zac; = =a.b. 

10
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TEOREMA I. Zalr'un triunghiu dreptunghic înălţimea (1), COTespitn= 
punzătoare unghiului drept, este medie geometrică între segmentele (b' şi c”) 
determinate de ea pe îpotenuză. | 153, 3]. 

TEOREMA II. O catetă (b sau c) este medie geometrică, între ipolenuza 
" întreagă (a) şi segmentul alăturat (d sau Cc). : 

-. Adunând ultimele două egalităţi (LV), obţinem - 
, 2, 2 ” | 2 - Bre za.bra.c=a(Waro)=a.a=a sau 

(LVI) dare e A - 
TEOREMA III. In orice triunghiu dreptunghic patratul ipoteruzei este 

egal cu suma patratelor catetelor. - | 
Din egalitatea (LVI) rezultă următoarele trei formule: 

(75) . a= ură, = Va a, cs Vaze, 

care ne permit să calculim una din laturile triunghiului dreptunghic, când cunoaştem , pe celelalte două. ' , 

  

162. Proporţionalitatea în Chimic. In combinările şi descompu- 
„nerile chimice intervin probleme de regulă de trei simplă directă sau 
îmversă şi de împărțire în părți proporționale. 

Dăm aci câte un exemplu de fiecare caz. 
10. Câte grame de minereu de - manganez ( Piroluzită) cu 45%, 

bioxid de Mangan și câte grame de soluție de acid clorhidric cu 32,5% 
acid, ne trebue, ca să preparăm 60 litri de Clor?  - | 

Greutățile atomice: Mn=55, 0 = 16, (= 3855. 
Ecuația preparaţiei Clorului este | 

Mn 02 -+- 4H CL == Mn Cl + 2H,0 + Cl. 
(87) (146) : (71) 

Se ştie că “ 
1 mol.-gram de Clor (CI,) cântărește 2X355 =71 grame 
1 „Mn Oa „55.4+2X16=— 87 
1. Ha 14355 =3865 , 

Se mai știe că 1 moleculă-gram de Clor (11 g) ocupă un rolum de 22,8 litri, 
la temperatura de 0” şi la presiunea de 760 mm. 

Pentru a determină cantitatea de bioxid de Mangan necesară pen- 
„tru prepararea a 601 Clor, avem de rezolvat o regulă do trei simplă 
directă [157, 1]: o 

: grame Mn 02 - litri Cl 

a _60.. 
87 7 22,8,
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».. Seriind rapoartele așă cum se prezintă, obţinem: 

| 3 = SI și a= a = =— 984,1 grame An Oz, |   

“Pentru a determină cantitatea de .minereu de manganez, care con- 
ține 234,1 g de bioxid de Mangan, avem de rezolvat O regulă de trei 

simplă inversă [157, 2]: 

grame minereu ! bioxid % 

d. ” 45..- 

2341 -. - 100, 

Egalăm raportul întâi cu inversul raportului - al doilea și obținem: 

YI __100 , __284,1X100 __. | | 
Saal Tg 5 YI>= = 520,2 grame de minereu, 

„Pentru acidul clorhidric, găsim. în aceleș fel: 
399, 8 grame HCL şi  1208,6 grame soluție de acid de 32 „50/0, 

„20.-Cât Sulf (S), cât Oxigen (0) şi câtă apă (10) no trebue, ca 
să obținem 1 kg de acid sulfuric (S04H2)? 

Ecuația chimică finală este 

Sp 802 4- 270 = 2504. 

Insemnând cu , y, z cantităţile necesare de S, O şi H70 pentru 
prepararea a. 1000 grame SO4z, trebue să avem 

ay z = 1000, 

“pe de altă arie, greutăţile atomice ale S$,0O și H find respectiv 
32, 16 și 1, numerele (S2), 7 (302) şi z (2H20) trebue: să fie 
direct proporționale cu 64, 96 și 36; adică, trebue să avem [159]: 

„op _ y _ z __ 1000 
| Bi 96 36 195... 

de unde deducem | 

= SEX 1000 — 326,5g.; y = 489,8g.;. 2= 183,7g.: 

Verificare: 326,5 -- 489,8 4- 183,7 = 1000; E =1598 187 „5,1 aproximativ. 

163. Probleme de amestec. Sunt două feluri de probleme de 
amestec: 10, probleme directe, când se dau cantitățile şi calitățile sub- 
stanţelor care se amestecă, şi se cere calitatea amestecului ; 20, probleme 
înverse, când: se dau calitățile. substanțelor care se amestecă ăi calitatea
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amestecului și se :întreabă cât trebue să luăm din -fiecare substanţă, ca 
să obținem o cantitate determinată „de acest amestec. - 

10, Problemă directă. Se amestecă trei feluri de soluţii de 
acid sulturie și anume: 2hg â 18%, 15hgă i: și 1009 ă 4090. 
Să, „Se, determine calitatea. soluţiei obţinute. 

“Problema se rezolvă, astfel: 

Cantități _ *  Calități :  SOH2 

2000 grame X 0,78 =— 1580 grame 

1500 „ X 0,94 = 1410, 
400 „ X 0,88 = 152, 

    

In 8900 grame soluţie . avem 3122 grame acid sulfuric, 

-- Calitatea soluției 3122: 3900 = 0,8005; procentul mâdiz; 90%o. 
Verificare: 3900X.0, 80 == 3120; 3900 X-0, 8005 == 3121,95,. i 

20, Problem ă inversă. Avem două calităţi. de vin ă 40 lei şi 
„a 25 lei litrul și se întreabă: cât trebue să luăm din fiecare calitate, 

că să Obținem 3000 litri de vin ă 32 lei litrul (fără perdere nici câştig)? 

Vânzând vinul cu 82 lei litrul, la fiecare litru de calitatea l-a per: : 
dem câte 40—32=8 lei şi la fiecare litru de calitatea a 2-a, câştigăm 

câte 32—25 = 7 lei. Luând dar z litri de calitatea l-a și g litri de ca- 
litatea a a 2 -a, trebue să. avem 

a „câştigul. perderea 

zX8 = yXT. 

Soluţia evidentă este z = 73, y= 81 (A un număr oricare); prin 
urmare numerele z și trebue să fie proporționale cu diferențele 7 și 8. 

= iSeriind . 
da De 2 2 = 200 

deducem a 
z = 1X200 = 1400; y = 8X200 = 1600, | 

Verificare:  1400-1- 1600 == 3000 şi 190==1%02.200. | N | 
REGULA PRACTICĂ. În praciică problemă se rezolvă astfel” 

„2 Calități. = “Diferențe „a Cantități... * 

| „40 7 g z 

( a, . 3. Fă | 
” îz. ae o/.: ID ” _. u . - at ia fe e E 
ze "15: „2 B.1:...:80002 pă 3 Pi
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. OBSERVARE, Problema e imposibilă, dacă preţul amestecului nu e in preţ 
medita (cuprins între preţurile date), : 

În problemele de amestec calitatea apei se exprimă prin preţul 0 sau prin pro- 
centul 0%/,. 

Când avem de amestecat mai multe substanţe, problema se rezolvă 

în acelaș fel. Pentru calcularea diferențelor, se serie: calitatea. cerută la 
mijloc ; .toate calităţile inferioare de o “parte, toate calităţile superioare de 

cealaltă parte şi se repetă, dacă e nevoe, una sau mâi multe din acaste : 

calităţi, așa ca numărul calităţilor, inferioare să fie” egal cu numărul ca- 
lităţilor superioare. 

EXEMPLU, Avem trei soluții de acid sulfuric ă 7809, ă 940/0 şi ă 40% şi se 

întreabă cât trebue să luăm din fiecare, ca să obținem 3900, gr. de soluţie â 80%. 

Formăm tabloul următor: , 

Calităţi Diferențe ! Cantități 

4 40] : 
A 42 A 
94. 2 “ i 

— 0 

m
.
 

>.
 

Re
 

| 
, 

pr
op

or
ţi

on
al

e 
cu
 

te , t : 

  

Seriină e a 

deducem E 
a? ; a = 525300 ==,.23409;: y== 7809; 2z=180g..: 

Verificare: 23404+- 7804-1780 = == 3900 și LL a 

2340X.0,94 == 2199,60;  780XU, 78 == == 608 40; ” "780 X0,40 = 312; 

2199,60 -!- 608 ,40-4-3]2 = 3120 iar 3120: 3900 == = 0,80. 

Putem luă de m ori calitatea 1-a, de p.ori calitatea a 2-a şi de q ori calitatea 

a 3-a, cu condiţia m = pa. „Avem dar o-infinitate de-soluţii. 

* 164. Problenie de aliaj. Se,numeşte titlul unui aliaj, cantitatea | 
de: metal fin, care se “găsește în unitatea de greutate a, aliajului. 
"Dacă. însemnăm cu G greutatea totală a aliajului, cu 77 titlul lui 

și cu g greutatea: metalulti: fin pur din' acest: aliaj, trebue să avem: 

OXID. sau: = Da 

EXEMPLU, Cât aur pur se găseşte intr” un najoleon' francez? 

Napoleonul, are greutatea G-== 6,452 grame, titlul T= = 0,900. Prin urmare, greu 
tatea aurului: pur:este. g' == 6,452 X 0,900 = 5,8U7 grâne,”
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„Problemele de aliaj directe și inverse se rezolvă ca: şi problemele. 
de amestec, înlocuind, în acest caz, preţurile sau procentele prin titluri; 

XERCIŢII, | 

». 2%. Diferenţa dintre patratele a două numere întregi consecutive este 3851. 
Care sunt aceste numere? . , 

Re (n4+-1)?—m2=—2n 4-1 8851, Deci 2n — 3850. şi n=—3850:2. 

n = 1925, ni = 1926. 

23, Cu ce număr trebue să tnmvţira pe 6 103 515 625 = 514, ca să capătăm 
pe 5197 20. Dar ca să căpătăm pe 510? 

Re 10, Cu 55=— 8125. 20, Cu 51== 0,0016. 

26. Dacă L=0%, ce valo.re au expresiunile: z; 0,001 X 25; a—2;, 10a—39 

SE IE! ., 
NR, Avem = =3: Deci: 

2=5; 0001 X25==3,195; 22001; 107—3==008, 
27, Să se scrie sub formă de produse expresiunile următoare ; 

1 1 n? 
10, hi 2, at 

n, 

(nr (ar! 
  30, ani te dan anti, 

  R, 10, sa =(ap1).a—; 2, 7 (n 1); 30, ani (1-a 

28, Să se calculeze: 10, [(0,0625)%'; 20, (0,0825 )(05)? 

E. 10. (0,0625)! == 0,0625; 26, (0,0% 0625 );% = = ogesji = = = o,0533 YO, 0525 =05. 

»0. SA se e demonstreze că, pentru a > v, avenr 

[ITI [E ȚE 
Vaza = = Pg FZ. 

R. Ridicând la patrat ambii membri ai acestor egalităţi obținem expresiuni egale, 

  

  

    

30. S4 se calculeze şi să se "comparo: 10, VIZE cu VS Va VI+-V&; 

2 joi cu |i+ i: ga, [Z5 e Br 

n. 10, VIFI FI =V05=7, al Ea ai 26 >1, 
[i6Fs_ 

2 | 9 += | Tin” 

0 | Da ES ataueri 
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31, Să se efectueze sumele: 

10 iz ral aa a 2, V6-— o" pe 

R, 10, a a VEI VT3 —aI Iza 

=4 VEpo isa 45 io. 

eta Paola) Pee 
82, Să se calculeze : . 

5 5 2 - 5 

10, 1005; 20, în (if ct 2 ir e Vs. 
—1,% “a 5 

ae (sa 5 e. |1as:V00085, 
3 

5 o 3 3 R. 10, 1005221002 ==(V100) = 10” == 1000. 
5 

20, ră Vr.V ma Je a 5, 
5 

. ze 

n (63 0) -iz)-)-z. 
2, 2 33 

qo |EE (0,2)= Bi x5=ă. 

33. Care e col mai mare dintre numerele: MN 

10, 2,84150929 şi 2,341518; 21. 0545455445... şi 0,545545445 .. 

m. Da ihoarbaihg Și 20-rghtatat 
R. În cazurile. 10 şi 20 e mai mare numărul al. doilea; în cazul 30 e mai mare 

numărul întâiu, 

34, Să se găsească limita, cătră care tinde numărul 

, 1 ui 1 1 
an =satagt sat o ari 

când n creşte la infinit, 

R. Numărul dat se mai poate scrie | , 

fa 1 1 a, 11 1 
(ua) (rar ce ta) 

şi când n—>00, a, tinde cătră 1, aa n: 

35. Trei asociaţi A, B, C pun într'o întreprindere: (A) 5009 lei; (B) 8000 lei; 
(C) 2000 lei. Primul asociat îşi retrage capitalul după 4 luni, al doilea după 6 luni. 
La sfârșitul anului: se constată că această întreprindere a produs un câștig total de 
4600 lei, Să se calculeze câștigul fiecărui asociat,
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R. Câştigurile sunt proporţionale cu produsele : 

5000 X 4 =— 20000, 80006 == 48000, 2000 x 12= 24 000. 

„ Trebue dar să impărțim numărul 4600 în părți direct proporţionale cu nume- 
rele 20000, 48000 şi 24000 şi găsim: (A) 1000 lei; (B) 2400 lei; (C) 1200 lei. 

36, Dintre două triunghiuri asemenea, unul are laturile de 6,60 en, 9,02 em şi 
11,55 cm; celălalt are perimetrul de 12,35 cm. Să se determine laturile triunghiului 
al doilea. 

R. Insemnând cu a, b, e laturile triunghiului al doilea, trebue să avem 

a __ d _ ___€___1285 __6 
6,60 9,02 11,55 217 11” 

880x5 
  Prin urmare: a= = 3em; b= 4,10 cm; c=5P5cm. EI 

37. Preţurile bucăţilor de diamant sunt. direct proporţionale cu patratele greu- . 
tăţilor lor. Un diamant, care valoră 24500 lei, sa spart în 3 bucăţi, Știind că una 

din aceste bucăţi cântărește Ț L. şi alta 3 2. Gin greutatea totală a diamantului, se cere 

să se calculeze cu cât s'a, depreciat valoarea, acestui diamant prin spargere. 

R. Preţurile bucății întregi şi a celor trei părţi obținute sunt direct proporţio- 

nale cu patratele numerelor 1, 7 2 şi E Cele trei părți valorează 500, 3920 

şi 5120 lei. Deprecierea, este de 24500 — 9540 =— 14 960 lei, 

38. Câte grame de clorură de sodiu ne trebue pentru a precipită, tot argintul 
dintr'o monedă de 5 lei, sub forma de clorură de argint? 

Greutăţi atomice: Ag==108; Na=9%; Cl 355. 

Ecuația chimică:  Az Os Ag-ţ- NaCl == AgCI-+- Az OaNa, 

R, Titlul aliajului dintro monedă veche de 5 lei de argint e: „0,800; greutatea 

monedei; 25 grame, Argintul pur: 0,900 X 25 == 22,59. 

Greutatea moleculară a clorurei de sodiu (Na Cl): 23 4-35,5 == 58,53, “Ea pre- 
cipită 108 g argint (Ag). Regula de trei simplă directă 

  

Ag Na Cl _ 

108 58,5 

22,5. z - 
ne dă , , 

22,5 X08,5 
  = —p— => 12,199 clorură de sodiu. 

39. Avem două aliaje de aur: 4509 cu titlul 0,92 şi 3509 cu titlul 0,84. Cât 
cupru trebuo să mai punem, ca să obținem un aliaj cu titlul 0,860? - 

R. Titlul cuprului e 0. Topirea primelor două aliaje ne dă 800 g aliaj aur cu 

titlul 0,885. O problemă indirectă, cu titlurile date 0,885 şi 0 şi titlul cerut 0,860, 

pentru 800 9. aliaj ne dă Cu = 232,5 g. ,



  

CAPITOLUL IV. 

CALCULUL ALGEBRIC. 

[. —.- OPERAŢIILE ALGEBRICE. 

"165. Expresii algebrice. In Algebră numerele se reprezintă prin 

litere şi operaţiile se arată prin semne. Intrebuințarea literelor şi a sem- 

nelor simplifică și generalizează raţionamentele şi calculele. - 

Un grup de numere şi de litere, legate între ele prin semne de 

operaţii, formează o expresie algebrică. 

O expresie: algebrică poate fi: rațională sau rațională; fracționară 

sau întreagă. . 

O expresie algebrică se zice iraţională, când conţine litere sub 

radicali. In caz contrariu expresia, e rațională, 

EXEMPLE. Expresii raționale ; 

  

3 , 5a%d, =, ab +-(ba—ck 

" Expresii iraționale : 

8 - EG, x+ly, 3 (pa—Ve). 
7xy 
  

O expresie algebrică rațională e fracționară, când conţine litere la 

numitor. In caz contrariu expresia e întreagă. 

EXEMPLE, Expresii întregi : 

Bad, A(ba—ck, (aţa) (20— 22). 

Expresii tracţionare: 

xy, aa, 1 ____2a8—3xy 

7x21 coxoe  tatan(0—yV2) 

  

166. Valoare numerică. Dacă într'o expresie algebrică înlocuim 

literele. prin niște numere date și facem toate operaţiile arătate de semne,
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numărul, pe care-l obținem ca rezultat final, se numeşte valoarea nu- 
nerică a, acestei expresii pentru valorile date literelor. 

EXEMPLU, Valoarea numerică a expresiei 622(y—3) 

pentru z=2, y=—4 este 6X22X(4—3)=24, 

pentru z=3, y=1 este 86X32X(1—38)==—108. 

Dacă însemnăm cu valoarea, expresiei 622(y—3), formula 

0 Lu 6af(y—3) 
ne arată cum se calculează valoarea lui , când cunoaştem valorile 
numerice ale literelor z și y. Valorile variabilelor z și y pot fi luate în 
mod arbitrar [142], pe când valoarea lui u rezultă, în fiecare caz, prin 
formula (1); de aceea zicem că z-și y sunt variabile independente, 
iar u e variabilă dependentă sau funcție de şi y. 

, “In gencral, vom zice că orice expresie algebrică, sau valoarea u a ei, 
este o funcție de literele (variabile) cu care e scrisă -această expresie, 

EXEMPLE, 10, Volumul unei sfere cu raza 7 este ptr r3, 

20, Suprafaţa laterală a unui cilindru drept cu bază circulară, cu raza. z şi 
înălțimea y, este S=27zy. 

30, Greutatea unui litru de gaz (exprimată în grame) este 

1,293 “pa d, = Di mg == 04003665 

unde p e presiunea (în m), d densitatea și t temperatura gazului. 

Aceste formule ne arată că: în exemplul 10, V e funcţie de r; în exemplul 20, 
S e funcție de z şi y; în exemplul 30, g e funcţie e variabilele p, d, î, iar & e un 
coeficient constant, 

Pentru a arătă că o variabilă u este funcţie de una. sau mai multe 

alte variabile z, y, z, puiem serie numai | - 

uzf(z) [luega fdez], 

sau  u=f(z,y,z) luega fdez,vy,z], 

însemnând prin f toate operaţiile, pe care trebue să le facem asupra. va- 
lorilor variabilelor independente z sau z, y, z, ca să capătăm valoarea, 
corespunzătoare a, lui w. - 

Valoarea numerică a unei funcţii f(z) pentru x = a se serie f(a). . 

EXEMPLU. Pentru funcţia f(2)=202—5z-4-7 avem 

pentru z=a  f(a)=2a2—5a4+7; | | 

pentru z=5b  f(85)=5,(80)?—5.(80)-4-7=— 1802—155-4-7.
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167. Egalități algebrice, Valorile numerice a două expresii al- 
gebrice pot fi egale sau neegale pentru niște valori date literelor. Astfel, 
pentru 4=2, z=5, avem 

(2)  (ara)(a—z)=a— fiindeă (2+5)(2—5)= 1-35; 

(3) Ba? = 4794-24 „02949.95 4.57.8424; 

(4)  Saxrz=kaăz—7: „Sa Hbapa.5—7.- 

Două expresii algebrice egale formează o egalitate algebrică. 
Egalitatea se zice identitate, când e adeviirată pentru orice valori 

numerice date literelor, 

EXEMPLE, Egalitatea (2) este o identitale; egalitatea (3) nu e tata 
fiindcă, de exemplu, pentru a==0V, z=0, avem . 

ant —0, jo FTEpa4=0 şi 04. 

“In general o egalitâte algebrică e adevărată numai pentru nişte 

valori anumite date literelor. In acest caz zicem că egalitatea e o ecuație. 

Valorile particulare, care puse în locul literelor fae ca membrul întâi al 

ecuaţiei să fie egal cu membrul al doilea al ei, se numesc c rădăcinile 

sau soluțiile ecuaţiei. 

EXEMPLU, Egalitatea 22 = 17 e satisfăcută numai pentru z = 8. Această 
egalitate e o ecuație, care are o singură rădăcină: a = 8. 

168. Monom. O expresie algebrică, în care numerele și literele nu 

sunt despărțite între ele prin semnele + sau —, se numește monom, 
Lă 220 

EXEMPLE. dap, _AE. 
Y» 5bcă 

Orice monom are: - 

10. Un semn: + sau —, care e scris înaintea monomului. Când 

înaintea unui monom nu e scris niciun semn, se subînțelege semnul -+- . 

20. Un coeficient: factorul numeric împreună cu semnul. Când nu 

e scris niciun factor numeric, se subînțelege factorul 1. 

30. O parte literală: partea formată din toate literele monomului 
cu exponenţii lor. | 

a monomul 224% are semnul +, coeficientul +4 și partea 

literală « 
9 - 9 

i p 

Monomul me oo s 
die o 

  

| = 1 

are semnul —, . cosficientul — Z 

> 

şi partea literală 3 . 
c
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„_* OnseRvARE: Orice monom, care nu e întreg [165], se poate serie 
sud formă. întreagă, dacă aplicăm formula (XXVIII) [pag. 96] pentru 
literele, care se găsesc la numitor. Astfel putem serie . 

az 1 
Zi —zea 

5bc? d 

Gradul unui monom, scris sub formă întreagă, este SUMA eXpo- 
nenților tuturor literelor lui. 

2 1 —8. 
zbics,   

1 — — 
EXEMPLE. 44 p e un. monom întreg de „grad 5. Monomul — gaz 10 e 

de grad 2+1—1—3=—1, 

Când o literă n'are exponent, se subînțelege exponentul 1. 
Când o literă lipsește întrun monom, putem zice că figurează cu 

exponentul 0 [113]. Astfel 32 e un monom întreg în z și y de grad |, 
fiindcă se poaie scrie —3xi Vp, 

169, Polinom, O sumă algebrică de două monoame e un Binom; 
de trei monoame e un trinom; de mai multe monoame e un polinom. 

*-Monoamele componente se numesc ferznenii. polinomului. 

Gradul unui polinom e cel mai. mare dintre gradele termenilor lui. 

EXEMPLU, Ba — 2-a —3y e un polinom întreg în z și de grad 6: 

format din 4 termeni: 5, —203f, l-a? și —3y. 

Un polinom se zice omogen, când toţi termenii lui sunt de acelaş grad. 

EXEMPLU. Bay! —3ay-ţ-2a e un polinom omogen de grad 5. 

170. Termeni asemenea. Doi sau mai mulţi termeni, care au aceeaş 
parte literală, se. numesc termeni asemenea. Suma lor se poate reduce 
la un singur termen [112, 1]. 

„Astfel polinomul 32y—592+8y are trei termeni asemenea Şi, 
punând partea literală în factor comun, putem scrie 

Bay — Dao + Say = (3—5+-8)2y = Gap. 

Un polinom, care n'are termeni asemenea, e un polinom redus. 

EXEMPLU. Polinomul 

Bay — 3242 40 — ay af rtay + 
se reduce la N 

1 y — B+ 3af. 

Reducerea se face astfel : 

10, Se subliniază toți termenii asemenea cu 5; se face reducerea lor; se 

scrie rezultatul 11 2 și se taie toţi termenii reduşi,
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_20, Se subliniază apoi toţi termenii asemenea cu: — 3; se face reducerea lor; 

se scrie rezultatul — 6" şi se taie și aceşti termeni reduși. 

Se continuă astfel până ce s'au redus și s'au lăiat toţi termenii polinomului dat. 

171. Polinom ordonat. Un polinom fiind o sumă algebrică, va- 
- loarea lui nu se schimbă [166], dacă shimbăm ordinea termenilor. 

Un polinom redus se zice ordonat în raport cu o literă, dacă ter- 
menii lui: sunt așezați astfel, ca exponenții acestei litere să meargă na- 
mai crescând (sau numai descrescând) dela primul termen până la ulti- 
mul termen al polinomului; 

EXEMPLE, 10, Să se ordoneze polinomul 11 y—6a 4-3 după puterile 
crescătoare ale lui a. Vom scrie; Bey -ţ-lizry—6 

20, Să se ordoneze polinomul 

—Ta--biz lb 4-5 d — aa + 2adz—1aba —3 

după tere descrescătoare ale lui z. Vom serie: 

(2—3a)2-(5d—1a5 i ) 20 —7d24 53. 

In acest caz zicem că a e litora ordoniitoare. 

Un polinom ordonat, de grad n, e complect, când conţine toate 
puterile literei ordonătoare dela n până la 0 incluziv. 

Astfel 2a5—3 ta —5 a? —12+10 e un polinom întreg în z, de 
grad 5, ordonat şi complect. 

Un polinom întreg de grad n în a este de forma 

— —9 Apr? Le Al ae apt Le e aaa tape 

Dacă un termen de un grad oarecare lipsește, putem zice că fi- 
gurează cu coeficientul 0. 

Un polinom complect de grad. n trebue să conţin termeni de grad 
0, 1,2,-..., n; în toial n-+-l termeni, 

EXEMPLU. 49—2e-+-7 e un polinom de grad 3 necomplect. Complectat se 
va, scrie: 4x40. a— 9x47. Ele de forma ae auf ape + a unde 4=4, 

a=0, a=—2, a=7. 

Un polinom întreg în z se poate reprezentă, în mod. piescurta, 
prin simbolul P(z) sau numai P, 

Operaţiile cu polinoamele sunt operaţii cu sume algebrice. Dacă, 
după efectuarea unei operaţii, polinomul rezultat: conţine termeni ase- 
menea, facem întotdeauna reducerea lor '[ 170]. 

In toate calculele algebrice. egalităţile dintre operaţiile neefectuate 
și rezultatele acestor operaţii sunt identități.
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172; Adunarea polinoamelor, RecuLă. Ca să adunăm mai multe 
monoume sau polinoame, le scriem unele după altele cu semnele lor [34]. 

" EXEMPLU. Să se adune polinoamele : | 

A P=3aţ5ar—3ab,  Q=Ta-hab—8d, 
Seriem 

P-+ Q = 3a-tbaz—3ab 4 Taz--ab—3at 

=3a + haz 2ab—3a; 

Sau punând termenii asemenea unii sub alţii 

P=3a+ Bam—8ab 

Q= Taz + ab—3d 

Suma: P-+ Q=3a+ldazt— 005 — 82, 
  

„173. Scăderea "polinoamelor. RecuLă. Ca să scădem două poli- 
noaine scriem, după descăzul, termenii polinomului scăzător cu toate 
semnele schimbate [38]. 

EXEMPLU. Pentru polinoamele din exemplul precedent, avem 

P—9Q = 8a-k5a— 30 —T7 a ab +82 

= 3a— 2040043 a; 

sau scriind termenii asemenea unii sub alții şi - schimbând semnele la scăzător, avem 

P= 3a4+5a—3ab 

—Q0=  —T7a0 —ad+3a 

Diferenţa: P—Q=—3a—2ax—4a54+3d, 
  

174. Inmulţirea polinoamelor. 

„10, Inmulţirea monoamelor eo înmulţire de produse alge- 
brice [52], la care se aplică legea înmulţiri: puterilor [ 111, 2]: 

RecuLă. Ca să înmulțim două sau mai multe monoame: 

Inmulțim. coeficienții, ţinând seamă de regula semnelor [45]. 

Seriem literele din toți factorii unele după altele, luând fiecare 
literă numai o singură dată. 

La fiecare literă punem ca exponent suma exponenfilor, pe care-i 
are această literă în toți. faclorii. 

EXEMPLU! 3ali X(—5 bc) x (20) = =E dde,
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În adevăr produsul neefectuat fiind comutativ, îl putem serie 

a(—5). (= Ia.d.a.b.d.p.e.e, 

Produsul efectuat are: coeficientul: 3X(—5)X (- 1)=ă; literele: abc; 
exponenții; pentru a, 1-4+-8--1=5; pentru d, 2-+1+1=4; pentru e, 14+2=3 

Gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor. 
2. Inmulţirea unui polinom cu un monome înmulţirea 

unei sume algebrice cu un număr [51,3]., 

" RecuLă. Ca să înmulțim an polinom cai ut monom, înmalțim fie- 
care termen al polinomului eu monomul și facem suma algebrică a pro- 
duselor astfel obținute, - 

EXEMPLU. Să se înmulțească polinomul baz — 3 dz + 40 — 6 cu monomul 
— 26. Aplicând regula precedentă obţinem : : 

  

5 az X (— 291) == — 10 atat 
— 3 X(—2d0)= + 6aiz 
LL 4 X(—20)= — 8 

— 6 X(—20)=+1a 

Produsul total:  —10a'24-6aa—8 da-l 195. 
- 

30. Inmulţireu polinoamelor e o înmulţire de szme ul- 
gebrice [54]. 

RecuLă. Ca să înmulțim două polinoame, înmulțim polinomul deîn- 
maulțit cu fiecare termen al polinomului înmulţitor şi facem suma algebrică 

„a produselor astfel obținute. 
Operația fiind comatativă [51, 2], putem alege ca înmulțitor poli- 

nomul, care are-mai puţini termeni. 
Inmulţirea se simplifică, dacă 'ordonăm întâi polinoamele în raport 

cu aceeaş literă :și scriem produsele parţiale, astfel ca termenii aseme- 
nea să vie unii sub alţii. 

EXEMPLU. Să se înmulțească polinoamele 

P= dar 3az44—6a, Q=— 22 az —, 

Ordonându-le după puterile descrescătoare ale lui z, scriem: 

_ Deînmulțitul P= 453 —6 pi 

  

  

Inmulțitorul 0=. — d ax —2e. 

produsul cu —x  —4a—dami +3 Gaia 

produsul cu 4- az -- taai Păi — 8 a? — aie 

produsul cu —22 — 8 — 10 e Gale -F 1265 

Produsul total: PO dai — aa — Teba? -F 12 

MG. i
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Gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor. 

OnsenvaRE. Termenul de gradul cel mai mare (sau cel mai. mic) 
al produsului provine fără reducere din înmulţirea termenilor de gradul 

cel mai mare (sau cel mai mic) dela polinoamele factori. 

Ca să înmulţim mai multe polinoame, înmulţim polinomul întâi cu 
al doilea,. produsul obţinut cu polinomul al treilea și așă mai departe. 

15. Puterea unui polinom. Pentru + întreg și pozitiv avem 

| P'=PXPX...XP. (n factori). 

Patratul unui polinom este patratul unei sume algebrice [ 117). 

In particular vom aplică formulele: 

(XXXIII ) (a) — 02 2a0+ 02, 

(XXXIV) - (a—D = 02— 20 +2, 

(XXXV) (a+d)(a—d) = 2, 

Şi în general 

(LI) „(3ap) = a, „rasa 40, 

EXEMPLE. | 

10, (az ț-ba pc) = (az) (bre 2 (a) (ba) + 2(aa).e 2 (bz).e 

" = dz biz e 2aba + 2aca? 4-2 be 

= ai + 2abre + Dac bi) babele, 

de (ra) = lalea). 
30, aia = Haz Fa —tar = (7 -k2r y —d am 

= (320 —2air) (at 2-k2a). 

Pentru cub aplicăm formula 

(5) PO PX) tn 

Astfel găsim : 

(a4-bB = = (ab) (ab) = 084 802 + Bali, 

(a—bPF = (ab f(a—b) 0 32 a hab, 

Pentru puterea a m-a avem: 

(LVL) (Sa) = Ca x Ca,
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16. Identitatea lui Lagrange, Avem: 

(LX) (02402) (02-82) — (+38)? = (af—da) 
În adevăr, efectuând operaţiile din membrul întâi, găsim 

(EEE) = cartei rii 
— (au-tiaj=— cat —Vp — 2 ag 

(4-0) (0-8) —(aa-+ba)= ba eg —2ad aţi. 

canresio identic egală cu membrul al doilea 

(ag—ba) = (8 —2abag-l- Vu 

  

In acelaş fel se verifică identitatea mai generală : - 

(abc) (op) — (aa-rbf-rer) = 
(aB—bay + (by—cB) + (ca=ay). 

Identităţile (LIX) şi (LX) se numesc identitățile lui Lagrange. 

(LX) 

177. Impărțirea polinoamelor. Dacă P și Q sunt două expresii 

algebrice, câtul exact al împărţirii lor e o a lecia expresie algebrică C, 
care ne dă identitatea: 4 

P=QxXC. 

„Acest cât se poate reprozentă printr'o frucțic algebrică [16 |: 

P , P, 
1:0=5 şi. avom gX0>=r. 

1%. Impărțirea a două monouame. leuuLă. Câlul « două 

monoame c o fracțic, care ure ca naunărător mononul deîmpărțit şi ca 
zuunitor monomul împărților. 

Semnul câtului e dat de regulu semnelor |î6). Monoamele fiind 

nişte produse, tracţia se simplifică suprimând orice factor comun dela, 
numărător şi dela numitor (59, 3]. 

EXEMPLU:  (—15a'do):3abid? = = 

observând că factorii 3, a şi b* so găsesc şi la numărător şi la numitor, - 

20. Impărțirea unui polinom printrun monom e împăr- 
țirea unei sume algebrice printrun număr (59, 2]. 

ResuLă. Ca să împărțim in polinom printr'un monom, împărțim 
fiecare termen al polinomului prin monom şi facem suma alyebrică a 

câturilor obținule, 

ate
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BE EXEMPLU: (205 —3eW-hab—T): Ba 200 At LL AR 
3u 4 « 

22 1 7 

„= gb ai z—ga: 

39 Impărțirea a două polinoame. Dacă P şi Q suut 
două “polinocne, avem prin definiţie 

” P 
P:0=5 

V 

(cât era). 

pp N PE , Ş o Fracţia se poale simplifică piin Orice NUMăĂr Său CXpresic, care LA . 1 

se găseşte ca factor şi la numărător şi la numitor, 

EXEMPLU : 
| = 3-a — a2l 

! (E— BF a — cv ): (d—9)= ai = : ar —, Dar 

baia s== mda E — = (ad) i(a—b) 

” (E )(a—d); | 

d — 0 zi (PV )(d +1) = (e—d)(a-b)(4-i), 

Prin urmare, câtul căutat se poate serie 

y
 

(at?) (a—0) ui, A 
(a—b)(a+b)(a24-0?)  a+b 

  

  

175. Impărțirea polinoamelor ordonate. 

10. Impărțire exactă. Dacă P şi Q sunt două polinoame. iu- 
tregi în 2, gradul lui P fiind mai mare decât gradul lui Q, ziceim că 
împărţirea p; Q se lace exact, dacă găsim un al treilea polinom C, i în- 
treg în z, care să ne dea 

(6) | P=Qx0. 

Ga să, caleulăm câtul C ordonă întâi polinoamele date după pr 
Irvile descrescătoare ale lui . . 

Să luăm, de exemplu, polinoamele 

PLD alui aa jad rtet20 Si 
—l 9 = = Da — 7 To + 

După identitatea (6), produsul (P) find de > graâul 5 şi unul 
din factori (4) fiind de gradul 3, celălalt factor (0) trebue să . fie 
de gradul 5—3=2, -
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a 

Gradul câludui este diferența dintre yrudul deânupărțitudui și gradul 
împărțilorului. Avem dar, pentru exemplul luat, 

U=aa rare 

şi trebue să determinăm coeficienţii a, d, e. 

După o proprietate a înmulțirii polinoamelor ordonate | L?4 31, ler- 
menul întâi al produsului (La ) provine, fără reducere, din înmulţirea 
primilor termeni (5a* şi aa”) dela deînmulţit şi inmulţitor, Avem dar 

10 = Xa sau LO: a aa, 

Oprnagia |. Iupărțim primul termen ul deîmpărțitului prin primul 
termen: al împărțitorului ; obținem astfel primul termen al câtuluii. 

. 

dai 2 100 daf, 

Identitatea (6) ne dă 

(7) P=QX (ou rbirde) = 92 a Q (bare). 

Să însemnăm cu R, diferența P—Q.227 Cum 

  

Pă P = 10 —29a 9 4-94 at Tie-20 

— 0. 2at 2 10af-t [atat 1 Bat 

găsim Bi = — 15! — jad 9322 -Ta2 0. 

OvenAŢiA II, Inomdțim primul termen al câtului cu polinomul îm 
părților; acest produs e primul produs parțial. Scădem acest Produs din 
deîmpărțit şi obținem restul întâi. 

Din identitatea (7) rezultă 

(8) R = P—Q2a = Q(bz-re) 

adică | 
—l5ai—4a 43220 70220 = (Ba —Tare—A (bete). 

Prin urmate bac este câtul împărţirii restuu întâi BR. prin h: 
părţitor. Termenul bx se capătă prin operaţia 

__ Opegiru III. Impărfim primul termen al restului întâi prin primul 
terinen al împărțitorului ; obținem asifel al doilea, termen, al câtului. 

e das băbi a,
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1 

Identitatea (8) ne dă 

(9), Ri = Q(—32+c) = 0.(—32)+ Que. 

Să însemnăm cu Ra diferența R—Q.(—32). Găsim 

Ra = — 25204 35a2—5+20. 

Openăția IV. Inmulțfin al doilea termen al câhului cu polinomul 
înpărților; acest produs e al doilea produs parțial. Scădem acest produs 
din restul întâi şi obținem restul al doilea. 

Continudim astfel împărțirea până. când ajungem la un rest sul, 
Din identitatea (9) rezultă 

(10) | Ra = R—Q.(—38a) = Q.c 

adică * 
— 250-857 —0 4-20 sa (5a0—7a?-z—4).e, 

Prin urmare, după operaţia I, avem 

ec —957:5a = 5. 

Scăzând produsul 9.(—5) din rostul 22 obţinem un rest nul, 
Câtul allat este dar 

aa. 
C= 27 —9x—5, 

In practică impărţirea se aşează în felul următor: 

(P) 10 — 09 — Daf roi + Ta 00 Da —Tar—4 (Q) 
— 10:50 Itai — 2 4 Ba 

  

    

  

  

da —8a—5 (0) 
4 Ţ 

(dp) 15 — da if d Tao 
= Lari — 91 Î- Ba — dx 

(ha) — 95 95 — 6-90 

A 95 — 95 4 Bir —90 

(2) 0 

OBSERVARE. Când împărțirea se face exact, ultimul termen al deimpărţitului e 
egal cu produsul ultimilor termeni ai câtului și impărțitorului. 

In exemplul luat avem: 20 = (—5),(—1). 

Când împărţirea polinoamelor P:Q se face exact, zicem că Po 
divizibil prin Q; Po un nudtiplu al lui Q şi Q e un divizor ul lui: P.. 

2. Impărțire necexactă. Oricare ar fi polinoamele 'P şi Q 
întregi în &, ordonate după puterile descrescătoare ale lui z, dacă gra-
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dul polinomului P e mai mare sau -cel puțin egal cu gradul polinomului 
Q, operaţiile date pentru împărțirea P: Q se pot efectuă. Cum gradele 
resturilor Ra, Ro, ... sunt numere întregi, pozitive şi descrescătoare, 
operaţia nu se poate continuă la infinit. , - 

Ori ajungem la un rest nul şi atunci împărţirea se face exact. 
Ori ajungem la un rest RO, al cărui grad e mai mic decât 

yradul împărțitorului Q. In acest caz zicem că împărțirea na se face 
exact. Polinomul C, aflat la cât, se numeşte câhd împărțirii, iar poli- 
nomul FR (ultimul est) e restul împărțirii. 

Deoarece restul PR se obţine scăzând din deîmpărţit, rând pe rând, 
toate produsele împirțitorului cu diferiţii tormeni ai câtului C, rezultă 
câ la o împărțire meezactă avem : 

P—0.Ca sau 

*(LXI) PSO.C+Ra. 

EXEMPI.U. Impărțire neexactă: 

(P) 19100 — 3 1 Baa 2 (Q) 

  

  

  

  

— Va + 4 — 8a je —8 (0) 

— 9 — Gaia 
Dia — 8 --16 

(2). — 6 m Uz 
: 7 

Verițicarea : , (3 —a7 4-9) X (4 —8)- 

19 5 — 4 Bar 

— ai FSE —16 

00 es 10 — 9 — 4-a? -F 8a—16 
+R= — 6 — aţi? 
  

19 — 94 — 10-a — d +l=P?P. 

30, Cat exaet. Impărțind prin Q ambii membri ai identităţii 
(LXI), obţinem identitatea” 

(LX) port. 

P SE . . a a Ş este o fraeție algebrică rațională. Ea veprezintă câlul exact al 

împărţirii P:Q. Dacii gradul numărătorului e mai mie decât gradul nu- 
, . PP N , , . . mitorului, fracţia g € proprie. In caz contrariu fracţia e improprie,
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Din identitatea (LXII) rezultă următoarea! 
REcuLă, Orice fracție algebrică raţională improprie 5 se poate : 

E PE . IE , RR descompune într'un polinom înțreg C şi o fracție proprie g: 

Ce câlul împărţirii P: Q, iar R ce restul acestei împărțiri, 
EXEMPLU. Din împărțirea 

Di — ai toat PI |a—z+i | . 2. 
—ar +a. 

    

” a 2- o. 

= 27 +1 

— 2-a —2 

20 —1 

rezultă identitatea : 

xi ox2p1 _ 2x—1 . pa tz . 
4%, Polinoame ordonate. după puterile crescătoare. Dacă 

polinoamele -P şi 4 sunt ordonate după puterile crescătoare ale varia- 
bilei, împărţirea P: Q se face tot după regula dată la împărţirea exactă 
(177, 1, Operaţiile 1, II, III, IV, ...). , 

În acest caz însă câtul se găseşte ordonat, după puterile crescă- 
toare ale variabilei, iar gradele resturilor PR, R2, ... merg crescând. 

Dacă ajungem la un rest nul, împărţirea se face exact și gradul 
câtuhu e diferența dintre gradul deîmpărțitului şi gradul împărțitorului. * 

In cazul contrariu împărţirea e neezactă și operaţia se poate con- 
tinuă la infinit. 

EXEMPLU. Variabila poate fi însemnată prin orice literă. Astfel avem: 

1 2 pr a — af l—u+ 2 

  

  

  

2 - _ 
Titu. — u Iura 

huh e ui pu 
up — af „ 

ATi + 18 
2 3 4 

—duF2u —29u 

s. 1 5 
2u —3u ju 

3 tt gs —2u +2u —2u 

    

4. 5 
— nu 

Fi 16 Pa 

ă — a paf a 
" Operația se poate continuă” la infinit,
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OBSERVARE. Când impărţirile parțiale, care dau termenii câtului, 'nu se pot face exact, se scrie la cât numai raportul monoamelor corespunzătoare, _. 

EXEMPLU. 6 — Dak 2—u 
—6-+3u a 3 72 —— S+zu= au 

3u—5uu 

— Bus 

  

  

7 2 3 
—zuku 

179. Impărțirea unui polinom prin z—a. Să însemnăm .cu P(z) un polinom întreg în «,- ordonat după puterile descrescătoare ale lui z, 
Impărțind polinomul. P(2) prin z—a (a pozitiv), obținem un cât C(z) 
și un rest FR. e 

Restul R (având gradul mai mie decât al împărţitorului z—a) 
trebue să fie de grad 0, adică o constantă, 

Identitatea (LXII) ne dă, pentru orice valoare a hui a, * 
P(z) = (z—a) 0(2)+ R. 

În particular pentru z = a găsim 

P(a) = (a—a) C(a)+R 
și, fiindcă a—a = 0, rămâne 

P(a)= RR. 

TEOREMĂ. Restul împărțirii prin z—a a aci polinom întreg în s, 
ordonat după puterile descrescătoare ale ui z, este egal cu valoarea nu- 
merică a acestui polinom pentru x = a. 

OBSERVARE, Dacă P(a)=0 împărţirea P(z):(2—a) se face exact, Dacă P(a) > 0, Impărțirea nu se face exact şi restul acestei împărțiri e P(a). 
EXEMPLE, (52 —224+3):(2—3), Impărţitorul a — 3 fiind de forma z—a, cu a:=3, restul acestei împărțiri este 

R=5,89—2,.3-+3=—1%, 
Prin urmare a —224+3 nu e divizibil prin e—3, 

180. Impărțirea prin z-+a. Dacă însemnăm cu C(z) şi R câtul și restul împărţirii unui polinom P(2) prin +a (a pozitiv), din identitatea 
P(2) = (+a) C(a)+R. 

deducem, pentru z=-—a, 

PC) =tcara) C(-a)+R 
 P(o-a)=a. 

sau 
1
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TEOREMĂ. Restul împărțirii prin z-+-a a unui polinom întreg în s, 

ordonat după puterile descrescătoare ale lui z, este egal cu valoarea nu- 
__merică a acestui polinom pentru x = — a. 

EXEMPLU, Polinomul P(0)==52%—924-3 e divizibil prin el, fiindcă . 
restul acestei împărțiri este P(—1)=5.(—15—2.(—1)4+3=0. ” 

181. Aplicaţii, 10. (a—a5):(z—a) dă restul G—a9—0. Prin 
urmare 2 —a” e divizibil prin z—a. Efectuână împărțirea găsim: 

55 
La 4 2 2 

= af vaga + pat, 
r—a 
  

Câtul este un polinom omogen în a şi z de grad 4, complect şi 

fără niciun coeficient numeric scris (adică toţi coeficienţii sunt egali 

cu +1). Exponenţii lui a merg crescând, iar exponenţii lui  descrescând 
cu câte o unitate, dela un termen la altul. 

In acelaș fel vedem că (2"—a"7):(z—a) dă restul a"—a"=0, 
Prin urmare z"— a” e divizibil prin z—a, oricare ar fi m şi avem: 

= ape aa pd e a ami 
z—a i 4 ? 

“câtul fiind un polinom omogen și complect, de grad m—l în ași. 

20, (24 a"):(z—a) dă restul a-i-a' = 2a”, Prin urmare 
24-a” nu e divizibil prin z—a. 

EXEMPLU. Efectuând împărţirea găsim 

s 

= a2haz +a + az-ț-ad 4 Za, 
z—a 

5 5 
x—a 

L—a 
  

  

30, (2—a"): (4-a) dă restul (—a)—a”, | 
Dacă m e păreche, avem (—a)"=a”; restul împărţirii este 

a" —a"=0 şi 2" —a" e divizibil prin z—a. | 

Dacă m e nepăreche, avem (—a)"=—— a"; restul împărțirii este 

—a"—a" = 20" 20 şi 2"—a" nu e divizibil prin +a. 

EXEMPLU. Efectuând împărțirile găsim 

  

  
  

4 4 
r—ada 3 2 2 3 

=X —az-ar—a, 
l-a + 

m —ai 4 s 2 a 3 4 25 
=E—aL Taz —arra =. 

z-+-a + + za 

40, (ara): (2-a) dă restul. (—a)" +a”,
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v * p 

Dacii m e păreche, avem (—a) "= a"; restul o ara = 20" 4-0 
şi 2-a" nu e divizibil prin +a. 

    

„Dacă m e nepăreche, avem (—a)"=— a"; restul e —a"-r-a”=0 
şi 24-a” e divizibil prin «+a. 

EXEMPLE. | 
, | 
al 16 5 43 2 2 
ll =2=—z — Zr ——. i z +a —xr-lz t TR 

5 5 5 ii . z+32 ao 4 3 2 a 
= =a—2 4a —8z—4+18, 

za: a 2 ad at 15 

50. Dacă m e păreche, z"—a" e divizibil și prin z—a şi prin - 
+a, adică prin (r—a)(zta)=r—a 

EXEMPLU, (2 —d): (a — d) = ai ai. 

“OsenvAnE. 10, Când împărţim pe +a” prin c—a, obţinem câtul 

(11) e aie Pata e at, | 
20, Când impărțim pe ata” prin +a, obţinem câtul . 

(12) | pl _ aa dai —3_ „ + (= 1 a 

"cu semnele alternate dela un termen la altul. 

Cazul 2 se cuprinde în cazul 10, dacă "observăm că za =r—(—a) şi 
că polinomul (12) se poate scrie 

mica apa a (a, 

182, Descompunerea unui polinom în factori. Dacă un polinom 
P(z), de grad m, se anulează pentru z=a, acest polinom e divizibil 
prin z—a [179] şi putem scrie 

(13) „P(a) = (i-a) Q(2), 
unde Q(2).e un.polinom întreg în z de grad m-—l, | 

Dacă P() se anulează şi pentru z=—b-ka, identitatea (13) 
pentru z=—b ne dă 

P(d)=0= (0-a) Q(5) 
şi « cum b-—a=F0, factorul Q(b) trebue să fie nul. Prin urmare poli- 
nomul Q(2) e divizibil prin a— — şi avem Q(z) = (x—8)Q, (2), iar 

(14). „P(z) = (e-a)(e—0) alo), 
unde Q, (2) e un polinom întreg în z de grad m—2. Identitatea (14) 
ne arată că P(z) e divizibil prin produsul (z—a)(z—b),
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In general, dacă polinomul P(z) se anulează pentru p valori diferite a, D, ..., ] date lui (2 SSm), P(x) e divizibil prin produsul . (z—a)(2—0) ... (2—1) şi putem scrie 

(15) P(z) = (z—a)(2—) ... (=) 0(a), 
câtul C(z) fiind un polinom întreg în « de grad m-—p. 

Numerele a, d, ..., 2, pentru care valoarea polinomului P(z) o Zoro, se numesc rădăcinile acestui polinom. 
TeonEMA. |. Dacă pentru um polinom P(z), redus şi de grad m, cunoaştem m rădăcini a, d, „1 diferite, putem serie 

(16) P(z) = A(z—a0)(2—3) ... (2-0), 
A. fiind coeficientul termenului. de gradul cel mai mare din P(x). 

In adevăr, identitatea (15) pentru D= m devine 

(17) P(2) = C(a-0)(2—0) ... (2-0), 
unde C e o constantă şi fiindcă, la înmulţirea polinoumelor ordonate, termenul” de gradul cel mai mare al produsului provine, fără reducere, din înmulțirea termenilor de gradul cel mai mare dela fiecare: factor, în produsul (17.) trebuo să avem 

Aa” = Cupa. ur 0 sau C=aA, 
1 2 m 

EXEMPLU, Polinomul 8 — 1222 — 2124-30 se anulează, pentru z= 1,z=35 şi a —2. Avem dar identitatea 

3 — 122 — 2124-30 = 3(2—1)(2—5)(2+2). 

183. Polinom identic nul, Zicem că o expresie algebrică f(z) e identic nulă, când valoarea ei numerică €e zero pentru orice valoare a lui z. 
TeoREMmA II. Un polinom întreg în , de grad -m şi redus, dacă are m+-l rădăcini, are toți coeficienții nulă şi polinomul e identic mul, 
In adevăr, fie 

(18) P(2) = 4 Ar Aa e An 
un polinom întreg în z, redus şi ordonat, care se anulează pentru m+l valori diferite: a, d, sm d, r Gate lui. 

Luând întâi numai primele m rădăcini, a, d, ..., 2, putem serie după teorema l: 

P(z) = 4o(z—a)(2—d) ... (2—1),
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Dar acest polinom se anulează şi pentru z=rj trebue dar să avem 

P(r) = 4y(r—a)(r—) ... (r—D)=0 

şi cum 7 nu e egal nici cu a, nici cu D, ay nici cu Î, rezultă că 49 
trebue să fie nul şi polinomul dat se reduce la 

P(2) = A A e + Am. 

Acest polinom de grad m—l având m rădăcini dilerite, un raţiona- . 
ment analog ne arată că A, =0 și așă mai departe. Găsim dar 

40 44234020 

şi polinomul P(z) e identic nul, 

184. Polinoame identice. Zicem că două polinoame P(2) şi P'(2) 
sunt identice, când sunt formate din aceiaşi termeni. 

Conoran, Dacă două polinoame întregi în a, reduse şi de grad cel 
mult egal cu m, au valorile respectiv egale pentru m--1 valori diferite 
date lui a, aceste polinoame sunt identice. 

In adevăr, dacă două, polinoame, ordonate şi reduse, 

(19) P(2) = AA Boa APP LL 
P(a) = AP e ap (pm) 

“au valorile egale pentru int 1 valori date lui z, diferența lor P(z)—P"(c) 
are m-+l rădăcini şi, după teorema II, această diferenţă, e identice nulă: 

Ax Br e (PA) LH 0, 
De aci rezultă | | 

A=0, B=0,.., PA 0, a L7=0- 
sau 

" i - = 0, B=0,., EA, e, LH, 
Prin urmare polinoamele (19) sunt de acelaş grad şi au termenii 

asemenea identici, Putem dar scrie, pentru orice valoare a lui z, 

155. Rădăcini multiple. Dacă a e o rădăcină a unui polinom _P(2), avem P(a) =0 şi . - 

(20). P(2) =.(2—a) Q(2).-
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Dacă polinomul Q(2) nu se. anulează pentru «=a, zicem că « 
e o rădăcină simplă a polinomului P(z). Dacă Q(a) = 0, putem serie N 

(21) Q(2) (2-a) Que) şi  P(z)= (0-a Qu(2). 
In acest caz zicem că a este o rădiicină multiplă a polinomului P(z). 
Dacă Q,(a)-£0, a e o rădăcină dublă sau de ordinul 2 a lui 

P(z). Dacă Q.(a)=—0, a e o rădăcină multiplă de ordin măi mare 
decât 2 a lui P(z) şi putem scrie 

(22)  Q(2)=(2-0) Q(2) şi . P(0) = (2-a) Q(o). 
Dacă Q2(a)=F0, a este o rădăcină triplă a lui P(). 
Dacă (2(a)=0, a e o rădăcină multiplă a lui P(2), de ordin 

nai mare decât 3. | | 
In general, dacă avem 

(99) OP) =(0—0Polz) şi: Qla)to, 
zicem că a este o rădăcină multiplă a lui P(2) de ordin p.. 

„De aci rezultă că, dacă a, d, ..., 1 sunt nişte rădăcini de ordin 
&, B, „.,.A respectiv, ale unui polinom P(z) de grad m, putem scrie 

(24) Pc) = (2-a) (e): (e) 0(o), 
unde câtul C(z) e un polinom de grad m—a—p— ... —A. | 

Dacă ef... riz=m, C(z) e o constantă şi, observând că 
termenul de gradul cel mai mare din (2-a) este z*, un raţionament 
analog cu cel dela paragraful 182 ne dă pentru termenul de gradul cel 
mai mare al produsului (24): 

Az” = Om, A = Ca sau C=aA.: 
Avem dar | - | 

(95) P(2) = A(z—a) (r—d)... (7-0), 

unde A e coeficientul termenului de gradul cel mai mare din P(z). 

a EXEMPLU, Polinomul P(2)=7%0 — 91% 4-28 se anulează pentru z=—1; 
e divizibil dar prin z-4-1 şi găsim ” 

P(2) = (4-1) (17 —2824+28) = 7(z-F1)(2 — 454) 
sau 

| P(2) = 1 —21a 4-98 = 7(2+1)(2—2Ș.: i 
„7 e coeficientul termenului de gradul cel mai mare, —1 e o rădăcină simplă, 

"+2 e o rădăcină dublă a polinomului P(2),
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„ OBseRvanE. Descompunerea unui polinom întreg în factori de forma 
z—a, este analoagă cu descompunerea unui număr în factori primi [74, 3]. 

Numim divizor comun al mai multor polinoame P, Q, R; polino- 
mul care împarte exact pe fiecare dintre aceste polinoame. 

Numim multiplu comun al mai multor polinoame P, Q, R, poli- 
nomul, care se împarte exact prin fiecare dintre aceste polinoame. 

Numim cel mai mare divizor comun şi cel mai mic multiplu coma 
al mai multor polinoame date, divizorul comun de gradul cel mai mare 
şi multiplul comun de gradul cel mai mic al lor. 

1$6. Polinoame cu aceleași rădăcini. 
TEOREMA III. Dacă două polinoame, reduse, au acelaș grad şi ace- 

leaşi rădăcini; dacă fiecare rădăcină are acelaş ordin de multiplicilate 
în ambele polinoame şi dacă suma acestor ordine este egală cu gradul 
polinoamelor, coeficienții termenilor asemenea din aceste polinoame sunt 
proporțională. 

In adevăr, dacă: 

(26) P(2) = Aoz + AA n. + Am 

" Q(2) 2 Bo Bat n. 4 Ba 
şi dacă a, D, .. £ sunt rădăcinile comune ale acestor polinoame, cu 
orâinile - de multiplicitate a, B, A respectiv şi cu - 

apr. ri=m, 

după identitatea (95), putem serie 

P(2) = Ao(z—a) (20... (220) = 49 Cta), 
97) | a (27) Q(2) = Bo(z—a) (20)... (220) = B0(a). 

unde 

(28) C(2)=(z—a) (20)... (220) ap Cut se + Ca. 
Din identitățile (27), în care P(z), Q(z) şi C() sunt polinoa- 

mele (26) și (28), rezultă 

do = 49, A = 400, 42 = 400, i: Am AoCm. 
"B=B, B. = BoC., Ba = BoCa, ...3 Bm = BuCm, 

şi împărțind membru cu membra aceste egalităţi, deducem | 

4o__4 A „A (29) DO n, 
BBB Ba
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n__ 187. Extragerea rădăcinii. Dacă f reprezintă o expresie algebrică, 
Vf este o altă expresie algebrică , care ridicată la puterea n ne | 

„ dă expresia, f. ” 
Legile radicalilor [132] şi operaţiile cu radicali [131] se extind 

și la calculele cu rădăcini din expresii algebrice. De aci rezultă că: 
10, Rădăcina a n-a dintr'un monom se poate calculă extrăgând rădă- 

cina a n-a din fiecare factor al monomului şi înmulţind rezultatele obţinute. 

EXEMPLU ? Vaz = zf Vaz. 

20. Rădăcina, dintr'un polinom. nu se poate calculă extrăgând 
rădăcina din fiecare termen; în acest caz se ordonă, polinomul după 
puterile descrescătoare ale variabilei şi se aplică niște. regule analoage 
cu cele date pentru extragerea rădăcinii dintrun număr format din mai 
multe cifre [128]. 

Un exemplu ne va arătă cum se găseşte fiecare termen al rădăcinii patrate 
dintr'un polinom, aplicând regula dată pentru extragerea rădăcinii patrate aritmetice 
dintrun număr [127], ” 

          

  

EXEMPLU : | Termenul întâi: 

Vot 6 pari 1024-25 | 32-45 V9ai= 8 , 
— 9a oda termenul al doilea : 

— 6a4-31aî— 1024-25 —_z —62:2.(321)=—a 
iz — ad —674z7 termenul al treilea: 

| 302'—102+25| ga? — oa 4-5 30a':2.(32%) = 5 
— 307 -+- 102 — 25 5 | 

-0 302— 102 + 25 

Rezultă: V9a'— 6 iai — 10225 = (32—a245). 

II. — FRACȚII ALGEBRICE. 

188. Expresii algebrice fracţionare, O expresie de forma E unde 
F şi sunt două expresii algebrice, se numește expresie algebrică frac- 
fionară sau fracție algebrică, 

| Dacă expresiile f şi « sunt raţionale, zicem că [ este o fracție 
rațională. In particular, f şi e pot fi două polinoame iitregi. 

Valoarea numerică a unei expresii algebrice fracţionare 
este câtul dintre valoarea numerică a. numărătorului și valoarea nume- 
rică a numitorului ei, dacă aceste valori sunt finite şi diferite de zero.
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În Aritmetică operaţiile cu fracțiile ordinare se -reduc la: operaţii cu numere întregi. In Algebră operaţiile cu fracțiile raţionale se reduc la operaţii cu polinoame întregi, 
Regulele date pentru operaţiile cu fracţii ordinare numerice se aplică şi la operaţiile cu expresii fracționare algebrice. Astfel: 
10, Dacă înmulțim (sau împărțim) şi numărătorul și mumitorul 

. .. , P . SI . unei expresu, fracționare Ş Cu 0 aceeaș expresie algebrică R, obținem o , . , DI , P . » altă expresie fracționară identic egală cu Ş” În acest caz zicem că 
amplificăm sau simplifică fracţia 2 cu R [S0, 3]. Toate fracțiile, Q 
pe care le obținem amplificând sau simplificând o aceeaș fracţie alge- brică, sunt echivalente între ele. 

EXEMPLU, Avem 

d (a —v)(u-ko) u—w 

2 duet (u-kvy ue . 
pentru orice valori am pune în locul literelor + şi 7, 

OBSERVARE. Se exceptează unele valori ale variabilelor, pentru care — fără alte convenţii — valoarea corespunzătoare a fracţiei algebrice m'are niciun sens, Astfel, în exemplul luat, nu putem caleulă nici valoarea fracțici date, nici a fracţiei simplificate, pentru u= —y, . 

20, Mai multe fracții algebrice pot fi aduse la acelaş mumitor [82]. 
Se poate luă ca numitor comun produsul tuturor numitorilor fracțiilor 
date sau orice alt ntultiplu comun, în particular cel mai mic multiplu 
comun al acestor numitori. 

80, Suma (sau diferența) unor fracții algebrice cu acelaş numitor, 
este fracția, care are ca numărător suma (sau diferenţa ) numărătorilor 
acestor “fracții, iar ca numitor numitorul lor comun, 

Ca să adunim sau să scădem mai multe fracţii algebrice, care n'au' 
acelaș numitor, trebue să le aducem întâi la acelaş numitor, 

49. Ca să înmulțim mai multe fracții algebrice, înmaclținm mumără- 
torii între ei şi numilorii între ei. A 

50, Ca să împărțim două fracții algebrice, înmulțim fracția întâia. cu fracția a doua răsturnată. 
- 60, Ca să ridicăm la o putere o fracție algebrică, ridicăm şi nu 

mârătorul şi numitorul ei la acea putere. | 
OsenvaRE. Toate aceste operaţii făcute asupra unor fracţii. raţio- nale ne dau ca rezultate tot fracţii raționale, 
M.Q. Da ja
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“Orice polinom întreg se poate scrie ca expresie fracţionară, pu- 
nând ca numărător polinomul, iar ca numitor 1. Astfel operaţiile între , 
polinoame şi fracţii se reduc la operaţii. între fracţii. 

EXEMPLE, | 
2—a 22 (e —a)(— a) 22 (aî-+ a?) _2—adtrdzta, 

2 2 2 2 4 4 4 1 za  xr—a z—a z—a 
  

L, 

Seara ţa _ 2 _37—atoz-ta 22 (2-a) 
4 4 

2, 
4 4 2 2 4 4 z—a z—a z—a z—a 

__ zi aa— dz a __ (2— 02) (z—a) ze=—a, 
4 4 4 € 2 2 z—a z—a za 

  

a F—a 2 __ 2a(a—a) _ 9a—2ax 

/ a a da (2-+ a) (24— a) a— ai 

2a—9dax z—a 22 (2—a) , a-ț-a az (aţa!) 2z 
4 4 : 2 Pi 4 4 x > 4 4 — a—a za  z—a z—a z—a z—a 

. 

50, a— arat — 20 (az d)le-ta)—26 _ cd 
z-ka Fa ata 

Orice expresie fracționară rațională se poale reduce la raportul a 

două, polinoame întregi E. Această, fracţie rațională poate să fie proprie 
„sau împroprie [1%8, 3]. 

Orice fracţie. raţională improprie = este suma unui polinom în- 

treg C şi a unei fracţii proprii a Polinomul C este câtul împărţirii Q 
P:Q, iar R e restul acestei impărţiri. 

    

  

EXEMPLU, 

86.  U—3)+-6i 
13 69 i—9 _ E4+9  £--9 
2 __1_ 2(1—38)—(64+3) P—9 0 —9 
I-F-3 1-3 (14+3) (2—3) 

249 90 
= tre 

189. Fracţii iraționale. Când avem o fracţie cu numitor irațional, 
putem, printr'o amplificare convenabilă, să o transtormăm. într'o fracţie 
echivalentă cu numitor rațional.
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Intrebuinţăm, în general, identitatea (a+d)(a—5) = 02— 8%, în care expresiile a+b și a—b se zice conjugate. 
Să însemnăm cu f.9.h,l nişte expresii algebrice raţionale. 
1. Dacă fracţia e de forma i o amplificăm cu Țg și găsim . 

9 

LL =, (80) i = 
20. Dacă fracțiile sunt de forma 

  

F f na 7 sau TATE le amplificăm 
cu conjugata zumitorului 9. Vi, sau 97 Vi. Găsim astfel: 

g-+-V g—h Vo ga 
, i 

. ă de fe E tăm de câte e ne- 
Dacă fracţia e de forma TEI” repetăm le ori 

  

voe operaţia din cazul precedent. 

1 a uz A Astfel pentru V7-VazPa” ampliicăm întâi cu VF 3 4+Vg şi găsim 
1 = IUF+VE+VE) _ UVF+VE+V2), „PIETE TAN Vă Amplificăm apoi noua fracţie cu f+-h—g—2Vfă. 

  

190. Valori singulare. Când 0 cantitate v capătă succesiv toate valorile reale cuprinse între două numere a şi O, zicem că v variază în intervalul (a, d),L 151]. | Dacă v, variind, capătă valori din ce în ce mai apropiate de g, sau, mai precis, dacă diferența lv—al ajunge şi rămâne mai mică decât orice numâr pozitiv e oricât de mic [143, 2], zicem că v tinde cătră a și scriem: v—a sau limw=a, 
O cantitate variabilă v tinde cătră -- 0 (plus infinit) sau —00 (minus infinit ), când, oricât de mare ar fi un numâr N pozitiv, valoa- rea lui v ajunge şi rămâne mai mare decât. N sau mai mică decât —N [143, 3 şi 4]. 
Dacă valoarea unei variabile » depinde de valoarea altei variabile z, zicem că veo funcție de z şi scriem v= f(2) [166]. In acest caz putem vorbi despre limita cătră care tinde variabila v sau f(x), când « tinde cătră o valoare a, | . 
OBSERVARE, Ca să calculăm această limită, putem să înlocuim pe z prin a-+-h şi să căutăm ce devine valoarea f (a+i), când h tinde cătră zero. ! În general vom observă că avem 

(32) Am fla-kh) = f(a) (A pozitiv sau negativ ), 

- i 12%
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In acest caz zicem că funcţia f(z) e continuă peulru z= a. Sunt şi cazuri, 
când egalitatea (32) nu e adevărată, 

EXEMPLU. Trinomul v=—f(zx) =a+0z—9 tinde cătră 6, când z tinde 
cătră 3. In adevăr, pentru z==3-4+-h avem 

F(3+h) = (34+Rh)42(3+1)—9 = = 9-F- 6-0 64+29k—9 = = 6+-8+h 

şi când h (pozitiv sau negativ) tinde 'cătră zero, ultimii doi termeni tind cătră zero; 
avem dar: limf(3-+h)=6=f(3) şi funcţia e continuă pentru z==3, Putem 
constată că un polinom P(2) e o funcţie continuă pentru orice valoare a, lui z. 

Dacă pentru 2 = a expresiile f(2) şi g (2) capătă respectiv valo- 
rile f(a)=m şi-g(a)=s, finite şi diferite de zero, expresiile 

(38) Az)ta(a), fim-a(2), flegta), ED. 
pentru za, capătă respectiv valorile m+-n, m—n, m.n, = bine 
determinate, finite şi diferite de zero. 

Dar dacă f(z) sau g() tind cătră zero sau câtră .+oo, când 
tinde cătră a, valorile numerice ale expresiilor (33) pot să nu aibă sens 
pentru =. În acest caz convenim să definim aceste valori singulare 
ca valori limită: pentru a le determină calculăm valorile expresiilor (33) 
pentru z=Fa (z=a+h) şi căutăm ce devin aceste valori, când z tinde 
câtră a (sau când h tinde cătră zero). 

Teoremele relative la limita sumei, diferenţei, produsului și câtului, demonstrate 
pentru limitele șirurilor [147], se aplică şi la limitele expresiilor algebrice. 

10. Dacă f(a)=0 şi g(a)=m=k0 şi finit, avem: 

f(a)+g(a)=0+m=mn, fa) ala) =0=m == m 

f(a).9(0)=0Xxm=0, fla) _ 
gta) m 
  

20, După definiţia împărțirii, fra cţia “ n'are sens [57]. Considerând 

însă -fracţia = și dând lui v valori din ce în ce mai mici, fracţia = devine 

din ce în ce mai mare în valoare absolută; astfel oricât de mare ar fi 
ă i Lil LL 1 un număr A, pentru lupi nl ay em | 

creşte la infinit, când v tinde cătră zero [143,3] şi în acest sens scriem 

| > N. De aceea zicem.-că : 

m (34). | =. 

OBSERVARE, Putem aveă 4-oo sau —oo, după cum fractia 2 , devine infinită 
prin valori pozitive sau prin valori negative [133, 3 și 4]. 

Dacă, pentru h =0, avem | 

limf(a+h)=f(a)=mn și -lim g(a+h) = (a) =0,
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zicem că 

f(a) — lim flat) n a . LE Sud A — , , lar 
(a)  n=o g(aFn) g =+o, (valoare singu ară ) 

h) oa ei. . --00 sau —00 după cum raportul ee) rămâne pozitiv sau negativ 
pentru h destul de mic. 

EXEMPLU, Fracţia = pentru z = 0 are valoarea += 0; pentru cx=1 
+ are valoarea - = co, Pentru z=1 EI > 0) avem =. Când / e foarte 

mic, numărătorul e pozitiv şi semnul “raportului e dat de numitor. Deci, când z—1 
prin valori mai mici decât 1 (sau când z=1—h şi lh—0), raportul rămâne me- 
gativ şi tinde cătră —oo; când a —>1 prin valori mai mari decât 1 (z=1-1-h şi 
h — 0), raportul rămâne pozitiv şi tinde citră +o. 

30. Când v creşte la infinit, expresiile v-+-m, v—m, t.Îm], fa] 
devin din ce în ce mai mari şi crese la infinit, diferența m—vw descrește 
spre —c0, iar fracţia = tinde câtră, zero [143]. 

Dacă f(z)— co când z— a, convenim să scriem f(a) =. 
Dacă f(a) = co şi g(a)=m=k0 şi finit, zicem că 

f(a)+g(a)=oo+m=o, f(a) —9(a)=oo—n=o, 

g(a)—f(a)= m—co=—o, f(a).g(a)=o.mn=to, 
fla) —s* (a) _ m _ 
gta) > m to, fla > 3>0. 

„Dacă f(a)= oo şi g(a) =0, avem 

  

. f(a).g9(a) = 00.0 (formă. nedeterminată ). 

  

  

  

. 

f(a) _* _— g(a) _0 _— N da TITS Ras 
40, Dacă f(a)=0 şi g(a)=0; avem 

3 e = 7 ( formă nedeterminată ) , 

59, Dacă f(a)=oco și g(a)=o0, zicem că | 

f(a)tg(a)=oo-+roo =, f(a).g(a)=c.00=0; 
f(a)—g(a)=co—co (formă nedeterminată ), 

[a — gta) > 3 (formă nedeterminată ). 

HEZUMAT. Valori singulare, 
10, Pentru a > 0 şi finit avem: ! 

at+o=+oe, 'a—v==—0, 0.0=0, ao. 
d: oo
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2, Cazuri particulare: 

- 0.0=0, *.o=ox, d=0, 
o 

39, Forme nedeterminale ; 

e—c, 0.o, d, =, 
0 Ss 

191. Forma nedeterminată O, Dacă P(z) şi Q(z) sunt două 
„polinoame întregi în z și dacă « este o rădăcină de ordin DP pentru P(2) şi de ordin 4 pentru Q(z) avem. : 

(85) P(z) _ (z—aPP. 2) P(a)£0, 
3 — ? 

Q(2)  (z—0)'Q,(2) 0. (a) 20. 
Pentru z = a valoarea acestei fracţii se prezintă . sub forma 2 

(nedeterminare ), dar pentru za fracţia (35) are o valoare bine de- terminată, oricât de apropiat ar fi z dea. Distingem trei cazuri: 
10. Dacă p = 4, suprimând factorul (z—aY, pentru z=F a, avem 

| P(e) _ (0—aPBi(e) _ Pu(e) 36 = = , (36) Oz) — (e aFa(z) ? ate) 
Când z—a (az tinde cătră a), valoarea acestei fracţii tinde cătră 

Pi (a) Zi(2). pe aceea zicem că G(a) € valoarea adevărată a fracţiei (38) Q. (a 

pentru z=a. 

20, Dacă p > q, de exemplu p = q--r, suprimând factorul (z—aY, pentru z=F a, avem 
E 

P(z) — (z=afPi (2) _ (aa) P(c) 
Q(2)  (z—afQ,(2) Q, (2) 

și când z tinde cătră a, valoarea fracţiei tinde 'câtră zero. 
30. Dacă q>>p, de exemplu g=p-+r, suprimând factorul (2—aY, pentru z = a, avem 

Pe) — (e-aPPi(z) Bia) 
Q(z) (2—a)*'9, (2) (z—a) Q, (2) 

și când z tinde cătră a, valoarea numitorului tinde cătră zero, iar va- loarea absolută a fracţiei creşte la infinit [190, 2]. 

  

  

(37) 
  

  
(38) 

. EXEMPLE. Să se determine valorile adevărate ale fracţiilor 

10, (71) (2-1) 20 (43) go, __1î—4 
r—1 ! (i—5)— (45) 20 34 N pentru 2z=1; . - pentru î=0; pentru u=—2,
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Toate sunt nedeterminări de forma .. * 

1, Impărțind 2—1 şi a—1 prin z—1, găsim pentru =1 

eee] _6. 
zhzrata-ti | 5 

29, Făcând diferența dela numitor şi suprimând factorul £, ş 

(E+3)£|__ o 0 
10 0 

ăsim pentru t=0 

30, Impărţind numărătorul şi numitorul prin 4-+-2, găsim pentru u=—9 

u—9 —4 

re) ze 
Dacă facem u=—2+E£, fracția devine 

(—2k0)-2 _E—d4 4—e 
  atejr(oare) Za 7 

- Pentru £ >> 0 şi mai mie decât 3, fracţia e pozitivă; pentru.-e <0 fracţia e negativă. De aceea, când £—0 prin. valori pozitive, fra cţia tinde cătră -- oo; când - £—>0 prin -valori negative, fracţia tinde cătră —cv, Ă 

e(e—8)  e(3—e)! 

“In mod analog putem găsi valoarea adevărată „a unei expresii IE 0 raționale de forma 3: 

  

(Va 
EXEMPLU. f(2) = ze, pentru z=a, e de forma a. 

. . 
, 

Amplificând fracţia cu conjugata, numărătorului, putem scrie 

z— a FUz) = ———— 
(z-a)(V24- Va) 

şi fiindcă (7—a'):(2—a) = 2taz pa găsim pentru z=a 

i [ez ee] sat 3 fa TOT SS == de 
| Va Va a Vai 2 | 

192. Valoarea unui polinom pentru 2 = + oo. Un polinom în- treg în z ” 

- 
P(2) = do” Ar 4 Amt + Am 

se poate scrie, pentru orice valoare finită a lui z, 

, T m=t n 2 z” 7 

m [ioan dead]
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Când z tinde cătră +-oo, factorul a” devine infinit în valoare 
absolută, iar expresia din pâranteză tinde câtră Ao, deoarece toţi ter- , 
menii, cari conţin pe z la numitor, tind cătră zero. Avem dar 

lim P() = lim Aor” =+o. (39) lim P(o) > lim 4o 
EXEMPLE, Polinomul 3a— 5a--2, pentru e=-t+ceo sau z=—, are 

aceeaş valoare ca şi 37, adică --co. 

Polinomul — 2 42 —1, pentru & infinit, are aceeaş valoare ca și — 27, 
adică <+- oo pentru p==—oo și —co pentru z=-+oe, 

193. Forma nedeterminată =. Raportul a două polinoame” 

(40) P(2) _ Av AP -:- + 4 
Q(2) Boz Bat o: + Ba 

pentru z = 00 se prezintă sub forma nedeterminată = Putem însă de- 

determină valoarea adevărată a acestei fracţii în felul următor: 

10. Dacă p =q, împărțind şi numărătorul și numitorul prin 
găsim, pentru z finit, 

  

, 4 - Aga see a Ap, Pl) _ or = T - 2 

0 +24 a a Be 
zP 

şi când z—00, avem 

lim Pe) _ (a) r=co (2) 
20. Dacă p>q, de exemplu dacă p = q-+r, împărțind ambii ter- 

meni ai fracției (40) prin 24, găsim pentru z finit: 

  

: Fo as a Ap Pr) _ Aoz 4- Ar + Ta 

B B 

și când z—c0, avem. 

x= = 01) = x=co Bo
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„80, Dacă g>>p, de. exemplu. dacă -g = P+r, împărțind ambii ter- meni ai „fracției (40) prin 2% găsim pentru a finit:. o i 

  

A97 di a „dp . Dă În i 

P(ă) _ pi a 
3 

E =] _B Q(z Boz — Bia 1, + Be 

Y 

și când z—00, avem 

(43) lim P(2) _ lim do _9 
0) op i, 

RecuLă. Valoarea adevărată a raporiului a două polinoame întregi în 4, pentru z=00, este: 

2 40, egală cu raportul coeficienţilor termenilor de “gradul cel mai mare dela numâărător şi numitor, daci polinoamele sunt: de acelaş grad. 
- 2. infinită, dacă gradul numărătorului e. mai. mare “decât gradul numitorului. . 

80. nulă, dacă gradul numărătorului e mai :mie decât gradul nu- mitorului. 

EXEMPLE. Avem 
e ” 

lim 9z—50-4-1__3 lim  "da4_q „dim apa x=co oi 9? acri DOI oo a a 
ax 4 , 5z--2a—7 L—a4+3 

OBSERVARE, Când, pentru z== a, valoarea raportului a două fracţii raţionale Ă o - 
0 se prezintă sub forma =: îl putem reduce la forma =-* 

  

      

0 
"EXEMPLU. Pentru z== 1, valoarea fracţiei e ii 

3 “ 3 z — + z—1 1+ 0 o 3 este =—. 
52 —1 4 e. 

E 2-92 —3 | 0 

Dar, pentru +1, putem scrie . ! A aa 

d—z-8. 5 (70 +-3)(ar2a—38) d—1 'aiLoa 3 (7—1)(52—1) ? 
care pentru z=1 se prezintă sub forma Tg: Simplificând cu: g— 1 și făcând apoi z=1, găsim pentru fracție valoarea 2, : . ” 

a.
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"194, Forma 0 Xoo. Dacă avem două expresii algebrice f(z) și 
g(2) şi dacă f(a)=0 şi g(a)=oc0, valoarea produsului f(z).9(z) : 
pentru 2 = se prezintă sub forma nedeterminată 0x00. 

Observăm însă că, pentru za, putem scrie 
fa). 

fle).g(o)= DE 
| 2) . 
şi această fracţie, pentru z=a, se prezintă sub forma 2 (191). 

195. Forma 00—c0, Dacă: pentru două fracţii raţionale f (2)! şi 
9(z) avem f(a)=o, g(a)=o, valoarea, diferenței f(a)- 9(2), 
pgentiu z='a, se prezintă sub forma 0o—oo:. 

Electuând scăderea, diferența f(z)—g(z) se 'râduce la raportul 
a două polinoame întregi în z şi valoarea acestei A expresii : se. determină 
ca în cazurile precedente. . 

„ EXEMPLU. Să se determine valoarea diferenței | * 

a — d — penru =? 
p—x—2 L—3a-4? - 

Peniru 4=2 expresiunea capătă forma e*—o, Dar observând că avem 

B—2—2 = (2 —2)(z4+1), (78242) = (0—2)tz—1): 

şi efectuână diferenţa dată, pentru z=+2, găsim 

71—22 1 7 — 92 +82 —8 —2(z—9) 
(220241) (02000) (00720) (aa 

- _ —2(0—2) 
z—1 

iar pentru z=2, expresiunea. are valoarea 0. 

196. Raport independent de z. 10. Pentr u ca raportul 

  

(44) Q(z) a RR 

să aibă aceeaş valoare numerică pentru toate valorile lui x, trebue și e 
de ajuns să avem: | 

- Da (45) pa 
, ă , b 

In adevăr pentru 2 = 0, valoarea raportului (44) este. zi - pentru 
. a : - . „A Z = 00, valoarea raportului e z [193]: Zrebue dar să avem = pi
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Invers, dacă avem -. . .. 
[o . . a _d _ 

| ap? 

putem scrie a=pa', b=pb' şi 

„gard — p(az+tb') _ 
az dz o? 

oricare ar fi z. Valoarea răportului e independentă de valoarea hui a. 

20. Pentru ca raportul a două polinoame întregi în x şi de acelaș grad, 

Po) _ az m pan Fi n + kai 
(46) 0(2) 24 Va m ... -- Pa +-p 
  

să aibă dcecaș valoare numerică “pentru toate valorile lui z, trcbue şi e 
deajuns” să avem : | ÎN 

l — 
— e a

 o - a d 
(47) pp = -

-
 

In adevăr, pentru-a = 0, valoarea, raportului (46) este: l - Deci, 

  

oricare ar fi z, ar trebui să avem PL 

P(a) a P(a)—1 __1 az) i „de unde Q(z)ZT > 7 

sau, simplicană cu.z, ! 

al: A Va n. ph 
a baz m=—2 + XS 7 În P 

Păâna: din nou z=0 găsim 

P(o)_ k d 
9(2) (2) > 2 Ă, V 

şi aşă mai departe. Condiţia e dar necesară, 
Ea e şi uficientă, fiindcă, însemnând cu p valoarea comună a ra- 

poartelor (47), pitem scrie 

a ='pa, =, s.. lapl 
"şi avem a 

P(z) — ela a-i 4 tr ) — 
Q(2).. caz Da e ap 

pentru orice valoare a lui z; za
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III. — ECUAȚII DE GRADUL INTÂL 

expresii algebrice, ogalitatea o 
(48) f(z.y,2)=g(2,y,2) 
se numeşte o ecuație [167 ]. Literele z, y, z sunt necunosculele ecuaţiei. 

„Când înlocuim literele z, y, z cu niște numere date a, d, ce, va- 
lorile numerice f(a, d, c) şi g(a, d, e) pot fi egale sau neegale, 

Dacă. avem o 
(49) F(a,d,c) = g(a,de) . 
zicem că valorile. a, 5, e satisfac ecuația (48) sau că a, d, e sunt 

197. Ecuaţii și rădăcini. Dacă f(,y,2) și g(cc,y,2) sunt două 

rădăcinile acestei ecuaţii. - - | | 
O ecuaţie poate să aibă una sau mai multe necunoscute. O ecua- 

ție cu o necunoscută poate să aibă una sau mai multe rădăcini, 
A rezolvă o ecuaţie însemnează a-i calcula rădăcinile ei, adică a 

găsi numerele, care puse în locul necunoscutelor, să ne dea valoarea membrului întâi egală ct. valoarea membrului, al doilea. | 
„+: EXEMPLE, Ecuaţia. 32.1 == 52-48 are o singură necunoscută a Și două rădăcini z=2 şi esp | e Si 

Ecuația 5(2—y)=32+-7y—t are două necunoscute z şi ş şi arc rădăci- nile: z=—1, y=3; z=4,y=l; z=16, y=38; '1==—14, y=—2; ete, 

198, Ecuaţii echivalente prin adunare san scădere. Două ecuaţii 
se zic echivalente, dacă admit aceleaşi rădăcini, adică dacă toate rădă- 

"cinile ecuaţiei întâia sunt rădăcini. și ale ecuaţiei a doua și reciproc, dacă 
toale rădăcinile ecuaţiei a doua sunt rădăcini și ale ecuaţiei întâia, 

10. Teonema |. Dacă adunăm la ambii membri ai unei . ecuaţii o 
aceeaş cantitate finită, obținem o ecuaţie echivalentă cu cea dintâi. 

Astfel dacă,. f(z),9(2) şi h(2) sunt trei expresii algebrice, ecuaţia - 

(50) Foto) 
este echivalentă cu ecuaţia Si 

(51) | F(z)h(z) = g(0)+h(z), 
„dacă pentru orice valoare a lui finită, valoarea, expresiei h (2) e finită. 

In adevăr, dacă z=a e o rădăcină a ecuaţiei (50), din 
(59) . fa) =9(a) 
rezultă i 

(58) | fa) +h(a) = g(0)+h(a); 
deci 2 = a este o rădăcinii şi a ecuaţiei (51).
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 *. „Reciproc, dacă a este o: rădăcină a ecuaţiei. (51), “din'" egalita- 
tea (53), dacă numărul h(a) e finit, rezultă „egalitatea (52). Deci & 
este o rădăcină și a ecuaţiei (50). a IA 

Se demonstrează în acelaș fel că: Dacă scădem o aceeaș cantitate finită 
din ambii membri ai umei ecuaţii, obținem o ecuație echivalentă cu cea dintâi. 

ConoLan. Rădăcinile unei ecuaţii nu se schimbă, dacă trecem un. 
termen al ecuaţiei dinir'un membru în celălalt, ca semnal schimbat, 

EXEMPLU. Din ecuația 22-46 = 7a2-ţ- 8z, scăzând din ambii membri pe 
8z, deducem o ecuaţie echivalentă: ” - 

"274+6 = Ta+82 
| - — 82 — 82 

2746-82 = | 

"-OBsERYĂRI. 19, Se pot schimbă semriele la toți termenii unci ecuaţii. 
„ Aceasta revine la a trece toţi termenii din membrul întâi în mem- 

brul al doilea şi toţi termenii din membrul al doilea în membrul întâi. 
„20, Se poate suprimă.un termen, care se găsește și în membrul 

întâi şi în membrul al doilea cu acelaş semn. | | 
39, Se pot trece toţi termenii unei ecuaţii întrun singur membru. 
EXEMPLU, In loc de Sa?—5ap==]a—2 putem“ scrie Baia —12-+2=0 

sau 82'—1924-2==0. Reducem astfel ecuaţia la forma f=0. : ae 

-.. Gradulunei ecuaţii. Dacă o ecuaţie a fost redusă. la forma, 
fF=0 și dacă fe un polinom întreg şi redus, gradul polinomului £ este 
gradul ecuațici. , e 

Astfel ecuaţia 3a?—12a--2== 0 este de grad 2 și are'o singură 
necunoscută x; ecuaţia Say dy —a-7 = 0 este de grad:4 și are 
două necunoscute şi y. | m e 

199. Ecuaţii echivalente prin înmulțire sau împărţire. 
„10. TEOREMA II. Dacă înmulțim sau împărțim ambii membri ai unei 

„ecuații cu o aceeaş cantitate diferită de zero şi care 'nu conține necunos- 
cutele ecuaţiei, obținem o ecuație echivalentă cu cea dintâi. 

În adevăr, să comparăm ecuaţia 

(54) fiz)=g(z) sau f(2)—g(0)=0 
cu ecuaţia e a 
(55) Fiz).h=g(z).h sau a.f(z)—g(2)]=0. | 

Dacă z=a co rădăcină a ecuaţiei (54), avem" f(a)—g(a) = 0; 
deci şi k[f(a)—g(a)]=0; adică a e.0.rădăcină şi a ecuaţiei (55.). 

7
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„i + Reciproc, dacă: = a e o.rădăcină a ecuaţiei (55) -şi dacă he 
- diferit 'de zero, din hlf(a)—g(a)]= 0 rezultă şi f(a)—g(a)=0. 

20, Dacă multiplicatorul 4 conține necunoscuta : z, ecuaţia (55) poate să -nu mai, fie echivalentă. cu ecuaţia (54). | 
"In adevăr, orice. valoare z — a, care anulează diferența 
(56) Fld=ato) 
anulează şi produsul, i | Sa 
(57) 
dacă factorul h (a) e finit. | 

Dacă hi (a) = oo, produsul (57 ), pentru z= a, se prezintă sub forma nedeterminată, co. [194] şi adevărata lui valoare poale fi dife- rilă de zero. În acest caz ecuația (54), prin înmulţirea cu.P (2), perde rădăcina z=a, ă Sa 
-... Reciproc, orice valoare a = V, care anulează produsul (57), anu- lează și diferenţa (56), dacă factorul 7,(5) e diferit de zero. 
„ Dacă h(0)=0, produsul (57) poate fi. nul, fără ca celălalt fac- tor adică diferența (56). să fie nulă, In acest caz: ecuaţia (54), prin înmulţirea cu 4, (2), câștigă rădăcina 220. , a 

Așa. dar: dâcă înmalțim ambii membri ai unei ecuaţii cu. o .aceeaş 
" expresie, care conține” necunoscuta. ( sau necunoseulele ), ecuaţia nouă oh- 
ținută poate să aibă mai multe sau mai. puține rădăcini decât ecuaţia 
dată şi antime: priza: înmulţire, ecuaţia. dată poate câştigă, ca rădăcini străine, balovile care” anulează multiplicatorul su poale perde, dintre fă- 
dăcimile ei, pe acelea, care fac multiplicatorul infinit. aa 

2: “EXEMPLU, Ecuația, F+2=a(22-4+1) are rădăcinile 1, —1 şi 2, ceea- ce sc poate verifică uşor; Inmulţind ambii membri cu expresia z—39, noua ecuaţie 

| (25—9) (7-2) = a(21—9) (201) 
are pe lingă 'rădăcinilo- vechi 1, —1 şi 2 şi rădăcinile moi +3 şi — 38, care anu- lează multiplicatorul a— 9, - , a | 

Valorile:4+- 3 şi — 2 se zic rădăcini sirăine, introdușe prin Inmulţirea, ecuaţiei date cu q—9. E o ” E 

3%. Un raţionament analog ne arată că orice rădăcină a ecuației 

(58) f(z)=g(0)- sau - F(o)—g(2)=0 
este o rădăcină și a ecuaţiei 

(00 m MEN zo 
dacă pâritru:- această valoare :împărțitoriul h(z)-e diferit-de zero; *
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2" Reciproe, orică rădăcină a ecuaţiei (59) este o rădăcină şi: a ecua- 
ției (58), “dacă pentru această, valoare împărțitorul Î (a) este finit. 
Prin urmară:, Dacă împărţim ambii membri ai unei ecuaţii cu aceeaș 
expresie, care conține necunoscuta (sau mecuinosculele ), ecuaţia nouii ob- 
ținută poate să nu mai fie echivalentă cu ecuaţia dată și anume prin 
împărţire, ecuația dată poate perde dintre rădăcini. -pe -acelea - care amut- 
lează împărțitorul sau poate câştigă ca rădăcini străine valorile, care fac 
împărțitorul înfinii. RC e mt .a [a 

„EXEMPLU, Ecuația (z—8) (242) = (2 —3)(22-+1) are rădăcinile 1, „ —3 
—1,:2 şi 3. Impărțită cu ps: devine -. aa 

_ (2+5)(742) = a(a5)(02+0, 
care are rădăcinile 1, —1, 5 şi 5. Ecuația dată, prin împărţire, a perdut dar rădă: cina z=3, care anulează împărţitorul, și a câștigat o nouă rădăcină z=5, care 
face împărţitorul în finit. | - - 

  

200. Alungarea numitorilor. Când o ecuaţie conţine numitori, 
paulem- face să dispară numitorii, dacă înmulțim ambii membri, ai ecuației 
cu an multiplu comun al tuluror numitorilor ei. Prin: această operăţie 
zicem că alungăm mumitorii, -- ae | 
-..„.. « Noua ecuaţie, astfel obținulă,. poate să uibă ca rădăcini străine, valo- 
rile. care anulează multiplul comun âl.numitorilor, cu care am înmulţit. 
| EXEMPLE. 10, Numilorii nu conțin necunosculele, Fie ecuaţia 

5 8 a ot iz ? sapt, 
cu. numitorii 8,7 și 4. Fiindcă 8 e divizibil prin 4; un multiplu comun al numito- rilor este 7X8= 56. Inmulțind ambii membri.ai ecuaţiei cu 56 găsim 

! 56,5.77__ 56.3 56. 2 = i 5 2.2 —3 7 + 3 56-6.   
  

p 

Simplificând fracțiile şi făcând operaţiile, obţinem o ecuaţie echivalentă cu cea dată, dar scrisă sub formă întreagă, ” 

1192 — 852 = 24-1- 14 — 336. 
20, Numitorii conțin necunoscutele, Să: luăm ecuaţia '.. .. 

5 10... 3 
FIE TF) aa. 

Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este » 

(61) AI 1(2—3)t2-+5) | 
Şi. inmulţind cu'acest produs ambii: membri ai- ecuaţiei date, obținem ecuația întreagă 
(62) 5(2—1) (2-5) —10,(7—1) 2 (21) —3) (25), 7 

(60) i
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care e satisfăcută de toate. rădăcinile “ecuaţiei. date, dar. poale: să aibă 'ca 'rădăcini slrăine, valorile care anulează multiplicatorul (61), adică valorile —1, A-1, 3 sau —5, = Verilicând, vedem că, dintre aceste patru numere, numai z== 8 satisface ecua- ţia (62): Inlocuind în: ecuaţia (60) pe prin 3, găsim că membrul întai e de forma nedeterminată cocs, iar membrul'al doilea are valoarea 3 - , ai 
Ca să: determinăm adevărata valoare a membrului intai a ceuaţiei (60) pentru z==3, electuăm scăderea, și "obținem fracţia . ..: 

* B(ik5) 1000) Bz „. (2-51) (2—8)(2F5) CF) (e 525) FD (25) 
“ Pentru z=3 această fracţie are valoarea —z a. Prin urmare 2=3 nu 

salisface ecuația (60); ea e o rădăcină străină întrodusă prin alungarea numitorilor, : 

201. Operații generale pentru rezolvarea, unei: ecuaţii. Din teo- rernele precedente şi corolarele lor rezultă că, dacă avem o ecuaţie 

f(z.y,2)=9(z,y,2), 

în care. expresiile f și g.sunt raționale, o -putem reduce la forma cca mai: simplă întrebuinţând următoarele operaţii, care ne: dau, în general, ecuaţii echivalente : o a e 
Operația 1. Facem să dispară parantezele, 
Operația IL. Punem ecuația sub formă întreagă, alungând numitorii. 
Operația III. Trecem toți termenii cu mecunoseutele în membrul întâi şi termenii cunoscuți în membrul al doilea. 
Operația IV. Facem reducerea termenilor asemenea, 

202. Ecuația de gradul întâi cu o necunoscută; Să presupunem că, după toate operaţiile 1, II, III, 1V, am ajuns la o ecuație de gra- dul întâi cu o singură necunoscută a. 
19, Dacă toţi coeficienţii sunt numeriei, ecuaţia se reduce intot- - deauna la forma - 

(63) az —o 

unde a și b sunt două, numere cunoscute. 

20, Dacă coeficienţii conţin şi litere, punem pe & în factor comun în membrul întâi și ecuaţia se reduce la forma 

(64) ar=d, 

unde a și b sunt două expresii algebrice, formate cu literele care repre- ” 

zintă numere presupuse cunoscute,
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Rezolvarea ccuaţiei. Dacă ae diferit de zero, împărțind | 
prin & ambii membri ai ecuaţiei ( 68) sau (64), găsim po | 
(XIII) z= Z rădăcina ecuației ax =. 

OBsenvARE, O ecuație de gradul întâi cu o singură necunosculii are 
0 singură râdăcină. 

EXEMPLE, 10, Ecuaţie numerică. Să se rezolve ecuaţia 

  

  

2 = 2 Ta 3__8 | 2, 221 (65) a (2 —1)— îz =2—z z+ 7 . 

Facem să dispară parantezele, observând că 

/ 3 201| 322  6z4-3 cz D=ai-a, 3 [ete 0 a   2 14 
si ecuaţia dată sc scrie 

popi TE+6 _ s__8a aţa 
14 2 14 

Suprimând termenul 2 din ambii membri; înmulţind toţi termenii. cu 14 (cel mai mie multiplu cumun al numitorilor) și făcând scăderile arătate de sem- 
nele — puse inaintea fracţiilor, obţinem 

  

— Iti — 76 = — lat 62 —3, | 
__ Trecem toţi termenii cu necunoscula în membrul întâi și termenii cunoscuţi în membrul al" doilea : a , , Ma 

— Ma —To all 6 =6—3 
şi reducând termenii asemenea, ne rămâne ecuaţia 

- 

6z=3, - . 
- . care e de gradul: întâi. Impărţinăd ambii membri cu 6, obţinem pentru z valoarea 

3 1 
Tr == $ = Ş = 0,5 . 

. i , 
. OnsenvARE. Când după un șir de operaţii, care ne dau ecuaţii echi- 

valente, am ajuns la o ecuaţie, care are în membrul întâi numai z, iar 
în membrul al doilea un număr cunoscut €, zicem că am rezolvat ecuația 
și că rădăcina ecuaţiei e a —c. 

Verificare. Inlocuind în ecuaţia dată pe z prin rădăcina găsită și făcând toate operaţiile arătate de semne, dacă valoarea membrului întâi e egală cu valoarea membrului al doilea, zicem că rădăcina găsită verifică ecuația, 

2, Ecuaţie literală. Să se' rezolve ecuaţia: 

se-zreoaler) 
în care literele. a, d, c reprezintă numere presupuse cunoscute, 

M. G,
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Facem să dispară parantezele: 

az 2a 

Alungăm numitorii, înmulțini toată ccuaţia cu abc: 

dez — 234 5abe = 3bez 4 Gabc. | 
Trecem termenii'cu z în membrul întâi şi cei fără a în membrul al doilea 

dez — 3bez = 22— 5abe- Gabc. 
Scoatem pe z în factor comun şi facem reducerile : 

(ae — dc) a = 24 abc. 

Impărţim, în fine, cu coeficientul lui a şi obţinem ridăcina: 

Po 2a-L- abe __a(2a-ț+be). 
de—3be  c(d—3b) 

203. Discuţie, La rezolvarea unei ecuaţii de gradul întâi 

(66) az = d 

se pot prezentă mai. multe cazuri : 

10. Cazul general a=:0, D=: 0..Impărţind ambii membri cu a găsim rădăcina - ” 
| | _— d 

binedeterminată, finită şi diferită de zero. 
20. 2-0, d=0. Ecuația e de forma az =0 și are rădăcina z = 0, 
30. a=0, 5=0. Cândae nul, nu mai putem împărți membrii! ecuaţiei cu a. Dar dacă ecuaţia e de forma 0z= 0, ca e satisfăcută de orice valoare a lui . In acest caz zicem că rădăcina ecuaţiei e nedeterminată, . 
40, a=—0, 02+0. Avem ecuația 0z =, care nu admite nici o rădăcină, fiindcă orice număr înmulţit cu 0 ne dă 0 şi valoarea mem- brului întâi nu poate fi egală cu membrul al doilea 5 == 0. In acest caz zicem că ecuaţia e imposibilă. 

OnsenvanE. Dacă în ccuaţia az = d, cu 5 0, facem coeficien- , PE d , , , tul a din ce în ce maj mie, rădăcina a = 3 devine din ce în co mai; 
mare şi creşte la infinit, când a tinde cătră zero [143, 1]. In acest sens zicem că ecuația (66), pentru a = 0, are rădăcina “infinită.
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EXEMPLU. Ecuația (n—1)a = mÂ+3 arc rădăcina «= ms, 
10. Dacă m nu are nici valoarea 1, nici —8, ze un număr binedelerminat, finit şi diferit de zero, 20, Pentru M==— 3, avem 220, 30, Pentru m=l, avem 2z=00,. 

204. Ecuaţie cu mai multe necunoscute, Orice ecuaţie de gradul 
întâi cu mai multe necunoscute 2Y, 2, cu ajutorul operaţiilor generale 
dela paragraful 201, se poate reduce la forma normală: 

(68) az+by+ez=d, 

unde a, d, e, d sunt mamere cunoseule sau expresii algebrice formale cu 
litere, care reprezintă muumere presupuse cunoseule. 

Dacă niște numere 2, yi, zi puse respectiv în locul literelor z, y, z, 
satislac egalitatea (68), zicem că i» Yi» Zi formează un sistem de ră- dăcini sau de soluții al ecuaţiei ( 68). . | 

Punând în locul literelor 7 şi z două numere arbitrare, ecuaţia (68) 
se poate rezolvă în raport cu a şi ne dă 

„__ d—0y—ez (69) a = SU 
Cum putem luă pentru y și z o infinitate de valori arbitrare vu, zi; 

Ya» Z23 «+ formula (69) ne dă pentru 2 o infinitate de valori corespun- 
zătoare zi, az, .... Găsim dar pentru ecuaţia (68) o infinitate de soluţii: 
is Via Zi 2, Va, aj am. e 

RecuLă. O ecuație de gradul întâi cu mai, multe mecunoseule ad- 
mite o infinitate de sisteme de soluții. Valorile tuturor mecunoseutelor, 
afară de una, pot fi luate în mod arbitrar; la aceste valori corespunde 
o valoare şi una singură pentru necunoscuta, rămasă, care se obține ve- 
zolvind ecuaţia dată în raport eu această necunoscută. 

. 

EXEMPLU. Ecuația 

(10) 3(z—y4-1)—z=32—2(y4+9a) 
se scrie sub forma, normală ” 
(71) i Taz—y—4z=—3, 

Rezolvată în raport cu z ne dă 
(72) PR yriz—38. 

î 

1 - 

7» 
avem z=% și aşă mai departe, Valorile astfel obținute 

Pentru y==0, z=1 această formulă ne dă z= pentru y=1, z=3,. 

1 - 10 n=ze m=0, a=l; H= p=l, 22=3; 

sunt sisteme de soluțiy pentru ecuaţia (71) sau pentru ecuaţia (70) echivalentă cu (71), 

1%
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205. Sistem de ecuaţii. Dacă niște numere Zi Vip 31; . trebue să fie soluții comune la mai multe ceuaţii (E), cu necunoscutele 29,25 cc zicem că (E) formează un sistem de ecuații simultane. 
Două sisteme de ecuaţii sunt echivalente, dacă au aceleaşi sisteme „de soluții. A rezolvă un sistem de ecuaţii însemnează a-i -află soluțiile lui. Dacă ecuaţiile sunt de gradul întâi, le putem serie întotdeauna sub formă normală : 

| azi byrezi = 
(73) az+bytezi 

în fiecare ecuaţie având în membrul întâi numai termeni cu nceunoseu- tele, iar în membrul al doilea un termen cunoscui, 

"06. Două ecuaţii cu două necunoscute. Un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute se reduce la forma - 

az+ by =ece (74) 
az by = 

unde a, d, ce, a,b, c sunt numere cunoscule. 
Pentru a rezolvă acest sistem observăm că prima ecuaţie (74), luată separat, admite o infinitate de soluţii [203]. 

(a) Tao Vis ao Mai cei nm eee 
"A doua, ecuaţie (74), luată separat, admite, în general, o altă in- finitate de soluţii 

(8) 20 Vii ao Vai acei E Vi cea | 
Dacă există un sistem de valori Z,y, care să figureze și în șirul (4) şi în şirul (6), aceste valori satisfac la ambele ecuaţii (74). Numai aceste valori sunt soluțiile sistemului (74). | Pentru găsirea acestor soluţii comune, reducem rezolvarea unui: sistem de două ecuaţii cu două, necunoscute la rezolvarea unei ecuaţii cu o singură necunoscută. Această ultimă ecuaţie, împreună cu una dintre ecuațiile date, trebue să formeze un sistem de ecuaţii echivalent cu sistemul dat. 

Când am obținut această ecuaţie cu o singură necunosculă, zicem că an eliminat pe cealaltă necunoseută între ecuaţiile date, 
Astfel să presupunem că, eliminând pe z între ecuaţiile (74), am obținut ecuaţia 

(75) | my =,
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care împreună cu 

(76) uz bye [ | 
formează un sistem echivalent cu (74). Ecuația (75) ne dă o singură 
rădăcină y = =; înlocuind această valoare a lui y în ccuaţia (76), 
obținem ecuaţia de gradul întâi, cu o singură necunoscută, 

(4 az+b—=ec, 

care, rezolvată în raport cu z, ne dă o singură valoare pentru z. 
Prin: urmare un sistem de două ecuații de gradul întâi cu două necunoscute admite, în general, an singur sistem de soluții. 

207. Eliminarea prin comparare. Eliminarea hecunoscutei între ecuaţiile " 

(74) ax + byze 

az bye 

sc poate face astfel: Considerând pe 7 cunoscut, fiecare din aceste ecuaţii ne dă câte o formulă pentru calcularea valorii lui a 

- _ c—by „ = = Edy (78) z=— „şi (79). a= pi 
. , + 

    

In general, pentru o aceeaş valoare a lui y, valorile lui a date de aceste formule suni diferite. Pentru ca valorile lui a să fie şi ele egale, trebue să avem ” 

  

e—Dby __c—by 
(80) | a a 

Ajungem astfel la o ecuaţie cu o singură necunosculă. 
Fiindcă am comparat valorile lui date de ecuaţiile (74) şi le-am ogalat în ecuaţia (80), zicem, în acest caz, că am eliminat Recunoscula z prin comparare. 

OBSERVARE, Sistemul (74) e evident echivalent cu sistemul (78), (79); iar acest sistem e echivalent cu sistemul format 'din ecuaţia (80) şi una, oricare dintre ecuaţiile (78) sau (79) [204]. 
| In.adevăr dacă valorile 20» Wa Sarisfac la ecuaţiile (78), (79), yo satisface la ecuaţia, (80) și reciproc, dacă 29, 70 satisfac la ecuaţiile (78) şi (80) 

0— bo , și e—bp _ 0— V'ajo 
din  a== TD - Tezultă 29= e dia 

adică numerele o, yy sunt soluţii şi ale sistemului (78), (79). -
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Dacă yo este rădăcina ecuaţiei (80) și dacă ao ce valoarea lui 
dată de una din formulele (78) sau (79), numerele 20, yo sunt solr- 
țiile sistemului de ecuaţii. ( 74), 

* REGULĂ. Ca să eliminăm necunoscuta z prin comparare: 
10, rezolvăm fiecare ecuaţie în raport cu a, presupunând că y ar 

fi cunoscut; 

2. egalăm valorile lui z astfel obținute, 
Ca să climinăm pe y între ecuaţiile (74), rezolvăm fiecare ecuaţie în rapori 

cu y şi egalăm valorile lui y astfel obținute, 

EXEMPLU. Să se rezolve sistemul 

22 —5y = (81) pn, 
Sx-hiy=5. 

Rezolvând fiecare ecuaţie în raport cu z şi egalând valorile lui e, obţinem ecua- 
ţia cu o singură necunoscută - 

2 , Sy-kil _—4y-tă (82) SI . 2 3 
“care rezolvată în raport cu g ne dă y=—1. Valoarea lui za e valoarea comună a rapoartelor (82) pentru y== — 1. Găsim z=—83, 

20$. Eliminarea prin substituție. Reluând sistemul 

az -hby=e 
(74) 

Li , e az by=c, 

dacă scoatem valoarea lui z din ceuaţia întâia 

c—v (83) p = 
a 

şi O punem în locul lui 2 în ecuaţia a doua, obținem o ceuaţie cu o 
singură necunosculă 

„0—Di | (814) II a dby=f. 
a 

Fiindcă, pentru a obține ecuaţia (84), am substituit, în a doua 
ceuaţie (74), pe z prin valoarea lui dată de prima ecuaţie, zicem, că 
am eliminat necunoscuta prin substituie, 

OBSERVARE, Sistemul (74) e echivalent cu sistemul (83), (84). , 
În adevăr, dacă ay, 10 Sunt soluţiile comune ale ecuaţiilor (74), x, yo satisfac și la ecuaţia (83) şi fiindcă avem 

a c—b 
a'29 + d'70 =€ cu 29 = Yo   

rezultă că yo satisface lu ecuaţia (84),
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Reciproc, dacă ay, yo satisfac la ecuaţiile (83) și (84), avem 

_0—byo . „e— do Po? oo Si ao kbp=e 
sau ary=c—byo şi azo-byo=c, adică %o, Yo satisfac şi la sistemul (74), 

Dacă yo este rădăcina ecuaţiei (84) şi dacă o e valoarea lui a dată de formula (883) pentru Y= Yo, numerele zo, yo sunt soluțiile sistemului (74). 
| 

REcuLă. Ca să eliminăm necunoscuta a prin substituție: 
10. scoatem valoarea lui z din una din ecuații, presupunând pe y cunoscut; obținem asife! pentru z o expresie, care conţine necunoscuta Y, 
20, punem expresia găsită în locul lui a în cealaltă ecuaţie. 
Ca să eliminăm pe y între ecuaţiile (74), scoatem vuloarea lui y din una din ecuaţii și. o punem în locul lui y în cealaltă ecuaţie, 

EXEMPLU. Să se rezolve sistemul 

| 22 —5y=11 
3z-+ 4y=5. 

Rezolvând prima ecuaţie în raport cu z, obținem 

(85) 

(86) | pt 5y 

şi punând această expresie în locul lui a în ecuaţia a doua, obţinem ecuaţia cu o singură necunoscută Î 

(87) Bd pays sau  82--15y+8y=10 sau 239 = — 93 
. 2 

care ne dă y=—1. Inlocuină în (86) pe y cu —1, găsim z=—3, 

209. Eliminarea prin reducere. Reluând sistemul 

    

Du A — ! , — , (74) aa ! dy =e b a 
az by=c —d a 

observăm că necunoscuta y se mai poate elimină şi în felul. următor : 
19. Dacă avem b=—-—9' (sau d — 9), termenii cu 1 dispar, când adunăm (sau scădem ) ecuaţiile date membru cu membru. 

"90. Dacă be diferit de b' în valoare absolută, putem aduce siste- mul (74) la forma 10 înmulţind prima ecuaţie cu W și a doua cu —l; obţinem astfel un sistem cehivalent cu 'cel dat, dar în care coeficienţii lui 7 sunt egali și cu semne contrarii: | 

ab 00 = cb 

—baz—bUy=—dbe,
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Adunând aceste ecuaţii membru cu membru, termenii în 7 dispar 
şi rămâne o ecuaţie cu o singură necunoscută 

(88) : (ab'—ba')z = cb'—be, 
care, pentru ab'—ba'+ 0, ne dă rădăcina | 

cb'—be 
(59) > iar” 

Valoarea necunoscutei 7 se poate obține pe aceeaș cale, făcând 
ca termenii cu z să aibă coeficienţii egali şi -cu semne contrarii. Pentru 
aceasta înmulţim prima ecuaţie cu —a” şi a doua cu a, Adunând ecuaţiile 
obţinute, membru cu membru, dispar termenii în 2 şi obţinem ecuaţia 

(90) (ad'—ba')y=ac'— ca, 

care, pentru ab'—da'0, ne dă rădăcina 

| „—00—ca 
(91) Ia Za 

Formulele (89) şi (91) ne dau soluțiile sistemului (74). 
In acest caz zicem că am întrebuințat eliminarea prin reducere. 
Reaură. Ca să eliminăm necunoscuta y prin reducere: 

„19 Dacă coeficienții lui y, în ambele ecuaţii, sunt egali şi cu semne 
contrarii, adumăm ecuațiile membru cu membru, 

20. Dacii coeficienţii hui y sunt egali şi cu aceleaşi. semne, scăden 
ecuațiile membru cu membru, 

39, Dacă coeficienţii lui y sunt diferiți, înmulțim ambii membri.ai . 
ecuaţiei întâia cu coeficientul lui y din ecuația a doua şi ambii membri 
ai ecuației a doua cu coeficientul lui y, cu semnul schimbat, din ecuația 
întâia. Adunăm apoi. ecuațiile membru cu membru (1).. 

EXEMPLE, 10, zhy=2 

| zoy=t, | 

Adunând ecuaţiile obţinem 2x==14 și w=7. Scăzând ecuaţia a doua din 
întâia obținem 2y=—10 şi y=—5, Soluţiile sistemului sunt a==7, yg=—5, 

Verificare: T+(—5)=T1—5=3; 1 (—5)=74+5=12, 
20, Să sc rezolve sistemul . 

22 —5y=u 
3a+4y=5. 
  

(1) Operația aceasta e analoagă cu aducerea a două Jracţii la acelaş numitor [82]. Dacă A e 
un multiplu comun al numerelor db, b' şi dacă M:b=b, și M:b'= > înmulțind ccuaţia întâia cu B, 
şi ceuaţia a doua cu —, coeficienţii lui y devin M şi —AM. 

A poate fi cel mai mic multiplu comun al numerelor b,b',
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Ca să eliminăm pe y, Inmulțim prima ecuaţie: cu 4, a doua cu 5 şi adunând obținem 
- 

2z—5y = 4 

3z-+4y=5 5 

232 = 69 de unde «=, | 
"Ca să eliminăm pe z, Inmulțim prima ecuaţie cu 3, a doua cu —2 şi adu. nând obținem 

22 —5y=1l 

3z-+4y=5 

„—23y =— 23 de unde ş y==l, 

8 
—2 

  

“Soluţiile sistemului sunt z=3, y==—1, , 
Verificare: 2,3—5.(—1)=6-+5=U; 3.3-F4(—1)=9—4=5, 

210. Discuţie, 10. Dacă diferenţa ab'— da” e diferită de zero, sistemul 
(74) , (1) az+by=e 

(1) az+by=c | | 
admite un singur sistem de soluţii, finite şi bine determinate, date prin formulele 

_cb'—be ac'—ca' (9%) Pa Vara! 
20. Dacă ab'— ba” = 0 :dar unul dintre membrii ai doilea ai ecua- țiilor (88) sau (90) e diferit de zero, ecuaţiile (74) nu admit soluții comune sau sunt incompatibile. Sistemul (74) e imposibil. : 
De exemplu dacă cb'—be + 0, ceuaţia (88) [209] e imposibilă, 

Condiţiile ab'=— bu dar bet cb' sau 4 = =2 + ne arată că, în 
acest” caz, coeficienții necunoseutelor sunt proporționali. 

_ EXEMPLU, Sistemul | 6z+3y=1 

22 Fy=i, 
în care numai coeficienții lui şi y sunt “proporţionali, e împosibil, In adevăr, în- mulţind â doua ecuaţie cu 3, obținem 

6z+3y=1 

„Br 3y=19. 
şi e evident că ambele ecuaţii nu pot fi verificate de un acelaş sistem de > soluţii, 

30. Dacă ab'_ ba =0 şi cb'—bc'=0, avem 

ab si baze deci be dop i poe ap 
adică toți coeficienţii dela ecuaţia (74, 1) sunt proporționali cu 'îoe: „ficienţii dela ecuaţia (74, 1).
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" Avem dâr și ac ca'=0 și soluţiile sistemului (74) sau (88) și (90) sunt medeterminate. Dacă, unul din. coeficienții lui 7, de exemplu | b e diferit de zero, valoarea unei necunoscute (2) poate fi luată în mod - arbitrar, iar valoarea corespunzătoare-a celeilalte necunoscute-(7) e bine- determinată prin ecuația az + by = c. In acest caz zicem că sistemul e nedeterminat de ordinul 1. i Ia 49, Dacă toți coeficienţii necunoscutelor a,0,a',b' sunt nuli, siste: mul (74) se reduce la De 
, O0=e şi 0=e 

Dacă unul din coeficienții e sau d e diferit de zero, sistemul e amposibil. îi Sa | | Ra Dacă c=c= 0, sistemul e satisfăcut de orice smere puse în locul - necunoscutelor a Și y. In acest caz zicem că sistemul e “nedeter- "minat de ordinul 2 (1). 

RIL. Regula lui Cramer, Diferenţa ad'-—da' are un rol important în determinarea: rădăciniler sistemului (74). Ea e formată numai eu coeficienții necunoscutelor din ambele ecuaţii și se mai reprezintă în mod: convenţional prin notâţia . * ! ” 

D= 

  

a d |. 

ad. | , 
coeficienţii a, d, a', b' fiind aşezaţi în acest tablou în aceeaș ordine. ca" și în sistemul (74). | Sa Ma 

. Expresia D se numește un determinant de gradul al doilea ; numerele 
"a,b,a,b' sunt elementele determinantului. Acest determinant are două. linii (ab,a'') şi (două coloane aa, VW). Valoarea lui, prin definiţie, e dată de egalitatea: a 
(LXIV) a d 

a bi 

 ” + Soluţiile sistemului (74) sunt date sub formă fracţionară prin for- 
mulele (92). Amândouă valorile (şi a și 7) au ca numitor determinan-" 
tul D. Numărătorii din formulele (92) sunt și ci niște delerminanți. şi-i 

    

= ab-ba (determinant gr. 2 ). 

vom însemnă cu Dx şi D,: | 
! a Cc b , , a c , In D=], „|=eb-de, D=], = 00 — ca, . e b|- Ea - a-i: e 

        

Numărătorul D, din formula (92), care dă pe z, ss obține din determinantul D dela numitor, dacă înlocuim elementele a,a' (coefi- cienții lui 2) prin e, e (cantitățile corespunzătoare din membrul al doilea). . 
  (1) C. Bourlct, Legons d'algtbre elementaire, Paris, 1896, pag. 184. i
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„In mod analog numărătorul D, din formula (92), care dă po y, se obţine, dacă inlocuim în D pe U, d' (coeficienţii lui'y) prin c, e (can- titățile corespunzătoare din membrul al doilea). - 
Recură. Soluţiile sistemului 

azi by=ec ÎN e , 

az+by= e, 
“d 

dacă delerminantul D= | ad 

  

e diferit de zero, stint date prin formulele 

      

  

  

      

ab 
le d | ace 

| e b D la e D LAV) pl = x, = — za, (3) a De IA 
ad sd. în care fiecare fracţie are ca numitor determinantul. coeficienţienţilor me- cunoscutelor, îar ca număritor determinantul ce se obține din numitor, când înlocuini coeficienţii necunosculei, pe care o căutăm, . din ecuaţiile 'date, prin “termenii corespunzători din membrii ai doilea. 

Aceasta e regula.lui. Cramer, Ă 
EXEMPLU, Să se rezolve sistemul” 

a „2a-- = 5 
(93) dag 

32—2y=—3, 
Fiindcă determinantul coeficienţilor necunoscutelor este Ps 9 

. = , = — — 8, -_— —d9=— 
3 9 2.(—2) 1 4 -3 7:F0, 

    

sistemul ( 93) admite soluţii Binedelerminate şi cum A 5 1 - 2 5 = > [== 10+3=—7, = =—6—1l5=—a2, 
soluţiile unice, date prin regula lui "Cramer,. sunt | 

__ Dr ZT _ Dp A ODO = D= =8 
212. Două ecuaţii cu trei necunoscute. Când ni se dă să rezolvăm un sistem de două ecuații .cu trei necunoscute ” 

(94) az + byhoz=d 
i a'z + b'y-t cz = d, | 

dacă dunul dintre determinanții formaţi cu coeficienţii a două. necunos- cute e diferit de zero, sistemul e “nedeterminat de ordin -1, In adevăr, dacă ab'— da' 0, luând peniru z o valoare arbitrară 2, reducem sistemul la: două. ecuații cu două pecunoscute Z şi y. Rezol-
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vând acest sistem, obţinem pentru a Şi y două valori o, yo. Valorile: 
20, Yo 20, astfel determinate, sunt soluțiile sistemului. (94). 

Cum aceste operaţii. se pot repetă plecând dela orice valoare a 
lui z, vedem că sistemul (94) adinite o infinitate de soluţii. 

EXEMPLU, Ca să rezolvăm sistemul 

” 22 —5y-ţ-âz=7 

4z+8y — z=1, 
luăm pentru z.0 valoare arbitrară, de exemplu z=—2 şi sistemul se reduce la 

20—5y4+6=7 22 —5y == (96) ? y+ sau“ 25 1 4o+8y—2=1 4z+8y=3, 
care aduaite soluțiile a == 8, y= 5 Un sistem de soluții al sistemului (35) este 

(95) 

23 1 dar D= Vs 22. 

Luând o altă valoare pentru z, găsim un alt sistem de soluţii pentru ecuaţiile 
(95), şi aşă mai departe, 

213. Trei ecuaţii cu trei necunoscute. Ca, să rezolvăm un sistem de trei 
ecuații cu trei necunoscule, de gradul întâi, îl scriem sub formă normală: 

(1) az+by-tez=d 
(97) (11) az+by+tez=d 

(II) az b'y oz = a” 
"şi, eliminând una sau două necunoscute, căutăm să reducem problema 
"la rezolvarea unui sistem de două ecuații cu dou necunoscute sau a, 
unei ecuaţii cu 0 singură necunoscută. 

10, Dacă ab'— ba' + 0, considerând în ecuaţiile (97, 1 şi II) pe z 
ca o cântitate cunosculă, scriem aceste două ecuaţii sub forma, 

- 

- + byz=d-—cz 98 eo | (9%) az + by = d'— cz 

şi rezolvându-le după regula lui Cramer obţinem pentru z și y soluţiile 

= (d—ez).b'— b.(d'— ez) 
(99) , ab'— ba , 

| | __a.(d'— cz) — (d—cz).a' 
(100). Iad 
„_” Valoarea luată pentru z și valorile corespunzătoare ale necunoscu.: 

telor şi y date de formulele (99) şi (100), trebue să satisfacă şi la 
ecuaţia (97, III), adică trebue să avem 

. „(d—ez)b'— (dez) ad — c'2)— (d—ez)a' 
(104) e ab'—ba' rd ab'— ba 
  

în
 Lez=d,
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„... Obţinem astfel o ecuaţie cu o singură necunoscută (2), care pusă 
sub formă normală, se reduce la 

(102 ) (abe”+ bea” cab — a'be-—b'ca—c'ab)z = , N 
ab" bda'+ dab'— a"bd — b'da — d'ad. 

Sistemul (97) e echivalent cu sistemul format din ecuaţiile (99) 
(100) și (102). Dacă ecuaţia (102) se poate rezolvă Şi dacă zo este o 
soluție a ei, formulele (99) și (100), pentru z= 29, ne dau câte o va- 
loare 29 și o pentru z și y. Numerele Z0+ 90; 20, astfel obţinute, sunt 
soluţiile sistemului (97). . | 
"90, Sistemul (97) se mai poate rezolvă şi în modul următor: 

Dacă a + 0, ecuaţia (97,1) ne aă ” 

(103) = by cz | a 
și înlocuind, în ecuaţiile (97, II şi III), pe prin această expresie, obţi- 
nem un sistem de două ecuații cu două necunoscute (y și z) 

a d—by—cz 
= + byrez=d 

(104) 10 , 
a a b'y+oz= d", 

care, pus sub formă întreagă şi normală, se scrie 
. — . LL , 2 , PE e — . (105) (ab da)y - (ac —ca je=ad da 

| (a5*— da')y+(ac'—ca")z = ad'— da”, 
Dacă sistemul (105) se poate rezolvi și dacă vo şi zo sunt solu- 

țiile lui, formula (103), pentru y = yo și Z=— 209, ne dă o valoare 2 
pentru . Numerele zo, yo, zo, astfel obținute, sunt soluţiile sistemului (97). 

214, Determinant, Să însemnăm cu D coeficientul lui z din 
ecuaţia (102): 

(106) D= ab'e'+ bea" ca'b"— a"b'e — bea — cab. 

Această expresie, care joacă un rol analog cu expresia D dela 
paragraful 211, este un determinant de gradul a treilea. El e format 
nuniai cu coeficienții mecunoscutelor din ecuaţiile (97) și se reprezintă 
în mod convenţional prin tabloul 

a be 
(107) : D=|a Be |:  (determinantgr.3) 

Ă a" p e” _ a



206 „12. ÎN. = CALCULUL ALGEBRIC, 

în. care toeficienţii necunoscutelor. sunt scriși în ordinea, în caro se pă- sesc în ecuaţiile (97). | DI 
Ș , Acest determinant are 9 elemente aşezate în.3 linij (abc, ae, a"'b'c”) şi 3 coloane (aaa", 559", cec”). Valoarea lui, prin definiţie, 0 dată de egalitatea: - e 

ia a:d e 
(LXVI) “l-a v-a | abe'+ bea” + cab" — ae — Vrea — "a. .. NA - Pui y” 0” 

” 
i i 

Suma algebrică ai membrul al doilea se obţine ușor, din' tabloul D, prin regula lui Sarrus: 
ie REGULĂ. Ca să caleulăm valoarea unui determinant de gradul al treilea, scriem determinantul sub forma (107) şi la dreapta ui repetăm încăodatţă coloanele întâia şi a doua; formăm astfel tabloul 

AD x x x 7 Pe 4 | , 7 e, 7 iQ 6 a a d 7” „7 77 
- N N pp 

pi , Pa ; (108) DD ap 
„e z „7 , 

a” pb” c” a” B” . 

Pa 7 N N N 
A 10, Ludim cu Semnul + produsele clementelor din prima diagonală (ab'c”) şi din celelalte două linii paralele cu ca. (be'a”, cab”). 20, Ludm cu semnul — rodusele elementelor din dia onala a doua 

2 I — pr g (a"b'c) şi din celelalte dou; linii paralele cu ea-(b'ca, cad). . 30. Facem suma algebrică a tuturor produselor astfel obținute. 
* EXEMPLU, Ca să calculăm valoarea determinantului de gradul al treilea 4 3 o | 4 3 2 4 3 A=l| 3 a_4 formăm tabloul .3 9 _q . 3 9 

2 1 3 
2 1 3 2 | 

şi aplicând regula lui Sarrus obţinem : 
IRE A => 4.28.8480 —4).22p2.8.1—2.2.2—1(—a)i a 33 13. 

Determinant minor, Dacă Ssuprimăm o linia și-o coloană din determinantul (107), obţinem un determinant de gradul al doilea, [211], care se numește determinantul minor corespunzător elementului comun liniei şi coloanei suprimate,
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EXEMPLU, Dacă suprimăm linia a treia şi coloana a treia din determinantul D, , IEI a . . mi obținem determinantul a” b' |? Câre e minorul corespunzător elementului e”, 

Determinant nul, Determinantul D e nul, dacă are toate ele.. mentele dintr'o coloană (sau dintr'o linie) mule. 
12 adevăr, dacă toate elementele unei coloane (de exemplu a, a”, a”) sunt nule sau dacă toate elementele unei linii (de exemplu a, d, c') sunt nule, formula (LXVI) ne dă D=0. . 

. 

215. Regula lui Cramer, Am văzut că, eliminând necunoscutele z şi y între ecuaţiile (97) [213], obținem ecuaţia (102), care se mai poate scrie 
(109) D.z = D, 
dacă punem | | 

D= ade+d ca" + cab'— abe—b'ea— cab. 
D= abd'-+-b da'+ dav'— ad b'da —dab sau | 

. a b.c. a 
(110) D=|adej, D= |a b 

"de a' d! 
. 

d: 

d-|. 
d” a 

Determinantul D, se obţine. din determinantul : D, dacă înlocuim . coeficienții lui z din ecuaţiile (97) (c,c, e”) prin cantităţile corespun- zătoare din membrii ai doilea (d, d' d”). a _ : Dacă climinăm necunoseutele Y Și 2 sau a şi z între ecuaţiile (97 ), obținem în mod analog ecuațiile Ii m 
(0) DD şi Dy=5, 
în care D, şi Dy sunt determinanţi analogi cu D,,: 

| dBe| [a de 
(119) D =|dyel, D=|a de, 

| db | a" d” e” 
| De aci rezultă, şi în acest caz, regula lui Cramer [211]: "REGULA, Soleaţiile sistemului a a 
Cazarea. 

(97) - _ az Wy+ cz =d 
azriytez= 0, IE 

—. dacă -determinantaul D, format cu toți: .coeficienții necunoscutelor, e di- ferit” de zero — sunt date' prin formulele: : - - ” i 
vi a De Dy DD a (LNVII) z=Dp. YD 2—-D': îi
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în care, fiecare fracție are ca numitor determinantul D, inr ca suinărâ- tor delerminantul ce se obține din D, când înlocuim coeficienții. mecu- mosculei, pe care o căutăm, prin termenii cunoscuți corespunzători din ecuațiile date. 
. __ OBSERVARE, Pentru aplicarea acestor formule, termenul cunoscut deia fiecare ecuaţie trebue să fie scris în membrul al doilea. . 

EXEMPLU, Să se rezolve sistemul 

4z+3yz=1l ? 
304 2y+4z=—1 

22 + y-t+38z= 296, 

          

  

  

găsim , 
4 3 2 11 83 2 

D=| 3 2—4 =— 130; Dx = | —17 9—4 = — 195, 
2.1 3 265 1 a 

4 | 2 4 3 11 
Dy=| 8—17—4 = 260, Dz=|.8 2 —17 = — 71,5 2 26,5 3 2 1 965 

și soluțiile sistemului dat sunt | 

— 195 2260 715 ZX == Zig => 5, = Zig == 2, 2 = Zis = 55, 

„216, Discuţie. 1, Dacă determinantul D (110) e diferit de zero, ccuaţiile (97) admit a sistem de soluții şi unul singur dat prin for- maulele lui Cramer (LXVII). | | 
29, Dacă D=0, dar dacă unul dintre delerminanţii lui minori de gradul al doilea e diferit de zero, sistemul e imposibil sau nedeterminat. De exemplu dacă ab'—da'=k0, eliminând necunoscutele z și y prin metoda 10 [213], obţinem pentru z ecuaţia 

(109) D.2= Da. 
Dacă D= 0, ecuaţia (109) e imposibilă, şi sistemul (97) e îm- - posibil. Dacă D, = 0, valoarea lui z e nedeterminată: şi poate- fi luată în mod arbitrar, iar valorile corespunzătoare ale celorlalte două necu- noscute (z și y) sunt determinate prin formulele (99) şi (100). Siste- mul (97) e nedeterminat de ordinul 1. 
80. Dacă D e nul şi toți determinanţii lii minori de gradul al doilea "sunt auli, dar dacă un element din De diferit de zero, sistemul poate iarăș fi imposibil sau nedeterminat. De exemplu, dacă a-+0, întrebu- inţând metoda 2 [213], obţinem sistemul (105). IN
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Dacă unul 'din determinanţii ad'— da” sau ad”— da” e diferit de 
zero, sistemul (105). e imposibil. Deci şi sistemul (97) e imposibil. 

Dacă ad — da = ad'— da” = 0, sistemul (105) e nedeterminat, 
Valorile a două necunoscute (4 şi z) pot fi luate în mod arbitrar, iar 
valoarea, corespunzătoare a. celeilalte necunoscute (z) e determinată prin 
formula (103). Sistemul (97) e nedeterminat de ordinal 2, o 

40, Dacă toți coeficienții necunoseulelor sunt mauli, ecuaţiile (97) se | 
reduc la, 

0.2+0.y+0.z= d, OzrOytoz=d, OzkOy-tO,z= ar. 
Dacă una dintre cantităţile d, d, d” e diferită de zero, sistemul e 

împosibil, Dacă d=d — d" = 0, valorile tuturor necunoscutelor pot fi 
luate arbitrar. Sistemul e nedeterminat de ordinul 3; nedeterminarea, 
e complectă, - Sa | 

217. Trei ecuaţii cu două necunoscute. Când avem de rezolvat 
un sistem de ecuaţii, dacă ecuaţiile admit solujii comune, zicem că sunt 
compatibile şi sistemul e posibil; în cazul contrariu ecuațiile se zic în- 
compatibile şi sistemul e imposibil. . 

Am văzut, pentru sistemele formate din ecuaţii cu două sau trei necunoșeute, 
că, dacă nzmărul ecuațiilor e egal cu numărul necunosculelor [ 206, 213 ], rezolvarea 
sistemului e, în general, posibilă şi ecuaţiile admit un sistem unic de soluţii comune, 

Dacă avem mai puține ecuații decât necunoscute [204, 212], sistemul e, în 
general, nedeterminat. Pe Ă ! | 

Când avem mai multe ecuaţii decât necunoscute, sistemul e,-în ge- 
neral, împosibil şi,, pentru ca toate ecuațiile să fie compatibile, trebue 
ca anumite condiții să fie îndeplinite. 

Să, considerăm sistemul de tre; ecuaţii de gradul întâi cu două 
necunoscute : . ” 

(1) az+by=el 
(113) (II) az+by=e 

(UI) azrbyze 
şi să presupunem că unul dintre determinanţii de gradul al doilea 

4) a'—ba, abia, add 
formaţi cu coeficienții mecunoscrutelos din doud ecuaţii, e diferit de zero, 

Dacă 
(115) d=ab'—ba +0, .- 

ecuaţiile (1) și (11) admit soluţiile unice 

_cb'—be __ae—ca' 
(116) Cada Ia -ue 

m. 6. a
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date prin regula lui Cramer. Pentru ca aceste soluţii să satisfacă şi 
ecuaţia (III), trebue să avem: > 

a ed, pr de ca _ e 
ab'— da ! ab'— ba' , 

egalitate, care — pusă Sub formă întreagă: — se poate scuic: 
i a be]. 

(117). A= a be |=0. 
” - , a” y e” 

Prin urmare: Pentru ca trei ecuații de gradul întâi cu. două me- 
cunoscute să poală fi compatibile, trebue ca determinantul formal cu 
toți coeficienţii, ecuațiilor să fie nul. ! | 

Discuri. 10. Dacă determinantul A (117) e diferit de zero, siste- 
mul (118) e imposibil. : 
„20, Dacă determinantul A e nul și dacă unul dintre determinanţii 

(114), formaţi cu coeficienţii necunoscutelor din două ecuaţii, e diferit de „Zero [de exemplu dacă 5 + 0 (115)], ecuaţiile sunt compatibile şi: aq- 
Mit un singur sistem de soluții, care se obţine rezolvând cele două 

“ecuaţii corespunzătoare determinantului 5. E 
„8% Dacă toți: determinanţii (114) sunt nul, sistemul “poate fi îm- 

“posibil sau nedeterminat, 

Astfel, dacă toţi determinanții (114) sunt nul; dar a e diferit de zero, rezol- vând ecuaţia (113, 1) în raport cu și punând această valoare în locul lui în ecuaţiile (113, II și III), vedem că sistemul e posibil numai dacă 

ac—ca'=0 şi ac — ca" = 0. 
In acest caz valoarea lui.y e arbitrară, iar valoarea corespunzătoare 2 lui 2 e determinată de- ecuația (1), 

EXEMPLU, Să se rezolve sistemul 

(1) 22—3y=8 
(118) (UD) ay 

(ID) 22 + yo. 
Ecuațiile (11) și (III) sunt cele mai simple și fiindcă avem * 

2 —-3 8 
1 N 

1 1 —1|=0 şi ; |==ako, 
2 1 90 | | 

    

sistemul dat e posibil și admite un singur” sistem de soluții date de ecuaţiile (11) ş : (III). Găsim astfel: z=1, y=—3, - - 
OBSERVARE. Pentru ca un sistem format din mai multe ecuaţii cu două necu- noscute să fie posibil, trebue şi e deajuns ca două dintre ecuaţii, impreună cu fiecare dintre celelalte, să fie compatibile, 

e
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„215, Ecuaţii liniare şi omogene. O ecuaţie de gradul îitâi. se 
mai zice şi liniară. O ecuaţie e liniară Şi omogenă,..când are numai. 
termeni de gradul întâi. Mi | 

EXEMPLU, Ecuatia 2z+-3y—5z=0 e liniară și omogenă; ecuaţia îa—8y == 5 e liniară dar ncomogenă ; ecuaţia 2z-ţ-a—4 =0 e neliniară, 
Două ecuaţii cu două necunoscute. Sistemul - 

(119) (1) az+dy=0 

(11) az+dy=0 _ 
e un sistem de două ecuaţii liniare și omogene cu două necunoscute. 
Pentru rezolvarea lui putem aplică regulele date pentru sistemul (74) 
[206—211], observând că, în acest caz, avem c=c=0. 

După discuţia făcută la paragraful 210, rezultă că: 
10. Dacă determinantul E 

(120) D=|?. 
a 

  

b 
p | = ab'—ba' 

e diferit de zero, ecuațiile (119) admit numai soluțiile z =0, y=0, 
date prin regula hui Cramer [211]. : 

In adevăr, pentru c= c'=0, determinanții 
Sa DeseW-bo,  Dyad— ca 

sunt nuli şi formulele (LXV) ne dau soluțiile aunice: Z=0, y=0, 

„20. Dacă determinantul D e nul, în toate cazurile posibile, . siste- 
mul (119) e nedeterminat. 

Astfel dacă a=k/, y e arbitrar, iar e determinat de ecuaţia (1), Dacă toți 
coeficienţii necunoscutelor sunt nulă, amândouă valorile a şi y sunt arbitrare; nede- terminarea e complectă, i 

OBSERVARE. In cazul 20 şi numai în acest caz, sistemul (119) admite. şi 'so- | luţii care na sunt toate nule, E - PE 

Trei ecuaţii cu trei necunoscute, Sistemul 

(1) az+by+rez=0 
(121) E (1) az+-by+ez=0 

(II) a'z-tkb'yro'z=0 

e un sistem de trei ecuaţii liniare şi omogene cu irei necunoscute. 
Pentru rezolvarea lui aplicăm regulele date pentru sistemul (97) [213], 
observând că, în acest caz, avem d=d'=a4"=0, | 

După discuţia făcută la paragraful 216, rezultă că: . 
19. Dacă determinantul o 

a Cc 

(192) | D=la ve 
aq” ” ” 

c i 
14
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e diferit de zero, ecuaţiile (121) admit sistemul unic de soluții comune 
z=0, y=0,z=0, dat prin regula lui Cramer [215]. 

In adevăr, pentru d=d=d'=0, toţi determinanții Dx, Dy, Dz sunt nuli, ca având o coloană formată din elemente nule [214]. 

20. Dacă determinantul D e nul, în toate cazurile posibile [216, 
20, 30 şi 40], sistemul (121) e nedeterminat (de ordinul 1, 2 sau 83). 

OBSERVARE. În acest caz sistemul (121) admite şi soluţii, care na sunt toate nule, 
EXEMPLU, Să să rezolve sistemul liniar şi omogen: - 

(I) 2 —3y-+az= 
(123) Ul) 42—12y-+8z=0 

| (III) 3x — 9y-+-6z=0. 
Determinantul 

1 —3 2 

D=|4-—12 s 

- 3 —9. 6   

  

precum și toți determinanții lui minori de gradul al doilea [214] fiind nuli, sistemul (123) e nedeterminat de ordinul 2. Luână valorile a două necunoscute (y şi z) ar- bitrare, valoarea, corespunzătoare a necunosculei a treia (2) e dată de una dintre ecuaţii, de exemplu de ecuaţia (1): z= 3y—2z. 
Astfel pentru y=7,z=—5 găsim 2 = 26; pentru y=—3,z=—8 găsim a = — 25 şi așă mai departe, 

Din amândouă observările precedente, rezultă următoarea. 
TEOREMĂ. Condiţia necesară şi suficientă ca un sistem de două 

ecuaţii liniare şi omogene cu douii necunoscute sau de trei ecuații liniare 
şi omogene cu trei necunoscute să admită soluţii, care să nu fie toate nule, 
este ca delerminantul format de toţi coeficienții mecunoscutelor să fie nul. 

219; Permutări cireulare.. Dacă presupunem că n litere a,b,c,..., k, d sunt serise pe un cere ( fig. 34), le putem, citi, unele după altele, 
începând dela orice literă vrem. Obţinem astfel n grupe (G) diferite: 

a db | abe ... kl, 

l e be... kla, 
I (GQ) c... lav, 

. . lac h 
Fie. 34. 

Trecem dela o grupă (Q) la grupa următoare înlocuind fiecâre literă 
prin litera, care urmează pe cere. In acest caz zicem că facem permu- 

- tări circulare. 
OBSERVARE. La permutările circulare ale literelor abc .,, KI, litera care vine după lea,



HI. — ECUAȚII DE GRADUL: ÎNTÂI, 218 

Tot astfel dacă din două, şiruri de litere 

abc şi ae Rt 
formăm expresii ca | Pa 
(194) Oa, barte-a cord, vi, 

„pe care le obţinem înlocuind fiecare literă dintr'un şir prin litera urmâă- 
toare din acest şir (după 2 și !' urmând respectiv a și a”) zicem că de- 
ducem toate expresiile (194) din cea dintâi prin permutări circulare, 

220. Două ecuații omogene cu trei necunoscute, Dacă avem un: 
sistem de două ecuaţii liniare şi omogene cu trei necunoscute 

(125) - aztbyt+ez=0 
Ă az bye = 0 Li 

şi dacă determinantul ab'— ba” e diferit de zero, scriind ecuaţiile sub forma 

Za a-+4+-b-=—c 
zi z 

„X „Y - . a— 1 b'o=—e 
zi z 

şi aplicând regula lui Cramer [211], obținem pentru rapoartele = și - 
valorile unice o | 

z __bo—cb' y __ca'—ac a, Va Tae 
z ab'—ba' z ab'— ba' 

Li 

De aci rezultă că 

z y z 192 === = ITI * ( 6) „be—cb ca—ac ab—ba 

Prin urmare, în acest caz, sistemul (125) e nedeterminat şi valo- 
rile necunoscutelor z; y, z sunt proporționale cu determinanţii de gradul 
al doilea, pe care-i obţinem din ab'— ba” permutână circular coeficienții 
a,b,c şi abc. 

| La fiecare necunoscută corespunde un determinant format cu coeficienţii celor- lalte două necunoscute din sistemul (125), 
EXEMPLU, Sistemul i 

* = 10y—5z=0 

324-12y — s=0. 

admite o infinitate de soluţii a, Y; 2 proporționale cu determinanții 

—10 —5 51 1 —10 
12 —1 —1 3 3 12   

  

= 10, | == 
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Avem dar == sau -2=101, = — 141, z==43, unde va: 
loarea lui A e arbitrară. | 

221. Sistem de n ecuaţii cu n necunoscute. In general, când ni se dă să rezolvăm un sistem; (£) den ecuaţii cu n necunoscute Zi 3-22, 233 «n a» Climinim n—l necunoscule între ecuațiile date şi reducem problema la rezolvarea unei ecuații cu o singură necunosculă, 
Astfel, întrebuințând metoda eliminării prin s ubstituţie [208], dacă una dintre ecuaţiile (£) se poate rezolvă în raport cu 2, deducem 

(127) , A o | = fl, 3 e... Zn ) . 

și, punând această expresie în locul lui z, în toate.celelalte n-—l ecuajii, obţinem un sistem (F) de n—1 ecuaţii cu 2—1 necunoscute a, Za, e n. Sistemul (£) se înlocueşte prin sistemul (F) și formula (127). 
In acelaș fel eliminăm o a doua necunoscută z2 între ecuaţiile (£) şi aşa mai departe, până când ajungem la o ecuaţie cu o singură ne- cunoscută. Rezolvarea, sistemului ( Z) se reduce la rolvarea unei ecuații (L) cu o singură necunoscută Za Și la n—l formule, analoage cu (127), 

Pai = X(22), ... 2 = 9(â3, .. dn), zi = fa, a, ... Zn) 
care, pentru fiecare rădăcină a a ecuaţiei (L), ne dau succesiv valorile corespunzătoare ale celorlalte necunoscute Dn sea as Xe 

EXEMPLU, Să se rezolve sistemul 

(1) zhy—z—3uhv=ul 
, (II) Bziz—u2o=19 

(E) (IL) z—3y-+kz=—6 
(IV). y-k 22 —38ut-5y = 25 
(V) zkuk3=14, 

format din 5 ceuaţii liniare cu 5 necunoscule z, y, z, u, w. | “Necunoscuta a se găsește numai în ecuaţiile (ID), (0) şi (111). Ecuația (11), care e cea mai simplă, ne dă ” | 
(128) e „2=3y—2—6 
şi înlocuind pe &, în toate celelalte ecuaţii, | prin expresia 3y—z—6, ubținem + ecuaţii cu 4 necunoscute 

(1) 5y—2z—3u tot 
(1)  18y—22 — si+2v=48 

(7) (IV) yoz—8u-ț5y=95 
(V) z + uţ-8u=14, 

care împreună cu ecuaţia (128), formează un sistem echivalent cu (E),
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În acelaș fel, eliminând necunoscutele ş, z și v, găsim” că | 

- - 0) Z—uk92w=9 129 =—2 3u=— 2 

Oy amet ” ne dă (6) (II) 38z—53u-k- 889 = 402 
” tv) z-hut8u= 14; 

(130) 2=u=2049 i (1). —5u-pav=20 E din 6,1) mă UD au +v=5 
(131) vi ne dă ) (1) UI) —18u=0. 

Ultima ecuaţie are o singură rădăcină u==0 şi valorile corespunzătoare ale celorlalte necunoscute v, z, y şi a sunt date, în mod succesiv, de formulele (131), -(130), (129) şi (128). Găsim astel, pentru ecuaţiile (E), sistemul unic de soluţii comune: p==1, y=2, 2z=—1, u=0,v=5, | , - 
+ 

__929.. Metode particulare, In unele cazuri soluţiile unui sistem de 
ecuaţii se pot obţine mai uşor prin metode particulare impuse do forma 
sistemului. Dim aci două exemple. - : 

EXEMPLUL 10, Să se rezolve sistemul 

z-i-yţz= 15 

yhz+husu 
zFutha=9 , 

ut-z-y=i, 
" Adunând ecuaţiile, membru cu membru; obţinem : | 

224 3y-k-8z4+-3u= 39 * sau z-hy-tz-hku=1, 
Scăznd din această ecuaţie pe fiecare dintre ecuațiile date, deducem 

o ehytahu=13 xhyzhu=13 
zhy-tz = jzhu=t 

uz —9 'z =—] 

e y-tz-tu = 18 - zkykz-hu=18 
p -kzhu= 9. ay: Pu= 1 

        

Y.. = 4 i . z =, 
EXEMPLUL 20, Să so rezolve sisiemul | - - 

22 —5y=0,  Ty=382, "akyțz = 1400, 
Scriem primele două ecuaţii sub formă de proporții. 

Zu _z = — == pt - ÎN 5 2. bă T. Pa | 
„şi Impărţind prima ecuaţie cu 3 şi a doua cu 2, deducem [84,1 şi 159] 

| c_y Ze 2 e-ty-kz — 1400 10 . 
156 14 15 F6-Fiz ps 4. 

Prin urmare: 2==10X40=600, y==6X40=240, z== 14402560, 
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223. Semnul binomului az+b. Rădăcina ecuaţiei. ax-+-b = 0 fiind 
za 2, putem scrie, pentru orice valoare a lui z, 

Ș „d 
az+b=alz- 3 

De aci rezultă că: | 
10, Pentru z > a, diferența z—a" fiind pozilivă, valoarea bino- 

malai ax-+-b are semnul lui a. | 
20, Pentru z« < 2", diferența z—z" fiind negativă, valoarea bino- 

mului az-+-b are semnul lui —a (contrar cu semnul lui a). 

a (z—z") , A 

EXEMPLU, Binomul 2—3 are rădăcina z= =. Pentru z < E e pozitiv; 
pentru x =3 e nul; pentru z > Î e negativ. în adevăr, putem serie 

2—30=— 3842 3(0—2), [a=—3,d=2], 

224. Neegalităţi. Dacă f(z) şi g() sau f(z,y,2) și g(z,y,z) 
sunt două expresii algebrice, o relaţie de forma: 

(182) F>g9 
e 0 neegalilale algebrică. Ha are doi membri și una sau mai multe me- 
cunoscute x, 1, z. Valorile, care, puse în locul necunoscutelor, satisface 
neegalitatea (132) sunt soluțiile acestei neegalități. 

Două neegalităţi sunt echivalente, “când toate soluţiile neegalităţii 
întâi satisfac şi neegalitatea a doua Şi reciproc. 

Teoremele [ 195, 199], prin care se obțin ecuaţii echivalente, se pot aplică şi 
la meegalități, dar în acest caz trebue se determinăm şi sensul neegalității ohținute. 

TEOREMA I. Dacă” adunăm la ambii membri ai unei neegalități, sau 
dacă, scădem din ambii membri, o aceeaş cantitate finită, obținem o neega- 
lilate de acelaş sens şi echivalentă cu cea dată. 

În adevăr, pentru k (z) finit, neegalităţile _ 

f(o) > 9(2) şi f(othiz) > gata), 
sunt echivalente, deoarece amândouă se reduc la f(x) —g(z) > 0 [40, 1]. 

Conoan. Într'o neegalitate putem trece un termen dintr'un membru 
în celălalt, cz semnul schimbat. | 

| EXEMPLU. Din 5a—3a4-8 > 7 a 2 putem deduce neegalităţile echivalente: 
5r— 81 > 2—8 sau bai— 10at > —6 sau 5a— 102+-6 >0, 

Gradul unei neegalităţi. Putem preciză gradul unei neega- 
lităţi numai dupăce am adus-o la forma f>>0 sau f<O. În acest 
caz, dacă f e un polinom întreg în « de grad n, zicem că neegalitalea 
e de grad n. - a
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Teonema IL. Dacă înmulțim sau împărțim ambii membri ai. unei neegalități cu o acceaş cantitate h, finită şi diferită de zero, obținem o neegalitate echivalentă cu cea dată și de acelaş sens pontiu h pozitiv (de şens contrariu pentru h pegativ), 
În adevăr ncegalitatea  f(2) > 9(z) sau fiz)—g(z) > 0 € echiva- lentă cu nccgalitatea 

- 
[f(z) —9(z)lh(z) > 0 sau fh > gh pentru h (2) > 0 

şi cu necgalitatea 

If —9(z)ln(2) <0 sau [h <9h pentru (e) <0. EXEMPLU, Când înmulțim necgalitatea 
(133) 20 3a? > do—q 
cu 22 —1, trebue să observăm că binomul 22—] e poziliv pentru a > 2, nul 2 pentru a = + şi negativ pentru z < Z. Prin urmare, din ncegalitatea (133), deducem 

(2-+ 32) (2 —1) > (52 —4)(22—1) pentru 2 > 3: 
(20 3) (22 —1) = (5 —4)(22—1) pentru a=Ii 
(24 32%) (2a—1) < (52—4) 22—1) pentru a<4. 

GonoLan, 10, Când avem o neegalitate între două expresii întregi (ncegalitate întreagă ) putem schimbă semnele Ia toţi termenii ci, dacă schimbăm şi sensul neegalității. a Aceasta revine la a înmulţi ambii membri ai neegalităţii cu —q, | „20, Când neegalitatea conţine expresii fracfionare '(neegalitate frac- ționară.) putem face șă dispară numitorii ( 1), dacă înmulțim ambii mem- bri ai necgalităţii cu un multipli comun al tuburom numilorilor ci | 200]. In acest caz însă, trebue să fim atenţi la sensul neegalității  obţi- “nute, care depinde de semnul pe care-l poate aveă sumitorul comun ales. EXEMPLU, Ncegalitatea fracționari 
” 

8z 9a—7 34 +64 a, (184) ZI 62 > 32 
înmulțită cu 3(2—2), ne dă neegalitatea întreagă 

24a-4-3 (6241) (2—2) > 247, | care e echivalentă cu (134) numai Dentru z—2 > 0 adică pentru z>9. Dacă inmulțim însă ncegalitatea (134) cu 3 (2—2) ( cantitate, care nu poate fi negativă), obţinem neegalitatea întreagă ! (135) Sa(2—2)F8(6241)(2—2) > (21) (2) echivalentă cu (134) pentru toate valorile lui 2 ==2, 

    (1) Să alungăm numitorii. 
- a 

4
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Necgalitatea (135) se mai poate serie, trecând toţi termenii în membrul întâi, 

(196) (2 —2) (1627—95a-+1) > 0. 

225. Neegalităţi de gradul întâi cu o necunoscutii. 
10. O singură neegalitate. 0 ncogalitate de gradul întâi cu 

o mecunoseulă se poate reduce la una din formele: 

€ (ID) az >0d sau (Ul) aa<s. 

In cazul (1), împărțind ambii membri cu a 2 0, găsim soluţiile 

z > 2 [de acelaş sens cu (1)] dacă ae pozilin 
și 

z < 2 [de sens contrariu cu (1)] dacă a e _nes again, 

In mod analog rezolvăm și ncegalitatea (IL). 
20. Mai multe ncegalităţi. Pentru a rezolvă neegalilăți 

cu 0 singurii necunoscută, le reducem întâi la forma normală: 

(137) ai > Dn aa ps ate > da. 

Rozolvăm apoi fiecare ncegalitate în parte și luăm valorile lui z, 
care satisfac la toate aceste neegalități. . 

10. Dacă toate ncegaiităţile (187) se reduc la forma | 

(138) ” a >e, a > e, a... ED a 

şi dacă e e cel mai mare dintre nurherele c,, cz, ..» cn, sistemul (137) 
e echivalent cu ncegalitatea z > e. ă 

20, Dacă toate neegalităţile (137) se reduc la forma 

(139) z<a, z<a, AR 2 < ca 

și dacă d e cel mai mic dintre numerele «Ci 3004 îs Cn, Sistemul (137) 
e echivalent cu neegalitatea z < d. 

80. Dacă neegalităţile (137) ma samt toate de acelaş sens, de exem- 
plu, dacă 2 neegalităţi sunt do: forma . 

(140) . a > ai, 2 > a, E 

și q de forma _ | 
141) | - z< fu, z < B2, .... < fa: (pkra=n), 

Şi dacă a e cel mai mare dintre numerele a, > a «a Cp ȘI fi cel mai mie
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dintre numerele f,, Bz, = Ba» sistemul ncegalităţilor date e echivalent cu 
(1-49) z>a, z<B. 

Dacă a = f, condiţiile (142) za sut compatibile și sistemul (137 ) e imposibil. Dacă a < Ș, sistemul (137) e posibil şi soluţiile lui sunt toate valorile lui z, care satisfac la condiţia a <<. 
"EXEMPLU, Să se rezolve sistemul de ncegalităţi : 

” 
5— —3 . ax 

„(143)  aaprr >53ă, SI 0, Xa, 
Rezolvăm întâi ficcare neegalitate separat. Necgalitatea întâi ne dă 

6242 > 5-a sau Ta > 3; deci a > 2. 
Neegalitatea a doua (143 ) so descompune în | | 

(a) z—3>0, a+i<0 sau (8) (2—3) <0, z+4>0. 
Sistemul («) a > 3, <—4e imposibil. Sistemul (8) ne dă —4<z<ă, * 
Neegalitatea a treia (143) ne dă succesiv: 

5262 > 1027-80, —1iz>—80, ta<80; deci a < î: 
Trebue dar să avem: —4 < 7 <z<38< e * De aci rezultă că soluţiile si- stemului (143) sunt toate valorile lui 2 cuprinse între 2. şi 3, 

; 
p. 7 ” 

226. Probleme. Ca să rezolvăm o problemă. de algebră : 
19. Insemnăm cu P>Y, £ «m. necunosculele problemei. 20, Punem problema în ecuații, adică, scriem sub formă de egalități relaţiile (care rezultă din enunţul problemei) între cantităţile date și cantităţile necunoscute. 
3%. Rezolvăm ecuaţiile obținute. | 
40. Luând datele problemei sul forma cca mai generală, discutăm diferitele cazuri posibile şi cercetăm, dacă soluțiile găsite au Un sens din punct de vedere practic. ă 
PaoBLEMA |. Două trenuri pleacă, în acelaş timp, unul din Cluj spre Braşov şi celălalt din „Braşov spre Chuj. Primul tren face 75 km. pe oră, al doilea face 45 km, pe oră. Șliind că dela Chuj până la Braşov sunt 830 fm. de cale ferată, se întreabă: la ce distanță de Cluj se vor întâlni aceste trenuri? 
10. Necunoscuta. Insemnăm cu z distanța în km. dela Cluj până la locul unde se întâlnesc aceste trenuri, 
20. Punerea problemei în ecuaţie. Primul tren parcurge 

330 —z 

43 

  

z km. în 73 ore; trenul al doilea parcurge 330—a km. în ore,
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Aceste -timpuri trebuind să fie egale, avem. ecuaţia ! 

__ 830—a (144) a   ăl
a 

30. Rezolvarea ecuaţiei. Din (144) deducem succesiv 

l5a = 15.(350—2), 32 = 5.(330—7), “Sa = 1630, 
__-1650 
8 
  = 206,25. 

Trenurile se întâlnesc la 206,25 km. dela Cluj. 

40, Generalizarea şi discuţia. Presupunând, în general, că 
primul tren ar plecă dela staţia A (spre B) şi: ar face p km. pe oră; 
al doilea tren ar plecă dela staţia B (spre 4) şi ar tace g km. po oră 
şi că dela A până la Barfir km., am avea ecuaţia 

pa a 
  

(145) = ? 

S
I
8
 

R 

care admite în toate cazurile soluţia unică 

  

. p (146) as. 
| pg 

* Dacă p <q, avem E < Bz şi a < 3; trenurile se întâlnesc într'un 
loc mai apropiat de stația 4 decât de B, Dacă p > q (cazul problemei date), avem 
re < Z: Dacă p=q, avem z=Be 

PROBLEMA II. Ni se dau doud aliaje şi anume: 

primul aliaj cu 75 gr. aur şi 105 gr. cupru — total 180 gr. 
al doilea . , „150. 120 — 270 ,, » v » > » 

şi se întreabă: câle rame trebue să luăm din fiecare aliaj, ca să formăm 
un all aliaj, care să conțină 100 gr. aur şi 150 gr. cupru ? 

10. Necunoscutele. Insemnăm cu z şi 7 numărul de grame, 
cât trebue să luăm din fiecare aliaj, ca să formăm aliajul cerut. 

20. Punerea problemei în ecuaţii. In. primul aliaj 

la 180 gr. aliaj: avem 75 gr. aur şi 105 gr. cupru 
. 1 Do 15 105 

n » „2 ” 9 "180 » p » “15V : % p 

„ 752 1052 
m Ivo. » T8D 2 » » T6D ». "n
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In acelaș fel vedem că din al doilea aliaj A 

la y ger. aliaj avem 150 r aur şi 120% ar cupru ay salaj î 270 E. 770 8 Cupru, 
„- Seriind că z gr. din aliajul întâi şi 7 gr. din aliajul al doilea for- 

mează aliajul cerut, avem ecuaţiile : 

  

pentru aur pentru cupru 

T5z  150y __u„r- : 1052 „1209 _ „x 
180 * 70 > 100, 180 a7g > 180. 

Simplificând şi punând ecuaţiile sub formă, întreagă, obţinem 

3 4- 47 = 720 (147) eu | 
212+16y = 5100. 

3%. Rezolvarea. Aplicând regula lui Cramer, găsim 

  

  

  

3 4 720 4 3 120 = =— 3%, Ei = — 10080, = = 1080, , | 6, Da [ee | 0 by 5400 50 
__ De __ —10080 __.Dy __ 1080 __ | 

. eo > ag 0; = pp ==. 

»  OBsERVvARE, “Deși sistemul de ecuaţii (147) admite soluţii bine deter-. 
minate şi unice, totuşi în practică problema dată e imposibilă, 

In adevăr, ca să formăm aliajul cerut, ar trebui să luăm: 250 gr. din aliajul 
întâi, care are numai 180 gr, (imposibilitate); — 30 gr, din aliajul al doilea (canti- 
tate negativă ), în praetică firă sens. , ” 

4, Generalizarea. Să presupunem că primul aliaj are a gr. aur şi b șr. 
Cupru; că al doilea aliaj are a' gr, aur şi W gr, cupru și că se cere să formăm din | 
ele un aliaj, care să conțină u gr. aur și A gr. cupru. 

Raţionând ca mai sus, găsim ecuaţiile 

pentru aur , - pentru cupru 

az Guy br by - (138) aFitzio o apotao =. 
şi avem: - ÎN . 

_ ab'— dd apă __a8B—bu 
D = (aț+d)aty)! D= Vb Do = ap Zu 

= ab=Bd | ada ay (149) 2 aaa (00), Yaya (dt). 

„DISCUȚIA. Cazul I, Dacă ab'— ba' == 0, sistemul (148) admite un singur sis- 
tem de soluţii date prin forzaulele ( 149). Totuşi din punct de vedere practic problema 
e posibilă, numai dacă aceste soluţii sunt amândouă pozitive. Pentru accasta trebue : 
ca diferențele . , 

ab'—pa,  dp—ba, ab—ba
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să fie toule de acelaș semn, adică să avem 

a a a: , a a a sau (1) >3>p sau (11) << 3 <p: 

Cazul Îl. Dacă ay'—dw == 0, dar sau condiția (1), sau condiţia (Il) nu e realizată, cel puţin una dintre soluțiile (149) e negativă şi problema e imposibilă, 
Cazul Ul, Dacă ay'— ba' = 0, cum a, db, a',b' nu sunt toate nule, dacă avem 

a _a « 
Vp 

sistemul (148) e împosibil; problema, dată nu admile soluții, 
Cazul 1V, Dacă avem 

Me , _ , a 4 a ad'—ba=0 şi Va 

sistemul ( 148) e nedeterminat ; problema admite o înfinitate de soluții. Nedetermina rea e de ordinul întâi, 

EXERCIŢII. 
40. Să se rezolve, ecuațiile”. 

Xp XI , : XA xi 3x=—1, , ph =a—2; 2 go 24; 
30, 7(82—1)-H (6-3) = 49 — 52, do, ă (23) a(Sazat 
  

, 6 5 x-+a X—a __x+a 2(x—0), x X x x , 5. 25 aF5 Sao t adi ee gg 2335; . : 
- 7 9 

70, 228 aphyaţa; 80, (a5%t1)= (7-1) x (0-6). 
” 

. . 
2 2 

N. 10, 2=6; 2 z==8; 3 a; 4, x=5; „50, ps Aero, 
60, Ecuaţie imposibilă ; '70, Avem (1 —1)a=5; pentru A =$1, găsim a= Si , când 3 tinde cătră 1, crește la infinit; pentru A=1, ecuaţia e imposibilă, 
89, Ecuația se poate serie q5(5x+1) _ 47(7x—1)4-9(x—6) » de unde dedu- com ecuaţia liniară 5(5z-+1)= 1(72—1)4+9(2—6), care admite soluţia z=9, 
11, Să se rezolve ecuaţiile: 

    

2 xi IX Fi0 845 12 x 10, FI > 2; 2, xi 0 gi 
30, pia, 0, It 2a a ab 1-+at 25—u  2b+u 45 —u 

- 3. _z. _a+b. ad Re 10, 2=9%; 2 at; 30 = Tag 40, 4 == 275 

12, Să se rezolve sistemele de două ecuaţii liniare cu două necunoscute: 1, c—y=a 2, 5(2—2)=ypa 3, a(z-k-y)-Fb(a—y)=1: = =; z+5 = 3(y—5); b(z—y)+ha(z+y)=u
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Re 10, 2=—5, y==4; 90, a==4 »y=8; 380, Pentru a?— 82=+ 0 găsim soluţiile 
2= 3 y=0; pentru a=V sistemul e nedeterminat; pentru a=—, sistemul 
e imposil, Se pot lui ca necunoscute şi u=a-fy, v=2—y, 

43, Să se rezolve sistemele de trei ecuaţii cu irci necunoscute: 
10, de3yt?z=u 20, 2u—3v-ttw= 7 80, 10m + 4n —38p=0 3 9qj —42=— 17 3uţ-2vu—5w=8 202 + 5m — 4p=0 22 -F yâz== 965; 5u —v—u=15; 21p — 194n -k20u = 0, 

R. 10,'Avcm D=—13=%0 şi găsim z==15, 1=—20, z=55. 
338+1w 22 — 

, v= S, 13 13 
30, Avem D=0, Sistemul admite o infinitate de soluții m, 1, 2 Propor- 

ționale cu numerele 

4 —8 
>0 —a4 

2. Avcm D=0 şi găsim u=   2% arbitrar,   

—3 10 
.? 2 

sau cu 4, 5, 20. Avem dar m= 49, n=53, pP=3A A arbitrar ), 

10 «4 
|=s, I_, za | 220,     

st. Un tată are 41 ani, fiul lui are 1f ani, După câţi ani vrâsta tatălui va fi 
10. de 2 ori; 920, de3 ori; 80, de 3 = ori vrâsta fiului ? 

R, Peste z ani tatăl având 41 ia ani, iar fiul 17 da ani, va trebui să avom: 
10. 4l4-e=2(17+a); a=7, De 2 ori, va fi peste 7 ani, 
vo, ura=ă (17+z); z=—5, De 3 ori,:a fost acum 5 ani. 
3, 4l-+a= LUT+a); z= 151. De 2 ori, e imposibil, 

45. Se dau două numere întregi sau fracționare pozitive a şi 8 (a < 8) şi se cere să se păsească două numere întregi p şi q, care să ne dea neegalitățile 

  

- 2p+1 _ 2p+i (1) “<< sii < a <BR 

R. Presupunând q cunoscut, numărul p trebue să satisfacă la 

"2p+1 > (20+t)a sau p> Eaia=t 
(2) 

A . „a 2pPHIS28 sau p< 8-1 = p Ser, 
Ca să existe un număr întreg p cuprins între A. “şi 4, trebue să avem 

pR—=A>1 adică abate sal6= aa >> 1; de unde deducem 

—— 28-a)! 
Neegalităţile (2) şi (8) ne arată că există o infinitate de numere întregi p şi q, care satisfac la neegalităţile (1). 

(3) Di a e



  

„CAPITOLUL, V. | 

“ECUAȚII NELINIARE. 

  

1. — NUMERE IMAGINARE, 

227. Rădăcina patrată din numere negative. Am văzut că o 
ecuaţie de gradul întâi (liniară) cu o singură necunoscută 

(1) az=d . (a=£0) 
admite întotdeauna o rădăcină aie şi reală z = 

8 
|
 

Nu putem spune acelaş lucru pentru o ecuaţie de grad mai mare” 
decât 1 sau neliniară. In adevăr, pentru a rezolvă cea mai simplă ecua- 
ție de gradul al doilea ” 

(2) E = m, | 
trebuc să extragem rădăcina patrată din m, operaţie care nu e întot-. 
deauna posibilă cu ajutorul numerelor reale. 

10. Dacă m e un număr pozitiv, mm (în sens aritmetic) [192, 131) 
se poate extrage şi ne dă un număr real «, raţional sau irațional. In 
acest caz, ecuaţia (2) admite două rădăcini reale Şi distinele x' = a 
și z'=—a, fiindcă avem (+a) = (—a) = m. De accea zicem că. 
pentru m>0, Va algebrică are două determinări ta, pe care le pu- 
tem însemnă cu + | și. — m. 

EXEMPLU, V$ e +3 şi convenim să scriem +V9 =3 şi —Ț5=—3. 

20, Dacă m e un număr negativ, m nu se poate exprimă cu şci- 
un umăr real, fiindcă orice număr real ridicăt la patrat ne dă un nu- 
măr pozitiv, deci diferit de m < 0; prin urmare ecuaţia (2), pentru 
m< 0, nu admite rădăcini reale. . 

EXEMPLU. V$ nu e nici 4-3, nici —8 şi niciun număr veal a,
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Pentru a face posibilă extragerea rădăcinii patrate şi din numere negative, trebue să întroducem în algebră numere noi. 
Convenim să scriem 

(3) - Vi =. să 
Acest număr i e unitatea imaginară şi satisface, prin definiţie, la condiţia: 

(4) ==, 

Un număr de forma ni (2 real) conţine: e unităţi imaginare şi se numește număr imaginar. 
| Cu această convenţie, rădăcina pairată algebrică dintr'un număr ne- gativ —m se va serie - 

(5) Va iai, 
unde « = ni (rădăcină aritmetică) c un număr real pozitiv, 

228. Numere complexe. Un număr de forma a+-bi, unde a Şi .b sunt numere reale, se numește număr complex sau numâr imaginar de formă generală. EI conţine a unităţi reale şi d unităţi imaginare şi se mai poate scrie 

(6) atbi=a,14+0.$ - (aumăr complez ). 
Numerele reale a şi d pot fi pozitive, nule sau negative ; a e partea cală, b e coeficientul lui i. 
Pentru d = 0“avem numărul a (real); pentru a = 0 avem numă- rul bi (imaginar pur). 

OBSERVARE. Afulțimea numerelor complexe cuprinde în ea mulţimea tuturor numerelor reale, ! 

Un număr complex se poate scrie și cu o singură literă: &.— adi. Zicem că numărul «== a+bi e -nul şi scriem a = 0, dacă avem Și a=0. și b=0 (1), 
Zicem că două numere complexe « = adi şi &'— a'+ bi sunt egale și scriem a = a”, dacă avem a=a' şi b=d' (2). 
Două numere complexe a+d; Și a—bi,- care au părţile reale egale și coeficienţii lui ş simelrici, se zic imaginare conjugate. 
Două cantităţi de forma ad; şi —a—bi se zic simetrice. Dacă avem a+bi=a, vom serie -—a—bi = — &. Ă 
  (1) In acest caz numărul n'are nici unităţi reale, nici unităţi imaginare, (2) Numerele e şi a au acelaş număr de unităţi reale și acelaş număr de unităţi imaginare, 

M. G. 
15
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Cantitatea reală Va 52 se numește modulul numărului imaginar 
a — adi şi se mai serie 

(7) lei =lathil = er (modul ). 
„Două cantităţi imaginare conjugate au acelaş modul, S Jug Ş 

Dacă avem Va2+-52— 0, avem şi a=0,0==0, deci a+bi—0 
şi reciproc, 

229, Operaţiile cu numere complexe. Operaţiile cu numerele com- 
plexe se definesc astfel ca, aplicate la numerele reale, să se reducă li 
operaţiile aritmetice sau algebrice definite pentru numerele reale. 

In general, în toate operaţiile, simbolurile de forma athi, a+b'i 
se consideră ca, binoame algebrice ordinare; unitatea imaginară s se con- 
sideră ca o literă algebrică, cu singura, condiţie că, în toate rezultatele, 
puterea î? se înlocueşte prin —1. 

10, Adunarea. Suma a două numere complexe a = a+)i şi 
a' = a'+U'i este 

(8) a-ța'= atbita'+-b'i = (a-t-a”) +- (D4-0)i = ctdi = 9, 
l * n care avem 

! ezata, d=d-+-0 

EXEMPLU. (3-+-55)-+-(4—8i) = (3-+-4)+(5—8)i=1—3i, 
Suma a n numere complexe - 

a=abi, Gabi, 0 = apt bi 

Mast ee aa = (atat ee Pap) Fiat roi. 
20, Scăderea. Diferența numerelor complexe «=a+bi şi 

a =—a'1+-b'i este | 
(9) a—a'=— a+-bi—(a'+01;) = (a—a")+ (0—b)i = c+di=ă, 
în care avem , - 

c=a-—a, d=0—W, 

este 

OBSERVARE. Din a—a'== 4, rezultă 5-t+ao= a, . 
* Din a=a', rezultă a—a'—90, 

EXEMPLU. (1—38î)—(4—8î) = (17—4)-F[(—2)—(—8)]î= 34 sau (1—8i)—(4—8i)==7—8i—4--8i = (7 —4)-+(8—3)i = 34 
5i 

53, 

39, Inmulţirea. Aver, prin definiţie, 
a.a' = (a+di)(a'+ 01) = aa' + avi + ab'i + bb, 

sau, înlocuind pe î* cu —1, 

(10). a.a' = (aa'— 05") (a' +ab')i = |.
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Produsul fi e, în general, un număr complex. Pentru două canti- 
tăţi imaginare conjugate, avem 

: , 272 » (11). (a+di)(a—di) = 240 (număr real). 
Produsul a, mai multor numere complexe se definește şi se calcu- 

leuză ca produsul a mai multor binoame de forma a+-bî. 
TEOREMĂ, Afodulul produsului a două numere compleze este eyal cu 

produsul modulurilor acestor mumere. 
In adevăr numerele a=adi Şi = dvi au modulurile Va IV și Var vi respectiv. Produsul - 

aa = (aa—5b')-t-(ab-ka)i PIN IN 
are modulul V(aa= bb! YA (ad-ta Y şi se verifică uşor că avem 

(4-5) (42.52) = (aa YA (ad -kav' i. 
Putem dar serie: 

(19) Ă l&.a| = la |. la] 
şi în general, pentru un produs de 2 numere complexe, - 

(13) le «22. +. al = lol. lea. ... lazi. 

Conoan. Pentru ca produsul a mai multor cantități: imaginare să 
fie nul, trebue şi e de ajuns ca unul dintre faclori să fie nul, 

In adevăr, produsul numerelor complexe ay e nad, dacă |ag-y|=0 [223] sau dacă produsul numerelor reale la[.[8].[7|==0 şi reciproc [47, Observare]. 
EXEMPLU, 10, (34+-5î)X(4—8î) = 12-20; — 945 —-4042 

a. 3194906 —941-F40 2 5941, 
2%, (34-56) X(3—51) = 9512 Est 94-25 = 34, 

4. Ridicarea la putere. Pentru întreg și pozitiv avem 
(1-1) a” = (a-H5i)” = (a+di)(a+di) ... (adi). , 1 3. m. 

” In particular, pentru unitatea imaginară î, avem ''- 
(15) = (2) =), . = Pi = (chiu 

adică 
2 3 . d „5 d. .. (16) s=—1, =, 1, iii, ete, 

v “TEOREMĂ. Modelul puterii a m-a a unei cantități complexe este egal cu pulerea a m-a a modulului acestei cantități. 
In adevăr, după formula (13), avem: . 

(17) le] lea... al = lal-lal. ...lal=lahn 13 m 1 2 m -
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50, Impărțirea e operaţia inversă a înmulţirii. Vom zice dar că zi ce câlul cantităților imaginare a+d; şi a'+0i şi vom serie îȘ 
(18) i = ay, 
dacă avem . 

| adi = (zyi)(a'+9). 
Efectuând produsul în membrul al doilea, obținem 

| adi = (az —0y)+ (ay+uz)i, 
de unde rezultă, egalităţile [228]: | 
(19) az — 5y =a 

E bz+ray=d.: | 
Rezolvând: acest sistem obţinem partea” reală şi coeficientul lui ş din câtul z+-yi (18). Cum determinantul coeficienţilor necunoscutelor e a 2 0, sistemul (19) admite un sistem unic de soluţii, dat prin regula hui Cramer [211]: 

  

(20) Ă o SI 3 7 = AVZU_ = . 
a a”- 

Găsim dar | 

+ di Da aa 1-0! ada. 21 2 = DUS i 
( ) a + 9" Y | a2-p2 T aa p2 

şi zicem că numărul imaginar din membrul al doilea e valoarea rapor- tului sau a fracției din membrul intâi. 

OBSERVARE. Raportul (21) e real, dacă y e nul, adică dacă avem 

d ab — ab! = 0 sau 2 = 
a db 

Legile operaţiilor cu numere algebrice se extind și la operaţiile cu 
numere complexe. In particular o expresie de forma 

  

caro € o fracție cu termeni imaginari, se poate amplifică sau simplifică 
fără să-și schimbe valoarea. _ 

De aceea, în practică, pentru a efectuă împărţirea (15) amplificâm . fracția cu conjugata mumnitorului, ei: 

ali = (abil —Vi) _ (aa 507) (a0—aW)i _ z+yi a" Vi (2-+0i)(d—vi) q-t 2 | : ; . 
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Regăsim astfel pentru z şi 2 valorile (20). 

  

"EXEMPLU, 
. i = EPA)  20-H400; si. Bi 4 B)(Epai) o 0 tii 

230, Corespondenţa dintre numere şi puncte în plan. Să luăm două axe OX şi OY perpendiculare una pe alta şi cu sensurile pozitive dela O spre X și dela O spre Y respectiv (fig. 35 ). Alegând și segmen- tul unitate OU = 1, ştim că la fiecare punct de pe axa OX sau OY. corespunde câte un număr real şi reciproc [149]. | 
Să luăm un punct M în planul XOY. Ducând din M perpendiculara — MP pe axa OX, obţinem două segmente: OP (cu originea în O) şi PM (cu originea în P). Dacă z = OP şi y = PM sunt valorile algebrice ale acestor segmente (OP măsurat pe axa: OX, PM măsurat pe 0 axă pa- ralelă și de acelaș sens cu 0Y) [25], zicem că numerele a şi y sunt coordonatele punctului M; z e abscisa, iar y e ordonata lui M, 
Prin acest procedeu la orice punct M din planul XOY corespund două numere algebrice ȘI y. 

  

Y 
- 

y 

x 

o p X 

, Fig. 35. 

Reciproc: la orice pereche de numere algebrice (,y) corespunde: an punct şi unul, singur în planul XOY. 
Pentru a determină acest punci:. 
10. Luăm pe axa OX un segment 0OP=—a (dela O spre dreapta, dacă z e pozitiv; dela O spre slânga, dacă z e negativ). 20. Ducem în P.perpendiculara pe O0X. 
30, Luăm pe această perpendiculară un segment PM = Y- (deasu- pra axei OX, dacă y e pozitiv; dedesubtul axei OXĂ, dacă ye negaliv ). Punctul M astfel determinat. are coordonatele (z, y). 
Axele 0X şi 0Y se numesc axe de coordonate; punctul Q e ori- ginea coordonatelor, OX e axă absciselor; OY axa ordonatelor. | Punctele de pe axa OX au ordonata nulă ; punctele de pe axa OY au -alscisa nulă ;- originea O are amândouă coordonatele mule.
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Onsenvane, Cu aceste convenţii, dacă un punct M are coordona- tele 2 =a,y =), vom putcă zice: punctul M sau punetul (4,3) 
Când reprezentăm un punct prin coordonatele lui, convenim să: scriem întâi abseisa şi apoi ordonatu punctului, 
EXEMPLU. Punctul (3, 0) e po axa OX și la dreapta axei 0Y; punctul (0, —2) e pe axa OY și dedesubtul axei Ox, ” Pe figura 36 avem reprezentate punctele 

A (1,2), B(—1,3), C(—4,—2), 
Acest procedeu, de a determini, poziţia unui punct în plan prin două numere, a fost imaginat de DESCARTES (1); de aceea aceste numere se numese coordonatele carteziene ale punctului (2). 

          

Y 

8 

A 
.3 

+2 
-4 

-1 0 i 3 x 
-2 

C     
Fig. 36, . 

231. Numerele complexe reprezentate prin puncte. Convenim să reprezentăm în plan numărul complex z-+yi printr'un punct M cu coor- donatele z şi y. Astfel: Ja. orice maumăr complex corespunde un singur punel în plan şi reciproc. “ ! | 
EXEMPLE, La numărul complex —1+3i corespunde panclul B cu coordona tele r=—1,y=3 (fig. 36). La punctele A (3, 2 și C (—4, —2) corespund ma merele imaginare 3-+2i şi —4—9j,- : ” 

„Construind triunghiul dreptunghice OPA (fig. 35 ), avem 

ON = 05 PI 224 pf. 
Prin urmare distanța dintre punctul M Și origine 

0 = Vp 
reprezintă modulul numărului imaginar zyi. 
  

(1) DESCARTES, malematician, fizician și filosof francez (1596—1630), O (2) Uncori coordonatele carteziene ale punctului M se definesc prin segmentele NI și PAL (fig. 33).
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OBSERYĂRI. La un număr real a sau 440; corespunde un punct (a, 0) pe ara 0X; la un număr imaginar pur bi sau 0-ț-bi corespunde un punct (0,2) pe axa 0Y, 

La două numere imaginare conjugale a-ţ-bi, a—bi corespund două puncte (a, d), (a, —8) simetrice. față de aza 0X. 
La două numere simetrice adi şi —a—di corespund două puncte (a, 2), (—a, —5) simetrice față de origine. ” 

II. — ECUAȚII DE GRADUL AL DOILEA, 

232, Definiţii. Orice ceuaţie de gradul al doilea, cu o Singură ne- cunoscutii, [195], se poate reduce la forma 
. 2 (22) . az +-bz+re=0, 

în care z e necunoscula, iar a, b, e sunt sumere cunoscule. . 9 , , , . Expresia aa+ bate e un trinom de gradul al doilea. Numerele > . .. . . . . a 
a,b, cu semnele îor sunt coeficienții trinomului : a o coeficientul lui a, b e coeficientul lui z, e e termenul cunoscut, 

OBSERVARE. Peniru ca ecuaţia ( 22) să fie de gradul al doilea, trebue să avem a=F0. Pentru a=0 ecuația se reduce la bz-+e=0. 
EXEMPLU, Ecuația —2a = 5 —3a? ce de gradul al doilea. Ca să o seriem sub forma (22), trecem toți termenii în membrul întâi şi-i ordonim după puterile descrescătoare ale lui x; obţinem astfel: 3%—92—5—0 si coeficienţii trinomu- lui sunt a=3, b=—2, c=—5, 

A rezolvă ecuaţia (92) însemnează a găsi numerele, care puse în locul lui z, fac ca membrul întâi să aibă valoarea zero. Aceste numere sunt rădăcinile ecuaţiei. 

233. Cazuri particulare, Vom consideri mai întâi cazurile simple, “când în ecuaţia (22) avem D==0 sau c= 0... 
10. b=0. Ecuația (22) so reduce la forma 

(23) am+-e=0, 
De aci deducem 

2 
IL == 

R
|
o
 

şi extrăgând rădăcina patrată: din ambii membri, găsim, în general, două soluţii: 

(24) pe a me. 
  

 



239 V. — ECUAȚII NELINIARE, 

Discuţie. Dacă numerele a şi e sunt de semn6 contrarii (ac < 0), canti- 
„tatea —2 e pozitivă şi rădăcinile date ae formulele (24) sunt reale şi simetrice, . . . , e n. pf Dacă a şi c au aceleași semne (ac > 0), cantitatea — € negativă şi rădăci- nile 2” şi a” sunt imaginare conjugale. 

Dacă c e nul, avem a = at = 0. 

EXEMPLE. 10, Ecuația 9a2—1==0 sau 9at=] aro rădăcinile 
a = , az — E (reale şi simetrice ),. 

20, Ecuația a?-+-2 = 0 sau a*= — 2 are rădăcinile 

Pi VI, pai V3 (imaginare conjugate). | 

„2. e=0, Ecuația (92) e do forma | | 
(2) az-+ ba = 0 sau  zx(az+-b)=0. 

Pentru ca produsul din membrul întâi să fie nul, trebue ca anul din factori să fie nul. Prin urmare ecuaţia (25) se descompune în 

2z=0 şi az+u=0 sau az. , 
Obţinom asfel două rădăcini reale : 

(26) r=0 și md 

EXEMPLU, Ecuația 2a— 3x=0 se serio a (22 —3) =0 şi se descompune în z=0 şi 22 —8=0; prin urmare are rădăcinile a = 0, z"= = =15. 

"934. Cazul general: a-0, b+0, c=> 0. Avem ecuaţia 
(92) ! a brie =0, 

Inmulţind toți termenii cu 4a, obținem ecuația echivalentă: 
(27) 42? 4aba + dac =0, 

Primii doi termeni 

40 + 4abe = (2a)2+ 2 daz.b | 
sunt primii doi termeni din desvălirea patratului (2az+9). Adunând dar la ambii membri ai ecuaţiei (27), o putem scrie 

| (2az + V)- 4ac= sau _ 
(28). E (202 +0P=— o 4ac. 

Extrăgând rădăcina. patrată din ambii membri, deducem 

. 2am +) =t 22 aac -
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Și rezolvarea ecuaţiei (22) se reduce la rezolvarea a doaui ecuații de gradul întâi: 

2az-l-b = + Vi qae și 2daz --b = — Vo zac, 
care ne dau respectiv rădăcinile: 

        

(29) 2 — —vy+] b?— 4ac FI — —y— Vi— 4ac 
2 = 2a 2 2a 

RecuLă. Rădăcinile ecuației de gradul al doilea 
(22) at bre =0 
suni naumnerele date de formula 

—vwto (LXVIIL ) | az 

  

Această formulă cuprinde amândouă valorile a” și 2” date de expresiile (29). 
Discușie. In practică putem aveă următoarele iei cazuri : 10, 3*— 4ac > 0. Formula (LXVIII) ne dă pentru ecuaţia (22) două rădăcini ai! şi 2" reale și distincte, do forma 

  

(80) z=a+8, z'=a—f, 
în care 

. 
(31) —_ b __ Vo2= 4ac 

«= da” 6= dp 
OBSERVARE, Dacă în ecuaţia az-+ br-+e=0 coeficienţii a şi e sunt de serane conlrarii, avem 5—4ac > 0 şi rădăcinile sunt reale Şi distinele, 
EXEMPLU. Pentru ecuaţia 24-52 —3 = 0, în care avem a= 2,5=ă, c=—3, ac < 0, formula (LĂVIII) ne dă rădăcinile reale 

6% a 2.073) 5% Vo5pas _ —0-ka 2.2 — 
a == 

Z = 3 

adică 
, 

a 5 22 a. a q>z>V; z a 

    

Verificare. Inlocuind pe z prin 2 Sau prin —8 în ccuaţia dată, vedem că primul membru capătă valoarea zero: 

E 1 Lu 5. | 2.(3)-k5.p—8= 2-a , 
2.(—3)4+5.(—3)—3=—18—15—3—0, 

20, 5*— 4ac=0. Formula (LĂVIII) ne dă pentru ecuaţia (92) 0 singură rădăcină reală: 
| 

(82) D=
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In acest caz zicem că cele două rădăcini ale ceuaţiei (22) so reduc la una singură sau căi ecuaţia (22) admite două rădăcini reule și egale 

, ” b 

LL Sg 
2a 

EXEMPLU, Pentru ecuaţia 4a%— l2z2-+9 = 0, formula (LĂVIII) ne dă 

Rita 2 3 A 
> = 3. 

L= 

  

Găsim dar rădăcinile reale şi egale: a = p= 2 = 13. 

80. B2—4ac<0. In acest caz putem serie: 

dac = — (4ac—l), 4ac—l > 0 

şi OVi—4ac=i ac [i=V=r]. 

Formula (LXVIII) ne dă 'pentru ecuaţia (22) două rădăcini ' şi a" imaginare conjugate (225), 

(33) | x =a-fi, z'=a—fi, 
în care ZI: 

d 4ac—” (34) aooaa Pg: 
EXEMPLU. Pentru ecuaţia 5af-4-224-1 = 0, formula (LXVIII) ne dă 

Viza si _ 2 VE —2Esi _—kai, 
2.5 10 10 5 
  

Z = 
  

" Găsim dar două rădăcini imaginare conjugale: 

—1—£i m— Tiz=i, 
3 2 = 5 

x 
, —14+2: 
— 5 

Onsenvane. Felul rădăcinilor ecuaţiei az?-+ bre = 0 depinde de semnul cantității de sub radical din formula (LXVIII). Această canti- tate (D2— 4ae) se numeşte diseriminantal ecuaţiei. 
REZUMAT. Peniru ecuaţia de gradul al doilea az be-te == 0 putem avea următoarele trei cazuri: 

Discriminant Rădăcinile a şi a" Rădăcini reale 
  

W'—4ac >0 reale şi neegale 2 
V'— dac ="0 reale şi egale - 1 
V— 4ae < 0 imaginare conjugate 

235. Forme particulare. 10, Când coeficientul lui z e un număr păreche, ecuaţia e de forma | 
(35) a 2 +0 =0, (= 20),
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In acest caz formula (LXVIIL), care ne dă 

—2p't Vio? ae 
LL = e 3 

2a 

se poate simplifică prin 2 și se reduce la 

— Vo ae 

Q 

  

(LXIX) z = 

EXEMPLU. Aplicând formula (LNIX) la ecuaţia 5a-- 2z-+-1=0 găsim: 
—1F HZ <a Va 1421 m_i DS = 

DS, 
adică pi, 

» 

  

20, Când coeficientul lui 2 este 1, ecuaţia (22) e de forma 
(36) az? pa + q=0 

şi formula, de rezolvare (LXVIII) se poate scrie : 

—pt Vaz 3 (LX) p = SP 49 sau == 2 feo. 

EXEMPLU, Ecuația a?— 8z--15 =0 find de forma (36), formula (LXX) ne dă 
= EVIOZID = 4% caâică m 5, a=3, 

236. Relaţii între rădăcini si coeficienţi. 10. Adunând cele două . . 
; valori ale rădăcinilor 

. 

    

. Ta . Ă (NT tai 37); a Oz VOT ( î) z = 53 — ȘI == Sa 

- date de formula (LAVIII) [234], obținem 

m II VUZ dac —v-ViTIa o Za = ! = 
i Vp — 

2a T 24 da 

. 

  
_ d 

a) 

dacă obseriim că radicalii dela numărători, fiind egali dar CU semne - contrarii, se reduc. 

20, Iumulţind valorile rădăcinilor a și z" găsim 

    

pu (ov Vi pac) (05 ac) _ (022 dac) e PL = » = EI =— ” da” da a 
dacă observăm că la numărător avem de înmulţit suma a două canţi- 
tăţi [— și Va dac] cu diferența lor [116].
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REGULĂ.. Suma şi produsul rădăcinilor ecuației de gradul al doilca 
(38). . at br e=0 

sunt date de formulele : 
Tar Ă 

, „” b (LXXI) Lia | a 

sn c (LXXIL) . za =. 

EXEMPLU, Pentru ecuaţia 2 bz—17==0 avem a =2, b=5, c=— şi fără să cunoaștem rădăcinile a" şi a”, putem scrie suma și produsul lor : 
, 1 5 an ZI, zra=— 3 2, =—z 

OsknvaRE. Dacă ecuaţia de gradul a! doilea e de forma 

(39) F+pz+9=0, 

formulele (LXXI) şi (LXXII) ne dau 

(40) «ra =—p, rr =—q, 

PROBLEMĂ, Să se găsească două naunere, ştiind că suma lor e S şi produsul lor e P. Formăm o ecuație de gradul al doilea z--pa-tq = 0, care să aibă ca ră.- dăciui numerele căutate, Formulele (40) ne arată, că trebue să avem 

S=—p, P=a sau D1=—S, q=P și ecuaţia este 

(+1) + I—Sz+P=0, 
EXEMPLU, Să să găsească două numere m şi 2, ştiind că suma lore 7 şi » ._. -_. 2 produsul lor e 12. Aceste numere sunt rădăcinile ecuaţici L—724+12—0, Rezol- vând această ecuaţie găsim că numerele căutate sunt 4 şi 3. 

"287. Semnele rădăcinilor. Câna rădăcinile ceuaţiei ( 38) sunt reale, formulele (LXXI) şi LXXII) ne permit, zuma după semnele coeficien- ților a, D, e, să determinăm semnul fiocărei rădăcini, 

Știm că, dacă două numere 2 şi a“ au acelaș senin, produsul lor e pozitiv, iar suma lor are semnul comun. Dacă z' şi 2" sunt de semne contrarii, produsul lor e negativ, iar suma lor are semnul numărului celui moi mare în valoare absolută [32]. 

Dacă « şi 2” sunt rădăcinile ecuaţiei az?-+ bz+ c = 0, observăm că: 
10. Dacă 'ac > 0, formula (LXXII) no dă zi” > 0; rădăcinile ! au acelaş semn şi semnul lor comm 0 semnul sumei z'+ 4". adică sem- 

nul cantității -2 [formula ( LĂXI)].
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20, Dacă ac < 0, avem za” < 0; rădăcinile sunt de semne cow- trarii și rădăcina cea mai mare (în valoare absolută) are semnul su- a EI av... db mei 2+ a", adică semnul cantității —: 

EXEMPLU. Ecuația 27ţ-5a—7=0, cu V—jac=81 30, are rădăci- nile reale şi neegule, Cocficienţii 2 şi —7 (« şi c) fiina de semne contrarii, rălăci- nile sunt de semne contrarii ; raportul —3 =— = fiind negativ, rădăcina cea mai mare, în valoare absolută, e negativă. 
In adevăr, rezolvând ecuația găsim a'=1, pr=— 
OBSERVARE. In practică putem consideră intotdeauna putem înmulţi toată ecuaţia cu —1. " 
REZUMAT, Semnele rădăcinilor ecuației art be+o=0 cu a>0, 
  

  

        

| , , , n | Rădăcina cea mai mare b e ara za] a z în valoare absolută 

Fa |- 2 | Fr zar a | + — — A = negativă 
—— + — + — pozitivă 
    

238. 'Trinomul de gradul al doilea. Dacă scriem 
(49) ya bate, 
pentru orice valoare a variabilei z, formula (49) ne dă o valoare şi una. singură pentru'7/. De aceca zicem că y e o funcție do exprimată în mod explicit prin trinomul a22-+ ba + e, 

Reciproc: alegând o valoare arbitrară yo, ne întrebim dacă există, valori pentru 2, care să dea trinomului a2?2-+ ba + e valoarea 40. Aceste valori sunt rădăcinile ecuaţiei 
(43) Va bac. sau aa bzte—y9=0. 

Găsim dar 2, 1 sau 0 valori veale 2, caro să satisfacă la condiţia cerută [234], după cum diseriminantul ecuaţiei (43) e pozitiv, naul sau negativ, 
In particular valorile a și 2, pentru care y e nul, adică ră- dăcinile ecuaţiei aa+ bate = 0, se numesc rădăcinile trinomului az bate. 

EXEMPLU, Fie y=a'—8z-4+7. Pentru fiecare valoare a lui z, acest tri- nom are o valoare + bine determinată, Astfel găsim: 

2 | 8 = 3 0 1 15 2 VE 7-10 
y | 40 16 1oiî8 7 0 —075 25 2005 25 0
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. Reciproc. Trinomul a2— 5 4-7 ia valoarea 50 pentru z egal cu rădă- cinile ecuaţiei 82 4-7 = 50 sau 2—8x—43=90, Aceste rădăcini sunt 
az = 4+V39 sau  _a'= 11,68, "= — 3,68, 

239. 'Trinomul ca produs. 'TeoneMă. Orice trinom de gradul al doilea, aa?-+ ba + e, se poate seric ca un produs de trei factori: 
(XXIII) a bate = a(z—a2')(z—a"), 
în care a e coeficientul hui ză, iar x şi 2” sunt rădăcinile trinomului. 

In adevăr, punând pe 4 în factor comun, avem 

(:4) date a + dar] 

și dacă a şi 2” sunt rădăcinile acestui trinom, formulele (LXXI) şi (LXXII) [236] ne dau 
- | La), == 

și trinomul (44) sc poate serie 

a [a2— (at za z'z] == a [a2— za" — pal z'z) 
= a [227 (2) = a(z—a)(a—a”). 

EXEMPLU, Trinomul 3a2— 2124-21, care are rădăcinile r'=1,a'=— 1, se poate scrie ca produs: 3(2—1 )(2—7). 

2410. Alte forme ale trinomului aa+ Uz re. 
Vom consideră cele trei cazuri posibile [234]. 

pă 
N . . . . 

. 
10, Dacă W—4ac > 0, rădăcinile trinomului sunt reale Și teegale, de forma 

! 
P bi] «| 

da 

. ” z'=a+3, z =a—) [a ==, = 

  

Inlocuind pe 2" şi e” prin aceste valori în produsul (LXXIIL) găsim 

a(z—a-B)(z—a+8) = al[(z—aP— f2) 
Şi trinomul se poate serie sub forma 

(45) aa+ be = a[(z—aY— 82] 
adică: a înmulţit cu diferența a două patrale. 

20, Dacă I'—4ae = 0, rădăcinile trinomului sunt reale şi egale: 
. ve”: vb IT 2 = la=-z]: 

Pi =G
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Produsul (LXXIII) se reduce la a(z—a) și trinomul se poate serie sub formă 

(46) 14 br + e = a(z—a)? 
adică: a înmulţit cu un patrat perfect. 

2 
. . . . . . . ” . 

20. Dacă V'—4ac< 0, rădăcinile trinomului sunt imaginare con- Jugate 
a . /, 27 

, , “e , d Vraca a =arhi, m a—fi |a=-z, f= Za | 

  

Produsul (XXIII) devine ' 

1(z—a—fi)(z—a+ţi) = al(aP+ 2]. 
și trinomul se poate scrie sub forma 
(47) a bate a[(2—a)+ f2] (8 reale ) 
adică: a înmulţit cu sama a două patrate. 

EXEMPLE. 10, Trinomul z— 8x15 are rădăcinile reale şi ncegale a'=38 z'= 5; avem dar 1824-15 = (2—3)(a—5). 
» 

SR P DORI 142; 20, 'Trinomul —5+2a—1 arc rădăcinile imaginare z = =; avem dar ” 12, 4 — 5221-92 —1 5 (2) 

241. Semnui trinomului de gradul al: doilea. Pentru iecare va- loare reală a lui z. dela —oo până la +00, trinomul : 
(48) 

are câte o valoare reală bine determinată. Ne întrebăm: când această valoare e pozitivă şi câna e negativă 9 ” ! | Daci trinomul are rădăcinile. reale și distinele ir” şi ao" (2 <z”), aceste rădăcini împart mulţimea numerelor reale în irei intorvale: 

2 , Vaz Abe 

—c (1) p (1) a “ (IL) Po   

  

Fig, 37, 

intervalul (1) dela —o până la z'; intervalul (II) dela 2 până la z”; intervalul (III) dela a"? până la +co (fig. 37). Când 2 e în intorvalul (II) zicom că e cuprins între rădăcini; când z e în intervalul (I) sau (III) zicem că e în afară de rădăcini. 
TEOREMĂ. 10, Dacă trinomaul a+ bate are rădăcini reale şi neegale, valorile trinomului au Semnul lui a pentru z în afară de rădăcini și semn contrar cu & pentru 2 cuprins între rădăcini, 

N
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ua "a ” vai... , 20. Dacă trinomul aa bz-t+e are rădăcini reale şi egale sau rădăcini imaginare, valorile trinomalai au toldeauna semnul lui a, In adevăr, dacă trinomul are rădăcinile reale și neegale 2 şi a”. (2 < 2”), avem 

(49) aa + bz-+e = a(z—2")(r—"), 

Pentru z < z' (intervalul I, fig. 37) avem și a < 2"; factorii z—a z—z" sunt amândoi negativi, Pentru a > m" (intervalul III) avem şi e > 2" factorii p—" și z—2" sunt amândoi pozitivi. Deci pentru a în afară de rădăcini produsul (z—z")(—2”) e pozitiv și trino- mul (49) are semnal lui a. | 
Pentru 2" < z < a" (intervalul II) factorul z—a e: pozitiv, factorul z—a" e negativ. Deci pentru a cuprins întro rădăcini produsul (2—a')(z—a") e negativ şi trinomul (49) aro semnul contrar cu a. 
Dacă trinomul are rădăcinile reale și egale, avem a” = 2” şi 

(50) ax be = a(a—aj, 
Dacă trinomul are rădăcini imaginare, putem serie 

(51) az?+ babe = a[(z—a)'+ 82] (a, Ș reale). 

In amândouă cazurile, pentru orice valoare reală a lui z, factorul al doilea (z—") sau (2—a)+- 3? e pozitiv şi trinomnul (50) sau (51) are semnul lui a, N 

EXEMPLE, 10, Trinomul y=a—a415 are rădăcinile reale și neegale = 3, "= 5; coeficientul a=l e pozitiv. Prin urmare acest trinom are valori pozitive pentru «<3 şi 2 > 5 şi valori negative pentru z cuprins între 3 şi 5, Astfel pentru 2z=0<3 avem y=15 pozitiv; pentru «=10>5 avem y = 35 pozitiv; pentru a =4 (3<4<5) avem y=—] negativ. 
20, Trinomul y=—524+ 22 —1 are rădăcinile îmaginare ; coeficientul a=— 5 e ncgaliv. Prin urmare valoarea trinomului e negalivă pentru orice valoare a lui z, Astfel pentru «= 0 avem y==—1 negativ; pentru «=— 2 avem = — 95 negaliv; pentru a == 100 avem Y == — 49801 negativ, 

Osenvane. Pentru z în valoare” absolută destul de mare trinomul az-t ba ke are întotdeauna semnul lui a. 

„Această observare, care e un corolar al teoremei precedente, se poate stabili şi în mod direct. Avem ” 

az babe = a? [a+3+3] 

. 
0. c : .. . . 

şi pentru || destul de mare termenii 3 ȘI 3 sunt foarte mici; cantitatea din pa- x z i, . AIE i ... . . - 
ranteză are semnul lui a, a? e pozitiv:și semnul produsului e sevinal lui a,
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242, Aplicaţii, Să se studieze, după diferitele valori ale parametrului m, felul rădăcinilor trinomului 

(52) 9. Ge -ţ-3m a. 

Coeficientul lui z fiind păreche, discriminantul trinomului [931 şi 295,1] e 
(53) b*— ac= (3m)—9(3m4+4)=9 (m'— 3m—4). 

„Felul rădăcinilor trinomului (52) depinde de semnul discriminantului (53). Dar acest diseriminant e şi el un trânom de gradul al doilea în m, Ecuația m— 3m—4=0 având rădăcinile —1 şi 4, trinomul (53) e pozitiv pentru n <—1 şim>4 şi negaliv pentru 2 cuprins între —] şi 4. De aci rezultă următorul tablou : 
  

  

Valorile lui Discriminantul Felul rădăcinilor trinomului m. 9(m—8m—4) 9X%—6mx+3m+ă. 

| —coEm<—l pozitiv reale şi neegale | 
m=—1 nul reale şi egale 

—l<m=<aq4 negativ imaginare conjugale 
m=4 nul reale şi egale 

| 4 < nS+o pozitiv reale şi neegale | 
.           

245, Neegalităţi de gradul al doilea. Numim astfel neegalităţile, care sc pot reduce la forma ” 
(54) amuz >0 sau (55) ax+izt+e<o, 

Să considerăm neegalitatea (54). A rezolvă această neegalitate, în- seamnă a află toate valorile hui z, Doniru care trinomul ax+ ba e e poziliv. | 
10. Dacă rădăcinile trinomului (54) sunt reale şi neegale a < a”, trinomul are semnul lui a pentru z < 2" și > a" şi semn contrar cu a pentru e <z<a [241,1]. Prin urmare: dacă a > 0, neegalitatea (54) e satisfăcută pentru z < a” și >"; dacă a<g, necgalitatea (54) e satisfăcută pentru 2 < a < a". | 20. Dacă rădăcinile trinomului ari bz + e sunt reale şi egale sau imaginare, trinomul are întotdeauna semnul lui a [241, 2]. Prin urmare, dată a >> 0, neegalitatea (54) e satisfăcută pentru orice valoare ahu z (1); dacă a < 0, neegalitatea (54) nu e satisfăcută de nici o valoare a lui , Neegalitatea (55) se rezolvă și se discută în mod analog. 

EXEMPLU, Să sc rezolve necgalitatea a?— 8 — 4<0, Ecuația 2—3x—4=0 are rădăcinile a'= — 1, "= 4, Cocficientul lui a? fiind pozitiv, trinomul z?— 3 —4 e negativ pentru toate valorile lui a cuprinse între —1 şi 4 şi numai pentru aceste valori, , ” 

    
(1) Se exceptează numai rădăcina dublă X=x', pentru care trinomul e nul, 

M. a, " 
16 

4
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24, Neegalităţi raționale, |. Noegalitate întreagă. 
ReauLă, Ca să rezolvăm o neegalitate de forma 

(56) f.9.h >0, 
10. Rezolăm fiecare dintre ecuaţiile 

F=0, 9=0, n=0. 
20. Aşezăm în ordine crescăloare toate rădăcinile reale ale acestor ecuaţii: a <h<y<...<a. 
30, Determiniim semnul fiecărui faelor f, 9» h în intervalele 

To a,f; Bv ..; a, oo, 
49. Deducom semnul produsului fgh în fiecare din aceste interva- le și soluțiile ncegalității (56) sunt valorile lui a din intervalele în care produsul fgl e pozitiv. 

"EXEMPLU, Să se rezolve neegalitatea 

(57) (277 — 9-10) (af 1) (72 253) (509 0. 
Factorul = 9at— 9241-10 are rădăcinile reale 2 și =; e: negativ între ră- dăcini şi pozitiv în afară. 

| Factorul g = 241 are rădăcinile imaginare şi rămâne Doziliv, Factorul p = p2— 2z—38 are rădăcinile reale —1 şi 8; e negativ intre rădă- cini şi pozitiv în afară, , , | Factorul = 5z—94 are rădăcina. reală z=%; e negativ pentru 2 < = şi pozitiv pentru a >3. 
Aşezând aceste cinci rădăcini în ordine. crescătoare obţinem şirul : | 5 PR , SS, —l1, 2, 3» 3, z» +, 

care imparte şirul numerelor reale în 6 intervale, Inseriind întrun tablou seninul fie. cărui factor f, g, h, k pentru a cuprins în fiecare din aceste intervale, deducem seninul produsului fghh după regula semnelor [47]. . 

  

  

  

  

  
  

        
  

z. — co —1 2 = a = + 

f + FO 0 . J + Ph + 
E 0 0 + 
h — — — — — 04 

Îfonz| 0 FV — 0 +v-— 03 

„_ Neegalitatea (57) e verificată pentru  < — |, 2<a<* şi scz -
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II. Neegalitate fracţionară. In mod analog se rezolvă şi o neegalitate fracționară. Trecând toţi termenii în membrul întâi, o redu- cem la forma 

(58) L>0 sau fo, 
9 9 

OBSERVARE. Aceste ncegalităţi sunt respectiv echivalente cu reegalitățile în- ircgi [9 >0 sau fy<0. - 

EXEMPLU. Să se rezolve ncegalitatea 
- , x 2x49, (39) Aha > SI 

Trecând toţi termenii în membrul întâi obtinem 
o 

9 +9 > 0 sau 
“ xi x+l 

Trinomul a*—6z4-7 are rădăcinile reale 34+V2 şi 3— V2; binomul a2—4 are rădăcinile reale +1 și —1, Aceste patru rădăcini ne dau șirul 

x, —1, i, 3— >, _3+Yă, -k- oo 

2— 6, x 01 >0 

LX —l 

“și tabloul: 

  

  

  

  

  

e o —1 1 3—Vz 3+V2 +a 
6-7 + + + 0 — 9 + 
1 + 0 — 0 + + + 

Raporid o o + 0 — U +       
  
  

  

Necgalitatea (59) e satisfăcută pentru z < —] „1l<a<3-—V2 şi 2>3+V3, a 

245. Fcuaţii obținute prin ridicare la putere “ Când ridicăm la o aceeaș putere ambii nembri ai acei ecuații, obținem o nouă ecuație, care are toate rădăcinile ceuației vechi, dar care poate avei, şi rădăcini străine. Astlel dacă f şi g sunt două expresii algebrice, orice soluţii a ecuaţiei 
(60) Fa sau  f—g9=0 
satisfac și la ecuaţia 

(61) fig sau f—p=0 sau (f-9)(f+9)=0. 
Reciproca însă nu e adevărată, Ecuația (61) se descompune în f-y=0 şi f+9g=0 și rădăcinile ecuaţiei f+g9=0 sau f=—y sa- tisfae ccuaţia (61) dar ma satisfac ecuația (60). pentru 0. 
EXEMPLU: 22 —3=—1, Ridieana la patrat obținem 

37-24-91 “sau 4ai—1224+8=0, 
ecuaţie, care are rădăcinile z==] și 2=2, Dintre acestea puma; z==9 satisface la ecuația dali; z==1 e o rădăcină străină introdusă prin ridicare la patrat.
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246. Ecuaţii iraționale. Numim astfel o ecuaţie, care conţine ne- cunoscuta, sub radicali. Pentru a o rezolvă o aducem la forma, rațională, făcând să dispară radicalii prin ridicări la putere convenabil efectuate; Vom consideră câteva cazuri elementare: 
“Cazul 1. Beuaţia conține un singur radical. In acest caz: 

19, Jzolăm radicalul, adică lăsiim termenul 
- bru al ccuâţiei, iar pe toți ceilalţi termeni îi trecem în cclălalt membru. 20, Ridicăm ambii membri as ecuației la pulerea egală cu indicele radicalului. Astfel ecuaţia devine rafională, - 

3%, Rezolvăm ecuația rațională obţinută. 
49, Cercetăm, care dintre soluţiile găsite satisface ecuația iraţională dată. 
EXEMPLU: 32473 =. 
Izolând radicalul avem Vz=i =6—3z. 
Ridicând la patrat ambii membri, 

cu radicalul într'un mem- 

deducem ecuaţia rațională 
2—2=36—36x4- 9 sau 9372438 =0, 

care are două rădăcini: = 5 şi z=3: 
Dintre acestea, pumai a=9 satisface la ecuația îrațională dată ; cealaltă va- loare 2 e o rădăcină străină introdusă prin ridicarea la patrat, 

Cazul II. Fcuafia conține două rădăcini patrate. In acest caz: 
19. Zzolăm un radical și ridicăm ambii membri ai ecuaţiei la pu- terea arălată de indicele acestui radical. Astfel radicălul izolat 20, Zzolăm şi pe al doilea radical 

cem să dispară şi acest radical, 

EXEMPLU: Va=3+VzZ6=3, 
Izolând primul radical găsim Vz = 3. VzZ6, Ridicând la patrat avem:. —3 = 9—6Vz—6-ra—s, Izolând și termenul cu al doilea radical, găsim 

6V/z—6-=6 sau VzZ6=1 
şi ridicând la patrat, ob 
Se verifică uşor că a:= 

dispare. 
şi printr'o operaţie analoagă fa- 

ținem ecuaţia raționali z — 6 = 1, care are răd ăcina z=f, 7 satisface ecuaţia iraţională dată, 

Cazul III. Fcuafia conține mai nulți radicali. 
mai complicată şi ca să facem să dis 
țăm metode speciale pentru fiecare caz 

Problema e mult 
pară radicalii, trebue să întrebuin- 

3 : 3 
s_ 3 EXEMPLU: Vu Vu=1+ Vu =0 se scrie Vu 

"Ridicând ambii membri la cub, obţinem 
3 3 — . u-3 Vu (u 2) 4-3 Va (4—1)hu—1=—u3 

—_ N 
u—l == ua, 

sau 

ata TD [a pu apa
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” 3 3 
3 şi înlocuind pe Vu-+-Vu ZI prin cantitatea egală —Vu=3, ajungem la ecuaţia 

3 

3Vu tu —1) (423) = 3u—4, 
care conţine un singur radical (cazul 1). 

III. — ECUAȚII DE GRAD SUPERIOR, 

247, Ecuația hipatrată. Numim ecuaţie bipatfată o ecuaţie de gra- dul al patrulea de forma 
(62) az + o=0. 

Punând «= Y, obţinem o ecuaţie de gradul al doilea în y: 
(68) aj by+e=0, 
care se numeşte rezolvanla ecuaţiei bipatrate (69), 

REGULĂ. Ca să rezolvăm o ecuaţie bipatrată : 
10. Calculăm rădăcinile 7 şi y” ale rezolvanlei, 
20. Inlocuim în zi =y pe 4 succesiv prin v' şi y” şi formăm | ecuaţiile 2 = pp și a — y”. 
30, Rezolvăm aceste două ecuaţii şi rădăcinile lor 

=, ==, B+ 7, ap 
sunt rădăcinile ecuaţiei bipatrate. 

FonmuLă. Rădăcinile rezolvantei (63) fiind . 

—5t Vuza . 
va 

î. . = 

toate rădăcinile ccuațici Dipatrate sunt cuprinse în formula : 

Se |Zoif2 (LIV) = | eee, 
EXEMPLU. Să se rezolve ecuația gi— 2a2—3 — 0. Punând 2=y, obținem re- zolvanta y—2y—38==0, care are rădăcinile Y=38 şi y'=—1, Rezolvând apoi ecuaţiile a1=— 3 şi a=— 1, obținem rădăcinile ecuaţiei bi- patrate: a =+V35, a=—V3, Z3=i, ==, 

  

Discușie, Cazul I: 92—4ac>0, Rădăcinile 7” și y” alo rezol: vantei sunt reale şi ncegale, - 
* 10. Dacă => 0, valorile v' şi "sunt de acelaş semn [237]. 
Dacă Z < 0, y şi y” sunt pozitive și ecuaţia bipatrată arc 4 ră 

dăcini reale de forma +a, 3-8. Dacă > 0, y' şi y” sunt negative şi 
ecuaţia bipatratţă arc 4 rădăcini îmaginare pure de forma tai, +fi.
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20. Dacă = < 0, valorile și ” sunt de semne contrarii. Ecuația bipatrată are 2 rădăcini reale simetrice (de forma ta) şi 2 rădăcini imaginare pure simelrice (de forma FBI) 
30. Dacă = =0, U e diferit de zero și una dintro rădăcinile rezol- vaulei e nulă, Dacă 2< 0, cealaltă rădăcină a rezolvantei o pozitivă şi ecuaţia bipatrată are, 1 rădăcină nulă dublă, şi 2 rădăcini reale sime- trice; dacă, 7 > 0, ccalaltă rădăcină a rezolvantei e negalivă şi ecuaţia bipatrată are 1 rădăcină nulă dublă și 2 rădăcini imaginare pure simetrice. Cazul II: W—4ae= 0. Rădăcinile Y' Și 7” ale rezolvantei sunț reale și egale (pp = ap" ). In acest caz trebue să avem ac >> 0 sau = >0. Dacă 2< 0, 7 o pozitiv şi ecuaţia bipatrată are 2 rădăcini reale simetrice duble; dacă 2> 0, 2 e negativ și ecuaţia bipatrată are 2 ră- dăcini imaginare pure simetrice duble, 

Dacă 2= 0, y' e nul ecuaţia se reduce la az! =0 și are o sin- gură rădăcină 2 =0 de ordinul 4 de mulliplicitate ( cuadruplă ). 2 

._. 
. . . 

Cazul III: 9*— 4ae < 0. Rădăcinile rezolvantei sunt imaginare ; ecuaţia bipatrată are + rădăcini. imaginare conjugate două câte două. 
248. Descompunerea trinomului hipatrat în factori, Un polinom de forma 

(64) i aai+ ba e 
, 

e un trinom bipatral. Făcâna Substituţia a — Y obţinem” un trinom de gradul al doilea în Yi agp bye, 
Dacă 7" și:/” sunt rădăcinile ecuaţiei apr by+e=0, avem 

at dy+e = a(y—7)(y—y”) 
și reînlocuind pe Yy prin E, găsim identitatea 
(65) = azi bat e = a(a2%— y')(a— 7”) sau 
(60) ala Pe Pe P(erip), 

TeonEMĂ. Orice trinom bipatrat se poate serie sub formă de produs _: de doi factori de gradul al doilea sau de Dalru factori de gradul întâi, 
OBSERVARE. In identitățile (65) sau (66) 77 şi pr, Vp și Vp” pot f nu- mere reale sau imaginare, i 

.
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249, Factori reali, Iată cum putem să descompunem un trinom bipatrat într'un produs de factori de gradul întâi sau al doilea cu coeficienţi reali, 
Să considerăm : 

Ecuația bipatrată Substituția " Trinomul bipatrat az iațo=0 = y A ax+-iţe 
Ecuația rezolvantă Rădăcinile rezolvantei Trinomul rezolvantei aj by-te=0 și pr af-kby-ke, 
DISCUŢIE. Cazul 1: Rădăcinile. zp, 7” reale şi necgale. Avem 

af byte = ay —yp)y ym). 
10, 3 > 0, "> 0, Punând Y=a, y”= & (a,g reale ),. trinomul Dbipatrat tab -c se poate serie -. 

= a(a%— 0) (—p) = a(z—a)(z+a)(z—8)(z +a), 
cu toţi factorii cu coeficienţi reali, - 

20, 79" <0, de exemplu > 0, p"<9, Punând =, "= — 7 avem iar 0ipi) = alz—a)tzta) (tg), 90, 7 <0, "0. Punând == =—f, găsim 

== ala d) (tg). | Cazul |: Y, y” reale şi egale. Trinomul rezolvantei se poate scrie 
aj dute == a(y—yp). 

19, Pentru p>0, y= a, avem 4 = a(a2— 2): a(z— a(zi-bay. 
29, Pentru 7 < 0, Y=—aj avem = a(a a)”, . 
3% Pentru y ==0 avem 1— azi, 

Cazul 1Il:; pf 7” îmaginare. In acest caz avem 32—4 ae <0 şi ae >0, Punând. î=N (A real) putem sepie | 
3 b „d = [at Pap 2] = aa Zrt] 

sau, adunând şi scăzând pe: 2a, 

i [20 patat Bat 2? | 

= az (a 22]. 
Pe de altă parte ţi< tac ne dă 
2 - 2 - - | „. De 4 sau 2 <a de unde 2<9 sau a-—250. 

a" a “a - 
a 

a 
Punând dar 20 —2 = (pi real ), găsim. 

== a (ra pia] = a(zhtha)(tha—na) şi trinomul bipatrat e încă descompus într'un produs de doi factori de gradul al doi- lea cu coeficienţi real;. N
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EXEMPLE, 10, ai— 1422-1-45. Rezolvanta Vf 14y 45 =0 are rădăcinile = 9, y'= 5. Deci 

ai 14-45 = (2—9)(4—5) = (2—3)(2-F+3) (2 —V5)(2+V5). 
90, Sai 5at— 4. Rădăcinile rezolvantei sunt == 3 "= — 1, Deci 
Dat 5a?—4 = 9(2—2) (2-1) = (32—2) (3229) (rr). 

A, 2at-[- Ta? 38. Rezolvanta are rădăcinile z/=— 3, = — Z „Deci 
| dat 7a43 = 203) 7) = (a2F3) (9241). 

10, Şa'— 50 93, Rezolvanta are o rădăcină dublă: yp= a: Deci 
* Dat— 9022435 == 9 (2-7) = (9a?—5), 

50. a*--1. Rezolvanta P+F-1==0 are rădăcinile imaginare: y=i, p=—, 
Scriecm 

2 a apoi — 9 — (21) (Va) 

2-1 = (22 1-baV5) (2 L—zV2). 
OBSERVARE, Această descompunere reduce rezolvarea unei ecuaţii bipa/rale la rezolvarea unor ecuaţii de gradul întâ sau de gradul al doilea. 

și găsim produsul 

250. Ecuaţii reciproce. O ocuaţie întreagă (2) = 0, în care po- linomul f(z) e ordonat, se zice reciprocă în două cazuri: 
10. Dacă termenii extremi şi termenii ega! depărtaţi de extremi au coeficienții egali şi de acelaş semn. 
20. Dacă termenii, extremi şi termenii egal depărtați de exiremi au coeficienţii egali şi de semne contrare. | | 

OBSERVARE. In cazul al doilea, dacă polinomul f(z), presupus complect, e de grad păreche (adică are un număr nepăreche de termeni), termenul dela mijluc tre- bue să fie nul, i 
EXEMPLE, Ecuațiile 5a— 7a— Ta +5=0 şi zi 821-832 —1=0 sunt ecuaţii reciproce; prima e de forma 10 și cealaltă e de -forma 20, 

10, Pentru a rezolvă ecuaţiile reciproce de gradul întâi și al doilea. n'avem nevoe de metode speciale. | 
20, O ecuaţie reciprocă de gradul al treilea e de forma 

(67) az + ba beta =0 ăi 
său 

- , 

(68) | aa Va baz —a=0. - 
Să considerăm prima ecuaţie. Grupând, câte doi, termenii cu coefi- cienţi egali, obținem | 

a(2+ 1)+ da(2+1)=0
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şi fiindcă avem + 1 == (2+1)(22— a + 1), ecuaţia 'se poate scrie 
(2-+1)[aa*— (a—b)z-+a]=0, 

şi rezolvarea ei se reduce la rezolvarea ecuaţiilor 

LTI=0 şi ax—(a-b)zra=0. | 

Printr'o transformare analoagă ecuaţia (68) se poate serie 
(z—1)[aa”+ (a+d)z + a]=0 

Și rezolvarea, ci se reduce la rezolvarea ecuaţiilor | 

z=1=0 şi at + (atd)ata = =0, 
EXEMPLU: 3at— 18. 182 —3 = = o e o ecuaţie reciprocă de forma. (68). Grupând termenii cu coeficienţi egali (în valoare absolută ), o scriem 
3 (2%—1) —13z(2— —1)=0 sau (2—1) (822—102-4+8) =0 

și ecuaţia se descompune în z—1=0 şi 8a2—102-+-3=0, care no dau rădă- 
cinile 2,=1, zz= 3, rs =: 

30. O ecuaţie reciprocă de gradul al patrulea e de forma 

(69) : az 11. Daă + ex? bz+a=0 
„sau | o 

(70) azi+ d bea =0, 

deoarece, în cazul al doilea, termenul dela mijloc trebue să lipsească. 
Grupând câte doi termenii egal depărtaţi de extremi, ecuaţia (69) se serie 

a(zt +1) ba + 2)+ ea? = 0 
Și, împărțind ecuaţia cu aa deducem 

(71) aia) to(ar2)re=o. 
Punând apoi A 

(72) ady 
obținem. 

a] 12 , 
(22) = 0424 =y ? sau Pi =y 2_2 

și ecuaţia (71) se transformă într'o ecuaţie de gradul al doilea în y 
(73)  a(42—2)rye=0 sau af by + 0200, 
care se numeşte rezolvanta ecuaţiei reciproce (69).
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- Tnlocuind în relația, | 

z4+i=y sau  "a2—ay4+1=0 

pe y, succesiv, prin rădăcinile y/ şi pr ale ecuaţiei rezolvante ( 73), ob- ținem două ecuaţii de! gradul al doilea 

(74) Pap 10 şi 2 zp"'+- 1=0, 
care, rezolvate, ne dau cele pairu rădăcini ale. ecuaţiei reciproce (69). 

| OBSERVARE. Fiindcă produsul rădăcinilor fiecărei ecuaţii (74) e egal cu 1, rădă. cinile ecuației reciproce sunt de forma: zi =a, ni T3=8B, =: 

Pentru a rezolvă ecuaţia (70), o scriem 

a (z1— 1)+ de(22— 1)=0 
sau, punând 22— 1 ca factor comun, găsim 

(a? — 1)(az2.+ dz + a)=0 
şi problema se reduce la rezolvarea a două ecuaţii de gradul al doilea; 

a2—1=90 şi a2+ data =0, 
EXEMPLU: ai— 8a%— dat 8-1 = 9, 
Ecuația e reciprocă de forma. (69 ). Grupând termenii egal depărtați de extremi 

2-1 —8 (4-1) — 9200 
și împărțind cu a, ecuaţia se scrie a 

- 1 “19 

Punând apoi z+Ii=y şi al = p—2, obținem rezolvanta : BE 

1—3y—4=0, 
care are rădăcinile 7/=4 Și p=—q, 

Inlocuind pe 7 prin aceste valori în a*— zy-+1=0, obtinem ecuaţiile 
d—4z4+1=0. şi z2haţ1=0, 

care ne dau rădăcinile ecuaţiei reciproce: 

— i & 
—1— Va 

a =2+V8, z=2—7ă; ate, = E, 
OBSERVARE. Rădăcinile, două cate două, sunt una înversa celeilalie, fiindcă avem 

  

  

PI = 9 Va a (EV De+VD _ Aa, - .2+4+V/3 24+V3 245 x, 
a IZEI 2 1 

2 = pi Vă) ZII Dă
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40. O ecuaţie reciprocă de gradul al cincilea e de forma 
(75) aa Ut cx3- ca?+ bata =0. 

sau 
(76) at baiat ex ca? br — a —0. 

Ecuația (75) aamiţând rădăvina z==— 1, membrul întâi al ei e divizibil prin +1; prin urmare ecuaţia se poate serie 

(241) [azt— (0-5) (a—d--e)2*— (a—b)z--a] =0 
și so descompune în z+1=—0 și 

azt— (a—0)5+ (a—b-pc)a?— (a—b)zra =0. 

Reducem: astfel rezolvarea ecuaţiei (75) la rezolvarea unei ecuaţii reciproce de gradul al patrulea. 
In mod analog se rezolvă şi ecuaţia (76), observând că polinomul 

din membrul întâi se anulează pentru z= 1, deci e divizibil prin z—1, 

251. Ecuaţii binome. Se numește ecuație binomă o ecuaţie de forma 
(77) 42%+ Ba =0, Aa 
în care membrul întâi e un binom întreg. în . | 

Dacă p > q, de exemplu p = q-+m, punând a? în factor, ecuaţia se poate serie “ | 
(78) a (Az"+ B)=0 

ŞI se descompune fn z=0 şi 

(79) Az'+B=0 sa m, 

Ecuația a = O no dă g rădăcini male. Celelalte rădăcini, ale ecua- ției (77) sunt date de ecuaţia (79), care e de forma pr: 

(80) , a =a “[a=-2]. 

„Rădăcinile ecuaţiei binome (80) sunt rădăcinile a m-a algebrice (1) ale numărului a, adică valorile algebrice, care ridicate la puterea 7 ne dau pe a. Ecuația fiind de grad m, admite m rădăcini [1$2]: 
Există dar m numere algebrice (reale sau imaginare), care se pot 

„N 

veprezentă prin simbohul a, . : 

  
p (1) Aci so confundă cele două înţelesuri ale cuvântului rădăcină: i, răd ăcina sau soluția unei ecuaţii și 2%, rădăcina dela oxtragerca rădăcinii dintrun număr,
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OBSERVARE. Dacă a e real şi poziliv, există un număr şi numai unul real pă : 
şi pozitiv a= Va, care se numește rădăcina a m-a aritmetică a lui a [122]. 

Pentru rădăcinile algebrice ale unui număr real a, avem următoarea: 
REGULA. 10, Dacă m e nepăreche, ecuaţia a” — a admite o rădă- cină, reală şi maumnai una; ca € de acelaş semn cu a. Celelalte m-—l „rădăcini sunt imaginare. 
20, Dacă m e păreche şi a pozitiv, ecuaţia a"—a admite doud m 

. m rădăcini reale simetrice: zi =+ Va (rădăcina aritmetică) şi z> =-— a. ; celelalte m—2 rădăcini sunt imaginare. . E 
80. Dacă m e păreche şi a negativ, ecuaţia z"=— a nu admile nicio rădăcină reală; toate rădăcinile ci sunt imaginare. 

N 

4 EXEMPLE, 10, a—9=—0 sau zi==9, Rădăcina „aritmetică e «,=Vy= 3: Rădăcinile algebrice reale sunt za=4+V3 Şi za=—V3; celelalte două rădăcini sunt imaginare. 
5 

20, 82257—213=0 sau a5=— 258 - Rădăcina aritmetică adică a, = = 3 e singura rădăcină reală ; celelalte 4 rădăcini sunt imaginare, 5 iu 90, 251-243 ==0 sau ai=— 243 are o singură rădăcină real; z=V—43=—3 ; celelalte 4 rădăcini sunt imaginare, 
49 8a?.-5==0 sau D= are toate rădăcinile imaginare, 

  

Rezolvarea com plectă. Pentru a găsi toale rădăcinile, reale şi imaginare, ale unei ecuaţii binome de forma 

(80) 2" =a, 
căutăm să descompunem binomul 2" — a întrun produs de factori, cari, - egalaţi cu 0, să ne dea ecuaţii pe care să le putem rezolvă, Dacă cunoaştem o rădăcină z=a a ecuaţiei (80), avem «= aq și punând - o ” 
(81) z=ay, 
ecuaţia binomă devine a" a" sau 

(82) =, 
Astfel rezolvarea ecuaţiei (80) se reduce la rezolvarea ecuaţiei (82) şi la înmulţirea (81): 
REGuLă. Dacă Yi Vas se Ym Sunt rădăcinile a m-a ale unității (rădăcinile ecuaţiei "= 1) şi dacă a eo rădăcină a m-a a numă.. rului a, toate rădăcinile a m-a ale numărului a (adică toate rădăcinile ecuației binome 2" = a) sunt: 

3 
D= 2y, La = 0, .... Ta = Xe
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EXEMPLU. Ca să rezolvăm ecuaţia binomă 2 271=0 sau = — 27, care are rădăcina az, =—3, e deajuns să rezolvăm ecuația p=1 sau p—1=0,: adică să caleulăm rădăcinile cubice ale unității 
Fiindcă avem p—1 = (y—1)(72-+-y-+1), ecuaţia 1—1==0 se descom- pune în y—1==0 şi f-ty++1=0 şi ne dă rădăcinile i 

=1+i8, Pa =LY8, 

lamulţind cu —3 ficeare din aceste numere, găsim 

Mil, = 

  

, 3—3iV5 3+3:/3 &=—3, m =85<3l, zp = 238, 
care sunt rădăcinile ecuaţiei a?4-27—0, 

Rădăcinile unităţii se pot calculă, ușor în următoarele cazuri : 
10, cî—1=90, Binomul z*— 1 se anulează pentru 2z= 1, deci e divizibil prin a—1 şi efectuând împărţirea găsim 

e A: = (z—1)(7+a+1); 
prin urmare ecuaţia 2%—1=0 are o rădăcină reală a=1: şi două rădăcini imaginare conjugate, date de ecuaţia + z+1=0, 

20, a.-1==0. In mod analog gisim 

zi+ 1 = (z+ 1)(7— +1). 
Ecuația are o rădăcină reală 2 =—1 şi două rădăcini imagi- nare conjugate, date de ceuaţia z—z24+1=0, " 
30, ai—1=0, Avem ai— 1 = (2— 1)(20+1). „ | | Ecuația are două rădăcini reale +I şi —1 date de 2—1=—0 și două rădăcini irhaginare ri şi —i date de 22+1—=90, 
4, ai 1=0, Putem scrie 

PAI 274 1-90 (24 1P-(a fy | 
=(7Loefau 1) (2-a 2 + 1). 

Ecuația ate 1 rădăcini imaginare, conjugate două câte două, date de ecuaţiile 

rara V3+1—=0 Și răi 0. 

50, a%—1= 0, Avem 1 = (2—1) (af a + 1). Ecuația are 1 rădăcină reală 2 = 1 şi 4 rădăcini imaginare, care se obţin rezolvând ecuaţia reciprocă: mi a a a 1 =0 [250, 3]. 
60, +10, Avem +1 = (2 1)(2— aq oz). Ecuația are 1 rădăcină reală D= —1 şi 4 rădăcini imaginare, care se obţin rezolvând ecuaţia reciprocă: ai + io +] = 0.
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„70. In acelaș fel observând că avem identitățile : | 
1 =(7—1)(41), d-aia (2% — 1)(%+ 1), 

| 201 = (7 1)(af 1), | 
rezolvările complecte ale ecuaţiilor binome 

z-—1=0, a8— 1 =0, 21%—1=0 

se reduc la rezolvările unor ecuaţii binome din cazurile precedente. 

252, Ecuaţii trinome,. Se numește ecuaţie trinomă o ecuaţie de forma 
(83) î aa ba cu =0, | 
în care membrul întâi e un trinom, pe care-l presupunem ordonat după puterile descrescătoare alo lui z. 

Dacă avem p—g9= q—r=—mn, deducem 

I=7r+n,  p=qțuzrt?n Ă 
şi ecuaţia trinomă (83) se poate serie 

(84) az bath ca! = 0 
sau 2 2 (az* 4 bah c) = 0 

şi se descompune în z"=0 şi 

(85) - az" ide =0, 
Prin urmare ecuaţia (84) are 7 rădăcini nule şi alte 2n rădăcini, care se obţin rezolvând ecuaţia (85). 
Punând 

(86) my deci agp 

ecuaţia (85) devine o ecuaţie de gradul al doilea în y 

(87) ady r0=0 | 
Şi, pentru fiecare rădăcină ş' şi 9” a ecuaţiei (87), ecuaţiile binome 
2 =y şi 2" —y" no dau câte n rădăcini pentru ecuaţia trinomă (85). 

RecuLă. Ca să rezolvăm o ecuaţie trinomă de forma i 

az + bac =0, | 

10. Punând 2'=—y formăm ecuația de gradul al doilea 

af + byte =0;



III. — ECUAȚII DE GRAD SUPERIOR, 955 

20. Căutăm soluțiile y' şi y” ale acestei ecuaţii ; 
30, Rezolvăm ecuaţiile binome 2 = şp, af = gr, 

EXEMPLU î a1—19a1— 916 = 0. Punând pe z în factor comun, ecuaţia se 
scrie a (a'— 192%—216) == 0 şi se descompune în z=0 și 2—19a1—216 =0. 

Făcând substituţia 2 = y, ultima ecuaţie devine f—19y —216 =0 şi ad- 
mite rădăcinile g/ = 27, y”= — 8, Rămâne dar să rezolvăm ecuaţiile binome 

(a)  2=27, (8). a=—8, 
Rădăcinile cubice ale unităţii find 

—1+i ii Va 0) a, E tai 
o rădăcină a. ecuaţiei (a) fiind V27=—=3; o rădăcină a, ecuaţiei (8) fiind V=Z8 = —3; 
rădăcinile ecuaţiilor binome (a) şi (8) sunt numerele (>) înmulţite respectiv cu 3 
şi — 2, Prin urmare rădăcinile ecuaţiei triname date sunt 

—3+3iV5 —3—3iV/3 2 =0; 2=3, ay = BF =; 

2=—2, az=1—iVă, 2 =1+iVa. 
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253. O ecuaţie cu mai multe nceunoseute. Să considerăm o 
ccuaţie de gradul al doilea cu doză necunoscute m Şi y, de forma cea 
mai generală 

(88) az? by ++ cf+ de ey+f= 0. 

> Membrul întâi e un polinom de gradul al doilea în z şi y. Va- 
loarea. numerică a,lui depinde de valorile, pe care le dăm variabilelor 
z şi y. Dacă pentru z=a, și Y = Yo membrul întâi al ecuaţiei (88) 
are valoarea zero, zicem că numerele %o Şi o formează un sistem de 
soluții al acestei ecuaţii. 

REGULĂ. Ca să găsim an sistem de soluții pentru o ecuaţie cu două necunoscute, procedăm în modul următor: 

10. Ludm pentru z o valoare arbitrară 29. | | 
20. Inlocuim în ecuaţie, pe prin %o şi obținem o' ecuaţie cu o singură necunosculă y. | - 
90. Rezolvăm această ecuație. - . : 
Dacă ecuaţia e de gradul al doilea în + » găsim, în general, două rădăcini g' şi y” (reale sau imaginare). Perechile de valori o, ş” şi 

z9,Yy”, astiel obţinute, sunt două sisteme de soluţii pentru ecuaţia dată.
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In particular, ecuaţia! (88) pentru 2 = 29 devine 

(89) i C++ (Dao ++ e)y + az? do +-f = 0 
şi formula 

  
1 , 7 (90) Y = [oz + e)t | (oz AL c'— 4c(azo'+ dag + 7)] 

ne dă pentru două valori corespunzătoare y, și gp. 
Inlocuind pe zp succesiv prin 24, 2, cop as a obţinem astfel 

pentru ecuaţia (88) o infinitate de sisteme de soluții : 

„ 
II " 2 " LI 

o Vi or Yo; Co VW Das Vi m. Zi Uni Pa Ym m. 

OBSERVARE. Dacă ecuaţia (80). are coeficienţii reali şi dacă se caută numai 
soluţiile reale, se pot întâmplă trei cazuri, 

Pentru un număr real 2 == (dat sau ales arbitrar) cantitatea de sub radical din formula (90) poate fi: 15, pozitivă ; 20, mulă; 80. negativă. , | 
In fiecare din aceste “cazuri, valorile lui y sunt: 1, reale şi ncegale (y, vw): 

20, reale și egale (19); 30, imaginare; și ecuaţia (88), pentru z=—ay, 
în cazul 10 admite dou sisteme de soluţii distincte 3 
în cazul 20 admite un singur sistem de soluții 29, 4; 
în cazul 30 nu admite niciun sistem de soluţii reale, 

io Vi 

“EXEMPLU, Ecuația a-ț-yf—z—2y-+1 = 0, 'ordonată după .puterile lui 
se scrie = 2y ai =0 şi ne dă 

(91) - y = 1/2 PF) = 15703). 
Pentru fiecare valoare reală a lui cuprinsă între 0 şi 1 cantitatea de sub 

radical e pozitivă şi formula (91) ne dă pentru y două valori reale şi distincle, Ast- 
fel, pentru z= avem Wii şi p=l— iti i 

Pentru z=0 sau z==1 cantitatea de sub radical e nulă şi găsim y=1, 
Pentru z<0 şi pentru a >> 1 cantitatea de sub radical e negativi şi valo- 

rile lui sunt îmaginare, 

GENERALIZARE, Ca să rezolvăm o ecuaţie cu mai multe necumnoscule 

(92) ” f(z, Y, Z, ..)=0, 

„ procedăm în mod analog: 
10. Luăm pentru toate necunoscutele (y, z, ...), afară de una (2), 

valori arbitrare (30, 20, ... 
20. Formăm ecuația cu 0 singură necunoscută fi, yo, 203 +.) 20. 
30, -Rezolvăm această ecuaţie. 

"Dacă f(z, y, 2, ..) e un polinom de grad:m în z, rezolvând: 
ecuaţia f(, yo, 20, ...)== 0. găsim p rădăcini distincte î,, 2, ..., 2
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(1 <p SS) (), care asociate cu jo, 29, «. ne dau p sisteme de so- 
luţii pentru ecuaţia (92): 

Ci, os ZUp se. Xa 10 203 -.. Xp Yo; 203 eee 

La fiecare sistem de valori yo, 20, -.:, date sau luate arbitrar 
pentru nocunosculele y, z, ..., corespund cel puţin anul și cel mult 
sisteme de soluţii pentru ecuaţia (92). Prin urmare: o cenuţie întreagă. 
cu mai mulle mecunoseule admite o infinitate de sisteme de soluții. 

254. Sistem de ccuaţii neliniare. Dacă avem două ecuaţii cu două 
necunoscute E ” 

(93) (ze 9)=0, g(z,p)=0,. 
fiecare ecuaţie, luată separat, admite câte o înfinilate de sisteme de 
soluţii ; dar — în general — un sistem de soluţii al uneia dintre ecuaţii 
mu satisface şi pe cealaltă ceuaţie. 

Totuşi .se pot găsi, ca şi la ecuaţiile liniare [20S ], sisteme de so- 
luţii comune pentru' ambele ecuații: acestea sunt soluțiile sistemului de 
ecuații (93). A rezolvă sistemul însemnează a găsi aceste soluţii comaumne, 

Vom consideră două cazuri : | | 
[. Când sistemul dat e format dintr'o ecuație de gradul al doilea 

ŞI 0 ecuație de yradul întâi. | 
Ii. Când sistemul e format din doud ecuații de gradul al doilea. 

CazuL ]. Avem 

(94) (1) az? bey + ep dr ey--f=0, 

(II) mzrny+p=0. 

Sistemul se poate rezolvă prin metoda substituției [208]. Ecuația (11), 
de gradul, întâi, ne dă 

(95) pa EP 
2 

şi substituind această expresie în locul lui Y în ecuaţia (1), obţinem o 
ecuaţie cu o singură necunosculă z, de gradul al doilea cel mult, adică 
de forma 

(96) ar pay =0. e 

Discuție, 19, Dacă a=k0 şi f?—4ay-k0, ecuaţia (96) este de 
gradul al doilea și are două rădăcini z și 2; formula (95), pentru 
  

(1) Dacă ecuaţia are.o rădăcină multiplă de ordin n, avem p=1; dacă toate rădăcinile sunt simple avem p=n; dacă ecuaţia are rădăcini multiple de ordin mai mic decât n, avem 1 <p<n [185], 

M. G. , | . 17
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z=2 şi =", no dă pentru 7/ două valori corespunziitoare Y' și". Sistemul (94) admite dar două sislome de soluții: a", y* şi 2", 20. Dacă «= 0 şi B'— day = 0, ecuaţia (96) ce tot de gradul al doilea, dar are o singură rădăcină a” (dublă). 
80, Dacă «= 0 şi 3 =F 0, ecuaţia (96) e de gradul în/âi și are o singură rădăcină z', 

” In amândouă cazurile 9 şi 89 formula (95 ) pentru z = 2%, ne dă: o singură valoare Y=y' şi sistemul (94) admite 1 singur sistem de soluții: agp 
49, Dacă «=0, B=0 dar y 0, ecuaţa (96) nu admite so= luţii și sistemul (94) e imposibil. 
50. Dacă şi a=0 și B=0 şiy=0, ecuaţia (96) e o identitate; "luând pentru z 0 valoare arbilară x, şi pentru y valoarea corespun-: zătoare yo [dată de formula (95) pentru = 29], perechile de valori . 20; Yo sunt soluţii ale sistemului (94). In acest caz sistemul (94) aad- mite o infinitate de sisteme de soluţii. - 
EXEMPLU, Să considerăm sistemul 

(97) (1) 32 2ay — pt —1=0, 
(1) br—y—6=0, 

În care p e un număr presupus cunuscut. 
Ecuația (II) ne dă y=pz—6 şi substituind această, expresie în locul lui în ecuaţia (1), 'obținem o ecuaţie de gradul al doilea în z 

(98) — (77 2p—8) 24 (12p 4-18) —37—0, 
Trinomul 3*4+-9p —3 (1) se anulează pentru P=1l şi p=—3. Prin urmare pentru p diferit de 1 și —â ecuaţia (96) e de' gradul al doilea. , De exemplu, pentru pP=—1, ecuaţia (98) devine 4-a —37=0 și ad- mite rădăcinile a'= 2,9, a'=— 38,17. Ecuația (97, II) devine —z—y—b=0 şi ne dă pentru ş valorile corespunzătoare g'=— 8,92, = — 9,83, Sistemul (47) admite două sisleme de soluții: a' == 9,92, = — 8,92 şi = — 3,17, p'=— 983, "Pentru p=1, ecuaţia (98) e de gradul în(âi și admite rădăcina z=1, Ecuația (97, IL) devine 2—y—6=0 şi ne dă pentru Y valoarea 4'=— 5, Siste» mul (97) admite an singur sistem de soluții: a = 1, p=—ă, 

CazuL II. Avem 

(1) a+-bayrefrdorey+f=0, 
(1) s az Vzyr Cf+ dz oyf=0. 

(99) 

O , In acest caz putem formă un sistem echivalent cu sistemul dat, dar în care o ecuaţie să fie de gradul înțâi în raport cu ma dintre necunoscute. s 

  
(1) Care ne delerinină valoarea a a coeticientului lui x2?,
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In adevăr, înmulțind ecuaţia (1) cu ce”, ecuaţia (II) cu —c și adu- nând, termenii în 7 se reduce [209] şi obţinem o ecuaţie de forma 

at Bay yatăyre=0, 
care asociată cu una dintre ecuaţiile (99), de exemplu. cu ecuaţia (1), ne dă sistemul mai simplu ” 

(1) ar bzyrefrdztey+ f=0, 
(UI)  (Bz+ră)y-r aa? ryo =0, 

echivalent cu sistemul (99). 

(100) 

Rezolvarea sistemului. 10, Dacă P=0 şi 6=0, ecuaţia „ (100, 11) conţine numai necunoscuta z; fic z, şi z, rădăcinile ei. 
- Inlocuind în ecuaţia (100,1) pe z prin a, şi z2 succesiv, obţinem două ecuaţii de gradul al doilea în Y. Prima (pentru z = 2) ne dă două rădăcini Yi» Yi; a doua (pentru 2 = 22) no dă alte doui rădă- cini 3; Vs. Găsim astfel pentru sistemul (99) patru sisteme de soluţii : 

Fa Vi Zu Y3 3, Yo; os Ye 

OBSERVARE. Numărul sistomelor de soluţii distincte e mai mic decât 4, când cel puţin una dintre ecuațiile auxiliare de gradul al doilea (numai în z sau numai în 7) are rădăcinile egale, 

20. Dacă numerele f şi 5 nu sunt amândouă nule, putem elimină necunoscuta y, între ecuaţiile (100), prin substituție [20S]. 
Ecuația (100, 11) ne dă 

_ Toby e. (101) = aa 

Și substituind uceasjă expresie în locul lui y în ecuaţia (100,1) obţi- nem 0 ecuaţie, care, sub formă întreagă, e — în general — de gradul al palrulea în a. | 
Dacă rădăcinile ci sunt z,, 2, za, 2; formula (101) ne dă, pen-. tru fiecare valoare a lui a, câte o valoare pentru y: 74, 2, Vas Vs şi sistemul (100) admite sistemele de soluţii : 

di» Vii Xa, Va; a, Va; zi, Yi 
EXEMPLU. Să considerăm sistemul 

(0) SP—5iey 1197-80 ip 297 0, 
(1) sabia 90. 

Adunând ecuaţia întâi cu a doua înmulțită cu 1, obţinem o ecuaţie de gra- dul întâi în y | - (103) 22- 3ăy — 9 —3y4-1=0, 

(102)
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care se mai poate scrie 
(2—1)(3y4+22—7)=0 

şi care asociată cu ecuaţia (102, I[), ne dă un sistem echivalent cu (102). 
Noul sistem se descompune în 

— 2 j [> Pa — N 2 9 — = 
(104) daf 22 —9 =0 şi (105) dr ft 12 —9=0 

. . z—1=0 3y-2z—7=0, 
A doua ecuaţie (101) ne dă z=1; prima ecuaţie (104), pentru e =1, de- vine g—.1 == 0 şi ne dă pentru g valorile 1 şi —1, 7 
Din a doua ecuaţie (103) scoțând valoarea lui y şi substituind-o în ecuaţia întâi, deducem o 'ecuaţie de gradul al doilea în 

dat bat 2=0, 
care admite rădăcinile 2 şi IL, Valorile lui corespunzătoare sunt 1 și 2, 

Sistemul (102) admite dar patru sisteme de soluţii : 

Al, pm=l; =, ja=—1; 23=2, =; z=T =? 

255. Sisteme particulare. 10, Sistemul 

(1 z+y=a (106) a _ (11) zy=. 

Ecuația (1) ne dă z=a-y şi înlocuind în ecuația (II) pe z prin a—y, obţinem 0 ecuaţie de gradul al doilea 

(107) | W—ay+v=0, 
care ne dă două rădăcini: y, şi 42 (diferite sau egale). Valorile core- 
spunzătoare ale lui z sunt z, = 0 ŞI da = apa. 

OBSERVARE. În acest caz, cunoscând suma aa soluţiilor şi produsul lor d, soluţiile z şi z sunt rădăcinile ecuației 2— az-+b = 0 [236, Problemă ]. Găsim ast- 
, 

fel următoarele două sisteme de soluţii: a,=7, y,=2"” şi r2=23", w=z, 
EXEMPLU. Să se rezolve sistemul | 

z+y=—3, 
zu = — 10, 

Valorile necunoscutelor şi y sunt rădăcinile ectiaţiei 

F+2—1020 sau 9248209020, 
care ne dă = 2,5, 3"= —€ și soluţiile sistemului. sunt : 

u=325, m=—t; D= — d, pa =2p5. 

20, Sistemul 

(UD) -zy=d, 

se poate rezolvă prin substituție ca şi sistemul, (106).
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80. Sistemul 

(ID) a+y=a, (109) AA 
(WU) xrary=d. 

Scoţând valoarea lui z din ecuaţia întâi și substituind-o în ecuaţia, 
a doua, obţinem 

(110) (a—yarpf=d sau 2 day =0. 

Această ecuaţie ne dă pentru y două valori: W ŞI We (diferite sau 
egale ). Valorile corespunzătoare ale necunoscutei sunt 2 =a—y, şi 
Za = a—Ya (şi cle diferite sau egale). Ă 

OBsenvAnE. Sistemul (109) se mai poate rezolvă și în modul ur- 
mător: Ridicând la patrat ambii membri ai ecuaţiei (109, 1), obţinem 

(111) + 2zy ya 

Fiindcă ecuaţia (109, 11): ne-dă cyp =), ecuaţia (111) se mai 
poate scrie 2zy=a'—9 şi, împreună cu ecuaţia (1), ne dă sistemul 
echivalent cu (109): | 

z+y=a, 
a2—b 
  LU = 

Reducem astfel problema la cazul 19 [sistemul (106)]. 

EXEMPLU. Sistemul 

(1) vhy=ă, (112) 2 (0) hf. 

Scoţând valoarea y=4—a din ecuaţia (1) şi substituind-o în ecuaţia (ID), 
obținem m—sx—1=0. Do aci deducem a =2+V5, mo -V3 şi relaţia 
y=t—a no dă p0—Vă, p=2++3. 

40, Sistemul 

| (D d-p=a, 
(113) UD) zar =d, 

Impărţind ecuaţia (1), (z—y)(2+y) = a, prin ecuaţia (IL), mem- 
bru cu membru, deducem 

(III) z—y =7: 

Sistemul (11), (111), echivalent cu (1), (UI), e de gradul întâi 
[209, Exemplul 1%]. Adunând şi scăzând ecuaţiile (II) şi (11) obţinem 

dy __ ba b— a 2z=V-1f, y i Sau D= pe =: “
l
a
 

 9D
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In moi analog se rezolvă sistemul 

t—pf=a, | - (114) yo 

50. Sistemul ă 

| (1) ciyj=a, ” (115) (UI) zp=a. 
Ridicând la patrat ambii membri ai ecuaţiei (11), deducem 

(1) pe 
și sistemul (1), (II), mai general decât (1), (ID), ne dă suma și produsul cantităţiloz z, 1. Procedând ca în cazul 10, dacă 2".și 2” sunt rădăcinile ecuaţiei 

-e ” 2 
z=—a2+b=0, . 

2 . 2 " , a ” 9 — ., Fi 
avem 2 —2, =" sau z=2,y=z; prin urmare 

z= tz, Yy=EVZ sau pat e y=+yz 
Primul grup ne dă 4 sisteme de soluţii; al doilea grup ne dă alte 4, Ecuațiile (1), (II) admit dar în total 8 sisteme de soluţii. Dintre acestea vmai 4 sisteme de soluții salisfae la ecuaţia cy=); celelalte 4 sunt soluţii străine, întroduse prin ridicarea la patrat (î), 
EXEMPLU, Ca să rezolvăm sistemul 

a? ap = 95 

zy=1, 

luăm a2-ţ-pt= 95, af = 144, Ecuația 2— 252-+-144=0 are rădăcinile = 9, 2"= 16 şi ne dă a2=9, P= 16 sau d= 16, 1f==9, adică z=E3, y=ty Sau 2= 4, y=ta, Dintre acestea numai 4 sisteme de soluții satisfac la ecuaţia Zy = 12 şi anume: 

AI ti 3, pi 21, 33; aa, m==3, 
256. Maxime şi minime. Zicem că o cantitate variabilă trece printr'un mazim sau -printrun minim, când capătă o valoare mai mure Sau mai mică decât toate valorile po care le ia imediat înainte şi ime- diat după acoastă valoare. 

Astfel dacă am consideră un relief geografic, altiludinca solului e o cantitaie ariabdilă, în general, dela un Joc la altul, Vârfurile munților şi fundurile văilor sunt puncte unde această altitudine e îmazină sau minimă. 

  
(1) Sunt soluţiile sistemului xy =a, xy = — d,
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TeoREMA |. Produsul a două mumere variabile —. dar cu suma 
constantă — e maxim când numerele sunt egale. 

In adeviir, dacă pentru două numere reale ŞI avem ” 

zA-y=c (constant), zy=o (variabil), 

Z şi y sunt rădăcinile ecuaţiei de gradul al doilea 
9 

2 —cz24+v=0 
şi deducem 

Ps 
d == 

  

ec VeZao c—Vă=aa 
——z— Y = 3 

. . 
9 Când numerele z ŞI 7 sunt reale, avem c“ == 4w sau 

(116) - >s$. 

+ 

Produsul v are valoarea mazimă, pentru 2 = y= Ş. 

OsenvanE. Şi identitatea 

tăy = (zyf— (ay) 
ne arată că, dacă z+-y—c (constant), avem 

4ay=c-—(z—9f<e pentu  z—y2k0 
adică pentru z = y. Produsul zy are valoarea cca mai mare (maximă), 

A . . - e când diferența z—y ce nulă, adică pontu z=y=3: 

EXEMPLU. Dintre toate dreptunghiurile, care au acelaş perimelru, patratul închide aria maximă, 
In adevăr, dacă î: semnăm cu a lungimea, cu 3 lăţimea și cu p perimetrul 

unuia dintro aceste dreptunghiuri, avem 2 -ţ- 23 =p sau a-t+y= 2 (constant) 
și, după teorema [, aria Zy e mazină, când == £ sau când dreptunghiul devine pa!rat, 

TEOREMA IL.. Suma a două numere variabile — dar cu produsul 
constant — e minimă când nuinerele sunt egale, 

In adevăr, dacă avem 

ti+y=v (variabil),  zy=e (constant), 
z şi y sunt rădăcinile ecuaţiei 

| f—vz +e=0 
și deducem | 

v-bVaZaăe P—Ț2—4c X = pr 3 Yy n.



. 
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Pentru ca numerele. și y să fie reale și pozitive, trebue să avem 
(U7) E4c sau v2|e. 

— 
9 

- i po Suma v are valoarea minimă .2 Ve pentru z— y=3= Ve. 
OssenvanE. Și identitatea 

(2-7) = 4 + (=)? 
ne arati că, dacă zy = c (constant), avem 

(z+y) = dc (z—yY > 4e pentru r—y 4 0 
adică pentru z = y. Suma 4-7 are valoarea cea mai mică (minimă ),- când diferenţa z—y e nulă, adică pentru z — y=2 Ve. . 

EXEMPLU. Dintre toate dreptunghiurile, care au acecaș arie patratul are perimetrul minim, 
să În adevăr, după teorema II, ivate aceste dreplunghiuri având aria ry=a „( constantă), perimetrul 2(z-k-y) e mini, când z=y=Va sau când dreptunghiul devine patrat, 

: ” 

25. Extragerea rădăcinii din numere complexe. Zicem că un număr complez (imaginar) z+-yi e rădăcină patrală a unui număr com- . Nu 12 . plex dat a4-dî, dacă avem (7) —a-Lbi sau 

Lp dayi=a bi. 
" Aceaslă egalitate se descompune în [95S): 

(0) r-p=a, 
(118) (II) 22y — V, 

Prin urmare: pentru a extrage rădăcina patrată din numărul C07M- plex a bi trebue să vezoluim sistemul (118). ! 
10. Dacă a=0 și V==0, găsim z=0, y=0 şi z+yi=0, 
20, Dacă V=0, numărul adi se reduce la a (real); ecuaţia (115, 11) ne dă sau 2=0 sau y=0, Dacă a e pozitiv, găsim în am- hele cazuri 2 rădăcini patrate reale eryi=+ a; dacă ae negativ, (a=—a"), găsim 2 rădăcini patrate imaginare pure x-4-yi = tija. 
30, Dacă D= 0, ecuaţia (118, II) ne dă 

d (119) = 

şi substiluind această expresie în locul lui în ecuaţia (118,1), obţi- nem 0 ecuaţie bipatrată [247] 

4zt— 4aa2_— 2 = 0,
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Punând a? = 2 această ecuaţie se transformă într'o' ecuaţie de . 9 2 h . . gradul al doilea: 4z'— 4az—1=0 şi ne dă pentru z valorile 

patati pa aere. = , = - 
a 

    

Cum = 4 Vz trebue să fie un număr real şi cum z* e pozitiv „dar 2” e negativ, găsim pentru & numai două soluții reale: 

a=V7 şi 22 = = z. 

Formula (119) ne dă pentru y valorile corespunzătoare 

  

= i pp = oa Pa 
şi deducem pentru Va--0î două valori complexe simetrice :. 

. . bi . _ 7 bi: Zi = Vz = i Do pi = — 1 Yi T o75 Ș 2 Ya 13 

EXEMPLU, Să se calculeze V 1—îV3, Insemnând cu z-kyi această rădăcină, 
trebue să avem (z-+-yi)=1—1V3 sau 

(120) —p=1 şi 2ay=—V3, 
; __]/2 -1/2 adi a d Pa De aci deducem a=|, a= 3: Wa Ve 3 ȘI gă sim ca rădăcini patrate valorile complexe simelrice | | 

„Ve sVs, , . 6 ss, zii ŞI azi Ep 35, 

>5S. Probleme de gradul al doilea. 
PnonLemA | (ARITMETICĂ COMERCIALĂ ). Doi asociați au să-şi împartă, o sumă de 90275 lei, în care se cuprind și capitalurile şi câştigurile lor. Capitalul depus de“ primul asociat e de 25000 lei şi câştigul celui de-al doilea e de 18525 lei. Se întreabă care e capitalul celui de-al - doilea şi câştigul celui dintâi, . ştiind că Deneficiile sunt “mai mici decât capitalu- rile depuse. , - 

„ Insemnând cu 2 capitalul asociatului al doilea şi cu 2 câștigul asociatului întâi, -avem ” Se 
Capilal Câştig 

Asocialul I 25000 . y 
„II z 18525 

Din enunţul problemei rezultă două. egalităţi. 
10. Suma capitalurilor şi a câștigurilor e de 90275 lei: 

(1) 25000 +- ze ++ y+- 18525 == 90275, :
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20. Câştigurile sunt proporţionale cu capitalurile depuse: 
25000 __ a | 

(1) 1 18535) 

De aci deducem sistemul de gradul al doilea 

A ŞR (1) 24 y = 46750 
(121) (11) zy ='463 125 000, 

şi necunoscutele z și y sunt rădăcinile ecuaţiei” 

| | 2" — 40750 + 463 125 000 = 0, 
adică 2” = 32500, z" = 14250, 

Problema algebrică admite două sisteme de soluţii: 
zi = 32500, y, = 14250 și 9 = 14930, m 32500, 
Cum ni se spune însă că beneficiile sunt mai mici decât capitalu- rile respective, numai primele valori 2 în Sunt soluţiile problemei date. 

PnoBLemA II (Fizică şi CuiMrE). Intro eprubetă gradată, aşezată în- ir'o cuwvelă cu apă, se întroduce der, care ocupă o înălțime de 25 cm. la temperatura apei (150) şi la presiunea exterioară (750 mm), Nivelul 
apei e. acelaş în cusetă şi în eprubetă, 

„Se absoarbe apoi oxigenul cu ajutorul fosforului şi se ecre să se determine înălțimea gazului rămas, dacă se presupune tii temperatura şi presiunea exterioară n'au variat în timpul experienței. 
Tensiunea maximă a vaporilor de apă la 130 este 12,6 mm, | 
Densitatea mercurului 13,6, Nivelul apei în cuvelă se consideră invariabil, 

Dacă s e suprafaţa secţiunei eprubetei, volumul aerului din epru- betă este 25s cmc. şi conţine 0,79X25 s cme. azot şi 0,21X25s eme. oxigen la presiunea 750—12,6 — 737,4 mm. (1). 
După ce se absoarbe oxigenul, rămâne numai azot saturat de va- pori de apă şi. mercurul se ridică în eprubetă cu z em. Gazul rămas ocupă un volum de (25—a) s eme., la presiunea anterioară mieşorală cu presiunea reprezentată de coloana de em. do apă sau de 

z z . | 136 cm, = Tai MM. ?nercur, 
, ”. 

Avem dar 

Pi = 0,179X255, Pi = 7374; W= (25—2)s, P, = 1374 — 

  
(£) Lu 100 cme, de fer sunt 39 cmâ, azot şi 21 me, oxigen.
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și legea lui Mariotte VIP = V>P> ne dă egalitatea : 

0,19 X 255% 737,4 = (25—2)s (737,4 - j 335) 
de unde deducem ecuaţia de gradul al doilea în z 

| 22 — 1027,8 + 5766,5 = 0, 
care arc rădăcinile z' = 5,7 şi "= 102241, 

Soluţia problemei e numai z ==.5,7 cm. < 25 em. 

PnoBLema III (Geomeraie). Să se înscrie într'o sferă cu raza r un 
cilindru, a cărui suprafață totală să fie de m ori suprafața sferci. 

Reprezentăm po fig. 38 o sceţiune fă- 
cută în sferă şi cilindru printr'un plan, care D C 
trece prin axa cilindrului. Secţiunea î în sferă 
e un core cu centrul în O şi cu raza r (een- 

  

        

trul şi raza sferei), iar în cilindru e un 0; p 
dreptunghiu 'ABCD. | | N 

10. Necunoscutele. Insemnăm: A px 8 
diametrul bazei cilindrului AB = 2PB=2z; , 
înălțimea cilindrului AD = 2 PO = 2y, Fig. 88, 

„2. Scrierea ecuaţiilor. Triunghiul dreptunghic BOP ne dă 

(1) ri f=r, 

egalitate, care exprimă că cilindrul e îniseris în sferă. 
A doua ecuaţie e dată. de relaţia dintre suprafaţa totală a  cilindru- 

lui şi suprafața sferei: 
2nz'- . ana. 2y = =, tar 

sau 

(11) a 29 = 2mr (m pozitiv). 

Avem astfel, pentru a determină pe z şi y, un sistem de două 
"ecuaţii do gradul al doilea cu două necunoscute. - 

„30, Rezolvarea. Ecuația (II) ne dă . 
(192) | - | . pa ze, 

înlocuind pe 7 prin această, expresie în ecuaţia (1) obţinem 

(193) 5zi— 47 (mi) dirt = 0 

sau, făcând m =z, Să Da 

(124) D= 4r(m+l)za amri=0,
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„„ Dacă :2" şi 2” sunţ rădăcinile. ecuaţiei (194), deducem pentru a patru valori +Vz și +2” şi formula (122) ne dă pentru y alte patru valori corespunzătoare. Acestea “sunt soluţiile "algebrice ale sistemului (1), (1). Dintre acestea numai sistemele de soluţii z și y reale şi po- zitive pot aveă un sens pentru problema geometrică dată, 
Discurie, Rădăcinile ecuaţiei (124) sunt reale, dacă avem 

(195) 4r'(m+1)—20m?ri 20 sau 1m- 2m=1<0. . 
. 

14+V5 
Trinomul 4m— 2m —1, care se anulează pentru m — al e negativ pentru m cuprins între aceste rădăcini. Rămâne dar să discu- tăm numai valorile 

(196) | 0<nstt, 
10. Pentru m < A+ ecuaţia în z (194) admite 2 rădăcini reale Şi pozitive: 2" și 24237]. Fio <a", Aceste rădăcini ne dau pentru z numai două valori reale şi pozitive: a, = |Z şi x = 7, Pentru ca valorile lui Y; date de formula (192), să fie' Şi ele po- zilive, trebue să avem - 

(127) ma 2 sau (198)  z< mr 

    

Inlocuind pe z prin 22 în ecuaţia (194), obţinem pentru mem- brul întâi al ci valoarea 

(129) | | Sri.m(2m—1), 
care, e negativă pentru 0 < n < z Şi.pozitivă peniru m > 1. 

Prin urmare, dacă 0O<m< 3 avem z'< 2mr< az" [241,1] și numai rădăcina z* “satisface la neegalitatea- (128); găsim dar a sin- Jur sistem de soluții veake şi pozilive pentru sistemul (1), UD). 
Dacă 3 <m< 25 

o , 
- 

, 2 
_. î 2 

2 şi 2". Dar nu putem aveă 2 <z<z", căci ar rezultă zz" > 427, 

2 A * Â_. . » dr” se găsoște în afară de rădăcinile 

  

pe când ecuaţia (124) ne qă az = într < într, Avem dar - 2 <2 <2mr, adică necgalitatea (198) e satisfăcută şi pentru z = 2? Şi pentru z=— 2" și găsim două sisteme de soluții a Și 7, reale şi Dozilive, pentru sistemul (1), (11). : 
Pentru m=i, ecuaţia (124) devine 5z2— 6rz--i şi admite rădăcinile 72, 2"= + Valoarea z=2 ne dă 27, j4==0; e cazul limită, câna înălțimea cilindrului înscris se reduce la zero. Valoarea z=3 ne dă a ==, = pe: inăl- . 

| 

5 
țimea cilindrului e de două ori mai mare decât diametrul bazei,
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2%. Pentru m = FE, ecuaţia în z (124) are o singură rădăcină 

  

(dublă): z= SF VE şi. găsim, peniru sistemul (1), (11), 2 singur 
sistem, de soluții reale şi, pozitive: 

PROBLEMA IV (ARITMETICĂ COMERCIALĂ). O persoană a pus la.0 
bancă, cu dobândă de 8%/0, suma de 662000 lei în două rate:: rata 
întâi la 1 dai şi rala a doua la 2 Iulie acelaş an. După un timp con- 
stală că dispune la bancă de un capital de 683 600 lei. 

Știind că dobânda produsă de rala întâi e de 5 ori mai mare decât 
dobânda ratei a doua, se cere să se calculeze: a) valoarea fiecărei rate; 
0) data cvaluiirii, capitahilai format la Dancă (1). 

10. Necunoscutele. Insemnăm cu z şi y valorile celor două rate și cu t (zile) timpul corespunzător ratei întâi (dela 1 Mai până 
la data evaluării), 

2. Ecuațiile. Știm că suma, ratelor e 662000 lei: | 
(1) zh = 662000. 

  

Ca să calculăm dobânda, trebue să ştim timpul și divizorul fi. 
Timpul corespunzător ratei întâi e î, Dela 1 Mai până la 2 Iulie fiind 
62 de zile, timpul corespunzător ratei a doua e t—62. Pentru procentul 
8 divizorul fix e 4500. Scriind că dobânda ratei întâi e de 5 ori măi 
mare decât dobânda ratei a doua, avem 

zi — p uli—62) 
4500 4500 

| (10) azi = 5y(4—62), 
In fine capitalul total constituit la bancă fiind 672800 lei şi 

suma ratelor depuse fiind 662000 lei, suna dobânzilor produse este | 
672 800— 662 000 = 21 600 lei. Prin urmare: ” 

sau 

zi y(i—62)__ 

zi00 t —a50p = 21600 sau Ă 
(II) tar y(t—62) == 97200000, 

Avem dar un sistem de trei ecuaţii (1), (11), (I1L)' eu trei necu- 
noscute z, y, î. | 

  

(1) La calcularea numărului zilelor între două date, ziua iniţială nu se socoteşie, pe când ziua finală so socotește, Astfel dela 1 Mai până la 2 Iulio avem: din Mai 30 zile, din Iunie 30, din ulio 2; în total 62 zile, . . ” E ” :
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„3. Rezolvarea sistemului. Sistemul se poate scrie: 
| (1) z - 797 = 662000, 

(130) (11) zi— 5yt = —310y, | 
(UI) 6 + yt = 62y+4+ 97200000. 

Adunând ecuaţia (11) cu ecuaţia ( III) înmulțită cu 5, obţinem 
, Gzt = 86000000 
sâu : 

(II) 2 = 81000000. 
Scăzând ecuaţia (II) din (I1[), deducem 

Gyt = 372y + 97200 000 sau | | 
(UIT) gt = 6274 16200 000 

și sistemul (1), ( II), (111) se poate înlocui prin sistemul echivalent 
(1) z+ry = 662000, 

(131) .. (UD) zt = 81000 000, 
(UI) o yr= 627 + 16200000, 

Rămâne să rezolvăm acest sistem, Ecuația (131, 1) ne dă 
(132) | y = 662000 —z; E 
ecuaţia (131, II) ne dă | | 
(133) | Po 81 dop 000 

şi înlocuind po Y şi t prin aceste expresii în ecuaţia e (181, III), obținem ecuaţia cu o singură necunoscută : 
: 

62 a — 138 244 0002 + 53 622 000 000 000 = 0, 
care admite rădăcinile 

500000 şi = 8522000 — 1 zoo rapa, 
| Formulă (132), pentru 2 = a Şi z=", ne dă valorile lui y: 

__ 83 100 000 
3 = — 1067 141, 9.4 

y” = 162000, "= 

iar formula (133) ni ne dă valorile lui 4 corespunzătoare : 

15500. = 162, pr 18500 = 468,
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Problema algebrică admite două sisteme de soluţii : 

” z', yt v şi z, y, t, 

dar ratele și 7 trebuind să fie amândouă manere pozitive, problema 
aritmetică dată admite o singură solujie: 

z = 500000, y = 162000, £=— 162, 
Data evaluării capitalului este 70 Octombrie acelaș an. 

EXEROIŢII. 
46. Să se rezolve ecuaţiile : 

10, (22 —5) = (2—1)(224+3)—1a4+4; 

2, (3a-+-8)(at—2 4-1) = (352) (-ka-4-1); 
1 1 1 1 1 1 3 tatei e sat x—a 

50, 5(243)=— Vo Paz; 60, 2V/a+I+p == 
Zi 

R 10, 3,4, 2, 7 = apa = Ei 
5 2 30, a = 38, D= în a=-3i 49, a=at-b, 2 = Digi 

- 80, Obţinem ecuaţia 934? -k14îa-+ 934 = 0, care are rădăcinile =—3, LA 73 
2 = — gg* Dintre acestea numai == — 3 e rădăcina ceuaţiei iraționale, 

  

  

a
l
o
 + 

  l 
s
|
=
 

. 

  
  

60, Găsim ecuaţia 42?—-9z—9 = 0, care are rădăcinile z'=3, z = - 

47. Să se discute felul rădăcinilor ecuaţiei 

(A4— 1) 242434 =0; 
când A ia toate valorile reale dela — o până la +oo. 

R, Găsim tabloul următor: 

  

Discriminantul m PA em __8A idăcini A(3—24) |ă ta ZI | 3 = Felul rădăcinilor 
Valorile lui A 

  

A<U 

= 0 

O<i<l 

A=1 
1<i<? 
Azi 

<a 

+ 

0 
imaginare. 

: = = 0 

reale şi de semne contrarii 

o 
+ 

ecuaţia e de gr. 1: z=3z 

o
a
i
e
!
 

“reale și pozitive 

==           +
+
+
 

+
+
+
 a

 

imaginare. .       
Când A, tinde cătră 1, o rădăcină creşte la infinit, 

48, O persoană cumpărând un obiect și în urmă vânzându-l cu 72 lei, are o perdere la sulii egală cu a treia parte din costul obiectului, Cât a costat obiectul? 
R. Problema are două soluţii: 180 lei şi 120 lei,
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49. Ecuația dcr 20y — Bf —102— 9-7 =0 ne dă, în general, pentru fiecare valoare a lui a câte două valori benlru 7 și pentru fiecare valoare a lui 3 câte două valori pentru z, Să se precizeze: când aceste valori sunt: 12. reale şi ne- egale ; 20, reale şi egale; 32, imaginare ?.. - - ! R. Ecuația în z are rădăcinile :rcale și ncegale pentru orice valoare a lui g. lcuaţia în 7 are rădăcinile reale Şi ncegale pentru z<1 şi 2 > 2,25; reale și egale pentru I=1 şi z= 2,25; îmaginare pentru 1 < 2 < 2,95, 
50, Să se rezolve ecuaţiile: 

1 1 1 1, 1 1 , 10, stat patrata =: 20, a(a%- 824-603) = 8(24+8). 
R. 10, Problema se reduce la rezolvarea ecuaţiei bipatrate 3at— 582-244 —0 şi găsim : a, = 18,1; D= — 13,1; a3==6,3; T4 = —6,2 (cu aproximaţie de 0,1), 20, Ecuația e trinomă ; at?.4. 63a%— 61==0. Problema se reduce la rezolvarea ecuațiilor binome: a%— 1 = 0 și 2%4- 64:=0, Prima [251,7] are rădăcinile : —1ti Vă —1—iVs: 1+iVa _1—1V3 

=], ati, a = AZI, = —1, ap FE ai, 

  

: | , , s- Ecuația a doua are ca rădăcini valorile precedente înmulţite cu V=6a = 2. 
51. Să se rezolve sistemele de ecuaţii: 

3 s, = E — MĂ 29 a. 
D.z+y=a, z+y=d; 20 dz = 1 ar =: 
30, B--4zy-t3f—Ibz-h9y = 0, ady -tfP—1024-2y 0. 

ap | PTERINCI [i aa 
n. 10, Găsim aq = şi 2=3+| a, 7 =3-—] dat, 12a 

12a . a, — RR 90, m Abit an V ani Peas = Pin E b?m V at Em — 10: 
d, : den bi 

02124 bem 2%. a, =0, W=0; a2=1, P=38; aa==3, W=—8; 24 =6, p4=—3, 52, Să se determine laturile unui triunghiu dreptunghic, care are perimetrul 2p şi suprafața Z . 
| 

- R. Trebue să rezolvăm sistemul 
2-hy-hz= 2p, zy= p, Pf 2, 

Eliminând pe z intre ecuaţia întâia şi a treia, deducem z-+ y= 

os
" 

şi găsim 

53, Să se determine cifra & şi baza $ a sistemului de numerație, în care nu- ' merele 2136 şi 1741824 se scriu respectiv 1400 şi 40000, 
R. Trebuc să rezolvăm sistemul E 

B-hagi= 2730, ag 1741800, 
Găsim un singur sistem de Soluţii reale, pozilie şi întregi: a=7, B=i2, 

 



CAPITOLUL, VI. 

REPREZENTAREA GRAFICĂ. 

  

1.'— FUNCȚII ŞI CURBE. 

259. Funcţii explicite. Dacă avem două cantităţi variabile 2 şi y, 
care depind una de alia, aşă că la fiecare valoare a lui x să corespundă 
o valoare pentru y, zicem că y e funcţie de z [166]. 

EXEMPLE, Formulele | , 
(1) | Yy>=22+38, y=at—ba47, y=VzZI | 
detinese pe y ca funcţie de z. Primele două funcţii au valori reale pentru orice va: loare reală a lui z; funcţia a treia Va—1 e reală pentru 21 şi îmaginară pentru 2<1, 

Ca să arătăm că y e funcţie de z, scriem în “general 

(2) y=f(2), 
unde pria simbolul f reprezentăm şirul de operaţii, pe care ar trebui 
să le facem asuprd lui z, ca să căpătăm valoarea lui g. 

Formulele (1) sau (2), care sunt ecuaţii cu două necunoscute 
E Și 7, 7ezoluate în rapori cu y, definese pe y ca funcţie explicită de z 

Când vrem să reprezentăm în mod simbolic mai multe funeţii diferite, între. buințăm simboluri diferite. Astfel cgalităţile : 

z=f(), =), z=V(0) 
ne arată că z, y, z sunt trei funcțiuni explicite de ţ, 

În general, formule ca 

(3) UD 28,  u=Baety2—5zZa 
sau, în mod simbolic, a 

(ua uzata)
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oricare ar fi Șirurile de operaţii reprezentate prin simbolurile f sau &, ne definesc pe u ca funcție explicită de mai multe variabile independente : 2, Y Sau z,y, z [166, Exemple]. 

260, Funeţii implicite, Am văzut că orice ecuaţie întreagă cu două Sau nai multe necunoscute, ca * . 
(5) | 3z4+y+6=0, 24 229 —y244—=0 
sau, în general, | 
(6) F(z, y)=0 
admite o infinitate de sisteme de soluții [904, 233]. Valoarea variabilei 1 depinde de valoarea lui a şi anume pentru 

A fiecare valoare arbitrară Zo a lui z, ecuația: în y. 

f(ao, Y) = 0, 
prin rădăcinile ei, ne determină una sau mai multe valori pentru 3. In acest caz, zicem că ecuaţiile (5) sau (6), care nu sunt rezolvate în vapori cu 3, definesc pe y ca funcţie: implicită de z. Tot astfel e ecuaţia de forma 

| 
f(z, Ys t) = 0, 

unde f e un polinom întreg în z, , f, defineşte pe una dintre varia- bilele Z, y sau t ca funcţie implicită” de celelalte două. 
OBSERVARE. Ecuațiile (5) sau (6) definese şi pe « ca funcţie de y. Astfel din prima ecuaţie (5) putem deduce în mod explicit : 

sau y=3x-l-6 sau z=I70. 
In general, dacă o ecuaţie de forma (6), rezolvată În raport cu g ne dă Y=P() şi rezolvată în raport cu z ne dă z=((7), zicem că We funcția în. versă a lui q, 

261. Funcţii uniforme şi multiforme, 10, Dacă la ficeare valoare a lui z, dintr'un interval (a, 6), ecuaţia f(z, y)=0 ne dă numai căle .0 singură valoare pentru y, zicem că y, definit de această ecuaţie, „e o funcţie uniformă de z în intervalul (a, d). 
EXEMPLU, Ecuația a — 5y —4a -+-19=0 rezolvată în raport cu 7 ne dă: 

P— 13419 = 
(0 singură determinare). 

Prin urmare y e funcţie uniformă de 2 în orice interval, 

20. Dacă la fiecare valoare a lui dintr'un interval (a, d), ecuaţia f(2,y)=0 no dă (în general) mai multe valori pentru y, zicem că Y,. definit de această ccuaţie, e o funcţie multiformă de a sau 0. funcţie” cu mai mulle determinări în intervalul (4,3),
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EXEMPLU, Ecuația a* —5y—4z-+19 ==0 rezolvată în raport cu a ne dă: 

z=2*V5(y 23) (două determinări ), 
Prin urmare z e funcţie multiformă de . Cum avem y— 8 > 0 pentru y>3, 

4 —3=0 pentru y=3 şi y—3<0 pentru y<3, cele două determinări ale Jui 
sunt reale şi ncegale pentru > 3; reale şi egale pentru y=3; îmaginare pentru 
y<3 [22,2]. - 

262. Funcție definită prin șiruri. Legătura dintre două cantități 
variabile se poate stabili și fără existenţa unei formule matematice. Ast- 
fel măsurând timpul t în ore (cu ajutorul unei pendule) și temperatura 
aerului 0 în grade (cu ajutorul unui termometru ) și înscriind valorile 
găsite pe două șiruri corespunzătoare: 

(1) 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 ore. 
(1) 0 4,3 5,0 5,9 6,4 6,7 8,0 8,6 9,0 9,2 8,8 8,5 8,i 7,6 grade 

constatăm că la fiecare valoare a lui 4 corespunde o valoare bine deter- 
minată pentru 0. Prin urmare temperatura aerului e o funcție de timp 
definită prin şirurile (1) şi (11) (1). 

Convenim să zicem, și în acest caz, că între variabilele 0 şi ţ 
există o relaţie de forma, 

O=F(0) sau  F(0,1)=0, 
deși nu cunoaștem expresia analitică a funcţiei f, adică șirul de ope- 
raţii matematice, pe care trebue să le facem asupra valorii timpului £, 
ca să determinăm a priori (2) temperatura aerului $. 

263. Lege naturală şi expresie matematică. Studiul fenomenelor 
din natură (fizice, mecanice, chimice, ete.) au întrodus şi vor întroduco 
mereu în Matematici numeroase exemple de funcții, 

Se ştie că un» fenomen. fizic (chimic, ete.) se' poate studiă din 
două puncte de vedere: calitativ și cantitativ. In primul caz se cerce- 
teazii numai cauzele care produc fenomenul, care-i. variază intensitatea 
sau care-l împedică, să se producă ; obținem astfel legi calitative, In cazul 
al doilea, un fenomen se caracterizează printro mărime măsurabilă z. 

. De exemplu starea de mai cald sau mai rece a unui corp pusă în legătură cu dilatarea corpurilor la căldură, s'a putut caracteriză prin măsurarea unei lungii. În particular observația că o coloană fină de mercur se lungește sensibil pentru o variaţie foarte mică de temperatură, a permis construirea termometrului, 
__ Cauzele fenomenului se caracterizează şi ele prin mărimi zmdisura- 

bile: z, 9, . Se construese aparate speciale pentru măsurarea mări- 
  

" (12) In intervalul de timp în caro a fost studiată. 
(2) Alai dinainte adică înainte do a există și de a o puteă măsură în mod dircet, 

p



și de măsurări, putem înscrie pe mai multe şiruri orizontale valorile can- tităţilor z şi z, Yo» +. corespunzătoare fiecărui caz, Obţinem astfel o tablă, care ne va da în viitor (fără altă experienţă ) valoarea mărimii z „pentru valorile mărimilor Z, Y, «.. Studiate. Trecând apoi dela abstrael la concret, deducem starea fenomenului efect, care corespunde la stările considerate pentru fenomenele cauză, 
Această l&gătură dintre valorile simultane ale mărimilor z şi Z, |, ce constitue o lege cantitativă. Ea definește în mod numerie pe z ca funcţie de variabilele independente z, y, ... Astfel sunt legile gravitaţiei, legile lui Kepler, legea lui Mariotte, legea lui Joule, ete. Pentru enunțarea acestor legi ştiinţele experimentale caută în Analiza Matematică nişte expresii analitice adică nişte formule simple, . niște funcții elementare, care prin combinaţiile lor să poată oxprimă — cu o cât mai bună aproximaţie — legătura reală dintre mă- rimile “cauze și mărimea efect, adică legea cantitativă, 
OBSERVARE, Să nu se confunde legea naturală cu formulele aprozimălive ce se Întroduc în Ştiinţă pentru exprimarea legei în mod analitic. Legea adevărată poate fi exprimată în mod riguros numai prin şirurile de numere simultane date de erpe- ricnță, De accea avem tot interesul ca aparatele de măsură să fie cât mai perfecţio- 

EXEMPLU. Să luăm ca exemplu legea lui Mariotte, care leagă presiunea cu tohunul unui gaz, când temperatura rămâne constantă, Se comprimă o cantitate de gaz întrun tub, cu ajutorul unui piston, și se ob- servă că, dacă presiunea, P creşte, volumul V al gazului se micşorează, Marioite a precizat faptul zicând că, dacă presiunea se măreşte de un număr oarecare de ori, volumul gazului se micșorează de acelaș număr de ori. Astfel, dacă volumul şi pre- siunea gazului au avut la inceput valorile Yo, Py, când aplicăm asupra gazului o presiune P=n DP, volumul lui devine V=3 | 
Prin urmare: Produsul dintre presiune și volum rămâne constant şi avem 

VP= VP sau Wa, 
“Experiențele ulterioare făcute de Resna ult, cu mai multă preciziune, asupra acrului şi hidrogenului, au dat următoarele rezultate ; _- - 

      

Pentru aer Pentru hidrogen 
! VP 

Ve? P Vp P VB 

  

1476,25 mm.| 1,001414 1173,17 mm.| 0,998584 

    

4209,48 1,002165 - 4431,14 - | 0,996121 8171,48 1,003253 18490,47 0,992933 8404,11 1,003336 120879,18 | 0,992327 19483,48 1,004286 a |
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"Deci pentru aer produsul VP, vecin de YePy, merge descrescând, pe când 
pentru hidrogen acest produs creşte» când presiunea P creşte, | 

O lege fizică (chimică, ete.) scrisă sub formă analitică, deși e o egalitate ma. 
tematică, nu e riguros exactă din punct de vedere fizic (chimic, etc.): ea e numai — 
dintre relaţiile simple — funcţia cea mai apropială de aceea, care ar trebui să ex- 
prime legea cantitativă adevărată a fenomenului considerat, 

Pe de altă parte, în teoria matematică a diferitelor ramuri ale Ştiinţei şi 
„ipoteza joacă un rol capital, în lipsă de alte date mai sulide ; or, pe cât ipoteza este 
de prețioasă ca ajutor în cercetările noastre,. pe atât ne oferă mari primejdii, mai 
ales când ne lăsăm duși de ispita, ce pare firească, de a consideră o ipoteză, creată 
a priori, ca o realitate efectivă, deşi ea e numai fructul îmaginaţiei noastre“ (1), 

264. Coordonate. Dacă luăm întrun plan două axe de coordonate 
Oz şi Oy, “perpendiculare una pe alta [930] şi o lungime ca unitate 
de măsură, orice sistem de două mamere reale z şi y dotermină un 
punct M în plan (fig. 29) Si invers, fiecare punct M din planul z0y, 
prin coordonatele lui z = OP, y = PM, determină două mamere alge- Drice reale z și y, 

y 

M 

  

Fig. 39. 

z 0 adscisa, 1 e ordonata, iar liniă frântă OPM e conturul. coordo- 
natelor punctului "MM, 

Vom consideră, în general, axa Oz ca orizontală şi cu sensul pozi- 
tiv spre dreapia, iar axa Oy ca verticală şi cu sensul pozitiv în sus (2). 

Planul z0y e împărţit de axele de coordonate Oz, Oy în patru regiuni: 
pa: 

regiunea Il regiunea | 
z<0,y>0 z>0,y>0- 

  0 > 

regiunea III regiunea IV 

2<0, y<0 z>0,y<0, 

  

(1) G A. Laisant, La mathematique, philosophie — enseignement, p. 22 ( Georges Carre et C. Naud, Paris). 

(2) De fapt axa Ox poate avcă orice direcţie, iar axa Oy e perpendiculară pe Ox, - ,
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10. Punctul. origine O are coordonatele z=0, y=0 (fig. 40). 20, Toate punetele de pe axa Oz au ordonata nulă (y=0), 3%. Toate punctele de pe axa Oy au abseisa nulă (2 =0). 40, Două * puncte M, M“ simetrice foță de Oz (PM = PM”) au abscisele egale şi ordonalele simetrice (1). - e 5%, Două puncte M, M” simetrice Hață de axa Oy (QM = QM”) * au ordonalele egale şi abscisele simetrice. 
60, Două puncte M, My simetrice față de origine (OM = 0M,) au și absciscle şi ordonatele simetrice. 

  

  

V! 
” 

” 
Mc] Q.__ M Pe Seen 2 i pl! ; 

p” i ; 
- ! i 

„ i : Le ! ; 

„10 px : Pi ; ” 
! e ai Hi 

, M, 
M 

Frg. 40. 

„265 Reprezentarea unei funcții în mod grafie. Să însemnăm cu y valoarea variabilă a unei funcţii f(2) 

(7) y=f(z) 
Și să presupunem că, pentru az V, la fiecare valoare reală a lui z formula (7) ne dă câte o valoare pentru y. Dacă această valoare e reală, putem reprezentă în planul z0y punctul M cu coordonatele 

z=05, y=Pi=f(z). 
Segmentul PM reprezintă în mod grafic valoarea funcției f() pen- - tru a = OP (fig. 49, pag. 281). : 

| BB, Șir de puncte, Alegând pentru variabila un șir de valori 
(a) - , Zi > t// X3 ...9 np 
cuprinse între a şi d, formula (7) ne aă pentru 7 un alt şir de valori corespunzătoare : 

(3). Vio Vas Va ec Ye 
  (1) Egale în valoare absolută dar cu semne conirarii,
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La fiecare păreche de numere Zi» Y; corespunde în planul z0y, un punct M, cu coordonatele ( Zi 1). Unind punctele censecutive 
(7) | M,, M2, M3, ...3 Ma 

, prin linii drepte: “M,Mz, M2M3, ete., obținem o linie frântă, care, prin 
ordonatele vârfurilor ei, reprezintă în. mod grafie succesiunea valorilor 
funcției f(z) pentru valorile lui z din şirul (&) şi ne permite, prin com- 
parare, să constatăm dacă aceste valori merg crescând sau deserescând 
şi în care puncte funcţia are valoarea cea mai mare sau cea mai mică. 

EXEMPLU. Determinând. cu ajutorul unui termometru, temperatura unui bol- nav a diferite ore (de exemplu la orele 4, 10, 16 şi 22), în mai multe zile consecu- tive, putem însemnă pe o axă Oi timpul t (în ore) şi, pe niște perpendiculare la această axă, temperatura corespunzătoare 9 (în grade). Obţinem astfel la fiecare înregistrare câte un punct M cu coordonatele (£, 9). 
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Tig, 41, 

Unind aceste puncte prin linii drepte, linia frântă AMR (fig. 41) ne arată sper- sul temperaturii bolnavului în zilele şi orele înregistrate, 

"90, Linie continuă. „Să presupunem că funcţia = (a) ca- pălă valori reale pentru toate valorile lui a cuprinse între a și d. Când abseisa  — OP variază și ordonata y = PM variază (fig. 43, pag. 981 ). Când z crește dela a la d, punctul P, se mișcă în mod continuu pe aza Oz dela a la d; punctul M „ Cu coordonatele (2, 7), se mişcă în plan în mod continuu și descrie o linie curbă continuă AMB. 
Această linie e imaginea geometrică a funcției y = f() între a şi d. Ea ne arată, prin ordonatele punctelor ci, modul în care se succed va- lorile funcţiei f(z), când a crește dela a la V;de aceea zicem că arcul ANMB sau linia C o curba, care reprezintă în mod grafie variația funeției F(z) în intervalul (a, 9). o
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In practică nu putem: determină, prin măsurări succesive, toate punctele curbei C dela A la B. Putem reprezentă însă. un număr de puncte destul de apropiate unele de altele, în cât curba continuă, care le unește, să rezulte fără ezitare. Această curbă ne permite să evaluăm, cu o aproximaţie suficientă pentru practică,valoarile funcţiei f(a) şi în: celelalte punete din intervalul (a, d) (1). 
| "OBSERVARE. E evident că oricat de apropiate ar fi două puncte A şi B ale unei curbe necunoscute C, arcul AB, cuprins între ele, poate avea o infinitate de : : forme. Totuşi, când am determinat un şir de 

  

puncte, care so succed destul de apropiat IYyj. , | unele după altele, sentimentul continuității ne C | ” "indică, în general, mersul probabil al curbei 
„|“ prin punctele determinate, | 

p. “Pentru a construi cu mai multă Sigu- - 
5 ranţă imaginea geometrică a unei funcţii, va 

trebui să întroducem o noțiune geometrică 
nouă: panta unei curbe şi o noțiune analitică 
nouă: derivata unei funcţii [253]. 

4 / | EXEMPLE, 10, Să considerăm funcţia | . 14. cea mai simplă de gradul al doilea: C = | ph 4 /|3   
Pentru orice valoare reală şi finită a 

lui a, această funcţie capătă o valoare bine | | determinată, reală şi finită, De accea zicem h ! că fiincția există pentru toate valorile lui a 
dela — co până la -ț-oo, 

Pentru a-i construi imaginea geome-                         

i trică, putem da întâi variabilei z valori întregi, h 7 plecând dela z==0, în amândouă sensurile, 2 (pozitiv şi negativ). Dacă luăm pentru z>U 4 32401 2 3"ax valori crescătoare, constatăm că valorile func- - Fig. 42, jiei y=az? cresc; pentru 2<0, din contra, 
Când z creşte, valoarea absolută a lui a dos- creşte și g:== a descrește, Pentru z==0, avem y=0. . | ! Inseriind într'an rând orizontal valorile variabilei z și întrun alt: rând orizon- tal valorile corespunzătoare ale funcţiei , obținem tabloul următor 

| ZA 73 —2 = 0 1 2 3 4 
vu 16. 9 4 1 0 1 4 9 16 
  

Reprezentând punctele (z, 1) corespunzătoare, faţă de douâ.axe: Oz orizon- tală şi Oy verticală, şi unind aceste puncte printr'o linie continuă, obţinem o curbă C (fig. 42), care reprezintă variația funcţiei y==a2, Această curbă e o. parabolă. 

  (1) Adică şi în punelele, care n'au fost determinate prin măsurări directe,
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Dacă, intre două puncte consecutive, nu suntem siguri de mersul adevărat al 
curbei, putem luă pentru z valori intermediare (în acest caz fracționare),: Astfel 

  

între z=—1 şi e=-+1 găsim pentru curbă următoarele puncte : 

1 1 1 i & | .. —l —z 0 7 3 1 o. 

1 1 1 "1 y | ... 1 7 15 0 15 3 1 ... 

Curba, e tangentă la axa Oz în punctul O, 
„20, Imaginea geometrică a funcţiei pat (curba punctată C din fig. 42) se 

poate obține pe aceeaş cale sau se poate deduce din curba C, observând că linia C* “trece prin mijloacele tuturor ordonatelor curbei C. 

3%. Curba temperaturii, Dacă pentru determinarea variaţiei temperaturii unui bolnav, în loc să facem observaţiile şi înregistrările la fiecare 6 ore (fig, 41), " le-am face la fiecare oră sau la fiecare minut, punctele M corespunzătoare ar fi mult 
mai apropiate unele de altele şi dacă — printr'un mijloc oarecare (1) — putem în- registră temperatura în mod continu, punetul variabil M descrie o linie curbă con- tinuă C, care reprezintă în mod grafie variația temperaturii bolnavului tn tot timpul 
înregistrării, - . 

  

  
„Fig. 43, 

266. Funcţii definite prin curbe. Putem consideră problema in- 
versă: Să desemnăm în planul z0y o linie curbă C, care să fie întâl- 
nită numai intr'un punct de orice dreaptă paralelă cu axa Oy.:(fg. 48). 

„La fiecure valoare a lui -z = OP, corespunde pe figură o ordonată 
y = PM şi un punct M pe curbă. Ordonata yeo funcție de definită 
prin curba C. Na | 

Dacă putem găsi o expresie analitică f(z) (2), astfel ca, pentru 
fiecare valoare .a lui z — OP, formula y=f(z) să ne dea pentru 7 
toemai valoarea algebrică a segmentului PN corespunzător, dat de curba 
C, zicem că y= f(2) e ecuația curbei C. | 
  

(1) Cu un fermometru Inregistrator, cara înseamnă temperatura în fiecare moment pe o bandă de hirtie 
. 

(2) De exemplu: o expresie a!gebrică,
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“Funcţia y astfel determinată, e definită, în mod grafie prin curba C și în mod analitic prin expresia (2) sau prin ecuația y=f(z) 
267. Funcție crescătoare și descrescătoare. Fie y = f(2) o fune-. ție, care capătă valori reale pentru a SS = 5. Dacă dăm lui două valori diferite z,. şi 22, funcţia y capătă şi ca, în general, două. valori diferite : 

WF), m=f(a). : 
10, Dacă, oricare ar fi numerele 2 Şi 22, cuprinse între a și b, 

pentru 2 22 avem f(z) < fl), * zicem că funcţia y = f(z) e crescătoare în intervalul (a, d) şi conve- nim să Seriem 2 [ş er. Ya] (y creşte dela VW la dp2). 
In acest caz pentru orice şir de valori crescătoare 
PR ES. <, 

” din intervalul ( a,.d), avem , 

FE) <<... <fte,), Aa 
20, Dacă, orieare ar fi numerele z, și 22 din intervalul (a, d), 

pentru 2 <a “avem Fa) > fl), 
zicem că funcţia = (2) e descrescâtoare în intervalul (a, d) şi con- venim să scriem v [, desc, 2] (y descrește dela m la pp). 

In acest caz pentru orice şir de valori crescătoare 
SBS <t, | - din intervalul (a, d), avem - - - 

| FE) > F8) > > ftp. 
3%, Dacă, oricare ar fi două numere z și 2 din intervalul (a, D), avem 

zicem că funcţia f(z) e- constantă în intervalul (a, d), „In oricare din aceste cazuri, când a creşte dela 2, la Z2, . funcţia y= f(2). trece 'dela valoarea W la valoarea yp. Diferența z—a, = 1 se dumește' creșterea variabilei z, iar diferența p—y, =" se numește creşterea, funcției y; creşterea |; poate fi pozitivă, negativă sau nulă, 
CneșreniLe Az şi Ay, Uneori e mai comod să însemnăm  ere- șterea. variabilei 2 cu Az.şi creşterea funcţiei y cu Ay, In acest caz la valorile z: și z-+-Az: ale variabilei independente. corespund pentru funcţie valorile | o 

(8 v=f(a).. | . ȘI 

(9) - | Y-trây = f(z+Az),
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Scăzând egalitatea (8) din (9), membru cu membru, deducem 
(LXXV) Ay =f(ztâz)—f(z) creșterea funcției ). 

- OBSERVARE. Să nu 'se confunde Ar cu Axz şi Ay cu. Axy. Simbolurile - Az şi Ay sunt niște senine convenționale: Az, ca, şi h, reprezintă, cantitatea cu cat creşte z; Ay, ca şi &, reprezintă cantitatea (algebrică ) cu cat creşte y, 
EXEMPLE, 10, Să considerăm funcţia pp = a, 
Pentru a, =1 şi a2=143 găsim pi =1 şi y2==1,69; adică pentru 

h = 13 —1=048 „avem  k=1,69—1==0,69 pozitiv, , 
Pentru a4=—4, ap — 39 găsim y,=16 și Va=15,21; adică 

pentru h=(—39)—(—4)=04 
"avem O—Ok15ol—16=— 0,79 negativ, 

In general, pentru două valori a, şi 2 găsim 

k= = Y, = 4-2 = (2, —a) za) = haita). 
Pentru 2, <a <0 avem h= aa —2 >0, za-t+a, <0 şi & <0 sau ș Yi > ti; "deci s descrește, când a crește dela —co până la 0, Pentru 0 <a, <a avem h>0, 2-+a >0 și k>0 sau Yi S Yz; deci y crește, când a creşte dela 0 până la tree. 

| 20. Să considerăm funcţia liniară 

W vai, 
Când dăm lui z o creştere Az, valoarea “acestei” funoţii devine 

1) Y-rây = B(2-kaAz)-5 = 3zF54-3 ax: 
şi scăzând” calitatea (1) din n (ID), membru cu membru, obținem 

Ay = 342, 

Prin urmare: pentru Az > 0. avem Ay >0 adică-funoţia: ş v=3a+5 creşte, când z creşte dela — 00 până la oo, 

Oasenvanz.. 0 fumoție poate fi necontenit crescătoare, fără lca va- loarea ei să crească până la -+-o00. 
—1 

      

Astfel funeţia 4 y= ne dă - 

a —1 i z—1 | n= za? Va = Za 

și pentru 0 <a < > găsim 

| | “ —1 —1. — Po > SS e ea > 0, 
adică ş y oreşie, când z > 0 creşte. Dar când 2— 00, — - tinde cătră zero 
şi y=1 — tinde cătră 1. Deci y na creşte la infinit 

Tot astfel, o funcţie poate fi necontenit deserescătoara, fără ca va loarca ei să descrească până la —co,.. i -
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Funcţia y = 2 creşte şi ea, când z>0 creşte; dar când z—-+-o0, y = 22 creşte la infinit, 

In adevăr, pentru a > 0 şi destul de mare, ş poate deveni oricât de mare. Astfel pentru ca 7 să fie mai mare decât 1000000 e de ajuns să luiim z > 1000 0vy adică a >1000, Pentru ea Y să fie mai mare decât un număr A, oricât de mare, e: de ajuns să luăm z > VA, , 

Funcție mărginită. Ziccm că o funcţie f(z) e mărginită întrun interval (a, 9), câna, pentru orice valoare a lui z din acest interval, valoarea funcției f(a) râmâne cuprinsă între două numere fixe A şi B, adică dacă 

pentu aSaSSb avem ASf(z)<B. 
- Zicem că o funcţie e mărginită în vecinătatea îinei valori (sau unui punct) z,, când e mărginită într'un interval DE, i4-e, numă- rul e putând fi oricât de mic, dar determinat, 
„EXEMPLE, 10, Funcţia ya pentru z cuprins între —2 şi +3 capătă valorile următoare : 

z| —2 —1 0 1 3 3 
y | 4 desc. 1 desc. 0 cr 1 cr 4 cr 9 
  

deci pentru —2:Sa 3 avem 0£y<9, Funcţia y=a2 e mărginită in inter- valul (—2, 3), - 
20, Funcţia y = Z pentru z cuprins între —1 şi +1 capătă valorile următoare : 

z |. —1 01 001 =: 9 +e 001 0 1 
y| 1 =10. —100 27 = lare +2 100 10 1 
  

Când € >0 tinde cătră zero, fracţia 7 creşte la infinit. Prin urmare: când tinde cătră zero prin valori negative (—e), y=z tinde cătră —co; când a tinde cătră 
zero prin valori pozitive (++ e), Yy tinde cătră -ţ-oe, , 

Funcţia y= devenind înfinită în intervalul (—A, +1), nu e mărginită în acest interval, 
. 

268. Pantă. Să considerăm un triunghiu dreptunghic OPM (fig. 44) în care o catetă OP să fie orizontală şi cealaltă catetă PM verticală, Ipotenuza OM are o aplecare sau o pantă faţă de cateta orizontală şi convenim să măsurăm această pantă prin raportul 

A 
” OP 

dintre cateta verticală şi cateta orizontală,
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Mai general, dacă M e un punct oarecare cu coordonatele 2 și g, față de două axe de coordonate Oz orizontală şi Oy verticală, convenim să numim panta segmentului OM valoarea algebrică a raportului 

| Y 
x 

EXEMPLU, Dacă pe figura 41 avem OP ==25 mm. şi PU=15 mm, coordona- tele punctului AM sunt 2=95, 7 = 15 şi panta segmentului OM este 

y 15 __3 == 3 (pantă pozitivă ). 

Coordonatele punctului MP (simctricul punctului M faţă de axa 0) fiind == 25, y= — 15, panta segmentului OP este 
” 

  

    

— 15 

vu 2 = zau =— a (pantă negativă), 

A 
7 

Mc] Q___ AM momo Pai : 
„ ; 

pu 4 : Pui i : Di ! a : e i : „O IP X : a ! : Pi 
' ie ! îi T 
! ET amaanaeeenaaaaer eee ) M, 
M” 

Fig. 4. 

. 

Dacă luăm punctele M” şi M,, simetricele punctelor M şi M” faţă de axa Oy, . constatăm că panta segmentului OM, e egală cu panta segmentului OM şi panta, seg- mentului OM” e egală cu panta segmentului OM” (fig. 44). 

269. Pantă mijlocie. Fie C (fig. 45 sau 46) curba, care reprezintă în mod grafie variaţia unei funcţii | 

y = f(z) 
şi fie M şi M' două puncte vecine, pe această curbă, cu coordonatele 
(z, 9) și (z-+taâz, Wtây) respectiv. | 

Dacă P e punctul unde dreapta MP, paralelă cu axa Oz; întâl- 
neşte ordonata punctului M”, avem 

MP=Az, PM Ay = (ytiy)=y= filet az) fila).
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Raportul acestor creşteri 

| Ay _ Aetâz)—f(z) (10) dz Sa 
care e panta segmentului MM? faţă de axa orizontală NB, se numeşte Panta mijlocie a curbei C între punctele M şi M”, 

In general, dacă avem pe curba C două puncte 

Mu (25 90) şi * Mala), 
panta mijlocie a curbei C între M, si M, este raporiul dintre diferența ordonatelor și diferența absciselor acestor punele: E 

(LXXVI) Lu = Aa) = fa) (pantă mijlocie). . 1 di 

OBSERVARE. Această pantă nu depinde de forma arcului MM2; ea depinde numai de pozițiile Punciclor extreme M, şi Ma. 

  

     
  

    

YA YA c 

M Ep 
ai 

! - A 

i 
. . + 

i 
0 >ă 0] > „X+ÂX > 

i Fig. 46, 

  

Pentru A > 0: 

10. Dacă funcţia 7 e crescătoare dela z la z+Az, creşterea Ay e pozitivă (fig. 45); panta mijlocie a curbei între M și M” e pozitivă şi curba C e urcătoare dela M la WM”, - 
20. Dacă funcţia Yy e descrescătoare dela = la z-Az, creşterea Ay e negativă (fig. 46); panta mijlocie a curbei între M și M' e negativă şi curba C e scoborloare dela M la M” 

„OBSERVARE. Deşi în cazul al doilea valoarea funcţiei se micșorează, când. trece dela ş la y-ţ- Ay (Ay negativ), convenim să zicem, şi în acest caz, că Aye creşterea funcţiei y (creştere negativă ), - a i -
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210, Funcție continuă. Creșterea fancţiunii 

Ay = f(z+âz)— f(2) 
depinde, de două variabile independente: z și Az, Putem lăsă pe z con- stant și să facom să varieze numai Az. In acest caz, pentru unele fune- țiuni (de exemplu pântru funcţiile reprezentate în figurile 45 și 40) vedem că, dacă luăm creşterea Az din ce în ce mai „Mică, și creșterea Ay devine din ce în ce mai nică, 

Să considerăm, în general, o funcţie Y = f(z) şi să însemnăm Cu 2 0 valoare determinată a variabilei independente a Pentru, UL) Az = z—a avem Ay = f(z)— fa), 
„Dacă creşterea funcțiuni, (Ay) tinde câtră Zero, cind creşterea va- riabilei ( Ar = 2—a,) tinde cătră zero, prin valori pozilive sau negalive, zicem că funeţia f(z) e continuă pentru valoarea a, sau continuă în punctul ai. 

OBSERVARE, Egalităţile (11) se mai pot scrie 
(12) o Oe=ațaz şi f(z) = fiz+ az) = fa) + ay. Când Az tinde cătră zero, z tinde cătră a, şi, dacă funcţia (a) e continuă în punciul z,, Ag tinde cătră zero, adică f(z) sau F(a-F az) tinde câtră (a) [190, Observare]. : 

(LXXVII) Ay =flz)-f(z)—0 cana So z—0 0, Sau - 
i . (LXXVIII) f(z)> f(zi)” când 2 zi, 

Se" mai poăte zice că o funcţie f(2) e continuă pentru z=a,, număr poziliv €, oricât de mic, putem face să corespundă un număr că pentru Pi 
” 

CONDIȚIA DE CONTINUITATE în punctul Di: 

dacă, la orice 
pozitiv n, aşa 

Isel=le—al <a să avem: lay = fa) fa) <a sau pentru 
- a RN S<ae<a+ să avem. Fa) —e < f(z) <fia)+re. O funcţie e continuă întrun interval (a, d), pentru fiecare valoare a hi z din acest interval, 

Când e continuă 

* EXEMPLE. 10, Un bino 
pentru orice valoare a lui z, 

"In adevăr, avem | . i Pia) =az+5,  fiz)=aăd | Și diferenţa DI a 
e Ay = Tz)—f(a) = ate—a) = a ax. Na tinde cătră zero, când Az tinde cătră zero, - a 

m de gradul întâi y=az-b e o funcţie continuă
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20. Un trinom de gradul al doilea 
(13) . o y=at+ba-țe 
e o funcţie continuă pentru orice valoare a lui a, Ma 

În adevăr, când dăm lui a o creștere Ar, funcţia capătă valoarea 

(14) Y-tay = at 2a.az + az?) + d (c-taz) + c, 
Scărând egalitatea (13) din (14), deducem 

” Ay = (2ax-d)az+ a aa? 
și, când Az tinde călră Zero, Ay tinde căiră: zero, oricare ar fi z. 

39, Se poate constată în mod analog că, dacă P(a) e un polinom întreg în «, funcţia y= P(z) e continuă pentru orice valoare a lui . ” 

Onsenvănt. Orice funcție definită printr'o catrbă continuă într'un interval (a, b) e o funcţie continuă în acest interval (fig. 48, pag. 981). 
O funcţie f() reală şi continuă întrun interval (a, d), când 

trece dela valoarea f(a) la valoarea f(0), capătă suecesiv toate valo- 
-rile reale cuprinse între f( a) şi f(0). 

2il. Funcție discontinuă. Dacă pentru o funcţie, mărginită în veci- nătatea unei valori 2, condiţia de continuitate (LXXVII) sau (LXXVIII) 
nu e realizată pentru 2 = a, zicem că funcţia e discontinuă în punebul ze. 

„De asemenea, dacă o funcţie f(z) creşte la infinit (-- 00) sau des- 
creşte spre —00, când « tinde cătră o valoare determinată a, zicem că funcţia f(2) e discontinuă în punetul a. . 

EXEMPLU, Funcţia rațională [188] = 
(15) | y=z x—a   

e reală pentru urice valoare reală a lui z, Pentru <a, y e negativ; pentru z > a, Y 0 pozitiv; pentru z=a,y e infinit - 
Pentru z=a—e, (e > 0 foarte mic) avem y= negativ și foarte mare 

în valoare absolută ; prin urmare, când e —+0, y tinde cătră —oo. ” 
Pentru =a-țe, avem y = 7» pozitiv şi foarte mare, dacă e e destul de 

mic. Prin urmare, când e —> 0, y tinde cătră +a. | 
Funcţia raţională (15) e discontinuă în punctul a, În acest caz zicem că y trece dela —co la -F-oo, când a trece prin valoarea a, 

272. Maxim și minim. Dacă există trei numere a, bd, c(asSecs3) 
astfel ca funcţia y = f(), reală în intervalul (a, d), să fie crescătoare, 
când z variază dela a la c şi descrescătoare, când a variază dela c la d (1), 
zicem că funcţia f(z) trece printr'un mazim, când z trece prin va- 
loarea c sau că funcția f(z) e maximă: pentru z = e, 
  

(1) Intervalul (a, 5) poate fi oricât de mic, -
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In acest caz valoarea f(e), pe care o ia funcţia f(z) în punc- tul c, e :mai mare decât valoarea funcţiei în oricare alt punet din inter. - valui (a, 5). , E 
EXEMPLE. 10, Funcţia 

. | y=1—a 
e egală cu 1 pentru z=0 şi mai mică decât 1 pentru z=F0; y trece printr'un maxim (y = 1) pentru 2=90, : 

Oricare ar fi un număr pozitiv e, când a variază dela —e la 0, funcţia y=l—a creşte dela 1— gs până la 1 și când z variază dela U la -F-E, y descrește dela 0 până la 1l—e , _ | 29, Funcţia ş definită de curba C (fig. 47) e crescătoare dela 0 la a, descre-; scătoare dela a la b; prin urmare e maximă pentru za, Valoarea maximă a lui 7 în intervalul (0, d) e M,. 

    LL   

  

Fig. 47, 

Dacă există trei numere a, b,c (asSe=5) astfel ea funcţia Yy = F(z) să fie: descrescătoare, când z variază dela a la e și crescătoare, când z variază dela e la D, zicem că funcția f(2) trece printr'un minim, când z trece prin valoarea c sau că funcţia f(z) e minimă pentru z=c, 
| In acest caz valoarea f (e), pe care o ia funcţia (2) în punctul c, e mai mică decât valoarea funcţiei în oricare alt punct din intervalul (a, d). 

„ EXEMPLE, 19, Funcţia Yy=a+3 e egală cu 3 pentru z=—0 :și mai mare decât 3 pentru z=k0: Cand a variază dela —1 până !'a 0, y descrește dela 4 la 3; când variază dela 0 până la 2, y creşte dela 31a 7, Prin urmare funcţia y=a24-3 e minimă pentru = 0. Valoarea minimă a funcţiei e y=3, - | 2. Funcţia z definită de curba C (fig. 41) e descrescătoare când a variază dela“ b la ce și crescătoare când a variază dela, c la d; prin urmare e minimă pentru ac. Valoarea minimă a luj Y în intervalul (5, d) e m. ” 
M.G. : 

19
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213. Variația unei funcţii. A studia variația unei funcții y = f(a) 
însemnează a determină valorile lui z sau intervaiele, în care funcţia ye: 
10. reală sau imaginară ; 90, crescătoare ; 30. descrescătoare ; 40, marzimă sau 
minimă; 50, nulă; 80, infinită; în general modul cum se succed valorile lui Y, 
în intervalele unde ş e real, când z variază dela —co până la +0... 

EXEMPLU. Variația funcției + definită în mod grafic prin curba C (fig. 47) între z=0 şi z==1 se poate rezumă în tabloul următor : 

  0 a d e a „e f g h I 
Yo cr. 4, dese, 12 dese, în Cr. 3ja cr, 3[, dese, 0 desc, Ma cr. O cr. co 
      
    “ 

[i
a 

Funcţia are două maxime pentru z=—a şi z==e; are două minime pentru z=e şi z=—g; e nulă în punctele F şi h şi e infinită pentru =, 

J 

Y 

  

O ” X, Xa X   
"Fig. 43, 

214. Distanţa dintre două puncte, Să considerăm în planul z0y două puncte: M, cu coordonatele 2; n Și Ma cu coordonatele 22, % (fig. 48). Ducând prin M, o dreaptă paralelă cu Oz şi prin M> o dreaptă paralelă cu Oy, construim un triunghiu dreptunghic M,PM2 cu unghiul drept în P. Coordonatele punctului P sunt 2=— 2%, =, şi avem 
MP = B—ăj, PM = V2— e 

Distanţa, d dintre punetele M, şi Mz, adică spotenuza triunghiului  dreptunghie M,PM2, se poate calcula când cunoaștem coordonatele ace- stor puncte. In adovăi, formula elementară ? 

| MM = MP" + PE ne dă 2 
d“ = (22—2)+ (pu
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şi, extrăgând rădăcina patrată din ambii membri, obţinem formula fundamentală ; ! 

(LXXIX) d = Ji 2% Y+ (Vi—%2 Y (distanța dintre două punele ). 
” OBSERVARE. In această formulă, sensul în care luăm diferenţele dintre abscise sau dintre ordonate (,—a,, Me Său u4—, j4—,) e indiferent, deoarece aceste diferenţe se ridică la patrat, 

RecuLă. Distanța dintre două punele e egală cu rădăcina patrati din suma patratelor diferenței absciselor şi a diferenței, ordonatelor ace- 
stor punele. 

EXEMPLU, Distanţa dintre punctele A (3, =—5) şi B(—2, 4) este 

d= 48 = VI3s—(5)FFIODZaf — Vad 9,3, 
Distanţa dintre un punct şi origine. Dacă punctul M2 

e originea coordonatelor, avem x, <t 0,p=0 şi formula (LXXIX) 
pentru distanța OM, dintre un punct N (2, 3) şi origine (fig. 48) 
„se reduce la. - 

(LXXX) d= Va. 
EXEMPLU, Distanţa dela punctul M (—2, 4) până la originea coordonatelor este d=(—2)pai — Va-F16 = V20 447, 

275. Ecuația cercului. Să considerăm : un punct P fiz cu coordo- 
natele (a, ) şi un punct M cu coordonatele (z, 9) variabile. Insemnând 
cu d distanţa dintre. aceste două puncte, avem 

d = (2—a)+ (y—0f, 
2 

Toate punctele M „ Care șe găsesc la o distanță determinată de punctul P, d = r, sunt așezate pe un cerc C, cu centrul în P şi cu raza 
(Ag. 49, pag. 292). Când punctul M:se mișcă pe cere, coordonatele lui (, y) variază, 'dar între aceste coordonate avem întotdauna relaţia 

(16) (2-a) (ya 7, 
care ne exprimă că distanța MP e egală cu r.: 

OBsenvane. Dacă punctul M e în afară de cercul C, avem 
d>5 sau (z—a)+ (y—9> >. | 

Dacă M e în interiorul cercului C, avem 

d<r sau (z-aj+ (9-0) < re. 

19%
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„Dacă M e pe cercul C, avem 

d=r sau (z—aj+ (y—0) = 2, 
Prin urmare: dacă M e un punct de pe cercul C (1), coordonatele lui, z şi y, formează un sistem de soluții al ecuației (16) şi reciproc; dacă numerele s. şi Y formează un sistem de soluții al ecuației (16), punctul M cu coordonatele (z, 7) se găseşte pe cercul C. 
De aceea zicem că ecuaţia, 

(16) | (2—0)+ (y-5)=r 
reprezintă un, cere și anume e ecuația cercului C eu centrul în punctul (a, d) şi cu raza r. | | 

FE | 
Yy . 

  

  

EXEMPLE, 10, Ecuația 

(2—1) + (y4+5)=a, 
în care avem a=2, b=—5, r'=3, reprezintă un cere cu centrul în punctul (2, —5) şi cu raza V3.. - 

20, Ecuația cercului cu centrul în punctul (î, 0) şi cur raza 1 este 
(2—1)+-(y—0)=1 sau A f—22=90, 

Ecuația (16) ne definește pe y ca funcţie implicită de z. Ecuația fiind de gradul al doilea, pentru fiecare valoare a lui z, ne dă în ge- neral două valori pentru y. Funcţia e deci multiformă (cu două deter- minări ). Variația ei e reprezentată în mod grafic prin cercul C. . 
    

(1) Adică de pe linia curbă C,
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Dacă ducem prin centru o dreaptă AB paralelă cu axa Oz, ob- ținem două semicereuri, unul superior AMB, altul inferior AM'B. Aceste semicercuri corespund la cele două determinări ale funcţiei. 
In adevăr ecuaţia (16) rezolvată în raport cu y ne dă 

UD y=0+ (aa 
şi 

(18) y = d5— ro (2-a. 

Ecuația y = b reprezintă dreapta AB [278, 1]. Expresia (17) cu y> 8 corespunde la semicereul- superior şi expresia (18) cu y<I "corespunde la semicereul îmferior. Aceste două semicercuri sunt așezate simetric faţă de dreapta y=b. 

OBSERVARE. Funcţiile definite prin ecuaţiile (17) și (18) sunt uniforme şi reale pentru. a—r Saar. Variaţia lor e reprezentată în mod grafic prin semicercurile AMB şi AWB, Pentru z=a funcţia (17) e maximă (y=b-+r), iar funcţia (18) e minimă (y=b—r), 

II. — FUNCȚII LINIARE. 

276. Binomul az+d. Cea mai simplă funcţie de z e funcţia liniară sau Binomul de gradul întâi :. 
(19) | Yy=ar+d, 

unde 2 e variabila independentă, iar a şi b sunt două numere date. 
19, Pentru orice valoare reală Şi finită a lui cz, binomul az-+b capătă o valoare Bine determinată, reală și finită. 
20. Dacă a,c diferit de zero, oricare ar fi numărul yo, găsim în- : totdeauna o valoure şi una singură 2 — 20, pentru care binonul az-+-b capătă valoarea yp. 
Această valoare se obţine rezolvând ecuaţia 

isi az+ = 
Și găsim 

J—b 
a 
  = 2 ( valoare unică ) , LI = 

EXEMPLU. Binomul y=32—5 capătă valoarea — 8 pentru 

9. Semnul binomului. Dacă za" e rădăcina ecuaţiei 

az+b=0,
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V . 5 . , 
aven r=-z ȘI putem scrie, pentru orice valoare a lui z, 
(20) Vaza (20) = aa). 

Diferenţa z—a" e negativă pentru z <a, nulă pentru z = a şi pozitivă pentru z > a, 
Egalitatea (20) ne arată că Y are acelaș semn sau semn contrariu cu z—z", după cum ae pozitiv sau negativ. : 
EXEMPLU. Binomul y = 32—5 are rădăcina ra şi coeficientul a = 3 > 0, . 

. 
5 

5 . ... 

Prin urmare y.e negativ peniru <a, nul pentru a = .$ ŞI pozitiv 
5 

3 pentru z > 3: 

40. Funcţia az+b e crescăloare dacă a e pozitiv Și descrescâtoare dacă a e negativ, 
In adevăr, dacă pentru două valori a, Și 22 avem 

W=az+d, Va = 02 +0, deducem - 
(21) Va n = a(a2—a). 

Prin urmare: dacă ae pozitiv, pentru 

Z—2 > 0 avem V— >0 
adică, pentru a < 22, avem 

Wa sau am+b< aa + d 
şi funcţia y=az+d e crescătoare '[267, 1]. 

Dacă a e zicgativ, egalitatea (21) pentru 
2Za—2 > 0 ne aă = <O 

adică, pentru Zi C 22 avem 

We sau azi + am+d 
şi funcţia y = az+-0 e descrescătoare [267,2]. 

Dacă a e nul avem Y = 0 pentru orice valoare a lui z; binomul ax+-b se reduce la o constantă, 
50. Dacă a e diferit de Zero, când z tinde câtre oo, valoarea bino- mului ax+0 tinde câtră TOO sau —00, având acecaș limită ca și produsul az, 

In adevăr, pentru 

21 >]2] avem laz| > ]5] 
şi semnul binomului az e semnul produsului az,
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Pe de altă parte, când lel= co, atât az cât și az+d cresc la înfinit în valoare absolută,” 
Prin urmare, dacă a e pozitiv: 

az+-b— oo când z— + 00, 
az+b— —co când z— —0; 

iar dacă a c negativ: , 

axz+-b— —co când „= -+- 00, 

az+b— oo când z— —, 
EXEMPLU. Pentru binomul y=—4a7 + 
V—— când a—to şi yo când z——c, 

oi. Variația funcţiei y=— az+-d, Presupunând d > 0, variaţia funcţiei y = 124 se poate rezumă în tablourile următoare : 

10, y=az+d, a>0, 
  

  
  

    

  

  

x 
db . Ă 

” 
z | 0, "g . - 0 | + co 

y | —co creşte 0 creşte d creşte Foo 

2, Yy=az+d, 'a<0, 
| ze —o 0 | — Z „Fo 

| 7 Fo descrește b descrește 0 descrește  —oo 

  

    
În mod analog se discută cazurile 19 şi 2 pentru d <0, 

3%. y=0  (a=0), 
  

    

  

  

d / d pe     

21$. Reprezentarea grafică. Pentru a găsi linia prin care se ro- prezintă în mod grafie variaţia funcţiei ” 
(19) . ” y=az+), 

vom începe cu cazurile cele mai simple, - 

Cazu 10. a==0. Ecuația (19) se reduce la . 
(22) yd,
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adică, oricare ar fi Z, ordonata gy are mereu aceea lungime DB. Astfel 
pentru z=—'"0P, avem punctul M, (PM, = 5) (fig. 50); “pentru z= OP; avem punctul M2 (PM =); 
pentru z = OP2 avem punctul M3 (PM = 0) 

"și așă mai departe. 

Obţinem dar un șir de puncte situate toate pe 0 acecaș dreaptă D paralelă cu axa Oz şi la distanța d de această axă, „_? Învers, orice punct de pe dreapta D (fig. 50) are ordonata egală cu d, adică satisface la condiția y=b. De aceca zicem că 
Y=0 e ecuaţia unei drepte paralele cu axa Oz, 

  

  

y 

M 
M, 

Ma 
D 

B 0 E E 3 
Fig. 50, 

Un raţionament analog ne arată că toate punctele, care au aceea abscisă a se găsese pe O aceeaş dreaptă D” paralelă cu axa Oy şi la distanța a de această axă, 
Invers, toate punctele de pe dreapta D” satisfac la condiţia = a, De aceea zicem că 

- 
z=a e ecuația unei drepte Paralele cu aza Oy. 

Cazu 2%, b=0, Ecuația (19) se reduce la | . (23) y= az, 
care pentru fiecare valoare a lui a ne dă câte o valoare: pentru 7 şi câte un punct M-în plan cu coordonatele (z, 9). Dacă a e pozitiv, pentru a < 0 avem y < 0 și punctele M cores- punzătoare se găsese în regiunea (III) faţă de axele Oz, Oy [263]; „pentru 2 > 0 avem Y > 0 şi punctele M se găsesc în regiunea (1). Dacă a e negativ, pentru z < 0 avem Y > 0 şi punctele corespun- zătoare se găsesc în regiunea (II); pentru z > 0 avom y<0 și pune-: . tele se găsese în regiunea (IV),
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Teonemă. Toate panciele M, ale căror coordonate satisfac la o aceeaș ecuație de forma Y = az,'sunt siluale pe o aceeaș dreaptă, care trece prin origine. | 
Fie M, (fig. 51) un punct cu coordonatele 

zi = 0, = PM, 
care satisfac la condiţia Ji = az şi fie D dreapta OM,,: care trece prin origine şi prin punctul M. 

Vom demonstră că orice ali Punct M, ale cărui coordonate (2,9). satisfac la ecuaţia + =, se găsește pe dreapta D. : 

Ya Qă 

  

  

In adevăr, dacă M, (22 = OP,, Va = P2M2) e un punct ale cărui coordonate satisfae Ja ecuaţia. (23) și care e situat în acceaș regiune cu M, faţă de axele Oz, Oy, din egalităţile 

, Vi =az şi Va = Qap deducem 

3 - PA A Ve Vesa OP PM % x OP, - OP, 

Prin urmare triunghiurile dreptunghice OP, Și OP2M2 sunt ase- menea ; unghiurile M,OP, și M2OPa sunt egale și cum ele au o latură comună (0), un vâri comun (0) și laturile necomune OM, și OM, așezate de acceaş parte a axelor Oz și Oy, rezultă că direcția OM, se confundă cu OM, sau că punctul Ma se găseşte pe dreapta D. | Dacă punctele M, (4, Mi) și M (a, y), ale căror coordonate sa- tisfac la condiţiile 

ma şi yza
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sunt situate în regiuni opuse, un raţionament analog ne arată că unghiu- 
rile POM, şi POM sunt egale și cum laturile OP și OP, sunt în pre- lungire, rezultă că și laturile OM și OM, sunt în prelungire şi punctul M e tot pe dreapta D. 

Reciproc. Dacă De dreapta, care trece prin origine şi prin 
punctul M, (2, yu) şi dacă însemnăm cu a raportul a, coordonatele 
(2, y) ale oricărui punet M de pe dreapta D satisfac la ecuația y=az. 

In adevăr, dacă M e un punct situat pe dreapta OM, (D), avem 

z= OP, y = PM 

și triunghiurile asemenea OPM şi OP.M, (fig. 51), ne dau 

p_PM Pip 

sau 

Y= az, 

Prin urmare variaţia funcţiei y= az se reprezintă în mod grafie prin dreapta D (fig. 51). 

De aceea în geometria analitică (1) vom zice că 

=az e ecuația unei drepte, câre trece prin origine. 

OBSERVARE. Dacă y=/f(z) e ecuaţia unei curbe C, ca să putem spune dacă un punet M, (2, W) se găseşte (sau nu) pe curba C, e deajuns să căutăm dacă coordonatele z,, W satisfac (sau nu) la ecuaţia y=f(z), 
Astfel originea se găseşte pe dreapta y=az (sau dreapta y = az trece prin origine ), fiindcă coordonatele originei, 2=—0, y=0, satisfac la ecuația y = az, 

Panta dreptei. Să luăm pe dreapta D (fig. 51) două punete 
M (zu, wi) şi M' (a ap). Raportul dintre diferența ordonatelor 

ji = Ay = NM". 
şi diferența aâsciselor | 

a'— = Ax = MN 
adicii 

Ym — Ay (24) (a Z—aj 7 Ax 

“este panta mijlocie a dreptei D între punctele M, şi M" 1269]. 

  

(4) In geometria an alitică se inlocuește fiecare figură printr'o ecuaţie şi se stabilesc proprietăţile figurilor din studiul ecuaţiilor corespunzătoare.
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Dar, oricare ar fi punctele M, şi M' pe dreapti D, iriunghiul dreptunghic M,NM” e asemenea cu OPM, și avem » 

NM” Pl 
- MN — 06, 

sau , 
i] ? 

pa Ma Wza, 
x IX XE 

, Raportul acesta constant a se numește panta dreptei D. 
Ecuaţia y = aa reprezintă o dreaptă, care trece prin origine şi are panta a, 

i 

EXEMPLU. kcuaţia y=3a reprezintă o dreaptă care rece prin origine şi are panta 3 sau a 

Unghiul dreptei cu axa Oz. Panta dreptei y = aa ne deter- mină aplecarea ci faţă de axa Oz. 
Pentru «= 1, avem y = a. Există dar, pe dreapta N cu panta a, un: punct A cu coordonatele (1, a). - , Fie a unghiul zOA = 90, pe care-l face direcția OA cu Oz (Ag. 52, pag. 300). Convenim să dăm un sens acestui unghiu şi anume sensul dela Oz spre OA. Oz e latura origine “iar OA latura extremitate, Astfel unghiul zOA devine o mărime dirijată şi măsura lui se repre- zintă printrun număr algebric. 
Pentru a preciză sensul unghiului e, vom zice unghiul «OA sau unghiul (Oz, OA), spunând, ca și la segmentele dirijate, întâi originea şi apoi extremitatea [24]. 
Dacă sensul, în care s'ar roti o semidreaptă OA în jurul punctului O, ca să descrie unghiul « dela origine (0) spre extremitate (OA), e contrar cu sensul de rotaţie al âcelor unui ceasornic, zicem că unghiul a e pozitiv; în cazul contrariu unghiul e negativ, 

EXEMPLE, Pe figura 52 unghiul 200 sau (Ox, 0D) e pozitiv şi egal cu <- 300, pe când unghiul z0D' sau (Oz, 0D') e negativ şi egal cu — 400, 

Relaţia dintre pantă şi unghiu. Dacă ae panta unci drepte reprezentată prin ecuaţia 

V=az, 

la ficeare valoare a numărului a, dela —oc0 până la +00, corespunde câte an punct A cu coordonatele (1, 2), o direcție OA ŞI a unghia (Oz, OA) cu valoarea a. | 
Pentru a =0 avem « = 0; direcţia OA se confundă cu Oz,
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Pentru a > 0 unghiul « e pozitiv; semidreapta OA e deasupra axei Oz (fig 52). Când a creşte și a crește, | 
Pentru a=1 triunghiul OPA e isoscel; avem OP=PA=1 şi a = 459. Direcţia OA e biseetoarea unghiului z0y. | Când a tinde cătră --00, direuția OA tinde să se confunde cu Oy::: unghiul & tinde cătră 900, * 
Pentru a < 0 unghiul a e negaliv; semidreapta OA e dedesubtul. axei Oz (direcţia OD” pe fig. 52). Când a creşte în valoare absolută Și a negaliv creşte în valoare absolută, 
Pentru a =—1 avem a=-— 45%; OA e bisectoarea unghiului z0y'. * Când a tinde cătră —00, direcţia OA tinde să se confunde cu Oy: unghiul a tinde cătră —900, 

, 
_ Coeficientul a, care ne determină unghiul &, pe care-l face dreapta y=az cu axa Oz, se mai. numește cocficientul unghiular al acestei drepte. 

a 

    

  

_ po -D 

Yy | A 

i a +30 

a : 

O 1 p x 

ÎN 40 

3 £ 
y D 

Fig, 52, 

Construcţia dreptei. Ca să construim dreapta 
(D) Y = az 
e de ajuns să determinăm două Puncte ale ei. i 

"Un punet e. originea coordonatelor O (2 =—0,y=0). Ca al doilea punet poate fi luat punctul A (2=—1,y=a) sau oricare alt punct M, (2 =, y=a2j). Unind originea O eu unctul A (sau cu M,) avem direcţia dreptei D. 
Dacă panta a e pozitivă, dreapta D e urcătoare (direcţia OD, fig. 52); dacă panta a e negativă dreapta D e scoboritoare (direcţia 0D”). 
OBsenvănr. Dreptele reprezentate prin ecuaţiile 

V=az şi y=—ra 
sunt simetrice faţă de axa Oz,
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. Dreapta y=z, având panta 1, e bisectoarea unghiului: 20y. Dreapta y=—z, având panta —1, e biseetoarea unghiului z0y'. , 
Dacă dreapta D (y=az) e construită pe o hârtie milimetrică, ea ne dcter- mină în mod grafic produsul mumărului a cu orice număr real, „In adevăr, dacă n e un număr real, luând pe axa Ox abseisa 0ODP=a și du- când prin P o paralelă la Oy, determinăm pe dreapta D un punet M cu abseisa n, Produsul an se obţine măsurând lungimea ordonalei PM, 

219. Cazul general: a == 0, + 0. Avem ecuaţia 
(25) y=az+b. 

Pentru =0 avem y=b. Prin urmare linia: reprezentată prin ocuaţia (25 ) trece prin punctul N (0, d), adică taie axa Oy la distanța b dela origine. 
Pentru orice altă valoare a lui z,'ordonata y se compune din două părți: az şi 5. Valorile produsului az sunt date de ordonatele dreptei D' (y = az). Fie D” dreapta y = (fig. 53). 

    

Y=ax+b    
Fig. 53. 

„Pentru a construi ordonata W & unui punct M, de pe linia (25), care corespunde la = 2, observăm că, în suma 

na +b, 
az, e ordonata punctului A, de pe dreapta D” și b e ordonata, punctului corespunzător B, de pe dreapta D”; trebue dar să adunăm la scgmen- tul PA, = az,, segmentul AM =PB=3. 

De aci rezultă că segmentele ON și AM, sunt egale şi paralele; patrulaterul NOA,M, e un paralelogram şi dreapta NM, e paralelă cu D” In acelaş fel se determină oricare alt punct Al cu coordonatele X2, Ya, Care satisfac la egalitatea Va = ax2+-d. Dreapta NM2 e şi ca paralelă cu D' și, cum trece tot prin N, se confundă cu dreapta NM.
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De aci rezultă următoarea 

TEOREMĂ. Toate punctele, ale câror coordonate satisfue -la ecuaţia y = az+b sunt situate pe o aceeaş dreaptă, care taie axa, Oy la distanța D dela origine şi care e paralelă cu dreapta y = az. 

| Reciproc. Fie D? dreapta y= az şi D dreapta paralelă cu D', dusă prin punctul N cu coordonatele (0, 9). 
Coordonatele oricărui punet de pe dreapta D satisfac la ecuația 

y=ax-+d, 

In adevăr, dacă M, (22, y2) e un punet situat-pe dreapta D şi dacă. ordonata PM, e tăiată de dreapta D” în punctul A», avem 

PzA2 = aa, , AM = O0N=9, 
deci | 

Ya = P2M2 = 022 + b. 

De aceea zicem că y = uzi e ccuațiu dreylei D ( fig. 53). 
Panta dreptei. Luând două puncte M, (2, 4) și Mz (22, Ya) pe dreapta D, avem | 

Ward,  m=aa+d, 
Scăzând aceste egalități, membru cu membru, deducem | 

V2— = a(22—z) 

și panta mijlocie a dreptei D, între punctele M, şi M2 [269] este 

. V2 —VW -( 2%) a =, 

Dacă punctele M, şi M2 sunt pe o linie curbă C. și dacă, lăsând punctul M, fix, mișcăm punctul M2 pe curba C apropiindu-l sau depărtân- du-l de M,, panta mijlocie a curbei între M, și M2 variază, în general, cu poziția punctului Ma. i 
Dar dacă punctele M, şi M, sunt pe 0 linie dreaptă D, egalitatea (26) ne arată că panta mijlocie a dreptei D păstrează aceeaş valoare a, oricare ar fi punctele M, și Mo. 

De aceea zicem că 

a c panta dreptei y = az--9, 

“Coeficientul b, care e ordonata punctului N, unde dreapta D taie: axa Oy, se numește ordonata la origine a dreptei,
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Unghiul dreptei cu axa Oz. - Dreapta 
(D) | y=az+d 
fiind paralelă cu i 
(D”) y=az 
face cu axa Oz acelaș unghiu ca şi D“ | 

Ecuația unei alte drepte D, paralelă cu D”, dar care taie axa Oy la distanța b, dela origine, este 

(D.) Y=ax+. 
- Dreptele D, şi D fiind paralele cu D” sunt paralele între ele. Prin urmare: toate dreptele paralele între ele adică toate dreptele, care fac acelaş unghiu cu axa Oz, au acecaș pantă și reciproc toate dreptele, care au aceeaş pantă a, fac acelaş unghiu « cu axa Oz. De aceea a se mai numește coeficientul unghiular al dreptei D. 

OBSERVARE. La fiecare valoare a lui a (pozitivă sau negativă) corespunde 1 unghiu & şi reciproc. Unghiul & se poate construi ușor. Determinând punctul A (2=1, y=a), unghiul & e unghiul OA sau (Oz, OA), 
Prin urmare a eo funcţie de &. Există table, care ne dau valoarea pantei a, când se cunoaște unghiul a şi reciproc, 

Construcţia dreptei. Dreapta 

(D) Yy=az+b 
poate fi determinată: 

10. Prin două punete, Observăm că această dreaptă trece prin punctele 
N(2=0,y=9), M(z=1,y=a+d). 

Dreapta D e dreapta NM. 

In loe de punctele N şi M putem luă oricare alte două punele de pe dreapta D 
M, (2 paz 4-5), Ma (aa, Va =a%2-1-b). 

20, Printrun punet şi o dreaplă paralelă cu ca. Putem luă ca, parmet punctul N(0, d) de pe axa Oy sau oricare alt punct M, (2, pi = az +) de pe dreapta D şi ca paralelă dreapta D” cu ecuaţia y=az. Dreapta D e dr6apta paralelă cu D” dusă prin punctul N (sau prin M,). 
OBsenvane. Când panta a variază, dreapta D se roteşte în jurul punctului N, 

| 
Când d variază, dreapta D se mișcă în. plan rămănând paraleli cu ea însăşi, fiindcă e necontenit paralelă cu D”,
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EXEMPLU. Ecuația Ă 

00) o y=gta+i) 
reprezintă o dreaptă, Dacă facem pe z==0, 1, 2, 3, ..: sau r=—1, —3, .. și cal- culăm valorile lui ș date de ecuaţia (27), obţinem coordonatele şi punctele următoare: 

  

  

  

      

a ... —2 —1 0 1 „8 3 

y a 0 = 2 5 25 j 
Punclul A B C -D E F 
    

Toate aceste puncte sunt aşezate în linie dreaptă (fig. 54 ), 
Dreapta, reprezentată de ecuaţia (27) e dreapta AF, Ea taie axa Oz în punc- 

tul B (—1, 0) şi axa Oy în punctul C (0, 3). 

  

  

  
Fig. 54. 

Panta ti este coeticientul lui z, adică a Unghiul a al dreptei cu axa Ox este unghiul ascuţit B dela baza triunghiului dreptunghice BOC (Bo=a, OC = 3) 
sau unghiul ascuţit B dela baza unui triunghiu dreptunghice BPM cu unghiul drept în P, cu cateta verticală PM=5 şi cu cateia orizontală BP=8. 

Panta = fiind pozitivă, unghiul & e pozitiv; dreapta e urcătoare şi funcţia ş e crescătoare. 7 e pozitiv pentru x >—1, nul pentru z=——] și negativ pentru z<—1, 

2S0. Ecuația "generală de gradul întâi. Să considertim ecuaţia generală de gradul întâi cu două necunoscute 

(28) - Az+By+0=0. 
Dacă B ce diferit de Zero, ecuaţia se poate rezolvă în-rapot cu 7 și ne dă funcţia explicită 

(29) == pa
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caro e de forma 

(80) . y=az+-b cu a== 3, = 

Prin urmare reprezentarea grafică a funcţiei y, definită prin 
ecuaţia (28), este o dreaptă D cu panta -3 şi cu ordonata la 
origine -£ [279] 2 B . 

Orice punct M, ale cărui coordonate (2, y) satisfac Ia ecuația (28) se găseşte pe dreapta D şi reciproc coordonatele oricărui ponei de pe dreapta D satisfac la ecuația (80) şi prin urmare și a ecuația (28). 
De aceea zicem că 

Az+ By 0=0 e ecuația unei. drepte. 

  

  

- Fig. 55, 

„.. EXEMPLU, Eepaţia 
(31) 20 5y—4=0 
reprezintă a linie dreaptă, Inţelegem că, dacă dăm variabilei z diferite valori şi cal- culăm valorile cozespunzătoare ale lui Y, date de ecuația (31), 

  

  

  

      

x o... —9 — 1 0 1 2 3 .. . 

y ... 1.6 1.2 0.8 0,4 0 — 0.4 .. 
Punelul ... A -B C D E F ..     

toate punctele A (—2, 16),B (—1, 1.2), ..., cu coordonatele astfel obținute, sunt situate pe o acceaş linie dreaptă (fig. 55), LE 
„Ecuația (31) e de forma (28), în 'care avem 

- 

4=2,  B=5, 0-a, 
M. G, 

2
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Rezolvată în raport cu y ne dă funcţia explicită 

(82) . | y=— Pta), 
care ne arată că dreapta (31) are 

2 __—2 , panta — 3=g 
şi 

ordonaia ia origine 2 = 0. - 

Unghiul &, pe care-l face această dreaptă cu axa Oz, este unghiul. MOz, pe care-l obținem luând punctul M cu abseisa 5 (numitorul pantei) și cu ordonata —9 (numărătorul pantei) şi unind punctul M cu Q. : | - Panta dreptei (32) e negativă, unghiul & e negaliv; dreapta e scoborîloare, . funcţia 7 e descrescătoare, 
"Ye pozitiv pentru 2< 2, nul pentru 4= 2 și negativ pentru z >2, 

Punct pe dreaptă. Ca să găsim coordonatele unui punet M, de pe dreapta ” 
(D) Az+By+0=0, 
procedăm astfel: 

Dacă ni se dă abseisa z=— 2 a punctului M,, înlocuind pe a prin 2 rezolvăm ecuația i , 
Az+By+0=0. 2 

în raport cu y şi găsim că ordonata punctului M, este 

__4E+O_ 
y = B = We 

  

Dacă ni se dă ordonata. Y= Wa punctului M,, ubseisa lui se ob- ține rezolvând ecuaţia ” 
Az+ By +0=0 

în raport cu a, , . 
In particular, paunetul unde dreapta taie axa Oz se obține înlc- cuind în ecuaţia dreptei pe 4 prin 0 şi rezolvând ecuația Az+0=90, 
Găsim astfel .a =-—s, y=0. 
Punctul unde dreapta taie axa Oy se obţine înlocuind în ecuația dreptei pe z prin 0 și rezolvând ecuaţia By+C=0, 

„Găsim astfel z=—0, y == , 

„„Construeţia dreptei..Ca să construim dreapta dată printr'o ecuaţie de forma ! 
(28) - | * (D) Az+ By+0=0, 
e de ajuns să-i determinăm două puncte ale oi. Putem, de exemplu, să căutăm punctele unde dreapta taie axele de coordonate, adică punetele de pe dreapta D, care au sau abseisa sau ordonata nulă,
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EXEMPLU. Ecuația 

(31) 22 + 5y—4=0 

pentru 2=0 ne dă y = 3 = 0,8 adică punctul C pe axa Oy (Ag. 55); € . 
pentru c=1l ne dă y= = = 0,4 adică punctul D, 

Dreapta reprezentată prin ecuaţia (31) este drea   pta CD. Ea taie axa Ox în 
punctul E (2,0) şi axa Oy în punctul C (0, 2 . | 

OBsEnvaRE, Două ecuaţii liniare în z și y cu coeficienţi proporționali 
(33) , Az+By4+0=0 _ 

(79 pâAz+pBy+p0=0 
reprezintă aceeaş dreaptă. 

In adevăr, rezolvând aceste ecuaţii în raport cu y, obţinem 

A Cc (35) | y=—ga-—g 
şi . 

—_PA-_pPC__ A c 

Aceste două drepte, având aceeaș pantă şi aceeaş ordonată la origine, se confundă, 

281. Cazuri particulare. Pentru ca ecuaţia generală (28) să con- țină cel puţin una din variabile, z sau y, trebue ca sau A sau B să fie diferit de zero. 

D, A=0, B+0, Ecuația (28) se reduce la 

(37) By+0C=0 sa pa U y = > Yo: 

Dreapta e paralelă cu axa Ox [278, 1] şi la distanța 9 dela această axă (1). Unghiul, pe care-l face dreapta (37) cu axa Oz, e nul și panta dreptei e nulă. 
” 

2. B=0, A=+F0. Ecuația (28) se reduce la 

(38) „Az+0=0 sau  z=-0— za. | 
Dreapta e paralelă cu axa Oy [27$, 1] şi la distanța xy dela această axă. Unghiul, pe care-l face dreapta (37) cu axa.Oz e do 9p - şi-panta, dreptei e infiniță, 

(1) Inţelegem la distanța | yo | dela axa Ox: deasupra acestei axe dacă ys e pozitiv și dedesubt dacă yo e negativ, ” ,
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3, C=0, B+0. Ecuația (28) se reduce la 

(39) „Az+By=0 sau 1 Do=ma, 

. PR , | 4 Dreapta trece prin origine [278,2] şi are panta m= -3: 

252. Tangenta la cere. Să considerăm un cere cu centrul în 0. Fie A şi B două puncte de pe cerc; dreapta AB sau: AS, care taie cercul în punctele A şi B, e o secantă (fig. 56). 
Cât timp punctele A și B sunt 'distinete, direcţia, secantei AS e perfect determinată, cel puţin teoretic, 

| E evident că în practică, dacă distanța dintre punctele A și B e foarte mică (de ex. de 1 mm. sau de 01 mm,) direcţia AS e cu totul nedeterminată, În icorie insă, oricât de mică ar fi distanța AB, îndată ce nu e riguros nulă, direcţia AB se consideră ca pertect de bine determinată, 

| A 7 

  

Fig. 5. 

Să lăsăm punetul A fix și să mișcăm punctul B pe cerc, apropiin- du-l de A. In fiecare poziţie a punctului B (aiferit de A) direcţia AS e bine detârminată, | | 
Când B tinde cătră A, direcția secantei AS tinde câlră direcția limită AT, care e tangenta la cere în punctul A. 
OBSERVARE. Când se consideră tangenta AT ca o dreaptă ce trece prin două puncte A și B confundate, direcţia ei e nedeterminată, Când se consideră însă ca limita poziţiilor succesive ale secantei AS, când B tinde cătră A, poziţia tangentei in punctul A e perfect determinată, 

In cazul cercului, dacă dreapta AB e o secantă, în triunghiul isos- cel A0OB (i. 56) avem 
a -+- 2f = 1800, 

Când punctul B tinde cătră A, unghiul a tinde cătră zero şi un- : ghiul OAS = f tinde cătră 900, Prin urmare :: poziția limilă a secantei AS adică tangenta AT, e perpendiculară pe raza OA.
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253. Panta unei curbe întrun punct. Fie C o curbă reprezen- 
zentată prin ecuaţia 

(40) (0) y=/f(z). 
Să luăm pe această curbă, două, puncte apropiate 

| | Mi (20) şi  Ma(22,92). 
Dreapta M.M2 e o secantă la curba C (fi. 57). 
Panta ci e raportul 

  

. a A , 
(41) z2 i = a (panta sccantei 

22 
dacă coordonaţele punctului M2 sunt 22 = Dif Âz şi ga = pi tg, 

    

  

„Fig, 87. 

Să lăsăm punctul M. fix și să mişcăm punctul M2 pc curba C apropiindu-l de M. 
Când Ma tinde câtră M, direcția secantei MM, tinde cătră 0 pozi- fie limită MT, care se numește tangenta la curbă în punctul M,; dife- , - Ay rențele Az şi Ay tind fiecare cătră zero, dar raportul lor SL tinde 

cătră panta tangentei. M,T, pe care 0 vom însemna-o cu p, 
Avem dar 

rar , e Ay (LXXXI) p = panta tangentei = lim A? 
când Az tinde cătră zero, 

Panta, seeantei MM, e panta mijlocie a curbei C între punctele M, şi Ma; ea variază, în general, când Ma variază, 
imita acestei pante, când M, tinde cătră M,, adică panta tan- gentei MUT, se numeşte panta curbei în punctul My.
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EXEMPLE, 10,:Panta-unei drepte intr'un punct alci. Ca să determinăm panta unei drepte y=az-+bd întrun punct al ci M(z, 7), luăm pe această dreaptă un punct vecin A (z-ţ-Az, Y-AĂây), şi căutăm limita „ AY a . - - 
. i 

raportului îs? când Ax tinde spre zero. 

Din egalităţile Ă 

n Ykây = alz-haz)+d 
Y=az+b deducem, prin scădere, 

= AY = Ay = az sau Ta Sa. 
A 

Raportul 27 A având valoarea constantă a pentru orice valoare a creșterii Az, rezultă. că și pentru Ax —>0 avem 

= lim AY — (42) | , p == lim îi =a. 

Prin urmare : : panţa dreptei y = ax--b, în orice punct al ci, e a, 
2%, Panta curbei ya, Procedând în acelaș fel, din egalităţile 

y-F Ay = (2-F az) = m da az act 
og = 

deducem, prin scădere, 

Ay = 2aAza şi AV = 20-ţ az, 
| 

A Când Az tinde spre zero, oricare ar fi z, valoarea raportului Fe se reduce la 2. Avem dar i 
“ 

—] AY = - (48) p=lim 2 =2e. 

Panta parabolei y=a? intrun punct M,, cu abscisa a, e 2, Astfel: 
pentru z=—0 avem Yy=0 şi p=0; 
pentru  z=1 avem Yy=l şi p=2, 
pentru z=9 avem y=4 şi p=4, ete, 

Derivată. Curba C (Ag. 57) are o ordonată Y și o panlă p în fio- „Caro punct al ci. Când z variază și ordonata şi panta variază, în general: 
Y și p sunt funcţii de g. ă 

Funcţia y e definită prin expresia f(). Funcţia p e definită prin 
a Ay — ți F(ztâz)—f(2) (LXXXI) 2 = lim aa > lim 

când Ax tinde spre zoro. Această limită se numeşte derivata funcţiei Y=F(z) şi se reprezintă prin simbolul ” sau f(a) 
EXEMPLE, Din exemplele precedente rezultă că 

derivata funcţiei y=az+b e y= 
derivata funcţiei y == aa e y=32z,
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ReGuLă. Când ni se dă ecuaţia y=f(z) a'unci curbe .C,. ordo- „Rata şi panta curbei C, întrun punct M, cu abseisa z, se calculează | prin formulele următoare : 

ordonata y = f(x), 
pana tangeniei  p=y'=f'(a), 

III. — FUNCŢII NELINIARE.   284. Funcţia y = a2. Am văzut ( pag. 272) că funcția y=—a2 e reală și finită pentru orice valoare reală a lui & dela —o00 până la --00 și că imaginea ci gcomotrică e o parabolă C (fig. 58). 

C y=x2 

W 
, 

C' “ 

pr 

“ 
yzix? 

c N pe 
4   

Fig. 58. 

Panta acestei parabole variază cu valoarea lui z şi e d ată de formula 

p=2z, 
| Când a variază dela —00 până la 0, funcţia y — 22 descrește dela „+00 pănă la 0, panta p e negativă și curba e scoboritoare. Pentru z2=—0 avem Yy=0 şi p=0. o a Când 2 crește dela 0 până la 4-00, funcţia y creşte dela 0 până la +00, panta e pozitivă și curba e urcătoare, 

Funcţia y = 22 are o valoare minimă y = 0 pentru 2 = 0, adică în origine, In acest punct parabola C e tangentă la axa Oz,
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„Pentru Gouă valori simetrice ale variabilei z, valorile lui y sunt egale şi: punctele corespunzătoare ale curbei sunt aşezate simetric faţă de axa Oy. De aceea zicem -că Oy e.0 ază de simetrie a curbei GC, Punctul O se numește vârful parabolei. Curba C, având forma din figura 58, vom zice că îşi întoarce conecavitatea spre y poziliv. Ă Toată această discuţie se poate rezumă, în tabloul următor : 

Y=a,  p=2a. 
  

  

  

  

  

z — . 0 3 +o 
. . 

y --oo descrește | 0 crește +a . minim 

p 0 +   
  

  
OBSERVARE. Curba C, dacă e construită cu preciziune pe o hârtie milimetrică, ne poate folosi ca tablă de patrate. In adevăr, patratul unui număr real a se poate obţine măsurând ordonata punctului de pe parabola C, cu abscisa &, 

285. Funcţia y= aa. CazuL a >0, A 
Pentru a=—1 avem parabola C (fig. 58). 
Peniru a=- avem curba C' din figura 42 ( pag. 280). Pentru a 

o aceeaș valoare a lui z, ordonata punctului de pe curba C” e jumătate din ordnata punctului corespunzător de pe curba C. 
1 > . Pentru a = 3 avem funcţia 

(44) E y= ge 
reprezeniață în mod grafie prin curba C” din figura 58. Pentru o acecaş valoare a lui z, ordonata punctului de pe curba C' e a treia parte din ordonala punctului corespunzător de pe curba C. 

- 1 , In general, pentru a=— 3 avem ecuaţia a 

1 
y = Ț2 

care reprezintă o curbă ale cărei ordonate sunt a a n-a parte din ordo- natele punctelor corespunzătoare de pe curba C. 'Toate aceste curbe sunt parabole. 

Funcţiile y = 222, y= 322 +." ŞI în general 
(45) _y = aa2 cu a>0 . 
Sunt “reprezentate tot prin parabole analoage cu C, în care ordonatelo: punctelor de pe curba C sunt dublate, triplate, ..., în general înmulțito cu a, 

”
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OBSERVARE. Prin înmulţirea cu a<1 toate ordonatele (=20) se micșorează şi curba corespunzătoare e aşezată intre curba C şi axa Oz. Prin înmulţirea cu a >1 toate ordonatele (250) se măresc şi curba corespune zătoare e aşezată deasupra curbei C, 

Panta curbei. Din egalităţile - + 
Yrây = a(z+Azy = az + 2 ax A -+ Ax? 

y = ax 
deducem, prin scădere, 

| Ay = 2azAz + a A? 
ȘI 

Ag __ ! 
Aa = 2az- az, 

" Când Az tinde spre zero, obținem expresia limită : 

Pa: Ay — 9 (46) . p=y Slim = 2az, 

care 0 derivata funcţiei y = a22 sau panta curbei corespunzătoare, pentru orice valoare a lui q Dozilivă sau negativă. 
Variația funcţiei. Dacă ae pozitiv, pentru z=—00 avem Y=-+ 00; pentru z < 0 panta (46) e negativă, curba e scoborîloare; pentru z=—0 avem y=0 și panta e nulă; pentru z>>0 panta e pozitivă, curba e urcătoare ; pentru 2 =+00 avem y=1+o, Funcţia y = a22 (cu a > 0) descrește dela +00 până la 0, când variază dela —oco până la 0 şi creşte apoi dela 0 până la +00, când x variază dela 0 până la co. | Funcţia, are o valoare minimă y=—0 pentru z=—0, adică în Origine. 

Toată discuţia precedentă se poate rezumă în tabloul următor: 

Y=a, y'=2az, a>0. 
  

  

  

    

z | —o | 0 -Foo . 

y oo descreşte 0: creşte . +o 
minim 

y=p — 0 +       

In toate cazurile, imaginea geometrică a funcției 
Yy=a cu a>0 

e o parabolă cu vârful în originea coordonatelor, cu coneavitatea întoarsă spre y pozitiv (în sus), simetrică față de aza Oy şi tangentă în origine la aza Oz,
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Cazu a<0. Pentru a=—1 avem funcţia 

ya, 

Dacă C, (fig. 58, pag. 311) e imagineaei geometrică, fiindcă pen- tru fiecare valoare a lui z ordonatele curbelor 

(0) ya şi (0) ya 
sunt simetrice (egale şi de semne contrare ), curba C e o parabolă si- metrică cu parabola C față de axa Oz. - 

Să considerăm, în general, funcția 

(47) y=at cu a<0, 

Panta curbei corespunzătoare e dată de formula, (46) 

P=.y = 2az. 
Variația funcţiei. Pentru z==—c0 avem y = —0; pentru &<0 panta e pozitivă, curba e urcăloare; pentru = 0 avem y-=—0 și panta e nulă; pentru z > 0 panta e negativă, curba e scoborîloare ; pentru z=—c0 avem y=-—-. | 
Funcţia y = aa2 (cu a< 0) crește dela —o00 până la 0, când z variază dela —oco până la 0 și descrește apoi dela 0 până la —oo, când z variază dela 0 până la oo. 
Funcţia are o valoare mazimă y = pentru 2 = 0 adică în origine. 
Toată discuţia precedentă se. poate rezumă în tabloul următor: 

Ya, y'—2ax, a<0. 

  

  

    
y —co creşte 0 descreşte — | 

maxim 

Y=p + 0 —       > 

OBSERVARE, Pentru a<—1 curba y>=az: e aşezată dedesubtul curbei C,; pentru —1 <a <0 curba e așezată între axa Ox şi curba C, (fig. 58). 

In toate cazurile, imaginea geometrică a funeţiei 

y = 022 cu .a<0 

e o parabolă cu vârful în originea coordonatelor, cu concavitatea întoarsă 
spre Y negativ (în jos), simetrică față de aza Oy şi tangenlă în : 
origine la axa Oz.
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256. Funcţia y = q22--bz--c. Să considerăm acum cazul general, când avem o funcţie reprezentată printr'un trinom de gradul al doilea: 
(48) “y=aat+4+bae. 

Pentru a = 0 trinomul se reduce la funcţia liniară y = babe şi imaginea geometrică e o linie dreaptă [279]. 
Vom presupune dar coeficientul a+ 0, 
19. Pentru orice valoare reală și finită: dată variabilei z, trinomul aa?2+bz--c capătă o valoare bine determinată, reală şi finită. , 
2. yo fiind un număr dat în mod arbitrar, ne întrebăm dacă există una sau mai multe valori reale, care puse în locul lui z să deâ trino- mului (48) valoarea yo. a 
Pentru a găsi aceste valori, e de ajuns să rezolvăm ecuaţia do gradul al doilea i 

az? -+- br + ec = wyp 
sau ' . (49) az? 4 bre —pp=0. 

Discuţie. Dacă b:— 4a(c—y9) e pozitiv [234], ecuaţia (49) admite două rădăcini reale și neegale z şi 2, şi pentru fiecare dintre aceste valori trinomul (48) capătă valoarea sp. | 
Dacă j— da(c—y0) e nul, ecuaţia (49) admite o singură rădă- cină reală (dublă: 2 = 27) şi există numai o singură valoare z0 pen- tru care trinomul (49) capătă valoarea 1/0. 
Dacă b2— 4a(c—y9) e negativ, ecuaţia (49) are rădăcinile imagi» nare; prin urmare nu găsim Niciun număr real z, pentru care y să ca- pete valoarea 7. 

90, DERIVAŢA FUNCȚIEI, Ca să: determinăm derivata funcţiei 
(50) (1) ya ba 4-e | 
sau panta curbei reprezentată, prin această ecuaţie, facem următoarele , „Operații: - - 

Operația 1: Dăm lui o creştere Az și calculăm valoarea co-. respunzătoare a, funcţiunii 

Y+Ay=a(ztAz)'+ d (ar Az) + e sau - 4 
(11) YA Ay = aa24+ 2a% Ax 4 az? 4 bo + DA + e. 

Operația II. Scădem egalitatea (1) din (II) și obţinem creşterea funcțiunii g 
Ay = (2az++d)Az + a Aa2,
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a Operația III, Impărţim ambii membri ai acestei cgalități cu Ax şi găsim raportul 

Ay 
az = 2az + Uh Az, 

Operația IV. Căutăm valoarea limilă a acestui raport, când Ax , linde cătră zero: 
A lim Sl = day, 
Az 

“Prin urmare, derivata funcţiei = ax?+iz-+e este 
(51) = 2az+d, 

Panta tangentei în orice punct al curbei (1) o dată prin formula (52) PY = 2az+y, 
49. Punctele de pe axa Oz. Punctele curbei situate pe axa Oz au ordonata nulă. Abseisele lor sunt valorile lui Z pentru caro y e nul, adică rădăcinile ecuaţiei 

” ax2 + bate = 0, 

59, Punctele de pe axa Oy. Punctele curbei situate pe axa Oy au abscisa nulă, Ordonatele lor sunt valorile lui Y pentru care z e nul. Făcând za = 0, găsim y=c. Prin urmare ce e ordonata la origine a curboi, 

60. VARIAŢIA FUNCȚIEI, Ca să studiem variaţia luneţici 
“ , y = aa2l-bae, , o scriem sub forma . 

b2 B— — 92 Iata Pate] = anta-ap ze) 
punând, pentru prescurtare, | 

N; „a (58) 22 = ȘI a = tf 
și luând înaintea lui 5, în egalitatea (53), semnul -+- sau — după cum UL — 4ac co pozitiv sau negativ. Avem astfel 
(54) y=az cu z=(z—ajp B. 

Derivata (51) se poate scrie şi ea sub forma 
(55) 27 = 20 [at = 2a(2-a) cu a == pi 

In. funcția z (54) variază numai termenul: ( z=ay,



  

| (56) = afe pentru Za 
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Trinomul Y are acelas semn sau semn contrar cu z, după cum « o poziliv sau negativ, 
Pentru «= a—], Și 2z=a--lh diferența z—a capătă respectiv va- lorile —4 și +1 iar (2—a)' are valoarea să Prin urmare pentru două valori ale lui z simetrice față de a (adică pentru a—h și 4+-1,) z şi y au valori egale: curba e simetrică față de dreapta x = a, 
Cazul a>0. Pentru z—=—0 sau z = + oo formulele (54) ne dau z=-+o00 și y=+oo, . . Când z variază dela —co până la a, (z—a) descrește dela +00 până la 0; z descrește dela +-oo până la FR şi funcţia y=az des- creşte dela +00 până la af. 
Când z variază dela a până la +00, (z—a)? creşte dela 0 până la +-co; z creşte dela FB" până la TOO şi yzaz creşte dela rap până la +, 

Formula (55) ne arată că pentru z < panta curbei e negativă : curba ce scoboriloare; pentru z > a panta curbei e pozitivă şi curba e urcăloare (fig. 59, 60, 61; pag. 318). 
Imaginea geometrică a funcţiei 

Y=ax2+ bre cu a > 0 
e o parabolă, care îşi întoarce concavilatea spre y poziliv (în sus), Funcţia are o valoare minimă 

d 

da” 
Punctul cu coordonatele Zi W e vârful parabolei. Abscisa vâr- fului e rădăcina ecuaţiei | 

W=0 sau d2az+b=0;- 
prin urmare: în “vârf panta parabolei e nulă și tangenta, la curbă e paralelă cu aza Oz. 

Toată această discuţie se poate rezumă în tabloul următor: 

  

  

  

y=aaz+daţe, a>0; a=—2., FRI zice, 2a „dat 
z —% & -+o 

—. s y -k-oo descrește + ap crește -F-oo - minim 

2=y — 0 + _           

Distingem trei cazuri: 10, W'— dac >0. Rădăcinile ecuaţiei 
(50) „092 bahe=g



si 

318 VI. — REPREZENTAREA GRAFICĂ, | 
. 

sunt reale şi neegale. In tormula, (53) trebue să luim semnul — înain- tea lui f” și formula (50) ne dă 
| 

W=—af<o. 
Vârful parabolei e sub axa Oz (Ag. 59). Curba e tăiată de axa Oz în două puncte (M', NM”); care au ca, abscise rădăcinile ecuaţiei (50). : 20. j'—4ac=0, Rădăcinile ecuaţiei (50) sunt reale și egale. „Avem f=0 și y4=0. Parabola e tangentă la aza Oz în vârtul ci A(zi = 4, pi ='0). Curba se găsește deasupra axei Oz (fig. 60). 80, W— 4ac<0. Rădăcinile ecuaţiei (50) sunt imaginare, In fur- nula (53)'trebue să luăm semnul — înaintea lui f* şi formula (56) ne dă 

Vi = ape > 0, 

Vâriul parabolei (A) e deasupra axei Oz (fig. GL). Curba rămâne toată deasupra axei Oz. 
| 

H - SR 

                
Nm e Ms p 

O N] / x 0 A x "0 P X 

A 59. N Fig. 60. Aa Fig. 61. 

EXEMPLU. Ecuația y=a*—5z-4-4 cu a=1 > 0 reprezintă o parabolă cu concavitatea întoarsă spre + => 0 (în sus). Avem p'=—9x—5. 
Rezolvând ecuaţia y=0 sau a?—5x-+4=0 găsim că parabola taie axa Ox în punctele z=1 şi z=—4, Făcând z=—0 găsim că parabola taie axa Oy in punctul 3 = 4, . . i Rezolvând ecuaţia. Y=—0 sau 22—5=0 găsim 'că vârful parabolei are | abseisa a = 5 şi ordonata 2 

5 5 9 v=(3)-6.(3)ra==2 
Parabola e simetrică faţă de dreapta z= 

Cazul a <0. Pentru z=-— 00 sau z— “+ 00 formulele (54) ne dau z=+o şi y=—00. | 
"Când z variază dela —0o până la «, z descrește dela --00 până la EP şi funcţia y-= az creşte dela —oo până la ați.
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Când variază dela a până la --00, z creşte dela Țp până la +00 și y=az descreşte dela Fag până la —co. 
Formula (55) ne arată că pentru z <a panta curbei e pozitivă : curba e urcălodre; pentru a >.& panta e negativă și curba e scoboriloare. - 
Imaginea geometrică a funcţiei 

> VSaztrbate cu a<0! 
e o parabolă, care îşi întoarce concavitalea spre “y negativ (în jos). Funcţia are o valoare mazimă 

2. 
2a 

Punctul cu coordonatele 2 i € târful parabolei. Abseisa vârfului e rădăcina ecuaţiei . 

W=0 sau 2az+v=0; 

(57) m=Faf? pentru * zi Za= 

prin urmare: în vârf panta parabolei e nulă şi tangenta la curbă e paralelă cu axa Oz, 
Toată această discuţie se poate rezumă în tabloul următor : 

    

    

  

  

= aa . BP 2 __ b'—4ae Y = aa rate a<0; a=— 78 = 

z —o ! a ko 
. a — 2 y —co creşte Faf descrește —os 

maxiuin 

p=y + 0 | —       
  

Distingem trei cazuri: 10, W— 4ac > 0, Rădăcinile ecuaţiei 
(50) , aa? bote=0 
sunt reale și meegale. In formula (58) trebue să luăm semnul — înain- tea lui f* şi formula (57) ne dă m=—af2>0. Pe 

Vârful parabolei e deasupra axei Oz. Curba e tăiată de axa Oz „în două puncte, care au ca. abseise rădăcinile ecuaţiei ( 50). 
20, bi 4ae=0, Rădăcinile ecuaţiei (50) sunt reale și egale. 
Avem Ș=0 și 4, =0. Parabola e tangentă la axa Oz în vârful ci. Curba se găseşte dedesubtul axei Oz, 
30, b—4ae<0, Rădăcinile ecuaţiei (50) sunt imaginare, In for- mula (53) trebue să luăm semnul -- înaintea lui f” şi formula (57) ne dă 

= af <0. E 
Vârtul parabolei e dedesudhul axei Oz. Curba rămâne toată dede- subtul axei Oz,
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EXEMPLU, Ecuația y=3-+- Ta —5a? cu a=—5<0 reprezintă o parabolă „Cu concavitatea întoarsă spre y < 0 (în jos), Avem y = — 0247, | Rezolvând ecuaţia y==0 sau —57+Te++3=0 găsim rădăcinile îmagi» nare; prin urmare curba nu taie axa Ox, 
i - Făcând z=0 găsim că parabola taie axa Oy în punctul g==3, Rezolvând ecuaţia Y =0 sau — 102:4+7=0 găsim că vârful parabolei are. abseisa = 73 =0,7 şi ordonata 

” 
y = 3+17.(0,7)—5.(0,7P = 545, 

Parabola e simetrică faţă de dreapta 2 = 0,7, 

. 

        

  

Fig. 62, 

OBSERVARE, Dacă avem construită parabola 

(PD) y=aa, 
ca să, deducem din ea parabola 

  

(58) (P) y=aat-tbzte 
„€ de ajuns să construim dreapta 

/ 
(D) y=bațe. 

7 (> bservăm că, dacă M, A și B sunt trei puncte, corespunzătoare la o acecaş “alto? „lui z, situate pe liniile (P), (P') şi (D) respectiv (fig. 62), egalitatea 

y= (az)-t (date) 
PM=PA-+PB, 

La punctul O corespunde punctul T, unde parabola (P) e tangentă la. arcap- ta (D). La punctul S, intersecţia dreptei (D) cu axa Ox, corespunde punctul I, inter- secţia parabolelor (P) și (P'), 
La dreapta ordonatei SI parabola (P) e deasupra parabolei (P'); la stânga . ordonatei SI parabola (P) e dedesubtul parabolei (P”), 

ne dă“construeţia:


