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PREFAȚA 

Ediţia a IILa a „Culegerii de probleme de Algebră* 
publicată în biblioteca „Gazetei Matematiec“ în 1926, epui- 
xându-se complect și primindu-se numeroase cereri dela eleva 
şi studenți, redacția „G. J.“ a decis publicarea unei noi ediții 
a acestei lucrări. Subsemnatul nepulând să mă ocup personal 

"cu publicarea 'unci noi ediţii, fostul meu elev, prietenul și 
colegul meu D-l: Ovidiu N. 'Ţino, profesor la Școala Poli- 

" dechnică din Timişoara și redactor la „Gazeta iMatemalică“, 
s'a oferit să se ocupe D-sa cu această publicație; negreșit că 
am primit cu bucurie propunerea D-lui profesor Țino, care și-a 
asociat și pe D-l profesor C. Jonescu-Bujor, unul din cei 
mai harnici colaboratori şi astâ-zi redactor la „Gazeta 
Matematică*, 

În urma discuțiilor ce am avut cu D-nii Țino şi Ionescu- 
Bujor, Sa găsit că e preferabil ca publicarea acestei noi ediţii 
să se facă în două părți una cuprinzând chestiuni referindu-se 
la părțile elementare ale dAlgebrei, alta la părțile mai speciale. 

D-nii Țuino și Joneseu-Bujor au remaniat și îmbunătăţit 
aproape compleci lucrările anterioare, pentru care le 'exprim 
aici cele mai vii mulțumiri. 

În cea ce privește aranjamentul general s'au păstrat aproape 
dispozițiile din -ediţiile anterioare. Ca şi în acesiea, la înce- 
putul fiecărui capitol sa pus un număr de chestiuni destinate 
începătorilor ; dar, în afară de acestea, chestiunile propuse 
suni în genere din acelea destinate celor care doresc să se 
fortifice în studiul Algebrei, și chiar pentru cei care fac din 
matematici un studiu de specializare. 

A. G. IOACIIIMESCU 

9 Septembrie 1937



PREFAȚA EDIŢIEI UI 

Ediţia a doua a „Culegerii de Probleme de Algebră: 
tipărită în anul 1921, epuizându-se și cum între timp na 
sa mai tipărit altă lucrare similară, îar numeroasele cereri 
din parea elevilor și studenților arâlă că un asemenea 
uvragiu e necesar, redacția „Gazetei Matematice* a decis 
publicarea unei noi ediții. 

Împrejurările nepermițându-mi a ne ocupa singur de aproape 
cu revederea şi îngrijirea - publicărei acestei ediții, am 
rugat pe D-l Tiberiu Popvviciu să îa această sarcină: D-l 
Popoviciu a acceptat cererea mea, peniru care sunt dator 
a-i exprima viile mele mulţumiri. D- -sa, păstrând planul și 
nomenclatura capitolelor din ediţiile anterioare, a rerăzul 
întregul uvragiu făcând unele îndreplări, modificări şi 
adiogiri de chestiuni interesante. 

Ca şi în edițiile anterioare chestiunile propuse nu sunt 
simple exerciţii pentru începălori; la începutul fiecărui ca- 
pitol se găsesc și câleva chestiuni de felul acesta, dar în 
genere chestiunile propuse sunt destinate celor ce vor să se 
fortifice în studiul. algebrei, iar cele mai mulle pol fi siu- 
diate cu folos de acei câ fac din matematici un studiu de 
specializare; în special chestiunile introduse de d-l Popo- 
ticiu în această ediție, se adresează ultimei categorii de 
cititori.



VIII 

Revizuirea textului şi corecturile au fost fâcule foarte 

minuțios, dar într'un număr de aproape două mi: probleme 

— din care unele necesită calcule laborioase — a mai pului 

totuși să scape câle a eroare de calcul sau de imprimare ; pen- 

tru cele care puteau da loc la înterprelăvi greșite s'a înloc- 

mit o „Erală“ iar pe celelalte cititorul de va putea îndrepta 

și singur. 

A. G. IOACHIMESCU. 

3 Aprilie, 1926. 
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PREFAȚA EDIŢIEI 1 

Scopul acestei culegeri este de a pune la îndâmina elevilor 
din liceele reale şi şcolile speciale o colecţie de probleme de 
aritmetică, geometric, algebră şi trigonometrie, care să 
fie cît mai complectă şi în acelaș limp conținută întrun 
spațiu cit mai mie. 

dai toate colecțiile similare străine se referă numai la-cîle 
una din părțile matemalicilor enumârate mai Sus, ceia ce 
face ca elevii, care voesce să facă un studiu mai amănunțit 
de matemalici, sânt siliți să “şi procure o întreagă bibliotecă, 
al cărui cost, de cele mai multe ori, întrece mijloacele lor. 
Afară de aceasta, colecţiile prea mari fac ca elevii să se rălă- 
ceasci în ele, începălorii neștiind să aleagă ceia ce este util, 
de ceia ce poale fi lăsat la o parte; astfel că întinderea lor 
este mai mult un inconvenient de cit un avantagiu. Colecţiile 
străine, dau în genere, sau numai enunțurile, sau enunțurile 
urmate de soluțiuni complecle pentru toate chestiunile. Și un 
sistem şi altul prezintă înconveniente : în primul, elevul ne 
avînd mijlocul de control asupra soluțiunii unei probleme, se 
descurajeasă răpede și cu greu pornește mai departe; în cel 
de al doilea sistem, partea care rămîne elevului de ezeculat 
este foarte mică şi acesla ajunge de cele mai multe ori, mai 
ales dacă are o memorie bună, să aibă în cap o întreagă 
enciclopedie de probleme fără mult folos pentru sludiul ulterior. 

Noi am căutat să atingem seopul arătat la început şi să 
înlăturăm înconvenientele semnalate, în modul următor : 

1. Am evital repetirea prea deasă a chestiunilor de acelaş 
fel; problemele de la fie-care capilol le-am ales cit mai va-



x 

riate, alingind chestiuni de tot felul, până la cele mai dificile 

ce se întilnese în matematicile elementare. 

2. La începutul fie-cărui capitol am pus cîle-ra ehes- 

tiuni simple, pentru a face legătura între exemplele ce se 

găsesc în cursuri și problemele propriu zise. 

Dintre acestea din urmă, sînt unele care prexinlă reale 

dificultăți, şi la care pot să'şi încerce sagacitalea nu numai 

elevii, dar şi aceia care fac din matematici un studiu de spe- 

cialixare. 

3. Pentru fie-care din ramurile de matematici iralale, am 

făcut două părți. Intruna am pus numai enunțurile ches- 

tiunilor împărțite pe capitole, într'a doua parte am dat 

răspunsurile şi anume: rezultatele la cele mai simple, indicații 

sau schițe de soluţii la cele mai dificile, în fine soluțiuni mai 

desvoltale la acelea care caracterizează mai bine clasa de 

probleme corespunzătoare. - ! 

Tpebue să mai observăm că dacă în culegerile slrăine' se 

ține în primul loc seamă de elerii şi programele din (ara 

lor, acelaș lucru Pam făcut şi noi pentru elevii din școalele 

noastre, ținînd seamă de programele oficiale și de diferitele 

chestiuni care pot să "i înteresexe mai în special, cum sint 

acelea propuse la diferite examene, concursuri, ele. In această 

alegere am avut în vedere experienia pe care am făcut'o timp 

de 6 ani cu Gazeta Matematică, în biblioteca căreia scoatem 

această culegere — și pe care am utilizat'o în multe chestiuni. 

Prezenta culegere a fost întocmilă : 

Aritmetica de I. Ionescu 
Geometria > G. Țițeica 

Algebra » A. G. Ioachimescu 
Trigonometria > V. Cristescu. 

București 31 August, 1901 

 



  

  
  

  

EXPLICAȚII 

La început Sau pus enunţurile împărţite pe capitole nume- 
rotate cu cifre romane, iar chestiunile fiecărui capitol sunt 
numerotate independent cu cifre arabe. 

După enunţuri vin răspunsurile și indicaţiile. Cifrele romane 
ce se găsesc ln începutul fiecărui aliniat şi în capul fiecărei 
pagini din partea răspunsurilor, indică capitolul la care se 
referă indicaţiile; cifrele arabe grase, ce se găsesc în corpul 
aliniatului și se succed în ordinea naturală, indică problemele 
din acest capitol. 

Dacă la un răspuns se găseşte o prescurtare de forma (7) 
înseamnă că trebue să ne referim la problema 7 din acelaș 
capitol, sau prescurtarea (IV. 20) înseamnă că trebue să ne 
referim la problema 20 din capitolul IV. 

Prescurtările de forma P. S. A. P. sau P.S.A. Î, înseamnă ; 
chestiunea a fost propusă la examenele dela Şcoala de Poduri 
și Şosele, anul preparator sau anul [; deasemenea prescurtă- 
rile de forma F. $. B. sau F. S. 1. inseamnă chestiuni propuse 
la examenele dela facultățile de ştiinţe din București sau Iași, 
iar A. G. se referă la chestiunile propuse la examenele de 
admitere în școala de Artilerie şi Geniu. 

Problemele ale căror. soluţii au fost publicate în Gazeta 
Matematică au răspunsurile lor urmate de inițialele G. M. și 
anul respectiv, cele publicate în Revista Matematică din Timi- 
şoara au răspunsurile urmate de inițialele R.M.T. şi anul 
respectiv, iar cele publicate în Suplimentul cu exerciții al 
Gazetei Matemalice îşi închee răspunsurile cu S. E. G. M. si 
Dumărul volumului din care au fost extrase,



  
  

  

Pagina 43 problema 31: 

> 43 
> 48 
> 49 
> 51 
„5 
> 56 
„57 

> 57 
> 60 
> 62 
>- Gt 
> 66 

50 

31 

42 

51 

31 

417 

59 

20 

31 

36 

12 

ERATĂ 

- (zî-t- 102:—1)(5at—10a:+ 1 
membrul II este (2F 1025250) (ai 10225) 

în loc de az. - 

se va scrie 343 în loc de 243, 

se va adăuga reale după cuvântul rădăcini, 

în ultima ecuaţie se ra scrie -+-15 în loc de—15 

se adaugă la sfârşit bi, 

al doilea termen este —2 ma în loc de —maz. 

în ultima ecuație membrul II este e în loc de 0. 

primul termen al ultimei ecuaţii este zac în 

loc de zur, 

se va serie 2-2 în loc de z-l-3. 

se va scrie DFEC în loc de DEFC.. 

sc va scrie k* în loc de 72, 

exponentul ultimei paranteze este 3 în loc dez 

al doilea termen este —pz în loc de pa.
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ALGEBRA 

fe VALORI NUERICE. EXPRESIUSI ALGEBRICE. Sa 
— Să se calculeze valorile numerice ale expresiunilor: 1, a—|2a—35—(40—50— 60 (au 3e-100)] pentru a=1, b=4, c=3, d= 

2, artei pentru a=1, =3, = —3, d=4, 
3. ct—p, pentru = 4, c=5, 
4, se Diraz-i (at-ayta, peutru a=1, = e y=8, 

, 5. (1024+205)V/( (z—by- — Bala) +54, pentru a=ă, b=i, 2=5, y=f, 
6. (0-2) —q4 ae FI pentru z==500300, y== 499500, 7 Via Fed + VF). (5 dr CZ ) (d—5), pentru a=2, V=8, e=6, d=ă, 

„8. $ G-tels) +(5-+2V3) )-+-( (7-k+aV3) +(9—aV3) 3)* pentru 

9. 005 dat pentru z=3; 2=—2;0=1,5; z=—1, 01. 
10. Un polinom intreg, în raport cu o literă z, îl vom nota pentru prescurtare cu /(a ), iar rezultatul obținut când se în- locueşte z cu a, îl vom nota cu f(a). Fie: 

f(2)=29a%—a 2—2a-+-1, 
să se calculeze: FU), A—1), (0), F40), (3), F(—2), fa), Fiz-ka). 

— 1 —



ALGEBRA 

11, O expresiune algebrică, care depinde de mai multe li- 

tere z, y, £, o vom nota cu flz, y, 2, ..), iar rezultatul obţinut 

când se înlocuește z, y, 4,... respectiv cu a, D, 6... îl vom 

nota cu fila, d, c,.... Fie: 
fila, y, 2)=>atop-ta?—3ays, 

să se calculeze: f(1, 2, 3), F(1, 0—1), f(v,z2), ft z, y, 

şi f (x, VL y). 

192. Să se exprime algebricește numărul care are a mii, 

b sute, e zeci şi d unimi,. 

13. Să se exprime, în sistemul.cu baza de numerație B, 

numărul care are a unităţi de ordinul al 5-lea, b de ordinul 

al 4-lea, e de ordinul al 3-lea, d de ordinul al 2-lea şi e de 
ordinul întâi. 

14. Volumul unui corp la 00 fiind Vo şi el crescând, pentru 

unitatea de volum şi când temperatura crește cu 19 cu can- 

titatea a, să se exprime volumul acelui corp la Le, 

15. Fio Au, As, As, trei aliage formate din metalele Bi și 

Be. Fie au, as, as cantităţile respective din metalul Bi care 

intră în cele 3 aliage; bu, bz, Ds, cantităţile respective din 

metalul Bs cuprinse în aceleași aliage. Se in din aliagiul A: 

a me parte, din aliagiul A a 703 parte, din aliagiul As a 73 

parte ; aceste părţi se topesc împreună şi formează un nou 

aliagiu A'; se topese de asemenea împreună părţile rămase 

din fiecare aliagiu și se obţine un nou aliagiu A”, Să se ex- 

prime greutăţile totale ale aliagelor A' şi A” și cantităţile 

respective din metalele Bi și Bs, care întră în fiecare din ele. 

16. Aceeași chestiune, presupunând că în loc de a avea 

numai trei aliage am avea 7 aliage Ai, Az, Ass An. 

17. Aceeași chestiune, presupunând că în loc de a avea 

numai două metale Bi şi Ba, am avea p metale Bu, Ba, Bre 

18. Două vase A și A”, ale căror capacităţi sunt 2 şi , 

sunt pline, unul cu apă, altul cu vin. Cu ajutorul a două 

măsuri, de aceeași capacitate, se extrage din fiecare un acelaş 

volum de lichida, se varsă în A ceeace sa scos din A și 

reciproc. Se repetă de trei ori această operaţie. Să se. păsească 

formulele, care exprimă cantităţile de vin şi apă conținute în 

fiecare din cele două vase. 

— 9 — 

  

 



  

  

  
  

ENUNȚURI 

II. INMULȚIREA, a 

„— Să se efectueze calculele: 
1 (ay? — a-ti) (cl), 

9. (29-f-a5-hart-hea3-hat hat 1) (a —1), 
3, (ani -Pat-1)(0—1). 

. (a:—ab4ţ-6)(a2+a0—32). , 
, (a2-t-4az+-4a%)(0%—4az+423), 
(latb-to(zkyka)-tlatko—c) (0-kty—a) | 

(a—b-tolz—ytaki=atoto(zky-ka). 
„ Să se stabilească identitatea . | (24+-y)—8ay(r-k-ya-hap, 

— Să se efectueze calculele: 
3. (kata?) (1 —a-a) (1 —a:k-a6) (1 —at-Fa) X 

„ - (U—as-hais)-haie 
9. (1-ka?-tat-t-at)(1-ka-ța?-ka?) date at ) . 

Q8 au? 2, 

10. (at-b—e-d)(a—bhe-ta)-Ha-t-i—ctd)i—a-ti-Fe-ka) 
--(a-tbt-e—d) (a—b-ke-ka)-Ha-kb-e—d) (—ab-ke-tkd), 

1. (a+-5+oțati—c)(a—5+o(—ato-to). 
12. (22 94-2) (7224 (2 1) (29), | 
18, (at — 0200 Dai — 22.1) (artar), 
14. (a+-b—c)(a-tb)k-(a—bte) (ake)-Ha-ko-ke) (6-+o), 
15. Să se verifice identitatea: 

 (ayka = phat3(2+plekadka), 
— Să se efectueze calculele: 

16. (2?—3ay-+-83)(224+-3y-+-33p) (22-+-3p), 
17, [2arsk-u(r?—s2)]?+-[2ors—a(r—s2)f, 
18, (2 — 3223 9P'-hayPHf'— pay dos) 

(33—3az2—2aopf-hagph, 19. Fie 
fie, ya Data —ayza—zl—ys—yt—zt, 
Si se calculeze: 

fizkyka—t aky—ati, zbat, —a-kyțka+d, 

D
n
 m

b 
A]
 

20. Să se verifice identitatea 
Aa oyţ-y)—27(2y2—y 20) —1082%p5= | 

: (z—9[2a2*-Făzyhoy]: 

— 3 —



ALGEBRA 

21. Să se verifice identitatea 

(02 — 4ac) (82 — 49) ) — (0ayaac—08P = 
4[laB —53) (br—cB)—tar—ea)?]. 

22. Dacă A=3a? A, B=al-t2ap), C=yl0a41p), să 
se arate că A%-+-B3-|-C3 este un patrat perfect. 

— Să se verifice identitățile: : 
23, (a2-Pi-e) (Fps) (aa-tby-te= 

(ay—ba)*k(bs—ey-(ez—aa). 
94. (a2-țbt-be? bd?) (a?-rypt-at2)—(az-byțezt+-di)= 

* "(agp ba-bet—da)-Hl (az—ezt-dy—bi-t (at—dztbi—ey). 
— Să se stabilească identitățile: 

' 25, [(a-4+-5)24+-(c-4-4)] [(a—b)? ti (e—d)]—[(a-+a)*+(54-0)2]X 

la d) --(b—c)]=4(a-ke) a (a—c)(d—b). 

„26: al(ae-F-Us)let--89)—(aa-BP rca : 
(aB—aV—i 

07, az-t-02) (ee-Ff5)—(za-P:09):--1] [lae-F) (er) — 
(act ey)-k1]=([(a*-4-00) (24-87) —(aa-tee) (aa-t+bp)—1'4+- 
SN la(6-0— aro. 

" 98. a(b—c)(z—5) (2—0)-tb(e—a) (r—c) (r—a)4- 
e(a—b) (z—a) (z—b)=(b—a) (e—0) (a—c)z. 

29. (b—c) (z—a)t-t-(e—a) (z—0-t-(a—0) (z—c= 
(b—c)a—b) (z—c)-tk-(e—a) (z—c) (z—a)+-(a—b)(z—a) ) (25). 
--30, ble—a)l(a-kbtko)(20— c—a)Ht-3(ea—5)]- 
cta—d), [(( tota (2c—a—0)4-3(ab—c9]-+ 

b—ec ) labe) (2a—b —0trabe—a )]=0. 
3i. Pun: UI ay, X=p—na, P=a—zy, 

X'=ahya, YV'=gphaa, D=a+ay, 
- avem identitatea 

- Nyf=ya SN haz Vy kzy 77. 

- 82,:Să se verifice e 

(227 —B2)2--(ay—â2)?—(Bâ—a2) i ae —2 (02—8y) (2 —ap) 
- = [(a—p)24-(8—5)] [(8-r2—(z—?l. 
— Fie 2p=a-t+-b-+e, să se arate că vom avea: 

"33. (8aptkibe)(2bp-hac) 2ep-tab)=(a4-0P(0+-o? (ea). 

34. llp—a)k(p—0) =(p—0)5-+(p—0)54+3c(p—a) (p—0), 
35. (p—ak4-(p—0 + (p=ckp=etite. 

— 4



      

  
  

EXNUANŢURI 

36. (2p—3aP+(2p—30P+(2p—3c):= 

3(2p—3a)(2p—835) (9p—3c). 
37. (9? —a2)(q?—0%)-+- (a? — a2)(q*—c2)-+-(q*— 05) (q2 —c%) 

=4p(p—a)(p—0) (p—o), 
unde 2p=at-tii-te?, | a 

38. Fie ns=?2(a,-kas+...-Fan), să se arate că avem: 

(s—a0)-t(s— as)... F(s—at a 2.2. 
39. Dacă a-b-te=0, vom avea și: 

at—be=0?—a0=0%— abate =0-Fbe-et= c-Pac-tat 

= s[la—04-(0—0)?4-(e--a)?]=—(abțact-be) 
= (ate?) 
40. Dacă a-t-b-ke=0, avem: 

ai+bi-ket =92(a-țate? pe c?), 

Şă se păscască o relaţie analoagă pentru cazul „când 
a-kbțe-t+d=0. , 

41. Să se stabilească identitatea . 

[(z—9)PA-(y—a)-tz—0)]?=2[(z—y)t iu —a)+F(a—a)"]. 
42, Să se stabilească identitatea, EI 

[Step =] Sepia eu a)] 
Vaal : , . 

43. Fie P=a*-hyp-ka2—zy—ya—sa, Să se arate că 

2P=(z— 9 (y—aP+i—a) 
2P'=(0—yt(y—a)kla—at 
Pesta ihaala—)? 

44. Să se arate că: - 

2[(a+0)4+(6 e )s-F(e-t-d)— (a4-0)(b4+-0)—(a+6)(e+d)— 
(b-e)(e-ţ-d)]'=4[(0—a)4-(e-t-d—a—5)+-(a—c)]= 

ă (0— d) (e-k+d--a—d+(a—c)t. 
45. Dacii avem: 

a phaisahypța=atyta=1, vom avea zyz= 

46. Să se stabilească identitatea 

(02406) (a4+-b')(a:—5)-+ (a2—b)(n—55(a+5%)-+ 
(a-rb')(a*.-b)(a—b5)—(a2—b)(a—0*)(0%+-0)=2(a2—b2)(a2-b?.-a20%) 

47. Să se stabilească identitatea : 

(z*-kh-az+b*) (2*-t+bztka?) (2? —az-k-i")-k(at —aa-+ bx 
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(22—bz-tka?)( e tazti) -letazti) )(a*-k-bz-ta%X 

(2?—ba-ţa?)—(a22—a-b?) (2 — ba + a?) (at bata?) == 

E = 2(02— 9) [a202-+9a(a24+-02-+-z%)]. 

48. Să se verifice identitatea 

[re (zu-t yo) d (yu —0)] [a(zu—y2) -w( (ya av)]-t 

[a( uta) —blau—vohlal yu—zw—b(zu-kyv)]= 

(a2-+-6:) (r2-+-y2) (0-0 :, 
„49. Se consideră expresia 
(avztbaz-tova)lamwz-tbwz-teuy)(avz -kbuz-t cuy)-k - 
(azvybiwz-hevz)(awy-tbus-teuy)(avztbuz-kevz). 

Să se pună sub forma unui produs de trei factori, 

50. Fie A1=astras—as, As= as —asFas, As= —anPasFas; 
să se calculeze sumele: A?-+-A3-+-A2; AS-FAS-AS. 

51. Fie Bi=a-Fas-tas—a, B=a tras —as-kau 

Ba = as —astastas, B = at aztasta; să se cal- 
culeze suma B2-+-B2-+B3-+B2. 

52, Fie Li =a Paz. „Fani — ap Lea Fast..— an 

an poe Luna Sa aste Pan, In=—a Pat... Fan; 
să se calculeze suma L?-+[L2-.. FL, 

53. Pie M=—a —a2—as, M=a-taz—as, 

Ms=a—a-Fas, M=— aţa tas; 

să se calculeze expresiunile : E 

M-FM-FM FM, „| 
M?-+M2-+M24+M:, | 
M3-+-M3-+MI+M3, 
Mt MS-+-MS-+-M$, 

MM, MsMe, 
54. Fie N =ața-tasta, N Sara tas—as 

Ns aka —astas, Ni = as —a2tFas-tas, 

NS —a ta tasta;; 
să se calculeze 2N?—NI—N3—NI—N?. 

55. Fie Ra Fast. Fan, Ro = a kast. Fan — an. 

Ra =a—astast.. kan, Rai = — auf az Fr ast..-Fan; 

să se calculeze: 

(n—2) RI—RI—R3...—RA. : | 
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56. Să se arate că produsul a 4 numere întregi consecu- 

tive mărit cu 1 este un patrat perfect. ” 

57. Să se pună sub forma unei sume de patrate expresiunea: 

popi +33 4-a (a ze Fun) F 
2 9(zos-t...kaaza)k...-kF9(n— 1) a. 

58. Cu ajutorul identității lui Lagrange să se pună. pro- 
dusul: 

(z*-tf-a p-potzt-bapse) 
sub forma unei sume de 4 patrate. 

59. Numărul N=zt+-4yt se poate descompune întrun 

produs de 2 factori sau într'o sumă de 4 patrate. 
60. Să se arate că dacă avem m-tras-t-as=0, vom avea şi 

ataz-tasast-ala =atas-tatata3az, 

fiecare din aceste expresiuni cu semnul schimbat fiind un 
patrat, 

III. IMPĂRȚIREA. 

— Să se dividă: 

1. 5-1 prin zl. 

2, 27254892 prin 3z-+2y, 
3. G4z%—y* prin 22—y, 

a5+55 prin a+b. 

z5—z2ytaeyp'—y" prin z—y. 
zt-ha?—4at-+5a—3 prin z*-+2z—3. 
at a'b—8a*b*--19ab*—155t prin a2+3a5—5b:, 

a%—b* prin 'a5+-2a20+2a0:4-45, 

9. a'—b* prin a*-t+abV2+b*; câtul să se pună sub 
forma unui produs de 4 factori. 

10. (23—1292-+-16)(x5—122—16) prin z*-—16, 
11. (15—2a+1)(z5—324+2) prin z5—83x%+3x—1, 
12, (z2—z—1)(92z%4+-8)(a*-k+-z—1)(r—4) prin zt—3a*-F1, 
13. (Bt--btc2-tet)at+-4(0+e)(2-+e*)bca3+-( (B6—255c-+ 

F605c3—2c%-tes)a24+-2(0-+k-c) (bi— 4b5c—4bc-tetbea + 
| p5—14 bici-hes 

prin (B2-+-de-re)a?—i(b-ke)(p2—be-ke)a bi —40tetței, 

S
I
A
B
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— Să se găsească câtul și restul când se opreşte împărţirea 
la un termen de rang oarecare n: 

14, 1 prin 1 +a. 

15.1 > l—a 

16. 2 > a. 
17. 2 > a—l, 

18. 1+2z prin 1—2z 
— Să se determine m astfel ca polinomul: 
19. 4z2—Gz-t-m să fie divizibil prin 2—3. 
20. zi—ba?4+-4z—m să fie divizibil prin 2-41, 
21, 2atttaat—5a?z2-—3aptmi să fie divizibi: prin a—a. 
22, mitma?at—baiz-tat să fie divizibil prin a—a. 
23, pi-kyp-tatmayz să fie divizibil prin a-ky-ka 
— Să se determine m și n astfe+ cn polinomul: 
24. mi—3at- man să fie divizibil prin a*—5-4-4. 

„95. zii > > > > at-hmz-ku. 
26. z5—3at+-mr—3 » » » > g--ua-ţl. 
97. atit das-t5a? —Gz-km să fie Givizibil cu z2—aţn. 
28. Să se determine 7, n, p astfel ca polinomul, 

zi-t- mat na+pa+8, 
să fie divizibil prin (2—1) (24+2) (244). 

29. zi-t-ma-tna-tp să fie divizibil prin (z—1). 
30. Având P(2)=z3—3aa2+ (3a2—5)z--5*(a-kb), să se 

arate că: P(a—W)=P(a)=P(a4+b) și să se descompună în 
factori de gradul întâi polinomul 

3 —3az-t(3a —b: Ja — ala: —b), 
31. Să se arate că expresia 

(az) (ko) (ste) (ut) — (ya Lua) (a-ku-tz—b) X 
(a-kz-ky—c) tute —d) 

se divide cu z-ty-ta-ku. Generalizare. 
32. Să se determine A, B, C astfel ea polinomul 

(zf 1B- A (zkIP-+- Bat 
să se dividă cu (7—1) și să se afle câtul. 

33. Să se arate si po 
P(2)= (24-16 — (zisa se divide cu (2 —1) 

"şi să se afle MP 

— 83 — 
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34, Să se arate că polinomul P, (2) gţ- akai-t 5-1 
se divide prin P;(2)Eai-Fat-hat-t+a-ţ-1 şi să se serie câtul. 

35. Să se arate că polinomul (e-F1)i—z7—1 
este divizibil cu (2-+1) (pt o-ţ1)?, 

30. Să se găsească condiţiunea ca 2"—a" să fie divizibil 
prin z"—a", 

37. Si se determine coeficienţii a, d, c, d astfel ca poli- 
nomul zt—zi--az-tbz-te divizat cu z?-+-d să dea restul 
+a, înr divizat cu z*—d să dea restul —a, 

38. Să se descompună în produs de 2 factori cu coeficienţi 
întregi expresiunea: 6561 zt-+-9125764 i, 

— Să se descompună în factori expresiunile următoare: 
39. asțat-a-t2astat-ba+i 
40. a(b—c-to(e—aP-he(a—v-+8abe. 
41. a(b-te4+-i(e-ka)*-rel(a-k-i)*—4ave. 

.42. Să se arate că avem: 

(a-t5) (4-0) (ce-a) Fie) (c-ta) (a—0)F(e-ta) (a-i) (0) 
(a— d) (b—c) (c—a)=0. 

43. Să se arate că polinomul: . E 
(a—b) (b-c) (e—a)(a--b-te—a)-FH(z—5) (ze) (bc) (6-Fe)nt 
(z—a)(z—e)(e—a) (e-k-a)"-+-(z—a) (z—0) (a —0) (ao) 

este divizibil cu (a—b) (—c) (c—a) (z—a) (—5) (z—c); 
să se calculeze câtul în cazul când m=3 sau m=4 

44, Să se arate că expresiunea: | 
a" (b— ch 0" (e —a)-hen (a —b)", în care m este un întreg 
pozitiv, iar n un întreg pozitiv impar, este divizibilă cu! 
“(1—0) (b--c) (e—a); să se găsească câturile în cazurile când 
M=1, n=3; m=2, n=3; m=1, n=; M=9, n=5. 

45. Să se descompună în factori expresiunea: 
(z-ky-kab—lzky—— (ya) —tozkyka). 
46. Polinomul natt—(u-++1)z"-4-1 este divizibil cu 

(7z—1); să se găsească legea de formaţiune a câtului. 
47. Să se arate că expresiunea: G 

(n — n) (4-1) (0 +-1)— 2 (am -+1)4+2u (2"-4-1) este divi- 
zibilă cu (2—1)%, Să se caleuleze câtul; m și n sunt două 
numere intregi pozitive. 
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48. Să se arate că expresiunea (-t-)22—1-+-(a-t+g)2y—1—2 

este divizibilă cu (z+-y—1) *; a și y fiind două numere în- 

tregi pozitive. 

49. Să se găsească condiţiunile de divizibilitate ale expre- 

siunei aP-t-maP—y1-knaaP 2991-49? priu (z-k+y)?, 

50. Să se arate că polinomul: 

. (zhghanti— apti pri — a2n +1 este divizibil cu 

(z-k+-y-ka pap. 
Să se găsească câtul în cazul când 2=2. 

51. Dacă ay =0, aenti-bpnri.ț-a2nti este divi- 
zibil cu zya. 

59. Să se arate că expresiunea: 

z(y—antihy(x—mnti-ta(a—y)"t1 este divizibilă cu: 

(7 —9y) (9 —2) (i —) (02-a —ay— aa — ya), 
să se găsească câtul când 2=1. 

53. Polinomul f (2) divizat cu z—a dă restul n, iar divizat 

cu a—b restul 2; care va fi restul diviziunei acelui polinom 
cu (2z—a)(2—8)? 

54. Să se păsenscă, fără a face împărţirea, restul diviziunei 
unui polinom întreg în z prin z2—a?, apoi prin 25—a3. Care 
sunt condiţiunile ca aceste împărțiri să se facă exact? 

55. Să se arate că dacă un polinom întreg, simetrie în 
raport cu z și y, este divizibil cu z—y, el va fi divizibil 

şi cu (z—y). 
56. Dacă un polinom întreg, simetrie în raport cu z, , & 

este divizibil cu (z—y)%, (y—2), (z—a), a, B, 7 fiind numere 
întregi, fără e el va fi divizibil și cu: 

(speriati, 
57. Fie :P(2) un polinom întreg în z, Q(2) câtul divi- 

ziunei lui P(z)—P(a) prin z—a, Q'(a2) câtul diviziunei lui 
Q(2)—Q (a) prin z—a, ete.; presupunând P (2)==a0, să se 
calculeze polinoamele Q, Q.... şi să se arate că P(2) poate 
fi pus sub forma: 

P(a) =at==at-PAs(0—a)FAs(0—0)2-F.. As(a—a), 
A Azi. As fiind nişte coeficienţi independenţi de z. 
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58. P() este un polinom întreg în raport cu «şi cu 
coeficienţii întregi. Să se arate că dacă acest polinom este 
divizibil cu z--a, a fiind un număr întreg, unul din' nu- 
merile P(0), P(1), este divizibil cu 2; unul din numerile 
P(0), P(1), P(2) este divizibil cu 3; unul din numerile P(0), 
P(1),..., P(n—1) este divizibil cu m. Reciproc, dacă nici 
unul din numerile P(0), P(1),..., P(n—1) nu este divizibil 
cu 2, polinomul dat nu se poate reduce la zero pentru nici 
o valoare întreagă a lui z. 

IV. FRACȚIUNI. 

— Să se adune fracţiunile: 

1. ap d   

  

2a—20 Î 25 —2a 

2 2__3 22-38, 
z 9a—l 4a:—1 

3, 3 7 4 20—4 

1—2a 1-Foz! az 

— Să se multiplice fracţiunile: 

  
  

4 (a—b V_ 
” a-+b “'ala—b) 

o. z?-t ay 5 —9p 

5. zi y? Xa 
Sax a—a?  „be+bz e—z 

6. 40 Xa Ta Xa Paz Xa 

— Să se efectueze calculele și să se simplifice: 

7, (ez ea), (eEz aa) 
a—z ata la—a ata 

  

  

  

  

ia 
a be p-tei—a? 

8. aa (+ i) 
a b-he 
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11. 

12, 

13. 

14. 

15 

16, 
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3abe a b - e 
  

  

—ab-kac-kbe Aula: 

a bb e 

1. 

a-+k — 
„pe 

3—az 

i—z 1—a?, 

aka ta 

1-+z i-a 

kata?  1-kha 

(50) (Ept)-azta 
3(sp) (260) (e0) | 

  

  

a—b a—b a—b 

za? __1l + 1 
p—1l zFl a—1 zi 

3 _ Pi _ 1 + 1 

ai—] a-ti z"—] a-l 

1 1 1 1 

  

  

It + a—bte_atb—c  a-kb—c b-Foza 
b-t-e—a + a—b-ke +. 1 

  

“ako-te 1 Fie 

1 1 

Fe Za ra 
+ aPFh=e 4 — OC 

ațkb-e 

b e e - a 

Zara ati Ca ra ete ap ea ab ab be 
b c c a 
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a b 
+ 

b—c'e—a 

Fe be ea 

a d 

a pia] ere pari 

peer] a] 
— Să se arate că; 

    

    

    

  

  

  

, a - b 

18 Fi oa Fe COPA 
  

  

e. 1 | 

(e-Fa—d(etb=a) aFiZe 

19. (a2--1)( re țeteleieței 

Dă ;-+2)= — (aber eb-re)tbe ta) ea) 
abe 

20 a-+ Iei a —1 (a4+1)(024+1)(03—1) 
 a—i al a-ti (a—1) (0% —1)(a%4-1) 

. 1 Rl pi pl 21 
2 pati ră, FII PRI > 
ae 

(2-4 1)(9p2-4+- 1) (32-41) , 

/e—a ac [ata ate D—aa2—c 
aa Futai Zr AZ 
bed zh etd ide 
z—a a—c/ la-ta ze D—q mc? 

ata, etel (aka z-F en 
23 zid (22) +) 

” abată E) (20) 

za ate (Fa z-+ e 

92, 
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— Să se simplifice fractiunile: - 

  

  

  

  

22 — 82 —4 

24, a —4a—5 

25 —6a2+-1llz—6 

adi 22322 

pp + 3a24-2 

or zi 3a5— a — 210 —386 
” zi da —10a2—117—19. 

28 (a-t-b4-c)'—5(a--iArc)4-4 
Si (ab +-eP+-3(akdo) Fa 

„pp, .. la FbE- Clara) 
ma  (a-Fi—lakbl-k(a-tb)—a 

30, Pt Be)ir(ot — Bo) 
(02 B2)54- (22 — B2)94-(2aB)5 

31: Dacă M=(zc-f-y)'5—(z-F99)13(75-t-ap5)—(az-9)5(at9-t-y9)4- 
18 ppt5 fe ap19y 5-25 15, 

Ne iepletpu—5 (cyp) (27 4-9) — 
Ia (z-y)(0-t-y0)—5 (ac (ay) — 11 Ptr) X 
(az y)-ril9p(at-y) eter te) 

să se: simplifice fracţia x | 

32. Fie M=(at-y)'— (ct zip) (zty)'(a015-+-y19)-- 
a 1915(a5 Do tout si, 

Deere )— (4-9)? (tt) 
zi5y15( DS )-atigi Fat, 

să se simplifice Braoţia EA 

33, Dacă acd, avem: - 

a—1 pb e d (4-00 — Dle—1(d—1) > 
ai Vi cki d—1 (aFD)OF(e-FI)(a FI) 

- ra al 03] 
c—-l d=—1l a—1l..-b—1 
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34. Dacă m Ab pod =0 y OR - Dacă aven Ir 1 Pod 0, vom avea și 

a—d _b—e a-te — bd 

1-Fad i-tkbe i—ac 1—bd 

35. Dacă avem a B= 

  

(e—a) (a—v): 
Ta 0 ap 
  

vom avea și : 

(Aa-+-BO+Col=(A+B+-O)(Ac2+B5:4+0c2). 

— Să se adune fracțiunile : 

1 + 1 J 1 

a(a—b)(a—c) b(b—a)(b—ec) ' c(e—a)(e—b) 

ab. b-ke c-ta 
SI (e—a)(e—4) + (a—b)(a—c) + (b—a)(b—c) 

ab be ca 

(e—a)(e—b5) + (a—b)(a—c) + (b—a)(b—ec) 

  36. 

  38. 

ab be ca 

e(ec—a)(e—0) + a(a—5) ri (b—a)(b—c) 

40. blat tut — tota? perete). 

39. 

    

a | 3 c5 
  

  

  

  

  

4. (a—t)(a—c) * (6—0(b—a) + (e—a)(e—b) 

ai ar bt ct 

02 Za OU TUT 
a? " | a3 

ii (a: —as)(a: —as)(au Za (as aaa — atasa) 

as a: 

(a asha —ao)tas 200 Ta asha — asa 05) 
aa, al + anl 

"(a —a2)(a—a3)...(a1—an) -(az—au)(a2—a3)...(a2—a") 
qi 

a Za a) (an —an24) 
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45. Să se verifice identitatea: 

i=n 

Ş a 2 lai —a)(a: —a2)...(ai: — ai) (ai — aţa) ..(ai an) 7 
  

N ce a a Xa ae... an, 

în care %, %,..., n inu toate valorile întregi pozitive sau 
nule pentru care das... ka =m—ui, 
Când mn —1l suma precedentă este nulă. . 

16, Zet (e-ad'-a ta tre 
  

  

  

a? a“(a'— b*(02—a?) 

a3bă ae 

4 (a —d) id Gta —b)(a—d) CZ) Tr 
Q3 > bc 

(ata Za ZI UIC * 
342 : 342 
  

(D— a)(b —c)(d— DI Za) (d—a)(d—v) 

— Fie 2p=a-b-te, să se arate că avem: 

1 d a! 1  abe! 48. a 
p—a + p—b + p—c pp: plp-a)lp-b)(p-c) 

9 abe ___. alp—a) _b(p—l) __elp—0) 
""(p-a)(p-0)(p-e)  (p-b)lp-c) (p-c)(p-a)  (p-a)(p-0) 

30. Dacă avem zy-taza-tyz=1, vom avea și 

z 7 a Sas IP Ip TIE SO UP 

  

  

51. Dacă avem z-t+y-ţ-:=0, vom avea și 
a 70 a 

22-a + Fa + 2-+-ay = 

St
 . E] x a z zi y 2, xp, par, osii, Fie A „ta B kg = 

să se calculeze A*-+-B2-+C2—ABC. 

— 18 —



  

  
  
4 

  

Z74
 

31
6 

= 
ENUNȚURI 

L 1 1,1 . , — Să se arate că, având Zrt =0 voim avea și: 

  

59. be ete pat 

  

  

  

= —3, a 

a b e __: a-tkbi-+es 
54. seta tai abe 

a2—be , b—ac , c—ab (Fe 
35, Czz + c-ta + e) ag F 

„eta. ab. = 9 (031.73 
ra) abc (ete). 

" ŞI N AR z—] 32—5 56. Să se pună fracţiunile Iza P0 32” 

da-i A 4 B 

  

  36 sub forma: 
—ala— 

, A Dat? z2-+92—3 Generalizare pentru fracţiunile: (273) (FI) 

57. Să se verii identitatea: 

  

1 1 1 

Fi pa at tal ppt . 

DOE + DPI) " 

58. m fiind un număr întreg pozitiv, avem: 

1 i 1 __ 1,1 i 
FI aa tf 2 n =1— 2 + 34 Fa 

d 
2---l 9 7 

  

V. RADICALE. 

— Să se efectueze calculele: 

LL (ză Xa rs 

2, | a ai Vai al? Va? et, 

— 17 — | 2 

LIOT& 

/8STESN
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a are aka _aka 1) lat +1), 

zi —ayp-haty—yi): (tz), 

21-a) Ver) (tr) er. 

i abea “) yes Va e) (P.S. A. P.95)   

gt
 

O
 

Z
a
 

O
 

  

6. | 

7.. Din Ai, să se deducă: 

VAa+-VBo-+-YCe+YDd=) (ATBFOTDI(etifetă). 

8. Din An a As a A5 2 An, să se deducă: 
Wa GQs 03 (n 

  

5 Vas! = V ( A). (Za). 

— Să se simplifice expresiunile: 

  

  

  

  

9 anis] Ie] Ve UZ 
10, a: — az: La p— = 

a atai3a€ a—3az-kat a at 

14, 2 -by-tV — 2 aut 2aVz— aVpzt 

erati 
(P. $. A. P. 96). 

19 Va VaVutNzu-tVe, Va — Savu, 
. 3 4 

Vz-tVy o VzNy 
(P. 8. A. P. 98). 

e Er Ve 
hp Vsap-toNats—2 Si F —Ny+-Va 

(p. S. A. P. 99), 

— 18 — 

  

 



  
  

  
  

ENXUXŢURI 

n—3nh(n?— 142 | 

n5—3n-(n?— 1)? —44-2 

15, ao) Oy Vata Va): e 
Va—Vp)4+ Vu —Y 3) 4-a Va) 

| VzVu=—Va 
alaz-tyVy 2 Va—3 Vaya 

Sr 

16, Vaz Va e -rVas pi PE gs, 

17, : Bee Pee 

__— Să se arate că avem: 

14.   

  

  

  

  

a a Vaii O TEFEZOVERER 2 a 0 
4 4 Va Ve | 19. == ——= = Va —V5) (Va-—Ye) + (Vo—Va)(Vo-—Ve) + 

“[; 
N C 1 . WET 0270 NANA) 

— Să se facă raţionali numitorii expresiunilor : 

  

  

0 e 
VTR? 
22, TEI ZITI caz particular a-kb=ec--d. 

2, Tae PTA



ALGEBRA 

25, Tao. 26. | pr 

| 4 1 | 
97. . CRET 28, Ta To ad | 

29. Să se arate că expresiunea: 

> X5-tY54+V5—V5_YV5+Y/5-V5—V5 

Y5-+V/5— Is- Y5 Y5+V5-+V5—V5 
este rațională. 

  

  

» — Să se simplifice expresiunile: 
  

20. pe —Y3  Vel3+a+Va— 5 a—1 
2 Y2+V3—YoYs— Vata 

31. Paza. IE FOTTEFEFEDa + Y3%3. 
92. Să se arate că expresiunea: 

2la— gt Vala-Fap)] Lot y4- Vataf) iii 

este un patrat, 

  

— Să se arate că: 
1 
  
  
  

33. — 

Va) + Vote a) ez) 
    

Va [V(a—)5-t- 0-04 Ve VlaZ0)oZolc2a)] 
(a—BbP4-(b—ckl+(e—a) 
  

  

  
  

34. | A pol 
Li, TIT 

1 [i | a—b + bd c—a 
i VoeaVeeVa | 

  

  

  

  

  
  

  

"|z--a , "le—a +a 1lo— 
- Vero VENE _o 

” z-+b = " mb —0 
VE Vesa 

— 20 —



  
  

  

EXUXȚURI 

— Ce devin expresiunile: 

<_ooaa-La, . _VaYo  1a=Yo 36. zi—2daa24+b pentru a et jet 

  

    

  

  

  

  

37 z-l-aazf Lb : ! — Eee A Fizt-Fe pentru a 2 

1—az1|1-k+bz _1 [2a 
38, 1-Faz | 1—yz pentru 2 | b 1. 

1+a 1—z /3 
39. 1FVi Fa 1—Vi Za pentru = 

2aV1-Fa (je 2) 
4 . REZ =—=— , 0 ZT pentru z= ] 

V Ve 
41,. Nike „pentru =), 20 Vie —V1—a2 so 

tetize E ao 42. a = pentru pr —tazb 
Via —Vi—a2 Ve 

43 zi Va Had) VaZz pentru 2 ab (a2--02) 

botu via __qt—bt 44. pentru 2z= . Va= az — Ni Za q3— 05 

45. 2(uv— Vei VEZI) şi 2 (ut Ve ZI Ve) 

pentru 2u=a+I 2 

1—ay u zky tza z—y 
pu Tia A 29 TiFag 
  

Ra VER 1—b 
Vi Fat V1—a+V1Fo+YiZa 

Hi-ta—Viza—V1pi+Viz 
Vi-FatV1—a+V1Fo4Vi 

  
pentru  z= 

  

  y== 

— 91 —
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VI. ECUAȚIUNI DE GRADUL INTÂI CU 0 . o] 

NECUNOSCUTĂ. | 

— Să se rezolve ecuaţiunile: . 

1, 

e 
o 

a 
9 

ea
 

"10. 

11. 

12. 

13, 

14. 

15, 

16. 

22—1__32—2 _5e—4 72-46 
  

    

  

  

  

3 A 6 12 

p—1l 4 T7a—6 __o4r—2 a 8z—9 
EI 32 tr 

225, 40—a _ 102—457 
13 8 19 

z z—5 22 

7 ap 
(2—5) (21—2)—(x—5) (22—5)+-(z+7)(z—29)=0. 

(2—39)—(8—0)lztD=(0—39Uhat3—a 
(2—3) (2+3)=(a—5) (74-54-53. 

(z+i) (z—9)=(245) (r—3)—2. 

(z-F+1P=(6—(1—a)]a—2. 

2 
aaa 
11 1 i 

  

  

  

d 
za | af3  a-+5z+6 

St? 52 42 
1-F+3z 7-+2a 7-F1l6az-+4a? 

6—5a 7—2a* 3-1 10a—1i1 1 
15  14(e—1) 21 30 105 

n 4(922—3)—3(3a—1) _8 am+a 
2 6(2—1) v'sz—0 

  

  

  

  

o 
a
 

a
a
 

a 
a
a
 a

 
a
 

a 
i
 
a
a
a



  

  
  

  

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22, 

23. 

94. 

5. (ma—nb—pak-t(na— mb-+tpzb=(mkn(a—b). 

26. 

27, 

28. 

29. 

30. 

31. 

ESUNȚURI 

  

1+ 9 a ____19z—6._ ___62 , 
Sa'—12a  3a2—102—8 3242 

m(z--a) n (2-40) _ | Fi + Fa =m+kn. 

ax -+iz-te__ az d 

pr-tazir pag 

  

(20) = ese 
o a-ba-Fob z+-b 

| Q2A+-b? _2daba ab 
(a4+-b+-o)z— = = TF       a=00: 

3abe a? 2 (2040) Wa __ ba | 
abia t ala+v): =3cat- a. 

axul, . aa-kn ___da-k-m azi 
actm—1  axtn—2 ax —2 ac Fun 

2a— b—2)+-(a—20+a)%=27(a—v, 

(a—z+-(z—9k 02-52 

(a—22—(—0 o a2—02 

7 2 7 20) ja (22=0) a 2, 

(z-ka)(z+-I) , (z—a)(z—0d) 
(z—a)(z—0) * (z-ka)(z4-d) 

(z-+-c)(z4+-d). (z—c)(z—d) 
(z—0)(z—d) ! (zke)(z-4+-d) 

Va Ve Vizaz=1, (P.S. A.P. 95). 

+ V2—22F1=0, 
102+13+ = i 

Vaz Sea 

-— 93 — 

  
  

  

 



92, 

33. 

34. 

35. 

36, 

37. 

38. 

39, 

"40. 

41. 

42, 

43, 

i. 

Vaz , Vatz N 

z a e. 

VII. ECUAȚIUNI DE GRADUL I-iu CU MAI MULTE 

NECUNOSCUTE. 

— Să se rezolve sistemele de ecuaţii: | 

5 + G 18, 2-4 21. 

2, 

ALGEBRA 

p—1—VozFa Vz—2—Va 
  

Vara Va 
Vara + Vaz Pi 9a. 

Vaal 
Va—z+2VaFz=Va-z Faza. 
Va Fa +-Va = 

——=d 
Va Fa —Va Za 

  

  

  

  

NEF =A 
 Ez iz 
1—a V 1 Pa e 

Viata + Va—a-+ Vaz 
Vata — Ve —a2-+ Vaz 

Va VEZI Pa VF are 

VzPat+Vz=a) NzFa—Vz=a=25. 

Vata a 
Vat-rae —Va—a? D | 

  

  

  

  

  

zhky _z—y a 
2 3 ' 

— 94 — 

eye _ 
—s— + ţi, 

 



  

  
  

  

54 

9. 

10. 

Îl. 

12. 

13. 

14. 

15. 

ENUNȚURI 

22 Lu _3u 3. 4-a a 

  

    
  

  

  

        

  

  

  

  

UZ oz l_9 
6 pg 226 

3 i13Y  3£-—3y 2 z—y 1 

7 apă 
"a yo az — dy 

D= + ae 2, cal 

m Pi z—y 

ab 4ab 

z Yy 1 2 

tata 

z AY + 1 

(a2-+-a5)(ab—3?) ! ab(a—5) !av—: 

az UL 7 | 1 — 

a*+abi: ! a3-trab(a-t-d) ! ab(a3—55) 

z E; 1 , 

ao ai rata 23) a 

pr ial 

(ago) Hop o-ăge yoga 

(apt -f-bat)a-t- (ap Vgqm)y = ap bgn, 
az—by__m 

—, a? -+ fe =], 

cz—dy n 

  

zitap=a, . piya= 

(z-hyk(z—p=a,  (okyl(a—y= 

zy=(a—z), Pa=(0—yk. 

Vu —Va0zz=V y—a, 3/20—2=2Vy —z, 

5Vz—3Vy=3, 252—9y=81. 

— 95 —



16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

29, 

23, 

24, 

26. 

27. 

ALGEBRA 

2x2—7y-+42=0, 3z—3y-t-a=0, 9z-t-5y+-82=28. 

5z—6y-ţ-42=15, 7244y—8x==19, 2a-ty-k6x=46. 

îk5y—3=20, 3z—y=9,  4a-t5a==93, 

| (P. S. A. P. 95). 

ztykz=0, (+ozt(e-ka)y+kla+0)z=0, 
Dez-tacy-tabz=l. 

x —ay-ta2x —a%=0, 2—bya—55=0, 
r—cytz—c0=0. . (P.S. A. P. 9). 

LI ALI A a a 
a 

  

  

  Sera ae 
  

a o d E e 

— 26 — 
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ENUNȚURI 

28. (y-ka)(ztyta)=2a, (i-a) (ztyta)= 
| (z-ky) (ya) =2e. 

zi __ ym _ mn y + (2) 

| 29. qm pin em (2) = (2 + =) = 

și să se elimine a, &, c între a de mai sus şi 

an-țDn-ț on = 

30. pta=azuz | (z-k+y-ka), Cazurile kuta 
z+y=ezya (ztyta). 

31. z(ztyta)=a—yz, ylz+yta)=3—za 
«(2 y-ka)=c—ay. 

1 1,1 _ 1 "= huhiayh === 32. az=by=eczh, arta Z 

și să se calculeze valoarea expresiunei al ban l-bean-l, 

33. a-hy-hazy=l, ytatayi=m,  aka-Paza=n. 

  

  
  

  

34. 25-h-ap5a25—3ay2=0, Z—a=y—b=az—e. 

35 cytaa _yskya arta 
” a b c | 

zytaa-tya=(ațb-hko)zya. 

z(1—1)__ z2(22—1) _ (25 — 1) __ 
36. „ZI Se pa d ZI =, 

zyă __ zyă _ zyz 
97, ZF a, za d, za: 

38. Pio sf, atat. ka =, 
G aa , Gh 

99, Aa ae Pai n, 
ada a Zn b 

40.  az-hmlyțhat+b=a, bytnl-tkt-ka=B, 

ztp(ttaky=t, di-tglz-tyta)=ă. 
41. azi mile bat... Fair... -Pa)=a; 

î=1, 9,...n, 

— 27 —
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2 29 2 du _ 

TREPTE e PE Te TRE 
43. Valy b-Hael aa P-ta PHac= 
Vo—aP-F(60P(e=o>, Az-FBy-FOz=1. 

4. Veta e= pri e Vaze, 

Vp Viet + Vatra, 
mpa Ep Va aiba. 

45. Dacă at ya =u, 

az-tby-tez =, 

ae ytaz=at, 

să se exprime în funcţiune de a, 7, 2: expresiunea 

2 Pa-Fa?2-thaya. 

42 

  

  

  

  

  

„VIII. INEGALITAȚI ŞI INECUAŢII. . 

1. Dacă 4 numere sunt aranjate în ordinea mărimii lor 
crescânde, suma primului și celui de al treilea este mai mică 
decât suma celui de al doilea și al patrulea. 

2. a şi & fiind două numere pozitive, avem: 

ad 20 LI 
da ad 

8.0, 6 m, n, fiind numere, pozitive şi a <ă, avem: 

< matnă 

m-ku | Sb, 

— Să arate că avem: 

3 (1 ka2-kat) > (1-Fa-kat. 4, 

5, 2at-t-1 >9a5-+a?, 

6. a -ke?>ab-kracbe. 

7, (ac) P--(a—b-kek+-(—ab-kel> ab-kac-kbe. 
8. adc>(atkb—c)(a—b-tke)(—a-+b+tke); a,d,c pozitivi. 

— 28 —



  

  

  
  

ENUNŢURI 

9.  a(a—oteţVeFe) <a, 

211 24 10. (+ (2)> Va+Vă, 
11. Dacă C-P-b-e=1, atit, 

vom avea: (aa'+-bb-teck<1. 

12. Să se arate că pentru a2= B24-c2, avem: 

Bat c*>2a[(6-+c) (2a2— d0)-katc],. 
iar expresiunea: | - 

Aa-F-BW-P-Bes-t-3Ba2 dc 
reprezintă un cub perfect, dacă (A-+-B) este un cub perfect, 

13. Dacă ad-thotea=1, atunci + B+-c2>1. 

14. a, d, c fiind cantităţi reale, avem: 
(a-Fă-kc) (a3-F+-5-Fec5—3a3c0)>0. 

15. (a2-Paz-u.u-Faz)(a2-a2-F...-ba2) > 
(a as-tazazț...tan a. 

16. [lqaa-+-BB—pap—aqa'B— 
(f—2paB-t- aq?) (2—2pa'f'-+qa?)) (p2— q) >0. - 

17. Să se arate că media aritmetică între două numere este 
mai mare ca media lor geometrică ; iar diferenţa lor este mai 
mică decât patratul diferenței celor două numere divizat cu 
de.8 ori numărul cel mai mic. 

"18. Să se arate că media aritmetică între n numere este 
mai mare ca media lor geometrică, 

19. Dacă trei numere pozitive a, &, c sunt astfel că unul 
“din ele este mai mie decât suma celorlalte două, avem:. 

Q2--b-he2 <2(ab-t-ac-t+bo). 

— Dacă a, &,c sunt numere pozitive, să se arate că avem: 
20. a3-+p3-t+-e3>3abe. 

91. at-hbi-Fet> adelatbtke): 

PPĂ 2(a%4+-W-+-c)>ab(aH1)-k-belb+-o)t-ea(et+-a) > 6abe, 

— 29 —
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„23. Dacă a. y, « sunt pozitive, să se arate că: 

a y 2 > 3. , 

ara tz? 2 

24. Pentru n întreg și mai mare ca 3 avem: 
unt > (nt 1), 

25, Să se arate că V3 >Va. 

26. n fiind un număr întreg, avem: (2+-1)>2a", 
27. Să se arate că: 

e): 

2 

  

Va <1.2.3...n< 

28. Să se stabilească neegalităţile: 

(224-1) (m-F2)... (mt) > (a-F1) 7, 

(m-FIk (2... (m-knpti>>92. 38... (2-1, m, 

în care m>0, ppt 

29. Fie a şi B două numere pozitive, întregi sau. fracţio- 

nare, («<f); să se arate că se pot găsi o infinitate de nu- 
mere întregi p și q astfel încât să avem: 

2p+1 apti < p 
2q+1 2q ” 

30. Un comerciant cântărește la doi clienţi cu o balanţă 
falşă, câte o aceiași greutate p de marfă. In primul caz el 
pune marfa în platoul A și greutatea în platoul B, iar în cel - 
de al doilea caz face contrariul. Se întreabă dacă el pierde 
sau câștigă. Falşitatea balanței provine din inegalitatea bra- 
ţelor de cumpănă. 

— Să se găsească valorile lui z pentru. care avem: 

a <a ——   

  

3 z—5> 20. 39, 2a-4-2—1>a—5>3z—1—8, „op men pata man pe-a " ată  a—b 7 a—d ati 
34. za >= ati =; radicalele sunt luate cu -+-, a și Vara” VEFE 

& pozitivi și a>&,. 

— 30 —



  

  
  

  

"ENUNȚURI 

95. OA i 0. > 1 
p  z—il zi pl 

z 

  
  

  

— Să se găsească cum trebue să fie z și y, astfel încât 
să avem: - 

37. 22-+-3y—15>0, y—2<0. 
38. z-+y—1>0,. z—y-+1<0. 
39. a2—2>0, 2 —y—3=0. 

— Cum trebue să fie 7, astfel încât să avem: 

40. a2-hP!—22—2y--h5>0, ori care ar fi z Şi 

41. 2-2 Sas h>0, ori care ar fi zu, Za.e+En. 

429, 22—92ayk2aj—4z-t6y-k-h>0, ori care ar fi şi y. 

49. Să se găsească relaţiile de condiţie, astfel încât să avem: 

az obay-kep-b2dz-t2ey+-f>0, 

ori care ar fi z și y.: 

44. Cum trebue să fie /,, astfel încât să avem: 

D892 —4oy az —9ya2—6a-F9y—93+-h>0, 
ori care ar fi a, 9, x 

45. Să se determine între ce limite trebue să rămână cu- 
prins a, pentru ca rădăcinele a două ori care din ecuațiile 
uz—y=1, z—ay=—1, z+y=a, să rămână cuprinse între 
1—e și 1-e, e fiind un număr pozitiv dat. 

IX. PROBLEME DE GRADUL INTÂIU. 

1. Să se găsească două numere consecutive, astfel că suma 
lor să fie egală cu de trei ori numărul cel mai mare, mai 
puţin 3 din numărul cel mic, ” 

2. Să se împartă numărul 140 în două părți, astfel că o 
parte mărită cu 10 să fie egală cu a 5-a parte din cea de 
a doua. (A. G. 96). 
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3. Un aliagiu de aur, în greutate de 600 pr, are titlul 

0,750; cât trebue să adăugăm dintrun alt aliagiu cu titlul 

0,900, pentru ca noul aliagiu obținut să aibă titlul 0,820? 

4. O persoană lasă 'o parte din averea sa pentru spitale, 

iar restul de împărţit între moștenitori. Prima parte este su- 

pusă la un impozit de 2%/0, iar cea de a doua la un impozit 

de 6%/0. Să se 'păsească averea și fiecare din părţile de mai 

sus, știind că Statul a perceput 1600 lei impozit, și că, dacă 

partea lăsată pentru spitale sar fi redus la jumătate și restul 

Sar fi împărţit între moștenitori, Statul ar fi perceput -ca 
impozit 2000 lei. 

5. Un ogar urmărește o vulpe, care are 60 sărituri vulpeşti 
înaintea lui. Peste câte sărituri ogarul va ajunge vulpea, ştiind 

că, pe când .ogarul face 6 sărituri, vulpea. face 9, dar că 83 
sărituri de ale opgarului fac cât 7 ale vulpei. 

6. Se împarte o sumă în părţi egale între mai multe per- 

soane; dacă ar fi fost 3 persoane -mai mult, partea, fiecăreia 

ar fi fost cu câte un leu mai mică, iar dacă ar fi fost 2 per- 

soane mai puţin, partea ficcărea ar fi fost cu câte un leu 

mai mare. Să se afle suma împărțită și numărul persoanelor. 

"7, Aceiași chestiune ca la numărul -precedent, presupunând 

că în loc de 8 persoane în plus ar fi fost m persoane, și că 

în loc de 2 persoane mai puţin ar fi fost n persoane; în 

primul caz partea fiecăreia sar micșora cu p lei, iar în cel 

de al doilea caz star spori cu g lei. Condiţiunile de posibi- 
litate ale problemei. | | 

8. Trei aliage A, B, C se compun: A din 65%, Ag. şi 
35%. Cu., B din 70% Ag. și 30%, Cu., .C din 75%, Ag. şi 

250/, Cu. Să se determine greutăţile celor 3 aliage, ştiind 

că: 1) îndoitul greutăţii totale a Ap. este egală cu de 5 ori 

greutatea Cu. din A și B; 2) dacă se adaugă fiecărui aliagiu 

câte 1 kg. Ag. și 2 kg. Cu, greutatea totală a Ag. devine 
egală cu greutatea totală a Cu.; 9) dacă se topesc împreună 
aliagele A şi C se obţine un nou aliagiu în care Ag. şi Cu. 
intră în aceiași proporţie ca în B. 

„— 92 — 
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EXUNȚURI 

9. Doi călători: merg pe un drum, unul 'având 100 lei şi 
celălalt 48 lei.. Eşindu-le hoţii înainte, iau “fiecăruia o parte 
din bani; cât sa-luât dela fiecare călător, ştiind că primul 
pierde de:2 ori cât cel de al: doilea, și-i mai rămân” totuși. 
de trei ori mai mulţi bani? 

10. Un număr de 6 cifre începe dela stânga cu 1; dacă. 
/se mută această cifră de la stânga la dreapta, numărul obținut: 
este întreitul numărului dat; care“este acel număr? 

11. Intr'o grădină sunt de trei ori măi mulţi peri decât; 
meri, de 6 ori mai mulţi meri decât cireşi, și acelaşi număr: 
de persici, pruni şi peri. Peste tot sunt 122 arbori; câţi sunt. 
de fiecare speţă? A Ma 

12. Mai multe: vrăbii- se așează 'pe nişte pari. Dacă pe fie- 
care par este numai o vrabje, vor rămâne n» vrăbii în sbor, iar 
dacă. pe fiecare par se aşează: n vrăbii, rămân n pari liberi;. 
se cere a se găsi. numărul vrăbiilor şi al parilor. 

13. Dintre trei ceasornice A,.B, C cel din urmă singur 
umblă exact, pe când A înaintează, iar B rămâne îndărăt 
inaintarea pe oră a lul A este £ din întârzierea lui B. Pre- 
supunând că la amiazi cele trei ceasornice au fost repulate 
şi că la 4 ore 10 min. A a fost înaintea lui C cu atâtea - 
minute câte au lipsit lui B până la 4 ore, se cere să se 
calculeze neregularităţile lui A și:B (cu cât înaintează A și 
cu cât rămâne îndărăt B). | , 

- (P. S. A. P. 97). 

14. Cineva cumpără 2000 capete de vite de trei speţe di- 
ferite, pe care să le reprezentăm cu A, B, C. După un an, 
animalele din speţele A și C, se înmulţesc respectiv cu 10%. 

“şi 5%0, pe când numărul celor din speța B se micșorează cu 
10%, numărul total de animale creşte astfel -cu 1%/.. După al 
doilea an, animalele din speţele A și C se înmulţesc res- 
pectiv cu 20% și 35%, pe când numărul celor din speța B rămâne 
invariabil, iar: numărul total se mărește cu 20%/0. Să se cal- 
culeze..câte capete sunt din fiecare speță. 

(P. S. A. P. 98). 
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15. 700 lei se dau cu dobândă simplă în două sume di- 
ferite, cea mai mică însă cu 2%/, mai mult decât cea mai mare. 
Micșorându-se procentul sumei celei mai mici și 'mărindu-se 
al celei mai mari, fiecare cu 1%, se obţine o dobândă totală, 
care întrece pe cea dintâi cu a 6-a parte din valoarea sa; 
dacă însă procentul sumei celei mari se măreşte cu 1%, iar 
al celei mici rămâne neschimbat, dobânda totală este mai 
mare decât cea dintâi cu a 5-a parte din valoarea sa. Să se afle 
cele două sume și procentele respective. 

(P. S. A. P. 99). 

16. Două persoane A şi B pleacă în acelaş timp din două 
puncte M şi N, una din M spre N și îndărăt, cealaltă din 
N spre 'M şi îndărăt, ambele fără oprire. Cele două persoane 
se întâlnese — în mersul lor faţă în. faţă — de două ori: 
prima: dată la a km. departe de punctul N, iar c ore după 
aceia, la & km. de punctul M:; Să se găsească distanța MN și 
iuţeala cu care merg cele două persoane. 

(P. S. A. P. 900). 

„17. Doi călători A şi B merg pe un drum în acelaș sens, 
primul cu iuţeala z, iar cel de a! doilea cu iuţeala- 4. Călă- 
torul A este îusoţit de un câine care aleargă cu viteza V dela 
stăpânul său la celălalt călător și îndărăt. Să se găsească 
timpul întrebuințat de câine, întrun sens şi altul, de când a 
plecat dela stăpânul său până sa întors înapoi, știind că în 
momentul plecării, cei doi călători se găseau la o distanţă d 

„unul de altul. Discuţie. 
18. Două mobile parcurg periferia unui cere de lungime [, 

cu iuţelile o și z'; la început ele sunt separate de un are 
de lungime d. Se cere să se determine epocile întâlnirilor 
lor succesive în ipotezele următoare: cele două mobile merg 
în' acelaș sens sau în sensuri opuse; unul pleacă cu 0 secunde 
înainte sau în urmau celuilalt, Introducând direct în chestiune 
cantităţile negative, să se reducă formulele găsite la una 
singură. 

19. Un părinte împarte averea sa în modul următor: celui 
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mai“ mare dintre copii .îi dă o sumă a plus a n parte. din : 
rest; celui de al doilea o sumă 2a:plus a 22 parte din noul 
rest; celui de al treilea o sumă 3a plus a 2% parte din ul- 
timul rest și aşă mai departe. Să se afle care este averea 
împărțită și numărul copiilor, știind că părţile au fost egale. 

20. n jucători 'convin ca jucătorul ce va pierde să în- 
doiască sumele celorlalți 2—1 jucători. Ei joacă n partide și 
pierd fiecare câte una, iar la urmă fiecare se retrage dela 
joc cu aceiași sumă a. Cât avea fiecare la începutul jocului? 

21, Un automobil 'T, a cărui viteză este 2, pleacă după 
un alt automobil T, a cărui viteză este v'; întârzierea. este 
calculată astfel ca ele să ajungă în acelaș timp la destinaţie. 
După ce a'parcurs $ din drum, automobilul T” este obligat 
să-și reducă la jumătate viteza, iar cele două automobile se 
întâlnesc la a km. înainte de sfârşitul călătoriei. Să se gă- 
sească lungimea cursei, - ! 

22. Dintr'un punct P, luat pe prelungirea diametrului AB 
al unei jumătăţi de cerc de rază R, se duce o tangentă PO 
şi se învârteşte figura 'în jurul dreptei ABP. Se cere să se 
determine poziţia punctului P, astfel ca raportul între” supra- 
faţa laterală a conului descris de PC şi zona descrisă de 
arcul BC, să fie un raport dat m. Care este condiţia de 
posibilitate a problemei? 

„28. Intr'un ceasornic acele orelor, minutelor şi secundelor 
fiind la XII, se cere să se afle peste cât timp acul secun= 
delor va divide pentru a 24 oră, întrun raport dat FĂ, dife- 
rența arcelor parcurse pe cadran de minutar și orar. 

24. Fiind dat un: triunghiu ABC, să se păsească distan- 
ţele la cele trei laturi, ale unui punct M așezat în interiorul 
triunghiului, astfel .ca suprafeţele triunghiurilor MA B, MA C, 
MBC să fie proporţionale cu trei numere date &,.f, y. 

25. Să se calculeze laturile , g,'z ale unui triunghiu, știind 
că volumele determinate de triunghiu, învârtindu-se succesiv 
în -jurul fiecărei: laturi, sunt echivalente cu volumele a:trei 

. sfere de raze '&, f, y.
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26. Să se calculeze laturile unui eriunghiu ştiind că între 

înălțimile 7, ini 23 avem relaţiile: 

Vi Vi = BV = Vin în în îs=5, 

&, B, Y, &-fiind nişte numere date. 

2/(. Pe diagonala AC a unui pătrat ABCD se ia un punct 

P, astfel ca AP=p, CP=gq; să se ducă prin acest punct o 

dreaptă care întâlnind latura AB în: M și latura CD în-N, 

raportul între: suprafeţele patrulaterelor. AMND și BMNC 

să fie egal cu raportul a două numere date a și 3. Discuţie. 
28. Cunoscând una din laturile unghiului drept ale unui 

triunghiu dreptunghic circumscris unui cere de rază R, să se 

afle: cealaltă latură a unghiului drept şi -ipotenuza. 

29. Un tren merge din.A în C, trecând prin B unde se 

opreşte 5 minute; 14 minute după ce a plecat din B, întâlnește 

un tren expres ce merge în sens contrar și a cărui viteză 

_este îndoită de a sa. Acest tren expres plecase din C, în mo- 

mentul când primul tren era la 25 km. de A; se știe însăcă 
trenul expres pune 2 ore pentru a străbate distanţa CB şi 

că după sosirea în A, dacă ar pleca imediat înapoi, ar sosi 

în C la trei sferturi de oră după sosirea primului tren în 
acest punct. Se cere să se afle cât face fiecare tren pe oră 

şi care sunt distanţele între A, B, C. 
30. Se dă un con drept cu bază circulară, ale cărui genera- 

toare sunt prelungite nemărginit de o parte şi de alta a vârfului. 

Acest con este tăiat printr'un plan fix, perpendicular pe axa 

lui. Să se ducă un plan paralel . cu planul fix, astfel ca su- 

prafaţa laterală a conului, cuprinsă între cele două secțiuni, 

să fie întrun raport determinat "cu suma „ariilor celor două 

baze, Discuţie. i 
"81. Un vas de sticlă este umplăt! du P gr: mercur la P. 

La ce: temperatură T trebue încăizit pentru 'ca să iasă o 

cantitate p gr. de mercur? Se cinosc epeficienţii de dilatare 

ai: sticlei și mercurului. 

"82: Un balon de sticlă se umple cu un amestece de două 

lichide, având respectiv densităţile d și: d, greutatea 'ames- 
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tecului fiind P. Se extrage o cantitate de amestec și se 
umple .balonul cu lichidul de densitate d; prin cântărire 
se păsește că greutatea noului amestec este P'. Din acest 
din urmă amestec se extrage aceiași cantitate ca mai sus și 
se umple iarăși balonul cu lichidul de densitate d; prin 
cântărire se găsește că greutatea ultimului : amestec . este 
„P”. Să se determine: 1). capacitatea balonului ; 2) cantitatea 
de. lichid extrasă prin operaţiile de mai sus; 8) proporţia de 
amestec a celor două lichide, la început și la sfârşit. 

383. Se dau întrun plan două poligoane omotetice. Fie a, 
d, Cm. laturile unuia; z, y, z,... distanţele între laturile 
omoloage, socotite pozitive când sunt de aceiaşi' parte cu 
primul poligon și negative când sunt pe partea opusă. Să 
se arate că suma: az-t-by-tea-t... rămâne constantă, când 
poligoanele se mișcă în plan, rămânând omotetice, . 

- 84. Intrun triunghiu ABC se duc tangentele la cercul. în- 
scris, paralele respectiv cu laturile triunghiului; fie mn 
lungimile acestor -tangente, cuprinse respectiv între laturile 
triunghiului ; cunoscând ], 7, n să se calculeze laturile triun- 
ghiului a, d, e. e 

35. Se dă un cere cu raza R. Pe un diametru AB se îa 
un punct C, iar pe AC şi BO ca diametre se descriu alte 
două cercuri. Să se găsească raza cercului tangent la cercul dat 
şi la cele două cercuri descrise pe AC și BC ca diametre. 

X. DISCUȚII, ELININĂRI, REPREZENTĂRI GRAFICE. 

az-b 
| az 

să aibă aceiaş valoare oricare ar fi a. 
2, Să se găsească condițiunile pentru ca valoarea fracțiunei 

1. Să se găsească condițiunea pentru ca fracțiunea 

"az-tby-tke 
TI să rămână aceia i ori care ar fi z i 2 aatby-ţe Ş Y 

3. Chestiune analoagă pentru fracțiunea: 

duza pet. -Panzatb 
auzita... Panza Pb”
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4. Să se determine & și f astfel ca sistemul: 

3athay=a, Ba+2y=B să. fe. nedeterminat. 
5. Să se găsească condiţiunea pentru ca sistemul: 

z—ly=m, y—la=n, matny=1 să fie compatibil. 

— Să se rezolve sistemele de ecuaţii: 

6. 22—83y-4s=1, 3a-k2y—5ax=8, Bo—y—a=15. 
7. 5z+3y—112=18, 42—5y4-42=18, 9z—2y—72=95, 
8: Să se discute sistemul: aatây=e, bz-tay=d. 

9. Pentru ca sistemul: 

az-tbytez=bz-Foytas= cataytiz=l 

să fie nedeterminat, trebue a=b=ec. 

10. Trei lucrători A, B, C execută o lucrare, A şi B, lu- 

crând împreună, termină lucrarea întrun timp de Y ori mai 

mic decât C singur; A și C întrun timp de f ori mai mie 

decât B singur, B şi C întrun timp de & ori mai mie decât 
A singur. Ce relaţie trebue să:avem între &, B, 7 pentru ca - 

problema să admită o infinitate de soluţii? - 

— Să se elimine z, y, între ecuațiile: 

11. a+i= =a, pă: cpr =e. 

atu, Pati — 
p—y 0? m-taykp 

— Să se elimine z, Ya & între ecuaţiunile: 

13, 2-baf—2azy=0; ap-ha2— 2y2=—0, 22-a —doa2=0. 

12. 

  

14. = ya, aha, 2ay, | 

tipe „Utd, tekotek_ 
ya aa ay 

16. Să se elimine z, 9, 2, £ între relaţiile: 

a=byțeatal,  y=azteatat, 

a=aztbytat, =aa-tby-tez. 
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17. Să se elimine za, z2,...2n între relaţiile: 

zi axe Pagza.. Fanzn 

aa Sai Faszst...Fanzn, * 

In=t zi asta. . „Fana. . 

2 2 2 2 Ă ie = 210 = >x= A = 
| 18 Fie 20 % 2—z 2—y y 
să se găsească relaţia între f și a. 

19. Să se arate că având: 

PE 21915, toyota Zaz-Foykes, 

  

abe 

vom avea și: 

  
  

z „aa 
arta z= îi 0 si Eztzti FE z: 

20. Să se arate că având: 

a2-+a?-+a?=1, atata "= 
WP- V24+b2==1, actae+ aro 
theo? =1, betie 4+V'e”=0, 

vom avea şi: | 

a Vp c2==1, aa +bb'-kec'=0, 
a*+yz-+e?=], aa'-+y bee” =0, 
au: 24 e ra . a a"+-y W'-Fe ? c'=0, 

a= (Ve —c'9”), = + (ev — be),  a=(be—cb), 
b=z(ca'—a'c), V=+(ac”—ca”), = £ (ca — ac), 
e=ălab'—da),  c=(ba'—a),  c=t(a5—ba). 

21. Să se arate că avem și 
a 2 a72 2q72-- [2 p2 Vcc a "2 =a 2 bo-ba? N 22 2 +a” be ma 

22. Cum trebue să fie valorile lui a, $, e ca din egalitățile: 
y' 

aa Ea aykiz-Fca Fii 
să se poată deduce egalităţile: 

  

  
z = Yy = 4 az-tby-kez “ay -FuzFez az-kia-+ey” 
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29. a şi y fiind două numere date, se calculează alte 
două numere z' şi y' prin formulele 2 =az-Fby-te, 
=a'ztd y+c; se întrebuințează aceste două numere 

a' și 4 pentru a calcula alte două numere z” şi y”, cu 
ajutorul acelorași formule; să se determine a, 5, c, astfel 
ca să avem 2 =, y"=y. 

„24, Se consideră șirul: a4-d, ap-kbg, ap2-+bq2, aps-t-bqs, 
. Să se calculeze două numere z și y, astfel că un termen 

oarecare al șirului precedent, să se obțină adunând pro- 

dusul lui a cu termenul precedent, la produsul lui ş cu 
„ anteprecedentul. 

25. Se consideră şirul u=api-kbgi-tcri, i=0, 1,2% 

3,.... Să se determine trei numere z, y, =, astfel încât să 

avem, ori care ar fi n, un Sunt untura 
26. Aceiaşi chestiune pentru expresiunea : , 

ui=a pi -Paspi...-Parpi; să se determine & numere zi» 
Zass Za, astfel ca să avem 2n = aa Una a un—0 Fri unt, 
oricare ar fi n, 

27. Să se figureze linia ce reprezintă ecuaţiunea y=2z+-3; 
să se indice porţiunea din această linie ale cărei abscise sunt 
cuprinse între —3 și 0, precum şi porţiunea ale cărei ordo- 
nate sunt cuprinse între 10 și 20. 

28. Să se figureze linia ce reprezintă ecuaţiunea z-+y—1=0 
şi să se găsească distanţa sa la originea axelor de coordonate. 

29, Să se figureze linia ce reprezintă ecuaţiunea 2y—32+-6=0 
şi să se găsească segmentul format din punctele-ale căror dis- 

tanţe la origină sunt mai mici ca 2. 

30. Ce se întâmplă cu dreptele ce reprezintă ecuaţiile 

20 —3y=28 și Br—4y=&, când & variază? 
31. Ce se întâmplă cu punctul de întâlnire al dreptelor 

din exemplul precedent când & variază ? 

32. Pentru ce valori ale lui & coordonatele punctelor de 

întâlnire. ale' dreptelor: reprezentate de 'y—mzţt-a=0 şi 
z—my-ta&=0 sunt pozitive? : 

33. Se dă un triunghiu echilateral, a cărui latură este egală 

cu 1;'presupunând că axele de coordonate sunt una din laturile 
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triunghiului şi înălțimea corespunzătoare, să se scrie ecuaţiile 
ce reprezintă algebric laturile triunghiului, 

34. Se dau dreptele ce reprezintă ecuaţiile z—y-+a=0, 
z—yk2a=0, zkyta=0, zkyt2a=0; să se eva- 
lueze aria patrulaterului mărginit de aceste. drepte. 

XI. ECUAȚIUNI DE GRADUL AL DOILEA 
CU 0 NECUNOSCUTA SAU REDUCTIBILE LA GRADUL 

AL DOILEA. 

— Să se rezolve ecuaţiunile: | 

1. - (24+-1)(a-4+-9)=—=192., | 

2. (zf-1)(24-2)-H(z-1)(24-3)-+(z-+2)(0-+3):=26. 
3. (2-+-1)(24+2)(z4+-3)-H-(z-+1)(2k2)(a-k4)+ 

Deta) etA)Herdzra)let4=50. 

  
  

  

      

  

z z+l_ 
4 zFIt z = —2, 

5 a-+3a4+-6 =2—2 
” a-+-5aty z—3 | 

6. (3a2-4+-32) (P—z1)=(af-35)(-k-a4-1).. 

? a? (a—zk=ă& b—zy. 

8. [2 (a2-+- + c2)—(aky-kc)z] (B2-+-c2—aa) 
+ (a2+-c2—b 2) (02-4-52—c2)=0. 

1 1 1 1 

9 aFbFa atita 
11 1 

10. aaa aa 0: 

zka,ztkb, ze 1], sata == 

19 5ati—2z ab 20—25-ta 
5a—b—2z a—b 2at2bfha 
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b(a—aP—a(b—a 

(a T zk —(b--ak e 

1 1 1 1 
atzi tot aFaFie 0. 
  

15. Se dă ecuaţia y?—1,9ay24-0,297a2y4+1,647=0, se 
cer valorile lui z pentru y=1, 2 şi ale lui y pentru z=1,6. 

— Să se rezolve ecuaţiunile 

16. 

17, 

18. 

19. 

20. 

1. 

22. 

93. 

24. 

25, 

26. 

27, 

28. 

29. 

30. 

"31, 

92, 

Va=aVa=+VzZe=0. 

Vo 3P e Ve 3) 
Nu VU —zh=V1 = 

(hat =a-tast 8. 

az —pataf-rb(a pata. 

z(z—a)(z—2a)(z—3a)=aA. 

Vala—z+ Ve(a=z)=a. 

iata. 
aaa, 
2Va 5 —VaF9=2. 

Va*—94+Vztu =—Va-F5z-F14. 

maz—5-+Va2-FPozF8=7, 

DZ ti 
(2—1)5+(9224+-3)9=—297a'-+-8. 

l 1 1 . 

z Va a 

VaZa+ Vz=5=Ve. 

48 
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33. 

34. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

| 41. 

| 42, 

| 43, 
44, 

45, 

46. 

47, 

48. 
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„azi—ba-te= a (laz—a—b). 

(24-f-10224-1) (5at-F-10a2-+-1)__ 
(2%4-1022-+5) (a: P10a2-F1) 9% 

(2 4-a) (2420) (2—3a) (2— 40) = ct. 

aA+-2aztac__ az , 
a--2ez-țac  (z-Fa)(z-Fc) 

zi-ha + da2-t+adazt-d:=0. 

(2 -F1) la —0_, 
(2 —1) (41) 

(224-1) (at —1) _ 
(2 —1) (ari04-1) 

at —2(a—1)%—(5a—1a2k2(a2-k-1)2—a=0. | 

zt—(a—l)zi-krazi—(a2—a+1)22+(a02—1)z—a=0 

a d(a2— 32) (22-k 2) —cz(22 —c2) (a2-4+- 52):==0. 

(a—a)i-kz— iei, 

(a—a)-+-(z—d=c, 

(a—aih(z— d at 
(a—zh-h(z—0 a 

2025 —81a:-+-62254+6922 —812-+-20=0. 

zii a, 
2a(a2-4+- 1) d 

(that __ 
(24-1)2(a24-1) 

d. 

a, 
d 

- P și q fiind numere întregi, dacă rădăcinile ecuaţiei 
a-t-pr-kq=0 sunt raţionale, ele sunt neapărat întregi. 

50. Să se rezolve equaţiunea 

4 3 

Vaz Nat 233=—7, 
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XII. ECUAȚIUNI DE GRADUL AL DOILEA. 
RELAȚIUNI INTRE RADACINI ȘI COEFICIENȚI. 

PROPRIETAȚI ALE RADACINILOR. 

1. Să se determine natura şi semnele rădăcinilor ecuaţiei: 

2 —9 mr n2—1=0, 

2, Să se determine c astfel ca ecuaţiunea: 

a2—(0—1)zFc2=0 să aibă: a) rădăcini epale; 3) rădăcini 

egale în valoare absolută și de semne contrarii; c) o rădăcină 

egală cu 1; d) o rădăcină epală cu a; în acest caz cum 

trebue să fie a pentru ca valoarea lui c:să fie reală; e) rădă- 

cinile inverse una alteia; f/ o rădăcină îndoita celeilalte. 

3. Se dă ecuaţia 822—(m—1)z-t+m—7=0. Să se deter- 
mine 7 astfel ca rădăcinile z şi z” să fie: a) reale şi egale; 
3) egale în valoare absolută şi de semne contrarii; c) inverse 

una alteia; d) una din rădăcini egală cu zero. 

4. Pentru ce valori ale lui p ecuaţia 22—2(p— 1)zk:36=0 

are rădăcinile sale: a) egale; d) egale în valoare absolută şi 
de semne contrare? 

(A. G. 98). 

5. Se dă ecuuţia ma?2—2(m-+1)z-+-8=0, se cere: a) să 
se rezolve ecuaţia; 4) să se determine m astfel ca rădăcinile 

z2 a2 
. * ? . 

să fie egale; c): așa încât să avem a > za, a și 

z” fiind rădăcinile ecuaţiei; d/ ca valorile rădăcinilor să fie 

mai mari ca 1. " 
(A. G. 904). 

6. Se Qă ecuaţia 3m*a2? —(m—3)z-Fm2=0. 
„Ce valori trebue să dăm lui m pentruca o rădăcină să fie 

de 3 c ori. mai mică decât cealaltă. 

7. Fiind dată ecuaţia V2+ era 25, în care'a este un 

număr pozitiv dat, „să se indice cum trebue să fie d, pentru 

— 44 —



  

  
    

  

_ ENUNȚURI 

ca ecuaţia făcută raţională, să aibă: a) rădăcini egale; 3) Tă- 
dăcini reale și inegale. Să se rezolve. 

(P. S. A. P. 96). 

8. Să “se: - câreeteze natura și semnul rădăcinilor ecuaţiei 
a2—9m (ma) m? (m2— 32)==0, când 7 variază, a și d 
fiind, două numere pozitive date. 

9. Fiind dată ecuaţia z2-+-pz-t-q=0, să se formeze ecuaţia 
ale cărei rădăcini sunt: a) patratele rădăcinilor acestei ectiaţii; 
8) inversele rădăcinilor ecuaţiei date. 

! (A. G. 900). 

10. Fiind dată ecuaţia aa-tbz-te=0, să se fornieze 
ecuaţia: a) ale cărei rădăcini sunt egale în. valoare absolută, 
şi de semne contrarii cu. rădăcinile ecuaţiei date; î) ale cărei 
rădăcini sunt inversele rădăcinilor ecuaţiei date; c)- ale cărei 
rădăcini sunt egale cu rădăcinile ecuaţiei date mărite cu o 
aceiaşi cantitate m; d) ale cărei rădăcini sunt egale cu rădă-. 
cinile ecuaţiei date multiplicate cu o aceiași cantitate 

11. Fiind dată ecuaţia a*-t-pat+g=0, ale cărei rădăcini 
sunt 2 și 2“, să se: formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sunt: 

+3 şi z” +2 

12. Fie ' şi 2” rădăcinile ecuaţiunii cu coeficienţi reali: 
aa? bz-t+e=0. Să se formeze e eemaţiu ea, în 4, care admite 

“ 
z ca rădăcini sumele: 2742, Pia 

Să se dea condițiunea necesară şi suficientă ca ecuaţiunea 
formată să aibă rădăcinile reale. a. 

13. Fiind dată ecuaţia 22—z4+-2=0, să se formeze ecuaţia 
ale cărei rădăcini sunt valorile pe care le ia expresiunea 
2 , . . . ja » când se “înlocueşte e suecesiv cu fiecare din rădăci- 

nile „ecuaţiei „date, 

14. Fiind dată ecuația e-kpa-ka20, să se forriieze ecuaţia 
ale „cărei rădăcini sunt valorile pe care le ia expresiunea 
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a Ă . . PR ZET când se înlocueşte z succesiv cu fiecare din rădă- 

cinile ecuaţiei date. 

„15. Se consideră ecuaţiunile: az2-Faz-tV=0, a-t-prt-a=0.. 

Să se formeze ecuaţiunea care are drept rădăcini 

XS aka, Xe=z, za, x, unde zi, zi, sunt rădă- 

cinile primei ecuaţiuni, iar a, aş sunt rădăcinile ecuaţiunii 

a doua. 

16. Fie a şi a” rădăcinile ecuaţiei az?-+ba-te=0; să 

se găsească ecuaţiile de gradul al doilea, astfel că înlocuind 

pe & în ecuația dată prin valoarea dată de relația y= 25, , 

ecuaţia în y să aibă aceleași rădăcini ca şi ecuaţia în . 
17. Fiind dată ecuaţia aa2-F-va-be=0 0,- să se calculeze 

suma patratelor, cuburilor, puterilor a 4* a rădăcinilor, Să 

se indice un mijloc pentru a calcula suma puterilor a 72% a 

rădăcinilor, m fiind un număr întreg și pozitiv. 

18. Să se calculeze suma puterilor asemenea a inverselor 

rădăcinilor ecuaţiei aa?-t-âz-ţ-e=0 

19. Fie z, 2” rădăcinile ecuaţiei a2-t+-pzt-q=0. Să se 

formeze ecuaţia de gradul IL ale cărei rădăcini sunt 

ps EI pate 
z z 

Să se studieze apoi variația: rădăcinilor ecuaţiei în . Să se 
determine q așa că 

| yj-rpyka=y*kpy'4g 
şi să se studieze variaţia rădăcinilor ecuaţiei în 3 Y, considerând 
că p este un parametru variabil. 

20. Să se arate că ecuaţia 

a? — (02 Be? d) a? dc? 62a2==0, 
are totdeauna rădăcinile sale reale, ori care ar fi a, 4, c,d. 

21. Să se arate că ecuaţia a-Frpa+g9=0 având rădă- 
cinile sale reale, “ecuaţia a?-tpz-tgt-(zt-a)(2z4+-p)=0 
va ăvea de asemenea rădăcinile sale reale, ori care ar fi a.- 
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22, Să se arate că oricare ar fi a și Ș reali, iar 45>0 ecuaţia 

arbalete] o 
are rădăcini poale, 

23. Ecuația — 

  

[e 

ta d 

ori care ar fi c, p şi g. 

24. Fiind date ecuaţiile: 

a-2a4+92=0 și Uh) 9)— ag —Dte +0)= 0, 
să se arate că rădăcinile celei de a doua sunt imaginare, 
când rădăcinile celei dintâi sunt reale şi reciproc. 

25. Ecuația (z-+-1)(3(24+-1)—2(a2-t-62-ke2 )-ha-kaițe=0, 
are în totdeauna rădăcinile sale imaginare, afară de cazul 
când a=6=e. | 

26. Să se arate că ecuaţia: 

(02-+ 6-he2)a?-+o(aa'-ţ-ă-țec)z-ta?-+52+c2=0, 
are totdeauna rădăcinile imaginare, afară de cazul când 
a_:-6_c 
—T=A =: Să se eneralizeze. 
a d e f 

" 27. Dacă ecuaţiile .. | 

i aa?-tbate=0 , a'at-ăate=0 

au rădăcinile reale, iar una din ecuaţiunile Gate are rădăcinile 
de acelaş semn, și ecuaţia 

“aa'attib'a-ţee=0 
are rădăcinile reale. 

    —c=0, are rădăcinile sale reale, 

28. Să se' arate că având (n —nP<(m— mln — nm) 
ambele ecuaţii a? mata și atzi =0, au ră- 
dăcinile lor reale, 

29. Să se arate că având 4—4ae<0, ecuaţia : . 
(62—4ac)z?4-2(2ac4-2a'c0—88)a4-b2—4a'0=0, are tot- 
deauna rădăcinile sale reale. | 

Ş „1 1 1 3 
30. Să se arate că cenaţia trag Z 

are totdeauna rădăcinile sale reale. 
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31. -Se consideră ecuaţia: 

(e) -țe 
E 

         pi în —1) =0, 
  

  

  în care presupunem (3 1)<o; sa se arate că 

ecuaţia dată nu admite alte rădăcini decât z=ac, y=> =B. 

39, Se dau ecuâţiile a —piz-tqi=0 (1=1,9,8,.. 2n-1h 

fie z: și zi rădăcinile ecuației de rangal i; ştiind că: 

z, =a, Zi = ..... y “in = anti . 

să se găsească relaţia de condiţie între coeficienţi ca-să avem 

şi da HZ. “Chestiune analoagă pentru cazul când numărul 

ecuaţiunilor 'ar fi par. 

33. Se dă ecuaţia 2?-F+pz-t-g=0, să se găsească relația 
de condiţie între coeficienţi, când. ci “sunt proporționali cu 

rădăcinile, - „- 

34. Să se determine A şi pe astfel ca ecuaţiile: 

(244+1)22—(3A4—1)z-+92= =0 și (p4-2)22 — (rr Dz—1—0, 

să aibă aceleași rădăcini. 

35. Dintrun punct fix O al unei drepte AB, se iau pe, 

această dreaptă distanţele OA” şi OB, respectiv egale cu 

rădăcinile ecuaţiei 2m22—2(a4-b)z+-mab=0; să se deter- 

mine 2 astfel ca punctele A' și I' să fie conjugate! armonic: 

în raport cu A și B. 

36. Să se calculeze: 

(1-+V3)5-+-(1—V3);(a4+Vo): Hei (pi + (U—); 

i Crt), 
_87. Să se calculeze S-=(3+ 234 i -(z—z3i DI 

38. Să se formeze ecuaţiile, cu coeficienţi reali și zaţionali, 

care au: q) o rădăcină egală cu 2+V3; 'D) o rădăcină egală . 

cu 5—3i; c) o rădăcină egală cu 2Vai+=; d) o rădăcină 

  1 
egală cu 12 
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39. Fiind dată ecuaţiunea z—1==0, să se formeze ecuaţia 
ale cărei rădăcini sunt produsele două câte două ale rădăcini- 
lor ecuaţiei date. . | e 

40. Să se găsească două ecuaţii de gradul II cu o rădăcină 
comună, care să fie semi-suma rădăcinilor necomune. 

41. Dându-se ecuaţiunile: - 

0 Fhe—6+Dz+3=0, 
(24 —1)22-4+-(1 —94)z—314==0, | 

să se determine Ă astfel încât: a) cele două ecuaţii să aibă o 
rădăcină comună; b) rădăcinile unei ecuaţii să fie egale cu 
un acelaş multiplu de rădăcinile celeilalte. 

42. Se dan ecuaţiunile z?—mz—8=0 şi m-+nz—15=0; 
se cere să se determine m și m, astfel ca suma unei rădăcini 
a ecuaţiei întâi cu o rădăcină a ecuaţiei a doua să fie 1, iar 
produsul celorlalte rădăcini să fie epal cu 6. Să se rezolve 
apoi ecuaţiile. 

43. Se consideră ecuaţiunile: 

aitpata=0, m-tp'aetg=0, a-kp'atq'=0, 
fiecare având o rădăcină comună cu celelalte două. 

Să se stabilească relaţiunea p'2=g” (+ 2ro). 

44. Fie a şi Ș rădăcinile ecuației a2-+pz-t+-g=0 (1); să 
se păsească relația de condiţie între coeficienţi, când avem 
a?:B==H. Relaţia de condiţie este de forma 

(2) AZ-F-BH-+O=0; | 
să se arate că ecuaţiile (1) și (2) au în acelaş timp rădăcinile 
lor reale sau imaginare. ă 

45. Fie 4 şi: rădăcinile ecuaţiei '-t-pat+gq=0; să se 
găsească relaţia de condiţie astfel încât 'să avem. m&-t-nP=1, 
m şi n fiind două numere date, Relaţia de condiţie este. de 
gradul al doilea în raport cu &; să se arate că valorile lui ; sunt 
reale în acelaș timp cu & și f, afară de un caz. particular, 

46. Să se arate că sporind toţi . coeficienţii unei ecuaţii de 
;, &radul-al doilea cu o aceiași cantitate, putem forma o ecuaţie   

  
cu rădăcini egale. Este totdeauna posibil ca sporind cu o 
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aceiași cantitate toți coeticieaţii, a. „două ecuaţii de gradul al 
doilea, să obţinem .noi. ecuaţii având o rădăcină comună? 

  „47. Fie, ecuaţia a-t-pata=0. Punând = să se 

găsească -ecuațiunea' în 7;: să se deducă condiţia ca ecuaţia 
dată să aibă cel puţin o rădăcină cuprinsă între-a și d. 

48. Fiind date ecuaţiile: aatiț-ba-te==0, a'a--ă'ate=0, 

fie &, P rădăcinile primei ecuaţii, &, f” rădăcinile celei de a 

doua... Condiţiunea în care 'cele. două ecuaţii au o "rădăcină 
comună, se poate pune sub formele: 

(aa?-+3ă-te) (a B2-F5g +e)=0, 

(aa+ă a--e) (a Bo B+-c)= 0, 
(ae! —ca')'— (ab — ba) (ce —ec4)= 0, 

(65 —9ac'—2ca)?—(82—4ac) (52—4a' €)=0, 

49. Să se găsească relaţia de condiţie între 'coeficienţii a 
două ecuaţii reciproce de gradul al patrulea, pentru ca aceste 

ecuații să 'aibă două rădăcini reciproce comune. 

50. Fiind date ecuaţiile aa-tiz-te=0, a "aibVzLd=0, 
7 Li ” : o a 3 ... .1. s 

a"a-b'ze'=0, să se găsească condiţiunile ca ele să 

aibă. o rădăcină comună. ln ce caz vor avea ambele rădăcini 

comune? * = 

"51. Se dă ecuaţia: | | 
Aoa”-t A mt. PF A0=0.: 

- Să se arate că ea nu poate avea. mai mult de, o rădăcină 

reală, dacă ecuaţiile: 

Air 2Asaz Aro =0, 1=0, 4. „m =8, 

au toate! rădăcinele duble. . 

59. a, 5 C'fiind numere reale date, : să se arate că, având 

51 —4ac>0, ecuiaţiunea: 
e aca5+-(ab--actic)z i--(a2 Lua e tau) 
o (a2-he-Pab-kbo)a+-(abtac-kbc)z-krac=0, - 

are toate "rădăcinile . sale reale. Cum sunt rădăcinile: acestei 

cetiaţii dacă pda. o. 
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* b3; Fiind. dată ecuaţiunea aa-tbzte=0, cu: rădăcinile 
di Și za, să se păscască în ce condițiuni ecuaţiunea: . 

dak a-t+c2=0 are rădăcinile: z? şi >. 

54, Să se determine A şi k astfel ca mărind cu A coefici- 
enţii ecuaţiunii az'--bz-ke==0, rădăcinile ei să 'se "imă- 
reasc cu [i -- : 

“Aplicaţie:,  _- a=1, b=3, c=2, 

XIII. DESCOMPUNEREA TRINOAXBLOR INTREGI IN 
FACTORI.—DISCUȚII ASUPRA NATURII RADACI- 

-NILOR TRINOAMELOR. —INEGALITĂȚI, 

— Să se descorpună î în factori de gradul întâiu trinoamele 

1. z 2 —5z-+6, 2. 5a—x—1. 3, 2 —da-ţ-2, 

4 a? "—Baz2a2, - 5, z2—dazka—b., 

6. a 2 — datat, 7, (0? —40)z-alaiab)z-hat— 

8. a "—1824-36. 9, zt-kha+1. 

10. z 200) i-tarhur—aat | 

11. z5—1, î :-19, a—1. a 13. 25-31. 

14. Să se indice. mijlocul - pentru a descompune, în factori 
de gradul întâi expresiunile: z2"—1 şi az: "bat te 

15. Să se arate că dacă expresiunile: 
(azt5P+(a'z+v şi (cz4-b + (e z+wy, 

sunt patrate perfecte, expresiunea (az+o) PA (a? ze „va fi 
deasemenea un patrat perfect. 

16. Dacă: expresiunile 
(a-tkazk PAR şi. (ata) PA era sunt. ni sta per- 
fecte, expresia: 
(a+-az)-+H(94+Bz) Hera este deasemenea un n patrai perfect 

  

a __z—l 17. Să se rezolve ecuația —= şi să se “afle “ntre z.. z—a 
ce limite trebue să rămână cuprins a-ca rădăeinele ecuaţiei să 
fie reale, (A. G. 97): 
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18.. Se dă trinomul az?-t-bz-tkce şi se cere să se deter- 

mine a, bd, c. astfel ca trinomul să ia aceeași valoare pentru 

z=a, 2=b, ae; în această ipoteză să se păsească rădă- 

- cinile trinomului. 

— Cum trebue să fie z pentru ca să avem: 

  

  

  

i (nt Dakhath , 19 > St 
CI 

a. it 99. tTa?-k10>0, 

3x42 dat—3p—2 a (B.S-A. 2,907). 
at —1722-4+60 Vai-Pozi Dare | CIO. 25: ga <data: 

—1 _ a2—dakp? pi 2 - ? — , 1. 
5 pi 7 P2akp? "p—1 p> 

. 3__ ” . 

27, 232520, 
z5—3a—2 | 

223 —6a2—6a—8__ a3-ta2—992—4 

Pai > Pai | 
29 pa(et6) (a-+-4)(z-+2)(2—1)(2—3)(2—5) 

i (2 0472) Fi) F3)z 5) 

30. Să se rezolve ecuaţia a—az-ta—1=0; a și ze 
fiind rădăcinile acestei ecuaţii, să se determine a astfel încât 

să avem: pe Pam Xa. (A. G. 900.) 

<1. 

31. Intre ce limite trebue să rămână cuprins a, ca să avem 

32aţ-1)a —2(4a4-5)a-t5a+9 
| 5a2—6z4-5 <at2 

oricare ar fi 2? 

32. Ce. valori poate avea / astfel ca să avem: 

zbat 

oricara ar fi z? 
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33, Să se arate că m fiind cuprins între 3. şi 8, expresiunea 
a—6mat 8m?-+-11m—94 este: pozitivă ori care ar fi z. 
"84. Să se rezolve sistemul de inegalităţi. 

(4-2) 22—2(1—2) z-+i>0, 23—0S0, 

când Ă variază dela —c0 la -F-oo, 
35. Să se arate că oricare ar fi a şi b reali, iar &>0 

ȘE 2 — a__ _b_ = ecuaţia aa?-+-ba «tatal 0,   

  
                                          

ai 

a+2 
36. Pentru ce valori ale lui z avem 

|  2Qatk1)>—3V Ie ZzF6. 
— Presupunând - că. variază dela —o la +oo, să se 

studieze natura și semnul rădăcinilor ecuaţiilor: 

37. 3a?-t2mztm=0 , 

38. (m —2)a? — (m —4)z-k+m—3=0. 

99, (11 — 2) 22 —4 V30Za4m?. 2-k-4m=0. 

"40. | mat —4mat-tm—1=0. 

41. (3m—29) atț-(2m+1)2 —m=0.. 

„48, zt4- [2 m (m —a)—0]a2-+ ne l(m—a) —0=0, 
a şi b fiind două numere pozitive date. 

43, m 25 —2mzt —a=0, a>0. 

44. Cum trebue să fie m pentru ca rădăcinile. ecuaţiei: . 
a2—2 mat n2—m-t-1=0, 

să fie una mai mică decât 1 și alta mai mare ca 2? 
45. Cum trebue să fie 7 pentru ca rădăcinile ecuaţiei: 

m? —1)22—(2m-+Da+1=0, 
să fie: a) mai mici ca 0,5; b) una mai:mare și: alta. mai 
mică decât 1? 

46. Cum trebue să fie m pentru ca p cinile ecuaţiei: 
a—(m2—5) 2-4 (m-l-9)= 

să fie cuprinse între —1 şi +1? 
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47. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţii: 

. at— 9 mat-t4ma2—29mat1=0. 
48. Să se găsească relaţia de condiţie “între coeficienţii 
polinomului:. . 

| aa-bay Posp-baz-Pey-kf; | 
pentru ca acest polinom să: se poată descompune: în “doi fac- 

tori raţionali de gradul întîi. : a 
— Fără a rezolva ecuaţiile, să se aşeze în ordinea mărimii 

relative, rădăcinile ecuaţiilor urnătoare: 

49. 22—92—3=0, . . 22—3m=0. 
50. 22—92—4=0, .  a2—9maz—m=0. 

51. a— ma tam —1=0 0, a2-+2(m—1)x— (2m-+5)= 0. 

52. Să se arate că având 4p-tig-t-10, trinoamele. 

T=a —2patg. şi Tu=a? —2gz+kp. au rădăcinile reale. 

Să se arate deasemenea, că vom avea T<0 şi T10, pentru 
toate valorile lui z cuprinse între cea mai mică rădăcină a 

unui trinom și cea mai „are a celuilalt. 

(Concurs G.M. 908). - 

53, Ecuațiile azt-Vba-ke=0 și a'a-t-bzțe=0 având 

„rădăcinile lor reale, să se indice caracterele care permit a 

aranja rădăcinile în ordine crescândă, fără a rezolva ecuaţiile. 
54. Să se: găsească valorile reale . sau imaginare ale lui z 

astfel ca să avem z'—6z-+10<0. 

XIV. ECUAȚII DE GRADUL AL DOILEA 

CU MAI MULTE NECUNOSCUTE SAU REDUCTIBILE 

LA GRADUL AL DOILEA. - 

— Să se rezolve sistemele: de ecuaţii: a 

z-ky==100, zy==2400. - 2. -ky=4, rs 
„Rh pP=85, ay=98. 4, D—p=8, p—y=2 

5, - aky=65, z-+y=5. e 

6 zk-y a—? =, 
gg ahy 

  o aă-bup2==90,
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7, Cylz-Fy)=50,  -hap=85,. 
2 a 

8. =, 2 e 

9, 22-F3zy-kP!=70, 62-kzy—f2=50. 
| (A. G. 909), 

10, a2-ky2=2a2, zhy=295. 1, z-kyp=as, z-ky 0, 

19. gi-tat=at, z+y=d, 18, pt p=a5, z-ty=b. 

aq, 22 4ay—2p= (29), 52—zy—pP=7(aty). 

15. a*-FH16ytf-2422pP=313,  a29y-k4ay=39. 

16. (2%-k9p?) (2-F0)=00, (auf) (0) =36, 
17, P—4zy2024+3y —2642=0, * 

5y'—38xy-ka2—12y-+-1056z2=0, 

18. | a(12—zy)==y(2y—8), 

zy (y-t4z—2y)=12(2-+y—3), 

19. —ftz—1=0, pf—-ty—1=0,, 

20. akasa, yka=dy. 

21. 20 — php =51, 20 ypt-frat y5==972, 

29, “akp=613, 20 pp-kra34p0=12, 
23, (z-tyh—(at-ty9)=76.810, 2-haytp=19, 
94, 25 —pP=a-hay-gp, 25 j5=911.. 

25, | zitâyi=a, Dayro, 

26.  22-P=10a2—18, 29 -—3a2. | 

“ Disouţie | (PES, Ai BP, 99), 

— 55 —



27. 

28, 

29. 

30. 

ŞI. 

32, 

33. 

34, 
95, 

36. 
37. 

ALGEBRA 

    

. 2 224: 2 a ym, 
-rp-kaytzekytm=0, fe afin 

ZE =a, PI =y, 
1-kay a 

z(z—a)(z—b) __ 
p—(2a-at)y-tiața)(z4-0)=6 0, Fa ta) Y 

aka p-h+i= Vo La(a-k+y)—vla—y)], 
m tp4-= V2 [ata—p)+kotat-yl. 

(2-19) (2y4-1)= 18zy, 
(2-A- 92) (202924 1)==208 2292. 

5 a5 p5 , - ă a 

ZEII, aphaptpae-babi 
B2-a-ha2=99, z-ky-ka=9, zy=12. 

| Di (P. S. A. P: 98). 
teama akakaa=b, aytay=0. 

hay tpP=21, mohaaţr?=19, pPhyak=8. 

pita Rotary tal, 
zhyta=aitp-a=0, apte, 

  

_88. Să se consideră ecuaţia 

— (a-Fb-Po):r2—(02-F02-kc2—2a5—2ac—2 be) a—03—b3—03-k 
ab ha?ekitaţiettatc2b=0, 

care admite rădăcinile: —1, 0, 1; să de determine a, d, c. 

39. 

«
9
 

40. 

41. 

42, 

43. 
44, 
45. 

al += arte aha 
zFy=T, uțko=3, yho=4, z+tu=8. 

zy=uv, xty=52, uț-u= =46, at-hap-bu2-t-u2=2900. 

z-yz-ku=5, yPau-ta=8, | 
atuzty=11, utayțta= 

a2(y—2)=a, fli—=0, (z—y)=e. 

zhy=2aa, : 2 =2ba?, aha, 

y-ka(i+aP=a, ya Faz= V, zky2=e. 
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46. atp—a(z-)=a, pka?—a(yka)=b, 
Pe —y(obe e 

47, zautyzv=2ab aumwtyuv=2ad 
zawFayv=2be zuv-tavawv=2bd: 
zyu-hryzuw=2ac zuv-hyvw=2cd. 

48. 2? P-ta (a2-4-y9)(2-ț-a22), 
Dpopataprr?=b (Pa)? 9aa?-rapf=cla? + ar?)(a2-H4/2), 
49. (zoster) (a bas bat Pra) =(n— Das 
lau tata) (atata. Fan) =(n—1)as 

(uta a ț- aena) (ar raza aan) (n — 1) an. 
"50. aa (arahzsțreParn) 1.2 (ai ParaF Pa =9a2 

, 2 (i has... Fan) 2.3 (ka han =25a2 . 

Zaza aak..-Fzn-0Fn(n-t1) (ai PaF.. Faza = (0nF1Pa2. 
51. thai Paika=a? 

zik huh Fa =ai 

pia hehe Fan=ai, 
52 Yzy tu adu >a, 

0 =p)4+Vy (1—a2)=9, 
53, Va Vy=a, 2z-+2y+p=0, z-kp2.Fq=0; 

care sunt condiţiile ca rădăcinile să fie reale? - 

54. VoPutiVo Be, Pr 84   

  

  

Vaz cy 15 
55, ei, 2—y=207, . 

56, (-hpheiHla—ytoi =2(z9)8, aa: 
57, Va Vy=Va,  VatVy=Vaa. 

58 - „Xa PV +Vzip>a, e 
| aFy3Vbay=d, E 

59. Să se rezolve ecuaţiunea: 

V(z-F3)(z-F12)-- VF) (ci) )=7 

= 57 — 
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XV. PROBLEME DE GRADUL AL DOILEA, 

1. Să se împartă numărul 15 în două. părți astfel ca pro- 

dusul lor să fie 54. 

2. Să se împartă numărul 1l în două părţi, astfel că de 2 

ori patratul primei părți, plus de 5 ori patratul celei de a 

doua, să fie 277. | 

„9, Să se găsească trei numere întregi consecutive, astfel ca 

raportul între produsul și suma lor să fie egal cu un număr 

dat a. Cum trebue să fie a ca problema să fie posibilă? 
„4. Să se găsească două numere, ştiind că diferenţa patra- 

telor lor este egală cu produsul şi cu suma acelor numere. 

5..Cineva dă cu dobândă un capital de 8000 lei în două 

părți: prima parte cu 10%, iar cea de a doua cu 12%; să 
se găsească cele două părţi știind că prima a produs 400 

lei dobândă, iar cea de a doua, stând cu 8 luni mai mult, a 

produs 320 lei dobândă. 

6. Să se descompună o sumă a în două părţi, astfel ca 

suma cuburilor divizată cu suma patratelor să fie egală cu 

un număr dat d. în 

7. Să se găsească! 4 numere, care formează o proporţie, 

ştiind că suma mediilor este 5, suma extremilor ? și suma 

cuburilor numerelor 252. 

8. Doi călători merg pe acelaşi drum, unul spre altul şi cu 

iuțeli constante. Primul călător care pleacă din A, făcuse, în 

momentul întâlnirii lor, 40 km, mai mult decât cel de al doilea, 

care pleacă din B, şi pune încă 9 ore până'să ajungă în B; 

iar al doilea. călător pune 25 ore ca să ajungă din punctul 

întâlnirii lor, până în A. Să se găsească lungimea AB. 

9. Două mobile pleacă dintrun acelaș punct cu iuțeli dife- 
rite, dar constante. Ele parcurg un contur închis lung de 
120 m. Să se determine iuţelile, ştiind că intervalul de timp, 
ce trece între două întâlniri succesive, se micşorează cu 5 ore 
sau se mărește cu 16 ore; după cum se dublează viteza cea. 
mai mare sau cea mai mică. 

10. Un antreprenor se' însărcinează cu facerea unui şanţ pe 
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preţul de 200 .lei m?, Lucrarea fiind grabnică se convine astfel: 
dacă se va face mai mult: de 20 m. pe zi, prețul unitar să se 
mărească cu 20 lei, iar dacă'se face mâi puţin, preţul unitar 
să -se micșoreze cu 20 lei: de fiecare m? făcut: mai puţin. 
Intr'o zi cuvenindu-se antreprenorului 2880 lei, “iar în: alta 
6720 lei, să se afle cât-a executat în: fiecare zi, : 

11. Să se generalizeze chestiunea” precedență şi să se discute. 
„12. O persoană lasă o moștenire de a lei de împărţit între 
mai mulţi moștenitori; 2 dintre ei renunţă la moștenire și din 
această cauză partea fiecăruia din ceilalţi moștenitori se mă- 
rește cu b lei. Câţi moștenitori sunt? Discuţie. 
"13. Se aruncă un corp -de jos în sus: vertical, cu o viteză 
de 40 m/sec.;- 5 secunde după acei se' aruncă un al doilea 
corp, în aceleași. condițiuni, însă “cu o viteză de 20 m/sec. 
După cât timp se vor întâlni cele două corpuri? Care vor fi 
vitezele: lor în acel moment și de-ce sens? La ce distanţă de 
punctul de plecare va 'avea' loc întâlnirea? 
„14. Două numere sunt reprezentate, întrun sistem cu baza 
necunoscută, prin, 504 și 904, iar.în: sistemul: cu .baza 9 pro- 

"dusul lor este reprezentat prin. 106100. Să se afle baza ne? 
cunoscută, 

15. Se dă o dreaptă AB și. se cere să se construiască un 
cere, care să treacă prin A, al cărui centru este pe AB și 
astfel că perpendiculara coborită pe AB, din punctul de 
contact al tanpentei dusă din. B la cerc; să împartă diametrul 
cercului în medie şi extremă raţie. | a. 

16. Să se găsească raza cercului inscris întrun triunghiu de 
perimetru dat 2p, ştiind că triunghiul este divizat, de cere în 
medie şi extremă raţie. 

17. O linie dreaptă MN. este perpendiculară întrun punct 
M pe un:plan P. Dintrun “punct: A! al. acestui plan se vede 
MN sub un unghiu &; prin A se duce în planul P o dreaptă 
făcând cu AM unghiul. w: și se in pe această dreaptă o. lun- 
gime AB=a; din 'B se vede MN sub. unghiul $. Să se cal- 
culez MN în funcţiune &,f, o'și a. . E 

: 18. Pe baza BC a unui triunghiu se iau 2 puncte P și P': 

— 59 —



ALGEBRA 

unul P' între B și C, iar celălalt P în afară de segmentul BC. 
Prin P se duce o secantă, care tae pe AC în D și pe AB 
în. E. Să se determine poziţia acestei secante astfel că supra- 
faţa triunghiului P'DE să fie egală cu o cantitate dată 72, 
„19. Se dă un triunghiu ABC dreptunghic în A. Să se gpă- 
sească pe ipotenuză un punct P, astfel ca suma patratelor 
perpendicularelor scoborite din P pe cele două laturi ale 
unghiului drept să fie egală cu m2. Care este cea mai mică 
valoare pe care poate să o in 202? 
„20. Se dă un dreptunghiu:ABOD. Pe latura AB se ia o 
lungime AF=z-şi pe: prelungirea lui CB aceiași lungime 
BE=a. Să se determine z astfel ca volumul născut de pa- 
trulaterul DEFPC, când se învârtește în jurul laturei DC, să 
fie egal cu. volumul născut de patrulaterul ABCD, când se 
învârteşte în jurul. aceleiași laturi. 

(P. S. A. P. 98), 
21. Pe laturile unui unghiu drept O, se iau lungimile 

AO=a, OB=W; să se găsească pe direcţia OA un punct 
M, așa că paralela dusă din el la OB, să întâlnească pe AB 
intrun punct F, a cărui distanță la punctul O să fie egală 
cu AB. (A. G. 908). 

22. Un con echilateral este înscris într'o sferă de rază FR. 
Să se' taie cele două solide printrun plan paralel cu baza 
conului, astfel că diferența secţiunilor” să fie egală cu o can- 

titate dată S=—za?. Care este cea! mai 'mare valoare pe care 
poate să o'aibă S? 

"29. Să se inscrie întrun cerc de rază: R, o coardă, astfel 

ca suma lungimei acestei coarde şi distanţa ei la centru să 

fie egală cu o lungime dată ]. 

„24. Să se găsească razele “celor două baze ale unui trunchiu 

de con, cunoscând înălțimea, generatoare şi volumul trun- 

chiului de con. . 

25. Să 'se afle înălțimea şi laturile paralele ale unui trapez 
dreptunghic, cunoscând'latura'oblică, aria trapezului și volumul 

născut din rotația sa în jurul laturei oblice. Condiţiunile de 

posibilitate ale problemei. 
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26. Suma celor trei laturi ale unui triunghiu dreptunghice 
este. de 208 m. iar suma celor. două catete este cu 30 m. 
mai mare ca ipotenuza. Să se calculeze: lungimile celor trei 
laturi, . "(P. 8. A. P. 905). 

27. Să se circumscrie unui cere de rază R, un triunghiu 
dreptunghic cu perimetrul 2 pi 

28. Se dă un cere O şi un punct A, situat la distanța OA 
egală cu a de centrul cercului. Să se ducă prin acest punct o 
secantă ABC, astfel ca patratul coardei BC, mărit cu suma 
patratelor distanțelor BD şi CE, a extremităților. sale la dia- 
metrul OA, să fie egal cu'de mori patratul distanței dela 
centrul cercului la coarda BC. 

29. Să se inscrie într'o sferă un cilindru circular drept, a 
cărui suprafață totală să fie egală cu o cantitate dată, 27mt, 
Care este. cea mai mare valoare pe care poate să o aibă m? 

30. Un -trunchiu de con are. înălțimea sa medie" propor- 
ţională între diametrele celor două baze. Se cere: 1) să se 
arate că acest trunchiu de con se poate circumscrie unei sfere; 
2) înălţimea î a trunchiului de con. fiind dată, să se. determine 
razele celor două baze astfel ca suprafața totală a trunchiului 
de con să fie echivalentă cu. aceia a unui cere de rază a. 

31. Se dă un cere și două tangente dreptunghiulare. Să se 
ducă o a treia tangentă, formând cu cele dintâi, două un 
triunghiu de suprafaţă dată m2. Să se găsească cena mai mare 
şi cea' mai mică valoare pe-care poate să o ia m. 

32. Se dă un cerc O în care se duce un diametru AB. Ia 
A şi B se duc tangente la cere. Se cere să se ducă oa treia 
tangentă CD, C și D fiind punctele de intersecţie ale acesteia 
cu “primele două tangente, astfel ca volumul determinat de 
trapezul A BCD, prin învârtirea lui în jurul” lui AB, să fie 
egal cu volumul unei sfere de.rază dată. 

39. Fiind dat un triunghiu echilateral ABC, se iau pe.la- 
turile AB, BC, CA respectiv segmentele AM=z, BN= 2z, 
CP=3g. Să se găsească valoarea lui.z pentru care triunghiul 
MNP este dreptunghic, Se: poate: reduce la o dreaptă acest 
triunghiu ? 
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34. O prismă are ca secţiune dreaptă un triunghiu' echila- 
teral de latură m. Să. se determine un plan, e care să taie prisma 
după .un triunghiu .de .suprafaţă dată. m?, şi a cărui una din 
laturi să aibă o lungime dată a. Să se calculeze celelalte Jaturi 
ale triunghiului. 
"85. Intrun patrulater ABCD unghiurile B și D sunt drepte, 
Se cunoaște diagonala AC=a, perimetrul 2p. „și suprafaţa S. 
Să se. calculeze laturile » AB=a, BC=y, CD=z, DA=y. 

XVI. CHESTIUNI DIVERSE. REPREZENTARI 
! “GRAFICE. 

— Să se elimine: și y între . ecusţile:: 

BEP, PĂP=B, a-khy=e, 

3 fetita oferte), ao 
ă - Să se elimine z, Yy şi z între ecuaţiile : | 

3. zkytz==0, na? ea?=0, azt-tbyt-bezt= 
gi (zl z—2)=a ( (0—y —2); 

adu Ia ja), 
(aa) e—p)>c ay) a 

5. ztyta=a; PP +a=B, wta 

— Să se figureze. gtometriceşte curbele care reprezintă 
variațiunea.. funcţiunilor: | 

  

pl. 7 roza 8 y= 

— “Să se arate care sunt punctele planului pentru care avem : 

12. | D-ra —4<0, 8 az? 2-a —22—2y<0, 
” 14. y— a? 2>0, | 15. zy—a2>50. 
„16. | 2 2 0, şi, zty—1>0.. | 

17. EA+pP—1>0. >» 2-Fype—4 0... : 

D
R
 
a
 

  

  

  
  

%
 TI 
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18. . mha—4<0. - şi ae 

19. (224+0)y—2a2>0 -5.:  (a2—1)y— 22<0,. 

20.:0 expresiune de forma adi (î=Y=7) -reprezentân- 

du-se geometriceşte prin .punctul a cărui abscisă este a și 

ordonată b, să se reprezinte: geometricește Vi. zi 
j 

; ce 
l—a? 
  21. Să se reprezinte geometriceşte expresiunea 

se întâmplă când E variază? a .. 

22. Presupunând că & variază dela. — a la: +, să se 

figureze peometricește punctul (aț-a'3)z4+(04+b'3). | 

29. Cunoscând punctul a+-bi==; să se reprezinte grafie 
punctul: 

cos 

A, B, C, D fiind numere reale. E A 

24. Ce se întâmplă cu rădăcinile ecuaţiei mzt*+-az—1=0, 
când m tinde către zero? 

25. Ce devin rădăcinele ecuaţiei m ma—1= O, când m 
tinde către zero? 

26. Fiind dată ecuaţia azt-t-bz-tre=0, ale cărei rădăcini 

„sunt Z şi za, să se arate că rădăcinele ecuaţiei (a-+-a) z*-+ 

+ (O+B)z+(e+-1)=0, tind, una către zi şi -alta. către. ze 
când &, B, Y tind către zero. , 

27. Yiind date ecuaţiile: -kaz—at= =0 şi a-ka—a=0, 
fie-& una din rădăcinele primei ecuaţii, 4 una din rădăcinile 

celei de a doua; să se determine, fără: a rezolvă ecuaţiile, 

limita raportului &: &, când a tinde către zero. 

— m variind dela ——% la -c5 să se studieze variaţiunea 
rădăcinelor ecuaţiilor: . 

| 28, z '—2a—mt= 99. ma amd, 

30. (—0t—( —2)zt 23) 0, 

"81. Cum, trebue să fie m.pentru ca una din rădăcinele ecua= 

ţiei mzt-t-a—1=0 să fie mai mare ca 1000, iar cealaltă să 
. : AIR 1 

difere de 1 cu v cantitate mai mică ca 13? 
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32. Să se calculeze cu 6 zecimile exacte cea mai:mică rădă- 

cină pozitivă a ecuaţiei 001 z?—z-+-1=0. 

33. Fie z și x" rădăcinile ecuaţiei: z2—2(m+i)z+ 
+2(m-+1)=—=0, se cere să se determine n, fără: a rezolva 

ecuaţia, astfel ca rădăcinele să fie cuprinse între valorile pe 

PI SR z-F1 , . . Po. „ 
care le ia 'expresiunea 229 când înlocuim z prin z și. 

2 

34. Fie z şi y rădacinile ecuaţiei: 

(1-a) (0—2) 2-10, 
Să se arate că expresiunen: | 

z—1l = 1 pa 2 y =] 

pi La? ya a Fi y—1 

nu își schimbă valoarea dacă înlocuim z cu y și y cu z. 

35. Fie Pn=an-han-ip-k tanin, 

Să se demonstreze că: , 

Poni ni 
ab  2n+i 

Pan . în Pana 
(a+5) 4u a—b 

oricare ar fi a și b. Să se deducă inegalităţile: 

Pan >) Poni “) Ş 
on-+i Ă "(n F(a-Fd) 2 

36.. „Să se simplifice expresiuneni | | 

, 7 2 
| - 2 ——— 7 
pa] +lp zi ; 

să se arate că se poate pune sub forma A ae A fiind 

un polinom raţional în p și q, a cărui valoare urmeăză 'să 
se determine. 

37. A, B, C fiind numere raţionale, care sunt condițiunile ca 

să găsim alte două numere raţionale %. și Y, aşa incât să avem :. 

VA PIBFIS= Va Va. 

P22>0   

  >0 

>| 
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media lor 

  

"38. Fie a, b două numere pozitive şi A=% 
2 

, a. 2 ab. pi „ CR as-tmetică, iar H=—— media lor armonică. Se definește ab ata | _ TELL : | 
numărul p= biet DEI) ca media tangenţială 

a celor două numere. Să se arate că avem, oricare ar fi a 
şi d: HSSTSŞA. | 

39. Să se determine valorile reale sau imaginare ale lui 
pentru care expresiunea: (1—5)z2—9ix-+1-3, în care i=VI, | 
este reală și în acest caz să se afle semnul ei ((=V—1). 

40. Fiind dată ecuația A 22 Bat C=0, în care A=ața'i 
B=b-+bi, C=etei; să se arate că A, B, C fiind primi 
între ei — adică numerile a, a, dî,b,e,c, presupuse întregi, 
sunt prime între ele — ecuația precedentă nu poate avea 
ambele rădăcini reale. Care sunt condiţiile ca această ecuaţie 
să aibă o rădăcină reală şi una imaginară ? 

“XVII. PROGRESIUNI. 

1. Intro progresiune aritmetică a reprezintă primul termen, 
7 raţia, n numărul termenilor și SS suma lor. Cunoscând trei 
oarecare din aceste cantităţi, să se deducă a patra. In cazul 
când se cunoaşte a, r și S și se cere n, care sunt condiţiile 
de posibilitate ale problemei şi câte soluţii poate admite; să 
se aplice în cazul când r=1, a=—4, 3S=—9, 

2. Un ceasornic, care. sună orele și sferturile; câte sunete 
dă în 24 ore? | | 

3. Suma celor dintâi 2? numere este egală cu patratul sumei 
primelor 2 numere, plus patratul sumei primelor 2—1 numere, 

4. Să se găsească trei termeni în 'propresiune aritmetică a 
căror sumă este S şi produsul P. 

5. Să se găsească cinci numere în progresie aritmetică a 
căror sumă este S și produsul P. Aplicaţie: S=15, P=120. 

„6. Să se găsească trei numere în progresie aritmetică de 
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raţie 7, astfel-ca suma lor să fie egală cu produsul lor. Caz 

particular r=i. 

7, Să se găsească al n-lea termen și suma celor dinti n : 
n n—2 ” 

n | 

8. Să se găsească progresiunile aritmetice în care există un 

raport constant între suma celor dintii n termeni şi suma 

celor dintâi n termeni. 

9. Dacă 

    termeni ai şirului: 1, 

7 e 7 ae PRI sunt trei termeni consecutivi 

ai unei progresiuni aritmetice, această proprietate aparţine și 

numerelor a?, b:, c?. 

a e , , . 
10. Dacă TE Fe PE sunt trei termeni consecutivi 

ai unei progresiuni aritmetice, această proprietate aparţine şi 

numerelor a2, l?, c? sau avem a'ț-b-t-re=0. 

11. Când suma a doi termâni ai unci progresiuni aritme- 

tice este un termen al progresiunei? 

12. Fiind dată ccuaţia a?-+-pr4+-gq=0, ale cărei rădăcini 

sunt :% și f, să se determine p și q astfel ca &, f, p şi q să 

fie în progresiune aritmetică. 

13. Ştiind că a, b, c, d sunt patru numere în progresiune 

aritmetică, să se aleagă printre numerele A=a-tb-te-t+d,' 

B=aţbţhe—d, C=a+tb—c+kd, D=sazbhe+d, 
E=—a-tbtke+d, patru numere care să fie în progresiune ' 

aritmetică. Care este: condiţiunea ca numerele A, B, C, D, E 

să fie în progresiune aritmetică? Să se generalizeze. 

14. Dacă se serie progresiunea aritmetică 1. 5. 9. 13... în 

linii conţinând succesiv 1, 3, 5,... termeni ai progresiunci, 

1 
5. 9. 13 

17. 21. 25. 29. 33, 

suima: termenilor dintro linie: oarecare este egală cu cubul 

unui număr fără soţ.. 
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15. Se împart termenii progresiunei 1. 1-+a. 1-+2a. 1-+3a., 
în grupe astfel ca numărul termenilor grupelor succesive să 
fie: 1. 145. 1+2b...; să se găsească suma termenilor din 
grupul de ordinul z. . | 

16. Să se găsească o .progresiune aritmetică de patru ter- 
meni știind că produsul termenilor de rang par este 128, iar 
al celor de rang impar 48. 

17. Să se găsească o progresiune aritmetică cu un număr 
par de termeni, știind că suma termenilor de rang impar 
este 70, a celor de rang par 85 şi produsul termenilor ex- 
tremi este 58, 

18. Dacă laturile unui triunghiu dreptunghic sunt în pro- 
gresiune aritmetică, rația acelei progresiuni este egală cu raza 
cercului înscris. 

19. Să se găsească numărul care adăugat la 1, 0 și —âsă 
dea trei numere în progresiune geometrică; să se găsească 
rația acelei progresiuni. 

20. Trei numere sunt în progresiune geometrică, Dacă se 
mărește cel de al doilea cu 8, propresiunea devine aritmetică, 
iar dacă în urmă se mărește ultimul termen cu 64, ea rede- 
vine geometrică; să se găsească cele trei numere, 

21, Să se găsească cinci numere în progresiune geometrică, 
cunoscând suma lor S și produsul p. 

22. O progresiune geometrică are zece! termeni, primul, 
termen este 3, iar ultimul 1536. Se cere rația şi suma ter- 
menilor, | (P. S. A. P. 905). 

23. Să se arate că dacă laturile unui triunghiu sunt în 
progresiune geometrică, rația acelei progresiuni este cuprinsă 

între + 5-3) şi 3 i sto) 

24, Dacă Pa ca sunt în progresie geometrică, 

avem relaţiunea: . , 
a(a-t-b-ko)=-ko-tbe. 
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„.—" Să se calculeze sumele: 
E] 

  

up AT 0) E FT, at 

iuți ra 
ie | d I 

97, Să se. calculeze suma celor dintii 7 numere ale șirului: 

La ta S, rr a>ii 

ce se întâmplă când 2 creşte nemărginit? 

28. Pe o tablă sunt scrise următoarele p şiruri de numere 

Pe 
  

  

  

nelimitate Î, LL, lar 
a a2'a3 an 
1 1 1 

(a—1) (a—1)"" (a—1)"" 

1... 1 1 
  

GP ua” (a—9)n” 

| pF)” (pi: 
Care este suma tuturor numerelor din aceste șiruri. 

29. Să se păsească relaţia de condiţie între m şi 2 pentru 
ca a numerele, cari verifică ecuaţiile: 

“a-byta=1, matyta=0, zuma 

să fie în progresie geometrică. 

- 80, Dacă se intercalează între pătratele a două numere 

consecutive n? și (1-1), toate numerele intermediare cu soţ 

sau fără soţ, după cum n este par sau impar, suma nums- 

relor din șirul astfel” obţinut este egală cu un “cub. 
31, Să se calculeze suma: 

9 Par Lon _o mp. 
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32, Patratul sumei celor dintâi p—1 numere, mărit cu pa- 
tratul sumei celor dintâi m numere, poate fi pus sub forma 
sumei unui șir de numere întregi consecutive sau sub forma 
sumei a trei şiruri de numere întregi consecutive. 

38. Dacă m este fără soţ, m? poate fi considerat ea suma 
a m sau 2 numere întregi consecutive. - „3 Î 

34. Să se calculeze suma: | ! 
| : 2 i S=(r2+1)) (rep A. pri =). 

„85. Se dă un con ABC în care se înscrie -o sferă, apoi se 
duce o sferă tangentă la con și-a. această sferă, apoi o a 
treia sferă tangentă la con și la a doua sferă, etc. Să se gă- 
sească limita către care -tinde suma volumelor tuturor. aceştor 
sfere, când. se repetă operaţia nemărginit. Caz particular când 
conul dat este echilateral. .'. - 

36. Pe un drum de fer se pun în mişcare donă trenuri 
în aceiaşi direcţie şi pe două linii paralele diferite. Primul 
tren face a km. în prima oră, a-t-& în a doua oră, a? 
în a treia, etc.; ; cel de al doilea tren pornește b ore în urma 
celui dintți și face câte c km. pe oră. După câte ore se vor 
întâlni cele „două trenuri? „Aplicaţie: 

  

a=1, a==2, 5=6, 0==82, ! 

37. “Fie he E, p rapoartele în care. bjsectoarele uoghiurilor 
unui triunghiu impart laturile opuse ale triunghiului. Să se 
găsească . triunghiurile în care E Ik sunt în progresiune 
geometrică . de raţie dată; printre acestea să “se determine 
triunghiul care are un „perimetru sau. o suprafață dată, 

| (Concursul G. M. 910).. 

: 38.. Fiind dat un cub se. unesc centrele feţelor sale dou 
câte două, se obţine -un octaedru. Unind centrele feţelor. oc- 
taedrului; se obţine un cub, în care se poate -înserie un nou 
octaedru și așa mai departe, nemărginit, Să se găsească suma 
volumelor tutiiror cuburilor” şi oetaedrelor astfel formate; - 

39. Un butoi conţine a litri de vin. Se scoate un litru.de 
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vin și se înlocuește cu 1 litri de apă; apoi se scoate 1 litru 

de “amestec şi se înlocuește cu 1 litru de apă și aşa mai de- 
parte. Care este cantitatea de vin ce mai i conţine butoiul după 
n. operaţii? 

40. Pe 'un pahar cilindrie sunt trei semne, pe cari le vom 

însemna cu &, f, Y, începând de jos. O persoană toarnă vin 

până în f,apă până în Y și bea din amestec până în &. După: 

aceea :pune vin până în 8; apă până în Y și bea până în &; 

această operaţie se repetă de n ori. Se cere compoziţia ames- 

tecului după 2 operaţii. | 
-4l. ad, z fiind niște numere date, să se afle expresiunea 

generală a numerelor definite prin relaţii: 

Za aauaţb. | 
"42, Fie aa, aa,...an, n numere în propresiune aritmetică, 

bi» ba,c- bn, n numere în progresiune geometrică.-Să se cal- 

culeze suma: Qi bi-tas b2ți..-F an bn; să se aplice în cazurile 
când an=7, bn=l: 2" şi an=u, bh=a. 

43. Să se găsească suma celor dintii n termeni ai șirului 
5, 45, 445, 4445. 

44. Să se arate că dacă 2 creşte: nemărginit, raportul 
n: a" tinde către zero când a>1. 

45. Se dă un cerc, în care se înscrie un patrat; în acest 

patrat se înscrie patratul cel mai mic, în care se înscrie iarăși 

un cerc. Se repetă apoi înscrierile în aceiaşi ordine, nemăr- 

ginit. Se cere suma suprafeţelor cercurilor şi patratelor, când 

ne oprim la cercul de ordinul 2-+-1 inclusiv. Caz particular 

când raza primului cerc este 1/3 şi 2 crește nemărginit. 

46. Să se păsească suma celor dintii n termeni. ai. şirului 
5, ab, aab, aaab,..., literile a şi b reprezentând unităţi de 

diferite ordine. | 

47. Insemnând cu S„ suma celor dintîi n numere ale șirului 

precedent, să se calculeze suma Siţ-S+...-+Sn. 

"48. Să se găsească .suma tuturor fracţiunilor de forma 

GREI în căâre p şi q iau toate valorile întregi, pozitive, 

dela 1 la-ţ+oo. 
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XVIII. LOGARITI,: ECUAȚII EXPONENȚIALE. 
DOBÂNZI COJPUSE. 

1. Să se găsească în baza 5, logaritmul numărului, 15625. 

2, Să se găsească în baza 2Y3 logaritmul numărului 144. 

3. Care este caracteristica lopgaritmului lui 7 în baza 2? 

4, Să se păsească două limite, care să difere între ele cu 

mai puţin de 7, între care să fie cuprins log 7 în baza 10. 

5. Ştiind că în baza 10, log 2==0,30103 şi log 3==0,47712, 
să se calculeze log 0,5; log 5,4;. log 0,00216; log 0,666..... 

6. Ştiind că în baza 10, log 2=— 0,30103 și log 7= 0,84510, | 

să se calculeze log (3 în baza 100, 

7. La un joc de șah se pune: pentru primul patrat 1 ban, 

pentru al doilea patrat 2 bani, pentru al treilea 4 bani..., pentru 

al şase-zeci și patrulea 2% bani; cât va conţine tot șahul ? 

— Să se-calculeze valorile expresiunilor: 

__" [| 829%: 
8 = Ves) 

| a | | 3, Oe (A. G. 907). 
Yo5 

: 10001 [ANA i 10000 10001 
10. a acne) 

3 _N opoaE 
 Vrazeraă 0, 0006742575, „ 

— Să se rezolve ecuaţiile: 

12. * 9z1-32+2=— 709, 

  

11. 

_ % 

13, 23 =—519.
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z 

4 32 == 43046721. 
15, . î 1.1  Şlogz=049, 

»  loga-tlopa 16, Aa = a. ee 2; 

să se găsească conditiile oa. „ădăcinile să fie reale. 

„17, (10000 a )logz:-5 loga =1, 

18, (log4a?P—10 on(i8)+-4=0, 
baza logaritmului fiind 9. 

19... (î—1)az(2-b—a2 [az(2—1).— 1]—(2—1)=0, 
20," ” 23 — ptr = Biz — ma, 

21. Nog(etA)P-HHlog2-Hlog(a2—1loglzk1— | 
(log (e—0)lozţ (22—1)] log (—1)-+ (log 2) -Hlog2log (210, | 

22, Să + se arate că având: 00% i a 10Eley ai vom Ş 

avea: și = 10765, 
23. Baza unui sistem de logaritmi fiind reprezentată prin 

  

d : - .. . numărul art » să se determine s, ştiind că în această 

bază avem: | 
4) 

log (253) +9 log (az4+-5)==4. 

— Să se rezolve sistemele de ecuaţii: şi 
24. 37 5Y = 10195, ziy= 7 | i 

z "4/1048576 1048576 i 25. 359049 =—([1296, Teosa — 26 
26. 9logz , gloav = VS logz-+- logy=2, i 
27. 2?-+-y9=101, 2logz-t-3 log y=2. i j 
28. YI =, D=, 

29. Ip, pa, 
30. umon=az, una, uzay= D, uWut=e, 
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— Să se. rezolve inegalităţile: Se 

31. (400;>10z, 9, (100)> i 
| [100 V'> 2000 1. 00 91807 (po euo 

94. Să se găsească numerele întregi a și b, astfel ca în baza 
10, log a şi colog b să aibă aceiași mantisă, 

85. Un sistem de logaritmi fiind definit prin două progre- 
siuni, una aritmetică și alta peomatrică, să se păsească sis- 
temul pentru care raţia celor două. progresiuui este” egală cu 
un aceiași nuinăr e a 

36. Peste cât timp un capital dat cu dobindă compusă de 
5%/. îşi îndoeşte valoarea? Care trebue să fie procentul pentru 
ca acelaș capital să-și îndoiască valoarea întrun timp pe ju- 
mătate mai mic ? | , 

37. Două capitaluri sunt date cu dobândă compusă: unul 
de 30000 lei cu 6%, şi altul cu 5%/.. Care trebue să fie cel 
de al doilea capital, pentru ca în 5 ani cele două capitaluri 
să se urce la aceiași sumă și cât valorează atunci ambele 
capitaluri ? | | | | 

38. La cât sar fi urcat la începutul secolului al XX, o 
sumă de 1 leu, dată cu dobândă compusă de 10%, la înce- 
putul secolului al XIX? i 

39. Din statistica publicată în 1901, rezultă că populația 
vechiului Regat era la începutul anului 1900 de 5912000 
suflete, iar creșterea populaţiei, dedusă dintr'un period de 6 
ani (1895—1900), era de 82000 suflete anual, Admiţând că 
acest coeficient de creștere se va menţine până în anul 2000, 
să se afle care ar fi populaţia în acel an? | 

40. Un părinte depune, din ziua nașterii unui copil al său, 
câte 1 leu pe fiecare zi la casa de economie. Care va fi ca- 
pitalul. strâns până ce copilul devine major, presupunând că 
dobânda este de 5%, și că suma depusă se capitalizează : 
1) anual; 2) la fiecare 3 luni, Aa 

41. O persoană posedă un capital A, care îi produce o 
“dobândă anuală r pentru 1 leu; acea persoană cheltueşte 
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în fiecare an o sumă a; care va fi averea sa după î ani? 

Presupunând. A= 100000 lei, r=0,08, a= 10900 lei, peste 

cât timp acea persoană se'va ruina? 

42. Un funcţionar intră în serviciul Statului cu salariu de 
1500 lei lunar, iar din 5 în 5 ani este înaintat cu câte 500 

lei pe lună. "Asupra salariului îi se face o reţinere de .10%/ 

pentru pensie. După 385 ani de serviciu ese la pensie cu sa- 

lariul întreg, pe care Pa avut în ultimii 5 ani, asupra căruia 

i se face o reţinere de 18%. Presupunând că reținerile .se 

capitalizează din 6 în 6 luni cu 41/3%/, cât timp trebue să 

ia pensiune acel funcţionar, spre aşi lua înapoi toate reţine- 

rile ce i sau făcut. 

43, Dacă trebue să plătim în două părţi egale, o sumă îm- 

prumutată cu dobândă compusă, mijlocia celor două termene 

de plată este mai mare decât termenul în care ar trebui să 

plătim într'o singură dată, o sumă îndoită celor două plăţi 

parţiale. 

44. Cineva voește să amortizeze în n ani, un capital împru- 

mutat cu dobândă compusă, prin anuități care să descrească 
proporţional cu numerile 7, 2—1, n—2,... 2, 1. Dobânda la 

un leu pe an fiind 7, să se calculeze prima anuitate. 

45. Prin legea din 6 Octombrie 1900 Statul Român a cedat 

unui sindicat de bancheri venitul net al monopolului hârtiei 

de țigarete, pe un timp de 12 ani şi 7 luni, (1 Septembrie 
1900—1 Aprilie 1912) în condiţiile următoare: 

1) Sindicatul de, bancheri a dat Statului, pentru această ce- 

siune și la început, o sumă de 15000000 lei. 

2) Venitul brut anual al monopolului a fost garantat de 

3130000 lei, din care, pentru a se afla venitul net, se deduce - 

320/;- pentru cheltuelile de fabricare și exploatare ale mono- 

polului, care continuă a se face de Stat; acelaș coeficient de 

32%/; se menţine şi în cazul când genitul brut va fi mai mare. 

3) Dacă venitul net va fi mai mic decât cel garantat, Statul 

va plăti diferenţa; iar dacă va fi mai mare, plusul de bene- 

ficiu se va împărţi în două între Stat și bancheri.
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Să se afle dobânda pe care o luau bancherii in ipotezele 

următoare: 

1) Că venitul brut nu întrece suma de 8130000 lei; 
2) Că dela 1 Aprilie înainte, venitul brut este de 4000000 

lei. Prima rată s'a plătit la 1 Aprilie 1901 și a fost de 1241683 
* lei, ratele următoare la Octombrie și Aprilie al fiecărui an, 

astfel încât se capitalizează din 6 în 6 luni. 
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“1, 1. Se poate serie: —4a-6b4-3c-+-104, rezultatul este 
10. 2. +1. 3. —399. 4, 9- 5. 70. 6. Avem [(a2-t-a2P— 
4 Psl(02-hp2-k2zy) (Et —22)P=(0-y)0 (pe, 
Inlocuind -pe z și y, z-fy=106, z—y=105. Valoarea 
expresiunii este 10%, (3. E. G. M.1.p.2). 7.9. 8. Des- 
voltând - cuburile şi reducând termenii: asemenea obținem 
1224 + 6 V3z-+216224-61V35 = 1994-+216 22+ 6 VăzX 
(1-k-z2). Inlocuind pe 4? cu—1,. avem valoarea nume- 
rică 1008. 9. Se vor calcula mai întâiu primii doi termeni, 
punând z* în factor, rezultatul obţinut se va grupa cu al treilea * 
termen ete. z3(3—9)=z5, z2(3-1-5)=8a3, z(8.3—3)=21.z, 
21.34+-1==64. De asemenea 23(—2—9)= 43 — 22 [4(—29)— 
5] =1323, z[13(—9)—3]= — 292 (—29)(—2)-F-1==59, 
z3(1,5—2)=—05z5, a2[(—0,5) 1,5-+5]=4,25a2, z'(4,25 X 
1,5—3)==3,375z, 3.375.15-+1=6,0625. In acelaş mod se pă- 
sește 12,23170601.. 10. Acelaş procedeu ca şi în precedenta 
chestiune; se păseşte F()=0, f(—1=0, F(4)=0, f(0)= 
£(3)=40,.fF(—9)=3, Pat D=2(0+F1— (1) ala 
e o flz-ka)=2a5+-6a—1 )z2-+-2(3a2—a—1)z+ 
2a5—a2—2a1. 11. f(1,2,3)=18; £(1,0,—1):=0, flu, z,2) 
şi fl, z,y) sunt egale „tot cu f (z, y, 2). O expresiune, ca pre-, 
„cedenta, care nu se schimbă:când schimbăm între ele două oare 
care din literile de care depinde, se .zice că este simetrică, 
fl, p—0—y9)==0. 12. a10%+-b10-Fei0-ta. 13. aB- 
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+bB+cB2:4+d4B-te. In general în sistemul cu baza B,un | 

număr oare care se va exprima algebricește prin a Bit 
Fa Bn—2-+...-Fan—iB-ka, n reprezentând rangul uni- 
tăței de ordinul cel mai mare. 14. V=Vo(1-tk+ad). 15. Greu- 

Ca [/£] bi b bs 
«: l A —— ——— —— —— În tatea aliagiului A! este: , ma + Tg + ma + 12 + ms! pă 

  

. e. nu—l ma —l Ms —l 
iar a aliagiului A” este: a + a: + Pe as+ 

Mu 2 s 

  

m — 1 Ma — ms — DIR , + bb 1 + Vs. Termenii cari conţin 
Ma ma "Ms 

numai pe a sau numai pe b reprezintă cantităţile respective, 

    

din metalele Bi şi Ba. 16. Rezultatul analog cu cel de sus; 
î=n 

sau. dacă se reprezintă, pentru prescurtare, cu simbolul Sa; 
i= 1 

suma ata... Fani an, greutatea aliagiului A' se poate 
i=n ied A 

  scrie Pr at 3 ybi, şi pentru aliapiul A”: Ş mi Lt 
Za Miami ii 

i=n 
HN — A a 

1, 17. Greutatea aliagiului A este Ş k 
= îz1* 

fam 
: i= “ p 

  

+ 2 bi ae „+ Sa sau mai pe scurt 3 Şi, în care 
ni iza? h ii 

se otet h pe rană cu a, b,€,...1. Greutatea aliagiului A” 

  

  

  

1= 

mi 
"se. va putea scrie 5 ŞI cl 1, 18. In A se află: 

a mi | | 
- = , . 

(o —a a lo—u [ua v—ula: apă: ai x pe: [ee a [ea eat 
, v—uv—ulu(o—a) (o —uk alu vin: pu [ze ae, 

Ci v | 2 v o |o 
7 

Conţinutul lui A' se exprimă prin formule analoage, înlocuind: 
v cu v și reciproc, apa cu vin și reciproc, 

IL. 1; DP, 2. ai—1. 3, ahti—1, 4, Primul factor-se 
„poate sorie-a2—(2b—b?) şi avem de înmulţit o sumă cu o dife- 
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rență; rezultatul este at—a22-4-2ab5—di. 5, (a2-+4a%)— 

16a2z?=ai—8a2224-16ai. 6. Calculăm toți termenii cari: 
conţin pe a, găsim 4az. Asemenea pentru termenii cari conţin 

pe b, c. Rezultatul este 4(aztby-tez). 7. Se efectuează 

operaţiile în primul membru. 8. (1-Fra-țad)(l—aţa2)= 

(1-țah—a2=1--a2-ţat. Acest rezultat 'se înmulțește cu 

factorul al treilea analog, ete. Rezultatul este (1-+a!0. 

(S. E. G. M. L. p. 19). 9. Multiplicând ultimii doi factori 

ai primului termen, obţinem (1-k+a??—(a-ka=(1 ka?) — 

a? (1-va2P=(1—a2) (1 k+a?). Expresiunea dată devine (1-ka?PX . 

[(1 —a2(1-ka24+-at--a9)t-a5]=(1+-aP.(S. E.G. M.1.p.19). 
10. Termenii se calculează considerându-i ca produse de sumă 

prin diferență. Astfel primul termen dă (a+dk —(D—ck, 

Ceilalţi sunt de aceiași formă. Grupându-i ca să avem patratele 

sumelor și diferenţelor cu aceleaşi litere, avem 4(a—4-5)(c4-4) 

(S.E. G. M.I.p.17). 1l. Intrebuinţând produsul sumei prin 
diferență, produsul dat se pune sub forma-(2ab-ka?4+-12—c2)X 

(2ab—a2—52-+ 02) =4 0202 — (a2-+- 12 — c2)2=9a 2024 92202 
doq?—at—bt—ct, 12. Grupând termenii echidistanți, obţinem 

n—l n—l n n—l 

(2 —1)X(a2 —4)=z —5z FA 13, „ Produsul ultimi- 
n 

- lor doi factori este z? +a 1, rezultatul a? ru a, 14, 

(a-4-5)4-(a-ţe-+- (Brel?—e(a4-0)—a b-ke)—v(e-kFa)= 
2(a2.4-02ţ-c2). 15. (by a)za-hyra-F3a?y-t 32-32 
3 8a2-+3x2%y4+-G6ay2, grupând termenii convenabil, suma 

termenilor din partea a doua dela al patrulea înainte, se poate 

pune sub forma de produs 3(z-k-y)(z-ka)(y-t+a). 16. Avem 

(272-483 92)? —9 2092](z2-4-39)=—(224-39p2)—9 22 p2(a2-4-392)= 
z0%4-27y5 vezi (7. II). 17. (a24+-12)(r2A-s2. 18. Să desvol- 

tăm fiecare patrat și rezultatul să-l ordonăm după puterile lui 

a, avem: z64-(—622-+-2992-hyj24-922)z0t-t-(9 atat —Gp2a2— 

2th 9apa-t- 16232 — 624 — 6329244 ya 42 (y9 — 
pp -Ht-trapP = -F3p-Faat-F3(pi-Payta- ada 
954 3yjtz24+-39P2a Pui 5-8 (p2- 2) 89-a) at 
(per) (p-ta). 19. Rezultatul va fi tot de gradul al 
doilea înz, v,%t toţi termenii intră în acelaș. mod, astfel: 
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(II, 20—30), a ALGEBRA 

că e suficient .a găsi termenul în a? și în zy; a? intră de 
4 ori cu semnul -+-, iar Zy are coeficientul — 4; rezultatul 
este 4f(z,y,x,t). 20. Avem: 4l(z—y9)-+-3ag]5—297 242 X 

(2 —y)2—108 2%979=4(2—y)0-F-36cy( —y)*--81 2292(2—4y)?, ete. 
21. Se va desvolta partea întâi şi grupa termenii convenabil. 
22, Avem 272% 3[(*-+ y5)-+ 5) -F yl(zz2-F pp) act], 
Desvoltând cele două cuburi şi adunând termenii cu acelaș rang, 
avem: (23-+-4/5)4-4-9c99/9(:5-4-y79)2-f- a05y3(250-- 5-27 0 g6= 
(75295) 90209 pp) ntg(a5 pF Dă type =[(a0-f- 
PRĂ+5zpk (GM. XAXVI, p. 68). 23. Dezvoltând am- 
bele părţi se ajunge la o identitate evidentă. Această formulă, 
poartă numele de șdentitatea lui Lagrange; ea trebue reținută 
întâlnindu-se des în aplicaţii. '24,. Se desvoltă ambii membrii. 
25. Considerăm identitatea lui” Lagrange (22-4+82)(a2-+92)= 
leztBy(ay—Bak. Dacă a=a+d, B=e-tkd, z=a—b, 
Y=c—d, primul termen al membrului I devine (a2—02-Fe2— dt 
4(be—adk. Dacă a=a-td, f=y-+e, z=a—d, y=b—e, al 
doilea termen devine (a2 —d2-F02—c2P-4+-4(db—ach. Scăzână 
cele: două expresii, se obține membrul II. (S. E. G..M.I. 

_p. 58). 26. 'Transformăm membrul I folosind identitatea lui 
Lagrange (a2-+-02)(a2+-62)—(az-k5BP=(aB— av), iar în 
membrul II desvoltăm patratele considerându-le ca. patratele 
sumei și. diferenței numerelor (aBf—b) şi 1. (S. E.G. M. II 
p. 102). .27. Aplicând identitatea lui Lagrange în fiecare factor 
al membrului I, acesta se scrie [(aB—a5P+1]lay—ca+1]: 
Membrul II se transformă astfel: [(aB—ad)(av—ca)—1P+ 
[(aB—a5)+(av—ca)?. Folosind identitatea lui Lagrange 
(X2-+-Y2)(X2-+-y2)= (XXL VoIP (XY'— XX" și notând 
X=afh—cd, Y=1,X=1 şi Y'ay—ea, obţinem identi- 
tatea cerută (S. E. G. M. II p.104). 28. Coeficientul lui a? 
este a(b—c)t+b(e—a)-te(a—3)=0, suma termenilor fără z 
este abe(b—c)H-abe(e—a)-t-abe(a—b)==0, iar coeficientul 
lui a este a(c2 —52)-+-d(a2—c?)--c(3%—a2)=(0—a)(0—0) (a—c), 
29. Coeficienţii lui a2: şi z sunt nuli în ambii membri, iar. ter- 
-menii lipsiţi de. au valoarea a2b —a20ț-b20—ba-tca—c25 
in ambii membri ($. E. G. M.I. p.56). 30. Primul ter- 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII - (IL, 31—49), 

men devine b(e—a)(ab-kbe-ț-ea—a2—52—c2), Permutând 
circular literele a,b,c se obţin termenii următori. Punând factor 
comun expresiunea ab-tbe-tca—a2- W2—c?, suma din paran- . 
teză este nulă (S. E. G. M. 1], p. 49). 31. Se înlocuese X, 
„X, etc. prin expresiile lor, apoi se efectucază calculele - în 
ambii membri, ajungându-se la expresiuni identice (S. E.G. 
M. III, p. 63). 382. Desvoltând patratele în cei doi factori ai 
membrului II, apoi observând că avem o sumă de înmulţit cu 
o diferenţă, avem (f2-ţ-32—2 ap)? — (024-172 —2f85), Desvoltăm 
şi aceste patrate, facem calculele şi în membrul I şi constatăm 
identitatea celor doi membri (G. M. XLII, pi556). 33. d2ap+ 
be=a?-tab-actbe=(a+5)(a+kc) ete, 34. Se va avea în 
vedere identitatea (a-+-b)==a5-+-0:4+3ab(a-+-5). 35. Desvol- 
“tarea părţii întâi ne dă 4p?—2p(a-kb-ko)-ka2+b-+-e2, suma 
primilor doi termeni e nulă. 36. Se notează 2p—3a=a, 
2p—3b==y,2p—3c==a. Identitatea cerută devine 2gp5-a3= 
3zyz, cu condiţia z-t+y-tz=—0. Aceasta se stabilește pornind 
dela desvoltarea lui (z-+-y-t-a)9==0 făcută ln (15. II), având 

“în vedere condiţia. (S. E. G. M. 1. p. 18). 37. Multipli- 
când ambele părţi cu 4, înlocuind pe 2q2 cu Me, 
“făcând calculele în partea întâia, acesta devine 2a202-+-2a2c24+ 
„2Bo2—aqt—bi—ct, care este egal cu desvoltarea părții a doua, 
“după 11. II. 38. Generalizarea chestiunei 35, procedeu analog. 
39. Din a+b-te=0 deducem a2=—ab—ac, deci q2—be= 
—(ab-kac-t-be), apoi a2=-ke2-F2be, a—be=b-e?-+-bc; 
a—be=şla?—beb?—ac-te?—ad]=tl(a—bP-k(b—cP+k 
(e—a)];—(ab-hac-kde)=3la-kabtb-i-toe-he-ko+ 

““aca?];3(24-b+-e2)=—4(ab-hac-kbe). 40. Din atit | 
"c=—0 deducem c02—a2—W=2ab, ridicând la patrat obţinem re- 
laţia căutată. Dacă at-b-het-d=0, păsim at-tbt-bet-t-di= 
2(a202-f-a2c2--a2d2-+-b2c2-4-b2d2-+-c2d2)—8abcd. 41. Notăm 
T—y=a, y— ab, a—z=c.: Avem de stabilit (02-24 
02) =2 (at-tbi-tet), cu “condiţia a-+-b--e=0. Desvoltăm 

“membrul I şi. folosim precedenta. 42. Notăm: z—y=a, 
"pad, 2—i=o0, t—a=d şi procedăm ea în exerciţiul 

_-precedent folosind generalizarea exerciţiului 40 II. . 43, Multi- 
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(1, 44-50). ALGEBRA 

plicând cu 2 egalitatea dată și strângând patratele, se obține 

prima relaţie cerută. Din aceasta și din (41. II) se deduce a 

doua. A treia relaţie înmulțită cu 2 este tocmai relaţia 40 II 
deoarece (z—y)-t-(y—a)-k(a--2)=0: 44. Notăm P=(aţ-b) 

+ (B4-ck+-(ct-dP—(a4+-d) (b4+-0)—(a4-d) (c-t+-d)—(b4-0)X 
(04-d) şi folosim exerciţiul precedent. (S$. E. G. M. I p. 40). 

45. (zyha)(t-hy?-a2)=1, de unde Pytraeatfaţt 
pata? a2y=0. Dar (a-t-yt-a)=1, adică a%-taps-t-az*+ 
S(aybha?az 4...) Gayz=1, deci ayx=0. 46. Notăm 

P,=a02-ţ5, Pp=a2—b, Ps=al, P=a—. Membrul 1 se 
scrie P, P:Ps+- P2 Ps P4+-P, Ps Pe--P, Ps Pi= (Pit P)PsPet- 
(P—P.) P, P2=9a2 (a2—b1)-4-9 52 (at—02)=—=2 [at —a20t-F52a%— 
d4]=2[(a224-52) (a2—52)-ţ- a202 (a2—52)) ete. (S. E. G. M. 11. p.56), 

47. Notăm P=at-taztb, P=a—aatt, P;=a+ 

bat a2, Pi =a2—ba-ta2. Membrul I se scrie P. P. Pt 

PPP—P. P;P— PPP, =P, Ps (P+-P)—PP, (P+P2) 

= (02-02) — 222] (92a2-+-9a2)—[(a22-+-a2)?—b2a2] (2224-29 02)=— 

= 9 [(202-k+a02) (24-52P—(a5*-+a2)? (a2-+-02)—a220%—a12-4-0254-4-Dta2)] 

= 2 (72-a?) (24-02) (52 — 02) (52 — 02) a? (+ — a]. ete. 
(S.E.G.M.IL. p.161). 48. Primul membru se serie, efectuând 

înmulţirile: 22 (az-t-byP—02 (ay — bz)'—2? (az-t-by)P-tau?(ay— 
„ba== (42-02) (a2a02-F 029p2-t-a2y2-t-b2a?), ete,(S.E.G.M.1.p.131). 
49. Notăm avz=l, bwz=m, cuy=n, bwatevaz=e, auy-t 
cuy=B, avz-rbua=Y. Inlocuind în expresie aceste valori, 

:desfăcând parantezele, reducând termenii asemenea şi dând 

“factori comuni, se obține (4+-6-+y) (ef-+-Ry-byra-tim-kmn4t 
al—al—Bm—n)=lbioz-tevz-Fawy-teuy-Fara-kbual. 
[02vooyz-+abuaoyz-Facuvyatabvwra+buwzatbeuvzat - 
-acuway + bcuwvzy + tuvay] = [(bac-k cv)e-t (cut aw)y + 
(av 4- bu)z] (ave + buwt cuv) (ayz-k bza-t cay). (G. M. 
XL. p. 232). 50. A2-+-A2-+A3 este un polinom omo- 
“gen de gradul II și simetric în raport cu au, az, as, deci 

„avem A?-+-A3-+A3=a(a?-t+a2-+-a3)--B(au a: Fazastasa.). 
Punând în identitate a2=a=0, găsim «=3, apoi cu 4=as, 

43==0 obţinem f=—2. Analog AS-AS-FA3a(a3-ka34+ 

-a3)-+ Ba? as +a?as aia ai atata kata) Ya: a: as. 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (II, 51-60; 11, 1-20), 

Cu a=a3=0, a=1; cu a1:=as, 2s==0 avem B=3; punând 
Maas, Y=—18. 51. Avem Ă, Bai, a'+BX,aa,, 
unde X, B! înseamnă suma tuturor termenilor de forma B2 
cari se pot forma cu Bi, Ba, Bs, B,; iar Zu ai a, suma tuturor 
produselor de 2 factori formate cu a, az, Qs, au. Făcând 
01 =03—a3==0, rezultă 4=4; iar din A =a2=0, as=a,, B=0. 
52. Rezultatul este de aceiași formă ca mai sus; făcând 
d2—03=...= an, găsim &=n, făcând apoi 03=a4 =... = an 
şi a. as găsim P=2(1 —4), deci În Li = nXaa2-+2(n— 4)X 
Znaa2. 53. 0; 4ăat; — 24 as azas; 4dat-k24Xa2a2; Bat — 
2ăa?a2, 54, 24 (as asas-F as asa, asasas-Fasasa,). 55, Ge- 
neralizarea chestiunei precedente rezultatul este 24 În a1a2as, 
56. z fiind cel mai mie număr: z(z+1)(z4-2)(24+-3)-+1= 
(24-32-41, 57, (zFast. Paza P-F (zarea eee FrraPP.. 
-P(an-atza)?-ka (G.M.V.). 58. In identitatea lui Lagrange 
(23) se va pune a=ya, b=az,c= ay, rezultatul este (3zyaP4- 
2 (Pe —a2) af (222-202 —gp22, 59. N=(2-F2ay+ 
2) —20yk2p)= (02 —pPP-t(aP-kayP-+ (P— ay. 60. După relaţia de condiţie avem: afas=—a?a2—a?aa; 
etc; expresiile considerate sunt egale cu: —(asas-Fa, as-Fasas. 

III. 1. c2—z+1. 3, 92 —6ay-kây?, 3. 92a54-16z4y-ţ- 8392 4 td gps, 4, at — ab ha? —a05 pe 

5 Php. 6.4. 7, Q2—2ab-+-352. 8. a3—2a25-4+- 2ab'—b5, 9. (a—b)(aţ-5) (a2--02)(a2—a5V2-+-52). 10, pi— 
8224-16. 11. z-+3a2-ta—9. 12, 2a%—8a2-+-32—12, 
13, (6 —de-t-c?) a2-+-(0-tc) (B2-F bee) a-F(0:-F-4B c2-bet). 
14. Câtul este l-a (ani, iar restul 
(—1han. 15. -Catul, la iar restul a, 
16. Câtul, <a 1-a (—1)h anti, jar restul (—1)ha—n . 
17. Catul, he 3 5, k aan, restul ant: 
18. Catul, 1 Faro 4,.. -F2nah-l, restul An an 
19. Restul diviziunei unui polinom :f(z) printrun binom 

azt-b fiind (2), ca Împărţirea să se facă exact trebue 

ca acest rest să fie nul. Se găseşte pi=—18, 20. — | 
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(21-30), ALGEBRA 

21. a4]2. 22. 3. 23. Se va considera (y-t-2) ca un singur 
termen: m=—3.: 24, Metoda |. Se divide deimpărţitul cu: 
împărţitorul până ce se obține un rest de un grad mai mic ca. 

împărţitorul, care se identifică apoi cu zero. Avem zi— 

—39-mzt n =(a2— 5 4)(a2-F+ 24 6)4+-(m4+-22)z24-- 
-F-n—24, de unde m=—92, n=24. Metoda II. Se descom- 

pune împărţitorul în factori şi se exprimă că deîmpărţitul este- 
divizibil cu fiecare factor procedând ca la 19. a2—Ba-t4= 

=(2—1)(r—4), trebue să avem mtn=2, 4m-tn=—64. 

de unde m=—22, n=94. Aleloda III. Se serie a priori forma - 

câtului și se determină coeficienţii identificând deimpărţitul 
cu produsul impărţitorului prin cât. zt—3a-+matkn=: 

=(22—524-4)(a2-k+az4+5), găsim a=2, b=6, m=—22, 
n=94, 25. Făcând împărţirea găsim: m(m2—22)=0, 
n(m2—n)—1==0, cari dau sistemele de soluţiuni 72=0, 

n=ti, mt Ve, ni; mt Voi, n=—1. 26, m=1,. 
n==0, 27. Făcând împărţirea găsim restul (0—4n)z-km—nX. 
„X(8—n), trebue să avem 2—4n=0, m=n(8—n), de unde 

ne mt. 28. m=4, n=—3, p=—10, (G. MI): 
29. Determinăm pe m,n,p împărțind polinomul dat cu z—l, 

câtul împărţirii deasemenea împărţindu-l cu z—1,. ultimul: 

cât se imparte cu a—d. Resturile celor 3 împărțiri se.- 

anulează. Altă metodă: Notăm z—1==y. Deîmpărţitul de: 

vine PytD=y tr Dt-mty-tib-raty-tD-p iar împăr= 
ţitorul este y%. Pentruca P(4 (y-+1) să se dividă cu 5, trebue să. 

nu conţină termeni de gradul II,I și zero. Anulând coeficienții 
acestor termeni avem 1+m-khu-kp=0, 4+2mkn=0, 

6-+-m=0; deci m2=—6, n=8, p=—3. Soluţia III. 'Prebue 

să avem at ma-tnetpE(z9—3a24+3x2—1) (+a). 
Găsim a==3, m=—6, eto. 30, Se găsește P(a—b)=P(a)= 

=P(ațb)=a5+5:. Notând Q(2)=a*—3a224-(3a2— 
—b2)z—a(a2—5?), observăm că avem: Q(2)=P(2)—a5—B, . 
deci Q(a—b)=Q(a0)=Q(a4+-5)=0 şi deci Q(2)=(z—ât-b). 
(z—a)(z—a—b) (S. E. G. M. II p.17). 31. Expresia E(s)= 
81 53 meSn-t(—1)"2(5—s.)(s—s2)...(5—-sn) se divide cu s, deoarece. | 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (II, 92-40). 

"E(0)= sa sa...Sn —S8182..:58=0, Dacă s=ztyka-ku, s= 
= aa, ss =y4-b, ss=z-te; Ss=u-t-d, se obţine cazul par- 
“ticular al enunţului (G. M. XLII p. 541). 32. Se face în- 
“locuirea z—1==y în deîmpărțit şi împărtitor, Deîmpărţitul 

- devine 5 10y4-t- (A 4-40)y-+-(6 A -+80)42-+-(B-+-12A+! 
-+80)y-F-B-+F-O+8A+32: Pentru a fi divizibil cu 5 trebue 
6A+80=0, B-+F-12A4A+80=0, B+-C+8A4A+32=0, de unde 

  

___40 '_„__ 200 _ 424 a, . A 3 B= —g C=—— „ Câtul împărțiri este 

-324+-10y— 0, sau revenind la z, Pra, (S. E. 

G. M. II p. 23), 33. Se calculează P(1-+y) ca la exercițiul 
precedent (S. E. G. M, II p. 63). 34. Observând că împăr- 

7 înseamnă că înmulțind polinomul   “țitorul este egal cu 3 

-deîmpărţit cu 2z—1, rezultatul să fie divibil cu (z5—1). Dar 
pis — ati 20 — pt a! — a-ţi — pa —1=(a10 —1) 

— z(25—1)— z1(5 —1)-ka5(210—1)— at (r5—1) = (5—1)X 
(29—a1-ha5—at-kat—z-+-1). Catul este 28 — 1 -tar5 — gt 
+a—z+1 (S. E.G. M. III p. 40), 35. Polinomul deimpărțit 
se serie, scoțând pe (z-+-1) factor comun (2-F-1)[(-+-1)*— (5— 
— aratat a2—a0-ţ-1)]==7 (4-1) (a4-koz + 3a-h2aţ 
FD=T (00) le eti)-hae-taki)tae-kat 
+1]=7a(24+1) (th-a+i? (S. E G.AM.I p.. 39). 
'36. Divizând pe 2" —a" prin 2"*—a”, un rest oarecare este 
de forma aP"gmPn— qm == qPn (am pn —aqm--P1), ca acest rest să 
“se reducă la zero trebue m=pn, p întreg pozitiv. 37. ă- 
când împărțirile, găsim condiţiile: b-+-d=1, c—d(a—d)=0, 
b—d=—1, ctd(a4-d)=0, care dau a=b=0, = —1, d=1. 
-38. Expresiunea se serie (8122-+-1458y)P—81.2916a224p2= 

 (81a2-4-145892--9.542y). (81224+-145842—9.542y). (8. E.G. 
M.III.p.86). 39. Avem a*(a-t-a?-Fa-ţ-1)H-(a?-t-a?-t-a+1)= 
(3341) (a+a?+at-)= (0-1 (0241) (a2—a+-1), (5. E. 
-G. M. IL. p. 19). 40. Espresiunea dată se reduce la zero 
cnd facem a=—b, a=—c, b=—e, ea este deci divizibilă 

"cu (ad) (B--o) (c-Fa), expresiunea fiind de gradul al treilea 
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(i, 41-46), ALGEBRA 

şi împărţitorul de acelaș grad, câtul va fi o cantitate 7; inde- 

„pendentă de a, d, ec pe care o putem obţine dând luia, d, e 
valori particulare s. ex. a=b=c=1, păsim =1. 41, Pro- 
cedeu arialog cu precedentul; rezultatul identic. 42. Expre- 

siunea din membrul întâi se reduce la zero pentru a=b, a=e, 

bc şi pentru a==0, deci este divizibilă cu a (a—b) (b—c) (c—a), 
cum ea este numai de gradul al treilea, iar impărţitorul de gradul 
al patrulea, trebue să se reducă identic la zero. 43, Poli-: 
nomul dat este divizibil cu fiecare din factorii împărţitorului 
deci și cu produsul lor, Pentru m=3, deimpărţitul şi împăr- 

ţitorul sunt de gradul al 3-lea în raport cu z, câtul va fi: 

independent de z şi se va obţine divizând termenul de gradul. 
cel mai mare din deîmpărțit, care este —(a—b) (b—c) (c—a)z?, 
cu termenul de gradul cel mai mare din împărțitor, (a—b)X 
—c)(e—a)z?. Câtul este—1. Pentru m=4, câtul va fi de 

gradul întfiu în raport cu z și se va obţine divizând primii 

doi termeni din deîmpărţit cui primii doi termeni din împăr- 
țitor, se găsește: z—3(aț+-b-l-c). 44. Prima parte ca mai 
sus. Pentru. găsirea câtului observăm 'că schimbând două. 
litere -oare care între ele, s. ex. a cu bd, deîmpărţitul și îm- 
părțitorul își schimbă numai semnul, câtul rămâne deci ne- 
schimbat; pentru m=1, n=83 câtul este a-t-b-e; pentru 
m=2, n==3 câtul e de forma &ăa?-+făab, făcând c=0 
găsim «=0, P=1; pentru m=1, n=5 câtul e de forma 
adabd +-yabe, făcând c=0 găsim «=1, B=1 
făcând a=1, b=—1, c==2 găsim Y=—9; pentru m=?, 
n=5, câtul e de forma eXat+făasv-kyăa22-t-3abeX 
X (a-kb-+ke), făcâna c=0 găsim 4=0, B=1, Y=1, făcând 

“apoi Q=1, b=—1, c=2 găsim 6=—3.(G.NM. VII). 
45. Expresiunea se reduce la zero pentru 2==0, y şi 2 oarecare, 
apoi pentru 4==0, g și 4 oarecare; pentru 4==0, z și y oarecare; | 
deci este divizibilă cu zyz, câtul fiind de forma «Xa2-+-făzy; 
făcând z=y=3=1, păsim &-+-$3=80; făcând z= y=l,. 
4 = —1, găsim 3a—f==240, deducem 4=80, f=0. 46. Po-. 
linomul dat poate fi scris na" (2 —1)— (a —1), divizând cu. 
z—1 obţinem câtul par —aho ih, —p—l, care se |



    

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (UI, 47-52), 

divide din nou cu z—1, dând câtul pat (7 — 1) an—2-+ 
+(2—2)an—34..,-Poa-t-1. 47, Putem serie m (2-41) X: 
X (22 —1)—n(2"4+1) (am —1), divizând cu z—1 obţinem câtul 
m(a--1) (aka 2 hal) — m (25-10) (am gm—2ţ 
s..Faţ1), care se divide din nou cu z—1; pentru găsirea 
câtului se va seri ZPol-ț-an—24-.,-t-az-t-1=(2—1) [a2—2-4+ 
dan k(n—2)af (n—Dl-kn ete. (G. M. VIII). 
48. In expresiunea dată inlocuind z-y cu u, avem (022-1—1)-+ 
(ec —1)=(u—1)(u272a20-3e a 1-Pa2 pe 23: 
+1). Ultima paranteză este divizibilă cu 4—1, pentrucă 
înlocuind 4 prin, se găsește 2(a-+-y—1), deci 2(u—1). (G.M.I.). 
49. Inlocuind pe 2 cu —4/ expresiunea se reduce la un termen 
în y al cărui coeficient este 1-+(—1)P-l-m(—1)p—22X 
XU+(—17]; dacă p ar fi par şi q impar expresiunea pre- 
cedentă nu se poate reduce la zero, deci nici o: soluţie; dacă 
p este impar şi q par trebue 72==0, polinomul se reduce la 
&P-l-yP care e divizibil cu z-t-y, dar nu e divizibil cui (z-+y), 
deci iar nici o soluţie; dacă p și q sunt amândoi pari trebue 
m=—1, polinomul dat se reduce la 2-2 (22 — 1) — y22 
X (înP—20— yP—29), făcând împărţirea cu z-+-y și exprimând, că 
rezultatul se divide din nou cu z-+-y, obținem D= 3q; în fine 
dacă p și q sunt ambii impari, polinomul dat este divizibil 
cu z-t-y ori care ar fi 7, ca să fie din nou divizibil cu z-ty 
trebue m==p: q. In rezumat condiţiile sunt g=21, p=61; şi 
m=—1, sau p și q impari şi m=p: g. 50. (z-by-ka)— 
—z5—p5—2%=3 (z-ky) (za) (y-k2),—15 1—, expresiunea 
dată este divizibilă cu fiecare din factorii z-+y; ata, ya. 
Pentru 2==2 câtul e de forma a Xa?-+-bĂzoy ; făcând z=y=a 
obţinem 3a+-3b=10, făcând apoi Z=y, 2=0 obţinem 
2a4+-5=5, deducem a=5=5: 3. 51. Se va baza pe pro- 
blema precedentă și pe (15 II), obsorvând în plus că z-+y= 
—a. 52. Expresiunea dată este evident divizibilă cu (2—y) 
(y—a) (—a); pentru a arăta că este divizibilă şi cu ultimul 
factor o vom serie z(y —a)[(y—a)%"— (2 —yp)0r]-l-y (2 —a0) X 
[2 —'0)*— (2 — 99%), iar împărțitorul (y — 22 (y—2) X 
(z—9)ti(z— = (—0lo— 9) —y)P. Pentru 
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(1, 53-58; 1-12). " ALGEBRA 

-n==l câtul este Xa5-ţ-93a2y—15aya. 53. Fie f(2)=(a—a)X 
(2—b)+-Az+B, făcând succesiv z=a, z=b, deducem: 

Aa+-B=m, Ab+B=a, A= E, B= none Pentru 

gensralizare ; vezi G. M. vol. XIX. pag. 47 şi u. 54. Să. 
grupăm de o parte termenii care conţin puterile cu soţ ale 

lui a, de alta cele fără soţ, putem serie f(2)=f,(22)-+afa (22), 

restul diviziunei prin a2—a2 va fi f.(a2)+af(a2), ca iîmpăr-: 
țirea să se facă exact, trebue f,(02)=0 și f(a2)=0. De 

asemenea putem scrie f(2)=f.(2%)-Fafa(29)-+a2fa(29), restul 
diviziunei prin a3—a? este fi(a%)-haf,(a5)-+a2fa(a3), ca îm- 
părțirea să se facă exact, trebue fi. (a5)==0, f.(a3)=0,fa(a3)=0. 

55. Câtul diviziunei polinomului dat prin 2—gj își schimbă 
semnul când schimbăm pe z cu y, avem Q(zy)=—Q(y,2) 

făcând z=y; Q(z,2)=—Q(z,2) deci: Q(a,2)=0 ceea ce: 
„ înseamnă că Q(z,) se divide,prin z—y. 56, Generalizarea 

chestiunei precedente ; se poate încă generaliza pentru cazul 

de n litere a, a... (G. M. IV): 57. Q=as-tazi-t+ 
îp2 feat ata atzaz tăria istet sat 

=at3at+62z4-10a5, Q"=at-+4az 102, 
cm =a5a; A=6a5, As=15at, A;=20a5, A=15a2, 
A 02 As=1l (G. M. IV. 78, 140). 58. Se va baza pe 
identitatea P(2)=(2—a)Q(2), în care Q(2) este de asemenea 
un polinom cu coeficienţi întregi. 

1 —9 3. 0 4 b(a—b), 

DL 9. 2 “ad4z2—1): * ala+-d). 

  

5 5 —j5 , 6 32, 1 Pa 8 (a-tkb-tek. 
" ytac?-f-y2) ay ” ' daa ” 2 
“ab-bactbe 4: - (5 1—a 

9 ae Fbe—ad 10. 3(24+-1) 1. Avem 1+ Za zi) 
1—a2 1—a 
1751) apoi simplificând cu(1—a?) şi efectuând 

. . pa d 
operaţiile de adunare și scădere găsim Z5 12. Se va ob- 

serva că atât numărătorul cât și numitorul sunt cuburi. per- 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (1, 13-20), 

fecte ; (225) „19. Adunând prima fracţie cu a treia avem 

D-ha-ti, iar a doua cu a patra dau 1—a, deci rezultatul 
este a2-+-2. 14. Punând a"==y şi folosind precedentul” avem: 
a2n4-2: 15. Prima fracţie, după efectuarea operațiilor, devine 

a-+b-ke 
a Fă 52 j. Celelalte se deduc permutând circular 

literele a, d, e. Canta rezultatele și obținem 
(a-kb-hek 

(Fila FACILĂ ($. E. - M. IL p. 42). 

16. Primul termen al sumei devine Te): ceilalți se 

deduce prin permutări circulare. Rezultatul este zero (8. E. 
G. M. II p. 81). 17, Efectuând operaţiile în primul înctor 

al numărătorului, se găsește li i iar primul factor al e (ata e > 
__72 

numitorului devine GE Permutând circular literele 

a, d, ec, multiplicând şi simplificând, aflăm rezultatul: 
(a4-1)(0+-1)(e-4-1) . (a—D0—1e—1) (S. E. G. M. III. p. 39). 18. Efectuăm 

operaţiile în membrul I şi simplificăm (S$. E. G. M. II, p.47). 
19. Efectuăm adunarea în membrul I, obţinem 

abe(a2-4+-1)(02-4+-1)(c2-+-1)-k- a202c2(a2-F- 2-4 02 +-9)-+-V2 c2-4- 262-202 
abc 

Numărătorul se transformă succesiv astfel: a%b*c*-+-abe(a252-+ 
—V-a2c2-4-82c2)+-aboţa2-+02-+024- 1)-+-a202c2-+-a202c2(a2-4-02-4- 
e? 1) 0202-0202 c2a2== a202c2(abe-t-1)-+(a20-k+-0202-+ 
—-e?a?)(abe-t-1)4+-abe(a2 +52 -ke24+-1)(abet-1)=(abe + 1)X 

„(a202c2 + Xa202 + abeda2-+-abc) =(abe+1)labeţac+5)+ 
ac(ac- b)-+be(ac-+-b) + a20 (ac-t- 0)] = (abe-+1) (ac+b) 
(beta) (ub-tke). (3. E „G. M. II, p. 16). 20. Se adună primele 

  

  

două fracțiuni. Rezultatul este 2oreEi), scăzând sa 

obţinem: | 
20-a) (02 0-1) (a3—1)(a — 1) __(a?-tat-1)(a2-+-1) 

 la—)la*-ţ-1) (a—1)(a*4-1) 
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(IN, 21-29). "ALGEBRA 

(8. E. G. M. 1, p. 36). 21. Efectuând adunarea în primul 
membru, găsim o fracțiune al. cărei -numărător este X(22—1)X 

(3/2 1)(a24- 04 (02 — 102 — 132 —1) => Dle (app 
pla —a202)-f (22 — 2 — 2) —1]-F (22 —1(0p2—1)(32—1)=. 
90222 (2292-22-22) — (222-222) —3-k-(a2—1)X 

(42 —1)(32—1). Calculăm ultimul termen al acestei expresii, 
şi reducând, obținem rezultatul. (G. M. XXXIX, p. 113). 

22. Efectuim adunările și observăm că numărătorii celor 2 
factori ai membrilor I se simplifică ($. E. G. M. 1. p. 35). 
23. Efectuăm adunările la numărător și numitor în membrul 
I, apoi observăm simplificarea numărătorilor celor două fracţii 
obţinute. Analog în membrul II (3. E. GM. LI. p. 35). 
24, a0—3a—4=a2—3a—3—1==(a2—1)—3(2-F1)=(aF1)X. 

, 

(2—4), asemenea 22 —42—5=(2-+1)(2—5). Deci rezultatul 
a—d4 
  simplificării este 3 25. Observăm ca în exerciţiul pre- 

cedent că 22—32+2=(2—1)(z—2) şi că număritorul se 
divide cu ambii. factori ai numitorului; deducem rezultatul 
simplificării z—83. 26. Descompunem numărătorul în factori 
avem: z*-t-3a--2z=a(24+-324+2)= 2 (-+-1)(z-4+-2). Nu- 
mitorul este divizibil numai cu z-+-2. Rezultatul simplificări 

2-a este oi 8716 27. Dacă. fracţia se simplifică 

cu za, a trebue să fie divizor comun al lui — 36 şi —12- 
Incercând toţi factorii za în care-a îndeplinește condiţia 
de mai sus, vedem că numărătorul şi numitorul sunt divizibili 

a2-F+2a4+-3 
pal 

cu 2—3 și z-ț-4. Rezultatul simplificării este 

28. Notăm aț-b-t-e=a. Fracţia se serie 

=(2—9)(z—1) ($. E. G. M. III, p. 64). 29. Avera:. 

(a-t-BPla-b1)4-(a+-54+1) rr _ (a-Fo)a-F5—1)-E(a-Fo—1) ete Soluţia II-a. Notăm a+b= 

—aă-ha?-bu-t-i _(ut—1)(u-F1) =u. Expresiunea se serie = . p | u5—u2-Fu—1 (22 — 1) —1) ete 

— 90 = 

(2 — 4)? —1)__. 
(24-2)(24+1) IE 

 



    

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 0, 80-36), 

Analog procedăm în cazul general, când îu locul lui 3 se află 
o putere impară 2-1 ($. E. G. M.I1, p. 81). 30. DesvoltAnd 
patratul dela numărător, expresia dată se mai poate serie sub 1-a p(2f)t[le2-F- Bee — fe) + (ae — po forma BIF2X ape FE-Faap Dar(ez-fe)e- (62 — pp)e=pl(e9--6aefe-[-p9) „-. (z2-F-p2p- 
(22— B2)9==9 (161-912 B4-4-70 2f6-1-28 at f12-ț-816), Inlocuind 
aceste expresiuni în E, desvoltând (ai—f4)+ și făcând redu- 
cerile, găsim E=2 (G. M. XLI, p. 149). 31. Numărătorul se 
scrie [(2-+-y)—a5—y5] [(z-+-y)—a5—y15], iar numitorul, 
5(z-k-y)lz-t-y)— a? — pp] — 5 (af apti) (act)? — ay] 
11 29f2(04- 9-9) — pp] —11 apa )(ar5-t-y5)X 
[(z4-y)'—a1— yl=55zy(z-y) ll) 3acy 
8224-11 25595--82yp4-t-3zgp5-ţ- 6], Dar (-ky—a5—p= 
=bzy(0ty)(-heytp) e (at) =7 (ya 
-Fzybkphe. (z-Fy)—z15—ap15=13z2y (29) (a2-Fzy-tyX 

(25 30%y-t Bazt9f24-11 a55/5-+ 8z2974-4-3ay5-4-y0).. Talocuind 
în expresiile ultime ale numărătorului şi numitorului, simpli- 

ficând avem rezultatul 2 (G. M. XXXIX, p. 418). 32. Nu- 

mărătorul fracţiunei se poate serie (z-+-y)'*[(z-t-y)P—a5—g5]— | 
— (ya) 25(25-ap5) Fr pis(z5-t-p5)= [le-ky)— 
— 25 —yp]l(z-t-y)"—a15—a13], Numitorul transformat analog se 
serie [(z-t+y)'—a—yp][(z-ky)—zti—yp11]. Pentru simplificare 
ţinem seamă de relaţiile folosite în problema precedentă. Rezul- 
tatul este 65 pat Sety-BatpP-Hl1a9-tBafyt-t- Sat 

Ă 77 aa 79 599-721 aap5-F yo 
(G. M. XXXVIII, p. 63). 33. Adunăm primele două fracţii 
ale membralui I, apoi ultimele două fracții şi scăzând rezultatele, 

2(ab—1)(d-+e—a—b) 
TR. Proce- 
(a-+-1)(64+-1)(e+-1)(4-+1) 

deu analog pentru ultimul factor al membrului II ($. E. G. 
M. I, p. 36). 384. In relaţia de condiţie se vor.goni numitorii 
și grupa termenii convenabil. 35. Relaţia de stabilit se poate 
pune sub forma AB(a—5-+-BC(b—c)-FOA (e—a)=0, (G., 
M. V). 36. Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este 

observând condiţia, obţinem 
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(, 37-59). ALGEBRA 

abeX(a—b)(b—c)(e—a); aducând fracţiunile la acelaş nu- 
mitor, numărătorul este -—be(b—c)—ca(o—a)—ab(a—b), el 

este divizibil cu (a—b)(p—c)(e—a),-rezultatul este 1:abe; 
37. Procedeu analog, rezultatul este 0. 38. Idem, rezultatul 

este 1, 39, Idem, rezultatul este abrhaobe 40. Aducând 

la acelaș numitor, numărătorul se reduce la zero pentru 

a=0, D,c oarecare; D=0, a şi € oarecare; 'c=0, a și b 

oarecare, el este divizibil cu abc; rezultatul este 2(a4-b+-c) 

(G. M. III). 41. Aducând la acelaş numitor, numără- 
torul este divizibil cu numitorul, iar câtul e de forma 

&(at-b--e), făcând c=0 găsim a=1. 42, Idem, câtul este 
de forma a(a2-+-524-c2)-+-fB(ab-kactkbe), făcând a=0 se 
găsește a=p=1. 43.1. 44, Idem. 45. Aducând la acelaș 

. — —2 
numitor, numărătorul care 'este de gradul meu —2, 

al) câtul va fi de 

gradul m—n-t-i de forma XAaita3?2...ann; (oua... 

ePonzem— nt 1); din aproape în aproape. se păsește că 

toți coeficientii A=1 (G. M. VIII). 46, 22-02 a02—02, 
41. abtac-tad-tbe-t-bd-tred. 48. Se va aduce la acelaș 
numitor și observa că termenul în p5 se reduce cu termenul în 

p?, coeficientul acestuia fiind a-ț+b-țe. 49. Etectuând scăderile, 

obţinem numărătorul abe — a(p — a)? —V(p— 0 —e(p—ch, 

care este divizibil'cu p—a, deoarece făcând p=a sau b-te=a 
numărătorul se anulează, La fel se arată divizibilitatea cu 
p—b, p—c. Numărătorul fiind de gradul III, este identic egal 
cu K(p—a)(p—b)(p—c). K se determină particularizând pe 
a,b,c-.l:==2. 50. Se va aduce la acelaș numitor și observa că 
ya pat?aobi?y=(a ytza-tya)atky-ka)— 
—3aya. 91. Se va trece 1 în membrul întâiu aducând la 
acelaș numitor;: numărătorul este zya(3zyz—a5—gp5-t-a5), 
paranteza este divizibilă cu a-ty-t-z (23. III) deci 0. 52. Se 
aduce la acelaş numitor și se ţine seamă de exerciţiul 41 

- Cap. INI. 53. Dacă punem atb-te=g, partea întâia se va 

este divizibil cu numitorul de gradul 

—'92 —  



    

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (1, 54—51). 

scrie Step me gis care în virtutea 

„condiţiei este egală cu —9. 54. Relaţia de condiţie se poate 

serie be-tea-t+ab=0, deci vho= 2, ete. 55.: Idem 

  

56. Rădăcinile numitorului sunt 2 și 2 deci a=2, s=3 

| pi A B_ 1 — 
și avem: E Pta de unde z(e—1= 

olane Punând z=2, se găseşte Ag: 

  

  

  

iar cu => B= 15: „ Pentru a doua fracțiune și a treia 

“se procedează analop: 3e—5 A r B__ poe mei Pai aa 
2 

| _15—YV5 _15+Y5. ti îi 
unde A= 10 B= 10 A Ii 26 = 

A _B 71 —4i Vă 
= + - cu A 

1+iV7 1—iV 213 
II | 

-6 __ 6 

B= Ari „*. Generalizarea se. prezintă astfel: 

Ba? __Au_B Cc aa Tata sau 5at-7 A (24+3)X 

(2—4)-F-Ba(2—4)+-Czl (24-38). Fă a succesiv z=0, —3, 
7- 8 a__27 

-+4, se determină A, B, C. A=—19 B= —ap C= as: . 

In cazul când numitorul are o rădăcină dublă, descompunerea 

„D238 A Bo _C . ora „se face astfel: zl) = at z Fa D290 a 3= 

= A(a4+-11)+Ba(a4+11)-+ Ca?. Dacă 2z=0, —11, +, 

  

ga 8 a _9%6 _ _25_ , 
aflăm A=—1p C= 21 B= 27 57, Se va consi- 

1 1 
  „dera identitatea Go Fa ZI = Pap 
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(N, 58. V, 1-17), - * ALGEBRA 

(G. M, V.). 58. Iipalitatea este adevărată pentru m=1, 
m=2, presupunând că este adevărată pentru o valoare oare- 
care a lui m se va arăta că este adevărată și pentru va- 
loarea imediat superioară. 

4 

Vel 2. 1. Sail. death. 52, 
2 4P5all . 

„& ab ete e - 7, Se vor utiliza proprietăţile rapoartelor 

a (mn a-ta egale. 8. Idem. (G. M. XV). 9, (=) : 10, FF3az a 

3 
11. Numărătorul este patratul lui z—Vy-t Va 4, iar numitorul 

este a—(Vy— V2)2, rezultatul este ZIIYT = iz 12. z—Vy 

'3 4 
—(Vy—Vz 

(G.M.IV). 13, Prima fracțiune se poate serie 29 

rezultatul este pp EEE 6 M. V). 14. Avem 

n5—831—2=(n—2)(n4-1k, n5— —3nk2=(n+2)(n—1; 
punând la.numărător pe (n-+1)Yn—2 în factor şi la numitor 

“pe (n—1)YVn-F2 se găseşte ca rezultat (2-4 1)Vn—23: (n—1)X 
Vn-F2. 15. Se va pune Yz=a, Vy= =0, Vaze, apoi a—v=a, 
b—e=f, c—a=T; avem &-Ff-hy=0, 2+fpi-rpe= 
= — 2(af art BD, af pepe 2(a8 Park pp ; re- 
zultatul este PE (G. M. IV). 16.. Se va ridica la 

  

patrat și în urmă se va extrage rădăcina patrată, rezultatul este 

VOT Vo. 17. In expresia dată considerăm z* *>4, pentru a 
avea sub radicali cantităţi positive. Fie u valoarea expresiunei date, 
să ridicăm la cub și să ţinem seama de identitatea (aț+5b= 
a5-F-3-+-8ab(a4-b), găsim ut—a'—3(u—a)=0 sau (u—a) 

(42-F aut a?—3)=0. Deci u=m şi = (a (30) 
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"este E= 

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII 0, 18—30), 

şi având în vedere ipoteza făcută relativ la z, urmează u=a. 
18. Se va aduce la acelaş numitor. 19. Se'va pune Va=z, 
Vo= Y, Ve=a, se va aduce la acelaş numitor și. simplifica. 

20. Vzy. 21. Se va considera suma a două radicale ca un 
singur termen, numitorul făcut rațional este q2-ț+-b2-+-c2— 
"—2ab—2dac—2be. 22. Se va considera că numitorul este com- 

“pus din doi termeni Va4-Vo şi Ve+Va; chestiunea se reduce 
la precedenta; când a-+b=c-+td, numitorul făcut raţional 
este 2(ab—cd). 23. Numitorul se poate serie 3(Y10—Y5), 

| rezultatul este Vo(14-V2). 24 (a) Vato), 
a—b 

„25. Se va avea în vedere identitatea a —B5=(24- B)(x5 — acţ 

rasp — „.. —B5); se găseşte Va— dati? + Va: yd:. ..— Vo: 
— ps 

26, Punând ca mai sus Va= "Vai=a și Vo= "V05=B Şi-am- 
gl —Șu 

plificând fracţia cu 28 găsim la numitor a'—b:, 27, Fie 

„Me. m. m. e. m. al indiciilor m și n; se va multiplica nu- 
M—1 M—2 1 M-—3 2 

 mărătorul și numitorul cu aq” —a 7 mon ham mw, + 
1 M—2 M-A MM 

Fanvn n pn ; numitorul devine a mp1, care este raţio- 
„nal căci M este divizibil cu m şi n. 28. Se va considera 
suma primilor doi termeni ca unul singur; numitorul făcut 
raţional este 8ab(a-+-b). : 

'29. Se efectuează scăderea, reducerile și simplificarea. Se 
obţine 4. ($. E. G. M III. p. 42). 30. Dacă îinmulțim, sub. 
radical, numărătorii și numitorii primului şi ultimului termen 

„cu conjugata numitoralui respectiv, obţinem, însumând rezul- 
“tatele, V2—V3. Considerăm fracțiunea a doua a expresiunii, 
înmulţim numărătorul și numitorul cu conjugata numitorului. 

- Găsit rr 3-+-4y3__4-+-3Y3-+-2Y3(54-V/3) fă 77 - Rezultatul final 

15 arărotir n) +V2. (G. M. XI, p. 157). 
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„U, 31—35), , ALGEBRA 

„31. Expresiunea se serie 

Va VA Ara eo das 
| = Va Na Vara dra)-—f3) 

= Y3 [Caro 1)N fos], : Raţionalizând acest rezultat, 

înmulţindu-l și împărţindu-l cu Vor V Va—1)2 +YV3 X 

, (2) Vaze giisim o fracţie al cărei numărător este 

Ya [02+-00/2—0—s]=a3V3 INV] 
'—3Y3 [2—1—1]=0. Valoarea expresiunii este zero. 
(GM. XXXVIII. p. 317). 32. Etectuând înmulţirea, găsim 

2 [app 2a2 (0-9?) -f-2 (24-99) =4a2-k4zV2 (Fu) 
2 (a2-kp2)=l2z+V2GeFye. (G. M. XII. p. 389), 
33. Observăm că suma radicalilor de subt radicalul numito- 
rului membrului întîi provine dela produsele. radicalelor 

Va —5,Vb—e,Ve=a ale căror patrate au suma (a —b)-+ 
+ (B—c)+-(e—a)=0. Pornim deci dela egalitatea (Va =o+ 

Yo — e-t-Ve — a)'=2[Va—b)—0)+V0Zc)(e=a)+ 
+ Ye Za) (a—5)], cu care membrul I al identităţii cerute 

se scrie RN unde raţionalizând numitorul, 

obţinem membrul II. ($. E. G. M. II p. 60). 34. Efectuim 
adunarea în membrul I și cu egalitatea folosită în exerciţiul 

Va—d5+Vb=erVeZa 
"precedent, devine 02 ea) care descom usă în 
P Va (a—d)(b—c) (e—a) p 
suma a trei îraeţii, conduce la membrul II. ($. E. G. M.II p.61). 

95, Netea Vaza >, Metale Deta (4-5) 

„Analog se caleulează numitorul primului termen. Numărătorii. 
. n 

celor 2 fracţii obţinute se simplifică și avem 4 » ete, dez 

  

  

  

  

  

      

2 —q2 

  

—.96.—  



  

  

    

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII . Q, 36—45), 

(S.E.G.M.Ip.55). “36. Se va serie: 22(22—29a)-k-3 şi observa că 
2__ 

=a+Va2—V; rezultatul este zero. 37, Avem a“= = ra 

ab—actataft—abaf__a 
o b—ae-tabaf—batf 

(G. M, XXXV, p. 435). 38. După înlocuire se. va intro- 
duce cantitaţea de afară sub radical; rezultatul este 1. 39, Se 
vor face mai întâi numitorii raţionali, expresiunea dată devine 

Vara Vuzzi— 2 MU a 22, inlocuind pe z cal obţinem 

Y(0-+-y3) DT (2 —V3)* 
Y2Y3 

țiunei avem 22= 

  

şi înlocuind pe 2* în E, E= 

—2; însemnând cu u valoarea frac- 

2-LY5)--2— 3): +2 _54 
— =9, u=3, iar 

6 6 
valoarea expresiunei date este 1. Se mai poate proceda și prin 
trigonometrie: Punem z= cosa, expresiunea va deveni, făcând 

muţi) — sin a sin 4 2 

1-F2sin(2—2) sin a | 

tatul 1, 40. Se va calcula mai întâi VI-a, acesta devine 
fila a-+b 
(Ve) rezultatul este a+ă. 4l, VIP = y Pa 

calculele: 2 » făcând a==80, avem resul- 

  

Z 

=b 

n 

V-z 2 Fete 
42, ir a2== Vei 

  

-+0)-+-(a- 
VI E _ " 9 (4—b) a ] . a, 4 A d . . lifi 4 d —a = Va) Had) inlocuind, reducând și simplificând, 

  3 
. păsim Pe 43, Se poate serie. Netea când se 

a—ztVa—b 
face înlocuirea, numărătorul fracţiunei se reduce Ja zero, 
astfel că valoarea căutată este valoarea dată lui a, 44, Idem, 

45, Avem VEZI i (+2) —1 =i[2—1) za 
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(V, 46, VI,. 1—18). ALGEBRA 

(1); prima a A ta a EL (v— ,]; prima din expresiunile date devine egală cu praz 

iar cea de a doua cu ze 46. Să punem V1-Fa— 

Vl —a=u, ViPa+Vi—a=u, VF i—Vi=d=e, VIFI+ 

— , [VA —p 

VI—b=o, deducem 2= 5% y= ZI p.l—zy=1l— 

00 uta uit se verifică imediat că 
(ho (ok. ia ă i 

ut-ku2=w*ku'% înlocuind în numărătorul expresiunei precedente, 
l—zy__u Bi 

  

  

    

aceasta devine 2 u'(u'-t+v'), deci = în: mod 
2 u ov 

i lay ___v p-hy ou z—y ov. 
“Ana — Ti 7 7 7 — Ș 7 
analog 3 ua 2 u-yu 2 au 

, 2.2 
rezultatele finale sunt gs 3: 

VI. 1.4. 2. 58.56. 4.7.5. 56. 3. 7..12 
8. 12. 9, 1. 10.8; această valoare verifică ecuaţia, întru 

„cât nu anulează . nici unnl din factorii cu care am înmulţit, 

când am scăpat de numitori. Ecuația dată tinde a fi de ase- 
menea satisfăcută când z crește nemărginit, deci a= 0 este 

de asemenea o soluţie. Îl. 5; aceiași: observaţie ca mai 

sus. 12, 2 idem. 13. Cel mai mie multiplu comun al 

numitorilor este atăt; se găsește z=1. 14. Cel 
mai mic multiplu comun al numitorilor este 7-+-1624+4a2; 

se găseşte z= 2, z=00. 15. 4.'16. 0 şi 3. 17, Ecuația 

E se poate seric: (e — 2) =): (72—4) (++ 2=0, Singura | 

rădăcină este £. : 18. Gonind numitorii şi reducând, găsim 
. (na--mb—ma—nba= mat-but — mab —nad sau 
(m—n)(a —b)z= (ma — nd) )(a—d), dacă a—V0 soluția 

_„ma—nb 
este. z= Za când a—b=0 ecuaţiunea șe „reduce. la 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII „UL, 19-—29), 

  

  

  

identitate, Ea admite încă soluţia z=o, 19, sea şi 00. 

20, și co. 21, EV, 0, 2. 28. Gruptnă 
primul termen din partea întâia cu primul din partea a 
doua, de asemenea termenii de al doilea reducând, avem: 

-9 2 LL 
(az-+-m—1)(az-k+m—2)  (az-kn—1) (az-+-n—29) deci 
(az-+-m—1)(az-k+m—2)=(az-tn— 1)(az-+n—9), de 

3—m—n 

da. * 
24. Avem (2a—b—a)+-(a—2b-k+a)=3(a—b), ridicând la cub 
avem (Q2a—b—a-+-(a—29-ţ-2)54+3(2a—b—a)ţa—25+) 
3(a—5)=27 (a—b), ținând seama de ecuaţia dată, relaţia pre- 
cedentă devine 3 (4a—b)(2a—8— a) (a—25-+-2)=0, deci dacă 
a—VE0, z=2a—d și z=25—a; când a=b ecuaţia e identic 
satisfăcută. 25, Generalizarea chestiunei precedente; în mod 

ma—nb , na —mb 
i z= 26. Se vor 

dab 

a+v 
27.  Eliminând numitorii și reducând avem (z2—a? 
(z-haP=(a2—a2) (sa) xx zt—a2=0 şi ata=l. 

(etaotz+_ _(etoteta 
(z—a)(z 0) 9 (2 — c) (2 — d) 

ecuaţia dată devine pt ap sau y & (y—2) — 

unde, după 'ce am simplificat cu Mn, Z= 

  analog se găsește z= 

  
aplica proprietăţile rapoartelor; se găseşte 1=0 şi z= 

28. Se va pune = 
iati 

— (y—2)=0 sau (y—2)(y2 —1)=0, ya sau ya =1; 

(zh) (23) _'(e+ole+a) , _ 
(z—a)(a— d) (7 — (221) ea a 

s jete bed zacăfeia cea de a doua dă (z-+a) (z-k09)X 

(Z4+c) (ct d)= (2 —a) (2 — bd) (z—c) (z— d) +*+ z=0 și 
abe-trabd-kacdkbed Na SR 

= 29. â 4 z V FI FeFd D Izolând mai întâi 

radicalul dublu întrun membru și ridicând la patrat avem 

prima dă 
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(4, 30—39), ALGEBRA 

— Vl—a=1—2Vx, apoi succesiv —z=42— 4Vz, 25 a2 
: 16 = 162 st 2=0 și z= == 35; prima soluţie nu convine, ea 

verifică ecuaţia /z +Yz-k =1. 30. Rădăcina pa- 
trată a lui 22—2a-k1 fa z— 4 sau 1—a, considerând suc- 

. . . 3 cesiv ambele cazuri, păsim: 2=0,z=1; a=2 şi 2Z=—7 
2 31. Va2= a, considerând ambele cazuri păsim z=—3a, 

p=—92a; prima soluție convine când 'se ia radicalul din 

pa d 32. Se va scrie FEL artea a doua cu —, + Se va scrie = pa Pzka 
= 

iz—2 
  

! 3 2 
> Va ; se găseşte s=p sia, 33. z= + pete mil 

34, O-și 8, 35, Ridicând la patrat și sicaplificând: 4(a+a) 

+4 Va: —a2 Va. +a), divizând cu Vaz și ridicând din 

nou la patrat, avem area Ei se deduce z=0 și z= 

=, avem încă soluţia z= —a, rezultând din împărţirea 

cu Va-Fz, şi care singură verifică ecuația dată. 36, Se vor 

, ae Va+z Vaz __b B+-1 1 
aplica proprietăţile rapoartelor, avem : : Vata RU deci 

aka —l A), ; aplicând din. nou proprietăţile rapoartelor a—z b—1 

Medi _OhIb—(0—a 2b , 37 S iai 
avem: — = OFLo Za” EI „ Se va ridica 

la cub, având în vedere identitatea (a4-3)?=a5-F-55+3ab(a4+-5); 
3 

se găsește mt 20), 38. Ridicând la cub avem: 
- — m. — : Ira pizeipoop mu (CZE pirat 

c1—30c—2 (etnie , 
Zac Fa (ce == 39. Multi- 

  

    

=0—90 «fu at= 

plicând numitorul cu 3 și scăzând numărătorul, avem. 

2 IV (aka) — oVa:— a-i (a—a)! 3 

Vata) Vaz V(a a)? 
  3 <, ultiplicând apoi 
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| 2|Vaa)-oVa— Vaz] 31 

  

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII . (UI. 40—43), 

numărătorul cu 3 și scăzând. numitorul, se găsește 3 
Vata) V a 2-a a): __3e 
  » înmulțind ecua- 

ţia dată cu cele 2 epalităţi găsite, avem 

(Va Ez-Nazz) (Vata Vet Zaha): (3—0)e? 
(Va a-tVa—2) (Vrba—Vaez a 2"): 3o—1 sau 

ke de undez= + dc Ve 
Waka) —Va 2) 

js 
3 3 
Vla-ta)+ V(a—z 
40. Trecând pe 2y 1— a? în partea întâia, acesta va reprezenta 

4 8 4 411. — 
patratul lui Vi—a VE i-+a V 1 egalând aceasta 

„cu zero, ridicând la puterea a S-a şi aplicând proprietăţile ra- 
poartelor se găsește z=a. 4l. Iivizând parte cu parte 

identitatea VizFai—V (oaia a cu ecuaţia dată, obţinem: 
V (z-Fa)-4-V (2 —a):__a de unde 2 Vai—z 

m 4 4 Na 
( zta+Va—a)' b . (VabatVz=a) 
b—a Vata +- Vaza? _ tata LL la — a 

Vaz a z—a za 

” 4 2-a | 
Notăm V —— =u. Ecuația devine (B—a)u?—2aut 

z—a 

a + Voai—: (a Vpad—bii-t(i—a)e_ 

  

  

  

  

  

2 a 

b—a 
  

(000, ue Deci z=a 
b—a (at Vzab—b')'—(b—a)e 

(a*-+-2ab—0') (a V2ab-32):_a2--2ab—t 
2V2ab—b:(a +: da-i):  2V2ab—d2 

y w—(a by , 
96; se găsește z= ta ere, 43, Ecuația dată 

  

  + 42. Generalizarea ex 

  

nt nl X5 a 
. n? ara aș 

„se - poate serie: (a 2)" = Za? AL = = (=) i 

ps ——— (vezi R. MT, IV, 95), 
[oaia | | 

„1 | 
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GI, 1—0), ALGEBRA 

VIL 1. 2=60, y=36. 2. 2=18, y=6. 8. e=2, 
y=7. â. x==18, y=12. 5. Indepărtând numitorii, ecuaţiile 
devin: (a-te)z-t-(0-Fo)y=2a-k+c)-+ko), az—yy=(a—b)e; 
“multiplicând prima cu b, cea de a doua cu b-te şi adunând 
avem -(acţ-be-t+2ad)z=(b-+ke)[2b(a-t-c)-k+e(a —b)]=(b-ke) . 
(ac-t+-be4-2ab), deci z=b-ke. In acelaș mod multiplicând 
prima cu a, a doua cu a-tre și scăzând, găsim y=a-e. 

6. Din ecuaţiunile date deducem (a—b)zk(a4-5)y=2a(a02—b2), 
z—y=4ab sau a(z-+y)—b(z—y)=a(zty) —4a52=2a(02—02), 
e ahy=2(024-8), 2—y=—4a0, care dau imediat = (a-4-b2), 
y=(a—d. 7. Sistemul se mai scrie,- dacă descompunem . 

  numitorii în factori primi 
z y 1 _ 

a-+ Iat-o) fat Fia D) 

  

__ z | y 1 z 
" ab(at-ă(a—5) + abla—b) + d(a—5) Zau 

y 1 1 Z i * . 

La(a2-tabi:) | ab(a—b)(a%-tabţ-62) aba0apa0 702) 

uta sau, notând a+-y=&, a=B, b(a—)=y | ab(a—)) | , 
a-thavi=ă, şi îndepărtând numitori, găsim Bfz-kyy+ 

Fi=a-taytaţ, pratiyti=atây+8B sau încă: 
(6—a) [(By—1)a-hryt1]=0. (S.E.G.M.II p. 132). 
8 s . 1 1.1 , o . Se vor lua ca necunoscute 2 Şi y>y: se găseşte 

    

p—9? p—9? 1 1,1 a = A = . 9, == ps = 
ap=—uq ”  bp—ag e pg Y pt3 

— Y 

bn—am an—cm | 
valoarea comună a acestor rapoarte, deducem z?-+7*= [(Vri— 

— m-au —em)] = ru: _ ]; 

  

  10. Din prima deducem ; însemnând cu 

z= (bn—dm)u, y=(an—emu. Îl. Prin împărţire de- az 

  

ducem ai procedând în mod analog ca mai sus, găsim 

gi pp ast avoi zi _ la yy0) , 
—Ț == LI: —Ț = — .? as I5 asr p as ap? , 

V(Dn—dm)-F(an— cm) 

m
 
m
a
r
e



  

    

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CN, 12—20), 

  

  
  

== pb 12. Prin înmulţire şi împărţire Va + . - Va +15 | e : 

deducem (+9) (z—y)= Vad V, ze, se găsește apoi, 

a-+b rezolvând ca mai sus în raport cu z-ky şi 2—y, z= 

  
  

5F= 
2Va?j2 

00 - - . - . ' y= 5 273 13. Din ecuaţiile. date, prin înmulțire şi împărțire, 
Va“ 

. Aa 3 
iu a | 

deducem = Na — AY, însemnând cu a valoarea E] 

a—a Yy a—az b—y 

- a. n .: primelor rapoarte, găsim 2 =| 3 14. Cea de a doua ecuaţie se. 

face imediat rațională (4y4+5z==180), multiplicând prima cu 3 
adunând cu cea dea doua și ridicând la patrat,avem 252—1697=0... -. 
z=16, y=25. 15. z=9,3 y=16. 16, Multiplicăm cea de 
a dota ecuaţie cu 4 și 9 și scădem din întâia” și a treia, ob-" 
ținem —10z24-5y=0, 14y==98 .î. y=2; z=1, s= 
17. Se va elimina mai întâi y succesiv între întfia și a treia, 
apoi între a doua și a treia, se e e z=9, y=4 2=6. 

18. z=2, y=s, 1=3, (G. M. II.) .. 19. 19. TA 
1. 1 00) E) Dă 20. Se poate "ușor elimina z 

scăzându-le două câte două, apoi y ete. Se poate încă rezolva 
chestiunea astfel: Să considerăm polinomul z—X y+x2 z—X35, 
în baza ecuaţiilor date acest polinom se reduce la zero pentru 
„X=a, X=b, XN=e, vom avea deci 2—N gt? 2—X3=(a—X) 
(V—X)ie— XS); 'desvoltând membrul al doilea și, identificând, 

- avem: z=ale, y=-+(ab-tac-kbe), 2 =aki-te Chestiunea se 
poate generaliza pentru sistemul zi—a; za: z3—.. taina 
TF Qi =0, î=1,9,3...n. (G.M.I1.) 21. Scăzâna două câte 

două ecuaţiunile date deducem: a aa 
— DA pă=z__2— —ă Lă= , 

= ri p + = Pi + Z, aceste ecuaţii   

Q 

. 
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(VII, 22—29). ALGEBRA 

au ca soluții z—y=y—a=2—z=0 sau z=y=a; substituind NE 
întruna din ecuaţiile date găsim că valoarea lor comună 

este 1. In cazul când Lpaq=0, sistemul admite încă 

eee) ete.(G.M.III). soluţiile: z=gy=a=h, -22, € ata =) (a e) 
1 1 1 . 23. Luând ca necunoscute pe = P — chestiunea se 

reduce la precedenta. 24. Eliminând mai înti pe a? și 

(02 — 09) (ve — 10) (02 —e9) 
  

  

  

2? găsim: 92 02) » în acelaş mod: 

(p2 — c2) (v2 — c2) (62 — 2) A . y2 pp? 
2 = | 2 — a E apoi z ze — (G. M. 1) 

25. Să considerăm expresiunea — ZF — = — ta —1, 

dacă z, y, 2 reprezintă rinite sistemului aut expresiunea 
precedentă se reduce la zero pentru X=Ă, X=e, XI ==”, vom 

PY (XA) (Xp) (x—) avea deci =>t; ta => = (2 3) 023) e) 

(a-A)(a-p)ta-v) 
(b—a) (e—a) 

ete. 26. Procedeu analog ca în problema 10, se găseşte 

multiplicână e cu a—X şi făcând X=—a, deducemz= 

la etc. 27. Din aplicarea proprietăților TELE p proprietăţ 

  

  

  

pă , rapoartelor rezultă Fi a a Pai se găseşte 

pg bt ete. 28. Adunând avem (athy-tah= 
Vla-to)o-ko(etka) 

2a 
=adb-e, deci ya == ete.; se găseşte + + y+ Va Fota găseş 

_bhke—a | 
ete. 29. Pentru rezolvare procedeu analog 

“VaFote * o 
, ” m-+n 

„ca la problemele 10 și 26; 'păsim an = a ete. de aci se 
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RĂSPUNSURI ȘI'INDICAȚII | — (ML, 30—36), 

m mn, 2 
deduce ati dif ete., deci an pn cn == gin te 

MN mn 

rezultatul eliminărei este: gt ppmen + pt = = gata 
30, = ete, „= a—bthe „a akti=e 

7 si 7 
FRA (a+b—c. 3. Ecuațiile date se pot scrie: 
(z-+-y) (z-ka)=a..., deducem (4-9) (ya) (-ka)= Vave 

deci ka Vave „str cele a 32. Primele : a abc | 

Va ţie _, ada 
CROR-SI 

dopat = belele a DV); 
a | z= = .., îar aani-ț by can t= Ip pahar 

  » ete, apoi z= 

ecuaţii le putem : scrie: - 

  
  

= a Na+ Vol. 33. Ecuațiile date pot fi serise:, 

(+2) (p+2)= a-i .... Se găseşte = + 

  

a2 

d + anFt „mas pei ete. 34. Punând z—a=y—b= 

=a—c=u, avem z=a-tu, y=b-ku, z=c-ku, substituind 
În ultima ecuaţie, termenii în 2% și 2? se reda și obţinem 

a5--b5-+e—3abe | 
vo Sehoteab-aedd (a-Fbto, apoi 

z=a—7 (a4+-b-+c)... 35. Se vor divide ecuațiile cu 

  

, 1 1 1 zi și se vor lua ca necunoscute Ze găseşte: 

= 1 = 1 z= 1 . 96 Ss: „* be=a Y e-tra—b ” atb=c + Se'va pune 
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(UI, 37—49), 7 " ALGEBRA 

A   1 a 
=at,q =att + Impărțind prima ecuaţie ridicată la Y ZI ţ —1 at 

(2—1(yk1)__a2 - zi îi 
atrat cu a doua, ăsim A =, sau para e sm y—DaFi) b 

bt-+a N 
unde x=—— a. Din prima ecuaţie, deducem z= 

vi— at—! 

„2-ka-ki 
ultimă se scrie aa? 3 —=e şi înlocuind z,y, în funcţie 

pPyl 

zi 

  . €. Ecuația 

  

  

detatiim = 2 E GE 37, send pa, 

pet Tr) 
par). 38. Procedeu analog 

e 

1 
“as 

YU 
ca la 9 și 25; se găseşte =; 

“e
 

  

F
I
 

la; 3 

V Sp 

a 1 Ş 
nând cu 7 valoarea comună a rapoartelor date, avem z=a, 

ni ID 
Do = Uz zuza. n SU a-i bu an. pu N 

  =—1, 2... 39. Insem- 

» 

a 

nl , . 

zi=a (2). 2). G. M. x) 40. Se va lua ea necunoscută 

a—ms B—ns 

    
  

  

suma s=etytati avem LS pp 
| | d 3 — b—n 

7—ps î—gs — ms Bas. = ps 
=  Î= > adunând * 

c—p d—q a— ad b—n + Pi 

î—as. a | , NR 
FE ==s, care dă pe s. 4l. Generalizarea chestiunei 

precedânte;' se rezolvă în acelaș mod. ' 42. Ecuațiile date 

(£ —2)— 1—y (. == pă 1— 2 
l+z  1-ky i-l i-a 

(iz = (= t 1—7 

1-a 1-a Uu-ul 1-Fa se giiseşte. To 

-se pot pune sub forma: 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (MII, 43-45, VI, 1-6).: : 

| 1—E _i—i ie = AjL= 
IE Spa ag i Vize 
za m y— —b=n, ap, z-—a'=, y— -p' =, 
i—c=p', avem a—a'=m'—m., , prima ecuaţie devine: 
Ym-Fn2 2-p2- Vo ?-knp2= Vona) 2-(n—u Fio—p> 
ridicând la patrat şi simplificând obţinem: 

Von? a22-Fp?) (n 24+-a2-+p2)=—(mm-tnn' po), ridicând 
din nou la patrat şi servindu-ne de: identitatea lui Lagrange 
obţinem (ma —n m tine pn) + (pn —mp)= 

+
]
 

t9
 

43, Punând | 

  

  

  

  

MP m n za —<=3=3 sau = == p deci mon p mm un p—p a'—a 
y—b__a—ec A == It z=a-țtula—a).., substituiud în _cea 

1—(Aa+-Bi+Ce) 
A(a—a)+-B(0—5)+Ce=c) 

Chestiunea se poate generaliza. 44. Să punem N=at-a2+ 
+ 2-Fc2:..; sistemul devine VX= VIZae+VZZa Z—a:, 
eliminând radicalii, deducem din comparâţia rezultatelor: 
AONX= RY =c07Z=u, găsim: 

4atbiei 
2202 — 9202 —9et ab? Fatbi-rat chici: 

beu—(b-he)v-t-ao 
(a—b)(a—c) ? 

_cau—le-ta)rtaue  _abu—(akbetu . | y= 02002) x= Calc valori ce se 

“introduc în expresiunea considerată. (S. E. G.N. Il.p. 188). : 

  de a dona ecuaţie găisim ua= 

U=— 

45. Rezolvând sistemul găsim = 

VIII. 1. Fie a<<ed, avem c—b<d—a.'.ate<itd; 

2. Revine la (a—3>0, 3. Avem ma-tnb pub —0) 

m m(b—a) —a) 
Fa aa tau 

= — Ea Sia 4, Se poate scrie (a—1)(a a3—1>0 sa sau 

(a—1)2( tat-kat-1>0, i we][a += 1 3 exprese pozi- 

_tivă, 5, se poate serie (a—1P [(a-+1)P-+ka2]>>0.: 6. Mul- 
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“CUI, 7-18) „: ALGEBRA - 

- tiplicând cu 2 și trecând totul în membrul întâi, acesta de- 

vine: (a—b)-+-(b—cP-t-(e—a)?>>0. 7. Efectuând operaţiile, 
„se reduce la precedenta. 8. Se va porni dela inegalităţile 

evidente a2>a2—(b—c)... 9. Se poate serie l-khe— 

—2(a—c) V-ke2+(a—c)>0, primul membru e un patrat 

perfect. 10. Se poate serie (a—b)(Va—YV5)>0 sau (Va-+Y9) 

(Va—Vok >0. 11. Din identitatea lui Lagrange (II, 23) 
avem: (a2-+-52-H+c2)(a24+b2+c':)—(aa'-+bb'-th-ec)3>0, deci 

(aa +-bb'-hec)P<<1. 12. Avem 5at-t-2c2—9a2bc—2a(b-te) 
(2a2— bc)S=0. Cum a2=2-+c2,inegalitatea se serie4 at b202— 

—4a2bc-ț-2a?bc-at—2a(b-k-e)(2a2—= bc)>0,4a4-4-b2c2—4a2be4+ 
-F-a2(32-4-c2)-+-2a2bc— 2a (B4+-c)(2a:— bc) 330, (2a2—bc)-+- 

a?2(b-t-0)?—2a(b-e)(2a2—dc)530,[2a2— be—a(6-ţ-0)]530. 
Expresiunea a doua se serie A a*-+-B[85-+-o0%-4-352c2(02-4+-c2)] = 

Aa6-+-B(2+c2)=a“(A4+B). (G. M. XXXV. p. 195). 13. 

(a—206)530, (5—2c)2530, (e—2a)530, deci 5 (a2-4+-024-c2)> 
4(ab-k+-betkea).(G.M.XXX1V.p.38). 14. Avem asb-ke3— 

—3abe=(a-+b-ko)(a2-+624+-c2—ab—be—ca), iar paranteza 
este + [(a—bP-t-(b—ck-tk(e—a)?]. (G. M. XXXIV. p. 38). 

15. Generalizarea - chestiunei 11 VIII, diferenţa obținută 
trecând totul în membrul I, se poate pune sub forma 

unei sume de pătrate de. forma (a;a,—a,aj. 16. Se 
poate serie (af'— fa) (p2— q. (G. M. 1X). 17. Fie a 

sata şi b cele două numere a>b, avem 

  
ad pi dabP—4a0_ (a—b) (ep 

2 2(a-Fo-toVad) a(atoaVar) ” 8 - 
18. Pentru 2=—2 vezi pr. 17. E destul să arătăm că teo- 
rema fiind adevărată pentru 2—1 este adevărată şi pentru 2. 

Ga ka Fm an=a 

n—il 
Fie a>a2z>as>...>>an, prin ipoteză > 

n i | mA. > Vaas..san=, dar aia... > an , de unde 
. n . 

Va, 2... n PI Pe 
1 >> e . "A , . 9 
AIP, şian< ..On=li d - Ja, aaa) „N a1Q3... ani; din acestea se de 

Ș 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (SII, 19-27), 

duce imediat că 2 1 > (mima ——— Pai 
” i a Vaiazuan-i n" Vaias asa-i, 

atatea > "| a. aa. an — Doeat.d, 

19. Din inegalitățile aCb-t-e, bCe-ta, cab deducem a—b<e..., 
prin ridicări la pătrat și adunări obținem inegalitatea căutată, 

20. a15%--09-3abe=(a-Fi-k- XI (a—dP+-l (b—c)2-F(e—a)?]. 

21. Se poate scrie a? (03 dc) (6t—ac)-k- (2 —a5)= 
= a2(a24-02—02—bo)-02(02-tk 2 —a2— ac) c2(02-F- 2 —V2— 
— ad) =(atţ piei — q202 — 20 — d2c2)-+ (a2 pF a2c2 + 
FB —a2bc—bac—c?ab), fiecare. paranteză. e o sumă de 
pătrate. 22, Se va pune sub forma unei sume de termeni toţi 
pozitivi observând că a*+-bs—a:b—a5'=(a+b)(a—b):; 
pentru partea a doua a inegalităței acești termeni sunt: 
â(b—ck+o(e—aP-he(a—b. 23. Punem y-bFa=a, 

zha=d, z-k-y=e, p=tbre=0), pete, paie, 

Inegalitatea se reduce la te pete pei 

  

Deci a fortiori 

56, apoi la pre- 

cedenta. (G. M. XXXII p. 194) za, Inegalitatea revine la 
1 

(+ +2) <n, care, este” verificată pentru n=3, când n 

creşte cu o unitate membrul al doilea creşte cu 1 iar 
membrul intii cu o cantitate mai mică ca 1, deci a forliori 
inegalitatea va fi. verificată (G. M. XVI). 25. După prece- 
a 
denta avem ” Va 1 >Va. 26. Avem. (2-1) —pun= 

az atatea -Fnn-i>n. ni (mkl)—n .- e _ 
21. p fiind un număr mai mic ca n, avem p(in—p+1)>n, 
căci din 2>>p deducem n(p—1)>p(p—1)s*-p(n—p+-1)>n, 

făcând p=1, 2 a sau 2 și făcând produsul avem 
2 na: 

n 
prima inegalitate; avem apoi pbu-0< (5 

  

după cum se 

poate: verifica uşor, procedând ca mai sus găsim a doua inegalitate. 

— 109 —



(III, 28—41), ALGEBRA 

"28, După ex. 18, ua: anti > Ha, asana. 

Punând a = 023 =>, Sami Sl avem mt-n>, 
nt , IS , ARI (2-4+-1) Vm dând lui 2 valori dela 1 !a 2 şi multiplicând 

inegalitățile obţinute, aflăm prima inegalitate a enunțului. Cu 
(m-knbti>(n-k 1 obţinem analog cealaltă inegalitate. 

par E 2p+-1 apti (G.M.XXXII p. 185). 29. Pentru ca să avem qi 7 oz > 

trebue să avem 2p-+-13>0, q>>0 sau p și q pozitivi; din inega- 
2ptis a 2p% la —1 o 1 2 a9+- 21% 27 <B deducem ap   lităţile 

2q9b—1 e , <peti—l, cele două limite între care e cuprins p trebue 

să diferă cel puţin cu o unitate, deducem > ai luând 

p și q astfel ca inegalităţile precedente să fie satisfăcute 
— ceea ce este în totdeauna posibil — și inegalităţile date 
vor fi satisfăcute. 30, z și 7 fiind greutăţile reale ! şi / 
braţele de cumpănă, avem pl=az/, VI=pI sa aFy= 

RLÂL2 - pri, cantitatea ce el crede că a vândut fiind 2p, re- 

2 "2 —_ 
zultă o diferență pt) sapop pl), 

deci el pierde. 31. a<—. 32, —Ş<z<t 33, Dacă 

b (m + p) (a2— d?) >0, trebue z> ea, contrariu dacă 

b(m + pla? —59)<0. 34, z<0 sau z>Vad. 35, 

O<z<1. 36. Rovine la —7—>0, trebue —co<za<—1 1l—a 

sau 0<z<L. 37. y<2,2>3—3y, 38. y>1, 1—y< 
<zCy—1. 39. Trebue să avem (z—vy)(z-ky)>0, y=3—9a 
e (2—1(3—2)>0 st 1<z<3, —1<y<3. 40, Pii- 
mul membru se poate scrie (z—1)P-+(y—1Phh—2, deci 
trebue să avem h>2, 4, Generalizarea chestiunei prece- 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (Will, 43-45, IX 1-8), 

dente, trebue să avem h>Xa? 42. Primul membru se 

poate serie (z—y—2)-+(y+IR+-h—5, trebue să avem k>5 

43, Primul membru se poate pune sub forma: Î-(az-F-by 

La ac—lt 0 [pp ae=bd aa) + f— ded —behe(ae--bd) 

trebue să avem a>0, ac—b:5>0, flac—b)—d(ed—be)— 

—e(ae—dd)>0. 44. Se poate serie: (2—2yţa—3P-+ 

+ (2yzz— iara (0P— (3), tre 
bue L>E, 45, Trebue să avem: l—-e<a—1Ci-țe şi 

1l—e<= Site; distingem : O<e<1 găsim pi 

<e<ete ea acelaș rezultat, e>2 găsim a—e< 

<a MM. XII). 

  

     

IX. 1.8 şi 9. 2. Ecuația problemei z-+-10=—2(140—a) 
+" 2=15, 140—z=—195. 3. Ecuația problemei 600 X0,75-+ 
-+09z2=(600-4+-2)0,82 te 2525 pr, 4 Ecuațiile problemei 

0,022-+-0,06y= 1600; 0,023-+-0,06(32+-y) = 2000 xx 
z==20000, averea este de 40000 lei 5. Eeuaţia proble- : 

mei 22 Xa=X 60 x z= 72 sărituri de ale oga- 

rului în care timp vulpea a mai făcut 108 sărituri. 6. z, fiind, 
"numărul persoanelor şi y suma de împărţit, ecuaţiile proble- 

  ; Ya Y = * = mei sunt: 23 a” id 23 pr x*fx a=12, 

lei. 7. Ecuațiile problemei: Di —p, 2 = + q 

te a mn(pto _ mnpqlm nota) 

mg—up? (mq—npk 

blema să fie posibilă trebue mg—np>0 și mn(p-tq) divi- 

zibil cu -mq—np; valoarea lui y este intotdeauna admisibilă. 

    

; pentru ca pro-   

-8. z,y,4 reprezentând greutăţile celor trei aliage,- ecuaţiile 
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(1%, 9—17). ALGEBRA 

problemei sunt: 2(0,65z-4-0,70y74+0,752)==5(0,352-+-0,30); 
0,65 z-4+-0,70y-+ 0,752 -+3=0,35 2 F- 030y -F 0252 +6: 

ds 0 D= 930 IE; ; ultima ecuaţie dă z=, apoi se găsește 

= 2 = 600 gr.,y= 6,300 kg. 9, Celui dintâi i sau luat 88 lei,i iar 
celui deal doilea 44 lei. 10. Numărul dat poate fi scris: 105-104 
y105-f-2102-F-410-ka = 2 (a0105-F4710%F4105-F410%-Fu10-F1) 
cele două numere trebuind să aibă același număr de unimi 
deducem că 32=M 1041, cum 3u<30 rezultă 4=7; apoi 
31-4+29=M10-+-7, 1=5 etc., numărul este 142856. 11.2 
cireși, 12 meri, câte 36 peri, piersici şi pruni. 12. 6 pari 
şi 8 sau 9 vrăbii (G. MIX). 13. A înaintează pe oră cu 

„1. m. 86 see., B rămâne îndărăt cu 4 m. pe oră (G.M. III). 
14. A 500, B 700, C. 800 (G. M.IV). 15. 600 lei cu 4/0, 
100 lei cu 6% (G.M.V). 16. MN=3a—b0, 2=2(2a—b):c 
w=2a:c. (G.M. VI). 17. Fie t timpul întrebuințat de câine, 
ca să meargă dela stăpânul său A până la călătorul B; în acest 
timp călătorul B a mai parcurs distanța 2'£ astfel că drumul 
parcurs de 'câine este d-+o' t=Vi, deci =d: (V—») (1); 
în mersul înapoi câinile are de puteurs, în timpul f d. ex. 
drumul d-t-ut—o(2-+f) deci /=d(V—):(V—2)(V-kr) (9) 

„Discutie. LI. v>v, a) V>e, formulele (1) şi (2) rezolvă 
problema aşa cum a fost pusă. 5) > V>v, formula 
(1) ne dă pentru 2 o valoare pozitivă care reprezintă timpul 
„Intrebuințat -de câine ca să ajungă pe călătorul B; iar 
formula (2) ne dă pentru t o valoare negativă, aceasta luată 
pozitiv verifică ecuaţia —/'V=d-he't —v(1—v) sau 
tv=dvi-t (Vo), care corespunde problemei când var 
cere să se găsească timpul ce Par pune stăpânul câinelui să 
îl ajungă pe acesta, când câinele ajunsese pe călătorul B; 
cu alte cuvinte ar fi problema în care sar prespune că 
in loc să alerge câinele după stăpân, acesta se întoarce după 
câine. -c) Vo, în acest caz IO și /<0, ceea ce în- 
seamnă că niciodată câinele nu va ajunge pe călătorul B, va- 
lorie lui £ și £ luate pozitiv verifică ecuaţiile d—0'1=—Vi 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 0% 18). 

—Vi=d—othe (140) sau vi=d-FVi vit dFViAo (tt) 
care corespunde. la cazul când sar căuta timpul de când 
câinele întâlnise cei. doi călători,: actualmente ei găsindu-se 
in poziţiile depărtate cu distanţa d și câinele aflându-se la 
stăpânul său. Il) v<o 'a) V> aceiași concluzie ca la a 
b)-o<V<y, i luat pozitiv reprezintă timpul, ce a trecut 
de când călătorul a întâlnit . câinele, etc.. 18. Fio A şi B 
cele două mobile, să presupunem mai întâi că mișcarea sc 
face dela A spre B și că viteza va lui A, este-mai mare ca 
viteza > a lui B, prima întâlnire va avea loc după timpul 

= + d d , - Ş u= pa doua după timpul =, *.. a: 22 după 
P 

timpul ln= dt (n) n 
v—v 

  

(1).. Să presupunem din contră că 

mișcarea se face dela B spre A și că 2'>r, a n întâlnire 
Leu 1)1 

—v 
mul caz vo, iar în cel de a doilea vo, este sufi- 
cient ca în formulele precedente să înlocuim pe d prin 
l—d şi să schimbăm semnul numitorului. Să presupunem 
acum că mobilele merg în acelaș sens, de exemplu, am- 
bele pe arcul d, a 4% întâlnirea va avea loc după timpul 
de(n—1) 

(3); iar pentru cazul când ar merge pe arcul din 
Fo 

va! avea loc după timpul 74= (2). Dacă în pri- 

afară este suficient a inlocui pe d prin: —a, Să presu= 
punem că mobilul A.pleacă cu 0 secundă înaintea lui B, 

din) 1—»0 
întâlnirea a 2% va! avea loc după timpul 

v—vy 

sau i (4). sau acela ce sar deduce. schizabtnd pe 

di în I—d. Dacă mobilul A pleacă ci cu $ secunde în urma mobi- 

di (n— Itu d 

v— 
lului B, a n* întâlnirea are loc după timpul (5) 7 

Sau ae Formulele (4) şi (5) sunt cuprinse i în for- 
iti d (n—1)1= derbi cu condiţiunea. de a considera 

p— 
mula, unică (6) 
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(IX, 19.—21), ALGEBRA 

ca pozitivă viteza când mobilul merge dela A spre B și .ne- 

gativă în sensul contrariu, iar timpul să-l socotim totdeauna 

din momentul pornirii mobilului din A, pozitiv posterior 

acestei date și negativ anterior. Formula (6) cuprinde de ase- 

menea şi formulele (1), (2) şi (3) ele corespunzând la 0=0. 

19. a reprezentând averea de împărțit, părţile primilor 2 

. . —a . 1 z—a 
copii sunt: a+€£ A si 202 [aa RI —2a|—     

n 
— —a)—2 , 

=2a-+ (ne se)z2ne, aceste părţi fiind egale vom 

avea a-t Ea Den —1e „e, z=(0—1) d 

ARN e (n—iPa—a 
partea unui copil, partea primului copil fiind Cl a 

=a(n— 1) rezultă că numărul copiilor este n—l1. Se va 

arăta că și părţile celorlalți copii sunt aceleași. 20. Să 
considerăm jucătorul care a: pierdut partida de rangul ş, 

fie a; suma pe care a avut-o la începutul jocului; după 

prima partidă el are 2, după a doua 4... după acea 

de rangul j—1 2i-îz;. Suma totală ce se află în joc fiind 
na, rezultă că după partida de rangul 5—1 se află la cei- 

lalţi jucători pa—2i-4,, el pierzând partida de rangul z, 

rezultă că a trebuit să plătească suma de mai sus și i-a mai 
rămas 2iiz;—naţ?i-lazi= 2izi—na; după partida ur- 
mătoare el are 2iHlz;—2na ete, după ultima partidă el 

(14+2"-n)a 
9n 

î=1, 2... n găsim capitalurile iniţiale ale jucătorilor: 

(1-Fo-ina (14k22n)a 1-a 21. su _ 
2 ' CE ne ana + Să evaluăm 

are 9"z;—9"îna=a st zi= făcând pe 

timpul întrebuințat de cele două automobile până în mo- 
mentul întâlnirii, z reprezentând lungimea drumului, auto- 

. r 2 . , . e 
mobilul TF a parcurs şa cu iuţeala Y întrebuințând timpul 
2 . 1 . . . . 
3z:V, apoi gz—a cu iuțeala 1 întrebuinţând timpul 

2(2—3a): 3 v; timpul total trebue să fie egal cu întâr- 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (1, 22—26). 

zierea între cele două automobile, plus timpul întrebuin- 
țat de automobilul T pentru a parcurge distanţa z—a; 

2(2—3a) a 

y 
+ z=6a—3a 3. 22, a reprezentând 

se găsește astfel că ecuaţia problemei este 7 + 

_Z uz -a V 
pr y y 
distanța punctului P la centrul cercului, găsim z=(2m—1)R 
ca soluţia să fie admisibilă trebue z>R ++ m>1. 23. A- 
ceastă împărţire are loc la fiecare rotaţie a secundarului, afară 
de cea dintii: pentru a 22” oară acul secundelor a parcurs 
de n ori cadranul plus o fracțiune. Fie A oripina arcelor, 
la XII, M, $, 0 extremităţile minutarului, secundarului şi 
orarului, z numărul de secunde căutat; trebue să avem 
OS:MS=/4, sau, socotind arcele dela originea A, avem 
(AS—A0): (AM—AS)=h ete AO-+ANM=(R-+-1)A S, însă 

A0= 

x 
  * 

E — ab aL .. 

12 X 3600? AM 3600: AS 50 n,  substituind 

o 2 12 X3600(£-4+-1) n SN ţa găsim z = ZO08E PT 24. Ecuațiile problemei sunt : 

az__by_ca 9aS , 
== = ete. 25. a(a-FB-P) 

_2R 28 _2R 2V2 Ă = pa R= Eta) Lp. 
26, 200, a 2abre 

  

o See, protest X 

  

, p ] Li —— Ra, —— ecuaţiile problemei sun ez d p Fa + paptal 

a—b  __ q a—b | . : Xa 0 = ao e Ca valorile găsite să convină . 

problemei, astfel cum a fost pusă, trebue să avem: c>z>0, 
Oy e, care dau (a—b) (p—q)>0 şi q(u+-5)<2p5, 
pla+b)>2qa. Să presupunem 4>b, trebue și p>d, 
Pa 20 Pod e | IE ia ultima inegalitate atrage pe cea 
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(1, 28—a0), : - ALGEBRA 

a+-b 
»b ; 

două trapeze. în care sa descompus patratul şi al căror ra- 

“port este a: b;0) ea >——= De latura MN întâlnește 

dintii (1X, 2); fie a2->   o soluţie determinată, avem 

pe BC în R între B și C, soluţia găsită convine chestiunei 
cu condiţiunea de a considera suprafaţa triunghiului BMR ca 

negativă; )2< 2 avem z>e, y>e, „MN întâlneşte 

pe BC și DA în R şi S, soluţia convine dacă vom considera 

suprafețele BMR și DNS ca negative; d) = 1, 2=o, 

y =, dreapta MN tinde a deveni paralelă cu AB şi CD; 

e) E <1, 2<0, y<0, MN tae pe BC și DA respectiv în 

R şi S, soluţia convine cu condiţia considerării suprafeţelor 

„triunghiurilor CNR și ANS ca negative; pr=0 z=0, 

y>— See dreapta MN devine AN, fiind la dreapta lui C 

9) 20, z>0, y<0, M se găsește la dreapta lui A și N la 

dreapta lui C ete. "Toate aceste cazuri se pot cuprinde întrunul 

singur, cu condiţia de a considera ca positive valorile lui 
la dreapta lui A și ale lui la stânga lui C, și negative cele 
de sensuri contrarii; de asemenea dacă -se vor considera ca 
pozitive suprafeţele din interiorul patratului şi negative cele 

din afară, iar raportul ri ca pozitiv când P este între A și 

C, negativ în afară. 28. Dacă 1 este latura dată, cealaltă 
€ — 2 _— 

latură este RU , iar ipotenusa RE 

tru ca soluțiile găsite să fie admisibite trebue 1I>9R. 
'29. Viteza primului tren este de 30 km. pe oră, iar a celui 
de al doilea 60 kni. pe oră; AB=172 km., BC=190 km, 
30. R fiind raza secţiunei determinată de primul plan, a 

3; Den- 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (%, 31--35), 

apotema corespunzătoare, z apotema corespunzătoare celei do 

a (a — at?) — a) __m 
a doua secțiuni, ecuația problemei este — ţ , da p R (a R (a2-F 22) zi) 

2 _ n? 

u e, problema admite două soluţii când 

n _R m mea -. 
2 nici una când >, o infinitate de soluţii când 

m , 
2 în acest caz planul de al doilea tae cea de a doua 

pânză a conului. 3Î. Fie V, volumul balonului la 0, P 

greutatea mercurului la această temperatură, d densitatea sa 

la 09, & şi « coeficienţii de dilataţie cubică ai mercurului 

ț 
și sticlei; avem Vo. ia op Vr= Vo(1+eT); la To, 

, P 
volumul mercurului este — (1-+aT); se ti p= 

d 
a—a%)(T—t _ PP'— = CE care dă pe T. 32. V= TEPIA 2? II ez 

PV pa Vi pF: (Gu v) 
33. Se va stabili mai întâi că dacă se ia un punct în plan 
suma algebrică a produselor distanțelor acestui punct la la- 

turile unui poligon, prin latura corespunzătoare, este cons- 

tantă și egală cu îndoitul suprafeţei polimonului, se găsește 

apoi : aztoy-tozt...=2Y8 (US + Y5) 34. Avem 

p—a 

p 

  

l , 
= 2p reprezentând perimetrul, deducem a +a -F 

n . - abe Ta = 1 (1), apoi ami =4Rr= ani se va rezolva 

în raport cu a, d, c și substitui în (1), de unde se va găsi 

. 10 ămn—51:) 
4ARr; rezultatul finul a Tezultatul îinul este a (FI Za 1) a. 

Rrr 7, unde AC=2r, BC=29r. 35, 237 
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Q%, 1—12), ALGEBRA 

X. 1. Insemnând cu m valoarea fracţiunei date, trebue 

să avem, ori care ar fi z, (a—ma)z-t+(b—m0b)=0, deci 

d—ma=0, b—mb=0, re 2, Sp 
3, ut ad 4, a=3, B=2. 5. b-km+ 

a 1 a 2 Gn V' 

+n2-+2Imn=1. 6. Sistemul este nedeterminat, prima 
ecuăţie este o consecinţă a ultimelor două. 7. Adunând 

primele două ecuaţii avem 92—2y—74=—=31, care este 

incompatibilă cu cea din urmă ecuaţie. 8. a3=b sau a/—b 

soluţiuni determinate, a==b sistemul este incompatibil sau ne- 

determinat după cum c7fd sau c=d; a=—b sistemul este 

incompatibil sau nedeterminat, după cum c7fd sau c=—d. 

9. Deducând din două ecuaţii valorile lui z şi 7 și substituind 
în cea de a treia, se găseşte că această ecuaţie va fi verificată, 

oricare ar fi =, dacă avem factorul comun independent de +, 

a: otet ab ac—be (ai) DL — pi (e—a)P=0 

se a=b=ec, 10. Fie a, y, x timpurile ce ar erau fiecărui 
lucrător să termine lucrarea, dacă ar lucra singur, rezultă 

, , , 1 11 
că în unitatea de timp fiecare ar produce DZ din 

m 
Pw 

întreaga lucrarare; A și B lucrând împreună în unitatea de 
, 11 . , 

timp produce at lucrarea putându-se termina atunci 

x - i 1) 
în ti l — tă că ave: (2 1) ——= d în înpu 7 rezultă că vom avea z + pl 1 sau 

Lu 1 __X= | 1 _Bu1— 3 + — 0, în mod analog Z — 0, 

—2i=0 seara 8-2, 1, Făcând produsul 

celor trei relaţii și observând că z = a1—2, etc. avem: 

  2 a . 4 zi a2-+ b2-+e —abe=4. 1, Produsul lor dă: =ab. 

YU —1 
= 

Aplicând proprietățile rapoartelor egale, avem 
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"15. Avem 

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (X, 13-20 

ab — t 
i cic.., 

sub forma D= 2. și procedând ca în exerciţiul 11, 

avem: a-ț-bi-ke?—2abc=1. 14. Punem ztyţz=s, 

e  _a b = scoatem z=as:(a4+-1); deci DEI TIR TI 

ya __ at a =, l_ 

(z-Fpizk  (eFptzFa a za 
1 

— > şi alte 2 relaţii analoage. Adunându-le avem 

= (G. M. XXXII, p. 396). 13. Se vor pune 

  

  

ap api=0 (G. M. XXXII, pag. 396). 16. Ca la 14 
punem aztby-toztdi=s, şi scoatem a=s: (441)... 

a ) e d = prin adunare deducem: ai TIE + cFI TaFi 

17. Generalizarea chestiei precedente; rezultatul e D= > 1. 

18. =. 19. Din egalităţile date eliminând pe y, deducem 

, , d b) x , , 
mai întâi: ie (a—bz p ci =0, şi analog altele prin 

permutări circulare, de unde se poate deduce prima epalitate 

scăzând două din relaţiile obţinute, iar a doua egalitate, din 
adunarea acestor relaţii. 20. Din egalităţile ab-ka'b'+-a”b“=0 

+ 

, a a 
şi ac-tra'c-ta”c”=0, deducem Taci = Do ua = 

=, aplicând proprietăţile rapoartelor şi identi- 
/ 

. a 

be—eb 

tatea lui Lagrange, avem: 

_ VREI 
V(p2 522 072) (ce -k c2Fe”2) — (bekbeo'o! 

sau în baza relațiilor date, = +1, deci: aâ= t(b'e”—cb”), 

a= t(eb'—dc"), a" =+(de—cb); în mod analog din 
relaţiile ab-ka'b'A-a”b"=0 și bete 4-b”o” = 0, deducem 
b= £ (ca"—a'c”), b= (ac —ca”), = (ac —eca'); în 

fine din ac-ha'e'-ta'o" =0 şi be-tb'e4ţb”c”=0 deducem 
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„0, 21—20). ALGEBRA 

c= (ad —ba”), c= 1 (ba —ab), e = + (ba'—ab). - 
Considerând primele din fiecare din relațiile găsite mai sus, 
multiplicându-le respectiv cu d, bi, c' şi făcând suma, găsim 
aa'-+-bb'-tkece=0; relaţiile de rândul al doilea niultiplicate 

respectiv cu a”, b”, e” ne dau aa'-t-bb-hec”=0 ete. Din re- 

laţiile a==k (be”—c0”), D= (ca”—a'c”), c= (0101 — a) 
„Q2-ț- [2 c?= (022-402) (a? L 2-02)... se deduce 

a2+h+ke?=1 ete. 21. Ne folosim de relaţiile precedente. 
Avem q2 aq? b2 pt —c2 02 = aq? pia br? şi 
Q'2-b2—c2=t-ke?—c"2, deci (0724 pY2— ar) (a2a'24+ 
-F 0202 — ete?) = (et 62 — 02) (q2 02 aq — a72p2), 
Considerăm încă cele două relaţii analoage deduse din aceasta 
prin permutarea, literilor şi indiciilor, adunând apoi parte cu 
parte și efectuând înmulțirile ajungem la a?a'%a2-+- 32412324 
retete —a' ba” bc? — abac aq pct a'2 pic 
- a2b"202—aca'c' bi — beb'c'a“2. "Termenii negativi se 
reduc și rămâne identitatea cerută. 22. Trebuie să avem 
a? 9 bef0, D+-9dac=0, c+2ab=0, care dau: 
a=1, D= —9Ă, 0= —29%, = sau b=c=0, a40. 
(G.M.VII). 23. a=—(02—1):0,)=—a, = —c(ak1):. 
24. Se vor determina & si y din ecuaţiile ap"-+ bq"= 
=a (a pl + b qn—1)+ y (a pr? + b q"2) şi apti + b qi = 

=a(ap' bg) y laptop) i. c=pa, y=—pa, 
care verifică relaţiile de forma precedentă ori care ar fi n. 
25. c=phqtr, y=—(pqtpr-kqr), z=par. 26. Se 
va scrie prin analogie cu exemplele precedente zi =3pi 
a2= —Ăpipr, 235 Ăpi Pi poe = E pi pi... Dh şi se va 
verifica în urmă. 27. Dreapta care trece prin Ă, situat pe 

, 3 o A , Oa' la distanța 3 de origină, și prin punctul B situat 

pe Oy la distanţa 83 de origină. Segmentul AB are abscisele 
3, , cuprinse între —> și 0; cea dea doua porțiune este deter- 

minată prin intersecţiunile cu drepte paralele cu Oz duse la 
distanţele 10 şi 20. 28, Dreapta care taie axele coordo- 
nate la distanţele 1 și 1; distanţa acestei drepte la origină 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII 0 29-34; XI, 1-17). 

1 — | 
este 32. 29. Dreapta care taie pe Oz la distanţa 2 de 

origină și pe Oy la distanţa —8. Segmentul de dreaptă 

cuprins în interiorul cercului descris - din origină cu raza 2. 

30, Dreptele se mişcă paralel cu ele insele. 31. Punctul de 

intersecţie descrie dreapta 8z—5y=0. 32, Dacă m>1 trebue 

a>>0, iar dacă m<1, 0. 33. y=0, 2y-+2YV3.2—V3=0 

și 2y—2Y3.z—V3=0. 34. Patrulaterul e un dreptunghiu 
SR 4 
a cărui arie este 3%. 

—15 £V—55, 
NI. 1. 2și—5. 2. 1şi —5. 3.0 şi 4 

1 2 | 
4, —— de două ori. 5. 0 şi —3; ecuaţia este de aseme- 

2 3 | | ! 
- pe : - AR a+h .. a—b 

nea verificată când z creşte nemărginit. 6, at și AED 

„2-2 2-1. 72-19 c2 2 Lo p-tbe 
7 ab și CE g, Et 2e i -EE + 

a+d a+b ate 
e Va 2 2 ab Za e = 9. —a şi —b, 10, a-tbb-tetYVa re ab—ac be, 

cantitatea de sub radical se poate pune sub forma unei sume 

de trei patrate, deci rădăcinile sunt totdeauna reale. 11. Ace- 

Jeaşi rădăcini ca și la ecuația precedentă, în plus rădăcina 0. 

12. a+5. 13, Se face împărţirea în prima parte și se pune apoi 

| „ab (B-3-2) în factor. Se găsește rădăcinile a,b și ai 14. Se vor 

grupa primii doi termeni între ei ȘI ultimii doi, numărătorii sunt 

2a--a-b pe care punându-l în factor obţinem ecuaţia 24-2(a+ 

-Fbz--ab-tactbe—c2=0; rădăcinile sunt: — Ala +5) şi 

— (0) Va+i+e-tab—ac—be. 15. Pentru y=1,2 

rădăcinile sunt 7,102 și 1,280: iar pentru z=1,6 rădă- 

  

  

  

  

cinele sunt 1,083, — 0,744 16. Făcută raţională revine 
i | 3 

la exerciţiul 10. 17. Se va rezolva în raport cu: es, 
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Q, 18-29). ALGEBRA 

  t 222 2 12 îV3 iz=ă care nu con- se găseşte 4/_ Za > 5 » apo 5 “ | 

„Vine. Asemenea ridicând ambele părţi la cub și ţinând 

"seama de ecuaţia dată, avem: (2x—5P=0. 18. Se 

Fa IF E 
7 se găsește Via =   va rezolva în raport cu ViZ 

_1xY5 (ut V6) 2 
9 » apol 4 “(az (1 V5)"2po” 

cinile —a, —b apoi rădăcinile ecuaţiei a2+- (a+-d)za-tka?4+- 

-Fabtt:=0. (G. M. 1. 20. Se va lua ca necunoscută 

— pl (a— ph V—4afphratB 

  19. Ecuația admite rădă- 

z-+hg:z=y. Se găsește y =   
a-+ | 

și 2= LyiY7i —4q). 21. Se va pune z(z—3a)=y, 

| + Va 4VaFa 
ecuaţia în y este gP-P-2a2y—A=0i.. p= Bat Ve Eat A 

(G. M. XVII). 22. Panând u=Va(a—ak și = Vaz(a—z) 

avem u-kto=a, uv=z(a—z) .'. uz sau n—a, rădăci- 

1 1 
nele sunt za 23. Procedeu analog, rădăcinele sunt: ga 

Za (1 + o G, M. XVII), 24. Procedeu analog, rădă- 

cinile sunt: 3-a, Zau V—3) și 3 - 1 aU-+). (G. M. XVII). 

Is 8 
25. Se va pune Va?-t+-5=—g, se păseşte y==0 şi = 

soluţia y=0 nu convine, ea verifică ecuaţia când se ia cel 

de al doilea radical cu +; soluţia y>= S-a z> + V8, 

26. —3, +5 şi —9; soluţia z=—9 nu convine, (G.M. IV). 

27. Se va pune: Va?-F2z+8=y de unde y*t+y—20=0, 

care dă 7 n 5, 24, apoi 2 =2, r2=—4, z3= —14-V18, 

z=—1—V18. Numai prima verifică ecuaţia propusă. 
z 

28. 1 15, 29. Prima parte este divizibilă cu (2—1)-+ 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 0, 30-38), 

+ (0z+3)=3a2-+2, care divide şi partea a doua; dând 

factor comun avem din paranteză o ecuaţie de gradul al doilea. 

Rădăcinile sunt: — =, 3 și —2 30. In ecuaţia făcută 

2 a: 
  rațională se va pune =. Găsim: y'—2y—1=0, 

deci: „=i+Ye, iar = 3 (y Vp —4) 31. Avem iden- 

tatea (2-F ft af fi-F dap (a-Hp): —222f, anlieand-o 
în cazul de faţă vom avea: a—ata—b-k4 V(a—a2)(2—0)X 

XYe—2 V(a—a) (z—5)=c; punând V(a—a) (225) =a avem. 
2 

2a2—4Ye. ațte—at+b=0 ete. 32, Observăm că =+ 

E =3 2-2] -+-8 Avem rădăcinile; 6,—2 şi 3+ Vai. 

33, “euaţia poate fi scrisă: aa?(z—1P-+bz(z—1)-ke=0. 

Dacă punem y=z(z--1), ecuaţia devine ag*-krby-te=0 
34, Punând zi-+-102*=—y ecuaţiunea devine: 

(y+-1)(5a*-t-10a:4+-1) __(y—1) (5a%—10a24+1)' i 
[y-F5) (a*-F10a:-F5)  (y—5)(a'—10a2p5) Su net: 
10 a2 (a: — 1)? — [Da + 19260 + 5]y-+-50a2(0:—1)=0: 
35; Ecuația poate fi serisă subt forma: (12—2a2—302)(22—2aa— 

2 Vaci ki 
—8a2)=ct, deci punând: a? : 2az=uobţinem: 11 E Ve F 250% Z5a 9. 

13 2 ia 4 OA 4 | 

iar z=at Vise a sote. 36. Ecuaţiunea poate 

e z-+ sea 
| ac 

fi soristi: — = — ——————————, deci punem zh =y. 

ak— ae apa tate 

37, Se va punc: rr ecuaţia în y este g2 + 

Vaykb—9d=0, 38. Simplificând avem de re- 

zolvat ecuaţia reciprocă (1 —a)zi+(lhkaa + 

+u —a)z-+(l-taz+(1—a)=0, puntnd zi =, 
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(XI, 39—48), ALGERRA 

ecuaţia în y este (a) p+(ltka) y—(1—a)=0 ete 
39, " Acelaș procedeu ca la precedenta, se va pune zi: 
:2*=—y ete. 40. Observăm că ecuaţiunea în raport cu 
parametrul a este de gradul al doilea, deci dacă realizantul 
ci este pătrat perfect, ea se descompune întrun produs de doi 
factori raţionali. Se găsește: (22-+-2z—a)(22—2az-+1)=0, 
(G. M. [.). 41. Ordonând după puterile lui a, ecuaţiunea poate 
fi scrisă subt forma: (2—1)[za2+-(a5—a2—1)a—z(ţ-1)(224+ 

-+z+-1) )]==0, restul ea la 40. (G.M.1.). 42, Se poate scrie 2) — 

= fețe det ej co ab(a:—52) 3 

Pay a = se va punc: p z Yo. lat Taur 0, 

_a2—b? 4ab ae: be d = 5 UL dic iar valorile lui z sunt = —— 
b a 

cla+b) şi — Fa 43, Şă punem a—z=y-a, z—b= 

  

=y—z y=3la—d) Dai 19ypta2-FOpt=ct; apoi 

zi (a-+-5). - 44. Procedeu analog; se găseşte: 

== (at) r—(a—b), unde r= e oi te 

45, ia atita, z—b=y—a, atb=2 m, a—0=92y=2u 

(y-ra-kiyza — 
(pka)-kiy—a) 

(bit — m: „ Rit-ântat-at _ ntk6m? nat 

deducem că ecuaţia dată poate fi scrisă 

  

  

  

(art) Fim” * n-a me n? 
sau (2-42) 2 — (mt —5nt)a2— mt n*(m*-+-5n2)=0, care dă 

m 2-52 54.1 am ian — Lp şi (84 16), + e Fat . 1 z$io (3+ Y5) 

47, Touatia este reciprocă. 48. Se va pune ecuaţiu- 

i 
(tare) (a+3) 
  nea sub forma: 

“
l
a
 

ecuaţiune reciprocă, 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (ls 49-50. XI 1-8), 

—— 

= ezez în care r= Va2—ab 49. Se va 
atr—Va—3r 

observa că dacă p?—4r este un patrat perfect, el 'este pa- 

  

tratul unui număr de aceiași paritate cu p. 50. Punem Vz=9, 

avem y-tVyt-F343=—7, sau trecând pe y în membrul II şi ri- 
dicând la cub, y(45-+-y2—21y-+-147)==0. y==0 este o soluţie. 
Celelalte sunt date de al doilea factor, care se serie y94-7g2— 

— 6g42—49 4-21 y-4+-147=0, P(yk+2—6y(y+D+ay+ 
+'7)=0, (y+-D2—6yk210)=0. (G. M. XXXV. p. 72). 

XII. 1. Rădăcinile sunt întotdeauna reale; pentru 

— 90 CmC—], ambele rădăcini sunt negative; pentru —1 

m 0, rădăcini de semne contrarii, cea mai mare în valoare 

absolută, negativă; OCm-1, rădăcini de semne contrarii, 

cea mare în valoare absolută pozitivă; m2>1, ambele rădă- 

cini sunt pozitive. 2. aq) c=—=—1 sau c=i; b)c=1; e) tre- 

bue c2—c-+-2=0 care în numere reale nu se poate satis- 

face; d) c= (at V=4a 32), trebue a(3a+4)<0, 

0>a>—t e) c=1 sau c=—1; f) = 232 3, 

a) 25 şi 9; 0) 1;c) 15; d) 7. 4.0)7 şi —5;0)1. 5.a) 

ml Vp —6mti D) m=3+2V2; e) 3-23 <m< 0 
n 

sau m>3+2Y3; d) ao ăzncă, 6. « fiind rădăcina 

mică, a doua rădăcină este 3% scriind relaţiile între coeficienţi şi 
+ Va 

rădăcini, găsim c=+ +2 iar m=—l; +3 3 LI, (G. M. 

XXXVI, p. 197). 7. b=0 sau b=2; <0 sau b>2. 8. Cară- 

a Mb a 
dăcinile să fie reale, trebue m <a: semnele rădăci- 

nilor se pot schimba când m trece prin valorile 0, a și 

d, nu vom avea însă de considerat de cât valori mai mici 
a2 2 2 

ca EEE, dacă a>3, b < EI ae at SEE, dedu       
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(AU, 9—12). ALGEBRA 

cem: m<—b rădăcini de acelaş semn pozitive, —b<m=<0 
rădăcini de semne contrarii, cea mai mare în valoare absolută 
pozitivă; Om rădăcini de semne contrarii, cea mai mare 

a2 + p2 
  în valoare absolută negativă, b<m< _ rădăcini de 

  

2 a 

acelaş semn ambele negative; dacă ab, a și b sunt ambii 
2 pa 

mai mici ca £ CR deducem pentru intervalele (—o0,—b) 

şi (—B2, 0) aceleaşi concluzii ca mai sus, când 0O<m<a 

rădăcini de semne contrarii, cea mai mare în valoare absolută 
nepativă, a<m<b rădăcini de semne contrarii cea mai mare 

a? + p2 

2a | 

cini pozitive. 9. z?—(p?—29)z-+q=0; ga-t+prt1=0. 
10. a) az2—ba-te=0; d) ca?-tbaz-ka=0; c) aa?4-(5—2am)at 
+ham:—bm-ke=0; d) az?-tk-bhet-i?e=0. Pentru forma- 
rea acestor ecunțiuni se pot utiliza relaţiunile între rădăcini 
și coeficienţi; sau încă se poate observa că dacă z reprezintă 
una din valorile care verifică ecuaţia dată şi y valoarea co- 
respunzătoare a ecuaţiei ce voim să formăm, se va scrie re- 
laţia între z și y, care rezultă din enunţ, și în urmă se va 
elimina z; astfel pentru prima parte a chestiunei avem 
y=—s, pentru cea de a doua y=1: z, în a treia jam, 
în a patra =; -în ecuaţiile rezultate sa scris apoi 
peste tot z în loc de y. Îl. q?+p(9ti)ztk(gt+I1l=—=0. 
12. Fie f-tpytaq=0 ecuaţiunea ce ttebuie formată. 

d p—btVi—dac (== tack 
z 

ambele rădă-   în valoare absolută pozitivă, VP<m< 

  

  

—b—V Zac dac ! 

= (2 ka) (a —)(2-t- 22) ___b(b2—2ac) Vo —4ac 

(aa 202 ” 

Natura rădăcinilor depinde de p—49=a2c2(5—Y b:—4ac)t + 

-+-16a2c20(02—2ac)V32 — 4ac=4a0?c024[02—2ac—b Vb? 4ach-t+ 
-F-A4b(b: —2ac) Vo? 4a0) = 40? 2[5 —2ac4-d Vot Zach 
Condiţiunea necesară şi suficientă pentruca ecuațiunea în 
y să aibă rădăcini reale (afară de cazul b=0) este ca 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII .. GU, 13—16). 

ecuaţiunea dată să aibă rădăcini reale. Procedeu analog 

când uim zd=—b—Vb—4ac. (G. M. XLII. p. 542), 
13. 2 şi a” fiind rădăcinile ecuaţiei date, rădăcinile 

ecuaţiei pe care voim să o formăm, vor fi 22 +1 : , Ia 

„dz 4-1 2-1 | 2-1 44-54 _ 
ae Fa z" 4-2 za Foo ha FA 
__8-4+54-4 __17 2-1 2x"-ki __4a'a-to(a'-ka)-t-1 __ 

9 POFA 8! po a"p0 za Fo(zPa)ra 

= ecuaţia coutată va fi 8a2—17z-+-11=0. Se poate încă 

2y—1 

2—y 
substituind în ecuaţia dată, avem: (2 — 1)? — (9y—1)(8—y)+ 

-+2(y—2)==0 sau 8y2—17y+11=—0; acelaș rezultat ca 

mai sus, cu deosebire că necunoscuta este notată cu y în loc 

de a fi notată cu z. 14. Se vorutiliza relaţiunile între rădă- 
cini şi coeficienţi, sau încă se va elimina z între ecuaţia dată și 

CI —pe—q + (q—Dy—q 
RI e PO pai ** 2 pu 

pe care întroducând-o în ecuaţia dată, găsim: [(1 — q-+-p2] 

pP+ Ea (1—q)—plytkg=0. 15. XX = ka) 
(0-a) = ap; XX, a, (zi 4-a ha zi (zi ta, )= 
= za, (zh —2a, ai] tr zz, [zi baz) —2a,zl= 
=pb-ta:q—4dq. Ecuația cerută este X2—apX+ 
+a2q-+p?2b—4bq=0. (G. M. XLII p. 276). 

16. Eliminând pe z între ecuaţia dată și 7= aa obţinem: 

(az"2— ba" -ţe) g2-t(ba'-t ba” — 2 ax a" — 2c) yt-laz?— 
—bz'-+e)=0; ca această ecuaţie să admită aceleași rădăcini 

ca şi ecuaţia dată, trebue ca coeficienţii lor să fie propor- . 
az'?—ba-te _b(z-ka')— dag -—2e 

a b 

  

  

2a-k1l 
în? . ? % si = * == elimina z între ecuaţia dată şi pg 2 

, 

ţionali, deci 

_az?—ba'te 
. C 

“. . _. . - EV / - «ap. u .. . 

și coeficienți și că z și z” verifică ecuaţiile date, din 

» ținând seama de relaţiunile între rădăcini 

„— 127 —



XII, 17—22), pn ALGEBRA | 

relaţiile de mai sus deducem: (ate) (4ac+I)ţ+-25= 

şi e(B2—4ac) (3W2-+-4ac)=0, ecuaţiile care satisfac condiţia 
dată sunt: z2—29z2—3=0, 2a2—z2=0, 3z2+22—1=0, 
2 —92z+1=0. (G. M. XVI). 17. Avem at+a'=—b:a, 

z' a'==c:a, ridicând prima relaţie la patrat, la cub, la pu: 

terea a 4-a, avem: aha 2-b9a'a=2: a?, (hab = 

= 5543 a a (ata) —b: a, (0 hai = 4 
+a" +4 a a (22622; aa a2ha2= 

B—2ac , u Snbe—b , : __bi—dabte 2a2c2 5-a Sa o — i-a! PE + LC, 

Pentru cazul. general e Satan, avem identitatea: 

m-a mail m-) (ha) — a a (a m2-k-a"—2) sau 

b 
e | , 

Sn=—7 Sm-a— Sn- care ne permite a caleula suma 

  

puterilor de rangul m când! cunoaștem suma puterilor de 

rangul, m—i şi m—9, s. ex, pentru m=5, avem ai-ha'5= 

_a __ bb _ 4abe--2a2c? e 
== DS setat x 
[Babe bkăa e deebei 

a5 a5 

dera în locul ecuaţiei date, ecunţia ca-+ba-ta=0, ale 

cărei. rădăcini sunt egale cu inversele rădăcinilor ecuaţiei 

date, și chestiunea se "reduce la precedenta. 19. Ecuația 

cerută: este 4 e pp IE, 0, Dacă p2 —49<0, 

  18. Se va consi- 

  

zădăcinele y şi 4” sunt imaginare. Dacă p? = 49, rădăcinile 

sunt, ambele egale cu zero. Dacă p2—492>0 și q>>0 una 

pozitivă și cea mai mare în valoare absolută negativă, iar 

dacă și Q<O' ambele sunt pozitive. Pentru ca să avem 

y2-Fpy ay 2-kpy"kq; trebue. p?—49=0 sau g(p pt-4=p?, 
în acest caz dacă p<—4, ambele rădăcini sunt pozi- 

tive; dacă —4<p=0, sunt imaginare; p>0, una 'pozitivă 

și cea. mai mare în valoare absolută negativă. Dacă p=—0, 

j=y" = 2. 20. Cantitatea de sub radical poate fi scrisă 
(02-32 —02— dă -F-4a?c2, (G. M. III). 21. Cantitatea 

de sub radical poate fi scrisă (a— 2) +-3 (4 a) 22. Reali- 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 0, 28-30). 

  

_ . 2 
b_ = 1 zantul este: l?-4aa [23 + za] Fer). 

De er2)a (2)-tadale+ 2 
2 2 2_ 2] e —— 1 —— [02(04+-2a)+ 2ab(6-k+2a0)-+252-+a (5-4+-2a) = FIG 

Ala (+ 2a)+ohao+aa+ o. (G. ul. XLII., 
pag. 143), 23. Ib. (a2—2-t+ep—ecq:-F4a202. 24. 1b. 
99—392-+-17q—5=(9—1)l(q—1)24+-4], dacă prima ecuaţie 
are rădăcinele sale reale avem gq<1, deci cea de a doua va 
avea rădăcinele imaginare; reciproca este evidentă. 25, Primul 
membru se poate serie (pi —a2)2-+ (7-1 — 322 + 
F(z+1—c2kP=—0. 26. După identitatea lui Lagrange can- 
titatea de sub radical se poate pune sub forma unei sume de: 
3 patrate având fiecare semnul —. In cazul general ecuaţia 
(aî-ha3+...hai)a-+o (ai bi-F as dak ...-F an Dna t+(b? 

+-V3+ ... F01)=0, are totdeauna rădăcinele imaginare, 

afară de cazul când Net at, ne servim tot; d ba bn 
de identitatea lui Lagrange generalizată, 27. . Realizantul 
ecuaţiunei este 252—4aca'e' și se poate serie dacă ac>0 .. 
subt forma: b'?(02— 4a c)-+ 4ae(B'2—4a'c'), care este mai - 
mare ca zero căci, 5? —4ac>0, b2—4a'c'>0. Acelaşi lucru 
când presupunem a'e'3>0..'-28. Inegalitatea dată, înmulțită 
respectiv cu 2 și 4n' (presupunând 2 și 2 pozitivi), se poate 
pune sub una din formele (m2—4n)(n—n")> [2 î'n—m (nb)? 
sau (722—42)(n'—n)2> [2 mn'—n' (nn. Dacă n sau n” 
este negativ, rădăcinile ecuaţiei corespunzătoare sunt reale., 
(G. M..IV). 29. Se va examina numai cazul când și b2—, 
—4a'c<O; fie P—4ac=—a, b2—4a'c=—a'2, can-. 
titatea de sub radical se poate serie (2ac'-k+2a'e—bb'-l-aa') 

2 2 "2 a 

(2ac-+-2a'0—bw'—aa')=A, însă aa=b ja , oa=d e 

ema ZE [dd —c9P--(ac'-keaP][le'—cw-H-(ae—ca2), 
30, Ecuația dată se reduce la (a+ bhe)a:-+?(abthactie) 
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QXUI, 31—40), ALGEBRA 

z+3 abe=0, cantitatea de sub radical se poate scrie : 

A let tle—ak-te(a— 02, 31. Pantnd mda, 
R= a$, p=adi, m '=vz, pay, p'=abi şi aplicând iden- 

titatea lui Lagrange găsim: (5*—82)(z—0)*4-22f6 (y—8)(2—a)4t- 
(a2— a?) (y—8)==0. Rezolvând în raport cu (z—%) cantitatea 

de sub radical este: a252 (3 Ea 20, deci pentru ca z 

să fie real trebue y=B ete. (G.M.I1). 32, Scriind relațiile dintre 

coeficienţi și rădăcini, numai pentru rădăcinile z“ se obţine 

  

a, = PIZPE poe FPenti, (a, je Q3 se enti ci, 

| „9 . Q2 Qi (o <<. (an 

(i 93 nt (pr pezcp za), iar când ecuaţiile sunt 
Qa Qa..- Q2n 2 

în număr par pps. pan = papa. Dani Q3< „Qon—1 = 

== QaQimmeq2n. 33. alp*—-(p-kq)]=0. (G.M.IV). 34. 4=—9 
__13 | (a4-v) (a-+-f) — — _ = 35, amp aaa » a OA, f=0B. (G. M, IV). 

36. Se vor forma ecuaţiile ale căror rădăcini sunt: 14+Y5 S şi 

1-5, a+Yo şi a—Y; 1-Fi și 1—: 24 IV8 3-3 

Vai i, şi se va calcula apoi pentru aceste ecuaţii. suma pu- 

terilor a 5%,.a 4%, a 5? şi a 72 a rădăcinilor (17); rezul- 

tatele sunt: 152; 2(a:4+6a254-02);—8; 1. 37. Cantităţile 

| a 1V3; și i — Vs sunt rădăcinile ecuaţiei a2—z+1=0, 

sau -multiplicând: cu z-t-l, sunt două din rădăcinile ecuatiei 

z3-+-1=0; pentru această din urmă ecuaţie se găsește 

uşor: S=S= = San =0, Ss = Sp =>. = Ss =0, 

S=S=.. == —3, conchidem că S,=1 când 7: 

n e: multiplu de 3 şi Su = —2 când m este multiplu de 3. 

a). a2 2—4a+1=0; b) 22—1024+34=0; e) 4a— 

Ce e, d) a24+-1=0. 39, p-hyt—pP—1=0. 

40, Fie 2a, 2b rădăcinile necomune, deci (a-+-b) picăeina 

comună. Ecuațiile cerute sunt 2? Ge Drtaatet)e 

a? —(ak39)z+20(a4+5)=0. M. XL p. Lee), 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII UL. 41—47)., 

4l.. a) Pentru ca ecuaţiile. amtbate=0 şi a2+ 
+-Wațte=0 să aibă o rădăcină „comună, e necesar - și. 

suficient să avem.:: (ac'—e.a')2— (aW'—ba') (d e — 

—0b'):=0, în cazul nostru relaţia precedentă devine 23(132+ 

154) = 0, care dă pentru A două valori distincte. .b) 

z și a” reprezentând rădăcinile primei ecuații, Zi şi Za 

celei de a doua, trebue să avem 2 =, z "=, între 

acestea şi relaţiile între rădăcini și coeficienți eliminând pe 
z. 2, as da şi k găsim A=0, 13142-+-58A4—25=0. Se 

poate însă înlocui una din ecuaţii cu alta, ale cărei rădăcini să 

fie egale cu rădăcinile acesteia, multiplicate cu un coeficient 
k, exprimând ca noua ecuaţie cu a doua au aceleaşi rădăcini 

se obţin relaţiile de mai sus. (G. M. 1V). 42. Sunt două 
sisteme de ecuaţii: '-+2z—8=0, z2—8z+15=0 şi 22—: 

—3, 472—8=0, 2?4+7,75z-+15=0. (G.M.VI). : 43. Se no: 

tează au, Z> rădăcinile primei ecuaţiuni; zs, zs rădăcinile ecua- 

țiunii a doua; zs, zi rădăcinile ultimei ecuaţiuni, apoi se ţine 

seama . de. relațiunile „dintre coeficieaţi -şi rădăcini găsim 

3 — De, z3== 27, ete. (S. E. G.M.ID, 44. Relaţia de 
condiţie este q (:—p)-k+p(p* — 9) (: —p)4+-(p'— aq)? =0 
cantitatea de sub radical este: (p2—g9):(p?—4q). 45. Re- 
laţia de condiţie este J-+(mkn)pl-mnp-+gq(m—nP= 
= 0, cantitatea de sub radical este (n2—n)2(p?—4q); ca- 
zul de excepţie când m=n când relația de condiţie: este 

de gradul întâi. 46. Fie ccuaţia az?-t+bze-te=0 spo- 

rind toţi coeficienţii cu 7 obţinem ecuaţia (a-th)z+(o-+ 
Fh)z-Fi(e-k])=0, ca va avea: rădăcinile egale dacă (p-FA) — 

—4(a4+-i)(e-+))=0; această ecuaţie în A are totdeauna ră- 

dăcinile reale. Fie aa*-Fiz-te=0 az-+bate=0 cele 

două ecuaţii, sporind toţi coeficienţii cu A obţinem (a-t-?) z2+ 
-F (B-kh)z(ek-)=0 şi (a 4-)z+ (9 i)z(e-+1)=0, 
dacă ele au o singură soluţie comună, aceasta trebue “să fie 

reală și să verifice ecuaţia (u—a)z?4+-(W—b)a-k(e—c)=0, 
deci trebue să avem (b—5)2—4(a —a)(e—c)>0. Condiţia 

aceasta e şi suficientă. (G. M. VI). 47.. Ecuația în y este: 

(02-+- pb q)y:—l2ab-r plat) 2aly + a?-+pat+a=0, 
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(XII, 48.—59); " ALGEBRA 

ca ecuaţia dată să 'aibă o. rădăcină cuprinsă între _-a și b, 
trebue * ca ecuaţia transformată să aibă o rădăcină. nega- 
tivă; condiţia este: (a*-+-pat-(2-+pb-k9)<0. 4. Dacă, 
cele două ecuații au o rădăcină comună, substituind ră- 

dăcinile unei ecuaţii în primul membru al celeilalte, unul 

din rezultate trebue să fie nul, de unde primele două 

relaţii, Reciproea . este evident adevărată. Servindu-ne de 
relaţiile între rădăcini și coeficienţi, din una din pri- 

mele” două relaţii se deduce cea de a treia; ultima este': 
identică cu aceasta. 49, at-trpa-tkqa-k+prt1=0 şi 

ait-pa-tgattpzt-1==0; ecuaţiile; dacă aceste ecuaţiii au 
. 1 -. A 

comune rădăcinele d şi Do comţiile în 7, ce vom obţine, 
1 

1 1. 
punând sat, vor avea comun rădăcina 4 Pate 

condiţia este: [q' aaa] —(p—p) lp(9—2)—p' (q—2)]=0. 

50. 'Trebue să avem (ac —ca)—(aW—bda)(bc—c)=0. 

a"(be'—cb)-+-b"(ca' —ac)+e"(ab' —ba')=0 și ab —bazf0. 

Ca să aibă ambele rădăcini comune trebue a:a':a"=V:0':0”. 

=o:c:c. 5]. Din cele m—1 ccuațiuni de gradul al 
, A 

II-lea scoatem Af-1=A;A;+2, din care se seoate o = 
, | 1 2 
__ Aa _ ObO__Amo1 An 1 SI mpi — Lo = ar: A Ac [e mi = 1. Dacă m 

este impar avem &=-+1, deci ecuația devine Ao( an 
- ah ..-+1)=0. In cazul când m este impar avem: 
=. 52, Ecuaţiunea fiind reciprocă de grad impar, admite. 

A 1 1 
rădăcinile: —1, 2 2a= Toti Fie az-+-Bz-+y=0 

1 3 

ecuaţiunea care admite rădăcinile a şi za. Ecuaţiunea ce ad- 
mite rădăcinile z;, :r, este transformata celei precedente când, 

1 
inlocuim pe z cu z» deci 7 at + Ba+a=0. Trebuie ca pro= 

dusul (2 z2-+- Bor) (vaz? +-Bz-k a)să fie egal cu câtul obţinut 
împărțind: polinomul ecuaţiei date la (141), deci cu acat+ 
-+-(a d --be) arabe) z*-+-(ad-+be) aka e. Avem ya e 
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=(a02-p1)—t=(02-pa-H) (22—241)= (222473) (zl 

  

RĂSPUXSURI ȘI INDICAȚII (HI, 58-54, XII, 1-14), 

„B(e+=ola-te), att-frp=aţ- ae, deci B=0, ea, 
Y=c. Deci ecuaţiunea dată se descompune în z-+1=0, 
azt-F-ba-te=0, ca +-bz-ka=0. Ultimele două au rădăcinile 
reale dacă .b*— 4ac2>0. Când b?—4ac==0,. ecuaţiunea dată 
are două rădăcini duble (G. M. XLI, p. 445). 53. Avem 

, 2 , 2 , 
zi +a = — 5 sau (2 ha — 2 a 13 — î Condiţia este . 

W-ac=0 SE. Gu. II), 54. Se folosesc, relaţiile 
aaa 0, (at (aa) = EA sau za 

24 2pu=0, potret. Sistem din care aflăm 

pei și. (S.E.G.M.II) 

o 1FV>1(, 1—Va XIII, 1, (2—2) (z—3). 2. 5| — 0 (12 . 

3. (2—1—) (2—1-ki).. 4. (2—a)(2—2a). 5. (z—a—b) (z—a-+d). 
6. (z—a—di)(z—a-t-d). 7, [(a4+-25) z-t+a2—0:) [(a—25) + 
ha't-6*]. 8. (z—2)(24+2)(7—3) (4-3), 9. aehatti= 

1 

“ 

| — 113) (222-133) (22173). 10. (2—a—5) 

(z—a+b)(rta—b) (tak). - 11. 220—1= (22—1) (241), 
factorii lui 22—1 sunt z—i1 și ati, iar ai lui at-t-a?-ti 

cei dela 9. 12. (2—1) (+1) (2—6) (045) [e — văr | 

[2— râu] [+ răa--o] [-—2vau-o) 13, (2—a— 
—bi)lz—a--di)(zta—di)(zka-bi)(z—0—ai)(a— bai) 

(z-+-b—aî)(a4+-b-kad, în care a= jetta = | 

14. pin —1=>(2n-1 1) (201 1), primul factor este de 
aceiași formă cu expresiunea dată, iar cel de al doilea se poate 

„serie (a2n-2-+-1p — 9252 = (pn — Vo. aen-3 4-1) (a2n-2 

PF Vaz2n-34-1); ficcare din aceștia se poate descompune în 
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“CUI, 15—20). ALGEBRA 

factori de raăul 9n-5 ete. ax? "pie anl do se poate des " 

compune în factori de forma a?” AA, punând z=y*" OAVA 

aceştia devin de forma ş? n _j și chesiunea se „reduce 

la precedenia. 15. Pentru ca'cele două expresiuni să fie 

patrate perfecte, trebue și e de ajuns ca realizanţii să fie nuli, 

sau după identitatea lvi Lagrange să avem ab'—ba =0, 

ua b 
boe—cb==0, sau încă Ss D= de unde şi ac—ca=0. 

16. Condiţiunile necesare şi suficiente ca primele două ex- - 

a b [i . - . 
presiuni să fie patrate. sunt: 5 Realizantul ex- 

presii folosind identitatea lui Lagrange -se: poate scrie 

astfel: (a6— ba) *H-lay—ea) re) =0.(G.M.XXXIV, 

Lă 390), -17. - - Rădăcinele sunt Dati + V(1—a)(14+3a), 

ca , ele să fie reale trebue - — 1 al. 18. Conăiţiunile 

sunt: at-kab=ab-ţ-b =ae?-Fbe sau: (0—5)la*4-(a4-1)5]= 0 

şi (p—c)l(a4+-1)b-k+ac]=0 care duc la patru sisteme şi dau 

soluţiunile : 1) a=b=e; 9) a=V=0; 3) a=b=—(0c4-1) 
2 

  

2 , 
4) D=: 5) c=a, = - Rădăcinile se 

găsesc imediat. -(G. M. IV). 19. Inecuaţia poate fi scrisă: 

(3 —9a) [z2—2az4+-1]>0, rădăcinile fiind: z=2a, 2s= 

a + Va? —1, pentru ca inecuația să fie satisfăcută. trebuie: dacă 

a>0, a—Va=1 <o<aa:=1+ sau z>2a; dacă a<0. 

da<a<a— VEZI 1 sau a>a-t Va22 20, Punând 

d i . . (2 —1) 2 —z— A 
li —h = inecuaţia devine: o ei <0 având 

a-t+az4-15>0 pentru toate valorile de z, urmează să - găsim 
1 

2(a—1) 

[1 Vaa—3 3]. Dacă a<0 ș*x 42—3<0, a—1<0 înc- 

"euaţia nu e satisfăcută Dacă 0<a<a 3 a * i +4a—3<0, a—1<0 

pe z astfel ca: &l(2—1)a22—a—1]<0, Având z+= 

mo
r   

r
a
r
e



  

    
(e pi-F53) +u(z— his) 

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII CI, 21—25). 

inecuaţia este satisfăcută oricare ar fi z real. Dacă S<a<i 

+ x 4a—35>0, 2—1<0 trebue să luăm. pe 2 în afara in 

tervalului rădăcinilor z<3 sera) sau <> Sa ta 1) 

[1 —Vaa ZI). Dacă - ia. + * x 4a—35>0, a—15>0 trebue 

să lu î tervalul rădăcinil d să luăm pe cuprins în intervalu rădăcinilor 21) 

u-— VI << gi jar Via 3). Dacă a=1 îne- 

cuaţia este satisfăcută m z>—1. Dacă aa 

(op <0 sau —15 A z+4< O sau 

— 2 (+ 2)<0 este satisfăcută oricare ar fi z. 

21. Trebue să avem: (z+-1) (2—9) (2—3) (2—5 )>0 și 

(7— 3)5>0, araniând 

rădăcinile pe o axă se vede că inecuaţia dublă este satisfă- 

14+-Y153 —1+V153. 
po sau cută pentru: <a sau 2<z< 

pentru: z>5. (G. M.). 22. Inecuaţia poate fi scrisă 

(22—2)(z%—5)>>0 sau (z4-V5) (2-+Y2)(—Y2) (2—YV2)>0 

şi studiind semnul produsului când z variază dela —c2 la 

-+eo găsim că inecuaţia este satisfăcută pentru: z<— Yo, sau 

- Va<a<+rie sau 2> +YV5. 23. 'Trebue să avem a<—5 

sau —1 Ca CO sau 1<a<2. 24, —V2 12<2< —V5 sau 

0<z<V5 sau 3<z<Vr sau z>5. 25, Se. poate scrie 

Vai-Fazi— Vai-Fizzi —(9a2—a2) -at-t2at—(9a2—a) 
Vatra (data) 0 sau == 3 3 

Sa—sz .. (3a—a)[Va*-Fozi4+-(9a2 —a2)] 

0, însă Vat-t4a:4+-9a2 —a25>0, deci trebue să avem (3a — 

— 2)(a* 4180222 —80a:)<0 + a) dacă a2>0 trebue 
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UI, 28-34), ALGEBRA 

—aV—9+-V161<a<aV 9-61 sau z>3a; b) dacă a<0 
trebue 3a< z<aV-—9-+-Yisi sau z>— aV—9-+Vi61. 

ze Sat? _(2—1P(24-2) 2 „Z 
6. Ori care arfiz. 27. Avem 32 (2 Fa 22) 

fe DC—2 saud>2, 28. Se observă că 2a5—6a2—6x—8= | 2 | 
=2(2—4)(22-+2+1). Inegalitatea devine ara) 

sau 2(z—4)(2+-1):>z5-ka2—9292—4; ;z3—5a2-+-8a—45>0, 
(2—1)(2—2)>0, deci 2>1. (G. M. XXXV p. 192). 29. 
trebue să rămână cuprins întrunul din intervalele: (—oo, —6); 

(—a, —4); (— Lu — 2); f 1); (0, 1); (zi, 3) sau (2, 5) în care 

a = 08 și = AZS 29-23 30. 0O<a<2. 31. Se 

  

va observa că numitorul este totdeauna pozitiv, inegalitatea 
dată revine la (a—7)22—2(a—1)z—1<0, ca aceasta să fie 
verificată ori care ar fi z, trebue ca coeficientul primului ter= 
men să fie negativ și rădăcinele trinomului să fie imaginare 
sau confundate: a—7<0,(a—1P-+F-(a—'7)=L0 st: — 2 3. 
32. Observând că z?-t+ar-+15>0 trebue să avem: 4a2—(—3) 
2-40 şi 22*4+(24+-3)z4+-23>0 care pentru a fi îndepli- 
nite pentru a oarecare trebue să avem: (!—3):—64S0 
(h4-3):—16S0 sau încă: (p4+-5) (n--11)0 şi. (1—1) 
(+10 deci —1SHS+1. 33. Pentru m cuprins între 

3 şi 8 trinomul are rădăcinele sale imaginare. (G.M. VI). 
34. Insemnăm cu P(2) polinomul primei inegalităţi și cu 2% 
a” rădăcinile Ii, în cazul când z, 2” sunt reali presupunem 

. . 7 2 . . ? 

az >. Dacă 1<ş rădăcinile z, z” sunt reale. Pentru 

o 2(1— 
AL—2,; având” Fa >0 şi 20-20, z' şi a” sunt 

ambele pozitive, deci a'>>2A, „iar AFaO st z"<a<a; 
2 (A4A— 2 (4—2) 

pentru —2<A<0 având 30, şi Fa 0, avem 

z>0, z"<0 (>); dar P(R)=A(4%4+41+9)= 
=A [(244- 1)24+8]<0, deci z"<2). Insă A+2>0 st. 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII "GXII, 35-38), 

za”, z>a'; pentru A=—2 inecuaţiile devin: 8r—220, 

z-F 420 at; pentru 4A=0 inegalităţile devin : 

2z(24-2)20 şi 220 +*+ 220; pentru 0<i<2, având 
| A 2 1—2 a Fa >0 = 20 —2) 0 zi z, sunt ambele negative, deci 

a<a'<2), iar AF-2>0 s*a za” sau z22A; pentru 

ij avem == ra .* + >: pentru A>3 avem 

z, a" imaginari, iar AŢ+2>0 a 2>2A. 35. Dacă locui 
pe z prin zero, avem, însemnând polinomul ccuaţiunii cu f (2), 

—a 
rezultatul Fo) = pape palat D+-ole+-2)]. Deaseme- 

a-t-1)__a(a-+-1)-+-b(a-ţ+2) (24) nea (2) (FI Fa . Avem FO).f za < 0, 

ap . „ai RI PUR deci una din valorile O și za este cuprinsă între rădăcini, 

sau o rădăcină aste cuprinsă între 0 şi ti <1. (G.M. 

XLII. p. 143). 36. Mai întâi trebue _— z—az4+-6>>0 

Ex —9CzC2; dacă >= 2 inegalitatea e  satisfă- 

cută pentru toate valorile lui a cuprins în intervalul 

(3 2); dacă pr, trebue să avem: 4(2x-t+iP< 9(22— 

—2-+6) st —2<a< 7; în definitiv trebue —2<a<2. 

37. m<0, rădăcini reale de semne contrare, cea mai 
mare în valoare absolută pozitivă; 0<m<38, : rădăcini 
imaginare; 72 > 3, rădăcini reale, ambele negative; m=0, 

  n=3 rădăcini egale. 88, —oco<m< 6— =218, rădă- 

  

cini imaginare; 28 cca rădăcini reale, ambele 
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CAII, 39—42), | ALGERRA 

pozitive; 2<m<ă3, rădăcini reale de - semne con- 

tare; 3 <maS2, 

> 6 = 2V3 

rădăcini reale, ambele negative ; 

“ n. _. . . . . A . 9 — 

; rădăcini imaginare. 39. Cantitatea b'—ac= 

=4(mt3) | (m — 2) (m—5); se găseşte: ici 

rădăcini imaginare ; - 5 <m<0, rădăcini reale de 

semne contrare ; 0<m<2, rădăcini reale, ambele poz 

tive; m5>29, rădăcini imaginare. (G. M. V). 40. n 

o 1 aa 
4 rădăcini reale; 3 <m<0, 4 rădăcini .imaginare; 

0<m<1, 2 rădăcini reale și 2 imaginare; m >l, 

4 rădăcini reale. 41. m 0 2 rădăcini reale 2 imaginare; 

2 : 2 A . 
0 <n< 4 rădăcini reale; m > 2 rădăcini reale şi 

2 imaginare, 42. Fie p=om(m—a)—b, q=m?l(m—a)'—5) 

R=p2—4q=b(4am-tb). Natura rădăcinilor depinde de 

semnele cantităților p, q, R; ele își schimbă semnul pentru 

  

Fă cgal cu: =, a—et2b able? a — Yo, 

4a 2 2 

a-+-V3. Când m rămâne cuprins întrun interval, în care 

p, 4, R nu se anulează, natura rădăcinilor nu se schimbă. 

Este nevoe a aranja numerele din șirul (1) în ordinea mă- 

rimei lor eresoâne So păseşte: a): cas V<4a?, avem: 
Lo p 2203 

cea za — Velea i <a Vo; b) dacă 

ee 2b pabeFad 
V>>4a?, avem: <a — Vp < 

Aaa 4a a 

<a+YVo. In primul caz se deduce tati următoare : 

n<— Do R<O 4 rădăcini imaginare; 2 <a <a—l, 
a 4a: : 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QXUI, 43—41): 

R>0, p<0,9>0, 4 rădăcini reale: sa „Pta 

R> 0 îi q<0, 2 rădăcini reale .și 2. imaginare; 

acri kat ara rd o <a+Y5, R>0, p>0; q<0, îb; n>atii 

, b , 
păsim: mada 4 rădăcini imaginare; dnei 

ib; a— Vo <m<a+ Vb, 2 rădăcini reale şi 2 imaginare ; 

m>a-FY5, 4 rădăcini imaginare. Când m=0 ecuația are 

9 rădăcini nule și celelalte două reale și de semne. contrare. 
43. m<L—a, avem pentru'.2* două valori reale, pozitive, 

deci pentru z 4 valori reale și 4 imaginare; —a<m 0, 

8 rădăcini imaginare; m>>0, 2 rădăcini reale şi 6 imaginare. 
44. Notând f(2) membrul I, trebue să avem f(1)<0, 

F(2)<0, etsim: 2-(65—V5)<m<2, 45. Fie f(a) primul 

membru al ecuaţiei date, condiţiile sunt: a) (722—1) £(0), 

5)>0, a =) <1 şi condiţia de realitate a rădăcinilot, se 

găsește: --- 2 <m < —1 sau m>2-t-V3; b) trebue să avem 

(m? —1) 7(0) <0, se păseşte: —1<m<1— Va sau 

1<m<I+ Yo, 46. Condiţiunea de realitate (m—5):—16 

(12 -+-2) = (îm2 — 1 — 8 (m? —1) —16 (m +1)= (m +1 

(02 —1)?—8|> 0, deci trebue m>1+2Y2 sau m<1—2V8; să 

formăm f(—1) şi f(4+-1), avem f(—1)=(m4- 2), deci —1 

este în totdeauna exterior rădăcinilor, f(-+-1)= — m2-F4m-14, 

deci trebue 2—3V2<m<2+-3Y2; în fine trebue ca +1 să 

fie mai mare decât semisuma rădăcinilor: Vi m<Yi. 

Ţinând seama de toate condiţiile precedente găsim 2—3V2< 

<m<1—22. 41. Punând f(y)= y:—2myţ 4m —2, 

observăm că f F(-2)= +-2>0, adică 2 este totdeauna în afara 

intervalului: rădăcinilor 4 y>y, iar f(—29)= 8(m+z EI) Pu-



(XIII, 48—50), A ALGEBRA 

nând S=y+y” şi P=y 9” și observând că rădăcinile ecua- 

ţiunii f(4)==0 sunt reale dacă 7 <a Ya sau m>2+ Ya 

avem următoarele rezultate: mat f(— 2)<0, P<O Rd 

p<—2<y <2, deci conaţini în 2 are două rădăcini reale și 2 

rădăcini imaginare; In < Z, f(=2) >0, PO y>0 st 

—2<y"<y +2, deci ecuaţia în z are 4 'rădăcini. imag.; 

Ii < mat, f(—2)>0, P>0 S>0, EI ma 

—V2 <a —2<y"<y<+2 deci ecuaţia în z are patru 
rădăcini imaginare; 2—Vo<m<2+y2 fa, 9” imaginare, 

o. _. . 
deci 4 rădăcini imaginare ale ec.în z; 7 >24+-V5, P>0, S>0, 

y eu >2+V2>2 Pi y ">y">+2, deci ecuaţia în z are patru 

  

rădăcini reale. m==t = 9 x 9 "= 452 deci ecua- 

ţia în a are două rădăcini reale egale şi 2 imaginare; 
m=2—Va 3 Y=y "=2.Vace, deci ecuaţia în z are rădăcini - 
imaginare duble, polinomul este patrat perfect, m=2+Y2 
sta pp" =9+V2 deci ecuaţia în z are două rădăcini reale 
duble. 48. Se va rezolva în raport cu 7 şi se va exprima 
că cantitatea de sub radical este un patrat perfect; condiţia 

- este: ae-teb- pi =bdet-4acf, 49, Fie a şi z” rădăcinile 
primei ecuaţii 2 Ca”, 2, rădăcina celei de a doua, să for- 
măm cantităţile E= (221—3) ) 8a2'—3m)=9m2— 190 —19 
şi P= (2 —3m)+ (0a'—3m)=4—6m, dispoziţia rădă- 
cinilor celor două ecuaţii depinde de semnele lui E și -F; 

găsim : n<— 3 E>0, F>0, a<r<a; m=— 3 

E=0, F>0, a=a <a”; —3<n<, BE<O, z<a<z 

n=2, E=0, <a =a; m>2, E>0, F<0, <a, 
50. Fie za” rădăcinile primei ecuaţii, a Las a celei de 
a doua; cantităţile E şi F sunt E=(x2 —2m a —m) 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QIN, 51-59), 

(22—29ma"—m)=—9m2+7m4-16, PF=(a2 —2ma—m)k 
(2 2—2ma'—m)=17—8m; se găseşte: m<—1, B<0, 
uz <a: M=—l, Po nr =am<a ; —1<m<0, 

zu și Za imaginari; 0<m< 16, E>0, P>0 şi cum rădăci- 

nile 2 și ze sunt în ucest interval de semne contrara rezultă 

2 Ca Car; m= 2 Ca <a=z; > 16, E<0, 

<a <a <a. 5l, Vie aa” rădăcinile ai dintâi, 

zi Z aa rădăcinile celei de a doua; se găsește: m<I (3— Va3), 

2 Ca Ca <a; = 13— VI), d=a<a< da ; 

118 V13)<m <1, zi << 2< as; M=L, pu < x z <a; 

1<m<3(8+ V13), a<a< z" <a; m = 28+ Y13), 

z<r<a =; 2. (3-+-V13)<m, z<I<z<a. (G.M.1V), 

52. Cantitatea 4pt-4g+1 fiind negativă să o însemnăm cu 

142, (ab 12, (ab .. hoti rlo(-2) +9) 0 a-p=(r+)-(9)>o; 
E=4 (p9-4+a59)—4 (phropatp:+q2—2p9=(p—q) 
(4p-+4q+1)<0, deci una din rădăcinile unui trinom este 

cuprinsă între, rădăcinile celuilalt trinom. 53. Fie a Zz 
rădăcinile primei ecuaţii, zi Ze a celei de a doua, să E 

măm cantitățile: E=(az24+-ba+c) (az?+b'a' tc) 
PP . 2__ re — ' P_ , 

_(ac —ca) del ba) (be cb), P=(aa2-kVz-ko0)- 

(a , av ac) —blba —eb- Bala e —ca), F, =(aa: + 

Late) J-Haz3 Fuza-țe j= b(ad' ba) 20 (ac —eca), 

Fr=FF, asr); se găsește: E>0, p>o; 

  

a 
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(RU, 54, XA, 1-14). ALGEBRA. 

3<0, <a <a <a; E>0, P'>0, 3>0, z<a<r<z; 
E >0,. F<0, F>0, z<u<u<z; E<0,8>0, a<z 
<a <a, BO, 3<0, d<z <a <a. (A 'se vedea şi G- 
M. IV şi V. Compararea rădăcinilor mai. multor ecuații de 

gradul al doilea), 54. a2—6z-kH10=(2—34+-1)(rz—3—5), 

trebue z=3ai în care a>1. (G. M. VII). 

x. 1. z iy sunt rădăcinile ecuaţiei „3.4002-+2400— 0 
*x=60, y=40 sau invers. 2. z=y=2. 3. Multi- 
plicând a doua ecuaţie cu 2, adunând și scăzând-o din din cea 

dintâi, avem (z-ky)?=121, (n—y)P=9 de unde z=—7, y=4, 
sau invers și r=— 7, = —4 sau invers; 4, p5—y se 
divide prin x—y, se găsește z=2, y=0 sau z=0, y=—2 

5. Aceași observaţie ca mai sus sc găsește 2=4. y=1. sau 

invers. 6. = + 3Y2, y=t Va. 7. Fie z-+y=u, ridicând 

la cub 25-a 3 (zh) 35+ 330195 .: 
u=5, zy=6.'.2=2, y=3 sau invers. 8. Cea de a a 

doua ecuaţie se poate serie oua ridicând la cub 

3 27 „97 5 3 Su = 2 = z-y +3ay. 2 gay. teo) “(ay —9(y) 0 

8 , 
(29). =0, (je =8, (= —zi apoi (2 +) =0, 

erau (zf; = —2; se găsese apoi soluţiile: 0, 0; 

4,2; aie 9, Se va elimina mai întâi 2 se păseste 

(1): zy=30— 27 . Ialocuind pe z&y în una din ecuaţiile date, 

avem (2) 2 —4a%-+-20—= 0... Rezolvând sistemul (1), (2) se 

giiseşte: D= 39, y=ă 4. 10, Ridicăm a doua ecuaţie la 

  

la patrat ș și o scădem pe “prima, ete. ; se găseşte 4 pb Va2—0E. 
bi—a3 a. 12, . 35 Produsul 

zu este' dat de. ecuaţia: 2(29)2—40*(ax9)H-bt—a!:=0 obti- 

nută ridicând ecuaţia a doua la puterea 4. 13. zy este dat 

de ecuaţia:. 5b(2y)2—555(zy)-Fb5—a5=0. 14. Se împart 
ecuaţiile apoi se extrage z din 62?—11y-+34%=0, 2==0, y=0; 

il. Se găsește pentru produsul zy= 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QIV, 16—22). 

3. 

. ! 2 

1. a li, 
—2 i 264,3 2 6— 2); 3. 6+5), — 3(5—2 

(G. M. YI, 16, s aduni, apoi se scad ecuaţiile, 

z=35, y=0,5 sau invers. 17. 'Multiplicând prima cu 

4 și adunând cu cea dea doua, obținem: 992—54zy+ 
+81 2= 9 (y—3zh=0 ; se păseşte apoi: z=0, y=0; 

2=15, y=45. 18. Prima ecuaţie se poate serie 

zylz-t-y—3)=3(y-+-4z—ay), combinând cu cea de a 

doua avem zy= +6; apoi z=+Y3, + V3s; y= E 23, 

x9Văi. : 19. ay; zi, y=ti; ati, 

17 a poitiVă, y=T(orFiVă, (GALI) 
20. AG y= Na 2120621). 21. Ecuaţiunile 
sistemului se mai pot serie sub forma (22—42)(z%-4-y%)=51, 

D—2__38 
z “ue gt-ț-ajt)=272, care prin împărţire ne dau zi 16 

Notăm 2 —P=X, 22 Y, sistemul devine Y2(x2-t0Y)= 
=272, 16X=3'Y2. Inlocuind în prima ecuatie pe X scos din 
a i doua, găsim 9Y0-4-512Y:— 69632=—0 ecuaţia trinomă care 

z=3, v-a 2=65, sia 15. 3,1; —3, —1;2 

se, desface în X08 si 3 E, de unde Y=a8, 

u 17 

- . 
3 — 

Xx= sei
 9 , e=] oa

 Y —3) și X=—8e2,X=e?
 VE 

Revenind la cunoscutele inițiale, găsim în total 48 soluţii. (G. 

M. XI. p. 133). 22. Sistemul se transformă în sistemul echiva- 

lent 29-+-y9=—=513, (35+gy*)=95, o având semnificaţia lui 2 

din problema precedentă, sistemul se descompune în 3 sisteme 
z94+-9p= 519, pt p=9:; 299 =518, aky'= 

z9-t+4pP=513, z+y=9, sisteme ce se rezolvă uşor punând 
=X, g'="Y. Obţinem soluţiile z=1, ypu=2; a=a, 

M=9a; 30, ssd; ru =2, jul; 520, =; 
3 3 3 3— 

z=20%, =; z:=Va, V=2Na; z=aN a, ye=2ava;, 
: „3 „31 31 3— 3 
z=aVa, jp=2aVa; ao =2Va, po=Va; zu =2aVa,



(AV, 23-05), ALGEBRA - 

aha a &; zis =22Va, spus =a2 Va; zis = V că, m=2Vaa; 

14 =a4 a2, pia = Dai a? ; za = Va spus = 902 Vaz; 

zi5=9V cz, po =V oz; zu =acâl a, + spa a a2 ; no=2a1V a, 

pus =a2V oz, (G. M. XXXIX, p. 472). 23. Prima parte 
a: primei ecuaţii se scrie ?7aylz5-+k+y5-+ Say (0 t-y)+ 

+5 (z+9)l=?aylaky) la eat Sa ap + 
+ 20 +yl=7zy (xy) ll pb 24 2ay(2t-+- 
+ )]=7zy (2 y)ie-tayk. Punând z-ky = uzy=v, 
sistemul devine 22 — o == 19, zv (2 — v)2 = 10.830. Notând 
a—v=i, uv=a, sistemul devine 1==19, £2x=10.830. Deci 
1==19, 2=30. Revenind la necunoscutele iniţiale, obţinem ur=- 
mătoarele trei sisteme z-f-y=—2, 2y=—15; z+-y=—3, 
zy = —10; z+y=5, zy=6. (G. M. XXXVIII. p. 71). 
24, Prima ecuaţie se descompune în z—gj-1=0, 2-fFazyțyt= 
Considerând sistemul z—y==1, 25—p=211 şi impărțind 
ultima ecuaţie prin prima, avem zt-ț-as hay 2ezoyj5-t-yt=911, 

Dar 2=yi, Psp-hay-ti, a9=pĂ3pP-t-3y+-1, 
zi =y*F4pF-6p-kâyt1. Şi ecuaţia ultimă se reduce la 
pir 2pP--2op-ty—42==0 sau (y—2)(y4+-3)(y?4-y-k7)=0. 

Deci p=2, 2 =3; y3= —3, a3=—39; viu ALERT 

+ | | | 
1 ar Considerând sistemul a*-+zy-+y2=0,   

i a 

pop=0ii, rezolvând prima ecuaţie în z, avem 2 = 
, AŞ 

(=) =ay, zr=y[ 1312) = 02. Observând că 

  Sa ete. (G. M. XLI, p. 198). 

25, 10, V720, ecuaţia a doua se serie a*-+-2y2=b —2ay, şi ridi- 
când la patrat, zt-t-4a'=52—4bzy, folosind prima ecuaţie, 

! 

5=02, avem y5= 

2 — 
aceasta devine 25-44 Y, & = Introducând în a: 

b-bha 
doua ecuaţie această valoare, z2-4-24/p2= 25: Obţinem soluţiile   
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (AI, 26—30), 

1 Vuridera-a air TUN „i 1 jurat CU FYo)a 
= 3 

— ai (a 4-2) E (1— V2)a=1 1 (eee Păi 
y=z ta 
90, b==0. Trebue să avem a=0, din 2t-F-4y!=(a2 PR y-F2y2) 

i 2 

(22—22y4-2g2). In acest caz 2=0, y=0, sau (=) +2(2)-+ 

+2==0, deci z=(—1+5)y. (G. M. XLI. p. 201). 26. zşiy 

sunt rădăcinele ecuaţiilor 227 2aa-+9—3a2=—0 ; să considerăm 

A. ex. ecuaţia 32—2az-ţ-9—3a2==0, deducem: a< — YV3, z 

  

şi 4 reali de semne contrare; — Vaca<—3, z și y reali, 

ambii negativi; — Dacă, z şi y imaginari; 2 <a <YV3, 

z și y reali, ambii pozitivi; a>V8, z şi-y reali de semne 

contrare. Dacă se in semnul -+ înaintea lui 2a2, aceasta 

revine a schimba semnul lui a; discuţie analoagă. (G. M. V). 

27. Se va calcula mai întîi suma și produsul celor două 

necunoscute . scriindu-se ecuaţiile astfel (z-+-y)*+-(z+-y)— 

_n  (z-ky)—2ay__akyt2m —zyk+m=0 și Ea — 

în a doua o proprietate a proporţiilor. (G. M. 111). 28. Sco- 

țând pe z și în funcţiune de zy obţinem prin înmulțire 

ab-hit (e), 
a+b 

29. Rezolvând prima în raport 

  » aplicându-se 

o ecuaţiune în zy. Avem: z= 

__ab—1 Vla2—1)(62—1) 
So | a—b ” 

cu 7, x este dat de ecuaţiile: (3a-4-25)a?24+-a(a+d)z+-a2b=0 

sau (3b-+-2a)a2-+-o(a+b)z-ta02=0.(G.AM.V). 30. Adunând şi 

scăzând avem: a-ti2=V2(az-tby), peha=V2 (cy —a5), 
multiplicând (22-41-82) (42-k- a2)= 2(az + by)(zy—ab), însă 
(272-402) (2+ha2)=(aztbyP-tizy—abk." az t-by=ay—ab 

b , , 
fa y=a2 şi m-a? se găseşte: z=bi,y=-ai: 

—b 
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(AV, 31-—39). ALGEBRA 

z= —Vi, pai; z=aVa-+0, ya DV2. 31. Efectuăm 

1 
calculele și impărţim respectiv cu zy și a?af2. Punând 24 > 

şi pt=e, avem u-te=18, 02-+2=219..u=4, v=14, 

apoi z=2 + Y3, y=T1t 4V3 sau invers. 82. Prima ecua- 

ţiune s6 poate serie sub forma: z? + zyA-yt — 

__ZY (202-+-y2) —a apa (a2 + 52) 
- Se vor lua ca necu- 

ay d'—abt-b Lcav--09) 
: v(a2-t+ab4+b 

noscute DB-PhpP=u, Ly=v, se găsește: pu pu . 

_ (a? b)ta?-+- ad 4-5) i uzi, o=ab, 
a2—ab-+b _ 

33. 2==4, y=3, 2=2 şi a=1-kiVu, y=i—su, z=. 

Admite şi sistemele 2z=38, y=4, 2=2 şi =, 2>=1— 

Vi pt IiVu. 34, Se va adăoga în ambii membrii 1, 

prima ecuaţie devine (y-+-1)(4+-1)=1-ta..., se găseşte: 

pet DEF) 
ae . 

K KI . . x. _1s_e 9 x 
prin scăderi și împărțiri că y= 

1 cte. 35. Se găsește mai întîi 

+ z 

9 

—1, +2; 2%, Va, 0; —2Y5, —V8, 0. (G. M. XV) 
36. Ridicând ultima la patrat, avem ayțtara-tyz=0; apoi ri- 

dicându-o la cub, găsim 3(z-kty-tka)(zy-bzaz-ty3)t-6zy2=0, 
deci zyz=0, presupunând 2=0, se găsește apoi zy=0, 

.*.y (sau 2)=0, apoi a (sau 4)=1. 87. Se foloseşte identitatea 

(ya) ay *-ra5-+-3(2-+y)(y-k=)(a-ka),se deduce zy+=0, ete. 
38. Fie p,-g, r coeficienții lui 23, a şi termenul liber, 
ca ecuaţia dată:să- admită rădăcinile —1, 0 şi +1, trebue să 

avem: —1ț+p—gq'tr=0, r=0, 1+phaqkr=0 .. p=0, 
7=0, 9g=—1, adică ati-ke=0, a34+-bses—a2b—a2c— 

—a—be—c2a—c2b=0, a2tb-to?—2ab—2ac—2bc=1; 

: 3 Ş ȘI 1 . . . Ei 

se găseşte Xab=—— și 6abc=0, deci: a=0. =, 

  » ete. Avem: 4, 1, —2; —4, 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (AI, 39—47)- 

=—2 (G. M. III). 39. Se vor elimina mai întâi și y 

snt primele două și folosind pe a treia; ecuaţia î în 2 are 

rădăcinile 6 și —2 ete. 40. 2=—4, y=3, u=2, v=1, sau 

7,0, 1, 2. 41. Se vor lua ca necunoscute produsele zy și 
uv, se găseşte xy =—au==480, apoi 2z=40, y=12 sau invers 
şi u=30, v==16 sau invers. 42, Prin scăderi şi împărțiri 
se găseşte: a=5u —10; y=4u—3; z=23 —10u apoi: 
Be A6ut12= 0, deci: 2z=3, y=5, 2==0, u=—2 sau 11; 
1,8; —4; 1,9. 43. Adunând avem: Bat 209) 
(y—2) (—2)=ab--e; înmulţind avem: 222 42 (2—) 

  

| —abe —2) in—a)= Ri = + = (y—2) (a—a)=abe Vzee 7; sistemul 

a , r b , 
poate fi scris atunci az2 227 , 2720, 

z ya ja a a 2 y 

* parte z ps a; se găsește apoi = ir —a) ete. - Pra opati Se Escale ap Ford 
44. Din primele două deducem z=(a+r)z, y=(a—r)z, 
= VI a*, apoi substituind în cea de a treia ecuaţie 

- C , 45, Rezolvind două din 
Var (ara 

ecuaţiile date în raport cu z și y şi substituind în 
cea de a treia, ecuația în + se descompune în factorii: 
a-at1=0 şi (a—bhe)a?z—(a-k+b—30x—atkihe=0. 

46. Fie eta pa as, pt d 
uU ” u 

  

  

N 

  

  y= 2 DD C adunând, ridicând apoi la patrat și adunând, obţi- 

3v—(a+i+te) a, 3y2 —2latrbto)rt(at-t- tc?) _ 
u u2 

— arte _ tab 0—0): c)-He-a 47, Să 
ae ete arițe pir 
nem X=zu, Y=yv, D= şi să înmulțim prima ecuaţie cu : 
ultima, a doua cu a patra, iar a treia cu a cincea. „Obţinem 

nem: 
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OY, „48-—49),: E ALGEBRA 

(1), X(Y + ZP=4abcd=K, (9) Y (7 A- XP = 4abed=K, 

(3) Z(X-L-YP=4abed=K. Scăzând primele 'două ecuaţii, 

avem (X— Y)(72—XY)=0. Dacă luăm X=Y, (1) și (3) 

devin X(X+Z)=K, 4X27Z=K și prin scădere X(X—7)=0. 
Nu putem avea X=0), de oarece K7Z0, deci X=Z și atunci, 

XA=Y= —p=eVabcă, € fiind una din rădăcinile cubice ale 

unităţii. Ecuațiile propuse dau: 

  

  
  

      

      

p= be „= e ac __ “ab ce =1 
> PP ISP 23 = 1 

Vabcă | Vabed NVaved 

“ad sd e'cd 
u = 3 „23 „1=z 

“NVabed Vabed Vabed 

Dacă luăm. p=xY, înlocuind în (2) şi (5) XY prin 7? și 

scăzând, X2-+Y2—7 (S+Y)=0 sau (A+) 734) 

— 27Z2=0. Deci S-+y=27, XN+yY=—Z. Rezolvând sis- 

temul format de una din ecuaţii și XY =Z?, păsim N= Y=Z 

și X=e/, v= e'7, şi cum Itete =0, avem 7=eN4aved, 

23=1. Avem 

  
      

  
    

2 = —2be y= —-2dac_ , __ _—2ab 
= — a => 

e VA abed 2 N4 aved sV4abcd 

__—Bes?ad —9e'ebd —9etc-d 
Mg tz de 

V4abed Viabed V4avcd 
(G. ML. IXXIX. p. 6). 

48. Avem soluțiile 22==0, 1P2=0, 22=—0, Sa notăm g-tg== 

a? 4-a? =2 pat = 1. Sistemul devi ine p-h2v=a, 2t-hu==b, 

urc, notând airke= op, Și adunând ecuaţiile, at-ț-z-t-ae=p 

      

  

de unde u=p—a, pb, a=p—e şi deci a2= (+ 
2 ip—b 

pă Vezi 
oa pal ” alp ra p—b Ip t. 

ap ) (G. AL. XXXIX. p. 102), 49. Se 
p—b.. p—c - | 
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y 

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII Iv, 50-55) 

"pune Azi =S și avem (S--az)S=(0—Da,, (S—) 

S= = (n —9)a....(3—S8,)S pe pe care însumându-le» 

S(ns— S)=tn—1)5as s= +5 Sa: (6. M. XXXVI p. 412), 

50. Fie Saba. Fa, ecuaţia de rangul ș poate fi scrisă; 

zi(S—z)hi(i+1)S=(254+1Pa? sau a2—Szit(2i4-1)a2— 
'Z - 3 = 3 

—i(4-k:1) 8220. SES Ai) a 4ii-F IS 

  

_S+(2i+1)S S2— 4a2 
3 » făcând 2=1, 9,...n şi adunând 

în 

avem: 25=nS4-)St—4a. 5 x Z (25+1), ecuaţie care ne dăpeS. 

SI, Fie zi-hai. hr aa — > 03 — 3 02 — aa =, 

1 este dat de ecuația: na?—(1ţ+-2Xa?)u 3 A ai = 0. 52, Ri- 

dicând la patrat cele două ecuaţii și scăzând rezultatele unul 

din altul, avem (1) 1—2(2-4-y) VA ay =a2—b, izolând cel de al 

doilea radical din prima ecuaţie și ridicând la patrat, avem: 

z-try—2aVzy =1—a2 (9); ecuaţiile (1) şi (2) avea 

ata LE UI E, y=21-ra Viu —viaăl, 

Verificarea: “Calenlând Yzy și YU—a) (1—y) găsim ' res- 

Dpectiv: Sa Vio: —b: şi A Vio b*, ete. 53. Avem: 
2 

z 1 - . a 
—qP pt 3 L Va; pentru ca. rădăcinele să fie reale tre- 

bue p?—4q>0, p<0, q9>0. 54. Prima ecuaţie se 

poate serie a? — p2=2(y—1); iar. cea de a doua 
după ce am multiplicat numitorul cu 2, și am aplicat o 

atu 34430 . 
y. 54—30* 

aky= +4(2—y), luând semnul + găsim z=5, y=3; 
—9 e 2, y= Se, 55. =729, 

proprietate cunoscută a rapoartelor: — 

luând semnul — găsim z= 
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(XV, 56-—59, XV, 1—3). . ALGEBRA 

y= 512, sau 2=—512, y=— 729. 56. Avem: pi, 

php 

ata y=Zel +Y5). 57. Punând rc, Vo, 

c2)=0.                                     

6 
V2 a=b, şi luând ca necunoscute to) și uv, se 

1 — 

găsesc sistemele următoare de soluţii 2 = Zu, na; 

ENE Sea 
e, _1 RT V2_, ra V2—1 

m=gi 2 met zi a] 
(G. M. 11). 58, Riăictnă. prima ecuațiune la patrat și ob- 

o 3 3 3 3 2 
servând că: 222 pP-Pa?V 22ypt-k- y2N ctyp= (Vp Vay) , 

3 3 3 
se poate scrie Va Vp= Vaz, iar a doua observând că ea 

este ecuaţia: Va-+-Vy= Vo, ridicată la cub; punând Vz=u, 

Vy=», chestiunea se reduce la una cunoscută. 

59. Viza (2-+-12)=—a-+3, Y( (2-4 1) (z-+13)=y-k-4, sau 
a? + 147 9243549324 972 +27, 2414 2 +13= 

=P+8y-+16, deci următorul sistem: 43-+9+2-+272— 

—P2—8y=0, x-+y=0 înlocuind în prima ecuaţie pe y 

prin —z, sistemul devine y=s, Ba 320 4) 

Deci 2=0, y=0 sau (242) ((6-+-12)=2 , (a+1)(24+13)= 

care după reduceri se transformă i a? + 14 2 —93= o, 

Deasemenea avem din (1) z2-+82-+35=0, 2=—4 

+ VZ19 ete. (G. M. XXIII. p. 358). 

     
       

  

„XV. 1. Ecuația problemei z(15—2)=54, numerele sunt 
6 şi 9. 2, Ecuația problemei este 22245 (11 —azkP= =277 ; 

. = și 24, cea de a doua soluție singură con- 

vine. 3, Fie z numărul din mijloc, ec. problemei este 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII 0, 61) 

(z--1)z(z-4-1): 3z=a .!. z=V1-F3a, ca problema să fie 

posibilă trebue a= (21), Ţ; fiind un număr întreg. 4, 

Ecauţiile problemei sunt: P—pPSay Satu. .Z=y =0, 

3 + V5 1 V5_- 3 pic ocina acte 
Sau pa Sp Pie z prima parte, 

ț timpul socotit în luni, ecuaţiile problemei sunt: 0, 10xi= 

=—12X400; 0,12 (8000—a0) (44+8)=320X12 -.*. = 6000, 

t=8; părțile din capital sunt 6000 lei și 2000 lei, 
ine timpul 8 luni și 16 luni. 6. Cele două numere fiind 

  

- , - m —zya _b 
z şi 7 se găsește: din ecuaţia a doua ah Ca! 

a*(b—a) af 2b—a 
n 3 = — + . 7, - 2Y= ga! 2Y= a h E e Ecuațiile pro 

blemei : priri p--i=7, y-ka=5, asha t5= 252. Se 

observă că: a*-+i2==49—29ta, z+t'=7(49—3ta), ete. 

2 =1, y=9, 2=3, 1=6. 8. Presupunând că acei doi 

călători pleacă în acelaş moment din A și B, a şi y distan- 

ţele: făcute până la întâlnire şi t timpul întrebuințat, avem: 

a — y==40, 9 = iy, 95y= i s*x r==100 km, y=€Okm deci: 

AB=160 km. 9. Eeuaţiile problemei sunt: vt—a1=20 
(1—5)—o(0—5)=o(0k16)—2vw(1+16)=120; eliminând 
pe și 2 găsim: l2-4+-224—2940=0, soluţia pozitivă con- 
vine singură chestiunei; găsim apoi: v=95 m/oră, 2 = 10 

m/oră. 10. Se va lua ca. necunoscută numărul de: m. exe- . 

cutaţi în plus sau în minus peste 20 m.; ecuaţiile problemei 

sunt, pentru primul caz: (20—a)(10— 2)==144, în al doilea 

(20-+-2)(104- 2)=—=336, deducem că în prima zi a lucrat 18 m, 

iar în a doua 24 m. Îl. a reprezentând numărul de metri, 
dela care pornind preţul unitar p se mărește sau se micșorează, 

A. suma cuvenită, ecuaţia problemei este: (a-t-a) )(p-kaa)-— 4 

==0, z reprezentând numărul de m. execuţie în plus sau în 

minus peste a metri, iar. suma cu care se mărește sau se 

micșorează prețul unitar. Pentru discuţie voni distinge 2 cazuri: 
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(N, 12—17), ALGEBRA 

a) pa>A, cele două rădăcini ale ecuaţii, care sunt totdeauna 

reale, sunt negative, una din rădăcini este mai mică ca —a 

şi alta mai mare, numai cea de a doua convine; b) p&<A. 

ecuaţia admite o rădăcină pozitivă şi una negativă, numai 

cea pozitivă convine. În toate cazurile problema are o sin- 

gură soluţie, 12. z fiind numărul moștenitorilor, ecuaţia 

  —4=0 sau bat—bna—an=0, 
—n a 

soluția negativă nu convine, cea positivă convine dacă 

an 

problemei este: Z 

=a(a-t-n), a fiind un număr întreg pozitiv. 183. Se 

vor avea în vedere formulele din fizică relative la căderea 

, 1 
corpurilor; ecuaţia problemei este: z— 39 2L=v(1—5)— 

1 AIR , , 
3 g(i—5k, o şi vitezele cu care au fost asvârlite mobilele, 

SI j 125 
g acceleraţia gravităţii; se găsește [= SE tboa SF aa? 66 sec; 

.. - v po o 
t fiind mai mare ca rezultă că un corp se urcă și altul se 

coboară ete. 14. Ecuația problemei este: (52%4-4) (322-+-4) 

= 1.954+6954+-1.92, care dă z=8. 15. Pie AB=a, 

OA=—z raza cercului, dacă O este între A şi B ecuaţia pro- 

blemcei este 422—Gaz-t+a?==0, iar dacă centru este în afară 

de segmentul AB şi anume de partea lui A, ecuaţia proble- 

mei este 4a24-2axz—a*=0; în ambele cazuri problema 

admite numai o soluţie. (G.,M.II). 16. Se vor distinge două 

cazuri, după cum cercul înscris sau partea rămasă divide 

triunghiul în medie şi extremă raţie. În primul caz ecuaţia 

problemei este: 2222 — ptz—p2==0, iar în cel de al doilea caz 

ecuaţia este: 7?a?—3prat-p?=0 ; în ambele cazuri avem câte 

o soluţie, în cel de al doilea caz soluţia care convine este aceia 

când luăm radicalul cu —. 17. Fic MN=z, avem BM=z cote, 

AM=zcotg&, BM=A MA B—2AB. A M.cos; ecua- 

ţia problemei este: (cotg? 4 — cotg? fi) a? — 2azcotg cos + 
-+a2=0, Ca problema să fie posibilă trebue sinv< 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XV, 18—20), 

cote cota f - 

cotg % 

soluție; d) o=900, a < f nici o soluţie, «> o soluţie 

c) o obtuz, 2<f nici o soluţie, a>fB o soluţie. 18. Fie 

CD=a, CP=d, CP=ad, h înălţimea corespunzătoare 

, DE (d-t-a)he. 
A = — =m2= A vârfului A, BC=a, AC=20. Avem S=m "=5P' 27 

DE , 
pentru evaluarea raportului = se va aplica teorema trans- 

DP 
versalelor triunghiului PBE tăiat de transversala AC; apoi 

; se găsește: aq) W ascuţit, a<f, 2 soluţii, «> o 

? 

DE__a-— , , 1. 
având = = ARE aplicăni triunghiului ABC cu transver- 

e 

BE _ dida e apotb—ade, sala PDE și obţinem: 25 = az da sf AB= baz ! 

DE_ a(b—a) 
se găseşte DP az Pod și ecuaţia problemei este 

ah(d+d)a— ad (dh-td'h—2m2)a-k25? di: =0, 
2 , _. , Ă , 

punând and FI) = |: ecuaţia precedentă: devine z -+(a1— 

—bWaz-tbadk=0. Ca problema să fie posibilă trebue 

b[a-+-24—2Va(d-Fa)] 
9 << — 3 > în acest caz ea admite două 

soluţii; vlad Vale) este valoarea lui .7;, pentru 

care suprafața triunghiului P'DE înscris în ABC este cea mai 

mare. 19. Fie Aa AC=b, BC=c, BP=z, ecuaţia pro- | 

blemei aste S(a—ap4-l me, (Bec) z2—9ac? a atc2— 

, n: bc? 
02 m?=0; ca problema să fie posibilă trebue m? TE   = 

adică m mai mare ca lungimea perpendicularei scoborâtă din O pe 

ipotenusă, cea mai mică valoare -pe care poate să o in 7 este 

lungimea acestei perpendiculare. Soluţia negativă se poate 

interpreta și problema admite două soluţii. 20 Fie a și b înăl- 

țimea şi baza dreptunghiului, trebue s să avem ds cazat E 
"3 
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(0, 21-29), - ALGEBRA 

(V—a) [la a + aa (at a)]=a20.'. 2l4+(3a—b)az 
— a (30 —2a)]—0, soluţia problemei este dată în toate ca- 

— a 2 ” 

D—3atibi i 6ab-ta Sect 6abire + Soluţia z=0 

este evidentă, soluţia negativă se poate interpreta. (G. M. IV). 
21. Fie OM=z, MF=y, ecuaţiile problemei sunt: a2-+-y? 

= 2-2, = (02-52) a2—dabz—at=0.. 

pa UP haite a-bi) 
a? , 

pozitivă ne dă un punct dincolo de A, iar cea negativă unul 

dincoace de O. 22. Insemnând cu distanţa planului 
sceant la vârful conului, trebue să avem 7(0Ra—z2) 

1_ __ 3R+VOR:—iza? 
eo 4 

  

zurile de formula z= 

ambele soluţii. convin, soluţia 

—Țam= ma? » ca problema să fie 

a. da : 
posibilă trebue a< RR adică S poate fi cel mult egal cu 

8, „- 
Z din suprafaţa unui cere mare; dacă condiţiunea pre- 

cedentă e împlinită ambele soluţii convin, ele fiind cuprinse 

„9 , _ 
între O și 3R 23. 2 reprezentând lungimea coardei și 

y distanţa ei la centru, ecuaţiile problemei sunt 2z-+y=l], 

r-+P=R?, eliminând pe y avem ccuaţia: 5azt—4lz- 

—R2=0 (1).. Ca problema să fie posibilă trebue să avem. 

5R2—1:>0, O<z<R, 0O<y<R; distingem următoarele 

" cazuri: a) O<I<R, rădăcinile ecuaţii (1) sunt una pozitivă 
alta negativă, rădăcina negativă nu convine, iar rădăcina po- 

A , 1 
zitivă este mai mare ca 3], ceea ce dă pentru yo valoare 

2 
negativă, deci în acest caz nici o soluţie; b) R<I<2R, 

, oo ae .. A i 
ecuaţia (1) are două rădăcini pozitive, una mai mică ca ŞI 

și alta mai mare, la cea dintâi corespunde o soluţie la cea 

de a doua nu; e) 2R<I< RV5, problema admite două soluţii; 

d) I>RV5, nici o soluție. 24. Insemnând cu / înălțimea, cu a 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XV, 25—28), 

generatoarea, V volumul și punând a, razele bazelor sunt: 

4 bb? —a 

3 

+2 Va2— 2. 25. Fie trapezul ABCD, AD = înălțimea, 

1 1 pg e Ap spa 

zy lungimile bazelor AB<CD, BC=; a și Te? supra- 

c
a
l
a
 

e 

faţa şi volumul dat, AF şi DE fiind perpendicularele pe 

BC, din ariile triunghiurilor DBC şi ABC avem: DE= 1, 

  

Ar=Si CE=-Y(y—a), BF = 2 (yo) = este dat 

  

            

l 

de ecuaţia: zt—l?a2 + 451—192a1=0; iar laturile 
= | 

paralele sunt: z,y = E + l 1 Pentru I<2a 

4 

ci iar pentru 1>2a trebue se 

neta +2 (G. M. 11). 26. 39 m., 80m., 89 m. 

21. z, y, 2 fiind laturile triunghiului avea +: ah pat, 

z-kyka=2p, Rloktyt+)=ay, e și g sunt rădăcinile 

ecuaţiei 22—(p+-R)u-+2pR=0. Pentru ca rădăcinile acestei 
- ecuaţii să convină chestiunei, ele trebue să fie reale, pozitive 

și mai mici cap—R; pentru ca să fie reale trebue p?—6pR 

+-R:>0 .*. p>R(3+2V2) sau p<R(3—2V2), cum 
p>R rezultă că trebue p>R(34+2V/2); dacă această : con- 

diţie e îndeplinită, cele 2 rădăcini sunt reale, pozitive și mai 

mici ca p—R, problema admite o soluţie. Cea mai mică 

valoare a lui p este R(314+-2V2). 28. Insemnând cu z dis- 

tanța coardei BC ln centrul cercului și cu 7 pe AB, folo- 

sind asemănarea triunghiurilor dreptunghiuri formate și pro- 

prietatea _puterii unui punct, găsim: AB= Vaz — - 

V-a, AC=Va2—z: aripa r?-+a?, apoi ecuaţia problemei este: 
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(XV, 29—39), . ALGEBRA 

4at—(92R2—2a2—ma2)z2—4a2R2=0. 29, reprezentând raza 

bazei şi 2y înălțimea, z este dat de ecuaţia: Bzt—2(m?2+- 
+-2R2) 224 m'=0. Observăm că dacă în ecuaţiunea în 2? 

2 , 
Z R?2 având condi- substituim în locul lui a? valorile: O, 

V5-+1 
> indeplinită, vedem că O și R? sunt în ţiunea m2SR? 

- , AR „RR Ă 
afară de intervalul rădăcinilor, iar =— dacă m2<R? este între 

5 
rădăcini, dacă m*=R2? ca este o rădăcină și dacă m2>R? ca 

sg . 

este în afara inservalului rădăcinilor. Problema arc două soluţii ; 

Y5 VS 
pentru mpa BF avem o singură soluţie; peri 

reprezintă cea mai mare valoare :pe care poate să o în m2. 

30. Se va arăta că cercul tangent la trei din laturile 

trapezului, obținut tăind trunchiul de con printrun plan 

trecând prin axa lui, este tangent şi la a patra latură. Razele 

celor două baze fiind z și y, avem: 4zry=i2, chit 
Voata 

+(zhyP=a?; a şi y sunt rădăcinile ecuaţiei: ap DEE 

î? , ie a 
+ra=0. Ca problema să fie posibilă trebue să avem q2> 

9. Ip 3. . 
> 3”, în care caz avem o soluţie, când a2= ge trunchiul de 

con se reduce la un cilindru.  3l. z reprezentând dis- 

tanţa punctului, unde cea de a treia tangentă tae una 

din laturile unghiului, distanță socotită de la vârful unghiului 

drept, y lungimea analoagă la cealaltă tangentă dată, avem: 

2y=2m2) pik p=(ztry—2Rk. z şi y sunt rădăcinile 

ecuaţiei: u2 — ME +2m2=0; ca problema să fie po- 

sibilă trebue m? > R2(8-+ 2/2) sau m2<R2 (3 — 2V2) ; 

R:(3-+2V2), reprezintă cea mai mică valoare pe care poate 

-să o ia: m? din şirul de valori mai mari ca acesta, iar 

R:(3—2V2) cea mai mare. Cercul este realmente înscris 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XV, 92—35..XNI, 1—2); 

în triunghiul format, dacă z: şi y sunt mai mari ca 2R, 

deducem m2>2R?; când 2 şi y sunt mai mici ca 2R cercul 

este exinscris, cea de a doua condiţie m2<(3—2V2) R2 

corespunde la acest 'caz.: 92. Fie AD=az, BC, ecua- 
ţiile problemei sunt R(a2+-zy+-y2)=2r5, zy=R?, R fiind 

raza cercului iar r raza sferei; ecuaţiile de mai sus dau: a = 

ae ms [Pa 
: mă — 3 ” 

— ere] 33. a fiind latura triunghiului dat, apli- 

când teorema lui Stewart triunghiurilor BAC și ABC res- 

pectiv la punctele N şi P avem: AN?=4a—2aața? 

BP2=9a*—3azta?; apoi triunghiurilor ANB, ANCşi APB,avem: 

MN2=T7a—4az-ta:, NP2=19a2—Taaka:, MP:= 

= 1322—T7az+a?; cele trei laturi ar putea forma un triunghiu 

dreptunghice în trei moduri, obţinem astfel condiţiile z?—4az 

-+a2==0 sau 2522—10az-t+a2=0 sau 1322—4az-țta= 

=0. Problema admite trei soluţiuni distincte. Ca punctele 

M, N, P să fie în linie dreaptă trebue să avem 1la:—Gaz 

+a2=0, care are rădăcinile imaginare. 3%. Fie ABC 

secţiunea cerută, AB'C' secţiunea normală trecând prin A, 
BB=a, CC=y, avem (z—yhm=a2, m-tat=t, 

MF, 16 lji=4e —(02b e? — 02) =3mi-ţ-4m? 
1 9 022 

(et-tp a) pp = ES, (2—y=a2—m?. 

Ca problema să fie posibilă trebue a>7, 16%: >3a2. 

35. Avem: a2-hP=z?ty?=a3, aytay=2S, ztky+ 
+a +y=2p; să punem u=p—x—y=aty—p, păsim 
apoi 2ay =(phu—a2, 2a'y =(p—u—a? 

u= +a +2S—pi, etc. 

XVI. 1. Deducem: W2-+-2zy=c2, 0--3czy=05..3b20—2a5=c:, 

2. Adunând și scăzând primele două ecuaţii avem (z+y)*=(a+b)r?, 

(z—y=l0—) e atu ViaFor, Ver, 
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(XVI, -3—9), ALGEBRA 

(2 9 (oc —yh=2r, deci: (at Vi + (a— i =2ri. 

z 2 , 1. , : 
3. Punând: ==u, Vp și scăzând din a treia ecuaţiune pe a 

z. a 

doua, obţinem ţinând seama de prima: au-tob=au?-kbr=—c; 

găsim apoi: u= =, = a x*x a(b—cb-b(o—ak-+ 

+e(a—0)'=0 sau: (a4-5)(a-k+e)(b-+-ec)—8abe=0. 4. Se 
observă că espresiunea: 

(z—y—2(y—2)-t (palat (—xr—y)?(2—y) F= 

(z—y)(y—2)(i—a) 
| 1 | 

este constantă și egală —4, deci: Lope, 5, (= 

    

=B24-2C2. 6, Un cere cu centrul în origină. și cu 
raza egală cu 1. 

  
9. Se va rezolva în 
raport cu a şi se 

va determina între 

ce limite trebue să 

rămână y ca a să 
fie „real; se gă-. 

sește: —1EyZ1. 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (AV, 10 —22), 

  

  

  

| | 
i i 

, y , ! ! 
' 4 ! ! 

' i ! ! 
E] - 1 Ă Teze oo boa Lo TI 

[j ! ! : PP j 
| 

pă 14 +4 x: ! ' 
L] a 4 Le : 

. , N ' e 4 . 

' 4 ! 
; (a 

? 
: i ! 
: gi 

4 
1 
1 

1    
12. Punctele din 'înteriorul cercului descris din origină cu 

raza 2. 13. Se va serie (z—1kP+(y—1)P—2<0; pune- 

tele din interiorul cercului având ca origină punctul de coor- 

donate 1, 1 și raza V3. 14. .Panctele din partea con- 

cavă a curbei y=a? care conţine partea pozitivă a axei 

yy'). 15. OB reprezentând bisectoarea unghiului Oy, 

punctele din interiorul unghiului BOy şi unghiul opus acestuia. 

16. Punctele din interiorul segmentului limitat de cercul 

descris din origină cu raza 1 și coarda AB, A și B fiind 

situaţi respectiv pe Oz și Oy la distanta 1 de origină. 17. Punc- 

tele din interiorul coroanei circulare formată de cercurile de 

raze 1 şi 2, deserise din origină ca centru. 18. Punctele din 

partea comună iperbolei echilatere şi cercului cu centrul în 

origină și raza 2. 19. Se vor suprapune figurile dela 9 și 10. 20, Se 

va pune Vi sub forma. avi, se păseşte a=b= tg 13 

deci Vi va fi reprezentat prin două din vârfurile ontratuli 

inscris în cercul de rază 1, cu centrul în origină, patratul 

având laturile paralele cu axele de coordonate. 21. Avem 

i ai pp 2 2]; 

PO ia FI aa. când 7; variază punctul reprezentativ 

descrie cercul cu raza 1 și cu centrul în origină. 22. Punctul 
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(UI, 23—29), „+ ALGEBRA 

reprezentativ descrie dreapta: az—ay=ab—ab. 23. Pentru 
A+ Ba 
As trebue să 

ue , , 7 1 A 
facem transformările += Da, 2 = O, 2 = 3 I=3+ 

a 
BC—DA „ ? . vu a as. . 

G % adică facem întâi o transformare prin omote- 

a ajunge dela punctul 4 la punctul Z= 

ție, apoi o translație, o inversiune și în fine o nouă omotetie 

şi o translație. 24. Una din rădăcini tinde către 1, iar cealaltă 
crește nemărginit în valoare absolută, ea tinde către too 
după cum m tinzând către 0 este negativ sau pozitiv, 

25. Ca rădăcinile să fie reale trebue ca m să tindă 

către zero prin valori pozitive; în acest caz una din rădăcini 

tinde către -F-oo, iar cealaltă către —c0. | 26. Fie a-țe 

una din rădăcinile ultimei ecuaţii, ținând seama că a este o 

rădăcină a primei ecuaţii, trebue să avem: (a-bkode2-+(az-t+ 

oaza tbtfe-kaz?-+Bab+r=0, când «BY tind către 
zero, una din rădăcinile ecuaţiei precedente tinde către zero, 
iar alta către —(2aa-+-b): a, deci rădăcinile celei de a doua 

din ecuaţiile considerate vor tinde: una către a t+O=a, 

2a Li + b PI 

a N 

:4'=) între această relație şi relaţiile a2-+-aa—a2=0, 424 
ba! —a=0 se va elimina & şi &' se va simplifica și în urmă 

so va face a=0,A este dat de ecuaţia Ît—d5—)2=0 

126 (6. M. VI). 
28. Rădăcinile sunt ai= 1—Vina, as= 1+-Vi-kn2 când 

m creşte dela — la 0, a. crește dela — la O, iar ge 

descrește dela + o la 4+-2; când m crește dela 0 la +-oe, 

z, descrește dela 0 la — oo, iar 2 crește dela +2 la +. 

29. Rădăcinile sunt totdeauna reale și diferite; pentru 72 = 

= — 0 rădăcinile sunt x =—1, = +1; când m creşte 

una, din- rădăcini crește în valoare absolută, iar cealaltă des- 
ereşte, căci produsul lor este totdeauna —1; când m tinde 

către zero, fiind negativ, una din rădăcini tinde către 0 cea- 

d 
alta către zi — — i Sa 27. Punând «: 

care dă pentru A valorile: 0, 0, 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (AVI. 30—35), 

altă către — 9, cum rădăcinile sunt necontenit diferite, re- 

zultă că ga a variat dela —l1-la —c0, iar z> dela 1 la 0; 

când m trece de zero, rădăcina care era — co sare la Foo; 

iar când n variază dela O la oo, zu. variază dela +-oo la 

+1 și za dela Ola —1. In rezumat zi variază dela —] 

la — co apoi dela oo la +1, iar > variază între —l şi 

—2Y3 64+2Y3 
<< go +1. 30. Ca a să fie real trebue 6 3   

6—2V3 
3 

valoarea precedentă la 1, apoi dela această valoare până la 

6-+2V 
3 — — 

şi crește până la 2—V3, za variază dela 2+V3 la 2 apoi 

  Peutru m= . 2 =ap=294+V3; când n variază dela 

> a variază de la 2-+ Vă la -F- oo, apoi sare la — o 

continuă să deserească până. la 2—V3. 31. 'Trebue să 
, 2 m 1 ay 1000)>0; m<0 și | AI = ” 

avem f ( )>0; m ȘI 1-FomtVi Fam < 7105 
32. Avem z=1+-uv0l a aplicând metoda aproxima- 

țiilor succesive păsim : = 1, 23= 101, 23 = 1,010201, 
Ia 

= 1,010204... 33. < m < Il (G. M. XI).   

xy (4 “tp —a) v(p—a"), 

a (y--z) ru 
e-—1 9 (p'—1) 

FI Di Ii ), dar: (0-1) z*+(a—2)z-+1=0, zy=—— Pet 

  34. Expresiunea poate fi scrisă: E= 

an—2 zl oz ci dazy + 

ya deci: zl 2 i (221)(y Zale * 
_ 1 zip _ 1 pop 

ant z—y an gr z—y 

Pai ma , , Notă An = — Pra al 35. Notăm ZI 2QFI)e şi cum (2x2-+-2) Pau 

(m -+ 2) (4-0) Pr = (a — 0) [Pot P, Pn-2-k... PF Pn-] 

urmează Am = (e= O AR Pit Pi Pat..." Pm=i Avem 
iai oin-F1)! a+b 

  HI (GALXLII. p.392). 
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XU, 36—37), ALGEBRA 

  

p) 2n+1 

q2n-Fl — pan 1— (2) 

Pap ——— 2 ————; Pau este totdeauna 
. a—b 1 — d 

a 
1 p? ) + 

2n-4-2 pane e pi 

pozitiv. Popa = PI =—(a+-5) q2n——, Pan are 
a—b d 

las ăâ 
(a — b) Pont P, Pon. Pen Ao,= semnul lui a-tb. A21 = (21) 2-5 

deci 2150 deoarece numărătorul fracţiei a dova are semnul 
Poni _ ați 

lui ad, sau 1-5 ai a P2n>0. Analog Di 0 con- 

P2m+0__ 2n4+3 Poni 
duce la (a (ao) au ai > i schimbând pe a-i 

| Pon 21 Poni , za în 2, avem ao Ta aL> >0. Din negalităţile sta- 
. 

Pon 2 n-F3 bilite deducem (a-FvE > 4(90n+1) 

0, 1, 2... şi multiplicând inegalităţile avem: Pa> SEI (a +okn 

  
  

Pau. Punând pe rând = 

sau Pan > (9u-4+-1) (22 FI Deasemenea din primele două 

, ae Poni nl „P2n-i A 
inegalităţi deducem e eta RR CiȘI şi punând 2=1, 2, 

(GM XXXVI, p.99).            multiplicând apoi P2 

36. Se va forma ecuaţia care are ca rădăcini pe zi=p +VY p2—q2 
  

și r=p Vp. Caleulând, după ridicarea celor doi 
membri Ja patrat, pe zi-t+ai-+29" și simplificând cu 2(pt-9) 
şe găsește A?=64p%—119p5q*—48p*q*4+48p%q%4+-8p* qi— 
—8pqs-kqt. Punând apoi: A=8p*+ap*g9+fipq:-+g:, se gă- 
seşte A=8p%--4p29q—4pq?+q*. (G.M.VII). 37. 'Trebue ca 

YB+Ye să se poată pune sub forma a+Vo, condiţiile sunt: 
B2—C=m, Bh+m=29a2, A2+2An-km=p?; mn, p 
numere raţionale, care trebue să facă pe A raţional. (G.M. XI). 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (AVI, 38—40. XVII, 1—5). 

38. HSS T sau 2a5<< ab—1-+V(a2-F1)(02-F1) sau abil 

SV(a2FD0E0D. Ridicând la patrat, obținem o inegalitate . 

evidentă. TSSA sau 2V(02F-1)(02-F1)so-+Fa2-Fb2, Ridicim 
la patrat, ete. (G.M.XXXVIII .p.396). 39. Fie z=a-+-fi, ea 
expresiunea dată să fie reală trebue 22 f—a2-ţ-f2—9a-+-1=—=0, 
sau a2—2(8—1) 4—(f2-ţ-1)=0 -. a=3—1+ VaBE-FREI 
8 arbitrar, expresiunea dată este reală pentru valorile reale 

ale lui z=—1tV3; semnul său este acela al expre- 
siunei T=a2—f24-22B+-28+1. (GM. VIII). 
40. Dacă ecuaţia dată ar avea ambele rădăcini reale, 
ecuaţiile aa? bz+-e=0 şi aa2+bato=0 ar 

Laus. „a b e 1, avea ambele rădăcini comune, deci F=3==, 
a d [ ] 

? . . ._. a =a =(1+)ai... şi coeficienţii A, B, C nu ar fi 
primi ie ei. Ca ecuaţia dată să aibă o rădăcină reală şi 
una imaginară, trebue ca ecuaţiile precedente să aibă o singură 
rădăcină comună, deci: (ac—ca' (ab = ba')(âc'—cd)=0, 
fără ca vre-unul din factorii ac —ca'... să se anuleze (G.M. II). 

XVI. 1. setez Dra _S_ih—Dr 

    

2 , n 2 2 

2(S—an) — Ba —r) + oa =r-Fars — ;n= . Ca 
n (n—1) 2p 

valorile lui 2 să fie admisibile ele trebue să fie reale, în- 
tregi și pozitive; când Sr:>0, problema nu poate admite 
decât o soluţie, dacă Sr<0 și 2a—r<0 am putea avea 
2 soluţii; în aplicaţia propusă putem avea n=3 sau = 
ambele admisibile.  2.-In 12 ore sună: 12(1-+24+3-+4)+ 
FUT. .+19)=—198, iar în 24 ore 39%. 3. Avem: 2 — n? io et Ea) +|nez J) „&. a reprezentând 

termenul din mijloc și 7 raţia, avem: a=1s, y= 

His —27F£ 5. Notaţiile fiind cele precedente, termenul 
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(XVII, 6—14), ALGEBRA 

din mijloc va fi os iar raţia este dată de ecuaţia: 
5 

2 2 2 s:—5P= y iuni 4y S2 pp 4 2 235 S 0. „Numărul soluțiunilor reale 

5 5— 

depinde de semnul expresiunilor S(S4+-10 V5) și S(5—5 VP). 

ciao a oa [E 
Pentru S=15 și P=120 găsim z=3; j=t1 sau = ) Z și 

suta. să al 3 VEL o VE progresiunile sunt: 1:92. 3.4.5 sau 3 2) 4 3—| Z 3. 3) 4 

aţi sau înversele lor. 6. EVr2r3—pV2F8. + Vr2r3+r, 

când r=1:1.2.3 sau —1. —2. —3, 7. Liz şi = 1 (2-41). 

ab 
8. Se va avea în vedere conditia pentru ca raportul E ZU 

să fie independent de z; progresiunea căutată este a. “sa. 5a... 

1 1 1 1 
9. Di alitate: — = — „ 

n SE aa po Take o ate ab 

q—bi=i— 2, 10. Din egalitatea —— = a 0 pe 
-+e ab 

  

Fo 
„(a Fb-ko)(252—a2—c2)=0. i. Trebue săi avem: 

(a-+mnr+t(a-kur=atkpr .î. a+(m+mir=pr, 

adică un termen al progresiunei să fie un multiplu al raţiei. 

12. &, B,p și q pot forma o progresiune aritmetică în 6 moduri 

diferite. "Ținând seamă de relaţiunile: q=cf$ și p=e+i, 

se găsește că soluţiile distincte sunt z2—6a+8=0, 

322—10z4+8=0, 322—824+4=0, 22—4=0. (G.M.VI.). 
13. Fie bar, c=ațt?r, d=aţ-3r; se găsește imediat 
că numerele B, C, D, E sunt în progresiune aritmetică. Pentru 

ca și A să facă parte din progresiune trebue a= —4r sau 

a=r, Dacă numerele au. qa...au sunt în progresiune arit- 

metică numerile As =a Paz... Fani — an = A —2an, 

Asa Paz... — ani Fan 3 As —9an—1... sunt de asemenea 

în progresiune aritmetică, și pentru ca și Aa să facă parte din 

acea progresiune trebue a=—nr sau mr, 14. Linia 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII „0, 15—19), 

de rangul 2 începe cu termenul de rangul (1+3+5+... 
+-on—3)+1=(1—1)24+1, acest termen este 1-44 (u—1), 
iar ultimul termen din această linie va fi 4n?—3, suma lor 

este: 11-41-43] (2n—D=(2n—1), 15. Ge 

neralizarea chestiunei precedente. Se va căuta, în progre- 
siunea dată, rangul primului și ultimului termen din linia 

| , 1 de rangul 2; aceste ranguri sunt n 3(n—1) (n —29)0 

și n +7 n(n — 1)0, suma căutată este: | 1+ - 1+ 

e jap — pate, ae = 
2 

= |t-hm— Dep D ad] | Ha]; făcând = 2 

a= 4 se regăsește rezultatul din problema precedentă. 
16. 4. 8. 12.16 sau —4. —8. —12. —16. 17, Fie zy 
și 2n primul termen, raţia și numărul termenilor, avem: 
nlz(n —1)9]=70, n(z-+ny)=85, ala (22 —1)y]= 58; 

rezolvând în raport cu y și 7 găsim y= = 37-15), „= 85 » 
17 24-15 

apoi z este dat de ecuaţia 1422-+4652—986=0; singura 
soluție care convine este z=2, cealaltă dă pentru n o valoare 
fracţionară, progresiunea este 2. 5. 8. 11. 14.17.20. 93.96.99. 
18. Laturile triunghiului pot fi reprezentate prin a—r, a şi 
a-+r ultima reprezentând ipotenusa : se va avea în vedere 
relaţiile ce există între laturile unui triunghiu dreptunghic, 
suprafaţa sa,. perimetrul și raza cercului înscris. 19. Fie z 

  

, 3 numărul adăogat, cele 3 numere devin 1-+kz, zz— 7 ele pot 

. A , 3 forma o progresiune geometrică în 3 moduri 1-k+-a:a: z—7 

sau zi-ta):(2— 3) sau zi[a— 20 +a); în primul caz 

a Si . găsim 2= 8 şi raţia z în al doilea caz z=—i și raţia 
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QXUII, 20—28). | ALGEBRA 

7, în .al treilea caz = şi rația —. 20. Icuaţiile 
3 

"problemei sunt p=az, 2(y+8)=zxtz, (yt8P=a(a-k64).". 

4:12:36 şi 200. 21. a fiind termenul dela mijloc 

, , „Zi 
şi y raţia, avem z5=P, apoi pretz =S, care 

este în raport cu 4 o ecuație reciprocă de gradul al 4-lea. 

ce o putem rezolva. 22. Raţia este 2 și suma termenilor 
3069. 23. Exprimând că o latură este mai mică decât suma 

celorlalte două, găsim că raţia progresiunei trebue să verifice 
2 

inegalitatea r2—r—1<0. 24. Trebue să avem (=) = 
be 

PENE ete. (3. E. G. M. III. p. 49), 25. Aver 

suma termenilor unci progresii geometrice de raţie TI 
a— 

1—(Va— Vot 
(a—d)(1—Va4-Yd) 

că 

s= -(8.E.G.M.I.p.38). 26. Suma 

  

: , - , , 1 
termenilor unei progresii geometrice de raţie n Tei 

_1—(Va Von 
= Vera Na Vo) To | 

descompune în: [i + tat (+3 E RE 1) Fe 

ră (0-8) (2-2) 
a—l a 

(S.E.G.M.I. p.38). 27. Suma dată se 

  

1 1 n . 
= alea] (ada Când crește nemărginitsumapre- 

cedentă tinde către a:(a—1h. 28. Adunăm fiecare șir, presupu- 

1 1 

vata aa) Ga) )(a—9) + 

i 
nând a>p. Suma rezultatelor este:— 

a) Ft Fi Se observă 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII | (XVI, 29—37). 

  că: d 1 1 i se face 
** ta=pkito=p) ap apr? 
p=1, 2, 3... p, după care suma se obţine imediat. 

(S. E. G. M. III. p. 43). 29. (mn—1P=(m—1)(n—1) sau 
(m —1P= (m n—15)(n—1) sau (n—1P=(mn—1)(m—1). 30. 

(2-1). 31. 'Permenul general (2n—1)—(2nP=—(4n—1) 

şi suma este —n(2n+1), 32. Avem: pe i — d 

| m (nt 1) [2__m2(0m24+-1)__n2(2—1) m (m — 1) + | mt pd — 1 
2 

m (m + 1), 
) 33. Există o valoare întreagă pentru z 

care verifică ecuaţia m2=— m (0z+-m—1) sau ecuația 
ÎN <<. 

  nP= 2 m(2z-t2m—1). 34 S,= 7 -—l =, sp | -+-2n. 

35. Fie r și i raza bazei şi înălțimea conului dat, Raza primei sfere 

2 2 — 

, punând = It —r FI TFE 
razele sferele următoare sunt: 4&R,I2R,I2R... iar suma volumelor 

îuserise, avem: R= 

2 , , tuturor sferelor este: gar 19:(472-+12). Dacă conul este 

. . 3. „2 echilateral i=rV3 şi suma precedentă devine 7 Vs.r. 

36. Ecuaţia problemei este: &a?—(2c-kra—2a)a-t2bc=0; 
dacă &>>0, pentru ca problema să fie posibilă trebue (2c+ 
-+a—2a)—8abe>0 şi 2c-k-a—2a:>0, în acest caz ambele 
soluţiuni sunt reale, pozitive şi mai mari ca b, ambele convin 
chestiunei; una din ele dă timpul până când cel de al doilea 
tren întâlneşte pe cel dintâi, iar cealaltă timpul până când primul 
tren —a, cărui iuţeală merge necontenit crescând — întâlneşte 
din nou pe cel de al doilea. Pentru a = 1,2 =2, b=6, c=32, 

a 
se găseşte: a =8 ore, 2" =24 ore. 37. Fie 7 &, 4 q 

cele 3 numere: a, b, c laturile triunghiului, trebue să avem 
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(CI, 38—44), ALGEBRA 

LE aa bagat, a=5, c=—: fie 2p a 

algq'b e | 1 
2pq 
  

şi S perimetrul şi suprafaţa, în primul caz a=5 PESE) ; în al 

doilea caz (492—1)a'=16q82. 98. Se observă că vo- 

lumul unui octaedru este = din volumul cubului respectiv, 

iar latura unui cub 'este o treime din latura cubului pre- 

cedent. Se găseşte: = a2, a fiind latura cubului. (G. M. 

I). 39. (a—1:an—2. 40. Să presupunem că la început 

se toarnă a vin, apoi până la Y dintrun amestec de vin 

și apă în raportul b:c, cu modul acesta condiţiile pro- 

blemei nu sunt schimbate. a, b, e reprezentând cantitățile de 

lichid cuprinse în vas până în &, dela & la B, dela Bla %, 
AER 1 a” 1 

rezultatul este: ale a(%) | apă și a (+ R + 

ni + ab E —(=) vin, =atb+e.(G.M.IX.).  4î. Panând 
ad w 

—1__ i a" 

za = z, avem: 2" =aiXa PI al 42. r reprezentând 

  

  

rația progresiunei aritmetice şi q “aria celei geometrice, trebue 
izn— 

să caleulăm sum > (a-tir)bi qi = abiăgitiirăigi; 
îi=0 

so găsește: a) La (q* —1) (9 —1)-k+ (n —1)rq" (9 —1)— 

(q"—q)]. Pentru cazurile particulare considerate se găsește: 

2(1— e i a nato) (n —1)]. 43. Termenul de 
(21) , url 

n — n 

rangul 2 poate fi scris 5-pg 1010 BFA10, se găsește 

R__ 

pentru suma căutată: 18uF 4000 —1), (G.M.1].. 44. Fie 

a=1-ka, 2>0 avem (1-h-0)=1-+3 4-3 024 a3>14+-824+-322 

multiplicând cu 1+& şi păstrând în partea a doua numai, 

termenii în & şi 4%, avem U+a>1+a4a A 1002, din 

aproape în aproape găsim (14-04) >1 + aa — n (a —1)02 
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9 (95 —10a)n+-10a(10" —1).. 

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XVII, 45-48. XVIII, 1-6), 

1 
2: (1-Fah< <TD iar când 1=c0 partea 

Lai (2—1)a 

a doua tinde către zero. 45, s,= 4-3) a; 

caz particular lin S,=7+3. (G. x II.) 
46. Generalizarea ex. 43, procedeu analog, se găsește 

  47. Expresiunea lui S, fiind 

  

81 

aceia din formula precedentă, avem: > 8,= 2000109) n 

102 3.0 __ 9(9V)—10a) n(1 +1) , 100a 10"—1 
ga DU D= ghz 

10 an 
sI! 48. Se va presupune mai întâi p=1 și se va 

face 2g=1, 2, 3, ., Suma corespunzătoare este: făcând 

apoi p=2 și q=1, 2, 8... se găseşte apoi pentru p=3, 

1 1 1 1 ] 
.; avem după aceia == TI == 

1.4 99 9 334 3 

2. 3 

Q=1,9,... 

— 3... Rezultatul este 1. 

XVIII. 1.6. 2.4. 3.2, 4. Avem: VI0V10<7< 
Y10Y10Y10, deci î< log ? < în cele două numere căutate 

sunt 3 și T- 5. Log0, 5= lo og 2-=0— —0,30103 = 1,6997; 

2-33 _ , 9 2095 
10 == 0, 73239; log 0, 002 16 = log £ 105 =   log 5, 4 = log 

PF 3 33445 ; log 0,666...= = = 1, 82391. 6. In baza 

10, log (2) = : (log 5 — log 7) = — 0, 09742; când baza 

devine de 10 ori mai mare, logaritmii tuturor numerelor de- 
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“XVII, 727). ALGEBRA 

| 2 
vin de 2 ori mai mici, deci. în baza 100, log 2) = 

—0,04871. 7. 20 —1, care este un număr de 20 cifre, 

dintre care cele dintâi sunt: 184... 8. 1,00278... 

9. Se va scrie: (0.2912, rezultatul este, 0,04375.... 

10. Pentru calcul se va servi de tabela No.5. pag. 84, din 

tablele aranjate de Dupuis; rezultatul este 1,000098995... 
11. 0.012786... 12. 22 —32ţ-2=6.',2=4 și 2=—1. 
13. z=2.  14.,.a=29. 15. loga=5 .'. 2=100000. 
16. az=(a-k+a)? sau a+(2a—a)z-ka2=0, ca rădăcinile să 

convie trebue (2 — a) —4a22>0 şi 2a—a<0, ata, 

trebue încă &+-z>0.".z>—a; când &>0 ambele rădăcini 

1 
convin, iar când &<0 numai, cea mai mare. 17, 2=— 10i 
21 și 0107. 18, 2 și și 129 1 (GALI), 19. 0;1; 

1 IV5 (Gu. va). m. Revine le pz=ptei -, 

085, 
4log5 — 3 log? 

avem: log (+ 1) = — [2log2-+- log (a? — 1)]£ [log (22 —1)+ 

21. Se va rezolva în raport cu log (+1) 

  

  

+ 2 log (2 — 1)], care „dă = —3, ce nu convine şi 

+ V> 
ze 2, 22, Din primele două deducem (1 — logz) 

logy=1, (1—logy)logz—1, eliminând pe logy avem 
2 

logz(1—log2)=1 ete. 23. Trebue să avem op Alee E 

7 4 
= log (ezE2) „.4abz=lazbk..a= d, (G. M.III.). 

abz a , 

  
z 4 

24, Se poate serie (=) = 1 = (3) D=, 
5 5? 5 

” log z . 

y=8. 25. m=5, y==4. 26. Se poate scrie (=) : = 

“loga = 2 z= V10, y=10V10. 27. 2=10, y=1; sau 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XVIII, 28—40), 

3 
z=1, y=V100. 28. Avem: zlogy=ylogz, plogz=qlogy 

  

- q 

1. PZ=ay, plogz=q loza-+-ioz-2-] .z= (2) 

„=(2) Î 29. Se va înlocui în chestiunea precedentă, p 

prin log și q prin logq, și se va observa că (logp)7=(logq)! 

se poate serie a%E?=y151, ecuaţia de aceiași formă cu cea 
de a doua prin problema precedentă. 30. Se găseşte: a-t-y 

— + n») los (bc). p—y=2 je — n) log (b:c) 
log a 

— 3 . 
, 

log a 

log a + log o = + |_loe a lex e), log 4 — log v = 
m-+n 

= + regele +0. 31. Se poate serie zlog 1,01 — 

a 
  —logz> 1 sau log z log i, oi =>; prima 
log z 

parte va crește necontenit, când a crește, căci a: loga 

creşte; prin încercări se găsește că inegalitatea dată va fi 

satisfăcută pentru > 917,... 32. z>1106,... 33. Se 

va calcula mai întâi (0,99):5 se găseşte: 0,22145... apoi - 
z > 622,75... 34, Trebue să avem: logat logb=, 

m>f fiind diferenţa între caracteristice .*. ab = 10”, a==9 5E, 

b== 25, £ şi h fiind numere întregi mai mici ca n. 
a log 2 Ă . , 

35. Va, 36. = 10514 ani 3 luni. Pentru ca tim- 

pul în care capitalul se îndoește să se reducă la jumătate, 

dobânda la 1 leu trebue să fie (1,05)—1=—=0,1025 sau 

10,250%/0. 37. Ecuația problemei este zX(1,05)%==30000 X. 

X (1,06) .*. z=— 31455, ambele capitaluri valorează atunci 
câte 40147 lei. 38. 183780 lei. 89. Populaţia în anul 

190 

2000 va fi: Peace = Prooo [1-k 82000 ) = 23723000 apro-   
5913000 

ximativ; populaţia va fi de 10 milioane la epoca 1=1900-+ 

+ log 107 — log 5912000 

82000 
log (++ 332000) 

co 1941. 40. Dacă capitalizarea 

1 —



  

    

(XVI, 41—45), ALGEBRA 

se face anual, dobânda începând să curgă dela sfârșitul 

anului în care sau făcut depunerile și făcând abstracţie de anii 
21 

bişecţi, capitalul strâns va fi: 365 141.05) —1] (02) —1] — 19037 lei; 
3 

dacă capitalizarea se face trimestrial, trebue să înlocuim în 

formula precedentă 0,05 prin 0,05: 4 = 0,0195 şi pe 21 prin 

4X21==84, se păseşte atunci 13302 lei. 4l. A (1-+rf— 

(1-kri—1, i ai , . 
ai pentru a găsi timpul în care acea persoană 

se va ruina, se va căuta valoarea lui î pentru care expresiu- 

nea precedentă se anulează; p= loga — log(a— Ar) 
log (14-7) 

tru datele numerice £ este aproximativ 20 ani şi 11 luni: 

42, Reţinerile capitalizate din 6 în 6 luni cu 41/0%0 anual 

Sau urcat la 25713 lei; pensia semestrială netă este de 2214 

lei și îşi va lua înapoi toate „reţinerile în 6 ani 91/2 luni!) 

(G. M. XV.). 43. Prima plată făcându-se după n ani şi a 

doua după n-+2a' ani, media lor aritmetică este p-ta. 

Fie A suma împrumutată, B cele două părţi egale, A' partea 

din capital plătită în prima rată, A” în cea de a doua, avem: 

= A (Ir = A (1krtr, AA” A. Dacă ar fi 

; pen- 

ic A achităm întreaga sumă cu dobânda ci, dând 2B lei după 

“timpul z, am avea 2B=A(1-+r); din relaţiile precedente 

  

= 1 1 na 
„deducem pipa CF . (Ur) tr > 

“(1 E7)z nu >a. 44. Fie a, aa.îi. qi, ratele 
.. o Qy Go (u , „. 

anuale avem: —= == =, apoi a(T+r)=a 
a n—l 1 î HpOL ! 

(1-7) —1-kas (three an blind) 

(ora pF — 0 pa] a = 7 pe pe 

anu-kr | a Ă 
ar 0 UI 45. Amortizarea făcându-se în 12 

  

1) Un factor important ce intervine în calculul pensiilor şi în genere 
al rentelor viagere, de care nu s'a ținut seamă aici, este mortalitatea ; 
ceia ce face capitalul strâns şi timpul până când depunătorul îl epui- 
zează, să fie mai mare decât cel calculat mai sus. 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII 

ani şi 7 luni, iar capitalizarea din 6 în 6 luni, avem: 

A (IF r)* iza (1hr)*-ka(1r)i:r—a':r. In prima 

ipoteză A = 15.000.000, a = 1243683, a'-+- 1064200, r necu- 

noscută; prin încercări se găseşte r=0,05 (aproximativ); 

„deci dobânda pe o jumătate de an este de 5%; dobânda 
anuală este dată de formula (1-+-r)=(1-Fa) .*. z==0,1025 

sau 10, 25%. In cea de a doua ipoteză se va observa că ca- 

pitalul împrumutat sa redus la 1 Aprilie 1901 la 15.000.000-+ 

-+- 896875 dobânda pe 7 luni — 1943683 suma plătită la 1 

Aprilie = 15653192; pornind dela această sumă convenţia 

se poate considera ca redusă la 12 ani. Dacă venitul brut 
este de 4.000.000 suma ce sar fi plătit anual sindicatului ar 

fi fost: 4.000.000 — 0,32 X 4.000.000 — = [4.000.000—0,32X 

X4.000000 — 0,68 X 3130000] = 2424200 lei. Capitalizarea 
făcându-se din 6 în 6 luni, dobânda la un leu pe 6 luni va fi 

dată de formula 14653192 (7—4-1)::==1212100 [(1-Fr)2:--1]: 7 

sau 190897 (1+Fr):—(1F+r)**-4+1=0; prin încercări se 

găsește 0,064 <r< 0,065, dobânda anuală corespunzătoare 

este cuprinsă între 13,20%, și 13,42% 1), 

       

  

ENSLIO TEŞ 
<A 

CIMTEAL EIYERSIP4A4      
  

1) In realitate venitul a fost mult mai mare, 'dobânda anuală plătită 
gindicatului de bancheri germani a trecut de 2590, 
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