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PREFATA

Editia a I11I-a a ,,Culegerii de probleme de Algebra
publicatd in biblioteca ,,Gazetei Matematice® in 1926, epui-
xdndu-se complect i primindu-se numeroase ceveri dela eleve
st studenti, redactia ,G. M a decis publicarea unei noi edifii
a acester luerdri. Subsemnatul neputind sa md ocup personal
cu publicarea ‘unei noi editis, fostul mew elev, prietenul si
colegul meu D-1 Ovidiu N. Tino, profesor la Scoala Poli-
technica din Timisoara st redactor la ,Gazeta Matematica”,
s'a oferit s se ocupe D-sa cu aceasta publicatie; negresit cd
am primit eu bucurie propunerea D-lui profesor Tino, care si-a
asociat i pe D-1 profesor C. Ionescu-Bujor, wnul din cei
mar  harnici eolaboratori §i astd-xi redactor la ,,Gazeta
Matematied*,

In wrma discutiilor ce am avut cu D-nii Tino si Tonescu-
Bujor, §a gdsit cd e preferabil ca publicarea acestei noi editii
sd se facd in doud parfi; una cuprinzind chestiuni referindu-se
la partile elementare ale Algebrei, alta la pdarfile mai speciale.

D-nii. Teno si Ioneseu-Bujor au remaniat st imbundtdtit
aproape complect lucrdrile anterioare, pentru care le exprim
aici cele mai vii multumari.

In cea ee priveste aranjamentul general s’au pdstrat aproape
dispoxitiile din - editiile anterioare. Ca st in acestea, la ince-
putul fiecdrui capitol s'a pus un numdr de chestiuni destinate
incepatorilor; dar, in afard de acestea, chestiunile propuse
sunt in genere din acelea destinate celor care dorese sd se
fortifice in studiul Algebrei, si chiar pentru cei care fac din
matematici un studiu de specializare.

A. G. ToAcHIMESCU
9 Septembrie 1937



PREFATA EDITIEI I

Editia a doua a ,,Culegerii de Probleme de Algebri®,
tipdritd in anul 1921, epuizdindu-se $1 cum intre timp nu
s’a mai tiparit alta lucrare similard, iar numeroasele cerers
din partea elevilor gi studenfitor ardta cd un asemenea
uvragiu e necesar, redactia .,Gazetei Matematice® o decis
publicarea unei noi editii.

Imprejurdrile nepermitindu-mi a ne ocupa singur de aproape
cu revederea i ingrijirea - publicirei acestes edifiz, am
rugat pe D-l Tiberin Popovieiu si ia aceastd sarcing: D-1
Popoviciu a acceptat cererea mea, pentru care sunt dator
a-i exprima viile mele mulfumirsi. D-sa, pdastrand planul §1
nomenclatura capitolelor din editiile anterioare, a revazut
intregul wvragiu ficind unele indrepldari, modificdir:i si
addiogiri de chestiuni interesante.

Ca si in edifiile anterioare chestiunile propuse nu sunt
simple exercitii pentru incepdtori; la inceputul fiecdrui ca-
pitol se gdsesc si cdleva chestiuni de felul acesta, dar in
genere chestiunile propuse sunt destinate celor ce vor si se
fortifice in studiul algebrei, iar cele mai mulle pot fi stu-
diate cu folos de acei ce fac din matematici un studiu de
specializare; in special chestiunile introduse de d-1 Popo-

viciu in aceastd edifie, se adreseaxd wultimei categoriz de
cititors.
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Revizuirea textulur st corecturile aw fost facute foarte
minutios, dar intr'un numdr de aproape doud mai probleme
— din care unele necesitd calcule laborioase — a mai putut
totusi sd scape cite o eroare de caleul sau de imprimare ; pen-
tru cele care puteaw da loc la interpretiri gresite s’a intoc-
mit o ,Bratd® iar pe celelalte cititorul e va putea indrepta
st singur.

A. G. IOACHIMESCU.

3 Aprilie, 1926.



PREFATA EDITIEI I

Scopul acestei culegeri este de a pune la inddmina elevilor
din liceele reale si scolile speciale o colecfie de probleme de
aritmeticii, geometrie, algebri si trigonometrie, care si
fie cit mai complectd si in acelas timp continuti intr’un
spafiu cit mai mic.

Mai toate colectiile similare straine se referd numai la cite
una din pdrfile matematicilor enumdrate mai sus, ceia ce
face ca elevii, care voese si facd un studiu mai amanuniit
de matematici, sint siliti sd ‘st procure o intreaga biblioteca,
al cdrui cost, de cele mai multe ori, intree mijloacele lor.
Afard de aceasta, colectiile prea mari fac ca elevii sd se ratd-
ceased in ele, incepdtorii nestiind sa aleagi ceia ce este util,
de ceia ce poate fi lisat la o parte; astfel ed intinderea lor
este mai mult un wnconvenient de cit un avantagiu. Colecfiile
strdine, daw in gemere, sau numai enunfurile, sau enunturile
urmate de solufiuni complecte pentru toate chestiunile. Si un
sistem i altul prexintd inconveniente : in primul, elevul ne
avind mijlocul de control asupra solufiunii unei probleme, se
descurajeaxd rdpede si cu greu porneste mai departe;: in cel
de al doilea sistem, partea care ramine elevului de executat
este foarte micd si acesla ajunge de cele mai multe ori, mai
ales dacid are o memorie bund, sd aibd in cap o intreaga
enciclopedie de probleme fird mult folos pentru studiul ulterior.

Noi am cdutat si atingem scopul ardlat la inceput §i si
inldturdm inconvenientele semnalate, in modul wrmdtor :

1. Am evital repetirea prea deasd a chestiunilor de acelas
fel; problemele de la fie-care capitol le-am ales it mai va-



X

riate, atingind chestiuni de tot felul, pind la cele mai dificile
ce se intilnese in matematicile elementare.

9. La inceputul fie-carui capitol am pus cite-va ches-
tiuni simple, pentrn a face legdtura intre exemplele ce se
gidsesc in cursuri §i problemele propriu xise.

Dintre acestea din wurmd, sint unele care prexintd reale
dificultdti, si la care pot si’'si incerce sagacitatea nu numai
elevii, dar si aceia care fac din matematici un studiu de spe-
cralixare.

3. Pentru fie-care din ramurile de matematici tratate, am
facut doud pdrti. Intr’una am pus numai enunjurile ches-
tiunilor impartite pe capitole, intr'a doua parte am dat
rdspunsurile §i anume : rexultatele la cele mai simple, indicafi
saw schife de solufii la cele mai dificile, in fine solutiuni mas
desvoltate la acelea care caracterizeaxd mai bine clasa de
probleme corespunxdtoare.

Trebue si mai observam ed dacd in culegerile strdine se
tine tn primul loc seamd de elevii si programele din fara
lor, acelas lucru Uam ficut si nov pentru elevii din scoalele
noastre, tinind seamd de programele oficiale st de diferitele
chestiuni care pot si’i interesexe mai in spectal, cum sint
acelea propuse la diferite examene, concursurt, ete. In aceastd
alegere am avut in vedere experienta pe care am ficut’o timp
de 6 ani cu Gazeta Matematieii, in biblioteca cdreia scoatem
aceastd culegere — si pe care am utilizal’o in multe chestiunz.

Prexenta culegere a fost intocmatd :

Aritmetica de I. Ionescu
Geometria > @G. Titeica
Algebra > A. G. loachimescu

Trigonometria > V. Cristescu.

Bucureste 31 August, 1901

e —



EXPLICATII

La inceput s’au pus enunturile impirtite pe capitole nume-
rotate cu cifre romane, iar chestiunile fieciirui capitol sunt
numerotate independent cu cifre arabe.

Dupi enunturi vin rispunsurile si indicatiile. Cifrele romane
ce se gisesc la inceputul fieciirui aliniat si in capul fiecdrei
pagini din partea rispunsurilor, indici capitolul la care se
referd indicatiile; cifrele arabe grase, ce se gisesc in corpul
aliniatului §i se succed in ordinea naturald, indici problemele
din acest capitol,

Dacii la un riispuns se giseste o prescurtare de forma (7)
inseamni cd trebue si ne referim la problema 7 din acelas
capitol, sau prescurtarea (IV. 20) inseamni cii trebue si ne
referim la problema 20 din capitolul IV.

Prescurtirile de forma P. S. A. P. sau P.S. A. I, inseamni .
chestiunea a fost propusi la examensle dela Scoala de Poduri
i Sosele, anul preparator sau anul I ; deasemenea prescurti-
rile de forma F. S. B. sau F. S.I. inseamni chestiuni propuse
la examenele dela facultitile de stiinte din Bucuresti sau Iasi,
iar A. G. se referdi la chestiunile propuse la examenele de
admitere in gcoala de Artilerie si Geniu.

Problemele ale ciror solutii au fost publicate in Gazeta
Matematici au ridspunsurile lor urmate de initialele G. M. si
anul respectiv, cele publicate in Revista Matematicd din Timi-
§oara au rdspunsurile urmate de initialele R. M. T. i anul
respectiv, iar cele publicate in Suplimentul cu exercific al
Gaxetei Matematice isi inchee rdspunsurile cu S. E. G. M. si
pumirvl volumului din care au fost extrase.
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ERATA

' (2*4102°—1) (5 a*—1042+ 1
membrul IT este (@ 102°— ) (a'— 10424 5)
in loc de az.
se va scrie 343 in loc de 243.

se va adduga reale dupd cuvantul rdddcins.

in ultima ecuatie se va serie 415 in loc de—15
se adaugi la sfirsit b4,

al doilea termen este —2mx in loc de — m 2.
in ultima ecuatie membrul IT este e in loc de 0.

primul termen al ultimei ecuatii este zuw in
loc de zuw.

se va scrie -2 in loc de z-- 3.

se va scrie DFEC in loc de DEFC.

se va scrie £ in loc de m?2.

exponentul ultimei paranteze este % in loc de 2
al doilea termen este — px in loc de pa.
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ALGEBRA

I. VALORI NUMERICE. EXPRESIUN] ALGEBRICE.

— S4 se caleuleze valorile numerice ale expresiunilor:

1. a-[2a—3b—[4a—5b~ec—(7a—8b-9ta—1od)]]
pentru a=1, j=1 =3, d=1,

2. Z([:T—,—:Z’ pentru g=1, =2, C=—3Fd="4

3. ¢ — ¥, pentru b=4, ¢=5,

4. 5(a—-b)?\'/(a+w)y‘“’-~b\/(a-{—w)y—l—a, pentru a=1, j=2,
=1y =8, .

5. (10a+20b)\/ (m—b)y—3a€'{m——/))y2+5b, pentru g=3,
h=1, =5, y=4.

6. i(.r‘2+y2)2—4a:”y2]3 pentru z=>500500, ¥=499500.

" NaFe—rd+ 0T a6 d—4o)+{(c—a) (a—=p)

pentru a=2, p=3 =6, d=5,

8. (3+mV§)3+(5 +a:V_)3‘+(7+mV§)3+(9 ~wV§)" pentrn
=

9. x‘-—2w3+5m9—3w+l, pentru 4=3; g=_9, z=1,5;
o=—1,.01.

10. Un polinom intreg, in raport cu o literf 2, il vom nota

pentru prescurtare cu f(@), iar rezultatul obtinut cand se -
locueste % cu a, il yvom nota cu f(a). Fie:

f(a:)=2a;3~a:2—2:c+1,

si se calculeze: £(1), 1(—=1), £@3), r(0), F8). f(—1), fla+1),
fz+a).

P



ALGEBRA

11. O expresiune algebric#i, care depinde de mai multe li-
tere @, ¥, %, o vom nota cu f(z, ¥, %,...), iar rezultatul obtinut
cand se inlocueste @, 9, %,... respectiv cu a, b, ¢,... il vom
nota cu fla, b, ¢,...). Fie:

f (@, y, x)=a*+*+2*—3Bayx,
si se calculeze 7,2 8), (1, 0—1), f(y, z, z), (% =, ),

si [ (&, y—az—y)
12. Si se expnme algebriceste numiirul care are a mii,

b sute, ¢ zeci si d unimi.

13. Si se exprime, in sistemul cu baza de pumeratie B,
numirul care are @ unititi de ordinul al 5-lea, b de ordinul
al 4-lea, ¢ de ordinul al 3-lea, d de ordinul al 2-lea §i e de
ordinul intéi.

14. Volumul unui corp la 0° fiind V, si el crescind, pentru
unitatea de volum si cAnd temperatura creste cu 1° cu can-
titatea a, si se exprime volumul acelui corp la 7.

15. Fie A;, As, As, trei aliage formate din metalele B; si
B.. Fie a;, as, as cantitiitile respective din metalul B; care
intrd in cele 3 aliage; b1, bs, bs, cantitiitile respective din
metalul B; cuprinse in aceleasi aliage. Se ia din aliagiul A,
a m! parte, din aliagiul A, a m§ parte, din aliagiul As a m3
parte; aceste pirti se topesc impreund si formeazi un nou
aliagiu A'; se topesc de asemenea impreund partlle rimase
din fiecare aliagiu gi se obtine un nou ahagm A", Si se ex-
prime greutitile totale ale aliagelor A" si A" si cantititile
respective din metalele B; si Bs, care intrd in fiecare din ele.

16. Aceeasi chestiune, presupunind ci in loc de a avea
numai trei aliage am avea n aliage A, As, Asy.,o An.

17. Aceeasi chestiune, presupunand ci in loc de a avea
numai dousi metale By si By, am avea p metale By, Bs,.. Bp

18. Doud vase A si A’, ale ciror capacitifi sunt v si v,
sunt pline, unul cu apid, altul cu vin. Cu ajutorul a doui
miisuri, de aceeagi capacitate, se extrage din fiecare un acelas
volum de lichid- 7, se varsi in A ceeace s’a scos din A si
reciproc. Se repeti de trei ori aceastd operatie. Si se giseascd
formulele, care exprimi cantititile de vin si apd continute in
fiecare din cele doud vase.

Py

———



ENUNTURI

II. INMULTIREA.,

- — Si se efectueze calculele:

- (@ —aty+aty —aty - ayt— ) (aty).

(@°+a' a2+ 2+ 2 41) (@—1).

: (a:”+x"‘1+a:"_2+...+a:+l)(m—l).

(@*—ab=4b6%) (a*+ab—p2),

; (a’+4am+4z’)(a2—4aa:+4x’).

- (@atb+o) (@ty+2)+(at+b—c) (et y—2)+
(@—b+e)(@—y+2)+(—atb4e) (—aty4r).

. Si se stabileasci identitatea

(@+9)'—8zy(a+y)=a3+4*

— Si se efectueze calculele:
8. (1+4a+4a*)(1—ata?)(1 —a*+a!)(1—at+a®) X
' (1__a8+a18)+a16
9. 1+a+at+a%)(1 Fa+tat+a®) (1 —a+ta2 —a%)+
a®(1+a?)2.
10. (a+b—c+d)(rz—b+c+d)+(a+b—c+d)(—a+b+c+d)
+latb+c—d) (a—b+et+d)+atbte—a) (—a+b+-c+a)
11. (at+b+c)lat+b—e)(a —b+c)(—atb+e)
12, @ 42) (2" - 1) (1) ("2 — ),
13, (@' —a" 1) (et — " ) (2 2R,
14. (a+b—c) (a+b)+(a—b+e) (a+o)+(—at-b-c) ().
15. S# se verifice identitatea:

(@ty+2)=a"+ 442343 (o+4) (@2) (y+2).

— 5i se efectueze caleulele:
16. (@*—32y+34%) (24 32y +342) (x2+342),
17, [2ars+b(r2—32)]’+[2b7's—a(r3—sg)]g.
18, (m3—3m2—2:y2+xy2)9+(y’*—yw2—yx2+4wyz)2+
(* —Bxa2?—2zy2 +292)2,
19. Fie
[,y 5 )=a+ 42422 442 —ZY—x2 —xt—yr—yi—at.
Si se calculeze:

fatyta—t ady—zxdt, a—y42+e —z+y+z+1)

O T G PO k=

-3

20. Sa se verifice identitatea
4(a;’+a:y+y’)’—27(9cy2—yx")"'—108m3y3=
(@—y)* (222 +5ry 4242

s G ek
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21. S# se verifice identitatea
(B —4ac)(B2—4ay)—(Rar+2ac—bp )=
4[(aB —b2) (by—cB)—lay—c2)’].
92, Daci A=32%y%, B=z(z*1+29%), C=y(22*+¢?), si
se arate ci A3-+B3-FC® este un patrat perfect.
— Si se verifice identititile: '
23. (a?-+02+c?) (@2 +y2+22)—(ax+bytex)’=
(ay—bx)*F(bx—ecy)?+(ca—azx).
24. (a2-b*+c +a2) (@2 Fy* 22 4-12)—(az+-by +extdt) =
(ay —batct—dzx)*Hax—catdy—bt)*+(at—daetba—cy)*.
— Si se stabileascd identitatile:
5. [(a+0)*+(c+a)] [(a—b)? +(c—d 2| —[(a+d)>*+(b+-e)* 1 X
[[@—d)*+(b—ec)t]l=4(at¢) (b+a) (a—e) (d—b).
26. 2[(112-1-172)(042-i—i3 ) —(au+b B +1]=(ap—ab+1)* +
j (aB—ab—1)~
27. [(a240?) (e* 4B —(2a+b8)*+1] [(@*+¢°) (22 +77) —
(@e4-cy)1]=l(a*+be) (2 +B1) —(az+ep) (ax+b1) —1+-
la (40— 2 (040l
" 98. a(b—c) (@—0b) (@—e) Fblc—a) (z—c) (z—a)+
cla—b) (@—a) (z—b)=(b—a) (c—b) (a—c)z.
29. (b—e) (z—a)*+(c—a) (a—0)*+(a—b) (z—e)’=
(b—e)(@—0) ([@—c)+-(c—a) (z—c) (z—a) +(a—b) (2—a) (z—D).
30. b(c—a)[(a+b+e) 20— c—a)+3(ca—b*) ]+
cla—0b) [(a+b+c) @RQe—a—b)+3(ab—e)]+
alb—e) [(a+b+c)(2a—b—c)+8(be—a*)]=0.
31. Punand X =a2*—yz, Y =y —za, Z=2xz'—uy,
X'=z*tyz, Y=vy>+tzz, Z'=23}ay,
avem identitatea
XYZ=yx XX'+V22YY ' FayZZ.
32. Si se verifice identitatea
(g — By (33—~ (35— —2(6—1) By —)
— (a1 G— 2] (42— (=)L
— Fie 2p=a-+b+te, s:i se arate ci vom avea:

83. 2ap+be)(2bptac) Qept+ab)=(a+0)*(b+4c)* (cta)*

34. [(p—a)+(p—0)? =(p—a)*+(p—0b)*+3c(p—a) (p—0).

35, (p—al +(p—0P +p—cl+p’=a’t+ o+

o

]
!
g
1
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36. 2p—3a)*+(2p—386)*+(2p—38c)i=
3(2p—38a) (2p—30) (2p —3e¢).
37. (@ —a®) (@* = 1Y+ (¢* — a®) (> — )+ (g*— 1Y) (¢* —¢?)
=4p(p—a) (p—b) (p—o),
unde 2¢*=q*+ 52} 2.
38. Fie ns=2(ay+as+...7Fa,), si se arate ci avem:
(s—a)F(s—an)? ... s—a,n)’—al-l—ag-}-...-{—aﬁ-
389. Dacit a+b-+e=0, vom avea si:
a’—be—b’—ac—cz—ab—az-l-ab+b"—b’+bc—|—cz=c"+ac+a
i [(a—0P+(b—e)*+(c—a)l=—(ab+ac+be)
=7:(a2+b2+02)-
40. Daci a+b-+¢=0, avem:
a*+botFet=2 (a2 02 F-a2ct+b2e?).
Si se giseasei o relatie analoagi pentru cazul cand
a+b+e+d=0.
41. Si se stabileascd identitatea
[@—9)*+(y—2)+(—2)P=2[x—y)*+ (y—2)*+z—2)*].
42. S# se stabileascii identitatea
[Ee—o] =2[S—v +4e—1) s —2) c—1) (1—o]
T, YiXyids
43. Fie P=a+y*+ 22—y —yx—xa Si se arate ci
2P=(z—y)*+(y—z2)*+(x—a)?
2P*=(z—yl+ly—2)+G—~a)
Pr=(z—9)*(y—2)*+(y—2)*(x—2)*+(x—a)* (@—9)*
44, SH se arate ci:
2[(a+b)+(b+ -Hc-l—d (a+b)(6+c) —(a+b) (c+d)—
bteleta)P=24[(b—a)*+(c+d—a— b +(a—c)2=
(b—d)+(c+d—a—br+(a—e)t
45. Daci avem:
2+t =a+y rt=x+y+2r=1, vom avea zyx=0.
46. Si se stabileascd identitatea
(a®+0) (a+b%) (a2 — b)+ (@2 —b) (2 — ) (a2
(a+b%)a*+b)(a—b%) —(a2—b) (a—b%) (2*+-b)=2(a*—b*)a +-b*+ah?)
47. Si se stabileasci identitatea

(@*+taz+0?) (2 Fbatad) (2 —azt 1Y)+ (22 —az+52)X

B
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(m —bz+a?) (w’+aw+b2)—(w2+aw+b2) (*Fbz+ad)X
(2*—ba~+a?)— (2’ —ax+b?) (22— bz + o) (22 F ba+a?) =
=2(b*—a?) [a2b2+222( a’+b’+x2)].

48. Sd se verifice identitatea
[a(zutyv)+byu—ao)] [aleu—y2)Fblyut-av)]+
la(yutav)—b(@u—y2)] [a(yu—azv) —blzutyr) =

(a*+06% (@*+9?) (u?—2?).

49. Se consideri expresia
(avxtbwatcvz)(awe+bwa+tcuy)(avy +bux 4+ cuy) +

(@wytbwztcva)l@wy-tbuz+cuy)avr+buxtcvz).
Si se pund sub forma unui produs de trei factori.

50 Fie A1=a1+ag—a3, A2= a;—ag—l-ag, A3=—a1+ag+a3;
si se calculeze sumele: AJ-+AZ+A2; AZ+A-FAS.

51. Fie Bi=a +as+as—a, Bi=a;+a:—as+a,,
Bs=a;—a:tas+a, Bi=—a;+as+as+ag; si se cal-
culeze suma B? -+ B2 - B2 + B:.

52. Fie L1=a, +a2+..+an_1—-—a¢, Lz=a1+a2—|—..—an—1
+an,..., In1=ay—as+...Fan, Ln=—a1Fas+...4an;
sd se calculeze suma L}+L24...-+Li+1Lo.

53. Fie M\y=—a; —as—as, My=a,+as—as

Ms=al'—as+aa. M4=—a1+02+as;
si se calculeze expresiunile :
1\11+M2+M3+M4’
M3 M3+ MM,
M M M3,
M%-+Mi-+Mé+Mi,
M, M; M; M,.
54. Fie Ny=a,+‘as+as+a,. No=a,+as+as—ay,
Ns=a;+as—as+a, Ne=a,—as+as+as,
Ny=—a;tatas+as;
si se calculeze 2N} — N3} —N§ —Ni{—N3.

55. Fie Ri=a+a:+..Fan, Re=a:+as+..Fan—1—an,..

R —al—ag+as+ +an, Rn-}—l'_"_‘al—l-as +as +a"v

si se calculeze:

(n—2) Ri—Ri—R3...—Rn.

g
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56. S se arate cd produsul a 4 numere mtregl consecu-
tive mérit cu 1 este un patrat perfect.
57. Sii se pund sub forma unei sume de patrate expresiunea :
el 222 +3a2+.. . Fnai 2z ... Fai2n)+
2.2(Izws+...+ngn)+...+2(n—1).737:—1(2'11.

58. Cu ajutorul identititii lui Lagrange si se puni pro-

dusul :
(2*+ 92 +2) (g2 +atat+yx2),

sub forma unei sume de 4 patrate.

59. Numirul N=gz*+4y* se poate descompune intr’un
produs de 2 factori sau intr’o sumi de 4 patrate.

60. Si se arate cil dacd avem a;+as-ta;=0, vom avea si

aiastadas+alai=a}as+ada;+ala,,

fiecare din aceste expresiuni cu semnul schimbat fiind un
patrat.

III. IMPARTIREA.

— S# se dividi:

1. 2*+1 prin z+1.

. 272*+8%% prin 32+2y.
642°—y° prin 2@ —y.

w o

4. a®+b° prin a+b.

5. @®*—2y+ay*—y*® prin z—y.

6. *+a°—42*+52—3 prin 2*+22—3.

7. a*+ab—8a2b*+19 ab® —15 b prin a*+3 ab—5b2,
8. a®—b° prin a®+2a2b+2ab24 07,

9. a®—0b® prin a®+ab)2-+4b%; catul s& se pund sub
forma unui produs de 4 factori.

10. (2*—122+16)(@*—122—16) prin 2>--16.

11. (2*—2z+1)(2*—32+2) prin 2°—32°+82—1.

12. (@*—2—1)(22°+38)(2*+2—1)(x—4) prin 2*—322}1.
13. (0*+b2c*+ct)at+ 4(b+c) (b e bea® 4 (b — 2+
+66%3—2bc+c%)a24-2(b+¢) (b*— 4b’c—4bet+cYbea +

68 —14 bttt
prin (6°+be+tc?)a?—{b+e) (b2 —be+e2)a+ bt —4b2er et

SLEE BIeS
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— Sid se giseascil citul si restul cand se opregte impirtirea
la un termen de rang oarecare n:

14. 1 prin 1 2.

15. 1 » 1 —a.

16. 2 > 2z +1.

17. 2 » z*—1.

18. 142« prin 1— 2.

— Si se determine m ustfel ca po'inomul:

19. 42°—6x+m si fie divizibil prin z—3.

20. x*—b5a+4x—m si fie divizibil prin 2+ -+1.

21. 22*+4az’—-5a’x—3ayHmt s fie diviziki: prin z—a.

22. z*tma?z*—5adz+a* i fie div-zibil orin z—a.

23. o'+’ +2+mayxr si fie divizibil prin z+y+=x

— Si se determine m si n astfe. ca polinomul:

24. *—3a’+matn si fic divizibil prin 2*—5z+4.

25. z*+1 > 2 » > a2t matn.

26. 2*—8a22+max—3 » > » > a—nz1.

27. z* 4223+ 522 — 62+ m si fie divizibil cu z? —a+n.

28. Sd se determine m, n, p astfel ca polinomul,

v*+mat+natpz+-8,
sd fie divizibil prin (z—1) (z+2) (x-+4).

29. a*+ma*-+na+tp si fie divizibil prin (z—1)3.

30. Avand P(z)=2—8a2*+ (3a*—bYz+ b2 (a4 b), sit so
arate ci: Pla—b=P(a)=P(a+b) si si se descompuni in
factori de gradul intai polinomul

@®*—3ax*+(3at— b))z — a(a"—bz)

31. Si se arate cil expresia

(@+a) (y+0) (x40) (ut-d) — (g F 2+ u—a) xF-ut-2—b) X
wtazty—o @t+y+x2—a)
se divide cu z+4y-+z-+4u. Generalizare.

32. Si se determine A, B, C astfel ca polinomul

(@+1P+A(+12+BatC
sid se dividd cu (z—1)° si si se afle catul.

33. Si se arate ci polinomul
Plz)=(2+1)—6z(x+1)¢} 322 se divide cu (x—1)4

§i si se afle cétul.
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34. Si se arate ci polinomul P, (@)=a"+2"+2°+ 251
se divide prin Py(2)=z'+}a*+ 22421 $i s# se scrie cétul.

35. Sd se arate ci polinomul (z-41)"—az7—1
este divizibil eu (z41) (24 2-41)2

36. Si se giiseascii conditiunea ca @™ —a™ si fie divizibil
prin z" —aq"

37. Si se determine coeficientii a, b, ¢, d astfel ca poli-
nomul &*—z*+az*+bx+e divizat cu 2 +d si dea restul
-, iar divizat cu 2*—d si dea restul —z.

38. Si se descompuni in produs de 2 factori cu coeficienti
intregi expresiunea: 6561 z*-}-2125764 Y

— S se descompuni in factori expresiunile urm#toare:

89. a’+a*+at+2a0+at 441

40. alb—e)+ble—a)*+c(a—b)*+8abe.

41. alb+c?*4b(c+a)telat-b)2—4abe.

42. S se arate ci avem:

(a+0) (o) (e~a) +(b+¢) (e+a) (a—0) -+ (e+a) (a+b) (- )4
(a—b) (b—¢) (c—a)=0.
43. Si se arate ¢i polinomul :
(a—b) (b—c) (e—a) (at+b4c—a)"+(2—b) (z—¢) (h—e) (b+-c) -

(z—a)(@—ec)(c—a)(c+a)"+ (x—a) (z—b) (a—b)(a+b)m
este divizibil cu (a—b) (b—¢) (c—a) (x—a) (@—b) (x—e¢)
sd se calculeze citul in cazul cand m=3 sau m=4d.

44. Si se arate cdi expresiunea:
a”(b—c)'+b™ (c—a)"+c™ (@ —b)*, in care m este un intreg
pozitiv, iar 7 un intreg pozitiv impar, este divizibili cu
(a—b) (b—c) (c—a); si se giseascil chturile in cazurile eand
m=1, n=3; m=2,n=3; m=1, n=35; m=2, n=>5.

45. Si se descompuni in factori expresiunea:

@ty+2P—(et+y—2)P—(@—y+2) —(—z+y+2)

46. Polinomul nz"t'— (n+1)a"+1 este divizibil eu
(z—1)?; si se giiseasci legea de formatiune a cétului.

47. Si se arate cii expresiunea: [ 3
(n—n) (@"+1) (@ +1)— 2m (@ +1)+2n (2" +1) este divi-
zibild eu (z—1)% S se calculeze cétul; m si n sunt doui
numere intregi pozitive.

I e
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48. S# se arate ci expresiunea (z-+v)?* 14 (z+y)%¥ ~1—2
este divizibild cu (a:+y— 1)?; « si y fiind doud numere in-
tregi pozitive.

49. Si se giiseascd conditiunile de divizibilitate ale expre-
siunei a?+ma? %9y +ma? ~21y*744” prin (z+y)%

50. Sd se arate cid polinomul :

(eFydx)pPrtl—g?rtl g 2ntl __ 22041 ogte divizibil cu

(zt+yt2)t—a® =y =2
Si se giseascid cAtul in cazul cAnd n=2.

51. Daci z+y+2=0, a?"T142nt142n+1 oot divi-
zibil cu zyx.

52. S4 se arate ci expresiunea:

z(y—2) " Tidy(x —a)fr 142 (z—y)" 1 este divizibili cu:
(@—v) (y—2) (x—2) (@*F 92 +-2* —zy—ax2—y2),
sa se gaseascd catul ednd n=1.

53. Polinomul £ (z) divizat eu z—a di restul m, iar divizat
cu &—0b restul n; care va fi restul diviziunei acelui polinom
cu (x—a) (@—0)?

54. Si se giiseascd, fird a face impirtirea, restul diviziunei
unui polinom intreg in & prin 2*—a? apoi prin 2®— a’. Care
sunt condifiunile ca aceste impirtiri si se faci exact?

55. Sd se arate ci daci un polinom intreg, simetric in
raport cu z §i y, este divizibil cu x—y, el va fi divizibil
si cu (z—y)%

56. Daci un polinom intreg, simetric in raport cu z, 7, »
este divizibil cu (z—»)% (y—2), (x—=2), «, B, 7 fiind numere
intregi, fird sot, el va fi divizibil si cu:

(@—y)* T (y—z)ftt (x—a)p 1,

57. Fie P(z) un polinom intreg in z, Q(z) catul divi-
ziunei lui P(z)—P (a) prin —a, Q (z) catul diviziunei lui
Q(2)—Q(a) prin x—a, ete.; presupunind P (z)=2", si se
calguleze polinoamele Q, Q'.... si si se arate ci P(z) poate
fi pus sub forma:

P(z)=a’=0a’~4A:(c—a)+As(@—0)24...4 A (2 — a)".

Ay, As...Aq fiind nigte coeficienti independenti de .

SRE | A
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58. P(x) este un polinom intreg in raport cu « si cu
coeficientii intregi. Si se arate cii dacid acest polinom este
divizibil cu 2--@, @ fiind un numir intreg, unul din nu-
merile P(0), P(1), este divizibil cu 2; unul din numerile
P(0), P(1), P(2) este divizibil cu 3; unul din numerile P(0),
P(1),..., P(n—1) este divizibil cu . Reciproce, daci nici
unul din numerile P(0), P(1),..., P(k—1) nu este divizibil
cu », polinomul dat nu se poate reduce la zero pentru nici
o valoare intreagi a lui z.

IV. FRACTIUNL

— S84 se adune fractiunile:

a
1, 2a——2b+

b -
2b—2a

9. 1A 2x— 3

z 2x—1 4z°—1

| 7 20x—14
B 1——2w~l+2m+4m2—1.

~— Si se multiplice fractiunile:

4 (a—b)? b

; at+b Naxla—b)

5 2+ ay o~y

' 'ty Caylzty)

6. ?qu_z:xa”—m’ betbx  c—z

4by e —a* a2t arNa—zx

— Si se efectueze calculele si sii se simplifice :

=
.

S e W
a b+e

R, e



10.

11-

12.

13.

14.

15.

16.

ALGEBRA

a—1,b—1, e—1
Sabe S a e b o ¢
—ab+tac+be A A
a b c
1
1
 —
l_l_i
33—z

1—a 1—a®
1—az+z° ik 1—o°
1+=« g Foeg
1+a+22 1128

A rE = e e P g
3(a+b)_3(a-|-‘b)2+(a+b)s_l

a—b a— b a—>b
° z? 1 1
w—l_a;-{—l_x—l—l—a;-l—l'
xﬁn iy wzu e 1 + 1
"—1 a"+1 z"—1 ™ =1
1 1 1 1
a_—b+c+a+b—c+a+b—c+b+c—a
g btc—a Pl i
at+b+e atb+e
1 1
+b+c—a+a—b+c
1_a+b—c
a+b-c
b ¢ ¢ a
c_——a+a—b a—b+b—c
g (om0 oS
_b_+ -+ :
e ¢ a

Sed A9 e
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a b
i gy
+
a b

s Ema s )

([a—b ; b+1 b—ec¢, e+1 - c—a , a1
ﬂ+1+a+b_1J[b+1+b+c—1][c+l+a+c—l]
— SH se arate ci:

18.

a 4+ b
(a+b—c)latec—b) " (b+a—c)bFe—a)

¢ 1
(c+a—10) (c+b—a)=a+b —e

19. (@+1)E+1)(E+1) +abc(az+b2+cz+
_+ + +2) _(abe+1)(ab+e)(be +a) (catd)

abe

a-+ 1+02+1 @—1_ (a+1)(a®2+1)(a®—1)

B0, a—1 a2—1~as+1_(a—l)(a2—1)(a3+1)

=1, 9*—1 , 22—1 | 22—1 =l adtey
4 z2+1+y2+1+~2+1+ 241 y2+1 x2+1
4(r?y?22 —1)

T @t D2+ G2 41)

w—a+w-—c x+(L+a:+c z*—a?, 22— ¢
z—b z—d||z+b ztd| 22— 2—g?
x—b+w—d a+b,z+d]| 22—, 22—a2
x—a x—ec¢/ \&ata xte¢ a*—a® gt — 2

Ya,ate] (st (otep
£t =(:+Z)+(w+;)
: Fb otd| oy foar

z+a+z+c (:+a) +(:+ c)

22.

L G
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— Si se simplifice fractiunile:

z?—3x—4
it P—4z-5
2’ —622+112—6
20 et Wromee o
2+ 322+ 22
& e T EOMR
97 xt+ 3% — 722—212—36
’ -+ 2% — 1022 — 112 —12’
98 (@t+b+te)—5(a+b+e)+4
! (a+b+c)P4-3a+b+e) +2
.99 (a+b)3+(a—|—b)2+(a+b)+1
; (a0 —(a~+b)+(a+b)—1
30, [(o4-[2) +(a> —B2)* - (22 B)4]2

(o2 B2)3+ (a2 — B2)34-(2P)s
31. Daci M=(2—y)'*—(2+y)*(x*+y°)—(a+y) (244 '?)+
w18+y18+:ﬂ13y5+m5y13,
N=5(z+y)*+1122p(e+y)"* — 5+ y) (" +y") —

12y (@+9)" (@ +y*) — 5 (aty) (@ +y') — 1122y (z+y)" X
(@112 o) @5 (a4 o) o),
sa se simplifice fractia %4— .
32. Fie M =(z1y) " — (@ +9) * (@ *+y*)—(a+y)"@'*+y13)+
wlsyls(m—18+y—18)+w13y5+w5y13’

N=(z+9)"*—(@+y)" @' +y)—(z+9) @ +y')+
@' Sy18(g 184y 18) + oty a7yt

i S . M

sd se simplifice fractia —

N
33. Daci ab=cd, avem:
a—l_l_b——l_n—-l_d—1=(a—l)(b—l)(e—l)(d—l)><
at+1 " b+1 ec+1 d—1 (a4+1)b+1)(e+1)(d+1)
[c+1+d+1_a+1_b—|—1]
e—1 d—1 a—1 b—1

LR E
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a—Db c—d i
34. Daci avem 1—|—-ab+1+ 7 =0, vom avea si
a—d __b—c atec I b-+d
1+ad 1-+be 1—ac 1—bd
(6—e)? (c—a)? (a—b)*

9 B= g C= )
i T—a a—p

35. Dacid avem A=

vom avea gi
(Aa+Bb+Ce)*=(A+B+C)(Aa*+Bb2+Ce?).

— Si se adune fractiunile :

1 1 1

36. a(a—-—b)(a—c)+b(b—a)(b—c)+c(c-—a)(c——b)

at+b b+e ct+a :

#7. (c—a)le—b + (a—b)(@a—e) R (b—a)(b—e¢)
ab be ca

St (e—a)lc—0b) + (a—b)(a—c) + (b—a) (b—¢)
39 ab be i ca

cle—a)le—b) " ala—b)la—ec)  blb—a)(b—r¢)

1052y b e ey,

a’® bh? ¢’
L A TR s
at bt ct
A PO P W i T e P Y ey
a3 a}
- (a1 —as) (a1 —as) (@ —-a‘)+(aa —ay)(as—as)(az—a,)
a3 aj
e ior ) I R w0 ]
a1 % gt
% (ax as)(fh 03) Aar—an) (az—al)(az as) --(as—-an)
at
"'+(an—a,)(a”—ag)...(an——an—ﬂ'

LETGT 2 gkt
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45. Si se verifice identitatea:
t=n a™

2 3

o @i —a)(ai —as)...(ai —ai-1) (@i —aia)...(ai —an) ~

Y o o
Za aP...a%n,

in care %, O,..., %, iau toate valorile intregi pozitive sau
nule pentru care o, +ost... o, =m—n-1.
Cénd m<<n—1 suma precedenti este nuli.

m2y2%2 (z_z_az)(yz_az)(xz_az) (mz—bz)(yg-lﬂ)(ﬁ—b?).

el T a*a’—b) b (6" —a)
a’bh? a’c®
g (a—ec)(@a—d)(b—c) (b——d)+(a —b)a—d)(e —b)(c—d)+
a3d3 b363
—Da—@—0[d—0)  G—a—de—ao—a
v d ‘ Ad

(b—a)lb—e)(d— a)(d—c)+(c—a) (e —b)(d—a){d—b)

— Fie 2p=a-+0b-+¢, s se arate ci avem:

1 ail i L e abe
R e p—c  p plp—dp-bp—o)
abe a(p—a) bp—1b) elp—e)

i (r=a)(p-b)(p-c)  (p=b)p—<) (p-0)(p-a) (p-a)ip-b) -

50. Dacii avem zy—+zx+yx=1, vom avea si

x Y 2. L. dayx ;
1—2? s 1—q? i 1—x (1—z?) (1—y? (1—=22)

51. Dacii avem z-+y-+2=0, vom avea si

m2 2 %2

b ~
208 tyx | 29t a2z | 22ty

WG e el 1
+% C y+a:

i 5

~
~

52. FieA=2L 4% p—
2 9y x

si se calculeze A*+B2-+(C2—ABC.

PR T
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— S& se arate ci, avand %+%+%=0, vom avea gi:

s, thepetageth
" b-T-c +c—€-a +a—|c—b = ;as—*:zblisjcs'
B e
+bfi-sc+c:zj—:b) 3 aic @8+ ).
56. Si se puni fractiunile 33:’3:—_7:14-2’ xﬂixSZj-l’
2z+1 A B

T T il i e

5z+7 x’+2x—3_
z(x+38) (e—4) 2* (z+11)

Generalizare pentru fractiunile :

57. Si se verifice identitatea :
1 i 1
5[p+1 p+2+ +p+n] 7% Sy e wenery e
2 n
PO e o mpep  a e e

58. m fiind un numir intreg pozitiv, avem :

S0 T R
m—+1 m-{-2+'"+2m—1 2+3 4+

et 2m1--—1 % 21m'
V. RADICALE.
— Si se efectueze calculele:
% ( iXaﬁ)%
2 AN AR
— 17 — 2
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1 1

2 —ay +w y—yg) (wy—y?)

Vo= 1) (e*+1) (ot+1) (o +1) 41,

3. (a —a3—|—a —a’-l-a —a+ad® —1)( -I-l)
e

-~

.
AT a”b"c").(s lb_e 4 : 7)

6. ("“ babe\ =5~ ):\\gr Ve¥') (p g A, P.95)
7. Din -—A—=£=£=2, si se deduci:

o b ¢ d

Vaa+VBo+VCe+VDa=V(A+B+C+D)atb+eta)

8. Din é—‘=&=é—s=...=é—”: si se deducd:

ay (22} as Qan

L\ At =\ (E4). Ca)

— S# se simplifice expresiunile:

[(a'") " (a))" ] i
9. ma ( :
oot 6
10 a§~am7+al x—x%
a%—a a:7+3a a:——3am§+a ‘”"—"’%
Ly &3 +y+?(/;_2m\/1—/+26x§/;—2w.
2t —y—\x'FeVpta?
(P. 8. A. P. 96).
o & +VaVy ey tVy Ve —Voly+Vy.
VotV Vo—y
(P. S. A. P. 98).

& eV Vetolpre  VatVyt\s
ey Vx—2Va oVt —2 Yyt Vo—Vu 41z

(P. 8. A. P. 99).

- § %
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n3—3n+(n2—1)Vn_2—_4—2.
7 —8n+(n*—1)Vn'—4+2
5. TVt 0y —Va) +(Vz—Va)
Vo—Vor+(0y—Var+ (Va2 ~
(Va+Vy—V3) :
16 Var -t 2+ Vo a2 .

17. i/a:"’ —3z+(a2—1) Va:—”—_zl_l_‘{/ms—Sw—(w?—l)Va?——éi

14,

2 2

— Si se arate ci avem:
a a Vo’ +0°
PN 5 WP T
4 4
Va Vb
) (Va—=V5) (Va—Ve) & Vo=Va)(Vo—=Ve) 3
Ve 2 1 J
Ve—Va) VeV ({at+V2) {o+Ve) Vot-va)

— 84 se facd rationali numitorii expresiunilor :

20. %

21 V_a—ﬂlz—%—V_Z

29, V;+VZ-:-VZ 75 e paticalir atkb=ca
. Vi0+720— 11/%—1/%+ V10

24, m'
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1 1
o Vot % W
1 1
T Yl R e
29. Si se arate cii expresiunea:
Vs+Vs+V5—Vs Vo5+Vs—V5—V5
Vs-+V5—V5—V5 Y5+V5+V5—V5

este rationali.

27.

— Si se simplifice expresiunile:

o E_V2 Vs VoV3+34+Vo—V3 V2 —1
2—|—V3 Ve+V3—Val3—3 V241
31. \/V2 —1.V¥2+1)(Va+V2+1)(Va—Va+1)—V3 V3,

32. Si se arate c# expresiunea:

2[z—y+ V2@ + 92 [at+y+V2(@F4)

este un patrat.

— S% se arate ci:

33 : =
VW=t —e) + Vo—0) )e—a)+Vie—a)(a—0)

Vo [Vie—b)?2 +Vo—cp +Vie—a)*+ Via—b) )(b—c)(c—a)]
(a—b) +(b—c)*+lc—a)

1 o e
\va_b+vb—c+vc_a

s 18 L 4 —ec ’T
V_z[\/(b—c) cb—a)+ V(c—l:z)(a—b) 2 \ (a—cb) —c)]
r+a z—a +a "lz—
Voo o=t Vet -\E=
" g z— - okl
R e

B o

34,

=0.
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— Ce devin expresiunile :

36. z*—2aa+0b - pentru m=Va+VZ+Va—Vz_

37 xu+azﬂ+b entm s bz-—ac.
1—az\/1+ba 11/2a

38. R B \/ e pentru o= 5 b 1.

1+ 11—z V3

39. 1+V14+2 1—-V1_—» pentru @ =-g-.
2aV1-|-a;’-’ 1( '; vz)

40. m pentru x= > (=)
TEaLl{ia

q NEe4ii—s e w_‘/ 2ab_
V14a—V1 —o? 34-4

Vita+y1—a? =
42. \/ \/ pentru a:——v a8 —(a—p)"

T e wF =y
43 (a—a) Ve—b+a—b) Va—z e ab (a2+b2)‘
; Va—z—Vg—b a4+ b
(a—l—x)a\/a-m—(b—l-x) Vo—= a*—b*
44. 5 T pentru = - .
Va—z—Vb—2z a®— bs

45, 2(“1‘— Vuz-—l V’v?‘—l) $i_ 9 (7L'L’+V‘162—1 ]/2,2_1)

pentru 2u=a:-|—%, 21)=y+-1—.
l1—azy , aty ; 1+x/
46. iy +1 oy si +1+xy

Vita—V1i—afViFo— V1—b_
Vide+V1—a4+ViFo4+V1—p
Vl-l—a—Vl—a—Vl—i—b—l—Vl—b.
V1+a+V1—a+V1+b+V1—b

pentru x=

O .
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VI. ECUATIUNI DE GRADUL INTAI CU 0
NECUNOSCUTA.

— Si se rezolve ecuatiunile :

1.

e e B )

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

2x—1 3x—2_5x—4_7m+6_

Rl i 12
z—1 ,42—% T72—6__,z—2 , 82—9
g A TR M e 10
2245 4 40—a_ 102—497

13 8 19

T T D o 2z

(@—5) (2 —2) —(@—5) 22—5)+ (@+7) (z— 2)=0.
(a:—3)—(3—x)(a:+1)=(w—3)(l+w)+3—x.
(@—3) (@+3)=(2—5) (x+3)+%.
(@+3) @—3)=(z+5) (—3)—%
(zF+1)2=[6—(1—2a)z—2.

2
2m—5+x13=3w6—1'

Eii sy 1

M

z2+2  x+3 2*+5z2+6
3+2m__5+2a:=1_ 422—2 ;
142z 742z 7T+16z+4 2>
6—5m_7—2x2=3x+1_10w—11+
15 14(x—1) 21 30

o 4(22—8)—8Bz—1)__ 3 2242

o 6(xz—1) Y 8z—2

1
105

o e



1.
18.
19.
20.
21.
A22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

ENUNTURI

14 9 2? - 19— i 6 .
32°—12z 82°—102—8 3z-+2

m(z+a) | nlx+b)

z+0b + z+a =m+n,

ax2+bz+c____aa:+b_

pa*tqz+r  patqg

(x—a)3=m—2a—b_

z+b) aztat26

a®*+b* _ 2abx | a-+b
(@+b+c)o— a—b —a+b+a—bc'

3abe a® b? (2a+0b) bz ba
a+b+(a+b)3+ ala+b) =Scat a

ax+m-+1 axz—+n e ax-+m +aw+n+1_
azt+m—1 " ax+n—2 az+m—2 ' aztn—1

Ca—b—aP+(a—2b+2)*=27(a—0b)s.

(ma—-nb—pm)3+(na—mb+px)3=(m+n)3(a—b)3.

(@—aP+(@—0b)? __ a2+

(e—aP—(@—0b2 a2—0b°

£ (a:l:—'l"?aa\)s + i (25:;6:1) : e

(@+a)(z+0) (@—a)l@—b) _
(z—a)l@—0) " (z+a)(@+b)

@to@td) | (@—c)@—d)
(z—c)(@—d) ' (z+e)@w+a)

VadNao— Vg s (P. S. A. P, 95).

102241 = 4 ];——w2_2x+ e
10.’E+13+m—_—I

Vata— \/ﬁ;=y2a—l—az

— 93 —
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z—l—-V‘Za:—l—mZ:Vm—Q—V;
Voz+2a? Vz
8.  VQRataoPFtu+l@a—arfii=
3 Giaa) mkl
e
35. Va—z+t2Vata=Ya—a+Vacte.

Vo +o+Va —2z
36.
Va o —Va —2

37 VatVat\a—Va=\"0.
R

s \/1 —a‘.L\/l —I—:L'

39, V(a+a:)2 4 Vo> —22 + v(a—w)
Vatar— Vo —a? + \'/a——

40. Vi 1+z+V1+a

32.

=0h.

—2V1—a

1+
41, (\/w+a+\/x—a)3 (\/;1:+a—\/a:—a)=2b.
'{/a2+w2+7\b/a2—m2_1.

42, =
'(/a2+x2 —?\l/a?—a:2 b
& '{/a-l-m_'_’\b/a—l—x:E
x a e

VII. ECUATIUNI DE GRADUL I-iu CU MAI MULTE

NECUNOSCUTE.
— 8% se rezolve sistemele de ecuatii:
1. %+%=w, S—=n
2. %—f—g—”w& r”'é'y~}—”zy=11

Sl



5)

10.

{3
12.
13.

14.
15.

ENUNTURI

2e UMW o 8y 1

6 2
2 5 3 1
FE—5Y ga:——a-y_2 r—y 1
7 L 23 T A
T 7 at+y 5
‘@ Y _ ax—by__
b+c+a—l-c 2 ela—0b)
e TN et ey
a+b+a—b e 4ab

z Y 1 \’y
a+b+a2+ab+ab(a2— b))

1

x y
(a®+ab) (ab——bz)-'--zzl)(tz-—l))-+_czla—b2

@ o Y L 1 .
a’tab+v* " FFabla+b) " able® —1?)

@ Y 1 :
a*b —ab‘+ab (a—b)+ab—b2

P q q p
===, ——+—=b.
z+y " a:+y

(ap™+bg")a+(ap"+bg"y=ap™24-bg" 2,
(@p" ' +bg" M a+(ap"+bg")y=ap™ 1 +bg" L.

ax—by __m

cx—dy n’ 2’ o=k
zt+ay’=aq, y*tyat=2.
(@+yP(z—y)*=a, (@+y) (@e—yP=0.
z’y=(a—x)? y'a={0—y).
V;——V20—a:=v y—u, 3y20—w=2Vy —a.
5Vz—3Vy=s, 22— 9y=81.

i B



16.
1%:

18.

19

20.

21.

22.

23.

24,

26.

27.

ALGEBRA

2e—T7y+42=0, 8z—3y+2=0, 9z+5y+32=28.
bz — 6y +42=15, Tx+4y—3x=19, 2z+y-+6:=46.

%+5y—%=20, Sx—y=29,  4dzt+5x=23.
(P. 8. A. P. 95).

z+y+2=0, (¢+dz+(c+a)y+(a+b)x=0,
bextacy+tabz=1.

r—ay+azx—a’=0, z—by+b2zx—b =0,
r—cy+cx —cd=0. (P. S. A. P. 96).

By B @Yy R B YK
a+b+c b+c+a c+a+b

o b e

g S
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28. (y+=z)(@+y-+2)=2aq, (x+a)(@t+y+2)=24,
(@) (@+y+2) =2
99, Z_ W _ & (ﬁ)m'l" (l e ’i)m=1
. am+n bm+ﬂ_ Cm—i—? | a b ) [ ¢

si si se elimine a, 4, ¢ intre relatiile de mai sus i

a*+ b+ =dn.
30. ytzr=amyx(ety+tz), 2ta=idayxr@tyta),
ety=cryx (@+y+2).
31. z(z+y+zr)=a—yz, ylety+z)=0t—zxa,

2zt y+r)=c—ay.

32. az"=by'=cx",

b R R
T RS A

§i sd se calculeze valoarea expresiunei az”" 159" 1+,

33. z+ytaxy=1l, y+artayz=m,

34. 2*+9P+28—3zyx=0,

1+ztazr=n.

r—a=y—b=z—c.

35 my-l—:zx:yx-l—ya::za:—l-xy’

a b c
zytaxtyr=(@+v+c)ayx
-y Al 2 8 +F -
36. x(x 1)=a, x (3 1)=b, a:(;r 1)____0'
y—1 ¥ — g
zYx _ TY% __ TYx _
87, ooy g a, o b, 7y c.
38, L="2=  _2n, Btaf+...fah=1p"
ay as an
L L Tn—1__%n,
T @ @ lm Tn b
40. aztmytztt)=q, by+nx+t+a)=8,

ex+pttaty)=r, di+qle+y-2) =32.

41. aizitmilei+at... Faricitzivit+.. . Fa)=a

=1, 2,...n.

i BT =
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L g 2y Lo i il 2u
1+e *14¢ 5% 15 “ 1Fe -
43.Va—aP+(—0P+Ha—eP+Vla—a P Hy—H PHa—cP=
V(a—a')2+(é—b')2+(c—c')2, Az+By+Cz=1.
#. Yottt =Vp+e+ e+ Ve trt e
Vetatrte=Yeteto+Votete,
Veda+ e+ o=V +a -+ Ve ot

45. Daci a4+ y + 2 =u,
ax+bytecx=v,
crt+ytccr=uw,

sd se exprime in functiune de u, v, % expresiunea

s T SPEE o

42,

VIIL. INEGALITATI SI INECUATIL.

1. Dacid 4 numere sunt aranjate in ordinea mirimii lor
crescinde, suma primului si celui de al treilea este mai mici
decit suma celui de al doilea si al patrulea.

2. a si b fiind doudl numere pozitive, avem:

a+b S 2b
2a a-+b
3. a, b, m, n, fiind numere pozitive si @ <4, avem:

ma-+nb
oy e <b.

— S arate ci avem:

4, 3(1+a*+a" > +ata2>
5. 2a*+1>2a%+a
6. a’*+ 242> abtac+be.

7. (aFb—c)P+(a—b+c)*+(—a+b+e)?> abtact+be.
8. abe>(atb—c)(@a—b+c)(—atbte); ab,e pozitivi.

— 98 —
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9. 2(@—c) e+ V2t <2+
2\.1 2 o, o
10. ' (“T)’+ (%)5’ >Va+V3,
11. Dacd a®>+b2+}c2=1, a? 024 c2=1,
vom avea: (aa"™ b+ < 1.

12. Si se arate ci pentru a?=052-+¢% avem:
5at+b2c*>2al(6+¢) (2a%— be) Fabel,
iar expresiunea:
Aa*+Bb*+Bet+3Ba2 2¢2
reprezintd un cub perfect, daci (A-+B) este un cub perfect.
13. Dacd ab+éc+ca=1, atunci a?+ 52+ >1.
14. a, &, ¢ fiind cantitdti reale, avem:
(a+5+e) (a®+ 53+ ¢ —8abe) >0.
15. (aﬁ+a§+...+ai)(a'f-l—a’g—l-...—l-a'ﬁ)>
(apa'ytasa’s+...4an a'n)
16. [(gee+Bp—paf—qu'f)? —
(F*—2paf+ga2) (B2 —2pa'f+q2)] (p2— ) >0.
17. Si se arate ci media aritmetici intre dousi numere este
mai mare ca media lor geometrici ; iar diferenta lor este mai

micd decit patratul diferentei celor doui numere divizat cu
de 8 ori numirul cel mai mic.

18. Sd se arate cii media aritmetici intre 7z pumere este
mai mare ca media lor geometrici.

19. Daci trei numere pozitive a, 4, ¢ sunt astfel ¢ unul
din ele este mai mic decit suma celorlalte dou#, ayvem:

+v*+c® <2(ab+tactbe)

— Daci @, 4, ¢ sunt numere pozitive, si se arate ci avem:
20. a®+5°+¢2 > 3abe.

21. a*+b*+ct>abelat+v+e).

22. 2(a’+-b*4¢*)>abla+b)+be(b+c)Fealc+a) >6abe.

Sl S
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23. Dacd «. y, ~ sunt pozitive, si se arate ci:

z Y % 3
y+x+w+x+z+y>?'
24. Pentru n intreg si mai mare ca 3 avem:
n" > (n4-1)n
25. Si se arate ci :{/_3- >’</:z.
26. n fiind un numir intreg, avem: (n-41)* > 2n"
27. Sd se arate ci:

VF<1.2.3...n<(” ! 1)"-

28. Si se stabileasci neegalititile:
(m~+1) (m42)...(m~+n) > (n+1) 1 m?,
(m =41 (m4-2)3... omtn) 1 >922 .38, (n+1). m",

in care m >0, p=%+%++n—-{l—l

29. Fie « gi B doui numere pozitive, intregi sau fractio-
nare, (2<<f); si se arate ci se pot gisi o infinitate de nu-
mere intregi p si ¢ astfel incAt si avem:

2p+1 < 2p+1
2941 2¢q

30. Un comerciant cAntiireste la doi clienti cu o balanti
falgd, cite o aceiasi greutate p de marfi. In primul caz el
pune marfa in platoul A si greutatea in platoul B, iar in cel
de al doilea caz face contrariul. Se intreabii dacdi el pierde
sau cégtigd. Falgitatea balantei provine din inegalitatea bra-
telor de cumpini.

— O3 se giiseascd valorile lui 2 pentru. care avem:

a< <B.

31. z—4+>20—Ltat .
32. 2z+2—1>2—5>32x—1—8.
33 ma+n  patgqg mr—n _pz—q

at+é a—b a—b atb
AL e
Varta2 ™ VarFee

b pozitivi si a > &.

; radicalele sunt luate cu 4+, a si

el
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35. s >0 36. g > 11

x x—1 x-—l—i i 4
x x

— S# se giseascd cum trebue si fie x si 7, astfel incat
sd avem:

37. 22+3y—1>0, y—2<0.
88. z-+y—1>0, z—y+1<0.
39. 2*—9*>0, 2¢—y—3=0.

— Cum trebue si fie %, astfel incat si avem:
40. *+y*—22—2y~4h>0, ori care ar fi z si ¥.

41. 2x?+22a,;z,~-|—h>0, ori care ar fi @, ®s,...Zn.
42. 2*—22y+2y*—42-+6y-+1>0, ori care ar fi siv.

43. Si se giiseascil relatiile de conditie, astfel incat si avem:
ar*+2bzy+cy?+2daz+2ey-+1>0,
ori care ar fi & si .
44. Cum trebue si fie %, astfel incAt si avem:
o*+8y*+2x*—4ay+2zx—2yx—6z+9y—9x+r>0,
ori care ar fi z, ¥, x.

45. S# se determine intre ce limite trebue si rimani cu-
prins @, pentru ca ridicinele a doui ori care din ecuatiile
ax—y=1, r—ay=—1, x-+y=a, si rimini cuprinse intre
1—e si 1+-¢, e fiind un numir pozitiv dat.

IX. PROBLEME DE GRADUL INTAIU.

1. S& se gHseascd doudi numere consecutive, astfel ei suma
lor si fie egali cu de trei ori numirul cel mai mare, mai
putin £ din numiral cel mic.

2. Sd se impartd numirul 140 in doui pirti, astfel cX o
parte maritd cu 10 si fie egald cu a 5-a parte din cea de
a doua. (A. G. 96).

| G
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3. Un aliagiu de aur, in greutate de 600 gr., are titlul
0,750; cAt trebue si adiugim dintr'un alt aliagiu cu titlul
0,900, pentru ca noul aliagiu obtinut si aibi titlul 0,820 °?

4. O persoani lasi o parte din averea sa pentru spitale,
iar restul de impirtit intre mostenitori. Prima parte este su-
pusi la un impozit de 2°/,, iar cea de a doua la un impozit
de 6°/. Si se giseasc averea si fiecare din pirtile de mai
sus, stiind cd Statul a perceput 1600 lei impozit, si ci, daci
partea lisati pentru spitale s'ar fi redus la jumitate gi restul
gar fi impértit intre mostenitori, Statul ar fi perceput ca
impozit 2000 lei.

5. Un ogar urmiregte o vulpe, care are 60 sirituri vulpesti
fnaintea lui. Peste céte sérituri ogarul va ajunge vulpea, stiind
cd, pe eAnd ogarul face 6 sirituri, vulpea face 9, dar ci 3
sarituri de ale ogarului fac cit 7 ale vulpei.

6. Se imparte o sum# in pir{i egale intre mai multe per-
soane; dacd ar fi fost 3 persoane mai mult, partea fieciireia
ar fi fost cu cite un len mai mied, iar daci ar fi fost 2 per-
soane mai putin, partea fiecirea ar fi fost cu céte un leun
mai mare. Si se afle suma impirtitd si numirul persoanelor.

7. Aceiagi chestiune ca la numiru! precedent, presupunind
cd in loc de 3 persoane in plus ar fi fost m persoane, si ci
in loc de 2 persoane mai pufin ar fi fost » persoane; in
primul caz partea fiecdreia s’ar micsora cu p lei, iar in cel
de al doilea caz s’ar spori cu ¢ lei. Conditiunile de posibi-
litate ale problemei.

8. Trei aliage A, B, C se compun: A din 65°, Ag. si
85%, Cu., B din 70% Ag. si 80°% Cu., C din 75°%, Ag. si
25%, Cu. Si se determine greutitile celor 3 aliage, stiind
ci: 1) indoitul greutitii totale a Ag. este egali cu de 5 ori
greutatea Cu. din A si B; 2) daci se adaugi fieciirui aliagin
cite 1 kg. Ag. si 2 kg. Cu, greutatea totali a Ag. devine
egald cu greutatea totali a Cu.; 8) dacd se topesc impreuns
aliagele A si C se obtine un nou aliagiu in care Ag. si Cu.
intrd in aceiagi proportie ca in B.

S L,
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9. Doi ciliitori merg pe un drum, unul ‘avand 100 lei si
‘celilalt 48 lei. Esindu-le hotii inainte, iau fieciruia o parte
din bani; cit s’a luat dela fiecare caldtor, stiind ci primul
pierde de 2 ori cat cel de al doilea, gi<i mai riméan’ totusi
de trei ori mai multi bani?

10. Un numir de 6 cifre incepe dela stdnga cu 1; daci
se mutd aceastdl cifrd de la stinga la dreapta, numirul obtinut
este intreitul numirului dat; care’este acel numir?

11. Intr'o gridind sunt de trei ori mai multi peri decit
meri, de 6 ori mai multi meri dect ciresi, si acelasi numir
de persici, pruni si peri. Peste tot sunt 122 arbori; céti sunt.
de fiecare speti? : !

12. Mai multe vribii se ageazi pe niste pari. Daci pe fie-
care par este numai o vrabje, vor rimane n vribii in shor, iar
dacd pe fiecare par se ageazdl n vribii, rimin n pari liberi;
se cere a se gidsi numirul vribiilor si al parilor.

13. Dintre trei ceasornice A, B, C cel din urmi singur
umbli exact, pe cind A inainteaz#, iar B riméne indirit;
inaintarea pe ord a lul A este 2 din intarzierea lui B. Pre-
supunind ci la amiazi cele trei ceasornice au fost regulate
sicdla4ore 10 min. A a fost inaintea lui C cu attea
minute cdte au lipsit lui B pani la 4 ore, se cere si se
calculeze neregularititile lui A si B (cu cAt inainteazi A si
cu cAt riméne indirit B). ‘

(P. S. A. P. 97).

14. Cineva cumpiri 2000 capete de vite de trei spete di-
ferite, pe care si le reprezentim cu A, B, C. Dupd un an,
animalele din spetele A si C, se inmultesc respectiv cu 10,
si 5°, pe cAnd numirul celor din speta B se micsoreazi cu
10°/s, numsrul total de animale creste astfel cu 1°/,. Dupi al
doilea an, animalele din spetele A si C se inmultesc res-
pectiv ca 20%/, si 85%, pe cAnd numirul celor din speta B rimine
invariabil, iar numirul total se mireste cu 20°,. Si se cal-
culege cite capete sunt din fiecare speti.

(P. 8. A. P. 98).
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15. 700 lei se dau cu dobandd simplid in doud sume di-
ferite, cea mai mic# insd cu 2%, mai mult decit cea mai mare.’
Micgorandu-se procentul sumei celei mai mici si marindu-se
al celei mai mari, fiecare cu 1%, se obtine o dob&ndi totals,
care intrece pe cea dintdi cu a 6-a parte din valoarea sa;
dacd insi procentul sumei celei mari se mireste cu 1%, iar
al celei mici riméne neschimbat, dobanda totali este mai
mare dect cea dintdi cu a 5-a parte din valoarea sa. Si se afle
cele doud sume si procentele respective.

(P. 8. A. P. 99).

16. Douil persoane A si B pleacd in acelas timp din dous
puncte M gi N, una din M spre N si indarit, cealalti din
N spre M si indirit, ambele firi oprire. Cele doui persoane
se intilnesc —in mersul lor fati in fati — de doud ori:
prima dati la @ km. departe de punctul N, iar ¢ ore dupi
aceia, la & km. de punctul M. Si se giiseasci distanta MN si
iuteala cu care merg cele doufi persoane.

(P. S. A. P. 900).

17. Doi cilitori A si B merg pe un drum in acelag sens,
primul cu iuteala », iar cel de a! doilea cu iuteala ¢". Cala-
torul A este insotit de un céine care aleargi cu viteza V dela
stipinul siu la celdlalt calitor si indiviit. Si se g#seascit
timpul intrebuintat de céine, intr'un sens si altul, de cand a
plecat dela stipinul siu péni s’a intors inapoi, stiind ci in
momentul plecarii, cei doi ciliitori se giisean la o distantd d
unul de altul. Discutie.

18. Douil mobile parcurg periferia unui cere de lungime I,
cu iutelile v si v'; la inceput ele sunt separate de un arc
de lungime d. Se cere si se determine epocile intlnirilor
lor succesive in ipotezele urmitoare: cele doud mobile merg
in acelas sens sau in sensuri opuse; unul pleacii cu 0 secunde
inainte sau in urma celuilalt. IntroducAnd direct in chestiune
cantititile negative, si se reduci formulele gisite la una
singuri.

19. Un pirinte imparte averea sa in modul urmitor: celui

S
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mai mare dintre copii ii di o sumd @ plus a n® parte din
rest; celui de al doilea o sumd 2a plus a #® parte din noul
rest; celui de al treilea o sumi 8a plus a n parte din ul-
timul rest §i asa mai departe. Si se afle care este averea
impartitd i numirul copiilor, stiind ci pélttile au fost egale.

20. n jucatori convin ca juciitorul ce va pierde si in-
doiascii sumele celorlalti 7 —1 juciitori. Ei joaci n partide si
pierd fiecare cite una, iar la urmi fiecare se retrage dela
joc cu aceiagi sumi a. CiAt avea fiecare la inceputul jocului?

21. Un automobil T, a cirui vitezi este v, pleaci dupi
un alt automobil T', a cirui vitezi este v'; intArzierea este
calculatii astfel ca ele si ajungi in acelag timp la destinatie.
Dupi ce a parcurs £ din drum, automobilul T  este obligat
si-gi reducd la jumitate viteza, iar cele doud automobile se
intdlnesc la a km. inainte de sfargitul c#litoriei. Si se gi-
seascd lungimea cursei.

22. Dintr'un punct P, Juat pe prelungirea diametrului AB
al unei jumititi de cerc de razi R, se duce o tangenti PC
i se invarteste figura in jurul dreptei ABP. Se cere si se
determine pozitia punctului P, astfel ca raportul intre’ supra-
fata laterald a conului descris de PC g zona descrisi de
arcul BC, si fie un raport dat m. Care este condifia de
posibilitate a problemei ?

23. Intr’'un ceasornic acele orelor, minutelor gi secundelor
fiind la XII, se cere si se afle peste cAt timp acul secun=-
delor va divide pentru a #* ord, intr’un raport dat k, dife-
renta arcelor parcurse pe cadran de minutar gi orar.

24. Fiind dat un triunghin ABC, si se giiseasci distan-
tele la cele trei laturi, ale unui punct M agezat in interiorul
triunghiului, astfel ca suprafetele triunghiurilor MA B, M A C,
MBC sa fie proportionale cu trei numere date @, B, Y.

25. Sd se calculeze laturile , v, x ale unui triunghiu, stiind
cd volumele determinate de triunghiu, invartindu-se succesiv
in jurul fieciirei laturi, sunt echivalente cu volumele a ‘trei
sfere de raze @, B, 7.
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26. Si se calculeze laturile unui triunghiu stiind cd intre

iniltimile ¢y, z'g, 73 avem relatiile

zl —ﬁ\/zz -—Y\/Zs, iy 1y i3 = 0%,

%, B, ¥, © fiind nigte numere date.

2(. Pe diagonala AC a unui pitrat ABCD se ia un punct
P, astfel ca AP=p, CP=g¢; si se ducd prin acest punct o
dreaptd care intélnind latura AB in M si latura CD in N,
raportul intre suprafetele patrulaterelor AMND si BMNC
s fie egal cu raportul a doui numere date a si 4. Discutie.

28. CunoscAnd una din laturile unghiului drept ale unui
triunghiu dreptunghic circumsecris unui cerc de razi R, si se
afle cealaltid laturid a unghiului drept si ipotenuza.

29. Un tren merge din A in C, trecind prin B unde se
opreste 5 minute; 14 minute dupi ce a plecat din B, intalnegte
un fren expres ce merge in sens contrar gi a cdrui viteza
este indoitd de a sa. Acest tren expres plecase din C, in mo-
mentul cAnd primul tren era la 25 km. de A; se stie insi ca
trenul expres pune 2 ore pentru a stribate distanta CB si
cid dupd sosirea in A, daci ar pleca imediat inapoi, ar sosi
in C la trei sferturi de ord dupd sosirea primului tren in
acest punct. Se cere si se afle cAt face fiecare tren pe ord
si care sunt distantele intre A, B, C.

30. Se di un con drept cu bazi circulari, ale ciirui genera-
toare sunt prelungite nemirginit de o parte si de alta a varfului.
Acest con este tiiat printr’un plan fix, perpendicular pe axa
lui. S& se duci un plan paralel cu planul fix, astfel ca su-
prafata laterali a conului, cuprinsi intre cele douil sectiuni,
si fie intr'un raport determlnat cu suma ariilor celor doui
baze. Discutie. ,

31. Un vas de sticld este umplut cu P gr. mercur la #°.
La ce temperaturi T trebue incilzit pentru ca si iasi o
cantitate p gr. de mercur? Se cunosc coeficientii de dilatare
ai sticlei si mercurului.

32. Un balon de sticld se umple cu un amestec de douz
lichide, avAnd respectiv densititile d si d’, greutatea ames-
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tecului fiind P. Se extrage o cantitate de amestec i se
umple balonul cu lichidul de densitate d; prin cAntirire
se gisegte cd greutatea noului amestec este P’. Din acest
din urmd amestec se extrage aceiasi cantitate ca mai sus §i
se umple iardigi balonul cu lichidul de densitate d'; prin
cintdrire se giseste ci greutatea ultimului amestec este
P”. Sd se determine: 1) capacitatea balonului; 2) cantitatea
de lichid extrasd prin operatiile de mai sus; 3) proportia de
amestec a celor doud lichide, la inceput si la sfarsit.

33. Se dau intr'un plan doui poligoane omotetice. Fie a,
b, e,... laturile unuia; =z, y, z,... distantele intre laturile
omoloage, socotite pozitive cAnd sunt de aceiasi parte cu
primul poligon §i negative cAnd sunt pe partea opusi. Si
se arate ci suma: aw+by+cz +... rimane constant#, cAnd
poligoanele se miges in plan, riminind omotetice.

34. Intr’un triunghiu ABC se duc tangentele la cercul in-
scris, paralele respectiv cu laturile triunghiului; fie 7, m, n
lungimile acestor tangente, cuprinse respectiv intre laturile
triunghiului ; cunoseand I, m, n si se calculeze laturile triun-
ghiului a, b, c.

35. Se dd un cerc cu raza R. Pe un diametru AB se ia
un punct C, iar pe AC si BC ca diametre se descriu alte
dou# cercuri. Si se giseasci raza cercului tangent la cercul dat
i la cele douil cercuri descrise pe AC si BC ca diametre.

X. DISCUTII, ELIM[NKRI, REPREZENTARI GRAFICE.
az+b

1. Si se giseascdi conditiunea pentru ca fractiunea —ro1—

a'z+b
sd aibd aceias valoare oricare ar fi a.
2. SH se giseascii conditiunile pentru ca valoarea fractiunei

az+by+e :

137 1 54 ramini aceiasi ori care ar fi z si 7.
adz+by+e 9 5 &

3. Chestiune analoagi pentru fractiunea:

ay x1+as $z+---+ana§n+i‘
@y zl+a'232+...+a'nmn+b,
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4. Sii se determine « si P astfel ca sistemul:
8rx+ay=a, Bx+2y=p si fie nedeterminat.

5. S# se giseasci conditiunea pentru ca sistemul:
z—Ily=m, y—laz=n, maz+ny=1 si fie compatibil.

— Si se rezolve sistemele de ecuatii:

6. 2¢—3y+42=", 82+2y—b52=8, ba—y—2=15.

7. 521+3y—112=18, 42—b5y+42=18, 9z—2y—T72=25.

8. S se discute sistemul: ax+by=c, bx+tay=d.

9. Pentru ca sistemul :

az+by+ex=bax+tecytar=cetayt+br=1,

s fie nedeterminat, trebue a=b=c.

10. Trei lucritori A, B, C executd o lucrare. A si B, lu-
crind impreuns, termind lucrarea intr'un timp de Y ori mai
mic decAt C singur; A si C intr'un timp de  ori mai mic
decat B singur, B gi C intr'un timp de % ori mai mic decit
A singur. Ce relatie trebue s# avem intre , 3, Y pentru ca
problema si admitd o infinitate de solutii?

— 84 se elimine =, ¥, intre ecnatiile:

1 1 1
11. a:—l-;—a, y—l—TJ——b, r«:y-{-z—y—c.
12. Bt Ju o iy
z—y a* +ay+y

— Si se elimine 2, y, % intre ecuatiunile:

13. *+y*—2axy=0, y>+22— 2byx=0, 2>+2>—2cx2=0.
p Y= 2 L o . z+y.

{5 (@+9) (@+=) i (y—l—x)(y-l-w)»_b (z+=)(z4y)

Y% i T—y

14.

=

16. Sd se elimine @, y, 2, ¢ intre relatiile:

x=by~+ecx+dt, y=az+cx}di,
x=az+by+dt, t=az+by+ecx.

o TR



ENUNTURI

17. Sd se elimine zy, s,...2n intre relatiile:
a)l—a2$2+0323+ +0m’£n,
2—a171+a3zs+ +anwn,

.....

R R el S TR nd)
18. Fie t_2—w, 10—2_x,x—2_y e

sd se giseascd relatia intre ¢ si .

19. Si se arate cd avand:

m+y+%=§+%+%, @+y+2) (et b+c)=ax+l)y+cx,

abe

vom avea §i:

z . aw
1+a2+1+b2+1+ b 1+a2+1+b2+1+e~
20. Sa se arate ci avand:
a2+a'2+a"2—1 abta'b'+a"b"=0,
b2+ b2 4-b"2=1, act+a'c+a" " =0,
4%+ =1, bet+b'e'+b"e" =0,
vom avea gi:
a?+ b 4 ¢ =1, ad +bb +ec =0,
a2+ 2 =), aa"+bb"+ecec"=0,
a2 "2 =1, aad"+vy" " =0,
a=x({'c"—c?b"), a'=%(b"—0b"), a" =% (bc'—eb),
==x*(ca"—a'c"), V==2x(ac"—cd"), ==
c=2*(a't"—"%a "), d=%0a"—ab"), "'==2(ad—ba).
21. Si se arate ci avem si
a’a’® "2+b2b’2 b"2+c c2e"=p2 ]2 b2e2ta2p? ’2+a"2 822,

22. Cum trebue si fie valorile lui g, 4, ¢ ca din egalititile:
y x

aa:+by+cx ay—i—bz—i—ca: ax+baztecy
si se poati deduce egahtal;ile-

pe
aw—l—by +ex ay-{-bx “+ca az'-l—ba:'—[—cy"

R R
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23. « i y fiind doui numere date, se calculeazi alte
doud numere ' g ¢’ prin formulele 2’ =az-+ by e,
y'=a':c+b'y-|—c'; se intrebuinteazi aceste doui numere
@' si y pentru a calcula alte doui numere z” si 9", cu
ajutorul aceloragi formule; si se determine a’, &, ¢, astfel
ca sil avem z' =gz, y"=y.

24. Se consideri sirul: a-b, ap+bq, ap®+bg? ap*+bgd,
.... S& se calculeze doui numere z gi y, astfel ci un termen
oarecare al sirului precedent, si se obtini adunand pro-
dusul lui z cu termenul precedent, la produsul lui Y cu
anteprecedentul.

25. Se consideri sirul wi=ap'+bg'tert, =0, 1, 2,
3,.... Si se determine trei numere z, y, z, astfel incAt si
avem, ori care ar fi n, un=zun—1-+yun—2+x2un—s.

26. Aceiagi chestiune pentru expresiunea:
ui=a; pi+aspt+...4-arpr; si se determine % numere zp
Xg,... Tk, astfel ca s avem un= @, un—1+ x5 un—2-+ ...+ rn—r,
oricare ar fi n.

27. S se figureze linia ce reprezinti ecuatiunea y=2x+3;
sd se indice portiunea din aceastd linie ale ciirei abscise sunt
cuprinse intre —$ si 0, precum si portiunea ale ciirei ordo-
nate sunt cuprinse intre 10 si 20.

28. Si se figureze linia ce reprezinti ecuatiunea 2ty —1=0
si s se glseascd distanta sa la originea axelor de coordonate.

29. Si se figureze linia ce reprezinti ecuatiunea 2y —3 2+ 6=0
si sd se giseascd segmentul format din punctele ale ciiror dis-
tante la origind sunt mai mici ca 2.

30. Ce se intAmpld cu dreptele ce reprezinti ecuatiile
20—8y=2a gi boa—4y=2, cAnd & variazi?

31. Ce se intAmpli cu punctul de intAlnire al dreptelor
din exemplul precedent cAnd % variazi?

32. Pentru ce valori ale lui @ coordonatele punctelor de
intilnire ale dreptelor reprezentate de y—max—+a=0 gi
x—my-+a=0 sunt pozitive ?

33. Se di un triunghiu echilateral, a cirui laturi este egalii .

cu 1; presupunind c# axele de coordonate sunt una din laturile

e



triunghiului gi iniltimea corespunziitoare, si se scrie ecuatiile
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ee reprezinti algebric laturile triunghiului.

34. Se dau dreptele ce reprezinta ecuatiile  — y -+ 2=0,
z—y+2e=0, a+y+a2=0, 2+y+2¢=0; si se eva-

lueze aria patrulaterului mirginit de aceste drepte.

XI. ECUATIUNI DE GRADUL AL DOILEA
CU 0 NECUNOSCUTA SAU REDUCTIBILE LA GRADUL

AL DOILEA.

— Si se rezolve ecuatiunile:

ks

- (2+1) (z+2)=12..

2. (2+1) (+2)+(z+1) (@+3)+(2+2) (4 3) =26.

3

o

®

10.

11,

12.

. (@4+1)(24+2) (@+3)+(@+1) (@+2) (24 4)+
(@+1) (@+3) (z+4)+ (@4 2) (2 +3) (x+4)=50.

x a+1
x+1+ x T
a:2+3a:—l-6_m—~2_
®+5z+Y z—3

Ba?+b?) (@ —a+1)=(a>+38) (2> +2+1).

a?(@a—z)2=20 (b—zx)

2 (a2 4024 —(a+b+0) 2] (B2 —az)
+ @+ —ba) (@2 +bv2—cx)=0.

1

: ; ;! 1
L s e

Rl B

z—a, 6 xz—b  x—ec

x+a+x+b+x+c=

z—a z—b z—c s

5a+b—2x=a+b 2a—2b+w'
5a—b—22 a—b 2a+2b+F=

— 4] —



13.

14.
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bla—a)—a(b—z)?

(a—2z) —(b--2)®

1 1 1  Sieaien
m+a+w+b+x+c+w+a+b—|—c—0

=a&.

15. Se did ecuatia y*—1,92y*+0,272%y+1,647=0, se
cer valorile lui # pentru y=1, 2 si ale lui ¥ pentru z=1,6.
— S84 se rezolve ecuatiunile

16.
17

18.

19.
20.

21.
22,
93.
24,
25.
26.
27.

28.
29.
30.

31,

32.

Vm—a+Vm—b+Vz— c=0.
Vie—2)+V(@— 3= \(z—2)(z—3).
Va4zp—"(1—2p ="\1—a*
(x+a+ o)s=a+a®+ 25

2(z* —pz+9)P+B@*+pztg)=a"
z(x—a)(®—2a)(@—8a)=A.
Vzla—2P+ Vot la—z)=a.
Vola—azP+Votla—a)=a.
Vaila—a2) +Vatla—a)'=

2Vt —Va2F9=2.
Vai—9+Vz+11 =V 2 F52+14.
2> +2z—5+V 2 F oz +8="7.

1 1
1—V1—z2+1+V1—z ;+—+l

(@—1)*4(22+3)*=272%-}8.

R Y
sz-l-az a
a—w+\/x—5=4\/z
_+_—10(3 :)'

- YD
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33. ax*—bate=2*(2ax—a—b).

(2+10224-1) (5a*+10a*+1) _
@*+102"F5) (a* +10a2+1) 2%

35. (z-+a)(xt+2a)(z—3a)(@—4a)=1c"

a’+2ax+ac az ]
z*+2caxtac (z+a)@Fo

37. a*+axttiattadat-d>=0.

@ +1) @ —1)_
(@ —1) (2® 4+1) ™

(a241) (@b —1) _
(@—1) @F1)

40. 2*—2(a—1)2*—(5a—1)2*+2(a2+1)z—a=0.
41. 2*—(a—1)z*+az*—(a®—a+1)22+(a2—1) z2—a=0
42. ab(a*—8) (@®+ )2 —ca(z?—c?) (a2 42)2=0.

34.

36.

38.

39.

b.

43, (a—2)* 4 (z— d)r=c".
44, (a—a2)*+(z— 8)°=¢".
45, @—2)+(xz—08)' _a*+ 3

(@—zP+@—82 a2F5

46. 2Ox5—81m‘+62m3+62m2—81a:+20=0.
g1

2z(z2+1)

48 *(x2+w+l_)2_=g.
' (@+1)2@*+1) &
49. p si ¢ fiind numere intregi, daci ridicinile ecuatiei
2*+pz+q¢=0 sunt rationale, ele sunt neapiirat intregi.

47.

LG
b

50. Si se rezolve equatiunea

4 3

Vm +\z+243=7.

— 4 —
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XII. ECUATIUNI DE GRADUL AL DOILEA.
RELATIUNI INTRE RADACINI SI COEFICIENTI.
PROPRIETATI ALE RADACINILOR.

1. Sd se determine natura si semnele riidicinilor ecuatiei:
—2ma+m?—1=0.

2. Sd se determine ¢ astfel ca ecuatiunea:
2?—(c—1)xz+c2=0 si aibd: a) rddicini egale; 4) ridicini
egale in valoare absoluti si de semne contrarii; ¢/ o ridicini
egali cu 1; d) o rddidcind egali cu @; in acest caz cum
trebue si fie a pentru ca valoarea Ini ¢ si fie reald; ¢) ridi-
cinile inverse una alteia; /) o ridicini indoita celeilalte.

3. Se di ecuatia 8x2-—(m—1)m+m—-7=0. Si se deter-
mine m astfel ca ridicinile o' si 2" si fie: @) reale si egale;
b) egale in valoare absolutd gi de semne contrarii; ¢ inverse
una alteia; d) una din riidicini egali cu zero.

4. Pentru ce valori ale lui p ecuatia 2*—2(p—1)z+36=0
are ridicinile sale: @) egale; 4) egale in valoare absoluti si
de semne contrare?

(A. G. 98).

5. Se di ecuatia ma®—2(m-+1) r+8=0, se cere: a) si

se rezolve ecuatia; &) si se determine m astfel ca ridicinile
z 2"

o e ’ {

si fie egale; ¢) asa incat si avem T:L'T> 22", & &

2" fiind riddcinile ecuatiei; d) ca valorile ridicinilor si fie
mai mari ca 1.

(A. G. 904).

6. Se di ecuatia 3m x®—(m—38)z+ m2=
Ce valori trebue si dim lui m pentruca o ridicini si fie
de 3 ori mai mici decAt cealalti.

7. Fiind datii ecuatia \/%+V%= V25, in care a este un

numir pozitiv dat, si se indice cum trebue si fie 4, pentru



ENUNTURI

ca ecuatia ficutd rationald, si aiba: a) radicini egale; &) ri-
dicini reale si inegale. Si se rezolve.

(P. 8. A. P. 96).

8. Sd 'se cerceteze natura si semnul riidicinilor ecuatiei
@®—2m (m—a)z+m? (m?— $2)=0, cand m variazd, a si b
fiind doui numere pozitive date.

9. Fiind dati ecuatia 2> +pz-+q=0, si se formeze ecuatia
ale cirei ridicini sunt: a) patratele ridicinilor acestei ecuatii;
8) inversele ridicinilor ecuatiei date.

(A. G. 900).

10. Fiind dati ecuatia az®+éx-+e=0, si se formeze
ecuatia: @) ale cirei ridicini sunt egale in. valoare absoluti
si de semne contrarii cu ridicinile ecuatiei date; 4 ale cirei
raddcini sunt inversele ridicinilor ecuatiei date; ¢) ale ciirei
vidicini sunt egale cu ridicinile ecuatiei date mirite cu o
aceiagi cantitate m; d) ale ciirei ridicini sunt egale cu ridi-
cinile ecuatiei date multiplicate cu o aceiasi cantitate £.

11. Fiind datd ecuatia a*+pa-+q=0, ale ciirei ridicini
sunt @ gi 2", si se formeze ecuatia ale ciirei riidicini sunt:

242 oi o 4 —
T €@

12. Fie @' si 2" ridicinile ecuatiunii cu coeficienti reali:

az’+bz+e=0. Si se formeze ecuatiunea in ¥, care admite
’ " ’ " ¥
ca riadicini sumele: i,,+x—, si %__a:_,
‘ &z

Si se dea condifiunea necesari si suficients ca ecuatiunea
formatd si aibd rddicinile reale.

13. Fiind datid ecuatia @®— =2+ 2=0, si se formeze ecuatia
ale cirei rdddcini sunt valorile pe care le ia expresiunea

2211 ; . . B
i, cind se inlocuegte @ succesiv cu fiecare din radici-
z+2

nile ecuatiei date.

14. Fiind dati ecuatia 2> +pa—+¢=0, si se formeze ecuatia
ale cirei rddicini sunt valorile pe care le ia expresiunea

L ey
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2

z i 3 é Bl o
—5 17 cind se inlocueste z succesiv cu fiecare din ridi-
z2+1

cinile ecuatiei date.

15. Se consideri ecuatiunile: z*+az—+b=0, a*+pztq=0.

Sid se formeze ecuatiunea care are drept ridicini
X =z, 2,z 2, Xo=2x,2,+z, z, unde z,, z, sunt ridi-
cinile primei ecuatiuni, iar x,, @y sunt ridicinile ecuatiunii
a doua.

16. Fie 2’ si 2" ridicinile ecuatiei az?+batc=0; si
se giseascd ecuatiile de gradul al doilea, astfel ci inlocuind

7’
pe z in ecuatia datd prin valoarea datd de relatia y=$rv
ecuatia in y sd aibd aceleagi ridicini ca si ecuatia in .

17. Fiind datd ecuatia az®+bax+c=0, si se calculeze
suma patratelor, cuburilor, puterilor a 4* a ri#ddcinilor. Si
se indice un mijloc pentru a calcula suma puterilor a m® a
ridicinilor, m fiind un numir intreg si pozitiv.

18. Si se calculeze suma puterilor asemenea a inverselor
ridicinilor ecuatiei az®-tdx-+c=0.

19. Fie 2, 2" ridicinile ecuatiei 22+pz+g¢=0. Si se
formeze ecuatia de gradul IT ale carei riidicini sunt

& —a” PR s

y e xr . y $ll .

Sd se studieze apoi variatia ridicinilor ecuatiei in y. S# se
determine ¢ aga cil

y* oy +e=y"+py"+q

si s se studieze variatia ridicinilor ecuatiei in ¥, considerind
cd p este un parametru variabil.

20. Sa se arate cd ecuatia

o’ — @+ o+t d)e+aar+ 22+ a2 =0.

are totdeauna rddicinile sale reale, ori care ar fi a, 4, ¢, d.

21. S% se arate ci ecuatin a*>+tpaxt¢=0 avand ridi-
cinile sale reale, ecuatia 2*+patg+(z+a)(22+p)=0

va avea de asemenea ridicinile sale reale, ori care ar fi a.

SE T R
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22. Sd se arate cd oricare ar fi a i 4 reali, iar 2>0 ecuatia

ax2+6x—¢[a Z 2+0T61]=0

are ridicini reale.
ol b?

23. Ecuatia 4

r—p x—¢q
ori care ar fi ¢ p si ¢.

24. Fiind date ecuatiile:
2*+2z+¢=0 si (1+g)(m2+2x+g)—-2(q—1)(m2+1)=0,
si se arate cd ridicinile celei de a douna sunt imaginare,
cind ridicinile celei dintdi sunt reale si reciproc.

25. Ecuatia (cv+1)[3(a;+1)—2(a2+b2+c“)]—|-a‘+b‘+c‘=0,
are in totdeauna ridicinile sale imaginare, afari de ecazul
cind a=éd=c.

26. S se arate ci ecuatia:
(a*+8+c*)a?+2(aa'+ 66 +cc)a+ a2+ 524 c2=0,
are totdeanna ridicinile imaginare, afari de cazul cand

a b e

—F=—7=—- Si se generalizeze.
a b e :

—c=0, are radicinile sale reale,

© 27. Dacii ecuatiile
azx®+bxte=0 , da*+¥atc=0
au rddédcinile reale, iar una din ecuatiunile date are riidicinile
de acelag semn, si ecuatia
adz?+ o8zt =0
are radicinile reale.

28. Sid se arate ci avand (n —n')2<(m—m')(m'n—n'm)
ambele ecuatii @*+ma+u=0 si 2>+m'c+n'=0, au ri-
dicinile lor reale.

20. Si se arate ci avand 4> —4ac<0, ecuatia:
(6*—4ac)a*+2(2ac'+2d c—68) 2+ 8% —4d' ¢ =0, are tot-
deauna ridicinile sale reale.

: e Sy
30. Sd se arate ci ecuaglaw+a+x+b+w+c"" T

are totdeauna ridicinile sale reale.

-
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31. Se considerd ecuatia:

e+ -5

a?

) =o,
o2 2
in care presupunem (T+__1)<0 si se arate ca

ecuatia datd nu admite alte ridicini decit z=0o, y=_.

32. Se dan ecuatiile 2> —piz+¢i=0 (1=1,2,8,.., 2n+1),

fie 2 si z: ridicinile ecuatlel de rangu] O $tund ci:

X =y, Ly =gy .eeen ) Tan=Bantl,
sd se gaseascﬁ relatia de conditie intre coeficienti ca s avem
si Zynt1=x,. Chestiune analoagi pentru cazul cAnd numéirul
ecuatiunilor ar fi par.

33. Se di ecuatia 2*+pz-+¢=0, si se giseascdi relatia
de conditie intre coeficienti, cind ei sunt proportionali cu
ridicinile.

34. Si se determine A gi |t astfel ca ecuatiile:
(2A41)a2— (82 —1)z+2=0 si (r+2)z2—2p+1)z—1=0,
sd aibd aceleasi rddicini.

35. Dintr’'un punet fix O al unei drepte AB, se iau pe
aceastii dreapti distantele OA’ si OB', respectiv egale cu
ridicinile ecuatiei 2ma®—2(a+b)z-+mab=0; si se deter-
mine m astfel ca punctele A’ si B' si fie conjugate armonic
in raport cu A si B.

36. Si se calculeze:
(1+V8) +(1—V8)*; (a+- Vo) + (a—V2)*; (1 +4)54-(1—)s;
B D aa 1 ED
37. Si se calculeze Sm=(%+%V§z)m+(%—%V§z)m
38. Si se formeze ecuatiile, cu coeficienti reali si rationali,

care au: a) o ridicind egald cu 2+V§; b) o ridicind egali
cu 5—3%; ¢) o ridicind egald cu %V2z+%, d) o radicini

lu
egald cu

ERPY | Ak
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39. Fiind dati ecuatiunea z*—1=0, s¥ se formeze ecuatia
ale ciirei rddicini sunt produsele doui cAte' doud ale ridicini-
lor ecuatiei date.

40. Si se giiseascd doux ecuatii de gradul II cu o riddcini
comund, care s fie semi-suma ridicinilor necomune.

41. Déndu-se ecuatiunile :

(1 + Aa? —(52+1)2+-32=0,

(2A—1)2*+(1 —9%)2—31 =0,
si se determine A astfel incAt: a) cele doui ecuatii si aibd o
ridicind comuni; b) ridicinile unei ecuatii si fie egale cu
un acelas multiplu de ridicinile celeilalte.

42. Se dau ecuatiunile 2> —mz—8=0si 2>+ nar—15=0;
se cere si se determine m si n, astfel ca suma unei ridicini
a ecuatiei intdi cu o ridicind a ecuatiei a doua si fie 1, iar
produsul celorlalte ridicini si fie egal cu 6. S& se rezolve
apoi ecuatiile.

43. Se consideri ecuatiunile:

@*+patq=0, *+p'atq=0, a*+p"a+q"=0,

fiecare avind o ridicinid comani cu celelalte doui.

Sd se stabileascd relatiunea p"2=¢" (ql' + %— -+ 2) .

44. Fie @ si B rididcinile ecuatiei 2?+pa+tg=0 (1); &
se giiseascil relatia de conditie intre coeficienti, cAnd avem
a*:B=Fk. Relatia de conditie este de forma

(2) AR*+Bk+C=0;
sii se arate cd ecuatiile (1) gi (2) au in acelag timp ridicinile
lor reale sau imaginare.

45. Fie « gi B ridicinile ecuatiei #*+paz+q¢=0; si se
giseasci relatia de conditie astfel incat si avem ma—+nB=r,
m gi n fiind doud numere date. Relatia de conditie este de
gradul al doilea in raport cu k; si se arate ci valorile lui % sunt
reale in acelag timp cu @ gi B, afari de un caz particular,

46. Si se arate cii sporind tofi coeficientii unei ecuatii de

gradul al doilea cu o aceiagi cantitate, putem forma o ecuatie
~ cu ridicini egale. Este totdeauna posibil ca sporind cu o

g 4
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aceiagi cantitate toti coeficientii a dou# ecuatii de gradul al
doilea, s obtinem noi ecuatii avind o riddcind comuni?
. y z—a

47. Fie ecuatia 2*+pz+¢=0. Punind s ey sd  se
giseascd ecuatiunea in y; si se deducd condifia ca ecuafia
datd si aibd cel pufin o r#d#cind cuprinsi intre a si o.

48. Fiind date ecuatiile: az®+bz+c=0,d 2>+ 5 2+ =0,
fie @, B ridicinile primei ecuatii, &', 8" ridicinile celei de a
doua. Conditiunea in care cele dou# ecuafii au o rddicina
comuni, se poate pune sub formele:

(ae+b6a'+c) (aB+ 68 +e)=0,

(@'a*+2'a+tc) (a'B*+4'B+c)=0,

(ac'—ca')—(al'—bad’) (b’ —ed)=0,
(68’ —2ac’' —2ca)*—(4*—4ac) (8'*—44d'c)=0.

49. Si se giseascd relatia de conditie intre coeficientii a
dou#l ecuatii reciproce de gradul al patrulea, pentru ca aceste
ecuatii si aib# dou# radicini reciproce comune.

50. Fiind date ecuatiile az®+ba~+e=0, o' z*+b z+c'=0,
d' 2+ 8"xz+c"=0, si se giiseasci conditiunile ca ele si
aibd o rddicind comuni. In ce caz vor avea ambele ridieini
comune ? '

51. Se did ecuatia:

Az A 2™ .. Ay =0.

Si se arate cii ea nu poate avea mai mult de o ridicini
reald, daci ecuatiile:

Air*+2Aimz+Aipe=0, :=0, 1,...m—2,
au toate ridicinele duble.

52. a, b, ¢ fiind numere reale date, si se arate ci, avind
b*—4ac>0, ecuatiunea:

acx®+(ab+ac+bve)a*+(a2+ b2+ 2+ ab+-be)®+
(222 tab+bve) a2+ (ab+actbe)z+ac=0,
are toate ridicinile sale reale. Cum sunt ridicinile acestei
ecuatii dacd b*—4ac=0?
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53. Fiind dati ecuatiunea aa’+bz+e=0, cu ridicinile

o1 §i 2, si se giseascH in ce conditiuni ecuatiunea:
a2’ +bz+¢*=0 are ridicinile x% si x}.

54. Si se determine A si i astfel ca mirind cu A coefici-
entii ecuatiunii az’+bz+c=0, ridicinile ei si se mi-
reasc cu |t :

Aplicatie: a=1, b=3, ¢=2.

XIII. DESCOMPUNEREA TRINOAMELOR INTREGI IN
FACTORI.—DISCUTII ASUPRA NATURII RADACI-
NILOR TRINOAMELOR.—IN EGALITATL

— Si se descompuni in factori de gradul int4iu trinoamele

1. 2*—52z-}6. 2. 52—z —1. 3. 2—2g2-+}2.
4. 2*—3az+24q b. x?—2ax+a?—b2.

6. 22 —2aa+a2+02 7. (a* —45%) 2242 (a3 4-25%) 240t —
8. z*—132>1-36. 9. 2*+a2+1.
10. 2*—2(a®>+b?) 2?+Fa*+b*—2a2 2.
11. 2°—1. 12. z8—1. 13. 2841.

14. Si se indice mijlocul pentru a descompune in factori
de gradul intii expresiunile: z>" —1 si ax2"+bx2"_l+0-
15. Si se arate ci dacii expresiunile:
(@z+0)+(a"2+b) si (catb)4(c' z 41,
sunt patrate perfecte, expresiunea (az+¢)*+ (a’z4¢)? va fi
deasemenea un patrat perfect.

16. Daci expresiunile

(atea)P+04B2? si @+ a2zl +(c+712)* sunt patrate per-

fecte, expresia:
(at2x)* (4B 2)*+-(c+72)? este deasemenesa un patrat perfect

o el I g e :
17. Si se rezolve ecnatia 7 g _g " s se afle intre
ce limite trebue si rimani cuprins a ca ridicinele ecuatiei si
fie reale. (A. G. 97)..
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18. Se di trinomul aa®-+bz+c si se cere si se deter-
mine @, b, ¢ astfel ca trinomul si ia aceeasi valoare pentru
z=a, z=Db, x=c; in aceastd ipotezi si se giseascd rddi-
cinile trinomului.

— Cum trebue si fie & pentru ca si avem:

i (et thatb
0, e B o T
ghi
PR P 99, at—72210>0.
?—2x—3
2 —3z+2 Qa2 —3x—2
23. Sy e U B ACE: 907),
zt—1722+60 Va‘+2a:‘
e e A S
p—l D A—aede bl
26. p+1< x2+2w+p2 p—l’ p>1.
' z* —3z+2
27. e T

22 — 62> —62x—8._ 23+ a22—222—4
e 2?+z+1 i 2+2z+1
(z+6)(x+4)z4+2)(e—1)(—3)(x—>5)
B < O e—D—2eF T I -

30. S se rezolve ecuatia z°—ax+a—1=0; x si >
fiind ridicinile acestei ecuatii, si se determine a astfel incat

2 2
si avem: m>w;zz. (A. G. 900.)
T +$2

31. Intre ce limite trebue si rimani cuprins a, ca si avem
3(2a+1)2*>—2(4a+5)at+5a-+9
' 50— 6z+5 e

oricare ar fi z?
32. Ce valori poate avea / astfel ca si avem:

x*—ha+1

oricare ar fi x?

e B
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33. Si se arate ci m fiind cuprins intre 3 §i 8, expresiunea
@*—6ma+8m>+-11m—24 este pozitivi ori care ar fi 2.
34. Si se rezolve sistemul de inegalititi:

A+2) 2*—2(A—2)z+2>0, 22—2<0,

cand A variazi dela — oo la oo,
35. Si se arate ci oricare ar fi a $i b reali, jar >0

i a BiulEs
ecuatia a:c’—l-ba;—-a[a 2+a+1]—0,

are totdeauna o ridicini cuprinsi intre zero si

o1
o492

36. Pentru ce valori ale lui z avem
2Q@z+1)>—38V—2—zFs.

— Presupunind ci m variazi dela —oo la 400, si se
studieze natura i semnul ridicinilor ecuatiilor:

3. 322+ 2ma+m=0.

38. (m—2)a® — (m—4)z+m—3=0.

39. (11—m?)2?—4 V30— am?. 2+ 4m=0.
40. mat—4mai+m—1=0.

41, (Bm—2)a*+(2m—+1) 2> —m=0.

42, x‘-{-[2ﬂm(m—a)—b]x2+m2[(m—a)2—b]=0,
a si b fiind dou# numere pozitive date.
43. mad—2maz*—a=0, a>0.
44. Cum trebue si fie m pentru ca ridicinile ecuatiei:
*—2ma+m>—m+1=0,
si fie una mai mici decaAt 1 si alta mai mare ca 29
45. Cum trebue sa fie m pentru ca ridicinile ecuatiei:
(m*—1)2>—(2m~+1)z+1=0,
si fie: @) mai mici ca 0,5; ») una mai mare si alta mai
mic# decat 1?
46. Cum trebue si fie m pentru ca ridicinile ecuatiei:
a*— (m*—5) z+4 (m+2)=0,
si fie cuprinse intre —1 si +1?

R
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47. 84 se discute natura ridicinilor ecuatii:
*—2maP+4ma—2ma+1=0.
48. Sd se giseascd relatia de conditie intre coeficientii

polinomului:
ax®+bay+tecy*+dztey+1,
pentru ca acest polinom si se poati descompune in doi fac-
tori rationali de gradul intéi."
— Fird a rezolva ecuatiile, sd se ageze in ordinea m#rimii
relative, rddécinile ecuatiilor urnitoare:

49. 2*—22—3=0, 28— 3m=0.

50. 2*—3z—4=0, x?—2max—m=0.

51. z*—ma+2m—1=0, 22+2(m—1)z—(2m-+5)=0.

52. Si se arate cid avind 4p+4¢-+1<0, trinoamele
T=a2>—2pz—+q si Ti=a*—2qgz+p au ridicinile reale.
Sd se arate deasemenea ci vom avea T<<O si T,<<0, pentru

toate valorile lui # cuprinse intre cea mai micid ridicind a
unui trinom gi cea mai mare a celuilalt.

(Concurs G. M. 908).
53. Ecuatiile aa’+bz+c¢=0 si a'2’+b'z4c=0 avand
ridicinile lor reale, si se indice caracterele care permit a
aranja ridicinile in ordine crescAndi, firi a rezolva ecuatiile.
54. S# se giseascid valorile reale sau imaginare ale lui

astfel ca si avem 2’ — 62-+10<<0.

XIV. ECUATII DE GRADUL AL DOILEA
CU MAI MULTE NECUNOSCUTE SAU REDUCTIBILE
LA GRADUL AL DOILEA.

— Si se rezolve sistemele de ecuatii:
aty=100, 2y=2400. 2. z+y=4, %-1-%—_—1,
a*+y* =65, xy=28. 4. 2'—y*=8, g—y=2
x3+y3=65, z-+y=>5.



1. zy (z+y)=230, x’ty*=35.
2 2
B e sl p %+%=—i—-
9. 22482y +y°="70, 6a+zy—y>=50.
(A. G. 909).

10, 2*+y2=2a2 aty=20 11. 2+ y*=a?, z-+y=b.
12. a'4y*=qa', oty=>. 13. 2+ y°=a® z+y=b>.
14. 2*+day—2¢y*=5(aty), 52 —zy—y?="T(x+y).
156. z'+16y*+242°y°=313, a®y+4ay’=39.
16. (2*+9°) (z+y)=50, (@*—9?) (z—y)=36.
17. Y'—4zy+202>+3y —2642=0, °

5y*—388zy—+a>—12y+1056 2=0.
18. x(12—zy)=y (x y—3),

zy(y+iz—zy)=12(@+y—3).

19. P —y'+r—1=0, y*—az2+y—1=0.
20. et y’=az, yta=bhy.
21. 2 —y'tatyt—aty? =51, 2°y*+atys=272.
22. x*+y*=513, xby® 423 yo="72.
23. (z+y)—(&"+y)=75810, 22+ay+y2=19.
24, @ —yi=a2tgy+y?, xb—y*=211.
25. 4yt =a, *+2zy+2y2=b.
26. *+y*=10a>—18, zy=9—3a2
Discutie (P. S. A. P. 99).
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2
2. 12 i @ _ytm
27. o*+y*+ayt+zty+m=0, e
sl T ey
28. iy a, i b.

: o zlz—a)l@—b) _
29. y'—~@atatd)ytata)atb=0 ¢ > T =y

80. a*+a>+y2402=V2[zlet+y)—bla—yp),
o —a?—y*+ 2= V2 [2(a—y)+ bla+y)
31. (x+y) (@y+1)=18zy,
(@4 9?) (x?y2+1)=208 2242

b b b b5
39, ::344:;:2311;8’ ?*+ay+y*=a*+ab+ b2

33. 2?2 4-22=29, z+yt+z2=9, =zy=12.
(P. S. A. P. 98).

84, y+zxtyr=a, z24atzr=b ztytazy=0.

35. a*twxy+y2=21, a®tax+22=12, y>tyxz+a22=S3.

36. oty tl=aty*+2*=atytr=1

87. atytzr=attyP+22=0, 2+y2tsri=.

38. Si se considerd ecuatia
a;s—(a+b+c);v2—(a2+b2+c2—2ab——-2ac—2bc):z;—aa—-b’—ca-l—

+a2b+aec+b2atb2etctat-2b=0,

care admite riddcinile: —1, 0, +1; si de determine a, b, c.

©

x

40. ety=7 utv=38, y+ov®=4 z+u2=S8.

41. zy=wv, zty=>52, utv=46, z>+y>+u>++2=2900.

49, z+yx+u=5, y+r2ut2=S8,
ztuzty=11, utazytr=17.

43. 2*(y—z)=a, Y¥—2)=b, 2*(@—y)=c.

4. az4ty=2azx, 22+y2=20b22 a"Fy"+2"=c"

45. y+az(142)2=a, y14z22+a22=0, 2z}ys’=c

i il
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46. 2+y—zx@ty)=a P+22—alyt2)=0
22—y (z+2)=c.

47. zxutyzo=2ab ruw-tyur=2ad
zxw+zyr=2>0be¢ zuv+rvw=2bd
zyu—tyxw==2ac zuvtyvw=2¢d.

48. 22+ 22 =a(2*+ ) (22422,

2422 42=b (1 +22) (2 +2%), 224y =c(2® +2%) (x*42).
. @tamsttad) (@t ot ot .t z)=n—1)a
(@t F2nt21) (@1 + 2+ 25+ +:cn)=(n—l)az

(-'En+$s+ +33n—1 (Z|+Ia+ma+ —l—x,.)—(n—l)an
50. o (@ tas+...+20)+1.2(@ F 2o+ ...+ 20)2=9 a2
@3 (21 F s +.... F20) 28 (@1 23 .. - 20)2 =25 02

.....................

zn(21 a3+ Fza)Fn(n41) @24 F20)=@n41)a2.
51. zitazit..Faont o=at
o} +a3 4 ...+ zn+2e=a?

2z} +...+xa+za=an.
52. “ V:cy-l—Vl— ) (1—y)=a,
Va:l— )+ Vy(l —z)=0.

53. Vat-Vy=q, 22+2y+p=0, 2*+ps:+q=0;

care sunt conditiile ca rddicinile si fie reale?

54. Vaty+2Va— 3‘““” a'ty’_ 34

B—y zy 15'
55. \/x—\‘/y=1, o —y=217.
56. (@ +y*+e) +@—y+of =2(4ay), -:/—=é+%-
5. VatVy=Va, Vatly=V2a
58. Vot Varyr+ V-Vt yi=a

w+y+3\/bmj—b

59. Si se rezolve ecuatiunea:

Vz+3) @+12) - Vat1) @t13) =7,

— 57 —
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XV. PROBLEME DE GRADUL AL DOILEA.

1. Si se imparti numirul 15 in doud pirti astfel ca pro-
dusul lor si fie 54.

2. Si se impartd numidrul 11 in dou# pirti, astfel ci de 2
ori patratul primei pirti, plus de 5 ori patratul celei de a
doua, si fie 277.

3. S se giseascid trei numere intregi consecutive, astfel ca
raportul intre produsul si suma lor si fie egal cu un numir
dat a. Cum trebue si fie a ca problema si fie posibili?

4. Si se giseascd doud numere, stiind ci diferenta patra-
telor lor este egald cu produsul si cu suma acelor numere.

5. Cineva di cu dobandi un capital de 8000 lei in dou#
pirti: prima parte cu 10°,, iar cea de a doua cu 12°/; si
se giaseascd cele doud parti stiind ei prima a produs 400
lei dob4nd4, iar cea de a doua, stdnd cu 8 luni mai mult, a
produs 320 lei dobAnds.

6. Si se descompuni o sumi a in doudi pirti, astfel eca
suma cuburilor divizatdi cu suma patratelor si fie egali cu
un numir dat b.

7. Si se giseascd 4 numere, care formeazi o proportie,
stiind cd suma mediilor este 5, suma extremilor 7 si suma
cuburilor numerelor 252.

8. Doi cilatori merg pe acelasi drum, unul spre altul si cu
iuteli constante. Primul cilitor care pleaci din A, ficuse, in
momentul intAlnirii lor, 40 km, mai mult decit cel de al doilea,
care pleacd din B, gi pune inci 9 ore pAni si ajungi in B;
iar al doilea cildtor pune 25 ore ca si ajungdi din punctul
intdlnirii lor p4n# in A. Si se giseasci lungimea AB.

9. Doud mobile pleacii dintr'un acelas punct cu iuteli dife-
rite, dar eonstante. Ele parcurg un contur inchis lung de
120 m. Si se determine iutelile, stiind cii intervalul de timp,
ce trece intre dou# intilniri succesive, se micgoreazi cu 5 ore
sau se miregte cu 16 ore, dupi cum se dubleazi viteza cea
mai mare sau cea mai mici.

10. Un antreprenor se insircineazi cu facerea unui sant pe

S T
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preful de 200 lei m® Lucrarea fiind grabnic se convine astfel:
dacd se va face mai mult de 20 m. pe zi, pretul unitar si se
mireascd cu 20 lei, iar daci se face mai putin, pretul unitar
sd se micgoreze cu 20 lei de fiecare m® ficut mai putio.
Intr’o zi cuvenindu-se antreprenorului 2880 lei, iar in alta
6720 lei, si se afle cAt a executat in fiecare zi.

11. Si se generalizeze chestiunea precedent si si se discute,

12. O persoani lasi o mostenire de a lei de impirtit intre
mai mulfi mogtenitori; » dintre ei renuntd la mogtenire si din
aceastii cauzi partea fieciruia din ceilalti mogtenitori se mi-
reste cu b lei. Cati mogtenitori sunt? Discutie.

13. Se aruncii un corp de jos in sus vertical, cu o vitezi
de 40 m/sec.; 5 secunde dupd aceid se arunci un al doilea
corp, in aceleagi conditiuni, insi cu o vitezi de 20 m/sec.
Dupii cat timp se vor intdlni cele dous corpuri? Care vor fi
vitezele lor in acel moment si de ce sens? La ce distantd de
punctul de plecare va avea loc intalnirea?

14. Dou#i numere sunt reprezentate, intr'un sistem cu baza
necunoscutd, prin 504 si 304, iar in sistemul cu baza 9 pro-
dusul lor este reprezentat prin 106100. Si se afle baza ne’
cunoscuta.

15. Se di o dreapti AB i se cere si se construiases un
cerc, care si treacd prin A, al cHrui centru este pe AB si
astfel cd perpendiculara coboriti pe AB, din punctul de
contact al tangentei dusi din B la cere, si imparti diametrul
cercului in medie si extremi ratie.

16. S# se giiseasci raza cercului inseris intr'un triunghiu de
perimetru dat 2p, stiind ci triunghiul este divizat de cerc in
medie si extrem# ratie.

17. O linie dreapti MN este perpendicularid intr'un punct
M pe un plan P. Dintr'un punct A al acestui plan se vede
MN sub un unghiu ; prin A se duce in planul P o dreapti
ficAnd cu AM unghiul ® si se ia pe aceasti dreapti o lun-
gime AB=a; din B se vede MN sub unghiul f. Si se cal-
culez MN in functiune «, §, © i a.

18. Pe baza BC a unui triunghiu se iau 2 puncte P si P':
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unul P’ intre B si C, iar celilalt P in afard de segmentul BC.
Prin P se duce o secanti, care tae pe AC in D si pe AB
in E. Sd se determine pozitia acestei secante astfel ci supra-
fata triunghiului P'DE si fie egald cu o cantitate dati m?.

19. Se dd un triunghiu ABC dreptunghic in A. Si se gi-
seascd pe ipotenuzi un punct P, astfel ca suma patratelor
perpendicularelor scoborite din P pe cele doui laturi ale
unghiului drept si fie egali cu m2 Care este cea mai mici
valoare pe care poate si o ia m2?

20. Se di un dreptunghiu ABCD. Pe latura AB se ia o
lungime AF=gz si pe prelungirea lui CB aceiagi lungime
BE=2z. Si se determine z astfel ca volumul niscut de pa-
trulaterul DEFC, cAnd se invérteste in jurul laturei DC, si
fie egal cu volumul niiscut de patrulaterul ABCD, cand se
invartegte in jurul aceleiasi laturi.

(P. 8. A. P. 98).

21. Pe laturile unui unghiu drept O, se iau lungimile
AO=a, OB="0; si se giseasci pe directia OA un punct
M, aga ci paralela dusi din el la OB, si intalneasci pe AB
intr’un punct F, a cirui distantd la punctul O si fie egald
cu AB. (A. G. 908).

22. Un con echilateral este inscris intr'o sferi de razi R.
Si se taie cele doudi solide printr'un plan paralel cu baza
conului, astfel cd diferenta sectiunilor si fie egali cu o can-
titate datdi S==ma®. Care este cea mai mare valoare pe care
poate sd o aibd S?
~ 23. 8i se inscrie intr'un cerc de razi R, o coardi, astfel
ca suma lungimei acestei coarde si distanta ei la centru si
fie egali cu o lungime datd 1.

24. Si se giseascd razele celor doudi baze ale unui trunchiu
de con, cunoscind iniltimea, generatoare si volumul trun-
chiului de con.

25. Si se afle indlfimea si laturile paralele ale unui trapez
dreptunghic, cunoseand latura oblici, aria trapezului si volumul
ndscut din rotatia sa in jurul laturei oblice. Conditiunile de
posibilitate ale problemei.
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26. Suma celor trei laturi ale unui triunghiu dreptunghic
este de 208 m. iar suma celor doui catete este cu 30 m
mai mare ca ipotenuza. Si se calculeze lungimile celor trei
latari. (P. S. A. P. 905).

27. Si se circumscrie unui cerc de razi R, un triunghiu
dreptunghic cu perimetrul 2 p.

28. Se di un cerc O $i un punct A, situat la distanta O A
egald cu a de centrul cercului. S se duci prin acest punct o
secantd ABC, astfel ca patratul coardei BC, mirit cu suma
patratelor distantelor BD si CE, a extremititilor sale la dia-
metrul O A, si fie egal cu de m ori patratul distantei dela
centrul cercului la coarda BC.

29. Si se inscrie intr'o sferi un cilindru circular drept, a
efrui suprafatii totald si fie egali cu o cantitate dats, 2 T2,
Care este cea mai mare valoare pe care poate s& o aiba m??

30. Un trunchiu de con are iniltimea sa medie propor-
tionald intre diametrele celor doui baze. Se cere: 1) s se
arate cd acest trunchiu de con se poate circumserie unej sfere;
2) iniltimea 7 a trunchiului de con fiind dati, si se determine
razele celor doud baze astfel ca suprafata totald a trunchiului
de con si fie echivalenti cu aceia a unui cerc de razi a.

31. Se di un cere si doud tangente dreptunghiulare. Si se
ducd o a treia tangentd, formAnd cu cele dintai dousi un
triunghiu de suprafati dati m?® Si se giiseasci cea mai mare
i cea mai micd valoare pe care poate si o ia m?.

32. Se dd un cerc O in care se duce un diametru AB. In
A si B se duc tangente la cerc. Se cere si se duci o a treia
tangenta CD, C si D fiind punctele de intersectie ale acesteia
cu primele dou# tangente, astfel ca volumul determinat de
trapezul ABCD, prin invartirea lui in jurul lui AB, si fie
egal cu volumul unei sfere de razi dati.

33. Fiind dat un triunghiu echilateral ABC, se iau pe la-
turile AB, BC, CA respectiv segmentele AM=z, BN=2g,
CP=3ax. Si se giiseascii valoarea lui z pentru care triunghiul

MNP este dreptunghic. Se poate reduce la o dreaptd acest
triunghiu ?
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34. O prismi are ca sectiune dreapti un triunghiu echila-
teral de laturd m. Si se determine un plan, care si taie prisma
dup# un triunghiu .de suprafatd datd m? si a cirui una din
laturi sd aibd o lungime dati a. S se calculeze celelalte laturi
ale triunghiului.

35. Intr'un patrulater ABCD unghiurile B si D sunt drepte.
Se cunoagte diagonala A C=aga, perimetrul 2p si suprafata S.
Si se calculeze laturile AB=g, BC=y, CD=2', DA=y/,

XVI. CHESTIUNI DIVERSE. REPREZENTARI
GRAFICE.

— 84 se elimine z §i y intre ecuatiile:
i 2ty'=ad’, 224y*=12 zty=c

2 L 2
e ‘”(1+2,._g)=“' ?/(1‘*‘2;: )=b, w2 y2=1r2,

— Si se elimine @, y si z intre ecuatiile:

3. aty+2=0, aa’ by +cr?=0, az*+by*+cx=0.
4. (@—y)(@z—z2)=a [@—y—2)?

- (y=2) (y—2)=b (y—z2—2)?,

(x—2) e —y)=c (x—z—y)>
5. aty+z=A, a*+y2+22=B2 zy+axtyr=C2
— S& se figureze geometriceste curbele care reprezinti
variatiunea functiunilor: :

6. yP=1—z 7. y=ur—z. B g %
| - 22 | _ 2z _a>H1
9. y= Ty 10 o o 11. S

— Si se arate care sunt punctele planului pentru care avem :
12. 2?92 —4<0. 13. 2*+y*—22x—24<0.
14. y—a2>0. 16, "2y—a®>0.
16. 22ty —1<0. s, aty—1>0.

1. 24 —130. > 2te—a<0
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18. z*+y°— 4<0. si zy—1>0. :

19. (@®+1)y—22>0 » (2*—1)y—22<0.

20. O expresiune de forma a-bs (i='v—_1) reprezentin-
du-se geometriceste prin punctul a cirui abscisi este a si
ordonatdi b, si se reprezinte geometricegte V;

21. S se reprezinte geometricegte expresiunea ki_:’ ce
se intAmpld cAnd % variazi?

22. Presupunind c# « variazi dela — oo la + oo, si se
figureze geometriceste punctul (a-a"?)a-+ (b4 ')

23. Cunoscand punctul a-+bi=2x; si se reprezinte grafic

punctul :

A+Bx.
C+Dx

A, B, C, D fiind numere reale. ;

24. Ce se intAmpld cu ridicinile ecuatiei ma*+a2—1=0,
cind m tinde citre zero?

25. Ce devin rddidcinele ecuatiei ma*—ma—1=0, cAnd m
tinde ciitre zero ?

26. Fiind datd ecuatia az®+bz+c¢=0, ale ciirei ridicini
sunt ; §i ¥, si se arate ci ridicinele ecuatiei (e ) 22+
+ (0+B) 2+ (e+71)=0, tind, una citre @, si alta citre z,
cand 2, B, v tind citre zero.

27. Fiind date ecuatiile : 2*+az—a*=0i 2*+ax—a=0,
fie @ una din ridicinele primei ecuatii, @ una din ridscinile
celei de a doua; sd se determine, fird a rezolva ecuatiile,
limita raportului %: &', cAnd a tinde ciitre zero.

— m variind dela — 0 la 40 si se studieze variatiunea
riaddcinelor ecuatiilor:

28. 2*—2z—m?*=0, 29. ma®—ax—m=0.
30. (m—1) &*— (m —2) o+ (m —3)=0.

31. Cum trebue si fie m pentru ca una din ridicinele ecua-
tiei ma®+a2—1=0 si fie mai mare ca 1000, iar cealaltii si

y 3 w s 1
difere de 1 cu o cantitate mai micd ca 1555 ?
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32. S# se calculeze cu 6 zecimile exacte cea mai mici ridi-
cind pozitivd a ecuatiei 0,01 2*—z2-+1=0.

33. Fie 2" si " ridicinile ecuatiei: 22 —2 (m+1)z+
+2(m-+1)=0, se cere si se determine m, firi a rezolva
ecuatia, astfel ca ridicinele si fie cuprinse intre valorile pe

= : ™ $+1 A . . L ]
care le ia expresiunea ——— cAnd inlocuim z prin 2’ si .

34. Fie = si y ridacinile ecuatiei:
14+a)22+ (@—2)2z+1=0.
Sd se arate cii expresiunea:
&=l [i W e 'g/”—-l]
y 2t y—a  zt+1 y—1
nu isi schimbd valoarea dacd inlocuim z cu ¥ si ¥ cu z.
35. Fie Pn=a"+a" 1b+..Fab14+pm
S# se demonstreze ci:
Poat1  nt1
a+b 2n+1
P2y _2n+l Pon—1
(@t )2 4n a—Db
oricare ar fi @ gi b. S# se deduc# inegalititile:

P2, a+b)2" Pan+1 a+b)2"
2n+1 2 (n+1) (a+0) 2 :

36. Si se simplifice expresiunea:

P2n>0

>0

>{ >

[p+vp—s——q2]%+ =

sd se arate ci se poate pune sub forma Av2p+2q, A fiind
un polinom rational in p si ¢, a cirui valoare urmeazi si
se determine.

37. A, B, C fiind numere rationale, care sunt conditiunile ca
sd gisim alte doud numere rationale z i ¥, aga incit si avem:

Va+VB+Vo="Vat-Vy.
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38. Fie a, b doudi numere pozitive si A = . media lor

2

s M 2ab i ! AR
aritmetied, iar H= ’ c'z 5 media lor armonici. Se definegte
T

ab—1+Y(*F1) B2 F1)

numirul T= pi ca media tangentiali

a celor doui numere. Si se arate ci avem, oricare ar fi @
si b: HKT<CA.

39. Si se determine valorile reale sau imaginare ale lui 2
pentru care expresiunea: (1—i)*—2iz—+1-4, in care =,
este reald §i in acest caz si se afle semnul ei (=Y—1).

40. Fiind datd ecuatia A2*+Bz+C=0, in care A=a-}as
B=0b+0"s, O=c+c'i; si se arate ci A, B, C fiind primi
intre ei — adici numerile a, @', b, ¥, ¢, ¢, presupuse intregi,
sunt prime intre ele — ecuatia precedenti nu poate avea
ambele riidicini reale. Care sunt conditiile ca aceasti ecuatie
s aibd o rddicind reali si una imaginarx?

XVII. PROGRESIUNI.

1. Intr'o progresiune aritmetici a reprezintid primul termen,
7 ratia, » numirul termenilor gi S suma lor. Cunoscind trei
oarecare din aceste cantitiiti, si se deduci a patra. In cazul
cand se cunoagte a, » si S si se cere n, care sunt conditiile
de posibilitate ale problemei gi cte solutii poate admite; si
se aplice in cazul c4nd r=1, = —4, S=—9,

2. Un ceasornic, care suni orele si sferturile, cAte sunete
di in 24 ore?

3. Suma celor dint4i 7% numere este egald cu patratul sumei
primelor # numere, plus patratul sumei primelor n—1 numere.

4. S# se gdseascd trei termeni in progresiune aritmetici a
edror sumi este S si produsul P.

5. Sd se giseasci cinci numere in progresie aritmetici a
ciror sum# este S §i produsul P. Aplicatie: S=15, P=120.

6. Si se giiseascd trei nnmere in progresie aritmetici de

S 5
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ratie 7, astfel ca suma lor si fie egald cu produsul lor. Caz
particular r=1.

7. S se giseascd al m-lea termen si suma celor dintdi n

n—1 n—2
' n

8. Si se giseascil progresiunile aritmetice in care existd un
raport constant intre suma celor dint4i n termeni §i suma
celor dintdi 27 termeni.

1 1 1 . 1 5 e
9. Daci S o +c’ B sunt trei termeni consecutivi

termeni ai sirului: 1,

yoen

al unei progresiuni aritmetice, aceasti proprietate apartine si
numerelor a? b2 c%

10. Daci =

a ¢ 4 : i e
g g sunt trel termeni consecutivi
b4¢ ate "atd

al unei progresiuni aritmetice, aceastd proprietate apartine si
numerelor a2, 1% ¢® sau avem a-+b-+e¢=0.

11. Cind suma a doi termeni ai unei progresiuni aritme-
tice este un termen al progresiunei?

12. Fiind dati ecuatia 2>+pa-+¢=0, ale ciirei rddicini
sunt % si P, si se determine p si g astfel ca @, B, p si g sd
fie in progresiune aritmetici.

13. Stiind c# a, b, ¢, d sunt patru numere in progresiune
aritmeticd, si se aleagi printre numerele A=a-+b-+c-4d,
B=a+b+c—d, C=a+b—c+d D=a—b+ct+d

= —a-+b-+c+d, patru numere care si fie in progresiune
aritmetici. Care este conditiunea ca numerele A, B, C, D, E
si fie in progresiune aritmetici? Si se generalizeze.

14. Dacid se scrie prdgresiunea aritmetica 1. 5. 9. 13... in
linii continind succesiv 1, 3, 5,... termeni ai progresiunei,

1
6. 9.13
17. 21. 25. 29. 33.

suma termenilor dintr’o linie oarecare este egali cu cubul
unui numdr fird sot.

R
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15. Se impart termenii progresiunei 1. 1+a. 142a. 1+3a..,
in grupe astfel ca numirul termenilor grupelor sudcesive si
fie: 1. 145, 142b...; si se gdseascd suma termenilor din
grupul de ordinul 7. .

16. Si se giiseascid o progresiune aritmetici de patru ter-
meni gtiind ci produsul termenilor de rang par este 128, iar
al celor de rang impar 48.

17. Sd se giiseascii o progresiune aritmetici cu un numir
par de termeni, stiind c¢i suma termenilor de rang impar

este 70, a celor de rang par 85 si produsul termenilor ex-
tremi este 58.

18. Dacil laturile unui triunghin dreptunghic sunt in pro-
gresiune aritmetici, ratia acelei progresiuni este egali cu raza
cercului inscris. .

19. 84 se giiseascii numiirul care addugat la 1, 0 si —% s
dea trei numere in progresiune geometricii; si se giseascd
ratia acelei progresiuni.

20. Trei numere sunt in progresiune geometricd. Dacid se
méreste cel de al doilea cu 8, progresiunea devine aritmetics,
iar daci in urmi se mireste ultimul termen cu 64, ea rede-
vine geometricii; si se giseascdi cele trei numere.

21. S# se giseascil cinei numere in progresiune geometrici
cunoscind suma lor S si produsul P.

22. O progresiune geometrici are zece termeni, primul
termen este 3, iar ultimul 1536. Se cere ratia si suma ter-

menilor. (P. S. A. P. 905).

23. Sd se arate cid dac# laturile unui triunghiu sunt in
progresiune geometricd, ratia acelei progresiuni este cuprinsi
intre 4 (V5—1) si 4 (V541).

1 1 1 L Y
24, Dacﬁa s o Sraioc o T sunt in progresie geometrici,

avem relatiunea:

ala+b+e)=02+ct+be.

A
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— SH se calculeze sumele:

Y 1 1
25. — =
; Va+V b)"+(a—b)(\/a+\/3)"‘1+
1
Wb e B
96, %4-"‘7‘; "{/'F—}-... 1

e o T e S
vbr \/ br+1 % br—|—2 ’\'/ b2 r
27. Si se calculeze suma celor dint4i 2 numere ale sirului:

4+ 2 43+ ey

ce se intﬁmplﬁ cind 7 cregte nemirginit?
28. Pe o tabld sunt scrise urmitoarele p siruri de numere

) 7 KR Sl | i
nelimitate — Y TR T
a a a a
1 1 e 1 .
(@—1? (@—1?*" (a—1)"
1 1 "o 1 -

-------------

(@—p+17 " la—p+1)
Care este suma tuturor numerelor din aceste siruri.
29. Si se giseascil relatia de conditie intre m gi n pentrn
ca numerele, cari verifici ecuatiile:
zty+x=1, maty+2=0, z+y+nz=0,

s fie in.progresie geometriei.

30. Dacii se intercaleazi intre pitratele a doufi numere
consecutive n?® si (n+1)% toate numerele intermediare cu sot
sau fird sof, dupi cum 7 este par sau impar, suma nume-
relor din girul astfel obtinut este egali cu un cub.

31. S# se calculeze suma:

12— 32— g2t 4 @n—1)2—@n).
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32. Patratul sumei celor dintdi m—1 numere, mirit cu pa-
tratul sumei celor dintdi » numere, poate fi pus sub forma
sumei unui sir de numere intregi consecutive sau sub forma
sumei a trei giruri de numere intregi consecutive.

33. Dacii m este firi sot, m? poate fi considerat ca suma
a m sau 2m numere intregi consecutive.

34. Si se calculeze suma:

el R (S R e B

35. Se di un con ABC in care se inscrie o sfersi, apoi se
duce o sferi tangenti la con si.la aceasti sferd, apoi o a
treia sferi tangentd la con gi la a doua sferd, etc. Si se gi-
seascil limita ciitre care tinde suma volumelor tuturor acestor
sfere, cond se repeti operatia nemiirginit. Caz particular c4nd
conul dat este echilateral. 1

36. Pe un drum de fer se pun in migearc douil trenuri
in aceiagi directie si pe doux linii paralele diferite. Primul
tren face @ km. in prima ori, a2 in a doua ord, a+2a
in a treia, etc.; cel de al doilea tren pornegte b ore in urma
celui dintéi gi face cite ¢ km. pe ori. Dupé cite ore se vor
intalni cele dou trenuri? Aplicatie:

a=1, a=2, h=6, ¢=32.

37. Fie L, k k" rapoartele in care bisectoarele unghiurilor
unui tnunghlu impart laturile opuse ale triunghiului. Si se
géseascd triunghiurile in care % %" k” sunt in progresiune
geometrici de ratle datd; printre acestea si se determine
triunghiul care are un perimetru sau o suprafati dati.

(Conecursul G. M. 910).

38. Fiind dat un cub se unesc centrele fetelor sale doui
cAte doud, se obfine un octaedru. Unind centrele fetelor oc-
taedrului se obfine un cub, in care se poate inserie un nou
octaedru §i aga mai departe, nemirginit. Sx se gdseascd suma
volumelor tuturor cuburilor §i octaedrelor astfel formate.

39. Un butoi contine a litri de vin. Se scoate un litru de

AN,
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vin si se inlocuegte cu 1 litru de api; apoi se scoate 1 litru
de amestec si se inlocuegte cu 1 litru de ap# si asa mai de-
parte. Care este cantitatea de vin ce mai contine butoiul dupi
n_operatii?

40. Pe un pahar cilindric sunt trei semne, pe cari le vom
insemna cu &, B, v, incepind de jos. O persoani toarni vin
pand in f, api pand in Y si bea din amestec pani in @ Dupi
aceea pune vin pAni in [, api pand in Y i bea pind in &;
aceastd operatie se repetd de n ori. Se cere compozitia ames-
tecului dup# » operatii.

41. a, b, z fiind nigte numere date, si se afle expresiunea
generald a numerelor definite prin relatia:

Zn=axn—1+b.

42. Fie a1, as,...an, n numere in progresiune aritmetici,
by, bs,...bs, n numere in progresiune geometrici.-Si se cal-
culeze suma: a; by +as by+i..+@nbn; si se aplice in cazurile
cand an=mn, bpy=1: 2" si an=n, by=2a".

43. 84 se giseascd suma celor dintdi » termeni ai girului

5, 45, 445, 4445,...

44. Si se arate ci dacd n creste nemirginit, raportul
n: a" tinde citre zero cind a> 1.

45. Se dd un cerc, in care se inscrie un patrat; in acest
patrat se inscrie patratul cel mai mic, in care se inscrie iarisi
un cerc. Se repetdi apoi inscrierile in aceiagi ordine, nemir-
ginit. Se cere suma suprafetelor cercurilor si patratelor, caAnd
ne oprim la cercul de ordinul =1 inclusiv. Caz particular
cind raza primului cerc este %Vg §i n creste nemirginit.

46. Si se giiseascid suma celor dintdi 7 termeni ai sirului
b, ab, aab, aaab,..., literile a §i b reprezentind unititi de
diferite ordine.

47. Insemnénd cu S, suma celor dintdi » numere ale sirului
precedent, si se calculeze suma S;+S:+...+S..

48. S% se giiseasci suma tuturor fractiunilor de forma

1 ! : 95
(p—m in cdare p si g iau toate valorile intregi, pozitive,

dela 1 la— oo,

nl] "R



ENUNTURI

XVIIL. LOGARITMI, ECUATILI EXPONENTIALE.
I)OBANZI COMPUSE.

1. Si se giiseascd in baza 5, logaritmul numirului 15625.

2. Si se giseascd in baza 2V3 logaritmul num#rului 144.

3. Care este caracteristica logaritmului lui 7 in baza 2°?

4, Si se giseascd doud limite, care si difere intre ele cu
mai putin de %, intre care si fie cuprins log 7 in baza 10.

5. Stiind cd in baza 10, log 2=0,30103 si log 3=0,47712,
si se caleuleze log0,5; log5,4; log0,00216; log 0,666...

6. Stiind ci in baza 10, log 2=0,30103 si log7=0,84510,

1

sid se calculeze log (%); in baza 100.

7. La un joc de gah se pune: pentru primul patrat 1 ban,
pentru al doilea patrat 2 bani, pentru al treilea 4 bani..., pentru
al gase-zeci gi patrulea 2°° bani; cit va contine tot sahul?

— S4 se calculeze valorile expresiunilor:

157 I con . 361

_ 7//829)31
T T (828)
23@
9. o 0231V (A. G. 907).
Yo,5
10001 7 A A me s 10000
(1 10001)10000
16 i \/(10000
5
L
\/ 0,00038474 \/ 5%
11. x

V724674 % 0,0006742375
— S4 se rezolve ecuatiile:
12, ge—3z+2— 799,

13. 9% =519,



ALGEBRA

14. 3% = 43046721.
15. 3'0ez =943,
log a—lo
1t T T
sd se giseascd conditiile ez .#ddcinile si fie reale.
17. (10000 2 )((ogar—510ga] — 9
18. (log 42%)*—10 log (18 2) +4=9,

baza logaritmului fiind 9.
19. (z—1)a*@V—g2 [V _1]—(—1)=0.
20. 72-{-3:: AN, 54:—{—1 =HK4 o1 73 @,
21.  [log (z41)P4[210g 2+ log (2 —1)]log (z41)—
[log (z—1)4log (22—1)] log (x—1)+ (log 2)*41og2log (z2—1)=0.
1 1

22. Sd se arate ci avand: y=101"oe= gi x=101"18% yom
1

avea gi =107,
23. Baza unui sistem de logaritmi fiind reprezentati prin

. . ax+b h o & o
numirul 2ba | 54 se determine , stiind cii in aceasti

bazi avem:
4
| log (r x ws) +2log (az+0b)=4.

— S84 se rezolve sistemele de ecuatii:
24, 37 5Y=10125, z+y="17.

*V1048576

25. 359049 =Y1206, o210 — o5,
A 0 (Na096)

26. 2087 380 =V54,  logatlogy=2.

27. 2*+y*=101, 2logz+8log y=2.

28, d=y7,  gh=y,

29. =y, gt =gl

80. w™y"=q% " v=q¥, w¥=bh, wr®=c.

G
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ENUNTURI

— 84 se rezolve inegalititile :
3. (1,011>102 32, (1_00)’> 200006

99 3
' 100\ 2000 . A
e (99)>—3 [1—(0,99)°].

34. 8i se giiseascii numerele intregi @ i b, astfel ca in baza
10, log @ si colog b si aibi aceiagi mantis.

35. Un sistem de logaritmi fiind definit prin dousi progre-
siunj, una aritmetics i alta geomiotricd, si se giseascd sis-
temul pentru care ratia celor dous progresiuLi este egali cu
un acelagl numir

36. Peste cat timp un capital dat cu dobandi compusi de
5%, isi indoeste valoarea? Care trebue si fie procentul pentru
ca acelag capital si-si indoiasci valoarea intr’un timp pe ju-
mitate mai mic ?

37. Doui capitaluri sunt date cu dobandi compusi: unul
de 30000 lei cu 69/, gi altul cu 5°%. Care trebue si fie cel
de al doilea capital, pentru ca in 5 ani cele douii capitaluri
si se urce la aceiagi sumi gi cAt valoreaz# atunci ambele
capitaluri ?

38. La cAt s’ar fi urcat la inceputul secolului al XX, o
suma de 1 leu, dati cu dob4ndi compusi de 10°/,, la ince-
putul secolului al XIX ?

39. Din statistica publicati in 1901, rezulti ci populatia
vechiului Regat era la inceputul anului 1900 de 5912000
suflete, iar cregterea populatiei, dedusi dintr’un period de 6
ani (1895—1900), era de 82000 suflete anual. Admitind ci
acest coeficient de cregtere se va mentine pan# in anul 2000,
sd se afle care ar fi populatia in acel an?

40. Un pirinte depune, din ziua nagterii unui copil al siu,
cite 1 leu pe fiecare zi la casa de economie. Care va fi ca-
pitalul strdns pand ce copilul devine major, presupunind ci
dob4nda este de 59/, §i ed suma depusi se capitalizeaz :
1) anual; 2) la fiecare 3 luni.

41. O persoani posedi un capital A, care ii produce o
dobéndi anuali r pentru 1 leu; acea persoand cheltueste

— 73 —



ALGEBRA

in fiecare an o sumi a@; care va fi averea sa dupid ¢ ani?
Presupunind A =100000 lei, »=0,08, ¢==10000 lei, peste
cAt timp acea persoanid se va ruina? :

42, Un functionar intri in serviciul Statului cu salariu de
1500 lei lunar, iar din 5 in 5 ani este inaintat cu cite 500
lei pe luni. Asupra salarinlui i se face o retinere de 10°/,
pentru pensie. Dupd 35 ani de serviciu ese la pensie cu sa-
lariul intreg, pe care l’a avut in ultimii 5 ani, asupra ecéruia
i se face o retinere de 18°/,. Presupunidnd ci retinerile se
capitalizeazi din 6 in 6 luni cu 4Y/3°/,, cat timp trebue si
ia pensiune acel functionar, spre a-si lua inapoi toate retine-
rile ce i s’au ficut.

43. Daci trebue si plitim in doud pi#rti egale, o sumi im-
prumutati cu dobiAndi compusi, mijlocia celor doud termene
de platd este mai mare decit termenul in care ar trebui si
plitim intr'o singuri datd, o sumi indoitd celor dou# pliti
pariiale.

44. Cineva voeste si amortizeze in 7 ani, un capital impru-
mutat cu dobAndi compusd, prin anuititi care si descreasci
proportional cu numerile n, n—1, n—2,... 2, 1. DobAnda la
un leu pe an fiind 7, si se calculeze prima anuitate.

45. Prin legea din 6 Octombrie 1900 Statul Romén a cedat
unui sindicat de bancheri venitul net al monopolului hértiei
de tigarete, pe un timp de 12 ani si 7 luni, (1 Septembrie
1900—1 Aprilie 1912) in conditiile urmitoare:

1) Sindicatul de bancheri a dat Statului, pentru aceastd ce-
stune si la inceput, o sumi de 15000000 lei.

2) Venitul brut anual al monopolului a fost garantat de
3130000 lei, din care, pentru a se afla venitul net, se deduce
32°/, pentru cheltuelile de fabricare si exploatare ale mono-
polului, care continudi a se face de Stat; acelag coeficient de
329/, se mentine si in cazul cAnd yenitu[ brut va fi mai mare.

3) Daci venitul net va fi mai mic dect cel garantat, Statul
va pliti diferenta; iar daci va fi mai mare, plusul de bene-
ficiu se va impirti in doud intre Stat si bancheri.



ENUNTURI

Si se afle dob4nda pe care o luau baucherii in ipotezele
urmatoare :

1) Ci venitul brut nu intrece suma de 3130000 lei;

2) Ci dela 1 Aprilie inainte, venitul brut este de 4000000
lei. Prima ratd ¢’a plitit la 1 Aprilie 1901 gi a fost de 1241683
lei, ratele urmitoare la Octombrie gi Aprilie al fiecdrui an,
astfel incAt se capitalizeazi din 6 in 6 luni.

e 75



RASPUNSURI Sl INDICATIL.

I. 1. Se poate scrie: —-4a+6b+3c+10d rezultatul este
10. 2.41. 3. —399. 4 9 5.70. 6. Avem [(@2-y2)2—
42°y*P=[@*+y+22y) (@*+ 9> —229) P = (@ +y)* (x—y)".
Inlocuind pe z §i y, z+y=10° z—y=10% Valoarea
expresiunii este 10°. (8. E. G. M. I. p. 2). 7. 9. 8. Des-
voltind cuburile si reducAnd termenii asemenea obtinem
1224 4 6 V324216 22+ 6' V3 2® = 12244216 22+ 6 V32X
(142?). Inlocuind pe #®> cu—1, avem valoarea nume-
rici 1008. 9. Se vor calcula mai intain primii doi termeni,
punind z* in factor, rezultatul obtinut se va grupa cu al treilea
termen ete. a*(3—2)=2% 2?(3-+5)=822 2(8.3—38)=21.z,
21.8+1=64. De asemenea z°(—2—2) ——4x5 —a?[4(—2)—
5]=182% z[13(—2)—38]= — 292, (—29)(— 2)+1=59,
2*(1,6—2)=—0,52° 2*[(—0,5)1,5+5]=4,2522, (4,25 X
1,5—3)=38,375z, 3.375.1,56+1=6,0625. In ace1a$ mod se gi-
seste 12,23170601. 10. Acelas procedeu ca si in precedenta.
chestiune; se giiseste £(1)=0, f(—1)=0, /(})=0, £(0)=1,
f(8)=40, f(—#)=4%, fla+1)=2(z+1)*— (x41) —2(z+1)4
1=22+52*+22, f(z+a)=22°4(6a—1) 2> +2(3 a2 —a—1)z+
2a°—a*—2a+1. 1L £(1, 2, 8)=18; £(1,0,—1)=0, f(y, z,z)
si f(z, z,y) sunt egale tot cu (=, y, 2). O expresiune, ea pre-
cedenta, care nu se schimbi cénd schimbém intre ele doux oare
care din literile de care depinde, se zice cii este simetricd.

f@,y,—a—y)=0. 12. a10°4+110°+c10+4d. 13. aB+

e R e



(, 14—18: 1, 1—4). ALGEBRA

+bB*+¢B2+dB-+-e. In general in sistemul cu baza B, un
numir oare care se va exprima algebriceste prin a; B"~'4
+aB"2+...4+ar—1B+an n reprezentind rangul uni-
titei de ordinul cel mai mare. 14, V/=V,(1-+}at). 15. Greu-

’ b b b
tatea aliagiului A’ este: % —{-ﬂ - = - L+ =2 4=
my ms mg M Ny msg

- Sy ol my—1 me—1 mg—1
iar a aliagiului A" este: :7 s+ :n as + :n as+

23 2 ]

- m;n— i b, + m:n bs + e bs. Termenii cari contin

1 msg
numai pe ¢ sau numai pe b reprezinti cantititile respective,
din metalele B; si Bs. 16. Rezultatul analog cu cel de sus;
i=n
sau dacd se reprezintd, pentru prescurtare, cu simbolul Eai
=1
suma @, +as+...Fan—1+an, greatatea aliagiului A’ se poate

i=n l—n
ai +

mi— 1

scrie D, — - — 4 Z f' si pentru aliagiul A”: 2
=1 mi g=1
i=n mi i=n
e bi. 17. Greutatea aliagiului A’ este D +
i=1 i=1
l——' n 1—- ”

2 - + e g 2 l—_’ sau mai pe scurt 2 2 — in care

=4 T b iy M

se lnlocueg,te h pe rdnd cu @, b, ¢,...l. Greutatea aliagiului A"
i=n

se va putea scrie 2 2
boi=1

. (v—u)2 , W]ov—u vV—u, v—ulu?
apa; £ i x -+ 7 A —

v v v v

vin : [v—u_*_v'—'u]u(v—u)_l_[(v'—’u)'-’ +£]ﬁ,

v v v v v jv

mi—1

hii 18. In A se afli:

Continutul lui A’ se exprimi prin formule analoage, inlocuind

r . - . . .
v cu v §L reciproc, apa cu vin §l reciproc.

IL 1. 25—y% 2. 2"—1. 3. 2"t—1. 4. Primul factor se
poate scrie a®>—(ab—>b?) si avem de inmultit o sumi cu o dife-

il



RASPUNSURI SI INDICATII-  5—18

rentd ; rezultatul este a*—a?b%+2ab®—0b% 5. (a®+42%)2—
16a’a*=a*—8a?x*>+162*. 6. Calculim toti termenii cari
contin pe @, gasim 4ax. Asemenea pentru termenii cari contin
pe b, c. Rezultatul este 4(az+Dby+cz). 7. Se efectueazi
operatiile in primul membru. 8. (14a4a?)(1—a-ta?)=
(14a??*—a*=1+40a>+a". Acest rezultat se inmulfeste cu
factorul al treilea analog, ete. Rezultatul este (1-+a%)2
(S. E. G. M. L. p. 19). 9. Multiplicand ultimii doi factori
ai primului termen, obtinem (1-4a??—(a4a%)2=01-+a2)?—
a® (14a?)?=(1—a?) (1+a?)2 Expresiunea dati devine (1+a2)2 X
[(1—a?)(14a2+a*+a%)+a’]|=(1+a2% (8. E.G. M. L. p. 19).
10. Termenii se calculeazi considerAndu-i ca produse de sumi
prin diferenti. Astfel primul termen di (a—+d)? — (b —c)2
Ceilalti sunt de aceiagi forma. GrupAndu-i ca si avem patratele
sumelor si diferentelor cu aceleasi litere, avem 4(a+b)(c+a)
(S. E. G. M. I. p. 17). 11, Intrebuintind produsul sumei prin
diferenti, produsul dat se pune sub forma (2ab-+a>-+0b>*—c?)X
(2ab—a?—b2+¢*)=40a20*— (a®*+1® — ¢2)?=2a 21>+ 2b% 2+
2c%a®—a*—b*—c*. 12. Grupand termenii echidistanti, obtinem
n—1 n—1 n n—1

(z —1)X(a —4)=:¢;2 —52° +4. 13. _ll_’rodusul ultimi-

n—1

lor doi factori este ° +z° -1, rezultatul 2 +2° +1.
(a40)+(ate)+ (b+e)? —c(a+b) —a (b4¢) — ble+
2a?4+-b24-c?). 19, (a:+y-|—x)3=m3+y”+x‘+3a;2y+3a:2x-|—3y2x+
3y2x+38222+82%+62yx, grupind termenii convenabil, suma
termenilor din partea a doua dela al patrulea inainte, se poate
pune sub forma de produs 3(z—+y)(z+=)(y+=). 16. Avem
[(x2 + 3y2)2 —9 z‘zy‘z] (w2+3 yz) =(x2+.,3 y‘z)s_g 2 yz (mz + 3 y2)=
2®4+27y° vezi (7. IT). 17. (@>+02)(r>+s?)2 18. Si desvol-
tdm fiecare patrat si rezultatul si-1 ordondm dupi puterile lui
x, avem: 2°+(—622+ 292+ > +92) 2+ (924 + y* —6 222 —
2yt 292224164222 — 624 — 622y + 4y > + 4 22y 4 (o> —

224 (322 =2'+8(y2 +22) 2 +3(y* 29222 +2) >+
2/6+ 3y4x2 +3y2z4 +x“ =g +3 (y2+22)w‘ ._|_ 3(y2+x2)2 x2+
(*+22)*=(2*+y*+2*°. 19. Rezultatul va fi tot de gradul al
doilea in z, ¥, %, ¢, toti termenii intrd in acelag mod, astfel

— G



(11, 20—30). ALGEBRA

cd e suficient a gisi termenul in a2 si in zy; 22 intri de
4 ori cu semnul -}, iar zy are coeficientul — 4; rezultatul
este 41(z,y,x,¢). 20. Avem: 4[(z—y)*+3ay]*— 27222 X
(#—)*—1082*y*=4(2—y)*+36 2y(x —y)*+8122y2(x—y)?, etc.
21. Se va desvolta partea intai i grupa termenii convenabil.
22. Avem 272%°+ 2’[(® -+ ¢*) +y)? + vl + y2) + 225
Desvoltand cele dous cuburi si adunind termenii cu acelas rang,
avem : (m“+y3)‘+9w3y3(ax5+y3)2+w’y3(z“+y“)+27 zbys=
(x’+y’)‘+9m’y’(w3+y“)2 +w’y5(x3+ys)2+25x“y°=[(a:‘+
42 +52%%R (G. M. XXXVI, p. 68). 23. Dezvoltind am-
bele pirti se ajunge la o identitate evidentdi. Aceasts formuls
poartid numele de identitatea lui Lagrange; ea trebue retinuti
intilnindu-se des in aplicatii. 24. Se desvolti ambii membrii.
25. Consideriim identitatea lui Lagrange («*+02) (2?4 ¢2)=
(@z+By)P+(2y —B2)2. Daci a=q-+ b, B=c+d, a=a—,
y=c—d, primul termen al membrului I devine (a®>—b>+-c2—d22+
4(bc—ad)®. Daci a=a-d, B=b-+¢, z=a—d, y=b—e¢, al
doilea termen devine (a? —d*+-b>—c?244(db—ac). Scizand
cele doudi expresii, se obtine membrul IT (S. E. G. M. I.
p. 58). 26. Transformiém membrul I folosind identitatea lui
Lagrange (a*+0°)(2*4-B?)—(aa+bBP=(aB—ab)?, iar in
membrul II desvoltim patratele considerdndu-le ca patratele
sumei i diferentei numerelor (af—ab) si 1. (S. E. G. M. II
p.102). 27. Aplicand identitatea lui Lagrange in fiecare factor
al membrului I, acesta se scrie [(@B—ab)2+1][ay —ca)241].
Membrul II se transformi astfel: [(af—ad)(ay—ca)—1]24
[(aB—ab)+(ay—ecx)]2. Folosind identitatea lui Lagrange
(X24-Y)(X? 4 Y)=(XX'+YY R+ (XY — Y X')?sinotand
X=af—ab, Y=1, X'=1 g Y =a7—ce, obtinem identi-
tatea cerutd (S. E. G. M. II p.104). 28. Coeficientul lui 2
este a(b—c)+b(c—a)+cla—b)==0, suma termenilor firs z
este abe(b—c¢)+-abelc—a)+abela—b)=0, iar coeficientul
lui 2 este a(c® — b2) 4-b(a® — )+ ¢(b*—a2) = (b—a) (e—b) (a—e).
29. Coeficientii lui 2 $i @ sunt nuli in ambii membri, iar ter-
menii lipsiti de  au valoarea a®b —a?¢4 b’e—b2a+cta—cb
In ambii membri (S. E. G. M. I. p. 56). 80. Primul ter-

R il



RASPUNSURI $I INDICATII (1, 31—43),

men devine ble—a)(ab+be+ca—a?—b2—¢2). Permutind
circular literele a,b,¢ se obtin termenii urmitori. Punand factor
comun expresiunea ab+be+ca—a2- 12— ¢*, suma din paran-
tez este nuld (S. E. G. M. I, p. 49). 81. Se inlocuese X,
Y, etc. prin expresiile lor, apoi se efectueazi calculele in
ambii membri, ajungdndu-se la expresiuni identice (S. E. G.
M. III, p. 63). 32. Desvoltand patratele in cei doi factori ai
membrului II, apoi observand ci avem o sumi de inmultit cu
o diferent, avem (§232—2av)2 — (22412 —282)2. Desvoltim
i aceste patrate, facem calculele si in membrul I si constatim
identitatea celor doi membri (G. M. XLII, pf556). 33. 2ap+
be=a’+abtact+be=(a-+b)(atc) ete, 34. Se va avea in
vedere identitatea (a-+b)*=0a3+b3+3ab(a+b). 35. Desvol-
tarea pirii intdi ne di 4p° —2p(a+b+c)+a>+ b2+ ¢2, suma
primilor doi termeni e nuli. 36. Se noteazii 2p—Sa=uz,
2p—38b=y, 2p —8e=x. Identitatea ceruti devine S tad=
8zyx, cu conditia z+y+x=0. Aceasta se stabileste pornind
dela desvoltarea lui (z-y—+2)*=0 ficuti la (15. II), avand
in vedere condifia. (S. E. G. M. . p. 18). 37. Multipli-
cdnd ambele pirti cu 4, inlocuind pe 2¢% cu a®+v2+e?,
facand calculele in partea intdia, acesta devine 242 b2+2a2¢2+
2b%c* —a*—b*—c*, care este egal cu desvoltarea pirtii a doua,
dupd 11. II. 38, Generalizarea chestiunei 35, procedeu analog.
39. Din a+b+¢=0 deducem a’*=—ab—ac, deci a®?—be=
—(ab+ac+be), apoi a?=b2+c>+2be, a*—be=b>+c>+be;
a"‘—bc=%[az—bc+b2—ac+c’—ab]=g[(a—b)2+(b—c)2+
(e—a)l]l;—(ab+ac+be)=1[a?+ab+ b2+ b2+ be+ e 2
acta? ;3 (a> b2+ c2)=—4(ab+ac+be). 40. Din a+b}
¢=0 deducem ¢*—a*>—b>=2qb, ridicand la patrat obtinem re-
latia ciiutati. Dacit a+b-+c+d=0, gisim a*+bt4-ctJ-dt=
2(a*b* a2 +a2 a2+ b2 4-b2d? 4 2 d?)—8abed.  41. Notim
rz—y=a, y—x=b, x—ax=c. Avem de stabilit (a5
=2 (a*+b*+cY), cu conditia a+b+4c=0. Desvoltim
membrul I si folosim precedenta. 42. Notim r—y=a,
y—x=b, x—t=¢, t—ax=d si procedim ca in exercitiul
precedent folosind generalizarea exercitiului 40 II. 43, Multi-

— 81 — 6



(ll, 44—-50). ALGEBRA

plicAind cu 2 egalitatea dati si strAngind patratele, se obfine
prima relatie cerutd. Din aceasta si din (41. II) se deduce a
doua. A treia relatie inmultiti cu 2 este tocmai relatia 40 II
deoarece (x—y)-+(y—=z)+(2--2)=0. 44. Notim P=(a-}-b)?
+ @44 (c+aP—(a+Db) 0+ c)—(a+b) (c+d)— (b+¢) X
(e+a) si folosim exercitiul precedent. (S. E. G. M. I p. 40),
45, (z+y+2)(@@+92+22)=1, de unde 2?y+222x+y2z+
y2z+22x+ 2% =0. Dar (x+y-+2)*=1, adici 2*+y*+23+
3(?y+a2x+...) F6axyx=1, deci zyz=0. 46. Notim
Pi=a’+b, Py=0a2—b, Py=a+b% P,=a—Db2 Membrul I se
scrie Py Py Py +P2 Ps P4+P1 P;P--P: Py P4=(P1+P|)P3P4.+
(P;—P.) P; Py=24a2 (a® —b*) 4202 (a*—b2)=2[a*—a2b*}b%a*—
b4=2[(a2+12) (a>— 1) +a2b? (a®—b?)] ete. (S. E. G. M. IL. p. 56),
47. Notim P1=w2+aa:+b2, Pg=a:2—aw+b2, Ps =$2+
bat a?, Pi=a2>—ba+a% Membrul I se scrie P; Ps Py}
P, P; P(—Pl PsP,—Py; P; P,=P, P, (Pa‘l"Pc)—Pch (P1+Pz)
= [(2*+b2)*—a*2?](22°+2a%) —[(2?F-a?)*—b%?] (222+-20%)=
=2[(z2+0?) (224+b2)>—(2*+a?)? (2*+-b2)—alr*—a'22+b2a+b4a?)|
=2[(a*+a?) (*+1°) (> — a?) +2* (> —a®) + 22 (b*—a*)]. ete.
(S.E.G.M.1IL p.161). 48. Primul membru se secrie, efectuind
inmultirile: %? (ax—+by)*—2? (ay — bx)*—2? (az+by)* +u2(ay —
b= (u2--v?) (ex>+ b2 y2+-a2y>+-b2%?), ete,(S.E.G. M.1.p.131).
49. Notim avx=I, bwa=m, cuy=n, bwztcve=a, awy+
cuy=20, avx+buz="y. Inlocuind in expresie aceste valori,
desficAnd parantezele, reducind termenii asemenea si dand
factori comuni, se obtine (24B-47v) (2f+By+yatim+mn+t
nl—al—Bm—yn)=[bwr+cvetawy+tcuytavz+buz]
[a?vwyz+abuwyrtacuvyztabvwer-tbuwzr+beuvar+
acvwzy + beuway + Cuvayl = [(bw + ev)z+ (cutaw)y +
(av+buz] (avw +buw + cuv) (ayz+ bxrx + cay). (G. M.
XL.p.232). 50. A2+ A3+ A? este un polinom omo-
gen de gradul IT i simetric in raport cu ai, as, as, deci
avem A}-+A3+Ai=a(a}+a3+tal)tBlaiantasas+asay).
Punénd in identitate as=as=0, giisim ®=3, apoi cu a=as,
a3=0 obtinem B=—2. Analog A}+A3+A}=0a(a}+tad+
ad)t+Blaimtalastalaitaiatadaitaia)+yaasas.

S



RASPUNSURI $I INDICATII (I, 5160 ; 111, 1-20),

Cu ;y=a;=0, a=1; cu a,=a,, a3=0 avem B=3; punind
@ =a;=as, Y=—18. 5l. Avem 3, Bi=aZ,a}+83,0,4,
unde Z, B} inseamn# suma tuturor termenilor de forma B2
cari se pot forma cu By, Bs, By, B, iar 2, o, a4 suma tuturor
produselor de 2 factori formate cu M, as, as, a,. FicAnd
G =as=ay=0, rezulti ®=4; iar din a=a;=0, ay=a,, B=0.
52. Rezultatul este de aceiagi formd ca mai sus; ficAnd
A=a3=...==an, gisim ¢=n, ficénd apoi az=a,=...=aq,
§1 a1==a, giisim =2(n—4), deci Z,L? =nZ,a}+2(n—4a)X
Zharay. 53, 0; 4242, —24a10z05; 4Zat4-2420202; Dot —
22a%al. 54.24 (alagaa+a1aga‘+a1a3a4+agasa¢). 55. Ge-
neralizarea chestiunei precedente rezultatul este 24 2,0, a0,
56. 2 fiind cel mai mic numir: 2(z+1)(@z+2)(243)+1=
(*+-8241)2, 57. (a:1+mg+...+a:n)2+(a:g+w3...+a;n)2+...
+@n—142n)?+22 (G.M.V.). 58. In identitatea lui Lagrange
(23) se va pune a=yzx, b=xg, ¢=ay, rezultatul este (3zyx)+4
2 (Y2 — 22292 (12—x2)2+x2(m2—y2)2. 59, N=(a?+42ay+}

2y°)(@* —22y+20°) = (2 — 22+ (2 + 29+ (42— xy)4-(y?)2.
60. Dupi relatia de conditic avem: aias=—alai—alayas
etc; expresiile considerate sunt egale cu: —(ayas+ta, astasas)?.

II. 1. s>—z41. 2, 92" —6ayt+442 3. 3225162y
82y  +422y’ + 2z + 45 4 at—a%p + a2 —abs b4,
5. 22442 6. 2—pt1. T, a®*—2ab+-31%. 8. a*—24204
2a0°—0% 9. (a—b)(a+D) (a>+b)(a>—abV2+17). 10, z¢—
822+16. 11. 2°4-3x2+2—9. 12, 22 —8a2+32—19,
13. (B2 —be+¢?) a2 (b+¢) ®*+be+c2) a4 (b 42 2+ ct)
14. Catul este 1 —ac-l-a:z—w3+..,+(—1)”’1w"_1, iar restul
{(—1)"z". 15. Catul, 142+ +... 42", iar restul z.
16. Citul, l—w_l-l—a:_z—...-l-(—1)”‘1:1:‘"'*"1, iar restal (—1)"z™"
17, Catul, 14 34 45 +... a2 pegtnl g2t
18. Catul, 14222493 4. 21 pegty]l 9nH ",
19. Restul diviziunei unui polinom f(x) printr'un binom

b :
az-+b fiind f(-—;), ca impirtirea si se facii exact trebue

s,
16

ca acest rest si fie nul. Se giseste m=—18, 20,

- G =



‘(III, 21-31), ALGEBRA

21, 2. 22.3. 23. Se va considera (y-+%) ca un singur-
termen: m=—3. 24, Metoda 1. Se divide deimpirtitul cu
impirtitorul pind ce se obtine un rest de un grad mai mic ca
impirtitorul, care se identifici apoi cu zero. Avem z*—
—3zx8tmaetn=(2>—52+4)(2>+22+6)+(m+22)z+
+n—24, de unde m=—22, n=24. Meitoda II. Se descom-
pune impirtitorul in factori i se expriméd ci deimpirtitul este
divizibil cu fiecare factor procedind cala 19. a?— bzt 4=
=(z—1)(x—4), trebue si avem m+n=2, 4dm-+n=—64
de unde m=—22, n=24. Meioda II1. Se scrie a priori forma
citului si se determind coeficientii identificAnd deimpirtitul
cu produsul impirtitorului prin cat. z*—38a*+ma—+n=
=(22—5z+4)(@®*+azx+Db), gisim a=2, b=6, m=—22,
n=24. 2B, FicAnd impirtirea gisim: m(m>—2n)=0,.
n(m?—n)—1=0, cari dau sistemele de solutiuni m==0,
n=x+i;m==Y2, n=1; m=+V2i, n=—1. 26. m=1,
n=0. 27. FicaAnd impirtirea giisim restul (2—4n)z~+m—n X
X(8—n), trebue si avem 2—4n=0, m=n(8 —n), de unde
| %, m=%. 28. m=4, n=-—38, p=—10. (G. M. L.}
29. Determinim pe m,n,p impirtind polinomul dat cu z—1,
cAtul impé#rtirii deasemenea impirtindu-l ecu z—1, ultimul-
cAt se imparte cu x—1. Resturile celor 3 impirtiri se
anuleazi. Altd metodi: Notim x—1=y. Deimpirtitul de
vine P(y+1)=(y+1)*+m(y+1)*+n(y-+1)+p, iar impir-
titorul este y°. Pentruca P(y+-1) si se dividi cu 7? trebue si
nu continii termeni de gradul IL I §i zero. Anuland coeficientii
acestor termeni avem 1+m-+n+p=0, 44+2m+n=0,.
6-+m=0; deci m=—86, n=8, p=—38. Solufia III. Frebue
si avem z*+ma?+tnetp=(a®—3822+382—1) (z+ a),
Giisim a=38, m=—6, ete. 30, Se giiseste P(a—b)=Pla)=
=P (a+b)=0a%+b. Notand Q(z)=a*—3aa2®+ (3a®—
—b?)z—ala®—b?), observim ci avem: Q(z)=P(x)—a®—0b%
deci Qla—b)=Q(a)=Qla+b)=0 si deci Q(a)=(x—a+tD).
(z—a)x—a—10) (S.E.G. M. II p.17). 31, Expresia E(s)=
=8y Sg...8n+(—1)"1(s—s,) (s—s3)...(s—sn) se divide cu s, deoarece -

n=

= B~



RAXSPUNSURI §I INDICATII (in, 32-40).

E(0)=s5153...50—8152...5n=0. Daci s=z+tytrtu s=
=g+ta ss=y+b ss=z24c, ss=u-d, se obtine cazul par-
ticular al enuntului (G. M. XLII p. 541). 32. Se face in-
locuirea z—1=y in deimpirtit si impértitor. Deimpértitul
devine y*+4-10y*+(A440)y*+ (6 A+80)s>+(B+12A +
+80)y+B+C+8A432. Pentru a fi divizibil ca y® trebue
6A+80=0,B+12A+80=0, B+4C-+8A432=0,de unde

=—4—0 : B=—£0£ . C=—42—4. Cétul impirtiri este
3 3 3
¥ +10y— 220, sau revenind la 2, a:2+8:c——2§—7. (S. E.

G. M. II p. 23). 33. Se calculeazi P(1 1) ca la exercitiul
precedent (S. E. G. M, II p. 63). 34. Observand cx impér-

5

i inseamnd cid inmulfind polinomul

“titornl este egal cu :

deimpirtit cu —1, rezultatul si fie divibil cu (2°—1). Dar
a:13—-x”+z1°—m"+m7—-a:6—l—x‘—a:“-l—a:—1=(a:‘°—1)
—z(zb—1)— z" (@ —1)+ 2% (2°—1) — 24 (2°—1) = (" —1) X
(@*—2"+a° —a*+2*—z+1). Catul este 28— a7}z — gt
+2*—z+1 (S. E. G. M. III p. 40). 35. Polinomul deimpirtit
se scrie, scotind pe (z-+1) factor comun (z+1)[(z+1)"— (25—
— "ot —a*t+aP—a1)]=7 a2 (a-+1) (24422 + 32242 a+
F1)="z@+1) [*(@+a+1)+ 2 (@ + 2 +1) + 22+ & -
F1=72@+1)(*+2+1?2 6 E G M. I p. 39).
-36. Divizand pe 2" —a™ prin 2" —a” un rest oarecare este
de forma a?" g™ P"— g™ =P (g PN — gMm—P") oa acest rest si
se reducd la zero trebue m=pn, p intreg pozitiv. 37. Fi-
cind impirtirile, gisim conditiile: b+d=1, c—d(a—d)=0,
b—d=—1, c-+d(a+d)=0, care dau a=b=0, e=—1, d=1.
38. Expresiunea se scrie (81 a?+1458y)> —81.291622y> =
(8127 +1458y°+9.542y). (8122+1458y>—954ay). (S. E. G.
M.IIL p.86). 39. Avem a*(a*+a*+at+1)+(a*+atat-1)=
(@®+1) (a*+a+a+1)=(a+1)? (a2+1) (a2 —a+1). (S. E.
G. M. IL p. 19). 40. Expresiunea dati se reduce la Zero
<ind facem a=—b, a=—¢, b=—c, ea este deci divizibili
cu (a4D) (b+c¢) (c+a), expresiunea fiind de gradul al treilea

— 8 —



il, 41-48). ALGEBRA

si impartitorul de acelag grad, catul va fi o cantitate % inde-
pendentd de a, b, ¢ pe care o putem obtine dand lui @, b, e
valori particulare s. ex. a=b=c¢=1, gisim k=1. 4l. Pro-
cedeu analog cu precedentul ; rezultatul identic. 42. Expre-
siunea din membrul intii se reduce la zero pentru a=b, a=r¢,
b=c si pentru a=0, deci este divizibili cu a (a—b) (b—¢) (c—a),
cum ea este numai de gradul al treilea, iar imp#rtitorul de gradul
al patrulea, trebue si se reducdi identic la zero. 43. Poli-
nomul dat este divizibil cu fiecare din factorii imprtitorului
deci si cu produsul lor. Pentru m=3, deimp#rtitul si impir-
titorul sunt de gradul al 3-lea in raport cu z, catul va fi
independent de z i se va obtine divizdnd termenul de gradul
cel mai mare din deimpirtit, care este — (a—b) (b—c) (c—a)z®,
cu termenul de gradul cel mai mare din impirtitor, (a—b)X

—e) (c—a)z®. Catul este—1. Pentru m=4, ctul vafi de
gradul intdiu in raport cu z si se va obtine diviz4nd primii
doi termeni din deimpiirtit cu primii doi termeni din imp#r-
fitor, se giseste: z—8(a+b-+c). 44. Prima parte ca mai
sus. Pentru gisirea citului observim _ci schimband doui
litere oare care intre ele, s. ex. @ cu b, deimpirtitul i im-
pirtitorul igi schimbi numai semnul, cAtul riméne deci ne-
schimbat; pentru m==1, n=38 cétul este a-+b-+¢; pentru
m=2, n=3 citul e de forma Za?+4BEab, ficind c=0
gisim «=0, B=1; pentru m=1, n==>5 citul e de forma
«Za®+B2a?b +Yabe, ficand ¢=0 gisim a=1, f=1
ficind a=1, b=—1, ¢=2 giisim Y=—9; pentru m=2,
n=>,, chtul e de forma xZa*+4-BIa3b+1Za202+Sabc X
X(a+b+4e), ficand c=0 gidsim a=0, f=1, =1, ficand
apoi a=1, b=—1, ¢=2 gisim 8=—38. (G. M. VII).
45, Expresiunea se reduce la zero pentru =0, y si z oarecare,
apoi pentru y=0, & si x oarecare ; pentrn 2=0, z si ¥ oarecare;
deci este divizibild cu yz, catul fiind de forma aZg?4 B2 zy;

ficAnd z=y=z=1, giisim a-}+B=280; ficand z=y=1,

x=—1, giisim 3a— =240, deducem =80, 8=0. 46. Po-.
linomul dat poate fi scris na" (@ —1) — (2 —1), divizand cu
£—1 obtinem catul na"—a""1—g" "2 —.  —z—1, care se



RASPUNSURI §1 INDICATII (I, 47-52),

divide din nou cu z—1, dand cAtul na" 14 (n —1) 224
+(n—2)a"—34...+22-+1. 47. Putem scrie m(2"+1) X
X @ —1)—n(2"+1) (@™ —1), divizand cu 2—1 obtinem cAtul
m(z™ 1) (@142 24 Fzt1) —n(z"+1) (@™ 14224
«..Fa+1), care se divide din nou cu x—1; pentru gisirea
citului se va seri 2"~ '+a" 2. .t at1=(z—1)[" 2+
F22" 3+ (r—2ax+(n—1)]Fn ete. (G. M. VI
48. In expresiunea dati inlocuind @ty cu u, avem (u®1—1)4
(uzy‘l—1)=(u—1)(u2"2+u2“‘3+...+1+u2y‘2+u2”_3+...
+..41). Ultima parantezi este divizibils eu u—1, pentruci
inlocuind « prin1, se giseste 2(x+y—1), deci 2(u—1). (G.M.1.).
49, Inlocuind pe  cu —y expresiunea se reduce la un termen
in y al cirui coeficient este 1-(—1)7 4 m(—1)p—22%
X [14+(—1)7]; daci p ar fi par si ¢ impar expresiunea pre-
cedenti nu se poate reduce la zero, deci nici o solutie; daci
» este impar §i ¢ par trebue 7 =0, polinomul se reduce la
@”+y? care e divizibil cu 2=y, dar nu e divizibil cu (z+y)2
deci iar nici o solutie; daci p §i ¢ sunt améndoi pari trebue
m=—1, polinomul dat se reduce la z?—¢ (27— y?) — y?°
X (®P—22—y?—24) f30and impértirea cu #-+y si exprimand ci
rezultatul se divide din nou cu @y, obtinem p=3q; in fine
dacd p si ¢ sunt ambii impari, polinomul dat este divizibil
cu -ty ori care ar fi m, ca si fie din nou divizibil cu 24y
trebue m=p: ¢. In rezumat conditiile sunt ¢=21I, p=6% si
m=—1, sau p si q impari si m=p: q. 50. (xz-+y+=z)*—
—a'—y’—2°=3(¢+y) (@+2) (y+2),— 15 II —, expresiunea
datd este divizibili cu fiecare din factorii z+y, -+, y+a.
Pentru n=2 cétul e de forma a 22>+b2ay; ficand z—=y—=x
obtinem 3a-+38b=10, ficand apoi 2=y, x=0 obtinem
2a+b=>5, deducem a=b=>5: 3. 51. Se va baza pe pro-
blema precedenti si pe (15 II), observéand in plus ci z+y=
—x. 92, Expresiunea dati este evident divizibili cu (z—y)
(y—=2) (x—=a); pentru a ariita ci este divizibild si cu ultimul
factor o vom scrie a(y —2)[(y —2)""— (2 — )|+ y(x —a) X
[(x—"z)" — (@ — y)*"], iar impérgitorul (y —2)2 4 (y—zx) X
(@—9)+(@—y?=0t—a)+ (r—2)@—y)+ (= —y)*. Pentru



(I, 53-58; IV, 1-12). ALGEBRA

n=1 chtul este Zz* 2Ty —152yx. 53. Fie f(a)=(2—a)X
(z—b)-+Az+B, ficand succesiv @z=a, x=D>b, deducem
Aa+B=m, Ab+B=n, A— bn,B=mZ:ana. Pentru
generalizare vezi G. M. vol. XIX. pag. 47 si u. D4, Si
grupim de o parte termenii care confin puterile cu sof ale
lui z, de alta cele fird sot, putem serie f(@)=/f;(a®)+zfs(z?
restul diviziunei prin 2®>-—a? va fi fi(a?) 4z /:(a?), ca impar-
tirea si se facd exact, trebue f1(a?)=0 si f:(a?)=0. De
asemenea putem scrie f(2)=/(2®)+af2(a®)+22fs(2?), restul
diviziunei prin ®—a® este f;(a®)+af;(@®)+22f:(a®), ca im-
pirtirea si se faci exact, trebue f;(a®)=0, /2 (a®)=0,/;5(a®)=0.
99, Catul diviziunei polinomului dat prin z—y isi schimba
semnul cAnd schimbim pe @ cu y, avem Q(zy)=—Q(y,)
ficaind z=vy; Qlz,2)=—Q(z,@) deci Q(a,2)=0 ceea ce
inseamni ci Q(z,y) se divide prin z—y. 96. Generalizarea
chestiunei precedente; se poate incd generaliza pentru cazul
de n litere 1, @...wn (G. M. IV). 57. Q=2z°+aaz*+
+a2x3+a3a;2+a‘a:+a5, Q=a*+2a2*+3a2 22+ 4a3 2+ 5at,
2+3az2+6a22+10a%, Q" =2a2+4az+ 100
”" =g+5a; Ar=064a° A;=15a%, A;=20a% A,=15a2
A5—-6a, Ag=1 (G. M. IV. 78, 140). 58. Se va baza pe
identitatea P(x)=(x—a)Q(z), in care Q(z) este de asemenea
un polinom cu coeficienti intregi.

1 —2 bla—b).

y. 1. 5 2. Hdei—1)' 3. 0. 4, D) |
g oW gt RIS a®+a® 8 (at-b+e).
" oylety?) * 4y " 2z : 2be

ab+ac+be 4 1—a? , 1—2?
‘actbe—ab 9 3(z+1) 1. Avem (1_—}-—%?{—1?33)
l_wZ 1_w2 o ops - 5 !
(m—m), apoi simplificind cu’(1—a?) si efectuéind

% ; Sl o
operatiile de adunare si sciidere gisim o 12. Se va ob-

serva ci atdt numirdtorul cAt si numitorul sunt cuburi per-




RASPUNSURI §I INDICATII (v, 13-20),

e BYS \
fecte ; (g*_*_—:;) . 13. Adunénd prima fractie cu a treia avem

2*+z+1, iar a doua cu a patra dau 1 —a, deci rezultatul
este 242. 14. Punand "=y si folosind precedentul avem
@*"+2: 15, Prima fractie, dupi efectuarea operatiilor, devine

a+b+ec {
@—bFatb—o) Celelalte se deduc permutind circular

literele @, b, ¢. Insemnim rezultatele si obtinem
(a+b+c)?
S. E. G. M. II. p. 42).
(at+b—c)la—b4c)(—a+b+o) ( f < Bty
abe

16. Primul termen al sumei devine F— =i ceilalti se
(e—a)la—b)

deduc prin permutiri ecirculare. Rezultatul este zero (S. E.

G. M. IT p. 81). 17, Efectuind operatiile in primul factor
LY

al numiritorului, se giseste (_a—ll)_(tbz—l-b)’ iar primul factor al

— h2
numitorului devine (_a—l-lT—(clz)-l-b). Permutidnd circular literele

@, b, ¢, multiplicAind si simplificAnd, aflim rezultatul:
(a+1)(B+1)(c+1) 3
G—DB=1)e—1) (S. E. G. M. IIL p. 39). 18. Efectuiim
operatiile in membrul T i simplificim (S. E. G. M. II, p. 47).
19. Efectuim adunarea in membrul I, obtinem
abe(a®+1)(6241) (1 )4 a2b%c (a4 b2+ 62 + 2452 2+ a2 -a2h?
abe

Numiritorul se transformi succesiv astfel : a®b%*+abe(a?b?+
Fa2c 412+ abela® b2+ 2+ 1) F a2 b2 2-a2b2 (a2
+c241)+a*P 02+ 2a?=a?b? 2 (abe+1)+(a2b+ b2+
+c*a?)(abe+1)F abela® +v2 4+ +1)(abe+1)=(abe +1)X
(a?b?c® +Za2p? + abeZa®+abe)=(abe+ 1) [ab?clac+b) +
aclaec+ b) 4 b (ac+b) + a®b (ac+ b)) = (abe+1) (ac+b)
(be+a) (ab4-e). (8. E.G. M. 11, p. 16). 20, Se aduni primele

doud fractiuni. Rezultatul este —2—((1‘;;}———_?%}_1—); scizand Z:—;}

obtinem:

2(@tat1)@®>—a+1)—(a*—1)a—1)_ (a®+a+1)(a?+1)
(a—1)(a*+1) (@a—1)(@*+1)



(v, 21-29). ALGEBRA

(S. E. G. M. I, p. 36). 21. Efectund adunarea in primul
membru, giisim o fractiune al cirei numiritor este 2(z2—1)X
(0 +1)E*+1)+— 12 —1) (2 —1)=Z[a?y? 2+ (22> +
F92a2—32a?) (2 — 2 —22) —1]+ (2 — 1) (2 — 1) (x2—1)=
=32y2* +(a*y*+22°+x%?) — (2> 2+ 29 —8+Ha2—1) X
(y*—1)(x2—1). Calculim ultimul termen al acestei expresii,
i reducind, ob{inem rezultatul. (G. M. XXXIX, p. 113).
22. Efectuim adunirile §i observim c# numiritorii celor 2
factori ai membrilor I se simplifici (S. E. G. M. L p. 35).
23. Efectuim adunirile la numiritor si numitor in membrul
I, apoi observim simplificarea numiritorilor celor dous fractii
obtinute. Analog in membrul IT (S. E. G. M. I, p. 35).
24, 2»—32—4=2>—82—3—1=(22—1)—3(x+1)=(z+1)X
(—4), asemenea 2*—4z—5=(z-+1)(x—5). Deci rezultatul
Jales

z—5
cedent cX #*—3z+2=(2—1)(z—2) gi ci numiritorul se
divide cu ambii factori ai numitorului; deducem rezultatul
simplificirii z—3. 26. Descompunem numiritorul in factori
avem : w3+3z2+2w=m(a:2+3w+2)=w(a:—l—l)(m+2). Nu-
mitorul este divizibil numai cu @-42. Rezultatul simplificiri

o +a 4 : oo ke, B
este P oo L1 —8aF16 27. Daci fractia se simplifici

simplificirii este 25. Observiim ca in exercitiul pre-

eu zta, a trebue si fie divizor comun al lui — 36 S =12
Incercand toti factorii z—+a in care a indeplinegte conditia
de mai sus, vedem ci numiiriitorul si numitorul sunt divizibili

i W e e T z*+22+3

eu 2—3 si z+4. Rezultatul simplificarii este P B e
by 2

28. Notim a+b+c=az. Fractia se scrie (—(w;—ﬁ- |;;((Z Ill)) =

=(z—2)(z—1) (8. E. G. M. III, p. 64). 29. Avem
E:i:;:ggi;j:;igi:ti; etc. Solutia IT-a. Notim a+b=
wtwtuti (@ —1)wt1)
us_uz"l‘u—l—(u—-l)(u‘—l)etc'

=u. Expresiunea se scrie

T ———————

ey g



RXSPUNSURI §I INDICATIT (v, 30-36).

Analog procedim in cazul general, cAnd iu locul lui 3 se afls
o putere impard 2n-41 (S. E. G. M. II, p. 81). 80. Desvoltand
patratul dela numiiritor, expresia datd se mai poate scrie sub
& 2 [3)4 [(az + (-32)4 -+ (@2 — [32)4] + (ot — 64)4
forma. E=1 X By (o — P @B
Dar (224 §2) - (o — )6 =ipl(o - 6484 -4-8) . (a3 +-G2)5-+
(042—[32)9=2(0&‘“+28a1’[3‘+70“8§5+28a"ﬁ"-l—ﬁ”). Inlocuind
aceste expresiuni in E, desvoltind (2*—B4)* si ficand redu-
cerile, giisim E=2 (G. M. XLI, p. 149). 31. Numiritorul se
serie [(z4y)*—a®—yf) [(z+y)'* —2'®*—4'3], jar numitorul,
5@+y) [e+y)— 2" —y1 —5(@ +y)[(@+y) — a™—y 1+
1122y (@+9) " [(@+y)'— 2"—y'] =112y (@ )2 (@547 X
[@+9)"—a"—y" =55y (@+y) (2 +y)'—2"—y "] [a* +32%y +
+8aty2+112%°+8a2y*+ 82 y*4-4°]. Dar (2y)P—ad—yt=
=bzy(@ty)(*+tay+y?). . (z+y)—a"—y'=T7zy(z+y) @+
Tayty?. (@+y) P —aP—y =182y (a+y) (®Fzy+92)2X
(@*+8a°y+8aty*+11a%°+ 822y*+3xy* +4%). Inlocuind
in expresiile ultime ale numiritorului si numitorului, simpli-
ficAnd avem rezultatul % (G. M. XXXIX, p. 418). 32. Nu-
mardtorul fractiunei se poate serie (x+y)"*[(24y)*—2°—y®| —
— (@t @ +9") + @0+ y) +y @+ y*) = [(a+y)° —
— 28— o] [(@+9)'* —&'3—y3]. Numitorul transformat analog se
serie [(x+y)"—a"—y7] [(z+y)*'—a''—y"]. Pentru simplificare
tinem seami de relatiile folosite in problema precedenti. Rezul-
i @Xw“+3w°y+8:v‘y2-|-11m“y’+8m2y‘+3my“+y_°
778" +32%y + Tat > F 9P P T2yt +-3ays + o
(G. M. XXXVIII, p. 63). 33. Adunim primele doui fractii
ale membrnlui I, apoi ultimele dou# fractii si sciizAnd rezultatele,
2(ab—1)(d+c—a—b) P
@+ DG+ e+1)a@+1y 0%
deu analog pentru ultimul factor al membrului II (S. E. G.
M. I, p. 36). 34. In relatia de conditie se vor goni numitorii
§i grupa termenii convenabil. 395. Relatia de stabilit se poate
pune sub forma AB(a—b)??+BC(b—c)*+CA (c—a)2=0. (G,
M. V). 36. Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este

observind conditia, obtinem

adu G L



v, 37—53). ALGEBRA

abe X(a—b)(b—c)(c—a); aducand fractiunile la acelas nu-
mitor, numiritorul este —be(b—e¢)—cale—a)—abla—1>), el
este divizibil eu (a—b)(h—c)(c—a), rezultatul este 1:abe.
37. Procedeu analog, rezultatul este 0. 38. Idem, rezultatul
a—_b-l—ac-l-bc. 40. Aducand
abe
la acelag numitor, numiritorul se reduce la zero pentru
a=0, b,C oarecare; b=0, a si ¢ oarecare; ¢=0, a si b
oarecare, el este divizibil cu abe; rezultatul este 2(a+b-+e¢)
(G. M. III). 4l. AducAnd la acelas numitor, numiri-
torul este divizibil cu numitorul, iar citul e de forma
o(a+b4c), ficand ¢=0 gisim a=1. 42. Idem, chtul este
de forma a(a®+b2+c?)+B(ab+tactbe), ficand a=0 se
giiseste «=f=1. 43. 1. 44. Idem. 45. Aducind la acelas

este 1. 39. Idem, rezultatul este

: —1)(n—2
numitor, numératorul care este de gradul m+(ﬁ%:

n(n2 l), citul va fi de
gradul m—n-+1 de forma ZAailas®...an"; (o4 o-4...
w..t%=m—n-41); din aproape in aproape se giseste cil
toti coeficientii A=1 (G. M. VIII). 46. 22+¢2+ 22 —a2—b2
41, ab+tactad+bve+bd+cd. 48. Se va aduce la acelas
numitor gi observa cd termenul in p? se reduce cu termenul in
p? coeficientul acestuia fiind a+b+4c. 49. Efectudnd sciderile,
obtinem numiritorul abe — a(p — a)? — b(p — b)> — e(p — )2,
care este divizibil cu p—a, deoarece ficand p=a sau b+c=a
numirdtorul se anuleazi. La fel se arati divizibilitatea cu
»—0b, p—ec. Numiriitorul fiind de gradul IIl, este identic egal
cu K(p—a)(p—b)(p—¢c). K se determini particularizand pe
a,b,c..k=2. 50. Se va aduce la acelag numitor si observa c#
2yt xt+ ety 2o H2y=(@c ytertyx) @ty —
—3zyx. 91, Se va trece 1 in membrul intiiu aducind la
acelas numitor; numdritorul este zyx(Bayz—ad—y*+23)
paranteza este divizibild cu @+y-+= (23. III) deci 0. 52. Se
aduce la acelas numitor gi se tine seami de exercitiul 41
Cap. III. 53. Dacii punem a-+b-+c=g, partea intdia se va

este divizibil cu numitorul de gradul

LD

T T —— T ——————




RASPUNSURI $I INDICATII (IV, 54—57},

serie 2, b+c=2q_—g=q(_1_+l+l)_3 care in virtutea
a a gie-nh e

conditiei este egali cu —3. 94. Relatia de conditie se poate

serie betcatab=0, deci b+c= —%, ete. 55, Idem

96. Ridicinile numitorului sunt 2 si 31, deci a=2, b=%
f ey A B 1 1.0
si avem: 3m2m—-7x+2:w—2+m—§—’ de unde §(a:—l)=
EA(z—%)—l—B(x—m. Punind =2, se giseste A=1;
iar cu :c=%s B=%. .". Pentru a doua fractiune si a treia
3a—5 A B
se procedeazi analog: 2_w3x+1=z_ 3+vg+ 3 —Vg’
W . UG
_15—Ys . 154V5 . 2z-+1
unde A= 10 == 10 =~ "8f—at6
A B 1—4i V71
= — ]~ -l Ol A e,
i - A ETE S e 213
gntiee 6
B= 11———}——;123& ." . Generalizarea se prezinti astfel:

ba-+7 ST B C
m::—*-x—}-d-l_ 7 sau 52+7=A(z+3)X

(z—4)+Bz(z—4)+Cx(z+3). Fﬁcﬁnd succesiv =0, —3,

e O PR 8 27 .

+4, se determini A, B, C. A——12v B= —a7 C= 58
In cazul ednd numitorul are o radicini dubla, descompunerea
f tfel : M_A_F + 2_|_2 — 3=
se face astfe 2 @F11) +117a; z—3=
=A(a:+11)+Bm(m+11)+(,a;. Daca z=0, —11, 41,
aflim A=—111a C= 19261 y B= 12251 —— B7. Se va consi-

d identitatea . = ! e 1 <
e p+n)lp+nrn—1) p+n—1 p+n

L



(v, 58. ¥, 1-17). ALGEBRRA

(G- M, V.. 58. Egalitatea este adevirati pentru m=1,
m==2, presupunind ci este adeviirati pentru o valoare oare-
care a lui m se va ardta ci este adevirati si pentrn va-
loarea imediat superioari. :

4
) Pull VTR R L P TG s | z+y. 5. 22—1.
a*b 12/a*hoe!t
d Nl

egale. 8. Idem. (G. M. XV). 9. (%)m” 10. ﬁ?.

11. Numiritorul este patratul lui x—V;+ E(EL, iar numitorul
a=VytVz 1y a—Vy
atVy—Nz z+Vy
z—{y—V3)*
=Ty

(G. M. V) 14. Avem

7. Se vor utiliza proprietétile rapoartelor

este x2—(\@ — V)2, rezultatul este

(G.M.IV). 13. Prima fractiune se poate scrie

543
Ve—{y+\=
n’—3n—2=(n—2)(n+1? n*—8n+2=n+2)(n—1);
pundnd la numiritor pe (n-l-l)'vm in factor gi la numitor
pe (n—1) Vn+2 se giiseste ca rezultat (n-4-1) Vn—2: (n—1)X
Yn42. 15, Se va pune V;=a, V§=b, V;=c, apoi a— b=a,
b—c=B, c—a=y; avem a+B+y=0, a2 f}y2=
= —9(ab+ a1+ 1), @+ B +1e = 2(aB ey 4 BrP; ro.
zultatul este };;—i% (G. M. IV). 16. Se va ridica la

rezultatul este

patrat si in urm# se va extrage ridicina patrati, rezultatul este

V(s\/;"-l— Vo2’ 17.1In expresia dati considerdim 2*>>4, pentru a
avea sub radicali cantititi positive. Fie u valoarea expresiunei date,
sd ridicim la cub si si tinem seama de identitatea (a+0)p=
a®+b3+3abla+b), gisim w®—a*—3(u—2a)=0 sau (u—z)

(w+zu+2*—8)=0. Deci u=z si u=% (—2+{—3('—1)

e A




RXSPUNSURI $I INDICATII (v, 18—30;.

i avAnd in vedere ipoteza ficutd relativ la z, urmeazi u=z.
18. Se va aduce la acelag numitor. 19. Se va pune Va=az,
‘1b=y, \/_—x se va aduce la acelas numitor si simplifica.
20, Va,-y 21. Se va considera suma a doui radicale ca un
singur termen, numitorul ficut rational este a?-b2--¢2—
—2ab—2ac—2be. 22. Se va considera cii numitorul este com-
pus din doi termeni Va+V? $ch—|—Vd; chestiunea se reduce
la precedenta; cind a-+b=c¢+d, numitorul ficut rational
este 2(ab—cd). 23. Numitorul se poate scrie 3(V10—V3),
» iy
= Va—Vp) (V

rezultatnl este V5(1 +V2). 2 (Ve az)—l()z a+)
25. Se va avea in vedere identitatea «® — B=(a--8)(«® — at B+

- RN ST POl e S | T
Fadf2—... —B%); se giiseste Va®—Va \(b;t-iabs\/b e L
26. Punand ca mai sus Vo= Va?= o i Vb= Vb“—[3$1 am-

12_R12
plificAnd fractia cu —— " atg gisim la numitor a®—b% 27. Fie

M c. m. m. ¢. m. al indiciilor m si n; se va multlpllca nu-
M1 M-21 M-8 2

mératorul si numitorul cu a m g™ b -[—a L TR -
1 M—2 M1 M

+a’"b"_— bT, numitorul devine az‘—b?, care este ratio-
nal ciici M este divizibil cu m si »n. 28. Se va considera
suma primilor doi termeni ca unul singur; numitorul ficut
rational este 3ab(a-tb).

29. Se efectueazi sciderea, reducerile si simplificarea. Se
obtine 4. (S. E. G. M IIL p. 42). 30. Daci inmultim, sub
radical, numiritorii §i numitorii primului si ultimului termen
cu conjugata numitoralui respectiv, obtinem, insuménd rezul-
tatele, V2—Vs. Considerim fractiunea a doua a expresiunii,
inmultim numéritorul gi numitorul cu conjugata numitorului.

Giisim i +v—-{‘_/j v 3 it 3V3 +121\/ 3(5+V3 - Rezultatul final

15—8V3+4+2V3(+V3)
11

este E=

+7V2. (6. M. XL, p. 157).

2 U5 ==



(v, 31—35). ALGEBRA

31. Expresiunea se scrie
VWe—1 Ve +n@e+nVa—ve+1r—V3¥3
=Vs(VVe—1 V{a e+ 0 {a—vz+0-33)

= vg [(%/54- 1)3\/ %_ 1 ——3/5] Rationalizdnd acest rezultat,
inmultindu-l gi imp#rtindu-1 cu (3/54- 1)? 3\( ?{/E —1)2+4 % X
(%—I— 1) ?\’/3/5—_1 +?</§2, gdsim o fractie al cirei numrétor este
Va[(2+122—1)—sl=3Vs ({22 +-V2 4+ 1) {2—1)—1]
=3 vg [2—1—1]=0. Valoarea expresiunii este zero.
(G. M. XXXVIIL p. 817). 32. Efectuénd inmultirea, gisi;n
2 [~y +2a12 (@2 +92) 2 (2 2] =422 +-42 V2 @+ o)
+2@+2)=[22+V2@F )P (G. M. XLIL p. 389).

33. Observim ci suma radicalilor de subt radicalul numito-
rului membrului int4i provine dela produsele radicalelor
Ya —b, Vb —¢,Yc —a ale ciror patrate au suma (a — b))+
+ (3—¢)+(c—a)=0. Pornim deci dela egalitatea (Va_—b-l—
+Vo—c+Ve—a)?=2[\a—b0) b —0)+Vb—0) c—a)+
+V(c—a) (a—b)], cu “eare membrul I al identititii cerute
se scrie A vaic—l-vc—-a unde rationalizAnd numitorul,
obtinem membrul II. (S. E. G. M. II p. 60). 34. Efectuim
adunarea in membrul I si cu egalitatea folositd in exercitiul

48 Va—b+Vb—c+Vc—a
precedent, devine v— \/ TS
suma a trei fractii, conduce la membrul IL (S. E. G. M.II p. 61).

35. Vm+a+\/x—a a:—l—a )(z—1b +\/ (x—a) (z+0)

, care descompusi in

z=+b N gt
Analog se calculeazi numitorul primului termen. Numiritorii
n
o aZ
celor 2 fractii obtinute se simplifici si avem ) ete.

\/x —p?

e e




RASPUNSURI $I INDICATII (V, 36—45).

(S.E.G.M.Ip.53). 36. Se va scrie: 2?(x*—2a)+5 si observa ci

o
=a-+Ya®—b; rezultatul este zero. 37. Avem a;“=ba—_lzc

ab—ac+taaf—abal 4
—actabaf —b2gf b
(G. M, XXXV, p. 435). 38. Dupi inlocuire se va intro-
duce cantitatea de afard sub radical; rezultatul este 1. 89. Se
vor face mai intdi numitorii rationali, expresiunea dati devine

Va+ 2P+ V1 — 2 —2¢

i inlocuind pe 2% in E, E=

, inlocuind pe z cuv2—§ obtinem

X
Ve+V3)* +V2 —V3)°
V213

tiunei avem u?*=

—2; insemnind cu % valoarea frac-

@+V3)+(@2—V3)*+2_ 54

6 6
valoarea expresiunei date este 1. Se mai poate proceda si prin
trigonometrie: Punem 2= cosa, expresiunea va deveni, ficAnd

et g
—sinasin|7 5

1+2sin (E—%) sina
tatul 1. 40. Se va calcula mai intai V1 +a? acesta devine

l(vé‘l‘ vz), rezultatul este a-+4. 41. VlTw?:vaT—:_%’
ST T

Vi—o*= V—Z—b—z ’rezaltatul este— 42, \/ \/(z(a*-i-b_

+b)"+(a—b
\/l—mz——-
?{/x———b-—b i/a —x

a

gisim . 43. Se poate scrie 5 3
b va—z+y\z—b

face inlocuirea, numiritorul fractiunei se reduce Ja zero,
astfel cd valoarea ciutatd este valoarea dati lui z. 44. Idem.

s [0S TOREES N0 i
45, Avem Yu2—1= V4(z+ a:) ——1—2(z— a:)' Vo? —1=

=9. u=3, iar

calculele: 2 y ficAind a=380, avem resul-

n

ﬁ—ﬁm inlocuind, reducénd si simplificAnd,

+ z, cand se

PR 7



(v, 46, VI, 1—18). ALGEBRA

L ik O b W e Y]
g\Y % prima din expresiunile date devine egali cu y+x’

iar cea de a doua cu wy+m—1y 46, Si punem V1-+a—

Vi—a=u ViFa+Vi—a=u, I+ i—V1—b=r, V1Fb+

— u+tv u—o
Y1 —b=2, deducem a=—— y=—— 1 —ay=1—
w+ v u=v
wr—o? Wt 20 —ur—a? SRR L 5
"1 s T 1% » se verificd imediat cd
(' +7) (o' +2)
u+u*=p*+2'?, inlocuind in numéritorul expresiunei precedente,
1—xy u
5 v . ok
aceasta devine 2 o (u'-+7'), deci = 5 in mod
2 u +v
1+xy ¢ xt+y_  u z—y

v :
‘analog 9 ul+ ’U” 2 p—— ur + vl’ 2 — ul + ’l" ’

poe
rezultatele finale sunt %

b

VI 1.4 2. 5.8 56 4 7 5 Z 6.8 %.12°

8.12. 9 1. 10 g; aceastd valoare verificd ecuatia, intru
cat nu anuleazi nici unnl din factorii cu care am inmultit,
cind am scdpat de numitori. Ecuatia dati tinde a fi de ase-
menea satisficuti cAnd  creste nemirginit, deci &= este
de asemenea o solutie. 11. 5; aceiagi observatie ca mai
sus. 12, 3 idem. 13. Cel mai mic multiplu comun al
numitorilor este 2®-+5z-+6; se giseste a2=1. 14. Cel
mai mic multiplu comun al numitorilor este 716z 4 22;

se gisesgte w=%, z=o0, 15. 4. 16. 0 si %5: 17. Ecuatia

se poate scrie: (a: — %) (a:-}-%) : (—14) (z—l—%) =0, singura
ridicind este -} *18. Gonind numitorii si reducind, gisim
(nat+mb—ma—nbz=ma*+nb®— mab —nab sau
(m—n)la—b)z=(ma—nb)(a—>b), daci a—b340 solutia

ma—mnb &
este. b | cind a —b =0 ecuatiunea se reduce la

S

E———y———




RASPUNSURI $I INDICATII (v, 19--29).

identitate. Ea admite inca solutia z=o0. 19, g;:z—z gl oo,
a—0b . at+b ab I
20, 5 §i . 21, ey 22, b7y g 23. Grupand

primul termen din partea intdia cu primul din partea a
doua, de asemenea termenii de al doilea reducind, avem:
2 2 !
(@az+m—1)(az+m—2) (az+n—1) (@azx+n—2) dedl
(az+m—1)az+m—2) =(az+n— Nlaz+n—2), de

3—m—n
o =
24. Avem 2a—b—a)4(a—2b+2)=38(a—b), ridicand 1a cub
avem (2a—b—a)’+(a—2b+ )+ 3(2a—b—2) (@a—2b+z)
3(a—Db)=27(a—>)? tinind seama de ecuatia dati, relatia pre-
cedentit devine 3 (a—b)(2a—b— ) (a—2b+2)=0, deci daci
a—b7%0, z=2a—b si 2=2b—a; cand a=bh ecuatia e identic
satisficuti. 25. Generalizarea chestiunei precedente; in mod
ma—mnb _na—mb

unde, dupd ce am simplificat cu m—n, z=

analog se giseste x=—p—- siw - 26. Se vor
; S % J 2ab
aplica proprietitile rapoartelor; se giseste a =0 si x= TLE

27. Eliminind numitorii i reducind avem (2 — a?
@taP=(*—0a2) (@+a)® «*+ 2*—a?=0 si zta=1.
(:L‘-I—a)(m—l-_b)_ ; (a:_—l—c)(w-l—d)_

28. Se va pune (z—a)(@—p) Y° @—d@—a) »

ecuatia datd devine y- %= ::-i-% sau y x (y—2z2) —

—(y—2)=0 sau (y—2)(yx—1)=0, y==x sau yrx=1;
@tad@td) _@t+d@tda b
(@ —a)(x—b) —@—d = * %

iVabc:_bl—m;;(zci-j;abd, cea de a doua di (z+a) (z+b)X
@t lztd=(@—a)le—b(x—c (@—d) +*+ 2=0 si
x___Vabc-l;l-z*—b;ii:ii:bed 29. Izoland mai intai

radicalul dublu intr'un membru si ridicand la patrat avem

prima di

DY, el



VI, 30—39). ALGEBRA

—Vl —z=1— 2V;, apoi6 succesiv —ax=4 a2 — 4\/:;, 25
=162 +*« =0 si 2=5; prima solufie nu convine, ea

verificd ecuatiaV; +Va: + V1 —z=1. 30. Ridicina pa-
trati a lui 22 —22-1 este z— 1 sau 1 —z, considerand suc-

. 4 : I 3
cesiv ambele cazuri, gisim: 2 =0,2=1; =17 i G S
5 : - : .2
31. Va2=i'_a, considerind ambele cazuri gisim L=r==10)
= —2a; prima solutie convine cénd se ia radicalul din
x—1
art a f— 32. i —
partea a doua cu Se va scrie V2_+_a:—
Al
jo—2 5 3a’ b*
=1 ; se ghsegte = — si g=o0. 33, a;—"‘v "
Vz 2
25

34, 0 si — 16 35. Ridicand la patrat si simplificand: 4 ( a—l—a:)
+4Var— 22 =Yz (a + ), divizand cu Va+z si ridicand din

nou la patrat, avem a-I-Va —i= 32: se deduce =0 si =

1()0;42(;-, avem inci so]ut;la 2= —a, rezultind din impirtirea

cu Va-l—a:, §i care singurii verifici ecuatia dati. 36. Se vor

3 b—+1 ;

aplica proprietitile rapoartelor, avem : Vata = + , deci

Va+=2z b—1
b= 1)? 2 : o

a+z =(%) ; aplicAnd din nou proprietitile rapoartelor

) e

e SR ()~ P S Sk . 8. s 35
ot AR T Y T 1 . Se va ridica
la cub, avénd in vedere identitatea (a+b)*=a’+b°+3ab(a+b);

g 3
%sza)- 38. Ridicand la cub avem:

1—a:+3 1+2z)401— x)2 1-|—m’
1tz Y _1{_—):,:( &
et —3e—2_ (c+1)*(c—2).
p— e Seel * 2= —— 1=
—3c +*s+ Bl o1 D) 39. Muiti
plicind numitorul cu 3 si scizdnd numéritorul, avem

2[\/(a-|-w —2\/a’—z’+\/(a— )’] 3—
Via+2)— Var— 2+ (a—a)

se giseste a=a®—

1+w+

3 ’multiplicand apoi

e BN



RASPUNSURI $I INDICATII (V1. 40—43).

numdrdtornl eu 3 i scizdnd numitorul, se giseste
\/(a+a:)’+\/a2—a:’+\/(a— __3e
[\/(a+x)’+2\/a’—z’+\/a—w J

tia datd cu cele 2 egalititi gisite, avem
VatzNa—a) Mot +-Vw—s+fa—a?)_ 3ot
(\/a+m+\/a—z) (\/ a-—l—x)’—\/a’—z*—l—\/(a—x )! Se—1

1 inmultind ecua-

sau
\/(a+z)3—i/(a—z)’__ 3 8—c¢
3/(a+x)’+:/(a—x)’—ic 367 de undez= + acv3 raey

40. Trecand pe 2V 1 — a*® in partea intéia, acesta va reprezenta

patratul lui V —a 1+x \/ 1+a \/ T —=5 egalind aceasta

cu zero, ridicAnd la puterea a 8-a si aplicand proprietitile ra-
poartelor se giseste z=a. 4l. Divizand parte cu parte

identitatea \/(a:-l-a)‘ \/ (z—a)*=2 a cu ecuatia dati, obtmem
Veta)r+Ve—ar_ ol Biael-T0 .
,/ +\/z a’ (\/a;-l—a-l-\/a:—a)
Yo ol Vet of + Viz— ap \/""+a+\/m_a

z—a z+a

4
e Notim \/ - -}_-: =u. Ecuatia devine (b—a)u*—2au-t

a2_x2

b—a x
a+V2ab—b? Jlat V2ab—b)-(—a)* _
e S T Ty
el b—a A g (a +V2ab—bt ab—b?) —(b—a)‘

(@*+2ab—b?) (a + V2ab—b’)’ a®+-2ab—b?
2V2ab—b%(a +V2ab—1%*  2V2ab—b?

(@a+b)"—(a—b)
(a+b)"+(a—0b)

- 42, Generalizarea ex

36; se giiseste x= ta 43. Ecuatia dati

atl 2t atz a\—5
se poate scrie: (a+2) " = LR X — (—)"‘H
c z e
g=—o—, (vezi R. M. T, IV, 25).
(_a_)m_l
e

=101 =



o, 1—11). ALGEBRA

VIL 1. 2=60, y=36. 2. z=18, y=6. 3. 2=2,
y="7. 4. =18, y=12. 5. Indepiirtind numitorii, ecuatiile
devin: (a+c)z+(b+e)y=2(a+e)(b+ec), az—by=(a—b)ec;
multiplicAnd prima cu b, cea de a doua cu b-+¢ si adunind
avem (ac+be+2ab)z={b-+¢)[2b(a+c)+c(a—b)] =)
(ac+bc_+2ab), deci z=b-+c. In acelas mod multiplicind
prima cu a, a doua cu a-tc¢ si scizdnd, gisim y=a-tec.
6. Din ecuatiunile date deducem (a—b)z+(a-+b)y=2a(a>—b2),
x—y=4ab sau alz+y)—b(z—y)=a(x+y) —4ab*=2a(a>—1?).
" aty=2(a>+4°), x—y=4ab, care dau imediat x= (a+12),
y=(a—2)%. 7. Sistemul se mai scrie, daci descompunem

numitorii in factori primi

x Y 1 Tk
a+b+a(a+b)+ab(a+b)(a—b) e

! z Y 1 x

— ablaF2)(a—b) + abla—b) i3 bla—b) a2+ab+b2+
Y i ! L &

} ala*+ab+62) " ab(a—b)(@>+ab+?) ab(a—b)(a2+ab+b2)+

Yy X R s e ks UL
+ab(a—b)+b(a—b) sau, notand a+b=a, a=8, bla—b)=1Y
a2+ab+b2=5, si indepirtdnd numitori, gisim Byz+yvy+
+l=a+tay+ab, fyatvy+1=2+23y+38 sau inca

C—2)[By—1)z+1y+1]=0. (S.E.G. M. II p. 132).

o 1 yecneif /
8. Se vor lua ca necunoscute :—c=a; §1 —=1y; se giseste

__ap_bq, Y = r= — —

P’—q° p:—g° 9 1 el |
- — — . 5 Q=— —_—
bp—aq rq % P+q

10. Din prima deducem ; insemnénd cu #

bn—am=an—cm
valoarea comun# a acestor rapoarte, deducem -} y2=[(hn —
: : k
—dm)*+(an—emPlwd=1." . u= )
V(bn—dm)®+(an—em)?
z=bn—dm)u, y=(@n—em)u. 11. Prin impirtire de-

T 7
ducem ;—=~‘b’l—; procedind in mod analog ca mai sus, giisim
o W a:’-l—y“, o z _ zlt+y) Lasey
P e b P at PENEE 5

T




RASPUNSURI $I INDICATIL (v, 12—21),

a b
T=— =
{/a3 -+ p3 4\/113 + 3
deducem (z4y) (x—y)= :/ZZ’

12. Prin inmultire si impirtire
z+y
z—Y

rezolvind ca mai sus in raport cu x4y §i x—y, 2=

= %, se gisegte apoi,
ath
oot
—_a—b ; gt ;
Y= 2?,% 13. Din ecuatiile date, prin inmultire si impirtire,

@ =b—y, 3;/; 0 ) ?(/_;

a—a y a—z b—y

deducem » insemnind cu % valoarea

primelor rapoarte, giisim =\/LI: 14. Cea de a doua ecuatie se

face imediat rationali (4 y+52=180), multiplicAnd prima cu 3
adunind cu cea de a doua siridicand la patrat, avem 25 2—16y=0.".
=16, y=25. 15. =9, y=16. 16. Multiplicim cea de
a doua ecuatie cu 4 §i 3 si scidem din intdia si a treia, ob-
tinem —10z+5y=0, 14y=28 .". y=2; =1, 2=3.
17. Se va elimina mai intai Y succesiv intre intdia gi a treia,
apoi intre a doua si a treia, se giseste =3, y=4 x=6.

Srd s et i1 N PR
18. z=2, y=4, 2=38. (G. M. IL) - 19. (a—b)(a—o
1 1

(A 7w i 7 e 20. Se poate ugor elimina z

scizndu-le doud cAte doui, apoi y ete. Se poate inci rezolva
chestiunea astfel: Si considerim polinomul z—X y+X22—X3,
in baza ecuatiilor date acest polinom se reduce la zero pentrn
X=a, X=b, X=¢, vom avea deci z—X y+X221—X?=(a—X)
(b —X) (c—X); desvoltand membrul al doilea si identificand,
avem: a=abe, y=-+(ab-+ac+be), x=a+b+c. Chestiunea se
poate generaliza pentru sistemul z,—a; z3+ai x5—... + ;" 1" 1
znFai=0, i=1,2,3..n. (G.M.IL) 21. Sciizand doudi cate

douii ecuatiunile date deducem: = ; Y 4¥ ; Ea % :m=

= ,”’—”+y — ,._I_x—m:a:—y_}_y — x+ 2 aceste ecuatii
b ¢ a ¢ a b

= 1081



i, 22—29). ALGEBRA

au ca solutii #—y=y—1x=2—2=0 sau 2=y =1; substituind

intr'una din ecuatiile date gasun cd valoarea lor comuni

este 1. In cazul cAnd —+ +— 0, sistemul admite inci

( —b)(a—¢)
22, x—————az il
1

LS | :
23. Loind ca necunoscute pe -;v — — chestiunea se

solutiile: z=y=x=F.

ete (G M.III).

reduce la precedenta. 24. EliminAnd mai intdi pe 2° si
(2 =19 (2= 1) (=)

x2 gﬁsiﬂi: y?' = 7 (b2 — &) » in ace]a$ mod :
(12 —¢?) (2 —¢?) (¢®—p?) g 2 v2 p2
a=n & (2 — b?) » apoi @ = T (G. M. L)

: a ! x Y x
25. Si considerim expresiunea X - - + = |

daci @, y, x reprezintd ridicinile sistemului dat, expresiunea
precedentd se reduce la zero pentra X=2A, X=p X=V, yvom

avea deci j -+ Y a3 & 1_(X—7‘) (X—p) (X—V)

X (6—X) 0—X) (—X)

—A
multiplicAnd cu a—Xsi ficAnd X=q, deducemz= (a-A)(a—1)(a-Y)
(b—a) (c—a)

ete.  26. Procedeu analog ca in problema 10, se giseste

=m—_cg ete. 27. Din aplicarea proprietitilor

rtelor rezulti —— = Y — _% . dsest
rapoartelor v ale = pFa’ e glseste
m(b+e)

x=3 etc. 28. Adunind avem (aty+z)2=
Viatb) (3+0) (c+a)

=a+b+e deci y+z2= #‘;—{—_c etc.; se giseste
AR i . ete. 29. Pentru rezolvare procedeu analog
Va+ b +c

a™ “+n
dr

ca la problemele 10 si 26; 'gisim 2”= ete. de aci se
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RASPUNSURI §I INDICATII (i, 30—36).

g T o TR ok
deduce a =a™t" @™t ete. deci a”+ b en —a:'"'*‘” d""*'" +
"nn mn
rezultatul elimindrei este: gmt" 4 ymtn | z""+" = d”"""
30 w=_—a+b+c s a—b+e g at+b—e¢
r r r

r=%§/(a+b+c) (a+b—e¢). 31. Ecnatiile date se pot scrie:
(@+y) (@+x)=a..., deducem (@+y) (y+2) xF2)=Vabe

b —b
deci y+z=vabc Lem ool +‘L $
¢ 2Vabe

= - \/ \/ \/c 1 %
ecuatii le putem serie ~—=-"—=" = = e
ENERE
il ‘f””‘/— w=a[Va+ Vo Ve,
E5y d[\/;-{-\/—l;-l-\/c]

V vy dar az" i hyr i exnl=
a

» ete. apoi = ete. 32. Primele

8

=dﬂ—1[\/;+Jb+J_C—] 38 Ecuatiile date pot fi scrise:
(a:+l) (y+l)=m—'t'1- se gaseste a;=_La+

e
+VM+1 a 1 naa—i—l ete. 34. Punind z—a=y—b=

=z—¢=u, avem a:=a+u, y=b~+u, x=c+u, substituind
in ultima ecuatie, termenii in «® §i u® se reduc gi obtinem

a®+b34c*—3abe

o 3(a*+b2+c —ab—ac—bo) 38 (a—l—b+c) P

x=a——§ (@+b+¢)... 35. Se vor divide ecuatiile cu
z 1oci-de o

zyx si se vor lua ca necunoscute T 7: — se gisegte:

- =1 = Syl 36. Se
i b-l-c—a’y ct+a—b PR e . Se va pune
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on, 37—42). ' ALGEBRA

y+1 £ e at41
y—1 at—1

. Impértind prima ecuatie ridicati la

(z—1(y+1)_a? ++1 bt

patrat cu a doua, giisim i3 _1)(2_'_1)—;, sau ~—— 1=-;, de
b
unde z—l:—i—}—— Din prima ecuatie,deducem x—Zi__ 1 Ecuatia
ultimi se scrie az? 2+~+ T—=vc si inlocuind «,%,% in functie
y*+y+1
la® —ec 1 1 1
L e TR L — =—..
detaflim = PN ik Avemwy +a:,: i
o Al 1
R e L PR [ ENERNIE S
‘xy 2
1 1 1 1
\/( =5 e )(74—7_!‘ ) 38. Procedeu analog
ca la 9 si 25; se gilseste x="pkatp' 1=1, 2...n. 39. Insem-

2ok

1
nind cu a5 valoarea comunii a rapoartelor date, avem z;=aw,
n
2= U1, XT3=UXy,e..Tn=UTn—1, O=UTn. .. U= =y

ndl | i .
xi=a \/(%) (G. M. X.). 40. Se va lua ca necunoscuti

%—ms f—mns

suma s=g+y+zx2+1t avem z=— y Y= 5
a—m b—n
o IR B o adunﬁnd 777s+{3 ns+ Y ps +
c—D d—q b—mn

8—qs
- d—qq =5, care di pe s. 4l. Generalizarea chestiunei

precedente; se rezolvd in acelas mod. 42. Ecuatiile date

cfl=zf lI—y (l—yz_l—z
se pot pune sub forma: (l—l-a:' i 1,+y) Tt

(1—-%)-=1——u (l—u) 1—a Sinci 1—1¢
1+ = 14w \14u 144 i 1+¢’
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RASPUNSURI §I INDICATIT  (Vil 43-45, VI, 1-6).

1=z 1—¢¢ 1—¢ 81 —q
y——l 22 ~_1+t" u—l_tsv t——\/m' 43. Punind

r—a=m, y—b=n, z—e=p, z—a'=m, y—b =n
z—c'=p’, avem a—a'=m'—m.,., prima ecuatie devine:
Vit bp? -V g = Vi —m P P (p—p )
ridicand la patrat si simplificAnd obtinem :

Vo> + 22 +p?) (m*F w2 )= — (mm'+nn'+ pp), ridicand
din nou la patrat si servindu-ne de identitatea lni Lagrange
obtinem (mn'—nm' 24 (np —pn)2+(pm’' —mp)2=0

.m_n_p m n P . x—a
TT=S== : = — = deci — =
m P m—m a'—n p—p a=—a

y—b x—e¢ Pk ok 5
=‘;,—b=c, paal) a=a-+u(a’—a).., substituind in cea

1—(Aa+Bb+Ce)
Ala—d)+Bb—0b)+Ce—¢)
Chestiunea se poate generaliza. 44. Si punem X=g%+}a2-}+
+b24¢2...; sistemul devine VX=VY—a2+VZ—-a2...,
eliminind radicalii, deducem din comparatia rezultatelor:
*X=0PY=c"Z=wu, giisim:
B da*btct
20— 200’ — 20 P at b oot biet
beu—(b4c)v+w

de a doua ecuatie giisim ua=

u

45. Rezolvand sistemul giisim o=

(@—b)la—e)
- _cau—(cta)r+w __abu—(@+brtw . .
Y= =gy T DGR valori ce se

introdue in expresiunea consideratd. (S. E. G. M. II.p. 188).

VIII. 1. Fie a<b<<e<d, avem c—b<<d—a." cat-e<b+d.

: oc ma—l—nb= n(b—a)
2. Revine la (a—b)2>0. 3. Avem ra a-+

m+n
m(b—a) , . ;
e . 4. Se poate scrie (a—1)(a —1)>0 sau

' (@—1)2(@>+a+1)>0, (a—1) [(a—l-%)z-k%] expresie pozi-

tivi. 5. Se poate scrie (@a—1) [(a+1)2+a2>0. 6. Mul-

=9}

— M



(v, 7-18) ALGEBRA

tiplicAnd cu 2 si trecAnd totul in membrul int4i, acesta de-
vine: (a—b)2+(b—e¢)*4(c—a)>>0. 7. Efectuand operatiile,
se reduce la precedenta. 8. Se va porni dela inegalititile
evidente a®’>a*>—(b—¢)%.. 9. Se poate scrie b2*+c*—

—2(a—c) Vo224 (a—e)? >0, primul membru e un patrat
perfect. 10, Se poate scrie (a—b) (V a— V— b)>0 sau (V—+V_)
(Ya—Y3)? >0. 11, Din identitatea lui Lagrange (II, 23)
avem: (@024 (a?+ b2+ ) —(ad +bb' +cc)2>0, deci
(ad'+bb'4cc2P<1. 12, Avem 5a*~+b2c>—2a2be—2a(b+e¢)
(2a%—be)>0. Cum a®>= b2} ¢2 inegalitatea se scried a* + b2 c2—
—4a?bet2a2beta*—2a(b4c)(2a=be)=>0,4 a*+b2c®—4a2be+
+a?(82+¢2)+2a2bc—2a(b+¢) (2a: —be)S0,(2a2 — be)2+
+a2(b+¢)2—2a(b+c)(2a2—be)>>0,[2a% — be—a(54¢)]2S>0-
Expresiunea a doua sescrie A a®+B[b° 40+ 3b2¢2(b2+ )] =
Aa’+B(B*+c2)3P=a*(A+B). (G. M. XXXV. p. 135). 13.
(@—26*>0, (b—2¢)=>0, (¢—2a)>>>0, deci 5(a>+b2+¢2) >
4(ab+betca).(G.M.XXXIV.p.38). 14. Avéma®~+bd+c*—
—8abe=(a+b+c)(a®+ b2+ c*—ab—bec—ca), iar paranteza
este + [(@—0)*+(b—e)4(c—a)?]. (G. M. XXXIV. p. 38).
15. Generalizarea chestiunei 11 VIII, diferenta obtinuti
trecind totul in membrul I, se poate pune sub forma
anei sume de pitrate de forma (a;a;—a,a)®. 16, Se
poate scrie (af'— Ba’)? (p2— q)2 G M I1X). 17. Fie a

— _ (fa—Yap,
B ctistat - iy

_a_—l-_b_v—= (a+b)2>—4ab X (a—b)2 (@—b)?
2 2(a+b+2Vad) 2(atb+2Vad) = 8b

18. Pentru n=2 vezi pr. 17. E destul si ariitim ci teo-
rema fiind adevirati pentru n—1 este adevirats si pentra 7.

ax+az+...+an—1>
n—1
> "—1\/ @103 ...0n—1, dar a;@;...0an—1 > az_l, ‘de unde °

gi b cele doud numere a>b, avem ——

Fie @y, >as>as>...>>an, prin ipotezi

n .
Yaias...an 1 —
1>— "—\/ . ?
n—1 12, << N —1: -
\/al ag...an—1’$ 01 Q3...0n—1; din acestea se de
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RASPUNSURI $1 INDICATII (v, 18-27).

O
% 0 . n—1 \/ﬂ]ﬂg...'lu an
duce imediat ci > {n—l O T e
n Vaias.an—1 n v Ay Ay ...0n—1

[22] +a, + ...+ An—1
n

Deci a fortior:

—— an
>N ae i — —n—c.c.t.d.

19. Din inegalititile a<<t-+c, b<<c4a, c<<a-+b deducem a—b<le..,

prin ridiciri la pitrat si aduniiri obtinem inegalitatea ciutati.
20. a3+53+03—3abc=(a—|-b+c)>(% [(a—8)>+ (b—e)2+(c—a)?].

21l. Se poate scrie a*(@®—be)+ b2 (b2 —ac)+ (2 —ab)=
=a*(a®+ 02— —bo) -+ 6202+ 2 —a2—ae)+ 2 (2 a?—b2—
—ab)=(a*+b*+c* — a2 —a?c> — b2c®) + (262 + a2 +
+b%—a2be—b2ac—c2ab), fiecare parantezi, e o sumi de
pitrate. 22. Se va pune sub forma unei sume de termeni toti
pozitivi observand ci a*+b%— a*b—abi=(a+b) (a —b)?;
pentru partea a doua a inegalititei acesti termeni sunt:
a(b—cP+ble—a)l+cla—b2 23. Punem y+z=a,

et+x2=b, aty=c 2 (b+;:—a)’ y=a+;—b, z=a+2b—~c_

Inegalitatea se reduce la b—l};e_l_a—;-c_'_a-{c—b}& apoi la pre-

cedenta. (G. M. XXXII p. 194). 24. Inegalitatea revine la
(1 -I-—:;) <n, care este verificatdi pentru =38, cand n

creste cu o unitate membrul al doilea creste cu 1 iar
membral intdi cu o cantitate mai mick ca 1. deci a fortiori
inegalitatea va fi verificatd (G. M. XVI). 25. Dupi prece-
" denta avem "_Vn—1>V7z. 26. Avem (n+ 1) —nn=
(n+-1)"—n" o i & R
— 1 =01 nmt1) 2 A =y,
(n+1)—n !

27, p fiind un numir mai mic ca %, avem pn—p+1)>n,
céci din n>p deducem n(p—1)>p(p—1)¥*pn—p-+1)>n,

ficind p=1, 2...";—1 sau % gi fdcAnd produsul avem

n— 1)"’
2
poate verifica ugor, proced4nd ca mai sus giisim a doua inegalitate.

prima inegalitate; avem apoi p(n—p)<( , dupi cum se
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(Vi 28—41). ALGEBRA

28. Dupi ex. 18, al+aﬂ_j;_"_'_'l+ Tl it @y 03O,

Punind a, =m, G=a=...=ap+t1=1 avem m-+n>>,

n1— A
(n+1) \/’m dand lui 7 valori dela 1 la % si multiplicAnd
inegalititile obtinute, aflim prima inegalitate a enuntului. Cu
(m=4n)"t>(n—4+1)"m obtinem analog cealaltd inegalitate.

(G.M.XXXII p.185). 29. Pentru ca si avem b1 2 2 1’

Ladg 2q
trebue si avem 2p+1>>0, ¢>0 sau p sl g pozitivi; din inega-
o 2p1 . 2p+1 2q+1)a—1
lititile 2q+1_>“ S <8 deducem 5 <
2qB—1 il s
<p<—2—, cele doui limite intre care e cuprins p trebue
i I ! § 2-4-a
sé diferd cel putin cu o unitate, deducem q>ﬁ————a); luand
P si g astfel ca inegalititile precedente si fie satisficute
— ceea ce este in totdeauna posibil — si inegalititile date

vor fi satisficute. 30. z si y fiind greutitile reale I si I

bratele de cumpiini, avem pl=gzl, yl=pl' # zt+y=
2 4}

=p%; cantitatea ce el crede ci a vandut fiind 2p, re-

1241 Y (e

T AT T

deci el pierde. 31. a,<-—% 32. —?<m<1§3. 33, Daci

zulti o diferenti 2p—(z+y)=2p—p

b (m =+ p) (a>— b?) >0, trebue w>:(::1‘:_;)): contrariu daci

bm—+p)a®— ) <0. 34 2<0 sau z>Vab 35.
0<<a< 1. 3B Revine la—2->0 trabue — o< 24

I~
san 0<z<<l. 37.y<2 2>3—3y 88 y>1,1—y<
<z<y—1. 39. Trebue si avem @—y)(z+y)>0,y=8—9z
#* (2 —1)B8—2)>0 +* 1<2<3, —1<y<<3. 40. Pri-
mul membru se poate serie (;’12—1)2"]“(1/—.1)2""]2—2, deci
trebue si avem %2>2. 4l. Generalizarea chestiunei prece-
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RASPUNSURI SI INDICATI (Vi 43-45. X 1-8).

dente, trebue si avem A>Za? 42. Primul membru se
poate scrie (z—y— 2)*+4(y+4-1)2+4% —5, trebue si avem A>5

43. Primul membru se poate pune sub forma: %(am-{-bg
g 1 ac—b? ( ae—bd\’2 __dled—be)+e(ae—bd)

+adr+ a i ac—b? f ac— b>

trebue si avem a>0, ac—b*>0, flac—b2)—d(cd—be)—

—elae—bd)>0. 44. Se poate scrie: (z—2y-+2z2—3)*+

TP T ET IS T

bue h>§. 45. Trebue si avem: 1—e<a—1<1+te si

1 o Sy
1—e<a_1<1+e, distingem: 0<<e<<1 giisim 1+e<

<a<24e 1<<e<<?2 acelag rezultat, e>2 gisim 2—e<<

<as o f (G. M. XI).

IX. 1. 8si9. 2. Ecuatia problemei 2-+10=+(140—z)
#*% 2=15, 140 —2z=125. 3. Ecuatia problemei 600 X 0,75
+092=(600-4+2)0,82 +*+ =525 gr. 4. Ecuatiile problemei

0.02240,06y=1600; 0,0252+0,06(52+y) = 2000 «*+
z=20000, averea este de 40000 lei 9. Ecuatia proble-

mei z—%X%x=% X 60 #* z=172 sirituri de ale oga-

rului in care timp vulpea a mai ficut 108 sirituri. 6. z, fiind.

numiru! persoanelor si ¥ suma de impirtit, ecuatiile proble-

1  — == Y =l * =
mei sunt: 213 & gl w+1 «*x =12

;Lo e ‘. LR dd ooy
lei Ecuatiile problemei o e B S

_mnlptq _ mnpqlm—+n)p+q)
T omg—np’? (mg—mnp)?

blema si fie posibili trebue mg—np>0 si mn(p+q) divi-
zibil eu mg—np; valoarea lui y este intotdeauna admisibils.
8. 2,4, reprezentind greutétile celor trei aliage, ecuatiile

*

* % & ; pentru ca pro-
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(X, 8—17). ALGEBRA
problemei sunt: 2(0,652+40,70y-0,752)=5(0,352-0,304);
065m+070y+075z+3=0,35w + 0,30y +025% + 6:

ggg:_—tg ;§~ 8;8 ; ultima ecuatie di z =1z, apoi se giseste

z=2x=600 gr.,y=6,300 kg. 9. Celui dint4i i s’an luat 88 lei, iar
celuideal doilea 44 lei. 10. Numirul dat poate fiscris: 10°+-210*4
y10°4+210°+1104u = 3 (210°4-y10*+-210°+10*+u10+1)
cele doui numere trebuind si aibi acelasi numir de unimi
deducem cii 3u=M 1041, cum 3u<<30 rezulti u="7; apoi
8t+2=M10-}7, {=5 etc., numirul este 142856. 11. 2
ciresi, 12 meri, céte 36 peri, piersici ¢i pruni. 12, 6 pari
si 8 sau 9 vribii (G. M. IX). 13. A inainteazi pe ori cu
1. m. 36 sec., B rimine indirit cu 4 m. pe ord (G. M. III).
14. A 500, B 700, C. 800 (G. M. IV). 15. 600 lei cu 4°/o,
100 lei cu 6°0% (G. M.V). 16. MN=8a—b, v=2(2a—b):¢
v'=2a:¢. (G.M.VI). 17, Fie ¢ timpul intrebuintat de céine,
ca si meargd dela stiipanul siu A péni la cilitorul B; in acest
timp célitorul B a mai parcurs distanta 9" ¢ astfel cii drumul
parcurs de ‘cdine este d-v' t=Vt, deci t=d: (V—2v') (1);
in mersul inapoi cdinile are de parcurs, in timpul ¢ d. ex.
drumul d-+o"t—v (t+¢) deci £ =d(V— v): (V—2") (V+2) (2)
Discutie. 1. v>', a) V>w», formulele (1) si (2) rezolvi
problema asa cum a fost pusi. & »>V >, formula
(1) ne dd pentru » o valoare pozitivi care reprezinti timpul
[Antrebuintat de céine ca si ajungi pe cilitorul B; iar
formula (2) ne di pentru ¢ o valoare negatlva, aceasta luatd
pozitiv verifici ecuatia — ¢’V =d-4 ¢t —v({t—¢) sau

=d~+v't+t (V+2), care corespunde problemei cand s’ar
cere si se giseascd timpul ce I'ar pune stipinul cainelui si
il ajungd pe acesta, cind cinele ajunsese pe ecilitorul B;
cu alte cuvinte ar fi problema in care s’ar prespune c#
in loc sd alerge cdinele dupi stipin, acesta se intoarce dupi
chine. ¢) V<<%, in acest caz £<<0 si <0, ceea ce in-
seamnd ci niciodatd cdinele nu va ajunge pe cilitorul B, va-
lorie lui ¢ gi ¢ luate pozitiv verifick ecuatiile d—o'{=—V#

— 112 —




RASPUNSURI SI INDICATII (ix; 18),

—Vi'=d—v't4v (t+1) san v't=ad+ Ve, v't-+-d+ Vo (14)
care corespunde la cazul cAnd s’ar ciiuta timpul de ecind
cdinele intalnise cei doi ecilitori, actualmente ei giisindu-se
in pozitiile depiirtate cu distanta d si cdinele aflandu-se la
stipanul siu. II) »<<v' @) V> aceiasi concluzie ca la a
b) vV <, t luat pozitiv reprezinti timpul ce a trecut
de cind ecilitoru] a intdlnit cAinele, ete. 18. Fie A si B
cele doud mobile, si presupunem mai intdi ci migcarea se
face dela A spre B si cii viteza v a lui A, este mai mare ca
viteza " a lui B, prima intAlnire va avea loc dupd timpul

d d
tl:'l'_"l" a doua dupi timpul f= z—}——v ceee a0 dupd
! d+(n—1)1 £
timpul tn=—+”(_T) (1). Si presupunem din contri ci
migcarea se face dela B spre A si ¢ v'>>%, a #® intalnire

d+(n—1)1
v—2'
mul caz »<<v, iar in cel de al doilea v'<<v, este sufi-
cient ca in formulele precedente si inlocuim pe d prin
l—d si si schimbim semnul numitorului. S& presupunem
acum ci mobilele merg in acelag sens, de exemplu, am-
bele pe arcul d, a »® intilnirea va avea loc dupa timpul

d+(n— —1)1

e (8); iar pentru cazul cAnd ar merge pe arcul dm

va avea loc dupi timpul #»= (2). Dacd in pri-

afard este suficient a inlocui pe d prin l—d. Sid presu-
punem ci mobilul A pleaci cu 6 secundd inaintea Iui B,
d-+(n—1)l—20

’
v—9

intalnirea a n” va avea loc dupi timpul

d-+ (n— 1)1

sau (4) sau acela ce s’ar deduce schimband pe
SR

d in —d. Daci mobilul A pleaci cu 6 secunde in urma mobl-
1)I+v'6
lului B, a n® intAlnirea are loc dupi timpul (5) éﬂ%—v—

+( —-1)I+17'0 Formulele (4) si (5) sunt cuprinse in for-
v+ '
d+(n—1)1—

mula unici (6) —,—— cu conditiunea de a considera
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(Ix, 18--21). ALGEBRA

ca pozitivd viteza cind mobilul merge dela A spre B si ne-
gativd in sensul contrariu, iar timpul s#-1 socotim totdeauna
din momentul pornirii mobilului din A, pozitiv posterior
acestei date si negativ anterior. Formula (6) cuprinde de ase-
menea gi formulele (1), (2) si (3) ele corespunzand la 6=0.
19. z reprezentind averea de impirtit, pirtile primilor 2

AR 1 S
copii sunt: a4 Z 2 si 2a+;[z—a-x na—2a]=

n
=2q- (n—l)(a:;a\———2na, aceste pirti fiind egale vom
avea a+£_—n-_a=2a+(n—1)a:—n;3n——l)a x*x a=(n—1)2 d

2a—a
n
=a(n—1) rezulti ci numirul copiilor este n—1. Se va
ariita ci si pirtile celorlalti copii sunt aceleasi. 20. Si
considerim jucitorul care a pierdut partida de rangul ¢,
fie x; suma pe care a avut-o la inceputul jocului; dupi
prima partiddi el are 2a; dupi a doua 4ai.... dupi acea
de vangul i—1 27'2; Suma totaldi ce se afli in joc fiind
na, rezulti cd dupd partida de rangul 2—1 se afli la cei-
lalti jucitori na—2"'g;, el pierzind partida de rangul 7,
rezultd ci a trebuit sd pliteascd suma de mai sus gi i-a mai
rimas 2" 'ai—na+ 2" 2zi=2 a2 —na; dupi partida ur-
mitoare el are 2°t'a;—2na etc, dupd ultima partidi el
(142" n)a
g ’
¢=1, 2... n gisim capitalurile initiale ale jucitorilor:

142""1n)a (1+2"20)a 1-4+a 91 5
5 ) o7 T gn O . Si evaluim

" d ’ : e n=—1
partea unui copil, partea primului copil fiind a+(

are 2"zi— 2" 'na=a +*x L= ficind pe

timpul intrebuintat de cele doui automobile pani in mo-
mentul intdlnirii, @ reprezentind lungimea drumului, auto-

mobilul T a parcurs %a: cu iuteala V' intrebuintand timpul
2 i . r . o

z@:V, apoi 32 —a cu iuteala %V intrebuintdnd timpul
2(z—38a): 3 V'; timpul total trebue si fie egal cu intdr-
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RASPUNSURI $I INDICATII (X, 22—26).

zierea intre cele douii automobile, plus timpul fintrebuin-
tat de automobilul T pentru a parcurge distanta x—a;
2(x—3a)

: 2
se gidseste astfel cii ecuatia problemei este 3—‘:; e 3v

#

z T e -a v
+*+ z=6a—38a 5 22, & reprezentand

' v

distanta punctului P la centrul cercului, giisim #=(2m —1)R
ca solutia si fie admisibili trebue z>R #* m>1. 23. A-
ceastd impdrfire are loc la fiecare rotatie a secundarului, afari
de cea dintdi: pentru a n" oari acul secundelor a parcurs
de 7 ori cadranul plus o fractiune. Fie A origina arcelor,
la XILM, S, O extremitifile minutarului, secundarului si
orarului, # numirul de secunde cHutat; trebue si avem
OS:MS=F, sau, socotind arcele dela originea A, avem
(AS—AOQ): (AM —AS)=1F +*« AO+kAM=(k+1)AS,insk

AO=—— AM=22_ AS=2 _ , ubstitaind

12X3600° ™~ 3600’ 60
. 12X3600(k41)n % )
gisim x = 708k+719 24. FEcuatiile problemei sunt :
az__by_ ex _ Vi RS
-~y B = v’ ax+bytexr=28 v g = ha(“'f'_ﬁ'lﬂ’) ete. 29,
LERS CeR gl 22

wY =g r= pR=
S

26, z= 20‘;’?78, ¥i= 2(1.2;75’ x = 2%746, Re=(as4-B3-4%) X

X(@+8—v3).. (G.M.V). 27. Fie AM=g, CN=y, AB=c¢;

2 3 z2te—y_ _a z_y P
ecuatiile problemei sunt: ———F=— “=L % =L
o yte—z b'p ¢ p—qx
a—b a—b
X q

mc, y=qu e c. Ca valorile gisite si conving

problemei, astfel cum a fost pusd, trebue si avem : c>x>0,
0<y<e, care dau (@a—b) (p—q)>0 si gla+0)<<2p8,
pla+b)>2ga. Si presupunem a>b, trebue si p>q,

9
%>;1—_ﬁ si -§>% ultima inegalitate atrage pe cea
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(I, 28—30), ALGEBRA

p. atb
)_ b’

dou#l trapeze in care s’a descompus patratul si al céror ra-
a1b
+ > s 8

pe BC in R intre B si C, solutla giisitd convine chestiunei
cu condigiunea de a considera suprafata triunghiului BMR ca

dintai (IX, 2); fie a

0 solutle determinati, avem

port este a: b; b) + b latura MN intélneste

negativi; c) < i‘b avem x>¢, y>¢, MN intilneste
pe BC si DA in R si S, solutia convine dacd vom considera
suprafetele BMR si DNS ca negative; d) %= 1, &= oo,
y = 0, dreapta MN tinde a deveni paraleli cu AB si CD;
e) : <1, <0, y <0, MN tae pe BC si DA respectiv in
R gg S, solutia convine cu qoudigia consideririi suprafetelor

triunghiurilor CNR si ANS ca negative; f)%=0, z=0,
Y= —Z;_'_Zc, dreapta MN devine AN, fiind la dreapta lui C

9) 1;—<0, &>0, y<0, M se giiseste la dreapta lui A si N Ia

dreapta lni C ete. Toate aceste cazuri se pot cuprinde intr’unul
singur, cu conditia de a considera ca positive valorile lui z
la dreapta lni A si ale lui ¥ la stinga lui C, si negative cele
de sensuri contrarii; de asemenea daci se vor considera ca
pozitive suprafetele din interiorul patratului si negative cele

din afar#, iar raportul % ca pozitiv cAnd P este intre A si

C, negativ in afard. 28. Dacii I este latura dati, cealalti
2

latura este %{R), iar ipotenusa L l_-—2 ;{ Ii-l-l’

tru ca solutiile giisite sd fie admisibite trebue !> 2 R.

2_9. Viteza primului tren este de 30 km. pe ord, iar a celui

de al doilea 60 km. pe ori; AB=172 km., BC =120 km.

30. R fiind raza sectiunei determinati de primul plan, @

y pen-
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RXSPUNSURI SI INDICATIT (X, 31--35).

apotema corespunzitoare, & apotema corespunzitoare celei de

o Wt : at = m
a doua sectiuni, ecuatia problemei este R(( 2 +a:’; ey

a (:L' a(x®—a®) m : ¥ s
sau @ +a’) = problema admite doui solutii cAnd

R iy I R ..
—<—, nici una cind —>—, o infinitate de solutii cand
n a n a
m R ]

s in acest caz planul de al doilea tae cea de a doua
panzi a conului. 31. Fie V: volumul balonului la #, P
greutatea mercurului Ja aceasti temperaturi, d densitatea sa
la 0°, @ gi o coeficientii de dilatatie cubici ai mercurului

ey e P itat L
gi sticlei; avem Vo= & 1427 Ve=Vo(1+aT); la T

:
volumul mercurului este — (14 «T); se giiseste p=

d
_ (x—a)(T—1) - i PP"—p~
= D) = dipeT. 32.V ZP—P)— P —P

_PbP—VvVd , Vd—P ., __PP'—P"
7 T = i s =
33. Se va stabili mai intdi ci dacd se ia un punct in plan
suma algebrici a produselor distantelor acestni punct la la-
turile unui poligon, prin latura corespunzitoare, este cons-
tanti si egald cu indoitul suprafetei poligonului, se giseste
apoi: aw+bytoxt =2YS (VS £ V§). 84 Avem
ry—a
D

(G. M. 1IV).

l
= 2 p reprezentand perimetrul, deducem —i-* -{-% e

n . .
—}-?-:1 (1), apoi am-l-bl=4Rr=”—;})(‘---;SeVﬁl‘eZOlVa

in raport cu @, b, ¢ si substitui in (1), de unde se va gisi
12Zmn—202)
mt+l—m)(l+m—n) "

7 unde AC=2r, BC=2/",

4 R7; rezultatul finul este a=

Rrs

3. o=
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X, 1=12). ALGEBRA

X. 1. Insemnénd cu m valoarea fractiunei date, trebue
sk avem, ori care ar fi z, (a —ma')z+ (b —mb)=0, deci

a—ma' =0, b—mb =0, .'.i,=i,- 2.i,=i,=i,-

a b a b ¢

38 B_ =8 _ D 4 am3 =2 5 Dtmi+
a; a: an b

+n?+2Ilmn=1. 6. Sistemul este nedeterminat, prima
ecuatie este o consecinti a ultimelor doui. 7. Adunand
primele dou# ecuatii avem 9a— 2y —T7x2=31, care este
incompatibili cu cea din urmi ecuatie. 8. a=%b sau asZ—Db
solutiuni determinate, a=0 sistemul este incompatibil sau ne-
determinat dupid cum ¢7d sau ¢=d; a= — b sistemul este
incompatibil sau nedeterminat, dupi cum ¢5%d san ¢= —d.
9. Deducand din doui ecuatii valorile lui @ si » si substituind
in cea de a treia, se gisegte cii aceastii ecuatie va fi verificati,
oricare ar fi %, dacii avem factorul comun independent de z,

a*+ b2+ et—ab—a c—bc=%(a —b)? —]—-‘lz(b — c)’-l-;—(c — a)2¥ 0

v a=b=c. 10. Fie z, y, x timpurile ce ar trebui fiecirui

lucrdtor si termine lucrarea, dacd ar lucra singur, rezultd

e . \ 3 o [y R | D

cd in unitatea de timp fiecare ar produce — — o3 din
x

intreaga lucrarare; A si B luerind impreuni in unitatea de

1 1 y :
timp produe 7-{—?, lucrarea putidndu-se termina atunci

in timpul £ rezultd ci vom avea (]—+L)i=1 sau
¥ R A

kbl S L - Sgleity g Y

2 - v g 0, in modA analog s v - 3 =0,

_%.}—%_}-%_—_0 s 0fy—a—B—y=2 11, Ficand produsul

. ol o 1 '
celor trei relatii i observand ci x2+—2= a*—2, etc., avem:

2 2 2 Py 3+y
a®+ b2+ ¢ —abe=4. 12, Produsul lor di: =qb.

%l

a+1

Aplicand proprietitile rapoartelor egale, avem: xl=
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RASPUNSURI $I INDICATII (X, 13-20

y: ab—1

a:‘=ab+_]’ ete...
sub forma £+%=2a... §i proceddnd ca in exercitiul 11,

avem: a0+ —2abe=1. 14. Punem z+y-+2=s,
LS i b Cisvi)
scoatem z=uas:(@+1); deeci a+1+ b+1+c+1_l'

16 A e i 2tz i i AR

(x+y)(w+x)~(x+y)(x+z)=g' P B
1

_m+y=% si alte 2 relatii analoage. Adunindu-le avem

(G. M. XXXII, p. 396). 13. Se vor pune

%+%+%=o. (G. M. XXXII, pag. 396). 16. Ca la 14

punem az—+by—+extdi=s, si scoatem z=s: (a-+1)...

: a b 4 a -
prin adunare deducem : a+1+b+1+c+1+d+1 1.

2 ot & ai
17. Generalizarea chestiei precedente; rezultatul e Z ﬁ =1.
1

18. t=a. 19. Din egalititile date eliminand pe 7, deducem

{ . a—ba | (e—b)z ; :
mai inti: 1Fa -1 iFe =0, si analog altele prin

permutiri circulare, de unde se poate deduce prima egalitate
scizind douii din relatiile obtinute, iar a doua egalitate. din
adunarea acestor rela{ii. 20. Din egalitatile ab=a't'+a"b"=0
si ae +, a'd’+a"¢"=0, deducem 7o i iy a_ o
’

22 RN
b —eb
tatea lui Lagrange, avem :

V62 F 0" (2 + 2+ ¢™) — (beF b ¢ Fb"")2’
sau in baza relatiilor date, k= * 1, deci: a= + (b'¢” —¢'b"),
a=+(eb"—bc"), a" =+ (¢ —ecb); in mod  analog din
relatiile ab~a't’+a"b"=0 si be+b'¢'+b"c¢" =0, deducem
b=* (c'a"—ad'c"), b= % (ae” —ca"), b"=* (ac' —¢d); in
fine din acta’e’+a"c"=0 si be+b'c+b"¢"=0 deducem

=1, aplicAnd proprietiitile rapoartelor si identi-
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(X, 21—28). ALGEBRA

e=2x @b —bd"), ‘=% 0a"—ab"), "=+ (bd —ab).
Considerand primele din fiecare din relatiile gisite mai sus,
multiplicAndu-le respectiv cu @', &', ¢ si ficand suma, giisim
aa’ +bb'+cc’'=0; relatiile de randul al doilea multiplicate
respectiv cu a”, b”, ¢” ne dau aa”"+bb"+ce”"=0 ete. Din re-
latiile a=* ('c"— "), b=%(ca"—a'c"), e=+(a'b"— b'a")

a®+ b2+ 2= (a"Hb"*+¢?) (a2 -|— 6"+ ¢"2)... se deduce
a®+ 2+ c2=1 ete. 21. Ne folosim de relatiile precedente.
Avem a® a”? + 02 b2 — 2 =a® B2+ a2 b2 — a2 b2, si
a"4b"2— "= ¢"*—¢"2, deci (2”2 b"2—¢"?). (a2a2+
T+ 020 — ) = (4 2 — ") (a2 b2+ a2 0’2 — a"2 "),
Considerdm inca cele doui relatii analoage deduse din aceasta
prin permutarea literilor i indiciilor, adunind apoi parte cu
parte $i efectuind inmultirile ajungem la a2a’a”2+ 424" 25" 24
T+t e —d b a" bt —aba"b ¢ P=abhc+ o b2t
—I—a””b"2 "*—aca b —beb ¢’ a”% Termenii negativi se
reduc si ramine identitatea ceruti. 22. Trebuie si avem
a®+2be#0, B*+2ac¢=0, ¢*+2ab=0, care dau:
a=1 b=—2X ¢=—2X1, B=1 qau b=¢=0, a540.
(G.M.VII). 23. a'=—(a®—1):b,b'=—a, = —c(a+1):b.
24. Se vor determina z si y din ecuatiile ap"+ b=
=g (a pn—l + b qn-—l)_l_ Yy (a pn--2 + b qn—Z) $1 apn-{-l + h qn-i-l s
=z(ap"+bq")+ylap"+bs") . a=p+tq y=—pq
care verifici relatiile de forma precedentd ori care ar fi .
25. z=p+qtr, y=—(ag+pr+qgr, x=pqgr. 26. Se
va scrie prin analogie cu exemplele precedente ;=2 p;
xe=—2Zpipr, xs=2p; pepi..,an= Tpipe...pn si se va
verifica in urmi. 27. Dreapta care trece prin A, situat pe

O2' la distanta -—% de origind, si prin punctul B situat
pe Oy la distanta 3 de origini. Segmentul A B are abscisele
cuprinse intre ——g i 0; cea de a doua portiune este deter-
minatd prin intersectiunile cu drepte paralele cu Oz duse la

distantele 10 si 20. 28, Dreapta care taie axele coordo-
nate la distantele 1 si 1; distanta acestei drepte la origini
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RASPUNSURI SI INDIcATIr (% 28-34; X, 1-17).

1 b=
este §V2 29. Dreapta care taie pe Oz la distanta 2 de

origind si pe Oy la distanfa — 3. Segmentul de dreaptd
cuprins in interiorul cercului desecris din origini cu raza 2.
30. Dreptele se miscii paralel cu ele insele. 31. Punctul de
intersectie descrie dreapta 8a—5y=0. 82. Daci m>>1 trebue
@>0, iar daci m<<1, <<0. 33. y=0, 24+2V3.2—V5=0
si 2y—2Y38.2—YV3=0. B34. Patrulaterul e un dreptunghiu

. i 1
a ciirui arie este §a2,

Dy
XL L 24i—5 2 1gi—5 8.0 —o=l1—00 —4\’ b,
1 : . % '
4 T 9 de doui ori. 9. 0 si —3 ecuatia este de aseme-
'a+b . a—b

nea verificati cAnd z creste nemirginit. B. pie g ey

7 . a?p? @+ 2422 . 24202+
. at+b si 8. si
a+b a+b a+ec

at+btetVa?+b2te2—ab—ac—be

3 )
cantitatea de sub radical se poate pune sub forma unei sume
de trei patrate, deci ridicinile sunt totdeauna reale. 11. Ace-
leasi riidicini ca si la ecuatia precedents, in plus ridicina 0.
12, a+b. 13. Se face impirtirea in prima parte si se pune apoi
a—;b_ 14. Se vor
grapa primii doi termeni intre ei si ultimii doi, numéritorii sunt
2z-a-+b pe care punandu-l in factor obtinem ecuatia 2*+2(a

+bz+abtactbe—e>=0; ridicinile sunt: — %(a +0) si

—(a+v)tVa2+02+2Fab—ac—be. 15. Pentru y=1,2
raddcinile sunt 7,102 ¢i 1,280: iar pentru =16 ridai-

9. —a i —b 10,

(b+-2) in factor. Se giiseste ridicinile a, b si

cinele sunt 1,083, — 0,744 16. Ficutd rationali revine
3lp—
la exercitiul 10. 17. Se va rezolva in raport cu \/:T;
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(X, 18-29). ALGEBRA

e :7usete3w_z—'liﬂl§ apoi =-— care nu con
il \/a:—3 il 2

vine. Asemenea ridicAnd ambele pédrti la cub i tindnd
 seama de ecuatia dati, avem : (2z— 5)?=0. 18. Se

S e o N+z

m
va rezolva in raport cu \/ » se giseste V

Yo v

1—2z
1+Vs . (q+V"—2"

5 apoi x—-mﬁ
cinile —a, —b apoi ridicinile ecuatiei 2> (a-+b) 2+ a2+
+ab+12=0. (G. M. 1.). 20. Se va lua ca necunoscuti
w+q:x=y. Se giiseste y = p(a—ﬁ)ivz—ﬁgﬁpz—ka—l-ﬁ’

si w=l(yi\/y2—-4q). 21, Se va pune z(x—3a) =y,

2 —_—
__3azx V502 + 4Va2+A
T 2

(G. M. XVII). 22. Punand u= Vz(a—z)? st = \z?(a—ax)

avem u-t+v=qa, uv=z(a—z) .. u==z sau a —uz, ridici-

19. Ecuatia admite rida-

ecuatia in y este y>+2a2y—A=0"". 2

1 1
nele sunt 5 @ 23. Procedeu analog, riidicinele sunt: — a

2
si %a(l +V=3). G, M. XVII), 24. Procedeu analog, ridi-

cinile sunt: -%-a, %a(l +Y—3) si ; a(14+4). (G. M. XVII).

P 8
25. Se va pune Vm2+5=y, se ghseste y =0 si y=—3—,

solutia ¥ =0 nu convine, ea verifici ecuatia cAnd se ia cel

de al doilea radical cu -}+; solutia y=gdz‘i x = i%m

26. —8, +5 si —9: solutia =—9 nu convine, (G. M. IV).
27. Se va pune: Vw’+2:1:+8=y de unde y*-+y—20=0,
care di y;=—5, ys=4, apoi ,=2, xs=—4, w3=—1+V1_8,
x,=—1 —\/ﬁ Numai prima verificd ecuatia propusi.
o3, —1£V5,

5 29. Prima parte este divizibili cu (z—1)+
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RXSPUNSURI $I INDICATII (X, 30-38).

+ @2 2+8)=38z+2, care divide si partea a doua; dand
factor comun avem din parantezi o ecuatie de gradul al doilea.

Radicinile sunt: — %s 3 si -—%- 30. In ccuatia ficutd

2 2

rationald se va pune - y. Gisim: y*—2y—1=0.

deci: y=1+V2, iar x=-;—(y:tVy2 —4). 31. Avem iden-

titatea (¢4 f)t =t B¢+ 4 af (2 4-B)* — 222 B2, aplicAnd-o

in cazul de fati vom avea: a—ata—b+4 Vie—a)(z—0b) X

XVe—2 V(a—a:) (z—b) =¢; punind Va—z) (@z—b) =2 avem
2

23— 4Ve.xdc—at+b=0 ete. 32. Observim e %-]—

+4;8,_, =3 [g—%]z—ks Avem ridicinile: 6,—2 si Sim
33. Ecuatia poate fi scrisii: aa?(z—12+ba(z—1)+¢=0.
Dacii punem y==z (z--1), ecuatia devine ay®+by-+c¢=0
34. Punand 2*+10a*=y ecuatiunea devine:
(y+1)5a*+10a24+1)  (y—1) (5a*—10a2+1) i
lly+5) @*+10a*+5)  (y—5)(a*—10a2F5) " MHF
10a%(a* — 1)y*> — [5a® 4+ 126 a* + 5]y + 50 a2 (a* — 1) =0.
35. Ecuatia poate fi serisii subt forma: (2 —2az—84%) (2>~ 2az—
11a*+ Vac* +254°
2

—8a?)=c*, deci punind: 2*—2az=7,obtinew: y

: 13 a? 4 ¢+ 25 ot ]
iar r=a i'\/ = :tv - _; 24 36. Ecuatiunca poate

z+ac+2a "
—=———————— decipunem x+;'=y.

a5 +2c a;+ac+a+c

fi serisi:

37. Se va pune: w+;=y, ecuatia in y este z® -+

+ay+b—2d=0. 38. SimplificAind avem de re-
zolvat ecuatia reciprocd (1 — a) 2* + (1 + o) 2® +

+1—aa*+(1+a) 2+ (1 —a)=0, punind z+%=y,

e



(X, 39—48). ALGEBRA

ecuatia in y este (l—a) *+(14+a) y—1 —a)=0 ete.
39.- Acelas procedeu ca la precedenta, se va pune z*-1:
:@'=y etc. 40. Observiim cii ecuatiunea in raport cu
parametrul a este de gradul al doilea, deci daci realizantul
ei este pitrat perfect, ea se descompune intr’un produs de doi
factori rationali. Se giiseste: (22+42z—a)(22—2az4+1)=0.
(G. M. I). 41, Ordonﬁ,nd dupi puterile lui @, ecuatiunea poate
fi scrisd subt forma: (z—1)[za24(2*—2z—1)a—z(z41)(z 24

~+2+41)]=0, restul ca la 40. (G. M.T.). 42.Se poate scme(;) —
e e e s e ey

pARBAR g 2"r‘bg)
se va pune: — et A ab@ b’)y+4 =),
VE o SRR ) lorile 1 ot 28 be
Y1 TR el e iar valorile lui z su £ RN

ct(la;l-bb) g — cf:—]—b)' 43. Si punem a—a=y+z, t—b=

=y—z .’.y=%(a—b), 224 4129°224-2y* =¢*; apoi

r=—z -l—% (a+b).  44. Proceden analog; se giiseste ;

w=—;~(a+b)—|— %Vﬁ—((l_—b)% unde r =+ V__ﬁ(a;(b:_—l;;cﬂ.

45. Fie a—r=y+=x, 2—b=y—z, at+b=2m, a—b=2y=2n
(yt2)+(y—z)_
(y+2)*+y—=x)2
(m-l--n)‘—l—(m—n)4 4+6n’z’—l—~* mr+6mEni4-nt
(mFn)2F(m—n)s* % n’—]—- x2 m2 -+ n? '
sau (m+n?) 2*—(m*—b5n*)22—m n’(m2+5n’)=0 care di

A/ miond 5 4
e s iy = gy | LIS e
a=2m iz _m\/m’ Ft 46 1, ' $1 3+V5)

deducem ci ecuatia datd poate fi scrisi

47. Ecuatia este reciproci. 48. Se va pune ecuatiu-

2
[+14)
x
nea sub forma: =

el

ecuatiune reciproci.

S ST
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RASPUNSURI SI INDICATIT (K|, 49-50. XiI 1-8)

x ir-{—}'/a——Srm care r = Va2 —ab 49, Se va
at+r—VYa—3

observa cii daci p?—47r este un patrat perfect, el este pa-

tratul unui numir de aceiasi paritate cu p. 90. Punem §/w=y,
avem y -+ y*+343=7, saa trecAnd pe y in membrul IT i ri-
dicand la cub, y(y®+y2—21y-+147)=0. y=0 este o solutie.
Celelalte sunt date de al doilea factor, care se scrie y*+7y2—
—6y*—42y+21y+147=0, y(y+7)—6yy+7+21(y+
+7)=0, (y+7 2 —6y+21)=0. (G. M. XXXV. p. 72).

XII. 1. Rididcinile sunt intotdeauna reale; pentru
—oo]m<<—1, ambele ridicini sunt negative; pentru —1<C
<m<0, ridicini de semne contrarii, cea mai mare in valoare
absolutd, negativi; 0<<m <1, riididcini de semne contrarii,
cea mare in valoare absoluti pozitivi; m>>1, ambele ridai-
cini sunt pozitive. 2. @) e=—1 sau c=%; b) c=1; ¢) tre-
bue 02—(’+2 0 care in numere reale nu se poate satis-

face; d) c—— (@Y —4a—3a%, trebue aBa-t4) <0,

—9+=\o
0>a>—% e) c=j saun c=__1; f) c=_2_—;d—\l2' 3.

a) 25 5i9;0)1;0)15:d) 7. 4. a) 7 i —5; b) 1. 5. a)

-
m-l—liV?:zn 6mt1 m=8+2V2; o) 3—2V3 < m< 0

sau m>3-+2V3; @) m>8+-2V3<m<8. 6. « fiind radicina

mici, a doua ridicini este 3% seriind relatiile intre coeficienti gi

+
ridicini, gisim 05=_t%v iar m=—1; + E -1—# (G. M.
XXXVI, p. 197). 7. 5=0 sau b=2; b<0 sau b>2. 8. Ca ri-
21 72
dicinile si fie reale, trebue m <a 2ab ; semnele ridici-

nilor se pot schimba cind m trece prin valorile 0, @ si
+ b, nu vom avea insi de considerat de cAt valori mai mici

2 2 2z 2
a;;b; dacd a>0b, b<a+by1ra>a +b;dedu—

ca
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(X, 9—12). ALGEBRA

cem: m<—>b riiddcini de acelag semn pozitive, —b<<m<<0
radidcini de semne contrarii, cea mai mare in valoare absoluti
pozitivii; 0<m<b riddcini de semne contrarii, cea mai mare

a2_|_b2
2a

in valoare absoluti negativi, b<<m << ridicini de

acelag semn ambele negative; daci a<<b, a si b sunt ambii
a? + b2
2a
si (—b, 0) aceleasi concluzii ca mai sus, cind 0<m<<a
radicini de semne contrarii, cea mai mare in valoare absoluti

negativd, a<<m<b ridicini de semne contrarii cea mai mare
2 12

- w 2 pr e a

in valoare absoluti pozitiv, b<<m<< %2 ambele riadi-

cini pozitive. 9. 22— (p*—2¢)a+¢*=0; ga+par+1=0.
10. a) aa®>—ba-+e=0; b) ca®+bat-a=0; ¢) az?+(b—2am)a+
+am®—bm—+ec=0; d) az?+bke+kic=0. Pentru forma-
rea acestor ecuatiuni se pot utiliza relatiunile intre riidicini
§i coeficienti; sau incd se poate observa ci daci z reprezinti
una din valorile care verifici ecuatia dati si y valoarea co-
respunzitoare a ecuatiei ce voim si formim, se va scrie re-
lafia intre z §i y, care rezulti din enunt, §i in urmi se va
elimina z; astfel pentru prima parte a chestiunei avem
y=—ux, pentru cea de a doua y=1: z, in a treia y=z+m,
in a patra y=Lkz; in ecuatiile rezultate s’a scris apoi
peste tot  in loc de y. 11. gz®+p(g+1)z+(¢+1)*=0.
12, Fie 924+ py+ ¢=0 ecuatiunea ce tiebuie formati.
' —b-l— Vb2 —4ac (b— Yo2—4ac)
x —b Vb2—4ac 2ac
(m +a") (@' —2") (22 2"2) bt b(®2—2ac) V02— 4ac
(a'2")? a’c? ;
Natura ridicinilor depinde de p* — 4 g=0a?c2(b— Y b*— 4 ac dac)*+
+16a2¢2b(b2 —2ac) VB2 — 2ac=4a%c*{[ [b2—2ac—b Vb —dacl?+
+4b(02—2ac) Vo —4ac) = 402 2[2 —2ac +bVo:—4ac)?
Conditiunea necesari si suficientii pentruca ecuatiunea in
y sid aibd riiddcini reale (afari de cazul b=0) este ca

mai mieci ca deducem pentru intervalele (—oo,—Bb)

’
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RASPUNSURI SI INDICATII (X, 13—16).

ecuatiunea dati si aib# r#ddcini reale. Procedeu analog
cind luim o =—b—Vb*—4ac. (G. M. XLIL p. 542),

13. & si 2” fiind rdddcinile ecuatiei date, rid#cinile

ecuatiei pe care voim si o formim, vor fi gﬁ’—i_—l
: z + 2

22" 41 2z +1 +2m"+1 42 2"+5(' +2")+4

T T, avem 2 -9 a:'a:"+2(a;'—|—m”)+4_

8+5+4 17 22 +1 22”1 4a'2"+2(' +2")+1 _

“212+4 8 L2 2"+2 da"+20@+")t4

= b ecuatia coutatd va fi 8a2—17z-+11=0. Se poate inci

8 9
Hik . .o Zadt _2y—1
elimina « intre ecuatia datd si y= 212 ' = s
substituind in ecuatia dat, avem: 2y —1)>— (2y—1)2—y)+
+2(y—2)?=0 sau 8y>—17y +11=0; acelas rezultat ca
mai sus, cu deosebire e¢i necunoscuta este notatd cu y in loc
de a fi notati cu z. 14. Se vor utiliza relatiunile intre rida-
cini si coeficienti, sau inci se va elimina  intre ecuatia dati gi
z® —px—q _(g—1)y—gq
2+1 #*x 9 ___——pa: 1 kT = >3}
pe care introducdnd-o in ecuatia datd, gisim: [(1 — ¢)*—+p?]
2+ (2¢(1 —q) —p?ly+¢2=0. 15, X,+X,=(z, + 2})
(@i tas) =ap; XiXe=ua, (@, +a,)+2, 2 (2] +2)=
=z, 7, [(@i+a}) — 22, 25] + 2,2, [(a, + ) — 27, 2,]=
=p2b+ a®>q — 45q. Ecuatia ceruti este X:*—apX -
+ a?q+p?b—4bg=0. (G. M. XLII p. 276).

!

16. Eliminind pe z intre ecuatia dati si y= f%v obtinem:

(az"2—baz"+e) 2+ o'+ bz" —2a2 " —2¢) y+(ax?—

—ba’'+¢)=0; ca aceasti ecuatie si admiti aceleagi ridicini

ca si ecuatia datd, trebue ca coeficientii lor sd fie propor-

agetsbise b(z'+z")—2az’ 2" —2¢ o
a b

tionali, deci

_az’—ba't+e
e

~e ok 2 )& - ' ’ v ” waei. Y Iy ”

gi coeficienti si cd « i x verifici ecuatiile date, din

» tinAnd seama de relatiunile intre rddicini
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X, 17—22). ; ALGEBRA

relatiile de mai sus deducem: (a+¢) (dac+0b2)+20 =
si e(b®*—4ac) Bb>+4ac)=0, ecuatiile eare satisfac conditia
dati sunt: 2*—22—3=0, 22?2—2=0, 32*+ 22 —1=0,
x —2x+1-— (G. M. XVI). 17. Avem z'-+2"=—b:a,
«' "=¢c:a, ridicAnd prima relatie la patrat, la cub, la pu-
terea a 4-a, avem: z'?-+z"2-+-22'2"=10%: a2, (2'+2"7)2=
=g 3-t2"+3z' 2" @+ a")=—b: a3 ('Fa")t=2"4+}
+a"t 42" 2" (22 2"+ 6222"2; «*x 22+ 2"2=
b2 2ac g 3abc—b3 e __bt—dab*ct2a%c
a® at
Pentru caznl general fie Sp=z™-+ 2", avem identitatea:
m’m+x"m — (',E'm—-l + x”m-—l) (w’_l,__ w") x x” (z’m—2+ z m—2) sau
b

e 3
Sm=—— Sm—x-——a- Sm—2, care ne permite a ecalecula suma
a

puterilor de rangul m cind cunoastem suma puterilor de
rangul m—1 si m—2, s. ex, pentru m=>5, avem 'z =
b ¢ b(b*—4abe+2a%c?) e
=sa=——s4——ss=——( : i
a a a a a
3al:'c—b"')_—b"’-}-5ab‘°’c—5a%c2
a® i a®
dera in locul ecuatiei date, ecuatia caz®+baz-+a=0, ale
cirei radacini sunt egale cu inversele riidicinilor ecuatiei
date, si chestiunea se reduce la precedenta. 19. Ecuatia

4q— p2 4g—n?
cerutii este y%— qqp y+ qqp =(0. Daci p>—4¢<0,

raddcinele y si y” sunt imaginare. Daci p?=4q, ridicinile
sunt, ambele egale cu zero. Daci p*—4¢=0 si ¢>0 una
pozitivii si cea mai mare in valoare absoluti negativi, iar
daci si ¢<<O ambele sunt pozitive. Pentru ca si avem
¥ +py+a=y"*+py”"+q, trebue p>—4¢=0 sau g(p+4)=p?
in acest caz daci p << — 4, ambele ridicini sunt pozi-
tive; daci —4<p<<0, sunt imaginare; p >0, una pozitivi
gi cea mai mare in valoare absoluti negativi. Daci p=0,

=y"'=2 29_. Cantitatea de sub radical poate fi scrisi
@® b —e?—d?) f+4ad. (G. M. III). 21, Cantitatea

P\*y o(P®
de sub radical poate fi scrisi (a e E) +3 (I — q)- 22. Reali-

18. Se va consi-
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RASPUNSURI I INDICATII , 23--30).

a o ol 1

P . i ¢+1] ~ (at1) (eF2)
Plet1)et2ttate b+ daba (et D= i
[o2(b+-24)4 2ab(b+2a)+2b2+“(b+2a)2]=W1(“+2)

{[e(b+2a)F b2+ (b} 2 2)?*4 52}, (G. M. XLIL,
pag. 143). 23, Ib. (a® — b2+ cp —cq)2+ 44202 24. Ib.
P*—3¢+7¢—5=(g—1)[(g—12+4], daci prima ecuatie
are rdddcinele sale reale avem ¢<<1, deci cea de a doua va
avea ridicinele imaginare; reciproca este evidents. 25. Primul
membru se poate scrie (z+1—a2)24(z+1— b2)2+
+(z+1—¢22=0. 26. Dupi identitatea lui Lagrange can-
titatea de sub radical se poate pune sub forma unei sume de
3 patrate avand fiecare semnul —. In cazal general ecuatia
@ita3+..+ad) 2+ 2 (a0t aa b+ ... au ba) +@®2
+b3+...4b2)=0, are totdeauna ridicinele imaginare,

zantul este: b2-+4qa [

afari de camul cind L= ...=a—"; ne servim tot
bl b2 bn
de identitatea lui ‘Lagrange generalizati. 27. Realizantul
ecuafiunei este b*b'?—4aca’'c’ si se poate scrie dacit ac>0
subt forma: b2(b*—4ac)+4ac(b’*—4d'c’), care este mai
mare ca zero edici, 1> —4ac>0, b>—4a'c’ >0. Acelasi lucru
cind presupunem a’c’>0. 28. Inegalitatea dati, inmultiti
respectiv cu n si 4n” (presupunind » si »’ pozitivi), se poate
pune sub una din formele (m?—4n)(n—n")2> [2 m'n—m (n-4+n')]2
sau (m”-—4n’)(n’—n)2>[2mn’—m'(n+n’)]2- Daci n san n”
este negativ, ridicinile ecuatiei corespunziitoare sunt reale.
(G. M. IV).  29. Se va examina numai cazul cand si b'2—
—4a'c'<0; fie B®—4ac=—o02 b2 —4qa ¢=—a'? can-
titatea de sub radical se poate scrie (2ac'+24d’c—bb'+a o)

2 2 o ’g
(2ac'+2a'e—bb'—acaz’)=A7 tnsi 24 b ;;“ . 94 b .;-c-oc

#*d= 4—01—0—2 [(be—cbP4(ac"Fea 21 [(be"—cb’ )2 (2c'—ca’?).
30. Ecuatia datii se reduce la (a5 ¢) 2*+2(ab+actbe)
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(Xi, 31—40), ALGEBRA

xz-+3abe=0, cantitatea de sub radical se poate scrie:
% [a2(b —e)2 -+ b2(c—al+c2 (@ —1b)?]. 3l. Punind m=1bx,

n=apB, p=abi, m'=bx, y=ay, p’=abi si aplicAnd iden-
titatea lui Lagrange gisim: (6°—B?) (z—2)*4228 (y—P) (a—a)+
(a®—?) (y— PB)*=0. Rezolvand in raport cu (z—) cantitatea

de sub radical este: a2b?® ( +ﬁ —1)(y—ﬁ)2, deci pentru ca =

s# fie real trebue y=0 ete. (G.M.II). 32. Seriind relatiile dintre
coeficienti si ridicini, numai pentru riddcinile z'; se obtine
2 =P1—p2+p3;---+102n+1, (1"1)2=q1 93 95-.-92nt1,
g2 Qs 96 --+ Qan
@1G3-G2nt1 __ (Pn— pet..+ 1!727;-;-1)2
Q2 Gs..-q2n /
in numir par p;+ps+..Fpen—1=psFpat.. P20 g1 43920 —1=
=gsqsqon. 33, q[p*—(p+¢)?1=0. (G.M.IV). 34 A=—
rmi _(a40)(@+B) B
e 35. m= ab+oaB y a=0A, f=0B. (G.' M, IV).
36. Se vor forma ecuatiile ale ciror ridddcini sunt: 1+V3 si
22 = o~ 1 |
UGG AT G o iy L Sy $il——
0. 2712 27 2
\'32', si se va calcala apoi peantru aceste ecuatii suma pu-
terilor a 5% a 42 a 5% si a 7® a ridicinilor (17); rezul-

tatele sunt: 152; 2(a*+6420+02); —8; 1. 37. Cantititile

deci:

» iar cAnd ecuatiile sunt

21 -+ ‘17\57 si —;- — —;— 34 sunt riadicinile ecuatiei >—2+1=0,

sau multiplicAnd cu z-+1, sunt doud din riidicinile ecuatiei
23+ 1=0; pentru aceastd din urma ecuatie se giseste
usor: S;=8,=..=8ut1=0, S =8 =...=8n2=0,
S;=8;=...=8s=—23, conchidem ci Sm=1 cind m
nu e multipla de 8 si S,=—2 cAnd m este multiplu de 3.
38. a)a2—4x+1=0; b) 22—102+34=0; ¢) 42—
—122+11=0; d) 2*+1=0. 39. y*+y*—y>—1=0.
40, Fie 24, 2b riddcinile necomune, deci (z-b) ridicina
comuai. Eecuatiile cerute sunt 2®>—(3a-+b)z+ 2alatb)=

22—(+3b)x+2b@+b)=0 (G. M. XL. p 188).
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RASPUNSURI SI INDICATII (X, 41—47).

4l. a) Pentru ca eccuatiile az®+bate=0 si a 2>+
+b'@+c¢=0 si aibi o ridicind comundi, e necesar si
suficient si avem: (ae¢' —ca’)?— (ab’ ' —ba') (b e —
—¢b")=0, in cazul nostru relatia precedentd devine A3(131-4
+154) =0, care di pentru A doui valori distincte. b)
z si " reprezentind ridicinile primei ecuatii, @ si z a
celei de a doua, trebue si avem «'=lka,, &' =k intre
acestea si relatiile intre rddicini si coeficienti eliminind pe
. a', @, @2 i kb gisim A=0, 131224581 —25=0. Se
poate insd inlocui una din ecuatii cu alta, ale cirei ridicini sa
fie egale cu rddicinile acesteia, multiplicate cn un coeficient
k, exprimind ca noua ecuatie cu a doua au aceleasi ridicini
se obtin relatiile de mai sus. (G. M. IV). 42. Sunt doui
sisteme de ecuatii: 2°+22—8=0, #*—82-+15=0 si z*—
—38, 42—8=0, 2*+7,752+15=0. (G.M. VI). 43. Se no-
teazd 1, Z» raddcinile primei ecuatiuni; s, 23 rddicinile ecua-
tiunii a doua; @3, z; riddécinile ultimei ecuatiuni, apoi se tine
seama de re'latiunile 'dintre coeficieati -si ridicini gHsim
g — 1 p,,", al= ‘;—q ete. (8. E.G.M.II).  44. Relatia de
conditie este g (k—p)*+p(p*—q) (k —p)+(p*—)?=0;
cantitatea de sub radical este: (p*—q)?(p®—4q). 45. Re-
latia de conditie este k*-(m—n)pk+mnp®+q(m—n)t=
=0, cantitatea de sub radical este (m—n)*(p®—4q); ca-
zul de exceptie cind m=mn cind relatia de conditie este
de gradul intdi. 46. Fie ecuatia az®*-+bz-+c=0 spo-
rind toti coeficientii cu A obtinem ecuatia (a-+2)22+(b-+
+2)z+(e+2)=0, ea va avea ridicinile egale daci (b-1)2 —
—4(a+2)(e-+2)=0; aceastii ecuatie in A are totdeauna ri-
dicinile reale. Fie az®tbaxte=0 a'z+bat+e=0 cele
doui ecuatii, sporind toti coeficientii cu A obtinem (a—+2) 224
FO+Nz+c+M=0 si (@'+Nz>+ @' +Nz+(+2)=0,
daca ele au o singurd solutie comuni, aceasta trebue si fie
reald gi si verifice ecuatia (a—a)a+(b—b)z-+(c—¢)=0,
deci trebue si avem (b—b)*—4(a—a)(c—¢)>0. Conditia
aceasta e si suficientd. (G. M. VI). 47. Ecuatia in y este:

G+ pb+q9)y*—[2ab+platb)+2¢ly + a*+patqg=0,

St i




(Xll, 43-—52). ALGEBRA

ca ecuafia dati si aibi o rdddcind cuprinsi intre a i b,
trebue ' ca ecuatia transformati si aibi o ridicind nega-
tivii; conditia este: (a®*-+pa-t¢) (B*+pb+¢) <<0. 48. Dacit
cele doud ecuatii au o riddicini comuni, substituind ri-
dicinile unei ecuatii in primul membru al celeilalte, unul
din rezultate trebue si fie nul, de unde primele doui
relatii. Reciproca este evident adeviirati. Servindu-ne de
relatiile intre riddcini si coeficienti, din una din pri-
mele doui relatii se deduce cea de a treia; ultima este
identicd cu aceasta. 49. 2*+pa®+gzitpzrt+1=0 si
z*+p'a®+q'a®+p x+1=0, ecuatiile; dacd aceste ecuatiii au

) pefee 1 o !
comune ridicinele z; gi o ecuatiile in y, ce vom obtine
1

1 ; 1
punind y =2+ —, vor avea comun ridicina yi=x+—>»
x x

1
conditia este: [¢'—2—qg+2]*—(p'—p) [p(¢'—2)—p'(¢—2)]=0.
50. Trebue si avem (ac¢' —ca’)*—(ab' —ba')(be —eb) =0.
a" (b’ —cb)+b"(ca’ —ac)+¢"(ab' —ba') =0 si ab —ba'540.
Ca s aib# ambele riidicini comune trebue a:a’ :0"=b:b":b"
=c:¢':¢’. Bl. Din cele m —1 ecuatiuni de gradul al

Il-lea scoatem A/11=A;A;+2 din care se scoate —A°=—A1 =
A, A

B e An1 gtk i A lRET %

—As—-.... e e gl k =-41. Daci m

este impar avem k=-1, deci ecuatia devine Ao(z™-+
+a" 1+4....4+1)=0. In cazul cAnd m este impar avem:
;=+1. 92. Ecuatiunea fiind reciproci de grad impar, admite

=ik 1 ) [l
radicinile: —1, @y, s = PRt = Fie e x*+Bz+vy=0
1 3

ecuatiunea care admite ridicinile @, si 3. Ecuatiunea ce ad-
mite ridicinile s, wy este transformata celei precedente cAnd

g 1 : !
inlocuim pe z cu = deciva®+ Ba+ 2 =0. Trebuie ca pro-

dusul (@2®+Ba+7) (v2* + Bz + ) sii fie egal cu cﬁtu.l obtinut
impirtind polinomul ecuatiei date la (z-+1), deci cu aca*-+

+(ab+4be) 23 +-(a®+02+¢2) a*+(ab+be) z-tae. Avem 2y=ae,
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RASPUNSURI $I INDICATIT  (XIl, 83-54. Xill, 1--14).

Bla-H1)=b(atc), @HBrbyim ot t2+-¢b, deci B, e,
Y=c. Deci ecuatiunea dati se descompune in z--1=0,
az*+ba+e=0, ca®+bz+a=0. Ultimele doux au ridicinile
reale daci b*—4ac>0. Cand b*—4ac=0, ecuatiunea dati
are doui rdddcini duble (G. M. XLI, p. 445). 53. Avem

2 2
‘o= — %2- sau (@ 29)? — 2 2y o= — %- Conditia este
P®—ac=0 (8. E G. M. II). 54. Se folosesc relatiile

z,+x,+2p=—Z+Ti’ (x1+ll)(xa+!1)=2% Fan %—

L s b ~ e A : &
;-{- 2p=0, ;—u;-l—p”—m- Sistem din care aflim
pe A si . (S. E. G. M. II).

1+V21)( ., 1—Vo1
XII. 1. (z—2)(z2—3). 2.5(:— 5 (w.— i )

3. (@—1—1) (@—1+9). 4. (x—a) (+—24). b. (z—a—b) (z—a-+D).
6. (x—a—bi) (x—at-bi). T. [(a+20) z+a2—b2] [(a—2b) -+
+a*+2%. 8. (x—2)(z+2)(z—3) (z+3). 9. z*+a2t1=

=(x2+1)’—x’=(a:2+w+1)(m’—w+1)=(x+%+—;~i1/§) (x-l—%
~Lins) (x—%+%ﬂ/§] (e—2—1i¥8). 10, @—a—)

(e—a+b) (@+a—b)(@tatbv). 11. 2 —1=(22—1) (z44-2>+1),
factorii Jui 22—1 sunt z—1 si 41, iar ai lui z¢+a22+1

cei dela 9. 12, (:v—i)(:c-l-l)(z—i)(x-l-i) [z—%l@(l +z)]
[x—%VE(l—i)] [w-l— %V§(1+i)] [w—%VE(l—z')]- 13. (v—a—
—bi)(m——a-l—bz')(w+a——bi)(1;+a+bz')(w—b—ai)(a:~b—l—ai)

(z+b—ai)(@+b-4ai), in care a=\/£!;—l/§, b= \/2—_4—1@

14, 2?"—1=(a?" 1 —1) (a2 1}1), primul factor este de
aceiagi formd cu expresiunea dati, iar cel de al doilea se poate

serie (22" 21)2 —9g2n—2— (2272 — Vij_xzn—a +1) (2224
— VZ-xz"‘3+ 1); fiecare din acestia se poate descompune in
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(Xill, 15—20). ALGEBRA

factori de gradul 23 ete. aa®”+ ba" '+ ¢ se poate des-

compune in factori de forma 2" " —A, punind w=y’”—1ﬁ
acestia devin de forma y“"-1—1 si chesiunea se reduce
la precedenta. 15. Pentru ca cele doudi expresiuni si fie
patrate perfecte, trebue si e de ajuns ca realizantii s# fie nuli,
sau dup#i identitatea lvi Lagrange si avem ab'—ba' =0,

b
be—eb'=0, sau inci %=3=;, de unde si ac¢—ca'=0.
16. Conditiunile necesare si suficiente ca primele doud ex-

b

W = . a ¢ 3
presiuni si fie patrate sunt: ;':E:_Y" Realizantul ex-

presii folosind identitatea lui Lagramge se poate scrie

astfel: (@B — ba)2F(ay—c2)? (b7 —cf)*=0.(G. M. XXXIV,
p. 390). 17. Ridicinele sunt §(a+1i'_\/(1——a)(1+3a),

ca ele si fie reale trebue — %< a<<1. 18. Conditiunile
sunt: a’Fab=ab®+b*=ac’+be sau: (a—b)[a*+-(a+1)b]=0
si (b—c)[(a+1)b+ac] 0 care duc la patru sisteme si dau
solutiunile: 1) a=b=¢c; 2) a=b=0; 3) a=b=— (e41)

a?

i Rl o e 4 g
4) b=¢ i 5) e=a, b e Ridicinile se

giisese imediat. (G. M. IV). 19. Inecuatia poate fi scrisi:
(z— 2a) [z*—2az +1] >0, ridicinile fiind: =20, 3,5=
a iVﬂ, pentru ca inecuatia s# fie satisficutd. trebuie: daca
a>0, a—Vm<w<a2+Vﬂ+ sau 2>2a; daci a<<O0-
2a<a<a— VaP—1 sau z>a+ Va®—1. 20. Punind

: I : 7 () 3]
k—h=="» inecuatia devine: 2 2 k1) <0 avénd

22F2z+1>0 pentru toate valorile de x, urmeazi si gésim
1

pe z astfel ca: ®[(@—1)2*—2—1]<<0. Avéand .’L‘m_—"m

[1+ Vaa—38]. Daci 2<<0 =*x 42—8<<0, «—1<<0 ine-

cuatia nu e satisfidcutd. Daci 0<“<‘—i x*x 40—3<0, 2—1<0
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RASPUNSURI SI INDICATII (i, 21—125).

i ) . ’ ; 3
inecuatia este satisficutd oricare ar fi = real. Daci Z<“<l
#*x 40—3>0, a—1<<0 trebue si luim pe @ in afara in-

tervalului riadacinilor x< [1+V405 3] sau w> (“ D

[1—Y42—1]. Dack 1<a iy 4a—3>o, %—1>0 trebue

sd luim pe 2z cuprins in intervalul r#dicinilor 3(@—1)

N=Vie—3l<z<<=—— 1+V4a 3]. Daci =1 ine-

2(

3
cuatia este satisfdcutdi pentru x>—1. Dacid “=T
R B L
4( R 1)<0 sau 10( +4a:+4<0 san

——1—3; (@+2)2<<0 este satisficuti oricare ar fi a.
21. Trebue si avem: (a;-}—l)(mti)(w—ii) (x—5)>0 si
( R 1+V153)( +1)( 1tv153)(x—3)>0, aranjand

ridicinile pe o axii se vede ci inecuatia dubld este satisfi-

cutd pentru: a:<——1—+—4~1—5ﬁ, sau 2<z<:—lt—vlﬁé sau

pentru: x>5. (G. M.). 22. Inecuatia poate fi scrisd
(@*—2)(2*—5)>0 sau (z+V5)(2+V2)@—V2)(z—V5)>0
si studiinq semnul produsulni eidnd z variazi dela —oc la
00 giisim ci inecuatia este satisficutd pentru: z<<— \/—5, sau
—Ve<a<+V2 sau a> +V3 23. Trebue si avem 2<<—5
san —1<2<0 sau 1<2<<2 24 —V12<2<—V5 sau
0<z<V5 sau 3<w<<V12 sau z>5. 25. Se poate scrie
Vot F 220 — (902 —2?) a*+2z* —(9a% —2?)?
<0 san e i x

8a—z . Ba—a)[Va*F22* (902 — 22)]
<0, insé\/a‘+4m*+9a2— 2>(), deci trebue si avem (3¢ —
—a)(@*+18a2 2> —80a*)<<0 +*+ a) daci a>0 trebue

o



X, 26-34), ALGEBRA

—aY—9+ V161 <z<aV—94-V161 sau 2> 3a: b) dack a<<0

trebue 3a<x<aV——9+V1_61 sau x>—a\/—9+\/1_61-
*—8z4+2 (z—1)(z+2)
e’ —82—2 (z+1)@—2)
¥ g —2sauz>2. 28. Seobservici 22 —6a2 —6r—8=

=2(2—4)(2®+2+1). Inegalitatea devine 2(x—4)>§3—+(z:_—{—_21#
sau 2(1:—4)(a:+1)’>:c’-|—a:2—22a;—4;x'—5w2+8m—4>0,
@—1)(@—22>0, deci z>1. (G. M. XXXV p. 192). 29. z
trebue si rdmini cuprins intr’unul din intervalele: (— oo, —6);
(—as, —4); (—a1, —2); (0, 1); (21, 3) sau (zs, 5) in care
= ﬂ‘_‘;gﬁ s x,=v“29+2"27-'9. 80. 0<a<2 31, Se
va observa ci numitorul este totdeauna pozitiv, inegalitatea
datii revine la (a—7)2?—2(a—1)z—1<0, ca aceasta si fie
verificatd ori care ar fi z, trebue ca coeficientul primului ter-
men =i fie negativ i ridicinele trinomului si fie imaginare
sau confundate: a—7<0,(a—1)*4(a—7)<CO +*—2<0<{3.
32. Observand ci 22+ 2+1>0 trebue si avem: 422 —(h—3)
x+4>0 si 22+ (h+3)a+2>0 care pentru a fi indepli-
nite pentru z oarecare trebue si avem: (h—38)*—64<0
(A48 —16<0 sau inci: (h45)(k—11)<0 si (h—1)
(h+1)<0 deci —1<h<+1. 33. Pentru m cuprins intre
3 si 8 trinomul are ridicinele sale imaginare. (G. M. VI).
34. Insemnim cu P(z) polinomul primei inegalititi si cu 2
2" riddcinile lui, in cazul cind #', #” sunt reali presupunem

26. Ori care ar fiz. 27, Avem:

’ " 2 MR ) ’
x >z". Daci 1<§ raddcinile @, 2" sunt reale. Pentru

A A
A<<—2 avand H"—2>0 si %> 0, 2

. "
§1. & sunt

ambele pozitive, deci 2”>24, jar A4+2<<0 +* 2"<2<2';
A W=ty

pentru —2<<A<<0 avand m<0, si %—)<0’ avem

£>0, 2"<0 (2">2a); dar P(@N)=2A(42*F-42+}9)=

=A[22A4+1248]<<0, deci z"<<2A Insi A42>0 «*«

— 136 —




RASPUNSURI §1 INDICATII (X, 35-38).

zZa”, x>2'; pentrn A=—9 inecuatiile devin: 8x—220,

+420 5*4 a:g-l-%; pentru A= inegalititile devin :

22 (2+2)20 si 220 +*« >0; pentru 0<l<§, avénd

A 2(A —2 2"
l+2>0 §+2 )<0 z, sunt ambele negative, deci

a"<2'<2X, jar A4-2>0 +*, 2<a” sau z2>2A; pentru
2 1

1—3, avem g'=z" =—g *"x zzg, pentru l>—, avem

@, 2" imaginari, iar AF2>0 . 2>2A, 35, Daci inlocmm

pe = prin zero, avem, insemnand polinomul ecuatiunii cu f (z),

rezultatul f(o)= ﬁ_}_—m [a(e+1)+b(2+2)]. Deaseme-

a+1)_ a(a41)+5(242) 41
nea f(a—_l_—z)—a @F1)(@t2) . Avem f(O)'f(az-I—Q) o,

: ] . . a+1 : )
deci una din valorile 0 si aFso este cuprinsa intre ridicini,

*

sau o radicind este cuprinsi intre 0 sl 12 <TG M
XLIL. p. 143). 36. Mai intal trebue —a?—a+6>0

**x —3<a<2; daci x>—§ inegalitatea e satisfi-

cutb’, pentru toate valorile lui & cuprins in intervalul

(——, 2); daca x<——2—, trebue si avem: 4(2a+1)2< 9(a2—

—x46) x*x —2< @ <—%; in definitiv trebue —2<z<2.

37. m<0, ridicini reale de semne contrare, cea mai
mare in valoare absoluti pozitivi; 0<m <3, - ridicini
imaginare; m > 3, ridicini reale, ambele negative ; m =0,

m=3 rdddcini egale. 388, — o< m< 6—32\/3, radd-

f:ini imaginare ; 6—-—32V§< m< 2, ridicini reale, ambele
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(XIhl, 38—42). ALGEBRA

pozitive; 2 < m <3, rddicini reale de semne con-

tare; 3 <m<6+2v 2 T 219 r¥ddcini reale, ambele negative ;
6+ fv , ridicini imaginare. 39. Cantitatea b*—ac=
15
=4(m+3) (m—2) (m—D5); se giseste: m < — R
ridicini imaginare ; — o < m <0, riddcini reale de
semne contrare; 0<<m <<2, ridicini reale, ambele pozi-
1
tive; m >>2, ridicini imaginare. (G. M. V). 40. m<—-?
4 ridicini reale; — % < m <0, 4 riddcini imaginare;

0<m<1, 2 riddcini reale si 2 imaginare; m >1,
4 radicini reale 41, »<<0 2 rﬁdécini reale 2 imaginare ;

0<m< —1 4 ridicini reale; m> 3 2 rddicini reale si

9 imaginare. 42. Fie p= 2m(m—a) —b, g=m?2[(m—a)*—0b]
R=p>*—4qg=0b(4am-+b). Natura ridicinilor depinde de
semnele cantitiitilor p, ¢, R; ele igi schimbi semnul pentru
b a—Va2+2b atVa®+2b Vi
da 2 ’ 9 e
a—l—‘ﬁ;_. Cand m riméane cuprins intr'un interval, in care
p, ¢, R nu se anuleazi, natura ridicinilor nu se schimbi.
Este nevoe a aranja numerele din sirul (1) in ordinea mi-
rimei lor crescinde. Se giiseste: a) daci b<<4a? avem:

By —_a+tVai 5
&_Vzﬂ<_fa<a_vb<‘1ﬂ%—‘ﬁ <a+Vb; b) daci

V +2b a+Va”—|—2b

2
<a-+YVb In primul caz se deduc rezultatele urmitoare :

m egal cu: (

b>4a? avem: —74%<a—V3<
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RXSPUNSURI SI INDICATII (X, 43—47)-

N 2
R>0, p<0,¢>>0, 4 ridicini reale: a— Vb <m < ”—'"V—“zﬂ

R>0, p<0, ¢<<O0, 2 riidécini reale si 2 imaginare;
2 £
ﬁv‘;-l-—%<m<a+v_l;, R>0, p>>0, ¢<0, ib; m>a~+Vb
R>0, p>0, ¢>0, 4 rddicini imaginare. In al doilea caz
s b by ity ah &y =il AP
giisim: m<—4a’ 4 riadicini imaginare; 4a<m<a Va

ib; a—ﬁ<m<a+ ﬁ, 2 riddcini reale si 2 imaginare;
m>a+v_b, 4 ridicini imaginare. Cind m =0 ecuatia are

2 riddcini nule si celelalte dou# reale si de semne contrare.

43. m<<—a, avem pentrn z* douii valori reale, pozitive,
deci pentru a 4 valori reale si 4 imaginare; —a<<m <0,
8 ridicini imaginare; m >0, 2 ri#dicini reale si 6 imaginare.
44, Notand f(2z) membrul I, trebue si avem £ (1)<<0,

£(2)<0, gisim: %(5—\’3)<m< 9. 45, Fie f(z) primul

membru al ecuatiei date, conditiile sunt: a) (m*—1) f10),

5)>0, %ﬁ<l si conditia de realitate a ridicinilor, se

giseste: - %< m < —1 sau m>2+Y3: b) trebue si avem

(m®—1) F(1) <0, se giseste: —1<m<1— V2 sau
1<m<<i+YVz2 46, Conditiunea de realitate (m*—-5)*—16
m+2)=m?— 1P —8(m*—1) —16 (m + 1) = (m + 1)
[(m—1)*—8]=> 0, deci trebue m>1+2V2 sau m<<1—2V2; si
formim 7(—1) si 7(4-1), avem f(—1)=(m -+ 2)%, deci —1
este in totdeauna exterior ridicinilor, f(41)=—m>}+4m-|14,
deci trebue 2—3V§<m<2—|—3V§; in fine trebue ca -+1 si
fie mai mare decAt semisuma ridicinilor: — V7 <m<+V7.
Tinind seama de toate conditiile precedente giisim 2—3V2<

<m<1—2V2. 47. Punind fly)=y*—2my+4m—2,
observiim ¢ f(42)=-42>>0, adici +2 este totdeauna in afara

intervalului ridicinilor ' >y”, iar f(—2)=8 (m -{-%) Pu-
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(Xul, 48—50). ALGEBRA

nind S=y'+y" si P=y'y" si observand cii ridicinile ecua-
tiunii 7(y)=0 sunt reale daci m <2 — V2 sau m>2 4 V2

avem urmitoarele rezultate: m<—-‘1i, f(—2)<<0, P<<0 x*x
y"<—2<y'<2, deci ecuatia in z are doud riidicini reale si2
ridieini imaginare; —%<m %0 %, f(—=2>0, P<<0 >0 +*«
—2<y"<y'<+2, deci ecuatia in @ are 4 ridicini imag.;

%<m<mdiﬂ—m>aP>os>ayty=w<2—

—-V§ <12 4% —2 <y'<y'<+2 deci ecuatia in z are patru
ridicini imaginare; 2—\@(?72 <24V2 ¥ o, 9" imaginare,

.....

deci 4 ridicini imaginare ale ec. in z; m>2+\/§, P>0, S>0,
%>2+ V252 o+ ¥ >y">=+2, deci ecuatia in  are patru

ridicini reale. m= —% y=—2 % y'=-+ -Z( 2,deci ecua-

fia in 2 are doui ridicini reale egale si 2 imaginare;
m=2—Y2 y'=y"=2--Y2<42 deci ecuatia in x are riid#cini
imaginare duble, polinomul este patrat perfect, m=2+V§
we y'=y"=24V2 deci ecuatia in x are dou# ridicini reale
duble. 48. Se va rezolva in raport cu ¥ si se va exprima
cd cantitatea de sub radical este un patrat perfect; conditia
este: ae®ted®tfb*=bde+4acf. 49. Fie 2 si 2 riadicinile
primei ecuatii ¢ <z, #; ridicina celei de a doua, si for-
miam cantititile E=(2a2'—8m) (22" —8m)=9m®— 12m —12
si =022 —38m)+ (22" —8m)=4— 6m, dispozitia ridi-
cinilor celor doud ecuatii depinde de semnele lui E si F;

gisim: m<—2, BE>0, >0, <o <d; m=r2,

E=QF>Qm=d<£;—§<m<zE<Qd<m<J;

m=2, E=0, 2<m=2"; m>2, E>0, F<0, £<z"<z.
90. Fie 2'Za" ridicinile primei ecuatii, & L s a celei de
a doua; cantitifile E si F sunt E = (" —2ma — m)
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RASPUNSURI SI INDICATII (X, §1--53).

(w"—2ma:"—m) —9m*+7m+16, F=(22—2ma'—m)+
+ (@ —2ma"—m)=17—8m; se giseste: m<<—1, E<O0,
2 <e<z:<la': m=—1, E——O n=r=n<z'; —1<m<0,

9, E>0, F>0 si cum riadici-

nile 2; gi 23 sunt in acest interval de semne contrare rezulti

¥y §i @2 imaginari; 0<m<

<o <a<lz's m—%’ r<ao<m=a"; m> —, E<0,
e<a<a'<wms. 51, Fie ' ZL2” ridicinile celel dintéi,

x1 £ xp vidicinile celei de a doua; se giiseste: m<%(3— V13),
r<a<z'<awy; m= % B—V13), d=m<a"< a;
%(3—Vﬁ) <m<l, m<a<z <o m=1, ;<o =z"<x;
1 <m< B4+V13), m<a<a <z m= %(3+ V13),

Hn<T<T =a; Z(3+V1—3)<m, n<lr<es<a. (G.M.IV).

92. Cantitatea 4p-+4¢-+1 fiind negativii si o insemnim cu
1
i, 27 DU R AR el P SO T D A 24,9 2
a%.up q 4 4a,q p 1 4a g=p*+
L1 2=( \ 1)2 (2)2 2 _( l) (9_)2 :
Frtytye=lpt3) H3) >0 @ —r={et3) H35 >0;
E=4(p'+¢)—4 p+dpe+prP+¢—2pg=p—9q?
(4p+4g-+1) <0, deci una din ridicinile unui trinom este
cuprinsi intre, riidicinile celuilalt trinom. 93. Fie o' £z
ridicinile primei ecuatii, #4 <2 a celei de a douna, si for-
mim cantititile: E=(a'a?+b'2+¢) (@22 +b'2"+ )=
'— r 2_ '_ r '_ r
=(ac ca’) (01;2 ba) (be cb); F=(da? bz +)+
o ror r s b'—2 "e—¢|
NIRRT +c)=b(ba n )a2 ala'e ca) s B
'_ r —2 e
+bard-o)F-(azd byt o)=L @5 ba)a,, . (ac sk

B =R, 5=—%——(—%); se gaseste: E >0, F >0,

== A —



(Xin, 54. X\, 1-14). - ALGEBRA

3<0, d<a <m<ze; ES0, F>0,3>0, m<m<a<a’;
E>0, F<0, F>0, 2 <m<m<z’; E<0, 28>0, o: <
ca<a; E<0,8<0, o<z <o <z (A se vedea si G.
M. IV si V. Compararea rdddcinilor mai multor ecuaiir de
gradul al doilea). %. 2*—6z+10=(x—8-1)(x—3—1),
trebue x=38-Fai, in care «>1.(G. M. VII).

XIV. 1. & si y sunt ridicinile ecuatiei 2*—1002-+2400=0
. 2=60, y=40 sau invers. 2. z=y=2. 3. Multi-
plicind a doua ecuatie cu 2, adunind si sciizind-o din din cea
dintai, avem (z-+9)?=121, (z—y)*=9 de unde 2=7, y=4,
sau invers §i @ =—17, y=—4 sau invers. 4. 2’ —y° se
divide prin z—y, se giseste z=2, y=0 sau =0, y=—2
5. Aceasi observatie ca mai sus se giseste =4. y =1. sau
invers. 6. 2a=+3V2, y=+V2. 7. Fie 2+y=u, ridicond
la cub 2+ 92+ 32y(z+ y)=u*=2385-+3830=125.".
u=05, xy=6.". =2, y=3 sau invers. 8. Cea de a

3
doua ecuatie se poate scrie w—l—y—zwy ridicAnd la cub

3 27 27 9
w3+y3+3wy-zxy—64w Y. 64(7?/)3—1 (zy)*—9 (zy)=0
b (ol =8 (R 2B (el

3
(x+y):= 6 (z+y)s=—2; se gisesc apoi solutiile: 0, 0;

4, 2; 1+\/ 9. Se va elimina mai intdi y? se giseste

(1) zy=380—222. Inlocuind pe 2y in una din ecuatiile date,
avem (2) y?—42*+20=0. Rezolvind sistemul (1), (2) se
giseste: =13, y=1 4 10. Ridicim a doua ecuatie la
la patrat i o scidem pe prima, ete. ; se giiseste x, y=b'_+:VaT—_-b_2-
3. 3

h_SbL 12. Produsul
xy este dat de ecuatia: 2(zy)*—40*(zy)+b*—a*=0 obti-
nutd ridicAnd ecuatia a doua la puterea 4. 13. xy este dat
de ecuatia: 5b(xy)*—5b%(xy)+b°—a*=0. 14. Se impart
ecuatiile apoi se extrage « din 62°—11zy-+3y%=0, 2=0, y=0;

11, Se giiseste pentru produsul zy=

— 49—




RXSPUNSURI SI INDICATII (K, 16—22).

x=38, ‘y=2;" =0, y=15. 15. 8,1; —8, =—1;2, %
S8 1 ; 1 .
2, — 3 264 5 6= — 5 G+i), — 56—

{G. M. VII). 16. Se aduni, apoi se scad ecuatiile,
=35, y=05 sau invers. 17. Multiplicaind prima cu
4 si adunind cu cea de a doua, obtinem: 9y*—bdzy+
+81a?=9(y—8x)?*=0; se giseste apoi: =0, y=0;
x=15, y=45. 18. Prima ecuatie se poate scrie
zyle+y—38)=38(y+4x—=xy), combinind cu cea de a
doua avem azy= * 6; apoi m=i\’§, V34 y= 2% 2\/3,
+2V3i. 19, z=y=1; g=%i, y==+i; z= 134

y=Fi, x=l(—1 +47V3), =l(—1:¢ V3). (G.M.II1).
20. 2=\ (@a—1)(b—1)%, y= V(@a—1)*(b—1). 21. Ecuatiunile

sistemului se mai pot scrie sub forma (z2—y? (2*-Fy*)=>51,
2,2
z*y*(x*+y*)=272, care prin impirtire ne dau T_:r‘y?{ =ISE
Notim 22— y?=X, a?y?>="Y, sistemul devine Y*(X>+2Y)=
=272, 16X =3Y2 Inlocuind in prima ecuatie pe X scos din
a doua, gisim 9Y*4512Y?—69632=0 ecuatia trinomi care
1088

se desface in Y’=064 si Yi=— o de unde Y=a¢,

Y=—4¢ %7, e—l,—(—lfr_ Y —3) si X=3¢e? X =¢? 239
Revenind la cunoseutele initiale, giisim in total 48 solutii. (G.
M. XI. p. 133). 22. Sistemul se transformi in sistemul echiva-
lent 2°+9*=518, (2*+9%*=9% 2 avand semnificatia lui 3
din problema precedenti, sistemul se descompune in 3 sisteme
2+ y*=>513, «*+y*=9: 2°+y*=518, 2*+yt=

294 y?=513, x*+y*=9092 sisteme ce se rezolvi usor punind
2*=X, z’=Y. Obtinem solutille m=1, yH=2; m=a,

Yo =20; ;=02 y;=20%; 2,=2, y,=1; x;=22, y;=0;

AP A R e
2e=20% yo=0%; ;m;=\0a, y;=2Va; zy=a\ o, yy=2a\x;,
3 37~ 31T Bl 3

SIAlg ) o = = —
Xy =% \/;, y9—2“2\/“; x10—2\/“, 110'—\/“; -’L‘u—'2“\/a,

— 14 sk



(XW, 23—-25). ALGEBRA

’."/u'="°‘3 %; Ty=20a2 ?{/;, s =02 :3/“; L1y = %’ y13=2§/ a;
Zu=“?\)/;, Y= 2“?\’/“2; Ty = “23 o2, Yy =2 “Zw;
Tye= 2%o Y1 =3</ 0% gy = 2“?/ 0 Yy = “3 ?; 1‘18=2“’%,
Yrg =02 ?/;;. (G- M. XXXIX, p. 472). 23. Prima parte
a primei ecuatii se scrie Tay[z°+9y°+ 8ay(a®+ 4%+
T52¢ @+ o)l =Tayla+9) [z*+ 225y + 322 o2 +
12294y l="Tay(@+y) [+ )+ 22y + 2292+
T y)l="zy(@+y) (@ +2y+y??. Puntnd z+y=uzy=0,
sistemul devine %? — v = 19, uwv (u® — »)?=10.830. Notand
u? —v=1, uv=12, sistemul devine /=19, #22=10.830. Deci
t=19, 2=30. Revenind la necunoscutele initiale, obtinem ur-
miitoarele trei sisteme zt+y=—2, zy=—15; a-+y=—3,
zy=—10; z+y=>5, zy==6. (G. M. XXXVIIL p. 71).
24. Prima ecuatie se descompune in 2—y—1=0, z*+zy+y*=0.
Considernd sistemul @—y==1, 2®—y°=211 i impirtind
ultima ecuatie prin prima, avem a*+4-a®y+a?y? -ty +y*=211.
Dar z=y+1, &??=y*+2y41, s*=y3+3y2+3y+1,
zt=y*+4y3+6y2+4y+1. Si ecuatia ultimi se reduce la
y*+2¢°+24°+y—42=0 sau (y—2)(y+8)(y*+y+7)=0.

il i ) E,
Deci y1=2r x1=3; ?/2='—3, x2=_“2; Ys3ys = £ 2?/\/
+4V27
Xsys = 4 —;V27- ConsiderAnd sistemul 2® 4 zy -+ y? =0,

®—y°=211, rezolvind prima ecunatie in @, avem =y

(—-1+z’\/§) B (—1—ﬂ

'3
B) TRy Y 5 ) =a%y. Observind ci

grelits

@’ =02 avem y°’=

ety ete. (G. M. XLI, p. 198).

25, 1°. h=%0, ecuatia a doua se scrie 22 +2y*=p —2zy, si ridi-

cand la patrat, 2*-+4y*=0>—4bzy, folosind prima ecuatie,

b*—a

4

aceasta devine a=0?—4zy, zy=

« Introducénd in a

t+a

doua ecuatie aceasti valoare,z?+42y*= Y

-. Obtinem solutiile
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RXSPUNSURI $1 INDICATII (X, 26—30).

oy 1\ aVRp V2 o 1 Vl —V2) b”+ (14Y2)a
=T
2 20

1Y/ +V2)p+(1—V2)a_1}/(1 —V2) b2+ 1+V§)a
i_v b +Zv b

29, b==0. Trebue s& avem a=0, din z*+4y*=(a>+22y-+2y?)
2

(@*—22y+2¢?). In acest caz =0, y=0, sau (g) +2(§)—|—

+2=0, deci z=(—1+1)y. (G. M. XLL p. 201). 26. z i y

sunt ridicinele ecuatiilor 22 F 2ax-+9—3a?=0; si considerim

d. ex. ecuatia 2>—2ax-+9—8a*>=0, deducem: a < — V§, x

si 9 reali de semne contrare; —V§<a<—%, @ i y reali,
ambii negativi; — %<a<g, x siy imaginari;% dan<s V§,

x si y reali, ambii pozitivi; e>V3,  si y reali de semne
contrare. Dacd se ia semnul -+ inaintea lui 2az, aceasta
revine a schimba semnul lui a; discutie analoagd. (G. M. V).
27. Se va calcula mai intdi suma si produsul celor doui
necunoscute scriindu-se ecuatiile astfel (z=4y)*-+(z-+y)—

Cpytm=0 g ETW—20y_atytem
% z+y —~1

in a doua o proprietate a proportiilor. (G. M. III). 28. Sco-

tdnd pe z i y in functiune de zy obtinem prin inmultire

ab+1+V(@—1)(t*—1)
at+b

29. Rezolvand prima in raport

» aplicAndu-se

o ecuatiune in zy. Avem: z=

_ab—11V(@>=1)(*—1)

s e y
cu ¥, ¢ este dat de ecuatiile: (8a-+2b)a*+ala+08)z+a*b=0
sau (8b+2a)a®+bla+b)z+ab?=0.(G.M.V). 30. Adunind si
scizand avem: #*+02=Y2(az+by), y2+a2=V§ (xy —ab),
multiplicAnd (22-+1?) (24 a?) =2(az+ by) (xy—ab), insi
(@*+8?) (y*+a)=(az+by)*+(zy—ab)®. .az+by=ay—ab

x
**y—a

b : :
e si 2> Fb*>=1y>+a® se giseste: a=bi,y=—ai:
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(XIv, 31—38). ALGEBRA

z=—bi, y=-as; z=aV2+b, y=a+ pV2. 31. Efectuiim

1
calculele §i impartim respectiv cu xy si «® y% Punind x4 T

si y+—1—=1r, avem u~ov=18, u2+?=212.".u=4, v=14,
Y

apoi =2 =% V—é, y=7= 4\/5 sau invers. 82. Prima ecuna-
tiune se poate serie sub forma: 2° 4+ zy+y:—

o VI e SV

. Se vor lua ca necu-

2 —xy+y? a’*—ab+b*
ot by | ab(a2+ab+b2).
noscute z*~ty*=wu, xy=v, se giseste: u=— a®—ab+b?
(a2+ 02 (a®>+ab-+b?) ’ % N g i
i = b = ab.
» T si u=a + y U

33. x=4, y=3, 2=2 si a=1-+il11, y=1—iVﬁ, x=.

Admite si sistemele =3, y=4, 2=2 si 2=7, 2=1—

i V11 y+14iV11. 84. Se va addoga in ambii membrii 1,

prima ecuatie devine (y+1)(x+1)=1+a..., se giseste:
Vet @+1)(+1)

= —1 ete. 3D, Se gdseste mai intéi

a+1

. o Eole ) 10 o, e o &
prin scideri si impartiri cd y=

+
2

—1, 42; 2V3, V3, 0; —2V3, —V3, 0. (G. M. XV)

36. RidicAnd ultima la patrat, avem a:y+xx+yx=0; apoi ri-
dicAndu-o la cub, gisim 3 (z+y+x) (xy+xx+yx)+62yx=0,
deci zyzx=0, presupunand z=0, se giseste apoi zy =0,
"y (sau 2)=0, apoi @ (sau y)=1. 37. Se foloseste identitatea
(+y+2)'=a*+y*+25+3(a+y) (y+2) (x4-2), se deduce zyx=0, ete.
38. Fie p, g, r coeficientii Ini 22 « si termenul liber,
ca ecuatia datdi si admitd rdddcinile —1, 0 si -1, trebue si
avem: —1+p—qg+r=0, r=0, 1+p+q+r=0 .. p=0,
r=0, g=—1, adici a+b+e=0, a*+b*+c*—a2b—a*c—
—Ra—be—ca—cb=0, a®+b+c>—2ab—2ac—2bc=1;

, ete. Avem: 4, 1, —2; —4,

se giseste Eab=—-‘—11 si 6abe=0, deci: a=0. b=—‘1£,

— 148




RASPUNSURI SI INDICATII (KIV, 39—47)

c=———;- (G. M. III). 39. Se vor elimina mai intdi z siy
adunind primele dou# si folosind pe a treia: ecuatia in x are
radidcinile 6 si —g etc. 40, z=4, y=38, u=2, v=1, san

7,0,1, 2. 4l. Se vor lua ca mecunoscute produsele zy si
uv, se giseste zy=uv=480, apoi =40, y=12 sau invers
si ©=30, »=16 sau invers. 42. Prin scideri i impiirtiri
se giseste: 2=bu —10; y=4u—3; =28 —10u apoi:
5u —16u+12=0, deci: 2=3, y=5, =0, u=2 sau 11;
1,8; —4;1,2. 43. Adunind avem: Ea:’(y—")—--—(a:—_/)
(_/ x) (x—:z:)—a-l—b—l—c inmultind avem: 29212 (z—y)
R )
a_—{-b-l-c—r’ sistemul
poate fi seris atunei ﬁ_{_ﬁ —£=0, §+r—£=0, %-}-———:0;

-
£

(y—z) x—a)=abe .". zyz=+

r~+b r—e r(r?—a2)
* * y=_

= am, = r+am se gaseste apoi == \/(r+b N etc.
44. Din primele doui deducem z=(a+7r)z, y= (a—r)x,

r=Yb— a®, apoi substituind in cea de a treia ecuatie
e

=n =

Vla+r)"+(a—rr+1
ecuatiile date in raport ecu 2 si y si substituind in
cea de a treia, ecuatia in z se descompune in factorii:

2>42+1=0 si (a—b+c)22—(a+b— 3c)x—a+b+e=0.
46. Fie u=x+y-+z, 'v=aa2—|—y2—|—z3.'.x=q —a, r=2— b,

u U

45. Rezolvind doui din

:c, adunfnd, ridicAnd apoi la patrat si adunénd, obti-
3 v—(a+b+c) 3 v —2(a+b+-¢) v+ (a2 24 ¢2) A
P —

v
y=

nems:

a’-l- b’-l—c” (a—b)*+(b—c)*+(c—a)? 47, Su
“aFbte’ V at+bte ; ST
nem X=gu, Y=yv, Z=xw si si inmultim prima ecuatie cu
ultima, a doua cu a patra, iar a treia cu a cincea. Obtinem

= =



xw, 48-—49). ALGEBRA

(1) X(Y+Z2r=4abed=K, (2) Y(Z+ X)? =4abed =K,
(8) Z(X+Y)P=4abecd=K. Sciizdnd primele doui ecuatii,
avem (X—Y)(Z2—XY)=0. Daci luim X=Y, (1) si (3)
devin X (X+Z)?=K, 4X2Z=K si prin scidere X (X—Z)*=0.
Nu putem avea X=1), de oarece K40, deci X=7 gi atunci,
X=Y=Z=€?(/abcd, e fiind una din rddidcinile eubice ale
unititii. Ecuatiile propuse dau:

€he dae gab y
T=3 BE ek T AL s =i,
Vabed Nabed abed
L R €bhd ged
u=s et T :
\/abcd \/abcd Nabed

Daci luim Z2=XY, inlocuind in (2) si (5) XY prin Z* si
seizand, X2+ Y —Z (X4+Y)=0san X+ Y)2—Z(X+Y)—
—972=0. Deci X+Y=2Z, X+ Y=—Z. Rezolvind sis-
temul format de una din ecuatii si XY =27, giisim X=Y =7

si X=¢Z, Y=—¢'Z si cum 1+8+E =(, avem Z—El\/4ab((l
e=1. Avem

—2be —2ac —2ab_
g = hedlns 8 s Y
E,\/4abcd 81\/4abcd 1\/4abcd

__ —2¢ectad —2¢’e;1hd —2¢eled
U= y VE g ——— = g ———
Viabed Viabed Viabed

(G. M. XXXIX. p. 64).
48. Avem solutiile =0, y*=0, 2*=0. S& notim a*tyP=—

m’+~2—' - Y !4 2?=—- Sistemul devine v+w=a, wtu=b,
utv=c, notﬁnd a+b+c—2p. Si adunind ecuatiile, u4-v-Fw=p.
de unde u=p—a, v=p—b, w=p—c si deci a*= —(—-i—
14y ) 2==_1_(1 gl ) 2__1( 1
p—ec p—a 2 p—c+p——a p—b T —a+
1 1
§—b.. p—¢

)' (G. M. XXXIX. p. 102). 49. Se
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RXSPUNSURI SI INDICATII (K, 50—55)

‘pune %xi= S si avem (S-—z)S=(n—1)a;, (S—m)
S=(n—2)as...(S—8,)S=(m—1)an pe care insumandu-les

S(rS—8)=(n—1) ?ai, S=+ \/?[I{. (G. M. XXXVT. p. 412).
50. Fie S=a;+2s+. ..+ 24, ecuatia de rangul 2 poate fi serisi :
ai(S—ai)+i(i+1) $2=(2i4+1)*a® sau a?—Sxi+(2i41)2a2—

1)t s BE V8t 2z+12) a+4i(i+1)S_

2 2
S+ 27+;)VS —4aq > fﬁcﬁnd @=1, 2,“.,'2 $1 adlll’lﬁl’ld

l—ﬂ

avem: 28=nS-+VS* —442. = "’1 (2¢-1), ecuatie care ne di pe S.
51, Fieai+ait. +a’=d—oy=0a} — 2= ...= a2 —an=u,
u este dat de ecuatia: n u’—- (1+2Za?)u-+ Ea? =(. 52, Ri-

dicind la patrat cele doudi ecuatii gi sciizAnd rezultatele unul
din altal, avem (1) 1—2(z+y)+4zy=a>—b2 izoland cel de al
doilea radical din prima ecuatie si ridicAnd la patrat, avem:

a:—l—y 2aVa:_y 1—a% (2); ecuftt;iile (1) si (2) avem
m——[1+aV1~b2+bV1—a] [1+aV1—b2—bV1——a2]

Verificarea: Calculﬁnd Vzy @1 \(1—— (1—_ giisim ~ res-
pectiv: —-+ Y1—p® sl———\l b% ete. 93. Avem:
£=—~l —V ; pentru ca riadicinele sid fie reale tre-
p TPt 5 Ve p

bue p*—4¢>0, p<0, ¢>0. 54.. Prima ecuatie se
poate scrie Vz2—y2=2(y—1); iar cea de a doua
dupd ce am multiplicat numitorul cu 2, si am aplicat o
w+y)2_ 34130 .
e—y !  54—30" "
z+y=t4(x—y), luind semnul + gisim z=5, y=3;
L b =5
2 = 5(5292’). 55, o=729,

proprietate cunoscutd a rapoartelor: {

luidnd semnul —gisim z=

—= 4 —



(XIV, 56—59, XV, 1—3). ALGEBRA

y=512, sau z=—512, y=—729. 56. Avem: z—y=x—yr

2 yP= —-{-?wy deducem din prima ecuatiune (zy—c?)*=0
—c(1x V5), y= -2—0(——1 +V5). 57. Punand \/:—z=u, \/y=1v,

\/2a=b, si ludnd ca necunoscute (u- 1) si wv, se

e
5bV2,

Ws V2 \14;\/9] Ws V2 x1+V2]

Y o= s =

(G. M. II). 58. RidicAnd prima ecuatiune la patrat si ob-
3 3 3 3 2

servind ci: 2a? y2+w2\/:c2y‘+ y’\/m‘y’= (\/x‘y’+\/m2y‘) f

8 e 3
se poate scrie \/xz—l— \/E=\/az, iar a doua observind ci ea
3 3 3— 3

este ecuatia: \/;‘l‘\/?/:\/b, ridicatd la cub; punind \/:—v=u,

3/~ .

Vy=wv, chestiunea se reduce la una cunoscuti.

59, \/w-l-") cc+12) x+3, V(w—l—l ) (z+13) =y + 4, san
Pt 14r+24=234+922+ 272+ 27, 22+142+13=
=y?>+8y-+16, deci urmitorul sistem: 2°-9:2-427x—
—y?—8y=0, 2+y=0 inlocuind in prima ecuatie pe ¥
prin —z, sistemul devine y =12z, 2°4822+35x=0 (1).
Deci 2=0, y=0 sau (z+2)( .,+12)—27, (@+1)(z+13)=16
care dupi reduceri se transformi in 22+ 14 2 —3=0.
Deasemenea avem din (1) 22+82-+35=0, 2= —4
+ Y—19 ete. (G. M. XXXIIL p. 353).

5 1
gisesc sistemele urm#toare de solutii w3 = —bVE, n=

XV. 1. Ecuatia problemei z(15—a)="54, numerele sunt
6 i 9. 2. Ecuatia problemei este 2z 5 (11 —z)2=277;
. a:—8—72 si =4, cea de a doua solutie singuri con-

vine. 3. Fie x numirul din mijloe, ec. problemei este

== a0 .~




RXSPUNSURI SI INDICATII Xy, 4—11).

(z—-1)z(z+1): 3z=a . . x=V1F3a, ca problema si fie
posibild trebue a=%(k2—1), L fiind un numir intreg. 4,

IEcautiile problemei sunt: 2—yr=ay=z+ty. .2=y=0,
3+15 ol s

7 o M

¢t timpul socotit in luni, ecuatiile problemei sunt: 0, 10zt=
=12X400; 0,12(8000—z) (1+8)=3820X12 .". z=6000,
t=28; pirtile din capital sunt 6000 lei gi 2000 Ilei,
iar timpul 8 luni si 16 luni. 6. Cele douid numere fiind
72 —a:y—l'-yz =_b_’

sau = 8. Fie « prima parte,

x si y se giseste: din ecuatia a doua _W -
a*(b—a) a \/2 e a] i

Y= =1 + e : Y,

Y= o —8a YT [1 =2 FpEry Ecuatiile pro

blemeti : %=i; a+i=7, y+2=>b, a’+y*+2*+1*=252. Se

observi cii: z+12=49—2ix, 2*+ *=T7(49—3tx), etec.
C.x=1, y=2, 2=3, i=6. 8. Presupunind ci acei doi
cildtori pleacd in acelas moment din A si B, @« si y distan-
tele ficute péAnd la intAlnire gi ¢ timpul intrebuintat, avem:
xz—y=40, 9z =iy, 25y=tzx +* =100 km, y=60 km deci:
AB==160 km. 9. Ecuatiile problemei sunt: vt—¢'t=2v
(t—5)—v(t—5)=v(t4+16)—2 v (t+16)=120; eliminand
pe v si v gdsim: 2422¢1—240=0, solutia pozitivi con-
vine singurii chestiunei; gisim apoi: v=25 m/ord, » =10
m/ori. 10. Se va Jua ea necunoscuti numirul de m. exe-
catati in plus san in minus peste 20 m.; ecuatiile problemei
sunt, pentrn primul caz: (20 —z)(10 — 2)=144, in al doilea
(20+2)(10+ 2)=336, deducem cd in prima zi a luerat 18 m,
iar in a doua 24 m. 1l. a reprezentind numirul de metri,
dela care pornind pretul unitar p se mireste sau se micsoreaz,
A suma cuvenitd, ecuatia problemei este: (a+a)(p+2z)—A
=0, x reprezentdnd numirul de m. executie in plus sau in
minus peste @ metri, iar % suma cu care se mireste sau se
micgoreazi pretul unitar. Pentru diseutie vom distinge 2 cazuri:

Zelol--—



(v, 12—17). ALGEBRA

a) pa>A, cele doui ridicini ale ecuatii, care sunt totdeauna
reale, sunt negative, una din ridicini este mai micd ca —a
si alta mai mare, numai cea de a doua convine; b) pa<A.
ecuatia admite o riidicind pozitivi gi una negativd, numai
cea pozitivd convine. In toate cazurile problema are o sin-
gurs solutie. 12. z fiind numirul mostenitorilor, ecuatia
problemei este: 2 _ 2=} s b2P—bnaz—an=0,
r—mn
solutia negativi nu convine, cea positivd convine daci

a P
7:3=06(a—|—n), o fiind un numir intreg pozitiv. 13. Se
vor avea in vedere formulele din fizicid relative la ciderea

. - - 1 r
corpurilor; ecuatia problemei este: v¢— gt*=1v (t —5)—

2
%g(t—5)’, v si v vitezele cu care au fost asvérlite mobilele,
50 +125¢

g acceleratia gravititii; se giseste 1= 1’—'—”—4‘59=7’66 sec.;

t fiind mai mare ca%rezultz‘i cd un corp se urecd si altul se
coboarii ete. 14. Ecuatia problemei este: (5a*--4)(3z*+4)
=19469%+1.92 care di z=8. 15. Fie AB=ng,
OA=g raza cercului, daci O este intre A si B ecuatia pro-
blemei este 4 22 —6az—+a?=0, iar daci centru este in afari
de segmentul AB si anume de partea lui A, ecuatia proble-
mei este 422 +2ax—a®=0; in ambele cazuri problema
admite numai o solutie. (G.M.II). 16. Se vor distinge doud
cazuri, dupi cum cercul inscris sau partea rimasi divide
triunghiul in medie $i extremd ratie. In primul caz ecuatia
problemei este: ©?g® — pTz—p?=0,iar in cel de al doilea caz
ecuatia este: 722 —8pTa—+p*=0; in ambele cazuri avem cite
o solutie, in cel de al doilea caz solutia care convine este aceia
cand luim radicalul cu —. 17. Fie MN=z, avem BM=1z cotg 3,
AM =z cotg %, BM?*=AM2+AB>—2AB. AM.cos®; ecua-
tia problemei este: (cotg? % — cotg®f) a* — 2az cotg®.cos © +
+a2=0, Ca problema si fie posibildi trebue sin ® <

~—indie=—




RXSPUNSURI §I INDICATII (XV, 18—20).

%z:%i; se giseste: a) O ascutit, «<f, 2 solutii, >8P o
solutie; b) ©=90° «<f nici o solutie, 2>P o solutie
¢) © obtuz, @< nici o solutie, 2>B o solutie. 18, Fie
CD=a, CP=d, CP'=d, h iniltimea corespunzitoare

H DE (d+d)ha
= = —ppd— 0t 7 T
varfului A, BC=a, AC=0. Avem S m' =3P 25

.DE .
pentru evaluarea raportului Dp % v aplica teorema trans-

versalelor triunghinlui PBE ti#iat de transversala AC; apoi

avaind -I—)—E-=%E aplicim triunghinlui ABC cu transver-
¢

AE _ bd—dz

: ) AL (b—a)de,
sala PDE si ob{inem: S P

*, = ;
x*: AE D

e 5 te @: L_—w)_ 3 3 bl 3 t
se gisegte Hrm i bd s1 ecuafia problemei este

ahd+d)a?—ab@h+dh—2m?) z+202 dm2=0,

2bm* ; 5 : 2 )
punind ahd¥ad) =1, ecuatia precedentd devine a?-(ak—

—bxz4+bdk=0. Ca problema si fie posibili trebue

57 oVaaL

0 <I:<b[a—+—2,Z as?\d(d-{—a)]’ in acest caz ea admite dou#
e A S

solutii; b[a-{-?d—a?Vd(d—l—a)] este valoarea lui %, pentru

care suprafata triunghiului P'D E inseris in ABC este cea mai
mare. 19. Fie AB=a, AC=10, BC=¢, BP=u, ecuatia pro-

. c? b* .
blemei este - (a—a:)z—l—g 22=m? 2+ a®—2act -+ ac?—

: e b*e?
a®*m?*=0; ca problema si fie posibili trebue 'ng—;;=k§

adicd m mai mare ca lungimea perpendicularei scoborati din O pe
ipotenusd, cea mai mici valoare pe care poate si o ia m este
lungimea acestei perpendiculare. Solutia negativi se poate
interpreta si problema admite doud solutii. 20 Fie a si b inil-

; 2 1 1
timea si baza dreptunghiului, trebue si avem: — % a® z 3 (-

&
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(v, 21— 24). ALGEBRA

b—2) [(a+ 2+ a®Falatz)|=7a2b. . z[a?+(Ba—1) z
—a(3b—2a)] —0, solutia problemei este datd in toate ca-
b—8a+Vo2+6ab+a?
2
este evidentd, solutia negativii se poate interpreta. (G. M. 1V).
21. Fie OM=a, MF=y, ecuatiile problemei sunt: 2?4y
=a?t 12 m;a=1/b_ V@)t —2ablz—at=0 .".
L0 (B2 +Var a2 b2+ b%)
& 2+ b?
pozitivd ne dd un punct dincolo de A, iar cea negativd unul
dincoace de O. 22. Insemnind cu « distanta planului
secant la varful conului, trebve si avem = (2Rz—2?)
_ 3R+ V9R*—124?
4

zurile de formula = Solutia =0

; ambele solutii convin, solutia

1 ! e8]
—§Ex2=ﬂa2..x » ca problema si fie

0% 3.5 % .
posibild trebue a2<ZR‘, adicd S poate fi cel mult egal cu

62 Skl
= din suprafata unui cerc mare; daci conditiunea pre-

cedentd e impliniti ambele solutii convin, ele fiind cuprinse
. 3 : S
intre 0 gi ER' 23. 22 reprezentind lungimea coardei si

y distanta ei la centru, ecuatiile problemei sunt 2z-+y=1,
a?+ 942 =R? eliminand pe y avem ecuatia: 5a°—4laz+ I
—R*=0 (1). Ca problema si fie posibili trebue si avem
5R*—1*>0, 0<z<R, 0<y<R; distingem urmitoarele
cazuri: a) 0 <1< R, ridicinile ecuatii (1) sunt una pozitivi
alta negativii, riddédcina negativi nu convine, iar ridiicina po-

2 : 1
zitivil este mai mare ca -/, ceea ce dd pentru y o valoare

2
negativi, deci in acest caz nici o solutie; b) R<I<2R,

ecuatia (1) are doudi riidicini pozitive, una mai micii ca =i
i alta mai mare, la cea dintdi corespunde o solutie la cea
de a doua nuj; ¢) 2R<I< RV5, problema admite dousi solutii;

d) I> RVE, nici o solutie. 24. Insemnand culk indl{imea, cu a

L




RXSPUNSURI $I INDICATII XV, 25—126).

A 3
generatoarea, V volumul si punind —V=bz, razele bazelor sunt:

h
) '4b2—l—h’—a’ ol s .o _1yar+r—a
z—2v == Va—lz si Y= \/ RS
+= Va’ k% 25, Fie trapezul ABCD, AD =z in#ltimea,

<y lungimile bazelor AB<<CD, BC=1[; o sl %thz supra-

fata si volumul dat, AF $iD—E fiind perpendicularele pe
BC, din ariile triunghiurilor DBC si ABC avem: ﬁﬂ=%v

AF_ l C—=—?;(y__x), ﬁ=%(y—x) % este dat

de ecuatia: 2* — (222440531 —124a*=0; iar laturile

(12 ’ vl
paralele sunt: o,y =,— + .

x

4 4
<4Ta’ iar pentru [>2a trebue 37a<

Pentru (1< 2a

ba 3a4 13
<+T+R (G. M. II). 26. 39 m. 80 m. 89 m.

27, z, y, » fiind laturile triunghiului avem: a2 72 =22,
zt+y+2=2p, Rlaty+2)=z vy, = si y sunt mdacml]e
ecuatiei u>—(p+R)u—+2pR=0. Pentru ca ridicinile acestei
ecuatii si convind chestiunei, ele trebue si fie reale, pozitive
$i mai mici ca p—R; pentru ca si fie reale trebue p?—6pR
+R2>0 .°. p>R(EB+2V2) sau p<R(B—2V2), cum
p>R rezulti ci trebue py>R(B+F2V2); dack aceasti con-
ditie e indeplinitd, cele 2 rddiecini sunt reale, pozitive g1 mai
mici ca p—R, problema admite o solutie. Cea mai mici
valoare a lui p este R(3-+2V2). 28. Insemnand cu z dis-
tanta coardei BC la centrul cercului si cu y pe E, folo-
sind aseminarea triunghiurilor dreptunghinri formate si pro-
prietatea puterii unui punct, gisim : XE=V;2—:21—2—
Vo2 —g2 AC =Va?—2? +y r?+a? apoi ecuatia problemei este:

o=



(XV. 28—31). ALGEBRA

4at—(2R2—2a>—ma?) *—4a2R>=0. 29. z reprezentind raza
bazei si 2y inidl{imea, z este dat de ecuatia: 5at—2(m2+
+2R?) a?+ m*=0. Observim cid dacd in ecuatiunea in 2*

2
—, R? avind condi-

5

substituim in locul lui 2? valorile: O,

V5+1
2

tiunea m?*<R? indeplinitd, vedem cii O si R? suntin

2

’ I Tty A
afard de intervalul ridicinilor, iar 5 dacd m><R? este intre

rddicini, dacd m®*=R? ea este o ridicini si daci m>>R® ea
este in afara inservalului ridécinilor. Problema are doni solutii;

Vs+1 A N
5 avem o singurd solutie; R TS
reprezinti cea mai mare valoare pe care poate si o ia m®.
30. Se va arita ci cercul tangent la trei din laturile
trapezului, obtinut tHind trunchiul de con printr'un plan
trecAnd prin axa lui, este tangent si la a patra laturd. Razele
celor doud baze fiind z si y, avem: 4xy=1 2>+ 94>+

Va2 ¥42

R

pentru m*=R?

+(z+y)?>=a?; @ si y sunt ridicinile ecuatiei: 2>
7? :
+Z=O. Ca problema si fie posibili trebue si avem o>

i i 3 ¥
> —1% in care caz avem o solutie, cAnd a®= 522 trunchiul de

2
con se reduce la un cilindrn. 31, z reprezentind dis-
tanta punctului, unde cea de a trela tangentdi tae una
din laturile unghiului, distan{@ socotiti de la vArful unghiului
drept, ¥ lungimea analoagé la cealaltd tangentd dati, avem:
zy=2m?) 2%+ y*=(+y—2R)? z si y sunt ridicinile
m®+R

R
sibild trebue m? > R?(3 + oV2) sau m? <R2(3 — oVz) ;
R2(3+2V2), reprezinti cea mai micii valoare pe care poate
si o ia m? din sirul de valori mai mari ca acesta, iar

2
ecuatiei: u® — u-+2m*=0; ca problema si fie po-

R?(3—2V2) cea mai mare. Cercul este realmente inscris

oo A e




RXSPUNSURI SI IND1cair (K, 32—35. X, 1—2).

in triunghiul format, daci z si y sunt mai mari ca 2R,
deducem m2>2R?*; cind z si ¥ sunt mai mici ca 2R cercul
este exinscris, cea de a doua conditie m2<(3—2V2) R?
corespunde la acest caz. 382. Fie AD=2a, BC=y, ecua-
tiile problemei sunt R(2*+2zy-+y*)=2r% zy=R? R fiind

raza cercului iar r raza sferei; ecuatiile de mai sus dau: ;=
alig: \/2r3+R3+\/273—3R3] ey [V27~3+R3_
2 R R B R

ad 3
—vﬂ—R—B—E] 33. o fiind latura triunghiului dat, apli-

cAnd teorema lui Stewart triunghiurilor BAC gi ABC res-
pectiv la punctele N si P avem: AN’=422—2az+a®

BP?=92*-8ax+a’; ; apoi trmnghlurllor ANB, ANC§1APB,avem

MN:=7a>—4dazx+a? =194>—Taz+a?, MP2=
=1322—Taxz—+a®; cele trei latun ar putea forma un triunghiu
dreptunghic in trei moduri, obtinem astfel conditiile #*—4az
+a2=0 sau 252?—10az+a>=0 sau 132>—4azta®=
=(). Problema admite trei solutiuni distincte. Ca punctele
M, N, P si fie in linie dreaptd trebue si avem 112°>—6ax
+a®=0, care are ridicinile imaginare. 34. Fie ABC
sectiunea ceruti, A B'C' sectiunea normald trecAnd prin A,
BB =2, CC'=y, avem (x—y)?+m2=a? m?+a?=1?,
mity?=c?, 16k*=402c —(B®*+c2—a?2=8m*+4m?

KRR 2,2
(gl g 16 k*—3a*m

3 (2 —y)?=a*— m

Ca problema si fie posibili trebue a>m, 16%k* > 3a®m>
35, Avem: 2’ + =22ty ?=0a? zy+a'y =28, 2+y+
+2'+y'=2p; si punem u=p—ar—y=2ao +y —p, gisim
apoi 22y =(p+u)P—a® 22y =(@—u)?—a?

u=+Va? 28— p?, ete.

XVI. 1. Deducem: b4+ 2zxy=c? a’+3cxy=c’..3b%c—2a’=c
2. Adunénd si scizand primele doud ecuatii avem (z+y)*=(a+b)r?,

(w—y)’=(a—b) 12 x—l—y= ij(a+b)r2, 'w—y=3\f (a— 1) 2
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(XvI, 3—19). ALGEBRA

@4+ 9?2+ (@—y)=2r deci: (a+ b)?r + (a— b)F =25.

3. Punind: £=u, %=v si sciizind din a treia ecuatiune pe a

4
doua, obtinem tinind seama de prima: autvb=au+bv:=—¢;
giisim apoi: u= Z:g, = Z:Z *x alb—ec)+ble—a)+

+cla—0)?=0 sau: (@a+0b) (ate)(b4c)—8abe=0. 4. Se

observd ci espresiunea:

E = @&=y=2)y—2)+(y—2—2)c—a)+—2—y)*(z—y)
(&—y)(y—x)lx—a)

1
este constanti gi egali —4, deci: %+%+?=4 9. A’=

=B?+4+2C%. 6. Un cerc cu centrul in origini si cu
raza egald cu 1.

0404 VF
7. 8. X o/ w0

9. Se va rezolva in y
raport cu « si se Slaber o,
va determina intre
ce limite trebue si
ramind Y ca x si

fie real; se gi- """"'11"““
seste: —1<Zy< 1, I

3
s T
o
ey
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RASPUNSURI $I INDICATII (v, 10—-22),

.
<
B

e
“%
\
i

Fel o ) DN St e B

|

12. Punctele din interiorul cerculni deseris din origina cu
raza 2. 13. Se va scrie (z— 1)+ (y—1)?—2<0; punc-
tele din interiorul cercului avind ca origind punctul de coor-
donate 1, 1 si raza V2. 14. Punctele din partea con-
cavi a curbei y=a? care contine partea pozitivi a axei
yy'). 15. OB reprezentind bisectoarea unghiului z Oy,
punctele din interiornl unghiului BOy si unghiul opus acestuia.
16. Punctele din interiorul segmentului limitat de cercul
deseris din origini cu raza 1 si coarda AB, A si B fiind
situati respectiv pe Oz si Oy la distanta 1 de origini. 17. Punc-
tele din interiorul coroanci circulare formati de cercurile de
raze 1 si 2, descrise din origind ca centru. 18. Punctele din
partea comuni iperbolei echilatere §i cercului cu centrul in
originii siraza 2. 19. Se vor suprapune figurile dela 9 §i10. 20. Se

vapune Vi sub forma a-+hi, se giseste a=b=:t—12—vz

deci Vi va fi reprezentat prin doud din varfurile patratului
inseris in cercul de razi 1, cu centrul in origindi, patratul
avand laturile paralele cu axele de coordonate. 2l. Avem
ki k-1
E—1 k41

descrie cercul cu raza 1 si cu centrul in origina. 22. Punctul

2k - !
+i o T cind % variazd punctul reprezentativ
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(Xvi, 23—29). ALGEBRA

reprezentativ descrie dreapta: a'z—ay=a'b—ab’. 23. Pentru

£ _A + Bz
a ajunge dela punectul 2z la punctul Z———C+Dz, trebue s

; 1 A
facem transformirile ' =Dz, 2"=24C, 2= o 7 =C -

BC-—DA: o5 S ) 2

= adicii facem intéi o transformare prin omote-
tie, apoi o translatie, o inversiune gi in fine o nou# omotetie
si o translatie. 24. Una din riddcini tinde citre 1, iar cealaltd
creste nemirginit in valoare absolutd, ea tinde citre o
dupi cum m tinzidnd citre 0 este negativ sau pozitiv.
25, (Ca riddcinile si fie reale trebue ca m sd tindid
ciitre zero prin valori pozitive; in acest caz una din ridicini
tinde ciitre oo, iar cealaltd ciitre —oo. 26. Fie z+¢
una din ridicinile ultimei ecuatii, tinAnd seama cid x; este o
ridicingd a primei ecuatii, trebue sid avem: (a+2)e+2am+
420z, +o+p)etazi+Ba+7=0, cind %P,y tind citre
zero, una din radicinile ecuatiei precedente tinde citre zero,
iar alta citre —(2am+5): a, deci ridicinile celei de a doua
din ecuatiile considerate vor tinde: una catre +0=a,
el 'E;+b= -—~av1—% =g,. 27. Punand :
:0'=)\ intre aceasti relatie si relatiile @2-tax—a?=0, @2
4a'—q=0 se va elimina @ si % se va simplifica gi in urmi
se va face a=0, A este dat de ecuatia A*t—A®—A2=0
: i2V5. G M. VI.
28. Ridicinile sunt ;= 1—V1+m’, 2o= 1+V1—|—m2; cand
m creste dela — o la 0, x creste dela — o la 0, iar a»
descreste dela + o la 42; cAnd m creste dela 0 la + oo,
x; descreste dela 0 la — 0, iar z; creste dela +2 la + oo.
29. Ridicinile sunt totdeauna reale si diferite; pentru m =
= — oo ridicinile sunt x;=—1, 2zs =-+1; cAnd m creste
una din ridicini creste in valoare absolutd, iar cealalti des-
creste, cici produsul lor este totdeauna —1; cAnd m tinde
ciitre zero, fiind negativ, una din ridd#cini tinde citre 0 cea-

alta citre x; —

care dia pentru A valorile: 0, 0,

ol R




RXSPUNSURI SI INDICATII (XvI. 30—35).

laltd catre — o0, cum ridicinile sunt necontenit diferite, re-
zulti ¢d xy a variat dela — 1 la — oo, jar z, dela 1 la 0;
cind m trece de zero, ridicina care era — o© sare la -+ ©9
iar cand m variazi dela 0 la 00, 7, variazi dela + oo la
+1 si 25 dela 0 la —1. In vezumat x; variazi dela —1
la — 0 apoi dela oo la 41, iar x; variazi intre —1 si

—9V3 V3
+1. 30. Ca « sd fie real trebue-6 2V3 <m< Q_'{‘_2_3_

m
3 3
6—2l3 = .
Peutru m= T x1=x3=2+v3; cAnd m variazi dela
valoarea precedentii la 1, apoi dela aceastd valoare pini la
6+2V3

W z; variazi de la 2+ VE la + o0, apoi sare la — o
si creste pand la 2—V§, x> variazi dela 2+V§ la 2 apoi
continuid s descreasci paAna la 9—V3. 81. Trebue si

| 2 m |
1000)>0; m<0 2
AR o T A Lo BV i

32. Avem z=1 -+ 0,01 #? aplicind metoda aproxima-

tiilor succesive gisim: z; =1, xz» = 1,01, 3 =1,010201,

2,=1,010204.. 33. — 1+ V13

(G. M. XI).

wJ( —a") y(y"—a"),
an(y__w) mnyn( )T

34. Expresinnea poate fi serisii: E=

~1iyly—=1) 1
L+1 Wtls n,dar (a1) 2*+(a—2) r+1=0, zy= =
TR e e O 2azy 4
aty= ] deci: Fi L si PR, —+1 *¥x
i 1 mn_yn i, 1 2" +1_yn +1
E_mn_lyn_l. P ey +1.(G.M.XLII. p.532).
Puit m—+2

R i S
35. Notim T 2(m+1)P si cum (2n1-2) Prys

(m+2)(a+?b) Pn=(2— b2 [Pu-1+ P; Pn-2+... +Pmil]

urmeazi A (a sl ), . Pt +PiPuot...F Port Avem
4 2(m-+1) at+b

£ | 11



(Xvi, 36—37). ALGEBRA

( B\ 20+l
1 et (i
2nt1 __ pont )
Pa,= Mg, 40 satr 0

P2, este totdeauna

a—b i b ;
a
1 (bi)n+1
2n+42 ___ 7,2n42 TR
Dosikg P2"+1=a—_;__?,—=(a+b)a2"_ 5 B ~; Pont1are
Lriae
— bR P Py Pon Pap—
semnul lui a+b. ds, = 2((“2 +)1 on—1- Py a2+2;|— 4P v

deci A2, >0 deoarece numiritorul fractiei a doua are semnul

) Pontr  n-+1 Al
lui a+0, saua+b TS| P2, > 0. Analog +b>0 con-

P2(n+1)_ 2n+3 Pontr. . :
duce la @rb;  2(nF1) aFif schimband pe n-41

P2n 27I+1 P2n—1
in n, avem L + AL aie L% > 0. Din negalititile sta-

_n+2 2 "+3
bilite deducem (a+b)p > 4(2nt1)

0, 1, 2... si multiplicAnd inegalititile avem: Po,>

a—+ b\2"
2

) - Deasemenea din primele dou#

P2, Puniand pe rand n=

2n 1 (a+b)2”

sau Pan>(2n+1) (

inegalititi deducem (Pi";)ls > 774-:1 I;:n_—bl si punind n=1, 2...

multiplicind apoi P2n+1> (a—l—b . (G.M.XXXVIIL p.99).

36. Sevaforma ecuaia care are ca ridicini pe z=p +Vp—g

sl @=p —Vp —¢® Caleuland, dupi ridicarea celor doi
membri la patrat, pe o]+2I+297 si simplificAnd cu 2(p-+q)
se giiseste A’=64p°—112p°¢°—48p* ¢+ 48 p3 * +8p ¢*—
—8pg*+g®. Punand apoi: A=8p'tap? g+3pq*tg’, se gi-
seste A=8p?—4p?g—4p®+¢® (G.M.VII). 37. Trebue ca

VB+VC sd se poatd pune sub forma a-I—Vb conditiile sunt:
B2—C=m? B+ m=2n2 A 2Ant-m=p®; m np
numere rationale, care trebue si faci pe A rational. (G. M. XI).
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RXSPUNSURI §I INDICATII (KVI, 38—40. XVil, 1—5).

38. HT sau 240 << ab—l—l—V(a’-l-l)(b’-}-l) sau a b+1
<Va*F 1)(*41). Ridicand la patrat, obtinem o inegalitate
evidentd. T<CA sau 2V(a2+1)(b’-|—1)<2+ a®+b2. Ridicim
la patrat, ete. (G.M. XXXVIII .p.396). 39. Fie 2=2+B4, ca
expresiunea dat# si fie real trebue 20 —a24§2—2a-1=0,
sau 2—2(B—1) a—(241)=0 .". a=B—1+ Vo 5+,
B arbitrar, expresiunea dati este reali pentru valorile reale
ale lui z=—1+ VE, semnul siu este acela al expre-

siunei T =a?— 2+ 2242841 (G. M. VIII).

40. Daci ecuatia datdi ar avea ambele ridcini reale,

.. - r
ecuatiile aa2®+bx+¢=0 ¢ da?+baz+e=0 ar
i . @ b e 1
avea ambele ridicini comune, deci ?=?=7— o
5

d=rlka...A=0-+kas... si coeficientii A, B, C nu ar fi
primi intre ei. Ca ecuatia dati si aibii o rddicind reald si
una imaginard, trebue ca ecuatiile precedente si aibi o singuri
riiddcini comund, deci: (ac'—ea')*—(ad'—ba')(6c —cb)=0,
fird ca vre-unul din factorii ac’—cd'... si se anuleze (G. M. ITI).

XVII. 1. S=[2a+(n—l) r]n; a=§__—(n—‘—l)r;
2 n 2
2(S—an) _ —@a—») +V(2a—rPF8rs
e < L
n(n—1) or
valorile lui » si fie admisibile ele trebue si fie reale, in-
tregi si pozitive; eAnd S7» >0, problema nu poate admite
decit o solutie, daci Sr<0 si 2a —r<0 am putea avea
2 solutii; in aplicatia propusi putem avea n=13 sau n==6
ambele admisibile. 2. In 12 ore suni: 12( (1+2+3+4)4+
+(142+...4+12) =198, iar in 24 ore 396. 3. Avem :
2(,2 £
. (n2+1) al [n(ng-l)] +[n(n2 1)] . 4. x reprezentand

termenul din mijloc si y ratia, avem: w=-1—S. y=

3
+\ S —27P 9. Notatiile fiind cele precedente, termenul

ot 5 el



XV, 6—14). ALGEBRA

: 1 L : :
din mijloc va fi m=—S, iar ratia este datd de ecunatia:

5
dykc~= 82 ks e 625 — %—0 Numirul solutiunilor reale

5/ P Ey—
depinde de semnul expresiunilor S(8S+10 \/E) si S(8—5 \/P ).

/41
Pentru 8=15 i P=120 giisim 2=3; y==*1sauy== |/ — si

progresiunile sunt: 1. 2. 3.4.5 san 3—2\/‘—%- 3 —-\/ - 3. 3+v

3+2\/: sauinverselelor. 6. TVri+3—r +Vre43 41134 7

lz si _l (n+1).

z+b

8. Se va avea in vedere conditia pentru ca raportul Fo L

cind r=1:1.2.8 sau —1. —2. —3, 1.

si fie independent de z; progresiunea ciutati este a. 3a ba..
: 3 1 1| 1 1 .
9. Din egalitatea VaE — TR = g T — T
2b a ¢
+e bte + a+b
Colat+vFe 2 —at—e2)=0. 11. Trebue si avem:
at+mr)F+@t+nr)=a+pr . . at+(m-+nr=npr,
adici un termen al progresianei sd fie un multiplu al ratiei.
12. «, B, p si ¢ pot forma o progresiune aritmeticii in 6 moduri
diferite. Tindnd seama de relatiunile: g=oaf si p= a5,
se giseste ci solutiile distincte sunt a* — 6z 4+ 8 =0,
32 —102+8=0, 32>—8x+4=0, 22—4=0. (G.M.VL).
13. Fie b=a+r, c=a+2r, d=a-+3r; se giseste imediat
ci numerele B, C, D, E sunt in progresiune aritmetici. Pentru
ca si A si facd parte din progresiune trebue a= —4 r sau
a=7. Dacd numerele @;. @s...an sunt in progresiune arit-
meticd numerile As =a; Ftas+...F a1 —an=A, —2an
As=a;tas+...—an1t+ar=A1—2an—1...sunt de asemenea
in progresiune aritmeticd, si pentru ca si A si faci parte din
acea progresiune trebue a; = —nr sau a;=r. 14. Linia

== — 10, Din egalitateaa
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RXSPUNSURI $I INDICATIT (Xvil, 15—19).

de rangul 7 incepe cu termenul de rangul (1+3+5-4...
+2n—38)+1=(n—1)2+1, acest termen este 144 (n—1),

iar ultimul termen din aceasti linie va fi 47*—3, suma lor
este: %[1+4(n—1)2+4n’—3] (2n—1)=(2n—1)%. 15. Ge-

neralizarea chestiunei precedente. Se va ciiuta, in progre-
siunea datd, rangul primului si altimului termen din linia

de rangul 7; aceste ranguri sunt n—l—%(n—-l) (n—2)b

si n-l—%n(n—l)b, suma ciutati este:{l—l— n—1-4

+(n_—l)gﬂ]a+l+[n—1+"(";l)b] a}[l +(n—1)b]=

2
=[1+(n—1)a+("“2”’abj [1+(n—1)b]; ficind b =2,

@ =4 se regiiseste rezultatul din problema precedenta.
16. 4.8.12.16 sau —4. —8. —12. —16. 17. Fie z, y
$i 2n primul termen, ratia si numirul termenilor, avem :
nlz=+(n—1)y]=70, n(c+ny)=85, w[z+(2n—l)y]=58;
3(z+15) 85
1B -1
apoi z este dat de ecuatia 1422+ 4652 —986=0: singura
solutie care convine este 2=2, cealaltii di pentru 7 o valoare
fractionard, progresiunea este 2. 5. 8. 11. 14. 17. 20. 23. 26. 29.
18. Laturile triunghiului pot fi reprezentate prin a —7r, a si
a+r ultima reprezentand ipoténusa : se va avea in vedere
relatiile ce existi intre laturile unui triunghiu dreptunghie,
suprafata sa, perimetrul si raza cercului inseris. 19, Fie x

rezolvind in raport cu y si n giisim y=

numirul addogat, cele 3 numere devin 14z, x,x—%’ ele pot

forma o progresiune geometrici in 3 moduri 1+m:x:(m—%)
8 3 5 ,

san z:(1+=z): z— 7| sau z: g= :(142); in primul caz

3 i A0S ; 450
gisim £ =23 gi ratia Raa. al doilea caz €=—17 i ratia
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(Xvil, 20—28). ALGEBRA

A | i o RS 7. o
=7 .al treilea caz z= 10 & ratia 20. Ecuatiile

3
problemei sunt y*=zz, 2(y+8)=z+z, (y+8)=a(x+64)."
.4 20 100 5 i
4:12:36 si g 21, 2 fiind termenul dela mijloc

si y ratia, avem @°=DP, apoi £+§+m+xy+zy*=s, care

este in raport cu y o ecuatie reciproci de gradul al 4-lea.
ce o putem rezolva. 22. Ratia este 2 si suma termenilor
8069. 23. Exprimand cid o laturii este mai mici decAt suma
celorlalte doui, gisim ci ratia progresiunei trebue sid verifice

1 \2
S il ey (_) 214
inegalitatea 7*—r—1<0 Trebue s avem i

5 i 9
b ete. (S. E. G. M. IIL. p. 42). 25. Avem
suma termenilor unei progresii geometrice de ratie :
]/ " Va—W)
(Vg — n+1
PR e L e £ 0 S TR T R

(a—b)"(1—Va+Vb)
termenilor unei progresii geometrice de rafie ﬁ;;
_1=(a Yo+
Verr1—Va ’</b)
descompune in( + - P )+(l;+l§++%)+

PR SCEt .S
(a_ll)z[a 3—1] (a_nl)aﬂ' Cand n creste nemérginitsumapre-

cedent tinde ciitre a:(a—1)%. 28. Aduniim fiecare sir, presupu-

Bl L
(a 1) (a—1) (a—2+

- (S.E.G.M.I. p.38). 27. Suma dati se

nand a=>p. Suma rezultatelor este: —

+m+ .+ et p-’l-l)( Se observi

e O




RASPUNSURI SI INDICATLI (xvn, 28—37).

ci: ] == 2 — 1 i se face
"@—p+1)la—p) a—p a—p+1°F

p=1, 2, 3...p, dupi care suma se obtine imediat.

(S. E. G. M. ITL. p. 43). 29. (mn—1)2=(m—1)(n—1) sau

(m—1)2=(mn—1)(n—1) san (n—1)2=(mn—1)(m—1). 30.

(n+41)%.  31. Termenul general (2n—1)2—(2n)2=—(4n—1)

§i suma este —n (27 +1). 32 Avem: [ (m2—_ 1)] ”
4 (m + l)r_ nz”(n22+1)_nz2(m2—1) m (m e 1)
+[ Tl RN & e
’"_("‘2_"'"1). 33. Existi o valoare intreagi pentru «

o . 1 ;
care verifici ecuatia m?=_m (22+m—1) sau ecuatia
—

mp=%2m(2z+2m—1). 34. 8,= e —1[7‘“}' 4n]+2"

35. Fie r i i raza bazei si inélglmea conului dat, Rraza primei sfere
Vit 22 R e ik alek
7'--{-1/7*2--]--’z Vr +& 47

razele sferele urmitoare sunt: ;kR,22R,/3R... iar suma volumelor

inscrise, avem: R= , punind k=

2 1 :
tuturor sferelor este: 3 nr?¢®: (4724 4%). Daci conul este

: . rorlaets o T
echilateral i=7rV3 gi suma precedenti devine ?TtV3.r3.

36. Ecuatia problemei este: @a?—(2c4a—2a)z+2bc=0;
_ daci >0, pentru ca problema si fie posibild trebue (2e+
+a—2a)2—8abe>0 si 2e+2—24a>0, in acest caz ambele
solutiuni sunt reale, pozitive gi mai mari ca b, ambele convin
chestiunei; una din ele di timpul pand cand cel de al doilea
tren intilneste pe cel dint4i, iar cealaltd timpul pAni cAnd primul
tren —a carui infeald merge necontenit crescAnd — intélneste
din nou pe cel de al doilea. Pentrua=1,2=9, b=26, ¢= 32,

’ ” - a
se gdseste: & =8 ore, z' =24 ore. 37. Fie = @ ogq

cele 3 numere: @, b, ¢ laturile triunghiului, trebue si avem

= PGE"



(Xvil, 38—44). ALGEBRA

o1
e

ey % g
il ., — =0
a+q,b ;

=oag. .0=1 a=b ¢=

2pq
si i 1 si ! imul = $in al
si S perimetrul si suprafata, in primul caz a 54 L n a
doilea caz (4q*—1)a*=16¢*S®. 38. Se observi ci vo:
1 I, 1 :
lumul unui octaedru este n din volumul cubului respectiv,

iar latura unui cub ‘este o treime din latura cubului pre-

cedent. Se giiseste: g—g a?, a fiind latura cubului. (G. M.

I). 39. (a—1)":a™ 1. 40, Si presupunem cd la inceput
se toarni a@ vin, apoi pAna la Y dintr'un amestec de vin
si api in raportul b:e, cu modul acesta conditiile pro-
blemei nu sunt schimbate. a, b, ¢ reprezentand cantitiitile de
lichid cuprinse in vas péind in &, dela & la B, dela B la 7,

n+1 )n +1
rezultatul este: b + 5 [a — a(;) ] apa si a ( e -

n41

“h ab [ (_ﬁ) ]vin ,U=a+b-|-c_(G.M.IX.). 41. Punand
a+Db ”

1

2 =z, avem: z" -—-a"‘1><a:—|—

————b. 42, r reprezentind

ratia progresiunei aritmetice si ¢ rat,m celei geometrice, trebue
i=n—1

si calculim suma 2‘0 (a1 ir) by ¢'= a1 by 2 ¢+ by r i g
b
se giseste: (7_:1]—)2 la:(¢" —1) (g—1)+ (n—1)7g" (g —1)—
(¢"—¢q)]. Pentru cazurile particulare considerate se giseste:
2
9 (1 T -y ) si i fl)z [na(@—1)—(an—1)]. 43. Termenul de

2n+1
oty poats b B 9—‘0___5+4§10

45”"'42?0 =) e W
a=14a, >0 avem (1+2)*=1+32+4-8a?4-a®>1+4+3 30
multiplicand cu 1@ si pistrind in partea a doua numai,
termenii in & ¢ % avem (1 +ar>1 —I—-4a—|—10 a2, din

aproape in aproape gisim (1 +apr>1+4n 06+ —n(n—1)e?

i se gasegte

pentru suma cautata:

==L THE )




RXSPUNSURI SI 1NDICATIT (XVII, 45-48. Xvill, 1-6).

n:(lFa)rc 1 ; s iar cAnd 7 == oo partea
—+ta+ = (n—1)a?
n .

a doua tinde citre zero.  45. Sn— e A 3) 1 —R;

caz particular lim S, =7+ 3. (G. M. 11.).
46. Generalizarea ex. 43, proceden analog, se giseste

9(9b——10a)n;10a(10"—1)._ 47. Expresiunea lui S, fiind

9(9b— 10a)
8

aceia din formula precedents, avem: 2 S,=

-I-w—aE(IO” = 9(9b—10(l).72(n+1)+100a Wr—1

81 2 81 9
10an . . :
“T. 48. Se va presupune mai intdi p=1 si se va
1
face ¢=1, 2, 3,...., suma corespunzitoare este —; ficand

] A 1
apoi p=2 si ¢=1, 2, 3... se giiseste ——

33 apoi pentru p =32,

R e il ety
0"1,2,---1.4 .; avem dupi aceia = e

1
28 2.3 3

— —....Rezultatul este 1.

X VI 68 20 s i3, 2 4. Avem: \TOVE <<
\101/101/10, deci §< log 7 < —’ cele doui numere -ciutate

sunt % si 5 9. Log0, 5=log§=0—0,30103=l,69897;

8
Q3 3
£ =0, 73239 ; log 0, 00216 = log 10:: =

log 5, 4 =log

10
+ 533445 ; log 0,666...= log% =1,82391. 6. In baz
10, log (3(5)) — % (log5 — log 7) = —0,09742; cand baza

devine de 10 ori mai mare, logaritmii tuturor numerelor de-

e 8



(X, 7—21). ALGEBRA

' p)
vin de 2 ori mai mieci, deci. in baza 100, lg(4g) =

—0,04871. 7. 2% —1, care este un numir de 20 cifre,

dintre care cele dintdi sunt: 184... 8. 1,00278...
9. Se va scrie: %@, rezultatul este, 0,04375....

10. Pentru calcul se va servi de tabela No. 5. pag. 34, din
tablele aranjate de Dupuis; rezultatul este 1,000098995...
11. 0.012786... 12. x*—8x+2=6.".2=4 si z=—1.
13. 2=2. 4. z=2 15, logz=5 .. = =100000.
16. az=(2+x)? sau 2>+ (22 —a)z+2>=0, ca ridicinile s

convie trebue (22 —a)* — 422 >0 si 205—a<0,.'.“<la,

4
trebue inci 2+z>0.".2>—2; cand %>0 ambele ridicini
convin, iar cand %< 0 numai cea mai mare. 17. m—%‘

e
a=1so=10 ' - 18 L7 @) 19.0;1;
%+ %VE.L (G. M. VIII.). 20. Revine la 732=5%1 *
= log & - 21, Se va rezolva in raport cu log (1)

4logh —38log7
avem: log (x4 1) = —[21log 2+ log (&* — 1)] £ [log (2> — 1)+
+ 2log(@— 1), care di = —3, ce nu convine si

2+ V2
S V 9 2. 22, Din primele doui deducem (1 — log )
logy=1, (1—logy)logx—1, eliminAnd pe logy avem

2
logz(1—logz)=1 ete. 23. Trebue si avem vlog%
=1o gkaw—l—b) Adabz=(az+b?. . a= %7 (G. M. IIL).

) 347 1025 392
24, Se poate scrie (?) e (g) a=4,
log .
y=3. 20. =5, y=4. 26. Se poate scrie (%) =vg

'.logm=%» e=Y10, y=10Y10. 27. =10, y==1; sau

=t —




RXSPUNSURI SI INDICATII (xviil, 28—40).

3
z=1, y=V100. 28. Avem: zlogy=ylogz, plogz=qlogy
g

.px=gqy, ploge=gq [logw—l—]og%] m=(%)"-q

.
y=(%) £ .29, 8¢ va tnlocui in chestivnea precedenti, p

prin logp si g prin log g, si se va observa ci (log p)*=/(log ¢)¥

se poate scrie @8 7=y"%7 ecuatia de aceiasi formi cu cea

de a doua prin problema precedenti. 30. Se giseste: a+y

o (m—l—n)log(bc); y___Vm—n log (b : ¢)
log a log a

’

log a log (b e¢)
= + : o E =
log u +log v = + \/ e log u — log v

= + vméofnﬂ- 31. Se poate scrie log1,01 —

-log 1, 01—1]>1; prima

x
—logz>1 sau logz [ g
parte va creste necontenit, cAnd x creste, cici z: loga
cregte; prin incerciri se giseste ci inegalitatea datd va fi
satisficuti pentru x> 917,... 32. £2>1106,... 33. Se
va calecula mai intai (0,99)'%° se giiseste: 0,22145... apoi
z>62275... 34, Trebue si avem: loga - logh=m,
m > f fiind diferenta intre caracteristice .". ab=10", a=2" 5%,
b=2"""5""F L si k fiind numere intregi mai mici ca m.

35. \/a, 36. 1= o012 o014 ani 3 luni. Pentru ca tim-
log 1,05

pul in care capitalul se indoeste si se reduci la jumitate,
dobdnda la 1 leu trebue si fie (1,05)2—1=0,1025 sau
10,25%.  37. Ecuatia problemei este zX(1,05)>=30000 X
X (1,06)° .". 2=2381455, ambele capitaluri valoreazi atunci
cite 40147 lei. 38. 13780 lei. 39. Populatia in anul

. 82000 10
2000 v fi: Paow = Prss (14 zo10005) 28723000 apro-

ximativ; populatia va fi de 10 milioane la epoca ¢ =1900-+}
» log 107 — log 5912000

82000 1
log (1 g 5912000)

oo 1941. 40. Dac# capitalizarea

— 1Y —



(Xvill, 41—45). ALGEBRA

se face anual, dob4dnda incepind sid curgi dela sfirsitul
anului in care s’au ficut depunerile si ficind abstractie de anii
21
bisecti, capitalul strdns va fi: e [(16035) 1]=~ 12037 lei;
dac# capitalizarea se face trimestrial, trebue si inlocuim in
formula precedentd 0,05 prin 0,05:4=0,0125 si pe 21 prin
4 X 21=84, se giseste atunci 13302 lei. 41. A (147»)—
A+ry—1

—a—— pentru a gasi timpul in care acea persoand
r

se va ruina, se va c#uta valoarea lui ¢ pentru ecare expresiu-
o ., loga—logla—Ar).
nea precedenti se anuleazii; {= o (1°ER ; pen-
tru datele numerice ¢ este aproximativ 20 ani i 11 luni.
42, Retinerile capitalizate din 6 in 6 luni cu 4'/5%/, anual
s’au urcat la 25713 lei; pensia semestriald netid este de 2214
lei si igi va lua inapoi toate retinerile in 6 ani 91/, lunil)
(G. M. XV.). 43. Prima plati ficAndu-se dupi n ani si a
doua dupi n-+2#%  ani, media lor aritmetici este n-+n'.
Fie A suma imprumutati, B cele douii pirti egale, A’ partea
din eapital plititdi in prima rati, A” in cea de a doua, avem:
=A(14r=A"@0+rt2" A+ A"=A. Daci ar fi
achitim intreaga sumi cu dobédnda ei, diand 2B lei dupi
“timpul @, am avea 2B=A (14 7)"; din relatiile precedente
5 1 1 1 : ; ;
'.de_dvucem.(l,—l—r)_"—l_(l+r)”+2“'_(1-|—r)" i (1+7:)n+n i
AFrr .ot n>a 44. Fie a;, as, .. an ratele
anuale avem:q;:=ni_21=...=gil— =, apoi a(I+r)'=a
(147 —14a: (1424 ... F an=k[n(1+r) ~ 1 (n—1)
n n
(1+r)n—2+...+1]=k["(1;'") R et +i].-.a,=

2 72
ar’(14)" . . ;
EERRRITY [ A TR 45, Amortizarea ficindu-se in 12

1) Un factor important ce intervine in calculul pensiilor si in genere
al rentelor viagere, de care nu s'a tinut seami aici, este mortalitatea ;
ceia ce face capitalul strins si timpul pand cAnd depunitorul il epui-
zeaza, si fie mai mare decét cel caleculat mai sus.

— A72—




RASPUNSURI $I INDICATII

ani si 7 luni, iar capitalizarea din 6 in 6 luni, avem:

A(1+r)25+%=a(1+r)“+a'(1+r)u: r—a :r. In prima
ipotezi A =15.000.000, @ = 1243683, o'+ 1064200, » necu-
noscutd; prin incerciiri se giseste r =0,05 (aproximativ);
deci dob4dnda pe o jumitate de an este de 5°,; dobanda
anuald este dati de formula (1-+7)2=(14=z). . 2=0,1025
sau 10, 25%. In cea de a doua ipotezi se va observa cii ca-
pitalul imprumutat s’a redus la 1 Aprilie 1901 la 15.000.000+
+ 896875 dobanda pe 7 luni — 1243683 suma plititd la 1
Aprilie = 15653192; pornind dela aceastdi sumi conventia
se poate considera ca redusi la 12 ani. Daci venitul brut
este de 4.000.000 suma ce s’ar fi plitit anual sindicatului ar

fi fost: 4.000.000 — 0,32 X 4.000.000 — —% [4.000.000—0,32X
X4.000000 — 0,68 X 3130000] = 2424200 lei. Capitalizarea

facAndu-se din 6 in 6 luni, dobanda la un leu pe 6 luni va fi
dati de formula 14653192 (r-+1)2=1212100 [(1}7r)®*—-1]: 7
san 12,0897 (147)* —(147)*+1=0; prin incerciri se
gaseste 0,064 <r< 0,065, dobanda anuali corespunzitoare
este cuprinsi intre 13,20°/, si 13,429, 1).

1) In realitate venitul a fost mult mai mare, 'dobdnda anuald plititi
sindicatului de bancheri germani a trecut de 25%.
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