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1. 

ARNAUDEAU, ingénieur civil, ancien élève de l'École polytechnique. Conférences sur 
les principales Difficultés des mathématiques élémentaires, suivies d” une Instruction sur 
les règles à calcul. Br. in-4, avec fig. dans le texte. ‘ h 60 °c. 

BINET, membre de l’Institut. Mémoire sur les Infégrales définies eulériennes, et sur leur 

- application à la théorie des suites, ainsi qu'à l'évaluation des fonctions des grands 
nombres. 1840, In-£. : Sfr. 

— Mémoire sur la Délerminalion des orbites des planèles et des comètés. 1827, Br. in-4, 

* avec pl. . fr. 50 

— Mémoire sur l'ntégration des équations linéaires aux différences finies à une seule 
variable, d'un ordre quelconque, et à coefficients variables. 1864. In-4. 4fr, 

— Réflexions sur le problème de déterminer le nombre de manières dont une fi figure rec- 
tiligne peut être partagée en triangles au moyen deses diagonales. 1838. Br. in-4. 1 fr. 

— Mémoire sur les /ndgalilés séculaires des éléments des planètes, 1840. Br.in-#. 1 fr. 50 

— Recherches sur la Théorie des nombres entiers, et sur la résolution de l'équation 
indéterminée du premier degré qui n'admet ‘que des solutions entières, 1841. Br, 
in-4. rs 2 fr. 50 

— Mémoire sur la formation d'une classe très-étendue d'Équations réciproques, renfer- 

‘ mantun nombre quelconque de variables; applications diverses de ces relations, par- 

… iculièrement à l'intégration des équations différentielles élevées du premier ordre à 
un nounbre quelconque de variables, qui ne satisfont pas aux conditions d'intégrabi- 
lité, 1843. Br. in-4. : cry 780 

— Mémoire sur l’ intégration des Équations linéaires aux différences s finies, d’un ordre 
quelconque, à coefficients variables. 1833. In-4. Leo 75. c 

” preuves à chances variables, et qui exige la détermination du terme principal du 
développement d’ une factorielle formée d'un grand nombre de facteurs. 1864. Br. 
in-4. - .. 150. 

— Note sur la détermination de l'{ntégrale eulérienne, binome f. æP-1dx{1—x)1-1, 
- . < ‘ 0 

dans le cas où l'un des arguments p où g est un nombre rationnel, 1843. In-&. 50 c. 
— Note sur l'Infégralion d'un système d'équations différentielles du second ordre, entre 
Un nombre quelconque de variables analogues à celles du mouvement d’un point libre 

autour d’un centre fixe, sollicilé par une force fonclion de la distance au centre. 
In-4. 760. 

— Mémoire sur les Intégrakes eulériennes et sur teur. application à la théorie des suites 
‘ _æ à l'évaluation des fonctions des grands nombres, 1839, 1n-5. . ‘| .15 c. 
— Nole sur une Aféthode pour trouver le plus grand commun diviseur des nombres cn- 
es, ou des polynomes algébriques, et sur l'application de celte méthode aux con- 
* gruences du premier degré. 1841. In-4. : _. LUT 7 ‘500. 

© — Observations sur des Théorèmes de géométrie. In-6. Le . Ft ‘50e. 
— Note sur Y'Expression du logarithme de l'intégrale culériennie r {p). 1839. In- 4. 1.75 €. 
_ - Note sur les Inégalités séculaires des éléments des orbites planélaires. 1840. In-£. 50 c. 
CASSANAC (Eugène). Traité ie rèdigé conformément aux programmes ofi- 

ciels du gouvernement, 1858. 1 vol. in-8 mes ct ecfr 
, a



DOSTOR, professeur de mathématiques. Mémoire sur une méthode nouvelle de Trans- formation des coordonnées ilans le plan et dans l'espace, avec äpplication aux lignes et aux surfaces des deux premiers degrés. 1856. In-8. 2 fr. 50 
ENCKE, Nouvelle Méthode pour calculer les perturbations des planètes, traduit et annoté par MM. Terquem ct Lafon. 1858. Br. in-8. 2 f. 50 FARAGUET, ancien élève de l'École polytechnique, officier de marine, Théorie analy- tique du plan et de la ligne droite dans l'espace. 1854. In-8, avec pl. 2fr. 50 FORTOUL (L'abbé J.-C.). Sur les Oscillations d'un mobile sollicité par plusieurs centres d'altraction fixes. — Sur les Figures d'équilibre des liquides planétaires. Thèses pour le - doctorat é ês sciences mathématiques, soutenues le at février 1859, Br. in-4. 4 fr. 
GIRAULT, professeur à à la Faculté des sciences de Caen. Éléments de géométrie appli- . quée à la transformation du mouvement dans les machines. 1858, 1vol. in-8, avec y. ‘dans le texte. - : 5 fr. 
GUY, sous-directeur de l'École desa aris et métiers de Châlons. Instruction sur la Règle .à calcul. £e édit. 1859, Jn-12, avec fig, .. oo, 75c. — La Règle à calcul en buis. | ‘ Gfr. 
HAAN (BtËRENS D). Tables d'intégrales’ définies. Pbliées par l'Académie d'Amsterdam. 1858. À fort vol. in-4, . - 40 fr. * C'est la première fois qu'un travail aussi important est publié. Aussi le recommandons= nous d'une manière toute spéciale à r attention des mathématiciens et des ingénieurs. ‘ 
_ - Réduction des intégrale défini ies générales 

Le) 
Cos. prdx , Sin. prdx Fois . PAT pas 

o . 

et et application de ces formules au cas où F{x) a un facteur de la forme Sin.a Ou cos. 
1858. In-4. : : 

! 8 fr. — Note:sur une méthode pour Îa Rédiction d intégrates définies et sur: son application 
"à quelques formules spéciales! 1855. In-4. | ‘4 fr. 50 
LOBATTO. Mémoire sur l Intégration des équations linéaires du prémier ordre aux ‘difré- rentielles partielles à quatre variables. 1854, ln2g cartonné. ‘ 3fr. 50 
as docteur ès sciences, Exposé d'un Principe concernant l'intersection des sur- faces, avec € application à la recherche des Propriétés des surfaces du second ordre. Br. ‘in-4, 

LL h &fr. 
MEYER, professeur à l'Université de Liège. Exposé élémentaire de la Théorie des inté- *'grales définies. 1851. 1 vol, in-8. 

10 fr. — Manuel d'an cours de Calcul différentiel, 1855, 1vol.in-8. _ 9fr. 2" Essai sur une’ exposition nouvetle de la théorie’ analytique des Probabilités à poste- riori. 1857, Iu-5. “. 
Gfr. — Nouveaux Éléments dé Goniométrie. 1852. In-8. M cu  &fr. 50 — Nouveaux Éléments du calcul des variations. 1856. In- 8. * te 4 fr, PRONY (Baron de). Instruction élémentaire et pratique sur Lusage des tables de loga- ‘ rifkmes. In-18 br, 

7 15e. 
QUÉTELET, secrétaire perpétuel de l'Académie de Bruxelles. Lettres sur la Théorie des ‘ probabilités, appliquée aux sciences morales el pôlitiques. 1846. { vol. gr. in-8.. 9 fr, 
VERUULST. Traité élémentaire dés Fonctions elliptiques; ouvrage destiné à faire suite [aux Traités élémentaires de calcul intégral. : Bruxelles, 1840. 1 vol. in-8,. 8 fr. 
= Leçon d'arithmétique dédiée aux candidats aux écoles spéçiales, sur la multiplication ” abrégée (avec la mesure de l'erreur); le nombre dés chiffres du quotient dans la divi- ” sion ordonnée de M. Fourier ; ; la division abrégée de A. Guy; l'extraction de la racine - cubique, etc. 1847. Br. in-{2, on ‘ "1 fe. 50 
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. :, L'analyse, soit algébrique, soit infinitésimale, a fait depuis 
une soixantaine d’années de notables progrès. Grâce au génie des 
Cauchy, des Gauss et des Jacobi, ces savants qu’on peut regarder, 
pendant ce laps de temps, comme les triumvirs de la science ; 
grâce aux travaux mémorables d’autres illustres géomètres; dont 
les noms sont bien connus, nous-possédons actuellement beau- 
coup plus de moyens de vaincre les diverses difficultés .analyti- 
ques, que les mathématiques n’en présentaient au temps d’Euler 
et de Bernoulli. Cependant l'enscignement est Join d’être à la 
hauteur de Ja science ; c'est là un défaut qui a été maintes fois 
signalé par des juges compétents et haut placés. Ainsi, il est à 
croire que Jon attendra, bien longtemps ‘encore avant que les 
belles théories des déterminants, des invariants, des fonctions el- 
liptiques, ete., viennent reculer les Jimites entre lesquelles oscil- 
lent depuis un demi-siècle les programmes des cours classiques. 
Si, d'une part, il faut attribuer ce retard à l'accueil très-réservé 
qu'on fait généralement aux sciences, 'on doit aussi, de l’autre, en 
imputer la cause au manque d'ouvrages qui, en traitant métho 
diquement les, matières, ‘ouvrent une voie sûre et facile à leur 
étude, ét préparent, pour ainsi dire, la rédaction des program 
mes. On se plaint avec-raison que les découvertes analytiques, 
qui forment ordinairement l'apanage de quelques hommes privi- 
légiés, ne soient pas mises à la portée du plus grand nombre des 
intelligences : Car. il est évident qu’en économisant de. la sorte 
les forces de l'esprit, on en garderait en réserve une plus grande
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quantité, lesquelles, appliquées à leur tour à la conquête d’au- tres vérités, augmenteraient dès : à présent la somme des con- naissances humaines. D'ailleurs, er en répahdant Ja science, onen ouvre le champ à un plus grand nombre de recherches, et, par. suite, on l'oblige plus facilement à révéler ses secrets. Mais les grands géomètres, sollicités" jar l'honneur qui cst attaché au progrès de la science en lui-même, sont plus soucieux de décou- vrir que de populariser des théorèmes. Il arrive, en outre, qu’ils les enfouissent dans les journaux scientifiques ou dans les re éueils des’ Atadémiés! ‘que ‘les'jéuriès" étudiants 5 n'onf si souvent ni lé tétips; à ni 165 : inOyénS dé’ cônisultér: Cé'éérait: ‘donc uné Œuvié utile que dé coorddiner S6ûs ün séul ‘Boint dé : vüé tout ce qui se rdfiôtté à'utie théorie, afin d’ évité aus; Séornètres la” péine'de chercliér ét de lire beäücoüÿ dé mémoirés ou dé courir ]6 risqué d' 'etrejiendré é des travaux quio ont été déjà äichevés par d'autres avéc Succès. Hi None ee tit “M par cés éonsidétatns, ÿ ai conti le projet de pbs suc" cessivément, sous forme de traités; les divérsés théoriés | mathéi matiques qui Sünt actüellément : äisSoz aviricéés pour donriér licu à des Corps'de doctrinc: séparés. Tel est l'ouvrage sur la: Théorie de lélimihütion, qué je présente et que je récoininande : aujour- d'hui à l'indulgence du public’: savants ion; ce La théoiie de l'éliminätion ct très-iniportänté, Car elle € con “stitüe; pôur ainsi dire, ; analyse mêmé- En éllet toute t diéstion d'añilysé peut élré mie sous la foïme d'uri probléme à à résoudre: Où: “obtiént” ‘alors’ ‘des équätions: cniré Certaines quantités, ‘dont les Unés ! Sont. les dorinées; ét les autres les: inconniuës’ du | pro blèmé. Le ut dé r änalyse est clisuite d'extraire de cés équations les’ valeurs des'i inconnues, où, en'd’ autres mots, d'éliminer les quantités: qüé l’on ‘adopte éomme ‘icbiinues: :Seloh la nathré et lé‘nonibre'des équations, ces valeurs : pourront s'obtéñix päb dés | expressions finies: où’ non,: par des formules. d'äpproximation plüs où moins’ rapides; € en nombre égal ou supéricir à celui des inconnues. ! ‘1507. vice pis pou house 

pou



PRÉFACE, | ix 
Dans le présent traité, nous Supposcrons que les équations 

données sont algébriques : cas auquel tous les autres peuvent 
se ramener dans es limites d’une approximation fixée d’az 
Yance. : :. Dore are - ‘, L'ouvrage est divisé en trois parties : dans ia: première, je 
traite de l'élimination entre deux équations à une variable; dans 
la seconde, de l'élimination entre trois équations à deux varia- 
bles; dans la troisième, de l'élimination entre un: nombre quel- 
conque d'équations à plusieurs variables. J'ai ‘lâché de ‘donner 
assez d'extension aux matières, pour qu’on puisse plus facile- 
ment les comprendre, sans top augmenter le volume de l’ou- 
vrage. Ainsi, dans l'espoir de mieux fixer les idéés du lecteur, 
en le faisant marcher graduellement du particulier du général, 
et persuadé qu'il vaut mieux se répéter qu'être, moins clair, 
j'ai préféré traiter préalablement, dans la deuxième partie, 
ce qui, à lu vérité, auynit. pu se concentre daus la troisième, 
sans que l'ouvrage, fût moins, complet. Comme jé ue vise qu'à 
l'avantage des autres, je ne me soucie pas de faire. remarquer le 
peu qu'il peut y avoir du” mien dans cet ouvrage;-ma thèse de 
1856 ct les Annales de Tortolini pourront, au besoin, .le faire 
connaître. Je me crois en devoir plutôt d'assurer le lecteur qu'il 
trouvera réuni consciencieusement ici tont ce qui pourrx l'inté- 
resscr, el tout ce qu'on a écrit de micux sur.ce Sujet, nsqu’à 
l'année présente. Plus d’un mémoire, qe je pourrais citer, au: 
rait pu être épargné ou mieux rédigé, si l'on avait plus tôt connu 
les ressources dont l'analyse pouvait déjà disposer! « #" 1} 

Puisse ce travail, malsré ses nombreuses imperfections; ren 
contrer Ja faveur du public, et témoigner du moins, à défaut de: 
mieux, ma bonne volonté de lui être utile, J'aurai acquis alors 
la plus précieuse récompense de mes cfforts, et le plus noble 
éPCouragement à poursuivre le but que je me suis proposé. 

me
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. ERRATA. 

FR ptts bmp, bnp He 
dR: 

—_—_————— 

Le 
D, Ye 

(mn—gx) 
ge. 

.. Am, 
.Ao4t . 
-sont négatives 

. MN de, nn — dy 

il viendra : 

est de degré 
(3) 

“Yi 

ascendantes et déscéndantes * 
D En 

‘ Tomn 

Pa 

:. !;, AU LIEU DE ‘el LISEZ , JU D _ —+am + am 
1.2.5...1 Sxposants 12.3... Le, . de . der Lis, ce 1. 
dSg 

dHg': Lou at . do 
de. 

| dar 
‘dar 

Da,a,z - Data: 
la,a,ta, 

| Tease, : am 
.. am 

bm—1 bn 

cam am 
ML QT, Gt tu, . +. e. ". . OS fn M a am. ui GR dm at J(x)=3 ÿ(&)=0 CAR, 

&omb,m CU OdR dR 
di Ars, "dis M: DUR . $ vu :$ vu précédent. 

mp1) bm=t, bm1, De. ee 
°dR- ' ‘ FT 

‘ dam—p- DT 

.: ToUy 
NNn— x 

y 
dm … 

AiïAr 

‘ deviendront négatives 
Mn dy, | mn— dx 

*@ 23) il viendra lim” nr 4 Ya) et: 

"est 

(1,2) 
y. 
descéndantes 

cm FOUR | Cut 00n 

0—
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PRE 7° ri CHAPITRE I. Co 

SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES ET SUR LEURS PROPRIÉTÉ. 

Soit l'équation "2." :: “ii 

Ga) God" + ai a, +. .. . Faso, 
dont nous désignerons par ei , ave + Am les racines. 

Une fonction donnée des racines est appelée symétrique, lorsqu’ elle 
reste la même, quelque échange que l on opère entre les racines. On 
conçoit facilement que si cette fonction est' entière, elle pourra tou-. 
jours être décomposée en une somme d’autres fonctions symétriques 
plus simples, qui seront toutes de la forme 

(2) oo. a SaPate alone | 

le signe © s 'êtendant à ä toutes les combinaisons Là à l'es indices 1, 
2, 3...,m, et { ? désignant le nombre des racines qui fi figurent dans 
“chaque terme. 

Lorsque la fonction one contient qu’une seule racine dans chaque 
terme, c 'est-à-dire lorsqu’ on a c—2, elle prend le nom de somme 

‘des puissances semblables des racines, et on x désigne par le sym- 
bole s,. 7 "°°" u Lu S Uri
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Comme nous allons voir, ces fonctions, qui jouent un grand rôle 

dans l'analyse algébrique, sont douées de propriétés remarquables. : 

: PREMIÈRE PROPRIÉTÉ, Les sommes des puissances semblables des 

racines s expriment en fonction entière des coefficients. 

On a en effet, pour une somme quelconque s,, les deux formules . 

suivantes, dont la seconde est due à Waring : 

& &o 0 0...0 

HT 2e &: &  0...0 

4\P] 34; de di 2... 0 

(3) s=( æ ee . . .. ° . CC] . ° 

(p —1)a;- dp2 Gps Apt. o 

PA . Apt ° Ap2 Ap—3° . -di 

—_ A\PQ(—1}e(p—2x— 1) y 

se Eee een, 
où (2) et (p-—2;—1) expriment, pour abréger, les produits 1.2.3... 

et 1.2.3...(p—X—1); À, 2...) étant d'ailleurs des nombres en- 

tiers assujettis à vérifier les deux équations de condition 1 

(5), tutti heep 
(6)  M+2k+3k ++. MP 

La première formule se déduit en tirant les valeurs de s, des re- 

lations € connues entre les sommes setles coefficients, à savoir : 

asi+1. a—0, 

: Sas +2 0; 
. Pirate 

(7) U4 as sn test dar ou 

OÙ Go ais entre .+pa=0, 

qu’on trouve en comparant les coefficients d’ une même puissance de 

{*) De ces mêmes équations on tire la valeur d'un coeficient exprimé en fonction des 

sommes s. On aura, en effet, ‘ 

Si 1 0 0 0 0 

S 8 2 0e: 0...0 
128... | 55 Sa . .S, .3 ._ 0..-0.
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æ dans les dérivées de l’ équation X— 0, considérée comme fonction 
des coelficients, ou comme fonction des racines. Dans le premier 
cas, on a 

(8) na n)o at, “Fan 0: 

dans le second, 

4 EL Das Des T—us D— am" 

      

(@)  x— 

Pour démontrer la formule de Waring, : nous Femarquerons que 
la (9) donne 

x’ 3 
pr = + BH +. ete 

—: 

d'où il résulte que s, est le coefficient de dans le déelepement 
de la fonction 

vs a,+2® BhTerte HMS (10) m1 ris T 
NN. 

suivant les puissances ascendantes de À — En posant en la série de 
Taylor nous fournira pour ce coefficient l'expression 

(1) . REG =" 208 (ao + ay aug D. 

Or, d’après un théorème que nous avons inséré dans les Annales de 
Tortolini, 1855, cette dérivée se calcule aisément. Étant donnée, en 
effet, une fonction quelconque o de la variable z liée avec une autre 
par une équation de la forme 

œ=Y(y), 
la dérivée nièe d'ordre quelconque de la fonction o exprimée en 
fonction de la nouvelle variable y sera fournie par l” équation 

19) D'o— a(n) EE. { gr j* (42) D, F— DEEE krkishs.. eee De9l|i 1.2/ (125) \1254.n) ? 
où le signe X s'étend à toutes les valeurs entières et positives de ‘ phak,k.,k, qui vérifient les équations
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se ( p=hi+ hs ++ HE, Poitou 
! { n—=k, 2h, +3k. +, , rh Qi ea 

rl désignant, en général, le produit 1.2,3...1. 
Dans le cas actuel, on, a. o=logx:, .,., . | 

L Y)=00+aiy-+ aug + 
et en général Dee )rt).. Ÿ = 

7 1.2.5., 

3) | 

I n’y aura donc qu’à faire’ convenablement ! ces substitutions dans 
la formule (12)'et à la multiplier par (—1 TE) y pour retrouver Ja 
formule (4). | DUT 

DEUXIÈME PROPRIÉTÉ, La fonction quelconque o ‘peut s s'exprimer en 
fonction des sommes Sp. 

\ 

. : Uoe at. . K oruette ‘ j 4, e Pour cela, observons qu'on a évidemment ‘* ‘| | 

pi Exp, 
Sq2 = EuPasT + ZaPtas | u | 

ON 
. rc, d'où (14) © Pa ZaPal = SpSq— Sp+g3 : | 

.$ a Pa =Saras as Do a DotsPatn tr 
d'où … Zarlanlas = 5,Ex Pos aan 
et, au moyen de Ja première, _ 

(15) Ps ar late" = ss p-+95" Sp-r$g— SqarSp— 2Sp+-q+r3 
Re aafas a, Es a Par a Tata —DoPo Hat ce Pasta + 

qui, par la précédente, deviendra : Por ee 

(16) Pa Sp — (ss, + Spetg) | . 
+2 DnrgrSeSparr8g te …)+(s grrr Se + part) 

, 12.35 sr 
. De même, | 

(17) - ps Baader” EX a 6,5%, $, [S Sp, SSes 

| ‘ + 2ESp+q+rSSys 
fa F5 Rite | HESp+g8r18r :, / 

ni Ut oui 
“1.2. 8 EsptgtrttSos 

—LEspegserehin | 
+123. ESsornrirs, tetr



Se Ie PARTIE. CHAPITRE LI 12 5’ 
en admettant que le signe  s'étende à tous les produits que l’on peut - 
obtenir en combinant ensemble, 2492, 3à3, etc., les lettres PQ, 
r, 1, © qui figurent dans les indices. #22 + 4. à 

En général, on obtiendra ::.- 
fo : Lui ue : D de ii ” ° \Y 7 F ui TI QT F Fi (18) QU Da 1-7. Gs'r.a = Ye Ages Qt . 

too: 
ei oo io en, INSEE ei mali nt otiit : noce! YA ea, U 

Ti NT Tai 
. — -} à æ Xl = 1 2 is 

NE 
TIRE 

— Ju Me. | Y 1 2 Xp ; 
à ' ii : 

Supposant connue la fonction : d'où il suit qu'en 

: — PAF TE qu Y'a & ea, se ‘ 

le second membre de l'équation précédente sera déterminé ; car il 
n'y aura qu'à changer les indices 4, Fes Tin respectivement, en 
CHR Rats Tin, pour calculer tous les tèrmes qu’il con- 

tient. Par la mème raison, la détermination de O1 dépendra de Qi 
celle de Gi de 3, etc. Il suffira donc de connaître les premières 
fonctions o1, où Css Der ss QUE nous avo 
en conclure toutes les autres. 

ns données ci-dessus, pour 

De ces simples considérations et de l'inspection de cas particuliers 
donnés, on peut déduire une formule propre à fournir l'expression 
de © en fonction des sommes des puissances semblables des racines. 

Appelons 2,, 2, 2...2;, les sommes de g,h, &... à exposants 
quelconques pris parmi les #4, Tav..s Ty, SOUS la condition 
(19) g+h+k+.:.+izl, 

et désignons par h | 

k : 
po 

ES) Sp Sage » à 9 

la somme de tous les produits que l’on aura en combinant dans les 
indices ,, Ans ge.) tous les; 4, &,.. à exposants choisis g àg, 
Räh,k à k,ete., parmi les exposants (x).
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. Ilest clair que o sera le résultat de l'addition dé pareilles sorimes 

multipliées chacune, par certains coeflicients numériques, L 

D'ailleurs, on aura pour chaque terme 

(20) Ag hit += mit mie ms 

car si l’on change les racines & en px, il faudra que chaque terme 

du second membre gagne le facteur pri+5i..5t; dont êé troüvèra mül- 
tiplié le premier, ce qui ne pourra pas arriver à moins de la condition 
posée ci-dessus. 

Il nous reste seulement à à trouver les coefficients. A cet effet j j ’ob- 

serve que, d’ après (18), si est le coefficient de 

Sripret...7y dans la fonction ii 
‘4 

celui de terme sembläble 

Satrt:..#, dans la fonction CIE 

sera | — (11 )pse 

Ce terme ëêt le seul qui ait gagné un éxposaht à l'indice ; les: äutrés 

auront au plüs le même nombre d'exposants à l'indicé qüe le$ tèrmes 

dè la fonction OI) et én auront corisekvé les mêmes coefficients 

numériques, Par la même raison, loué les termés 9, äuront des 

coellicients identiques à ceux de 9.5, excepté le terme en 

. Sri tot Ti) 

dont l'indice contiendra un exposant de plus que les autres, et dont 
le coefficient sera nr () fois celui de Smkrinit - me dans la. 

fonction or. En suivant bien ainsi de près la formation des coefli-. 
cients, on arrivera aux conclusions que voici : 

1° Les cocfficients varient séülement lors de là variation du nombre 

des exposants dans un indice, et, aü contraire, ils restént le$ mêmes 

tant que ce nombre demeute inaltérable ; _ 

2° Le gain d’un exposant dans un indice qui affecte la lettre s et se 

compose de p—1 exposants, ne commence à se faire que lors du 

passage de la fonction 6,_; à la fonction o,. Mais comme, dans ce 

passage, le coefficient acquiert le facteur =—1 (p-—1), on peut dire 

que chaque fois que l'indice gagne .un p#"* exposant de plus, le 

coefficient gagne aussi un facteur (—1)(p—1) de plus.
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composée de p exposants, aura pour cocfficient rer 
1} (p—1)(p —2) (p—3)...3.2.1—(—1}-1 I(p) fois celui de 

PS7 qui est 1. 

. I suit de là immédiatement que. la lettre s, affectée d’un indice 

Donc Île terme en | L 

aura pour coefficient | _— 
TT) (+ 

etil viendra enfin - . : Late tait 

(1) =). a su. .% 
5 étant le nombre de géoüpes g, hi; É:.. à dans léquel là été pärlagé. 
On n’oublicra pas que plusieurs des nombres g, k,... peuvent être 
égaux. Dans ce cas, si # exposänts déviennent égaux entre eux, chaque 
téfmë eiprimé en fonction des racines dans les déüx nombres de à 
formule’ sera répété 1:2.3...1 fois de trop. Ainsi, pour avoir la juste 
valeur dé &, il faudra diviser le second mémbre par 1.2.3...1 éxposants. 

Une fois qu’à l’aide de cètté formule où aura éxprimé o ei fonction 
des sommes s; on cälculerä ces diversés sommes au moyen de la foi- 
mule (4) en fonctioi des coefficients, et alüïs là fonction 9 sè trouverà 
en dernier lieu exprimée par les coefficients de l'équation proposée, 
Comme les seconds membres des formules (3) et (4) sont entiers à 
une puissance près de + il s'ensuit que, en supposant a,=1 : 

o : . 

TROISIÈME proPRiÉTÉ, Une fonction quelconque entière et symé- 
rique des racines s'exprime par une fonction entière des coefficients. 

Remarque. La formule (21) nous conduit à une relation intéres- 
sante : elle donne Fo 

d in sea ; 
« 

‘ A) 1). Sosu on, 
Un d | (22) c’est-à-dire = (—1)91T(9) Pig 

o-Q étant ce que devient 9 lorsqu'on y néglige les facteurs contenant
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les exposants qui figurent dans l'indice À9+ Ainsi, on aura (voir l’exem- 
ple (17)) Bee AT ue or 

dés niopee mt dore #5 12. (psg 85) = 1.299 oPas, 

  

dSr+ito PS 

Lorsque, par suite de la nature des exposants, il arrivera que deux 
ou plusieurs des indices },, 2, etc., seront numériquement égaux, il 
faudra ajouter au second menibre dé la relation (22) autant de termes . 
semblables en o:_, etc. ce oo | 

Remarque 11. Si l'on proposait dé ‘trouver le nombre de termes 
dans la fonction ESy Sp SageeSd;, CO nombre, en supposant g, k, k...t 
différents entre-eux, sera évidemment _ ‘ 

1 ! chlore 
4 

  

  

D “(=9) CRE 
5 X G)(-g—1) X75 (l—g—h =} Xe D". 

se Le, n Phi (} ‘ _ Lui 

A QE 
ns un terme sera une combinaison des ex— 

posants pris g à g:suivie d’une combinaison des (—g) ‘exposants 
différents des premiers.et des seconds pris k à k, et ainsi de suite, 
Mais lorsque g' nombres 9» h, k, etc., deviendront égaux à q, la série 
des indices À, , Ân; Appee, 8 trouvera répétée 1.2.3...g' fois de trop, 
et dans ce. cas il faudra encore diviser le nombre N par 1.2.3...9", 
pour avoir le nombre correspondant des termes dans la fonction sus 
dite. Supposons ainsi g” groupes d’exposants en nombre g, # groupes 
d’exposants en nombre k, etc., dans la série des indices dont la lettre 

car la série des indices da 

s est affectée, le nombre N'sera 

(3) Lo GO 
sous la condition . J'YHRRE. dit, 

Cherchons maintenant ce que devient la formule (21), lorsqu'on 
suppose tous les exposants égaux à r. Alors, comme dans. 

pteer, + " . CT + 5 

oops sn, 
‘ 4e ui où 0 nuctelp d, tous ces termes se réduiront à 7 

. ne te gl ht ie 1 . sut 11, pou D, lan is, Se Shane Sin! out 4 ordi ot 

*
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cette fonction se réduira elle-même à 

‘. . a) ie 7 . re i ! . . 

D'ailleurs, comme nous l'avons a aber, il faudra, dans la 
même hypothèse, diviser le secônd membre 1) par 1.2.3.../, On 
aura donc . : Die ct etre idee 

56 sd. UT D op v Dé. Je CPU MENT She Sie 
ou : ie _. ‘ 

C7 7 Me __ 1 Sax 9 [She\ à fsie\ 
@4) Zi rome) (E) f ' 
sous les conditions. ., . : Lu: 

og +4... bi a Joie. Hate Hit 

Application. Le coefficient a; d'une équation est égal à à” 

(—}t Dras. se i . 
1 
ss} 

Posons pourtant r—1 dans celte dernière formule et supposons, | 
ce qui est t toujours permis, +. :: D enr bises 

g=i, =. it 
et : gd, == ),; 
il viendra US Don cu une _ 1 at ed 1 (5 pa CT » 

di — ———_——_— 
— _ 

L (25) | => 4 0:02)... (; 2 (5 ' nue , , 
roi , RS - sous la condition +2 + Dyml : : 

On aura, par exemple, rt ie . 
1 , 1: | 1 M ss — & 55 + srttqu Se 

Les formules (4) et (21) cependant , quoiqu’elles conduisent au 
but désiré, ne cessent pas de donner encore lieu à à des calculs assez 
longs. Il en est ainsi de toute expression qui s’ appuie sur les sommes 
des puissances semblables des racines. Cela dépend de ce que l'on a 
à lenir compte, dans ces sortes d’ expressions, d'une multitude de 
termes qui, finissant nécessairement par se: détruire dans le résultat
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final, ne servent qu’à prolonger inutilement les calculs. Supposons, 
pour lixer les idées, qu’on ait à calculer la fonction E&f°y, et posons 
pour un moment a —1: On aura, d’ après ce qui précède, 

5 p' = ss — sise Doa5 +5, | 

H=— Gi, SG — a, S—=— 0 + 3a1a2 — 303, . 
= —La do Haas+ 2 a — La, , 

sg —=— di + 5° aa— 5@1a — 541 3 + auaa+ 5a; ,a— 5, , 

et l’on trouvera 

NT 9h09 ‘ ‘ I RO ‘ dep, = ds + 3aiai — 5aÿ: Fo. ! 

Ainsi, les quatre premiers termes de s4, les deux prémièrs de és ét le 
premier de s; étaient. éträngers à au résultat; et n’ont eü d'autre effet 
que de rendre le calcul plus pénible. Mais on peut maintenant éviter 
l'introduction de ces termes et écrire même d'avance la forme littérale 
de la fonction des coefficients, qui représènte une fonction donnée des 
racines, à l’aide d’un théorème important, dû à M. Cayley et à 
M. Brioschi, et dont ; j'ai déjà donné, dans les. Annales de Tortolini 
(septembre 1855), une démonstration extrêmement simple. Voici le . 
théorème. 

QUATRIÈME PROPRIÉTÉ, La fonction des coeffi cients qui exprime la 
© fonction des racines 

(25 bis) o =Y aiPasar,. ZÈ Ca, as aps.  (*). 

est de degré égal au plus grand des exposants P,.q r.…., et les indices 
avec les exposants qui figurent dans chaque terme satisfont à à l'équation 

ei AD + Ds +. =p +i+ FH. == somme des exposants. 

Pour le démontrer, nous partirons de cette remiarque aussi simple 
que féconde, à savoir, que les coeflicients de l'équation dotinée (1) 
soit des fonctions linéaires par rapport à une quéleoniqué des & Tatinés. 

| o Nous supposons ici, pour plus de simplicité, aÿ=14..
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En ellet, quel que soit à, le cocflicient a; sera, en général, de la forme 

(27) ai =Ma; + NAUR 

M0, NO désignant les fonctions des autres raëinés, hormis là racine 
&, choisie arbitrairement parmi, les : racines Lis Hey Œgoee Par consé- 
quent, Si dans la fonction 

 p=ù Caiah as. . .an, 

Lu 
on rémplace es céellcients is Gr Œm PAT leurs valeurs (8 7), on aura 

g=Dalasa = Yi (1e aHN, (y4 Chat NE) 0 bn) NP, 
et le plus grand exposant dont sera affectée la racine quelconque ai 
sera la plus g grande valeur de la somme des exposants, : 

hihi ns 

qui devra'être égale à la valeur rhaximum des exposants p, g, r... 
que nous appèllerons, pôur plus de clarté, +. D'un autre côté, là 
somme A++, représenté Dtéciséinant le degré dé la 

: fonction g» considérée par rapport aux coefficients ; donc le plus haut 
degré de ces termes ou, en un mot, le degré de la fonction, sera bien 
égal au plus haut cxpôsant de lä fonction donnée des racines. 

L'autre parlie du théorème se démontre aveë la même facilité. 
Supposons que les racines æ, fi, y, deviennent respectivement 
ka, kB, ky,..., la fonction o deviendra Hp+3#r.…. .9; mais en même 
temps les coefficients dé V équation prôposée se seront changés en . 

kas, a, - ba, 

et ils auront gagné autant de facteurs & qu'il y à d'unités dans leurs 
indices. Par conséquent, chaque-terme de la fonction 9 des cocffi- 
cients aura gagné le facteur 

Page mm, 

Il faudra donc bien, pour que l'égalité (25 bis) continue à subsister, 
que l’exposant de k danë le éécond membre éoit coñslant et égal pré 
_cisément à la somme des exposants des racines dans le premier. N
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| Rénargüte. La fonction 1,49), :+ 32; + mn, c'est-à-dire 
. Ja somme des produits des €xposants par les indices des coefficients 
appartenant à un même terme d’une fonction donnée, joue un grand 
rôle dans l analyse que nous allons. exposer, et en général dans. tous 
les développements réels ou symboliques des fonctions. Il sera donc | 
convenable, pour mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement, 
de lui assigner un nom spécial. Nous l’ appellerons le poids de la fonc- 
tion, et quand ce poids sera constant, nous dirons que la fonction est 
isobarique. Ainsi, dans le cas’ actuel, on dira simplement que la 

‘fonction p des coefficients esl isobarique el, de poids p+q+ +. (9 
En se rappelant ce que nous avons dit page 6, on en conclurait 
aussi que la fonction 9 des sommes s est fsobarique el de poids 
PHI+r+... cr 

Apliation, Prenons, par exemple, la fonction 32° M, le plus 
grand exposant est r—3, et la somme des exposants p+q+r+...—4. 
Donc la fonction des coefficients, qui la représente, sera de degré 3, 
isobarique et de poids 4. Doric elle sera de la forme. 

1 AG? G-Baias+ Ca! + Das. 

Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déterminer de 
plusieurs manières. On peut se servir des sommes des puissances sem- 
blables, si elles sont connues , en y négligeant tous les termes qui 
seraient d'un degré supérieur à 3, comme on aurait pu le faire dans 
le cas de la fonction Zap} traité ci-dessus, si loi avait connu le 

. théorème en question. On peut encore employer des équations dont 
les racines soient connues. Ainsi, les équations 7 
z —1=0, x 224120, 2'—3r° +32+1—0, x 22 +10 | 
nous auraient fourni les équations de condition 

C=—2, &A+C=—2, 27A+3B-+9C—0, D+4C—— 4; 

(*) Nous appellerons aussi éguipollence l'état d'une fonction satisfaisant à ces conditions.
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si l'on introduisait de nouveau le coefficient @ ds alors ® deviendrait 

Ur | 1\= . (25) = (2) DANETE aa)... a 2m 
% 

et l'on pourrait énoncer le théorème précédent sous cette forme :  - 
La fonction + par rapport aux coefficients, est, à une Puissance 

prés de a,, homogène et de degré x F isobarique el de poids p+q+r.…. 
M. Cauchy a ‘donné , dans ses Exercices de Mathématiques, une, 

méthode très-ingénicuse pour calculer les fonctions symétriques des 
racines en fonction des cocfficients. Elle consiste à “éliminer de là 
fonction proposée < ©. successivement toutes les racines au moyen des 
équations qui lient les coefficients d une équation aux racines, à 
Savoir : °°? Dei Er Cie ee “ 

a +atertedacten—0, c'en, | 
LAN aataet. eat t+ana)e0 È ‘ 

| (29) | : | asus aaat. ans Ana an) —= 0, 9 vs 

.. . . . . CE . . . CE . , . 

Eee 0. : 

. À cet effet, en supposant que l'on veuille éliminer successivement 
les racines dans l’ordre &, ai, œy ose: Go, &4, ON prépare les équa- 
tions susdites , de sorte que les racines . 7 DL 

Ans Un Ann » Ann Gnnarr Annie 

4 

s’y trouvent éliminées. Ces équations se transforméront a ainsi ‘dans 
les suivantes : : | 

a+ actatatir0, Portes oo St 
A+ ai(ai te: a da . a au nada 0, 

(30) a+ a(of Part) ai (etat) aie 0, 
, 

. 
« 

. CNET . CE CNRS . ee « . . . . . 

ardt La: 9 ou een te 

dont la dernière ne sera que fa) = 0 nt net oo 

‘On s’apercevra aisément que ces éruetions, p prises à “rebours, sont” 
identiques aux équations res
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Xi=X:,—0, 

on Er Pa D 
G1) ef) =0, 

  
  

{x — ){t—a) ds 

\ÜX, X ' T a 4) (5— 03) (R— 4)... (5 — an) = 
0, 

Jes seconds membres étant ce que deviennent les fonctions sans pa- 

renthèse, lorsqu'on y fait successivement , 

TU, LG, LU; 

car, les racines pouvant être toujours suppostes indépendantes, les 

. équations de même degré entre un même nombre de racines ne 

peuvent différer entre elles. U 

Comme les équations 0) mises sous cette formé sont plus faciles 

à écrire, ce seront elles qui, à partir de la dernière et en remontant, 

nous serviront à éliminer successivement de la fonction ? toutes les 

racines. 

Une fois, par exemple, qu'on aura éliminé &, dans la fonction ç au 
moyen de la dernière équation, qui est linéaire par rapport à «y, on 

éliminera &,_, au moyen de l’avant-dernière, qui ne contient plus 

,. La fonction g sera ainsi transformée dans une autre, indépendante 

de &, et de «,_,. On pourra ensuite éliminer Gy-2 CN ayant recours . 

al équation qui précédera les deux dernières, et, en continuant de la 

sorte, on arrivera à un résultat indépendant des racines, et qui sera 

la fonction formée. La série des éliminations qu'il faudrait faire 
présenterait de grandes ‘difficultés, si: M, Cauchy n'avait pas trouvé 

en même temps, dans le théorème qui suit, un moyen de fes éviter. 

CINQUIÈME PROPRIÉTÉ. Soit P la valeur de o considérée comme fonc- 

tion d'ordre p d’une certaine racine « el ordonnée suivant les puissances. 

descendantes de «. Soit Q—=0 une équation quelconque d'ordre p ou 

moindre que p, considérée aussi comme fonction de «. Si l'on divise P. 

par Q, le reste sera indépendant de «.
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En effet, si l'on appelle q le quotient et R le reste, on aura 

P= Qg+ R., 

“Mais comme, par.hypothèse, Q—0, il faudra que P=R. Or, si nous 
supposons que Q soit de degré p, le reste sera de degré àu moins 
p—1 et de la forme L ne 

Di Diop BP D 0. 
On aura donc 

Bout Da DPI (bi —P)— 0. 
Mais P est une fonction symétrique par rapport à toutes les racines; 

ainsi celte équation subsisterait pour toutes les n racines, pendant 
qu'elle est seulement de p—1 ordre, ce qui est impossible. Done 
les coefficients des diverses puissances de & doivent être nuls. Il 
viendra donc... oi. : 

r pet, 

le reste sera donc indépendant de a; ce qu'il fallait démontrer. 

En profitant de ce théorème, on opérera de la manière suivante : 
. . On divisera ©, considéré, par exemple, comme fonction de «,, par 
le premier membre de la dernière équation, c'est-à-dire par X,; on 
aura un premier reste indépendant de #,. En divisant ensuite celui-ci, 
considéré comme ‘une fonction de ni par X,_,, on obtiendra un 
deuxième reste indépendant de «, et de æy_. En procédant de la 
sorte, on arrivera à un reste indépendant de y, œymyee Ges €t en 
le divisant par X,, on.arrivera enfin à un reste indépendant de «y, 
Pn-uee da, æ4 Ct, par conséquent, de toutes les racines, et qui sera 

‘la fonction cherchée. LL 
Application. Cherchons à calculer par cette méthode la fonction 

Dept — ap? + y + + By + p'ot+yet, 

Il suffira d'abord de considérer l'équation 

È a Lara + ax + as=0;
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on aura par:suite 5 nr : 

Xa= a+ au + ax ax +a=0, 

ere “H(aaut+-a page ga 
CE rt, 4 (a a+} (a +as aff +8; je 

| ere Hate Br. 
Le premier reste, dens ce cas, est 

CR Bai a By) (et B +) 
TH (are Pr faite tp} + 20 HI apr 
++ Pa +a+p) +2Yy( HP) (itat+f), 

qi disisé ‘par Fier , CN fournit un deuxième, 

(a, +2) 2e) O(ar-o)(as Lara De 
+(at+as) + (ai +2). | 

. On trouvera pareillement, Pour. troisième Teste: 

ler —(24t—9a, œ Ra Ba +2aa— ai); 

- el l où ärrivera enfin. au quâtrième reste, ou à là fonction cherchée : 
Ci 

a —aa;+ a. 

: Sixième PROPRIÈTÉ, La fonction © satisfait à égiation aux déri- 
vées Ft ir uote rte 

2) HT TT “a aa ‘da +. + An Er =0. vo 

  

Denain. D' après da deuxième propriété et la note page 2, 
© est une.fonction. des sommes s, qui à leur tour sont des fonctions 

& “les coefficients, et réciproquement. On a done 

al de da ‘de da, dé das de den . . 
.G,. de das dr desde | des ae dan dr. 

Bis. dai.__ .dai du ‘ daï das d@, “am . 
CE ne ds — dx dr J dr met En dr dr”
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D'ailleurs, 2" "4... 

(35) € nent dnt at af); ur) 

- À 

ms se “réduit au coefficient de : ani dans l équation rs x multi 
at plié par —1, produit marqué par. le second membre. 

Au moyen de cette dernière équation 2 il viendra’ ‘ 

da; SN dah S dax _, den EX 4 ar DE mar Dad.. La es r Te 

le signe X s ‘étendant à à toutes les valeurs entières de À depuis 1 jus- 
qu'à », ou bien 

st ñ ji 

di du 14 de À ds: RE  T— mette rer + HE 
De là on uire évidemment | 

. das 1. . dar A di 0. (36) de — 7 dir der. |. a. 
! pourrir. 72 pour i<r. 

. En ayant égard à ces valeurs; la (33) deviendra précisément la: 
(32), qu’il s'agissait de démontrer. L: a 

- 
SEPTIÈME PROPRIÉTÉ. En désignant par < r la. somme des exposants 

des racines dans la fonction ?, on a 

a lo, Date 
1e 1 | a . &. . an 

| 2 ° 4e ‘a = 

Gent on) 
0 0° 0..41 - ds-     

19
 

&£
EE
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Démonstration. Par suite de l'équipollence de la fonction +, on a 

| d 

68) ae Ha Eee r—ipe0, 

et l’équation (32), en y faisant successivement r=1, 2,3,...7T, 

nous donne 

de 
Mt a: rats 

pu R= - =0, 
(39) . 

| | de , de 
s TS 

do de de . : 30% 
En éliminant RD de de ces équations et de la (38), on 

obtiendra la formule (37). 
Cette formule n’est que l'équation (21) sous une autre forme. 

Ainsi, elle n'est pas plus propre à faciliter les calculs des fonctions 
symétriques. Au contraire, la relation (32) et ses semblables, qu'on 

en déduira en faisant varier |’ indice, peuvent utilement servir à dé- 

terminer les coefficients numériques de la fonction ©, une fois que sa 

forme littérale, aura été écrite d’après la quatrième propriété, Nous 

empruntons à ce sujet un exemple au mémoire de M. Brioschi, à qui 

l’on doit les deux théorèmes ci-dessus. 

* Application. Soit À calculer la fonction 

P= =D CAC | 

en fonction des coefficients. La forme littérale sera 

o=Aa," ay-a, at Ca a,a, + Da,’ as +Ediay 

—-Fa,a,a,+Ga,a,a,+la,a.'a, + Ha,as+-Ka'a, 

+ La;as+-Masa, Na Pas. | 

Supposons que les fonctions 

nee s nn. ta Dut, ne 5 

D = Ye, , —



Ire PARTIE. — CHAPITRE IL, : ° 19 

soient connues d'avance, Alors les équations que l’on déduira de 
la (32), à savoir : 

d d d d d . DS. rt éra + Pa ne 
da, 

TE +a age te .+a age +4 

+ a+. age +5 0, 

de — Bei, 

HS —=0, 
TR dss 

fourniront les équations de condition entre les cocfficients indéter- 
minés À, B, C,... propres à les déterminer. En profitant'ainsi de ces 
relations et du tableau page 20, on aura les équations 

AHC—38=0, 2D+G+B+3—0, IHK+F4+9—0,. 
PNA HI—15— 0, GHAN+F— 30, h+P+1520, 

D | EHPHT— 0, P+16—0, 

d'où A4, B——9, C—_1, D—_2, FE 
=—10, 6—10, 1=1, I=16, K=0,. 

L=— 1 ; M=—1 M——8, P=—16. 

C'est à l’aide des diverses méthodes que nous ayons exposées jus- 
qu'ici que nous avons calculé les valeurs des quelques fonctions symé- 
triques, que nous réunissons ici dans un seul tableau pour l'avantage 
des lecteurs. 

On a 

Le
 

SG Sd —,, s,—— a+ 3a,a,—3a,, 
S,= 4; s_ a a, Ha,a;—4ha, +20, 
s s—=— 0" +-50,a,+-5a,a,—5a a, —5,0,+50,0,—5a,: 

=," —60,"a,-6aia,—6aa,—1 20,0,0,+-6a,0,+-Gaa,—6a, +90, a, —20, +20.



(40) 

n
e
     te

s 

‘où 
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Dep =- a+ 34as, . 

2 Ru ri h Da By=ûa;—4a,, 7, 
cs 1 fes ci 

2e Ba? 2a,a+ 2a,, 
2 _ s + . 

.. ‘ “ . .. : | 

Da B —afa;— aa; — 2a+ 4a,,. nr, 

de EF —— HAŸ+ Zaÿas+ a y— Daias + Ba, 

Dai = aa as + aa — Sta— AT, je ? 

2 Pr re 34,4,— Sas ; | 

de By=— aa, + Pad + aid, | | 

2e Py=aas—3aa,a,+ a+ 200 au), . : 

Da 20,0, 2 A2, | 
| 

Jap 22909 Han —2aÿas—2a heure Bai a,—6a, a+6e, 

der Gay 3 ému 3a? & | | | 

Sue p= 249,4, —3u a ua; ans +4, 'at-3aÿ a+Saat-5ase, 
Ya 39 a, 0,2 — a? Qy— — a+ aa, ‘| 

D'apy— 200,0, — aa at ; a 

Duc 204 — rats Bat+ 2aa— Sea. 
Supposons maintenant qu'on ait à exprimer en fonction des coef 

ficients une fonction entière des racines de la forme 

(41) F2 #(e a), 

(42) Ÿ(e ) be à, MLD, ai. Hu. Li 

. # étant toujours une racine de l'équation (1); il est évident que la 
fonction Ÿ. sera, en: vertu du théorème page 10, de degré # au” 

VS
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plus et de tous les poids, depuis zéro jusqu'au nombre in, par 
rapport aux coefficients de l'équation (1). De plus, on voit qu’à 
chaque produit de la forme data... correspond le produit 
bipbn-g bye. des coefficients de: la fonction Ÿ, qui sera “toujours 
de degré ? et de poids in— (p+g+r+...), Ainsi, chaque somme 
partielle de la forme ©. © : . . US L 

bupbn pbs. dapastesr. ., 

qui figure dans la fonction W, sera de poids in— (p+-q—+r)+ 
(+ g+r)— in. Soit + le plus grand des exposants p, q, r..…, ct 
POSONS c—=p+-qg+r+.., on aura, d’après ce qui précède, 

\ 

QT 4\- Dear. {?) DIRTAUTIC NRC 

et la partie bb bn. qui l'accompagne dans la fonction b, 
prendra en général la forme 

Dhb Hb 4... bfn, 
sous les’ conditions 

&3 perhtht eh, 
ki +. +... Lnk,=in—o. 

De là résulle que la forme littérale de chaque terme dans la fonction Ÿ 
sera 

(44) Fans. 5pananan.an, 

sous les conditions (26) et (43). 
Cela seul nous suffit pour établir le théorème suivant, auquel nous 

voulions arriver : 

Étant donnée une fonction symétrique des racines de l'équation 

e GTA r" + a La 0, 

telle que 

Wa D o(a)4 (2) Ha)... 0(u)
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où Lis + ri cl ü . ot 

GE 24, ait, a. US 

la fonction des. coefficients (doaa,...an, b, b 1b,..b,), qui la re- 
présente, est homogène et de degré n, par rapport aux coefficients (a), 
homogène et de degré i par rapport aux coefficients (b), isobarique et 
de poids in par rapport à l'ensemble des coefficients (a) et (b).



CHAPITRE 1H. 

| ÉLIMINATION DE LA VARIABLE ENTRE DEUX ÉQUATIONS A UNE VARIABLE. 

Us: doi ct: 

pute à Fa puit ss Cl gti oo 

SL Ur ur 

Définition et expression de la résultante. 
. : ot ., 

à Fi ho , Î ‘ 1 mn 1 i : Fouitoo 

1. 
1. Soient les équations 

(1) © AR QE a Lan 0: nou 
(2) D Dent bia Beat LD 0. 

Si ces équations doivent cocxister par hypothèse simultanément, il 
. faudra qu’elles aient au moins une racine commune. Mais, à cet effet, 

les coefficients des deux équations devront évidemment satisfaire à 
une certaine condition, sans quoi, les coefficients pouvant être quelcon- 
ques, la solution commune pourrait toujours être rendue impossible. 
Or, si par un moÿen quelconque on déduit de ces équations une 
troisième, d'où la variable est disparue, ce sera là la condition à 
laquelle salisferont les cocfficients. Déduire une telle équation de con- 
dition s'appelle éliminer la variable, et le résultat de cette élimination 
se nomme résultante. La résultante exprime donc et pourrait se dé- 
finir : Ta condition qui doit exister entre les coefficients de deux équa- 
tions données à une variable, pour qu'une valeur ‘de celle-ci les vérifie 
‘simultanément. Mais remarquons ici qu'il ne s’agit que d’une solution 
unique ; car, s’il y en avait davantage, de nouvelles conditions définies 
par le théorème de Lagrange surgiraient entre les cocfficients. Par 
conséquent, dans tout ce qui suit, afin d'obtenir toute la précision et 
la simplicité désirables, nous supposerons que les équations susdites 
n'admettent qu'une solution unique, 

2. On peut facilement concevoir divers procédés, plus ou moins 
compliqués, pour trouver cette résultante, et, de quelque manière 
qu’on y arrive, elle devra s'annuler, dès qu’on suppose aux deux
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équations une solution commune. Mais la réciproque ne serait pas 
généralement vraie, car cette résultante pourrait contenir un facteur 
étranger, introduit par la nature même du procédé qu'on aurait suivi. 
Elle pourrait donc s ’évanouir, sans que les équations proposées pus- 
sent être satisfaites par une même valeur de la variable. Il importe 
donc, avant tout, de connaître quelle est la fonction des coefficients 
qui sera la vraie condition, c’est-à-dire qui. devra nécessairement 
s’annuler s’il.existe une solution commune et qui, réciproquement, 
devra révéler l'existence ou la non-existence d’une solution commune, 

”_ selon qu’elle s’annulera ou qu’elle ne s ’annulera | pas... .: 
A cet ellet, désignons par &,a,...0,, et par B, Br. Ba respectivement 

les racines des équations. p=0 et ÿ=0. On'aura :” 

(3) | par —u,)(x—4, ).. .(&— om) =0, 

@) TU =b@—8)G—8)..(e—p)=0. 
Il est clair maintenant que si et 4 admèttent une racine com- 

mune, une quelconque des racines («) et une seule, telle que %, 

pourra et devra être égale à à une quelconque et à une seule des racines 
(B), telle que B. Ainsi donc il faut qu’une et une seule des différences 
quelconques des racines = $ s'annule, Par conséquent, si l'on 

forme le produit de toutes ces différences, le produit devra s’annuler, 

puisqu’ un de ses facteurs devra nécessairement s’évanouir. Récipro- 

quement, si ce produit s annule, un des facteurs au moins devra se 

réduire à zéro et, par conséquent, il y aura au moins une solution 

commune aux deux équations ; et si aucun de ses facteurs ne s'annule, 

le produit ne s ‘annulera | 1 pas non Plus, ce qui nous suffit. Le produit 

donc 

EE 
(ou lee 8) fu) 

qui à ailleurs est une ; fonction des coefficients G, G), puisqu il est 
une fonction symétrique des racines de chaque équation, sera bien la
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fonction cherchée et définie ci-dessus. Mais à présent, toute fonction 
des coefficients, telle que R', qu’on aura trouvée pour le résultat d'é- 
limination par un procédé quelconque, coïncidera-t-elle avec R, ou 
n'en différera-t-elle que par un facteur, fonction, lui aussi, des cocffi- 
cients? C'est ce que nous allons examiner. 

Il est d’abord évident qu’une résultante R' quelconque sera bien de 
la forme QR, Q étant une fonction des coefficients, qui pourra se 
réduire à l'unité. En effet, comme nous l'avons déjà remarqué, dès 
que nous supposons une solution commune aux deux équations, R' ct 
R doivent s’évanouir en même temps. Or, siR' était distinet de R, de 
manière à ne pas le contenir en facteur, on pourrait concevoir qu'on 
extraie de l'équation R‘—0 la valeur d'un coefficient en fonction des 
autres, et qu’on la porte dans R; et comme, par hypothèse, R'etR ne 
fourniraient pas pour ce cocfficient la même expression, la fonction R, 

* après la substitution, ne serait plus identiquement nulle, et, par 
conséquent, les deux équations proposées n’admettraient pas une s0- 
lution commune, ce qui scrait contraire à notre hypothèse. 

Ce raisonnement ne souffrirait d'exception que lorsqu'on suppo= 
serait R décomposable en deux ou plusieurs facteurs, car alors R' ct 
R pourraient s’annuler simultanément, sans que R’ contienne R en 
facteur. Mais, comme M. Cauchy l’a démontré (Exercices ‘d'analyse, . 
t. I, 1840), en supposant aux coeflicients toute leur généralité, R ne 
peut être décomposable en facteurs, fonctions de ces mêmes coefficients. 

Car, supposons pour le moment R=L.P, L et P étant deux fonc- 
tions des cocflicients. Comme on doit avoir en même temps LP— 
"bg U(i—f), il faudra que, en posant «;— B;, l’une des deux 
fonctions, par exemple P, s’annule : elle contiendra donc le facteur 
%— $. Mais P, étant par hypothèse une fonction entière des cocffi- 
cients, sera’ une fonction symétrique des racines (&) et (8), et, par 
conséquent, elle ne pourra être divisiblé par a;—$;,à moins de l'être 
par toutes les différences possibles des racines æ et B, c’est-à-dire 
par toutes les mn différences d— $;. C'est ce qui arriverait lors- 
qu'on admettrait des relations entre les racines ou, ce qui revient au . 
même, entre les coefficients. ‘Ainsi la résultante R— (a; —0b,) des
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équations "+ a,z+a,=0, 2° +b,x+b,—0, pour a=—=b,=0, 
peut bien se partager en deux facteurs L et P, égaux chäcun à 
—b,, et P sera foriction symétrique des racines des équations; sans 

contenir forcément leurs 4 différencés en facteurs Cela s'explique en 
observant qu "à cause des relations | 

‘uta=0, BB, | 
il vient ai } es (e,—$ ), 

et il suffit, par cénséquent, que P soit Je produit des deux différences 
pour qu'il soit divisible par toutes. Mais, en laissant les coefficients * 

quelconques, on voit bien que P devra coïncider avec R. En restant 
donc dans cette hypothèse, R' sera nécessairement de la forme QR. 
La vraie condilion donc qui annonce la coexistence ou la non- coexis- 
tence des équations proposées est l'équation R—0. Nous sommes 
conduits par là à en considérer de plus près ses propriétés, comme . 
nous ferons ci- après, . 

Nous avons dit que R, étant une fonction symétrique des racines, 
est une fonction entière des coefficients (a), (b). Voici la manière de 
le démontrer et d'en trouver même la forme. On voit d’abord, selon 
que l’on considère la fonction R partagée en lignes horizontales ou 
verticales, qu'elle est indifféremment susceptible des deux expressions 

suivantes : | | | | 

(6) : R= 60] 24 UICA PAU (CA FR 

(D) R=(—Mbo(B)e(B.).(B). 
Ces deux expressions rentrent dans le cas général contemplé par le 
théorème page 20, en y.'posant i—m ou i—n, et en choisissant 
convenablement les fonctions. Par suite donc de ce même théorème, 
ôn obtiendra celui-ci : : 

La fonction R définie par l'équation (5) est une fonction homogëne 
et de degré n par rapport aux coefficients (a), homogène et de degré m 
par rapport aux coefficients (b), isobarique et de poids mn par rapport 
en même temps aux coefficients (a) et (b). 

Par le théorème précédent nous possédons maintenant un critérium | 
pour juger si R' se réduit à R, ou s’il le contient en facteur. Car,
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puisque R doit être de degré m-kn par rapport à l’ensemble dés cécf- 
ficients des deux équations, toutes les fois que R' ne sera pas de ce 
degré, il sera nécessairement de la formeQR, et le facteur Q se trouvera 
aisément en comparant les degrés et les poids de R'et de R:; la question 
posée au n° 2 se trouve résolue, et nous pouvons énoncer ce théorème : 

Toute fonction des coefficients de degré mn, résultante de l'élimi- 
nation opérée sur les équations 3'ei ÿ par ti procédé quelcoñque, ne 
pourra différer de R que par un facteur numérique, et; par conséquent, 
elle pourra être prise pour cette méme fonction R. | 
La considération seule de l'équation (5) nous offre encore un théo- 

rème relatif à la forme de la résultante, qui mérite d'être exposé ici : 
En supposant nm, les termes de la fonction R, qui se déduisent” 

les uns des autres par l'échange des coefficients d'une équation avec 
ceux correspondants de l’autre (), où par l'échange des coefficients 
équidistants des extrêmes appartenant à une même équation, auront 
les mêmes coefficients numériques, précédés du même signe ou de signe 
contraire, suivant que m sera pair ou impair. _ 
Il s'ensuit que quand m sera pair, un même coefficient pourra 

multiplier quatre termes, tous de même signe, ct deux positifs et 
deux négatifs, lorsque m'sera impair. Cela ressortira mieux dans les 

. Exemples que nous donnerons plus tard. | 
Démonstration. Changeons à en B, et réciproquement, ce qui équi- 

vaut à permuter dans les équations proposées, les coefficients corres- 
pondant ensemble; la différence %—f;,.qui entre dans l'expres- 
sion (5) de R, deviendra Bio =—(a;—$). Par cet échange, 
chaque différence qui entre dans R sera multipliée par —1, et R 

‘ . . 1 acquerra Je facteur (—1}"*. Pareillement, changeons «, 8 en = 1 
a'B 

respectivement, ce qui équivaut à changer entre eux les coefficients 
équidistants des extrêmes dans les proposées, la différence a;—f, se 

a, 
— ; et comme a,"b," se changera en a,b,7, la résul- sbÿj 

. 

changera en 

  

{) Nous entendons par coefficients correspondants ceux qui, dans les deux équations, affectent la même puissance de æ, '
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tante R acquerra de même le facteur (—1)". Ainsi; dans les deux 
cas, R deviendra ÆR, suivant que m sera pair ou impair. 

-On peut déjà se servir de ces deux théorèmes pour écrire facilement 
| la forme littérale de la résultante. 

. Supposons, en. effet, qu’on ait écrit sur une première ligne A tous 
les facteurs en (a a) de poids p; On trouvera tous les autres du poids 
complémentaire q=nm—p, en changeant . dans les premiers le coef- 
ficient quelconque a; dans son symétrique an_;, et puis en changeant 
les coefficients ainsi obtenus dans ceux correspondants en (b); on for- 
mera ainsi une seconde Jigne B contenant tous les facteurs en (b) de 
poids g. Il est évident que les produits de ces deux lignes fourniront 
autant de termes de la résultante. Maintenant, si dans ces deux lignes 
on change respectivement les coefficients (a) dans leurs correspoti— 
dants (6), et réciproquement, on obtiendra deux nouvelles lignes B' 
et À”, la première en (b) de poids p, 4 ‘et l’autre en (a) de poids q, qui, 
multipliées ensemble, fourniront tous les termes de la résultante de 
poids p en (b). Les deux premières lignes A et B pourraient occuper 

‘les deux côtés contigus d’un tableau, et les deux autres A", B', les deux 
autres côtés ; et en supposant le tableau divisé en autant de lignes et 
de colonnes que de termes de poids p, les petits carreaux correspon— 
dant au produit de deux facteurs (a) et (6) pourraient être remplis 
par les coefficients numériques respectifs, déterminés ou à détermi- 
ner. Alors la résultante se trouverait écrite d’une manière bien abrégée 
et sous la forme d’une série des tableaux, dont il ne resterait plus qu'à 
calculer les cocfficients. Supposons, par exemple, m—3, m—4#. On 
trouvera, dans le premier cas, pour les termes du ;ioids 4 en (a) et (b): 
__ : ue h Ho bi bp 

  

  

  

  

  
  

      

  
  

    

  

  

  

          

ct Atos OA CURE 

—#+ Le aa 112, A Dobabs bis bb? ° «| 0 tu. 
1} —2 1 - TE —2 Amal 0! 0 #, bib aÿaias | © 0 7% 0 1 _? bobrba 

al —2| +1 .2 0 at? | +3 Bobo Go; 0 mr — : Bé*0," 

Gas +4 +5 +f bobibs ‘| Goûi'2 T 9 Us û botbibs 
5 D | —— Ga? aÿas dolls, al. 0 0 9 B5'b4 

— 2 +| — : 
C D
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où les coefficients supérieurs se rapportent aux produits des lignes 
contiguës au sommet À, et les coefficients inférieurs à ceux des lignes 
contiguës au sommet D. On remarquera alors que, d’après le théo- 
rème (page 27), dans le cas de m—3, les cocflicients sont de même 
signe où de signe contraire, suivant qu'ils sont symétriquement placés 
par rapport aux diagonales AD ou BC; tandis que pour m—#4 ils sont 
tous de même signe. : . . ci 

Mieux éclairés à présent sur la nature de la résultante; nous pour- 
rons en toute sûreté passer en revue les différentes méthodes qui ont 
été proposées pour la trouver. - : : It ie 

À “+ 
: 

$ 1. 
Exposition de différentes méthodes d'élimination fondées sur l'emploi .., 

des fonctions symétriques des racines, 

4 

1. La première méthode qui naturellement se présente pour cal- 
culer R, dont l'expression peut se mettre sous les deux formes : 

À Ro bobine Diane, +0), | 
(1) É (ou bat p a tre, D) ; 

Ge db EE) 
ou | | 

Ra" a pm Gb an), 
GB ap pm La), h 

Be BP a pra a) 
consiste à faire précisément l'un de ces deux produits, et à calculer. 
ensuite, en fonction des coefficients de o ou de Ÿ, les diverses fonctions 
Symétriques des racines dont les formes générales seront 

| ee Dapastes…, - où DAAERE RE . 

el que nous avons appris à calculer dans le chapitre [er, 
Mais cette méthode est extrêmement laborieuse, et il faut voir, dans 

l'Analyse des lignes courbes par Cramer, quels pénibles efforts elle a 

4
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coûté à ce géomètre pour arriver à déterminer de cette manière la 
fonction R, pour les cas même les plus simples. S'il avait connu les 
formules et les théorèmes du chapitre I‘, ses calculs auraient été déjà 
de beaucoup simplifiés. Malgré, cependant, les avantages qu’on pour- 
rait tirer maintenant de tout ce que nous avons dit dans ce chapitre, 
des simplifications plus importantes et propres à la nature de la 
fonction R ont été proposées par les géomètres, de manière à consli- 
tuer pour ainsi dire de nouvelles méthodes. 

. 2. Méthode logarithmique de Lagrange. Soient s_4, 52, S_3je. 
les sommes des puissances 1, 2, 3..., des racines réciproques de l’é- 
quation o—0;eto,, co, «,,... celles des puissances 1,2, 3,... des 
racines de l’équation ÿ—0, et posons 

(3) PSS 025 2205 3 TS 

On aura . / 
M 1 _ —t— mr | | QD Re rss, 

pourvu que dans les opérations indiquées on néglige les termes dont 
les dimensions dépasseraient les nombres m OUR, par rapport aux 
coefficients des équations 4 ÿ ou o. : 

Il est évident qu'en changeant © en 4, et vice versä, on aura une 
autre expression de r, qui conduira aussi au même résultat. 

La formule (4) se démontre aisément en observant qu’on a, d'après 
_ l'équation (5) du paragraphe précédent : ; - 

logR= log a"b"+nlogu,x,. an. 

"Ltog | —<}Hos(i— | Bel #) 

Lg (1 «IF 8(s —£)+.Hog(i—Ë), 

+log(1—À)-Hog| “+. +og(i—©), 

ou A | 

RTS SE IS he
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Cherchons, par exemple, la résultante des deux équations 

ax Lbrte=0, 

ax + bat c—0. 

On aura : 

: à b' 

SE GS, 
s __D*  9a … ne CI 

TT er Le ? Sa G Pa 

et, par la formule ci-dessus, 

4 ° ° 1, « 

ca, R= lois + eat ees — 6: $_10:5_2) 

1 1 
— Boss 04 S4+E ces, 

dont les quatre derniers termes fourniront à chacun un terme utile 
seulement. On arrivera ainsi, toute réduction faite, à l'expression 
connue 

(5) … R=(ac— ac) — (ab — x'b) (be —vV'o). 
5. Méthode de ‘M. Cauchy. Soient Sas Sas Sanees Et Gi, Ge, Ge 

les sommés des puissances semblables des racines des équations = 0 
et #—=0. Posons 

(6) S= S— : CCE ee - 2, ns Si-aTe— + ci, 

ou, sous forme symbolique, 

S&=(s—c), en supposant s,—=6—1. 
On aura, sous la forme de déterminant, . 

S 1. 0 0... 
S, S, 2 0... 
S S S 

(7) 12.3...(mn—1)mnR= NS 8  S.. 
ss 

©
 

e. 

Se
 
S
e
e
:
 

6
0
e
.
 

Sinn—1 Snn—2 Sy SnnteSs  MN— 1 

Sran Sran-1 Sran-2 Sran—s.S S, 

En effet, R peut être considéré comme le dernier terme de l'équa- 
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tion aux différences des racines à et.8. Mais on sait exprimer un 
cocfficient quelconque au moyen’des sommes des puissances sem 
blables (voir la note, page 2),'au moyen de cette formule. 

Ainsi, la résultante R peut s'exprimer en fonction des sommes des 
puissances semblables des différences œ TÊe dont le type est 

Ÿ(a—8 Y=a; T Su 2 Xs+" UT Hp. 

La formule (25), page 9, pourrait encore nous servir, et l'on aurait 

SR Ce (4) (9). 5 1 2/.°*\mn " 

En mettant pour les fonctions S leurs valeurs fournies par la (6), R 
prendra la forme 
(8): Re Css lusyle. Sy) Rmn co sem Enr, 

C étant un coefficient numérique variable d’un terme à l’autre, et les 
exposants (4), (k) étant soumis aux conditions | 
@) prier one ++ kr kan = mn, 

k +k+2(, +, }.. en (ont kan) = mn ; 
d'où il suit que la résuliante est homogène el de degré mn, isobarique et 
de poids mn par rapport aux sommes s el 

Les calculs cependant qu ‘exigent ces méthodes, quoique le quatrième 
théorème (page 10) nous fournisse maintenant le moyen de dégager 
de ces formules tous les termes inutiles, seront encore bien laborieux. 

I'importe donc de voir comment on peut se passer des fonctions. 
symétriques, Ce sera l' objet des paragraphes suivants. | 

oo . . S. lil. 

Méthodes d'élimination, par lesquelles la recherche de la résultante est réduite 
à trouver celle d'un système d' équations linéaires. ‘ \ i-) 

‘1. La méthode que nous allons d'abord. “exposer est celle qu'Euler. 
et Bézout ont donnée les premiers. Soient, comme ayant, 

- @) nd, a a, ami q, 2" a, a+... + am=0, 

(2): d=biattbiart +, a+ RE DO,
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les deux équations entre lesquelles on doit éliminer la variable +. Mul- 
tiplions la première par un polynome de la forme. 
(3) D ADP DE OA 
et la seconde par un autre en æ de la forme. ©  : : 

11 

OR D CS TES 
et composons la fonction BW, dont le degré sera m+n—1. 
Cette fonction, pour une racine æ commune à ç ct à Ÿ, s’évanouira en 
même temps que les deux fonctions proposées. Or, puisque parmi les 
coefficients (A,, A, A, .…., An13 Bor Bis Bas , Bys) il ÿ en à 
Mm-n—1 arbitraires, on pourra s’en servir pour annuler tous les 
cocfficients des mn—1 puissances de x dans cette nouvelle fonction. 
Mais la fonction des cocfficients, qui restera avec le dernicr terme en 
æ°, conservera encore la propriété de s'évanouir avec © ct W; si donc 
elle est de degré mn, ce sera bien notre résultante dépourvue de 
tout facteur étranger. 
Or, en général, le coefficient de HI É dans la fonction : 
| dpt (AG A a gite, A) 

| oc X (2 a 2. ait pa) 
Cu (Bar Ban paie, ET), 

. X (out Dia baie D), . 
sera : . ou Lu 

D. Ad A A AG A 
n CHR Bi bi HER DES+ EBD. u 

, En faisant donc varier à depuis 0 jusqu’à mHn—1,'on aura les 
.Mæn—1 équations oo CT ne 

A%) Doi à Hd : = 
Aoë-tAia, . —+B,b,+Bb, . — 
Aias-+Aa, AG te +Bb,+Bv, +, : | = 
Aça;-+Aua, “HA; HA ‘ —+Bb:+-D,0, +B,0,4-B.6, oi — 

Adi ait ait . + Bibi+D et B bit , . . =0 

vi . co n-20 mA nm ‘ | Bron Dn1bn1=0 
SU, , Anim nos _ tisse  ! &Bnba =Ù 

o
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Ces mn équations peuvent être supposées contenir les 2—n in 
connues (A,A,, ...: Ai: B: sDis 55, B;): Par suite, à l’aide d'un théo- 

- rème connu, la fonction restante cherchée sera le déterminant 

& 0 0 0. ; b 10:::0::0:. 540. 0 M & 0, 0.. be e 0 0... 0 O0. 
: di d::. 0 0! 

0 
0 b 0 
0 à, :h,: b, 
0 
Ô 

0 0: F 0. nan à: “0 0 O1: bi bi 
0::0. 0 ,0.,: 0 am 0: 0 0 0..: 0, à 

et comme il ést-éidémiiént dé degré ER, il Fopréséhtera bieh là 
résultaüle en questiün. * 0 É Fo 
En faisait faite à Ce délerfindft un doit. idur ct én lé retourhänt 

sens dessus déssobs, oh toit qüé célté Hésiilldnté ëst idéntiqlé à à celle 
fourtiié par le détérminant suivant: 

a, En, goes à à + + : mt On, 0. 0 0....... 

  

a 0 
0 a & a... .,. ans ami @m 0 0: .:....0 
0, 0 &.a.: See Ami êne Un1 0 03:84. 0 
0 0,0 a, os s e Ans Ans m2 Ami Ames ...0 

0 0 0'Ù..:.a à tu e a! anis À 
0 0 0: 0: . ü. d;: à @ @s A, ‘ + Am—2 Em—1 Om (8)[& à 8, 0, nn 0 0 0.0 0...0 0 .o. | 0 8 d, D... bai bn .0 0 ,0 ,0...0 © 0 00 LE. Lit: 0 D: 0..:0 o 0 
0 0 Dit. 2 be bis bib, 0, 0. /0 0 0 

0 0 0 0... 8, b, -& D, à, msi st 4: bn On! Ù 
0 0 0 0... 0 be di ë, cb bd. + bas Bas bn   

dont la loi de: formation est plus facile et pourrait se formuler < ainsi : 
1° Écrivez n süiles des côeffi icients de l'équation de degré m, Lane 
au-dessous de l’autre, en avançant chaque suite d’ un rang à droite; ‘ 
2° après cesn Suites, el ns a-vis de la première suite, * écrvoes m SULeS 
des coeffi ictents dt équation de degré n, l'une au-dessous dr autre, - 
en les avançant pareillement à droite d'un rang; 3° remplissez loutes
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les places vides pdf des séros; l'ensemble des lignes constituera le de- términant cherché. : : Den Le : 

Poùr fixer les idées, Supposons m—#4, à —38 ; on aura : : a 
PS0 te ut, , .. ° 4 4.1 do A ü, a, à, 0 0 
0 a, & à, à. ü 0 © [0 0 à, à, ‘a, ä, a, 

R=|b, b, bb, 0 0 0! 
To à, à, bb 00 
00, db, 4, 0 0 |" " tot ô. ü 0 Mu D hope ei J nt uii et Len qui sera une fonction de troisième degré par rapport aux coefficients (a) ct de quatrième degré par rapport. aux .cocfficicnts (6) comme cela devait dre TE 2. Observons maintenant que. si l'on : gra éliminé des équations suivantes : CT : ii 

i ! 

ao 0 . 

  
les mn puissances de Œ nt où ee ns ui 

Le ART ati —2: si 5: ’ ji dns : be pt M 20 esta, x, T, 
D en les considérant comme des : connues, on aurait oblenu précisé ment la résulante sous la forme (8). Ces équations, en effet, subsis- - tent en même temps que les proposées, ct dès que l’on suppose à
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celles-ci une racine commune, il faut, pour qu’elles coexistent sans 

que x s'annule, que le résultat de l'élimination des puissances x’, 

a, a, .…., æ"ht-t, considérées comme des inconnues, s’annule. En 

les multipliant d’ailleurs par des constantes arbitraires A,, A;, etc., 

et en les ajoutant sous Ja condition que ces constantes annulent les 

coefficients des puissances diverses de æ, on reproduira les équa- 
tions (6). | 

Le procédé d’ élimination fondé sur les équations (9) et donné par 
M. Sylvester n’est ainsi qu'une transformation, et comme un retourne- 

ment de la méthode d'Euler. Mais l'avantage de ce procédé, c’est. de 

pouvoir s'appliquer avec plus de facilité à un nombre plus grand d’é- 
quations à plusieurs inconnues, comme on verra dans la suite.‘ :: 

3. Voici encore une méthode propre à fournir les conditions pour 
que les deux équations proposées © et d aient une ou plusieurs racines 
communes. Supposons qu'il ne s'agisse, pour le moment, que d'une 
seule racine +, et posons n—m. Il faudra évidemment que l'on ait 

(0) g=(e—a)(pa tp Ep 
(11) = (ac) (9021 QI Hs) ; 

et alors, en éliminant le facteur 4— æ, il viendra l'équation . 

(a at Haas aan. + Am) (ET HQE... ++ Am) . 

=(b, 2 + bat + .… + bn) (Pox"! HPAnr ER. «+ Pm-1) ; 

. qui, devant être identique, fournira les équations de condition 

0 Qo%0—Pobo=0, | 

Oo Poba—pibi— pbs, 

(12) = que + qiti Hot — pobs—Pabi—Pode, 

0— m1 4m — Pme 

Par suite, l'élimination des quantité (p) et (g) conduira à un détermi- 
nant de la forme
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Go Ga Gama 0 00 0" 
bo bi D, bb, D, 07 0 ...0 0. |. 
0 Ga Ta... an an ay 0. +0 "0: 1! 0 RE D. b D, 0 0. 0° |: 

(13) |o "0: '& Bios Os np Ans Oee .0 ‘0. _ 
0: 0:71, D. bb, nes bn. 0 0 

0.0.0 0.4 a, si Ass nm | 
0 0.0 .0.b, b, be. ni bn     

plus mnémonique en quelque sorte que les précédents, ct qui Sera là 
résultante cherchéc. 7 | Du et 

4. C'est à l’aide de ces “méthodes que j'a ai à éaleulé les résultantes des équations 
coprope 

(4) | QD bit ex+d=0, Lena . pr Fans 0, Jr ne 
et tt Pie. | (15) ax ip + Lu e=0 ; 

pa QE ra se Lt 0, chere 
que je rapporterai ici telles que je les ai données dans ls Amnals de 
Tortolini, En les appelant respectivement Rs Rés on a" | 

Ras" —p P+ac gs apr adq" ps p+( Pp dpr. r— 0 d'eps ) 
+ Cp's—r'a d+ecrs—c dp'r+c! dp'q—abrs" 

(16) —+al'qs" — bd pq *+3(adp°s— a'dps)+ bedpqr—abcgrs 8 
+ acdpqs— abdpr s+-1(abdqr* —bc'pqs+l" pi ae r) 
+ 2(acdpr°—acprs+ b'dpgs— abdg® ‘s).. 
+ 3(abcps’ er, pqr+ ‘dq 5— bcdp” s)... 

. (17) R = 6e Pop DR : 

+1 al+p'e LL 1 abedgrst+-bedepgrs 
Hi [der epies Es acd'prs'+ boggtre © adepte longe 
+1 labdegrs-+bédpqs "4 late depg à [ +1 acd gr + bccprs "y ade!p° qe abe ps le: 

: *
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Qb'dqs't+ bdepgs 1 2 {écrf+cepr , 
abdeg's + Vdpqst® 0 —2 | acegrt+acdpr't 

d'bors® +de p'qr ss 1.3 | aq Let p s° 

abd GS bdep'qs à... “—3|a cage + bep 
acdfrtÆbceprès *,. ":.+4]a *eq ap 

abde bre b'ecpgst. . ‘+4 | aeprs + bep 

L'eps'+ ad'qt + + . .—4 | cepé+acpit. 

+ 

5) ! 

ÿ 

G : 

a | 
1 

ab'eps'tHad'epqt à —4 d'eqr's+ bedp') 
. abd ég°rt acd'pgst . 4. aCepÊ + dé pre 

acép'rt+a ME AIER ue. +6 adepql+abep'st. us 
dgS EL EpPE 8 abceprst-+ acdepqrt is. 

ae rpg. un 8 |dépast+abdepé.   ac'eprs + b'ceprit ‘ 

a'btrt + des É de p rc p° a. 

d'est + d'pÊ+ b'pt pl+aëg 
a’bdrs"t+ cdep'qs + ab’cqsi+bde’ pq r 
al’dpst+ a‘begst+bd'ep° qe+-ade’ bq's $ : 
US CPS cd'pre ace gr 

\ 
j 

ac ge + bte pr + ad DH DSTE Lui ii 
abd'prst+ acdpqs*+-abeeq°st+- b'dep gré 
ac°d pqé+ abe*pr Sade q* #14 bcepst 
l'dpé 1 ad'eqs + ab'egs + bd°p pat. 
ads i+ d'eps+üb'ql + be pp 7. 

d'hers" éd'pqiE bep + adégr 
abc*qré + bce? pqr “Ha édr* st+ c “dep'rs “°° 
abdqr"t+ bcepqs + ac*dg'st+ b'depr's 
abce qrs* + bed? rar tacle RE 
aders+ c'dp’st+ bcpqi+ abe* gr. 2. 
de l+ c'ép'i+ ai cpl + ae pr 12 
d *édqst+bd'ep" rs ab'dgri+ boepg' S + ju 2. 
ace pt ad'ep? rt al eprû+- ace pt …, 2 
a’de prst+ acdep' si+ abce pqt+ abe’ gr. . 

abceqrt+bc'ep gré acdpr st+acd epr 's Le tt 

ns
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—2 bd £+ ace p'qs+ d'qs® + bp  : 
—2 | gfcert+ cep'rt + apr +'accpr d | 
—2 | dceqs + bdp'rt+ Ddpre + acégs OU 
+3 | a'drst + cdep?s+ abcql+ be pqr ô | L 
+3 |d'berst + c'dep'qt Labepst + adépqr A! 
+38 | q'dpse+. adops + abegf+bept À 0 
+3 | abo cps"-+-ad'pqrt+b'eprst+ acdegt 1 
3 |adegrst+ bed'pst + Led pq âbégrs 0: 
Sec PE Lepre td dpret acgip'st "RCE nee — 8 | ad'qrsi + bedop's + abcdg®+-L'epgrs "sant 
— 3 |dbeqrst+ béd opg'e+ abedps'i+ ad'epgrs at et 
—8 d'deps+ad'pst+ Lepqu+ abéqe-(ré tiers. 
+4 bdp + ac ps +aeqsl + bieptas à. Peer 
+4 | d'ccqrst+ bid eprt + abed Pr + ace pqrs!- Xi Ci 
—Ÿ |d'begr + bc p'qt Lacdpst+ adéprst "ini. 
—5 laïdeq'si+ D'lep’st + ab pqu+ abe ps. "tir.   

5. Au.moyen de tès mêmes formules ét d’un théorème, dont'nous parlerons plus tard, nous avons calculé les prod uits des carrés des différences des racines pour Je quatrième et le cinquième degré. Sup- posons que les équations donnécs soient . LU É Ur no # D 
PO is tire AV du in on 

i \ : VU ii drole 

(18) RUE AR ++ Gen + 4 dre —0, A PER pe (19) ax + 5brt 11004 10d2+5ex+ f—0, 
et appelons A,, 4, les produits respectifs ; on aura 

1 30 3e do. 0 à 

onto, ® 86, 3e 4 0 auhirr e eh LI0 0 «à 3% 3% dl 20 = ti ci : ne . ui 60). a, D 3e 4 e° 0 o 
0 b  3c. 3d e 0 
0.::0. Db'3e 3% el. RE GE SOU AI UE À Stacte— 180nbe'de —180ce— Gab'd'e+- 108 (abod°+ bcde)}—27 (ad +bé) +54 (bec afcd'e) 54 (eh + ac.
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D
 

© 
O
O
 
S
o
n
 

0 

4b "Ge 

a  4&b 

0: 0 

le En 6d 

b :hc 

0 0. 
0... 

= 4000(b°d'e+-b'c°e 
— of) © —2160(a'de* 

1. En disposant les résultantes R;, et R, en une série de tableaux, . 

! Développement abrégé « de da résultante, ' 

ci Ge.” 

5 4b°: 

Lu a - 

“ke. 

:4d'.. 

6e … 
140. 

fe 
1.64. 

0: 

ke . 

b 

0. 

ka : 
- Ge 

le. 

6d. 

4e: 

:0 
l. 

+ 

:- 0", ee 

& :0 Le. : 

€ F. 

: Ed ‘i 

ke’: 

 6d 
—3375h"4—90a*bef— 1900? cdf°+. 264 Oac'd'f}.; 

Toute éf°+1640a*bcdef*+ 51200 caf —"180ab'ef 
+284S0abc'd'ef— 14920ab'cde* f+9000b°cde + 2000b'c'd'e* - - 
+-256(a a De D ONE VAN. 
-27200(ab°ce"+ b'dé’f)+-360(ad'ef* + a"bcf*) : - hu. 
+-160(a°c6"f"+ a*b'df*)+5760(acd'e + b'edf).…. 
+-320(abce"f+ ab'def*)+960(ab'd'ef+abeef) - 
7200 (abce*d'+b'cdef) + 4480(acdef+- d'a) : 

. .+4080(a'bd'e éf+ab'éef}+-2560(aéet bep) ni 
&)—640(adef+abf) M 

h —11520(abcd'f+ac'def). 
” —1920(a “bde* + bcef*)— —1440(a *bd°f+ a°c c'ef) . 
—38200(ac'd'e"+-b'c'd'f)- - 600(ab'd'e é+béef) 
00e dE redaf)— 

0 -- 

ff. 

Le 

} 

0 . 

-10080( ef chef). 

ie SI. : 

comme nous avons indiqué page 28, on aurait 
e 
1. 
si ” 

  

  

ss, rs? 
ds __ ca 

: |, ab 
F1 pal F1         

PF 
or 

aîc 

ab? 

4 qst !. 

. bd 
2 
cd 

  

  

Re {+ 
  

Æ1 

  

  
+ 

  

ps” 

4 

Past 

  

grs rs 
ad bcd cs 

Ÿ, 

a +3 [3 | 

al lt |: 
par] 8 | Ft 

5 

ë F1   
  

        

Foy 

‘)
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DL amigeiq A 1. acd be ber 7 
. ab Qi , 4 pas | F1 2 

ot ue TT Û LU Li Le 2] + ‘ 
: + T RL ie - i bc ipratriie + se _ gr 1 . 1 

CR, 
_ .t . ' Le 

! i i Î 

‘ l D 
ete |. =. nie de - QE ps st 

D. rss. le. de cd de 
CT ces d'et sa |: M nr et me le | 44 PS 4 5» pr F Bel R,—{ +1: a — —— abc 

4 pl +5 1 ab i par +3 —1 

! pe UT ouf A 
pq; 

ent ii s a je ii ia Si es dant nt PE. qs6 ri rs st. . en re SE rs rss ‘ae. bdet- cet ‘ele gs Fe ade . be  c'de Fo | ! a | TT. TT TT pe || +s +2) 6 lys 5 1 [+3 | ‘ , | —| su . . € ‘atbd : | . . RE Lo Le elite) in] +) | '; 
sin N | j Vous . ac? ‘ ru DE . 

i ! + par +2 | 9 | +1 ! +21): “: 1) 
.,: abelt : 1: L ‘ u.. Eu on .., 

— |__| | | : : Les 
& D - —|— ie 

g [#1 | 
Nes : 

- : 
- L 

. ! ETS Pr QU ps grst rt gs ris , . pq prst qe rt pss rs rs au : ace?! br. ad'e bcde : ce a ct vin abe?-acde . bide ge Le: a 4 °ce L 
ade . ‘ pre | +2 3 +2|-+4|—-21-2|4+ psc | +5 —5!#11 —3l +3]. 4 ee Rue cs nu ne ft 3 … .n :[r abce De: és pacte 

ps 43/43/3141) 0 part] F2|=8)#H1|+2) 32 avel li je — fl — 9 _ abd? PR ol els u+el 200 0 aba US One ee a os POUSSE RES RRRE ERREURS RU pars| +#|-3)—3 #11. la fe9s Hf+2l1fm1l ft 
ac | —- Be | TT TE 
| | EN pe. CT TT pri 2141170 gt |—3| +31 0) sl" pa | — 2 ie — - 

gs. |?) 0 [#1 [ep que +3] —1 cf 
ve [= AE emfHips pif gi [1 " 14            
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p'® post. pré. qrt. prs gs gris 
  

Cole 
| 

ae | +6 | 8 RS +144 | + 
  

= S.
 

1 | —1. ii -H ; ï oc 
    

  

abde | —8 +1 

k 

| 
acte | —4 | 07 

  
  

  eme) 

! i 

+4 +2 Lt 
î Lu! ‘ 

t 

= 

ac | +5] _{l=2t 0 
  

  

  

  

                    
  

en ayant soin de multiplier seulement ensemble les facteurs littéraux 
supérieurs d’un côté à avec Jes supérieurs de l'autre, el ainsi de même. à à. 
J égard des facteurs inférieurs dans chaque rangée de carreaux hori- 
zontale ou verticale. On déduira; » par exemple, du septième tableau de 
R, que les produits ab'egrsi, bcdepg"t ont 3 pour coefficient numéri- 
que. Pour R,; il faudra prendre, au contraire! le signe inférieur lors- 
qu'on multipliera ensemble les facteurs inférieurs, Ainsi, le quatrième 
tableau de R. : donnera —adps+ sad s. CUT 

np 

2. Cela posé, on remarque sans peine les propriétés suivantes, qui 
ont lieu en général : 

21° Chaque tableau isobarique est symétrique par rapport à h dia- 
- gorale NO-SE, au signe près; Ci 1 tri . 

. 2° Pour #' impair, le’s Signe change } à l'égard des. produits des ! 
| facteurs inférieurs ; LU - ro 

3° Les coefficients placés. symétriquenent par apport à la diago- | 
pale. fournissent quatre térmcs: de la résultante affectés du même 

| “coefficient, au signe près ; ceux sur D diagonale fourniront seulement : ' 
deux termes. - , Lo eee 

. L'idée de partager Ja résultante en groupes isobariques j par rapport : 
aux coefficients d’une même équation est due à M. Cayley, quien a : 

#
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tiré aussi une méthode très*expéditive pour. en calculer les cocff 
cients, et dont il a bien voulu me donner une communication som— 
maire. Le principe dont, probablement, ce célèbre Somètre est parti me paraît être le Suivant: fi 

CRE: ne, { 

3. Si l'on Prend dans une des parties (a) ou (b) du déterminant (8) (page 34) un ‘déterminant de même ordre (on s Sippose ici m=n) formé . “ avec les colonnes de’ rän Cas Ta, ras en allant de auche à à à droite, g À g les lérmés qu il contiendra seront dos de poids . | . Î ct CS TS CT nec Lo 
! 54 Ho Le É brin cit , br EL r (mi) 

1.2 tas 

  

Démonstration. Il est d’abord évident que les différences ‘des in - 
dices des éléments ! (a). des colonnes : Mis Ts lim: avéc CEUX ‘des éléments (a) de la colonhe r;, en supposant pour lé moment qu'on ait 
remplacé progressivement les 0 par des éléments de la forme An+ts 
a, sauf à les annuler ensuite, seront . | 

ot 

Tes Tales Tara, Ta Ts. 

Soit maintenant x à l'indice du premier élément de la colonne PE les 
indices des éléments situés sur la: diagonale du déterminant ainsi 
formé, que nous appellerons A et que nous désignerôns à ainsi : gti 

VE 2 it chiites 
: à 

' 
Ar, Tes Tao os ml MR 

seront 

= DUR Lure à icrities tri, thrs—ri—2, ibn il gs éte., 
.., rm ra (in 1), 

ire 
: ou 

Par conséquent, le poids du produit de cek éléments sera 

arr ns (1 +28 im f); ii
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mais on a évidemment rit 1; donc ce poids sera bien i: :: ‘ui: 

pie one “m(m+1 et unis 5 rbrebr bent Le eu 

  

! 

“or, si il poids de la diagonale a cette expression, celui des auires 
lignes quelconques qui passeront par les éléments du détérminant 
susdit : aura encore la même valeur. On s en convaincra aisément, en 
observant que, si d’un côté, les indices croissent avec les rangs des 
colonnes, ils diminuent de la même manière lorsque le rang de lignes 
augmente. | : | ‘ 

4H suit delà: + . LUS ent 
RENE Be uit 

19 Que tous les termes en à (a ) du même poids s'btiendront en 
caleulant tous s les déterminants par lesquels la somme RE 

/ 1-4 ‘ . n soc te 
ii Le et : 

rbripespm CU an 

est constante: "+" :- UT eg ont opérer 

° Qu’étant connus les: cocfficients numériques des déterminants 
fé avec les éléments (a) de poids p, on connaîtra, par cela mème, 
les coefficients des déterminants, conjugués B. formés avec. les élé- 
ments (b) de poids g=nmÈ—p. 

En ellet, ces éléments (b) doivent. être pris ‘dans les colonnes r’,, 
l'a T'aseees ln différentes des premières. 

D'un autre côté, nous savons (voir page 28) que, pour trouver a 
partie Q@) conjuguée à à celle (a 1), par exemple, 

x sit rs 
fie - . 
hic Topo ENT Te 

{ k,+k + dk, + + MEn—=?, a Fa ka nr. o 1! m htht,k ait bp... és 

il faut changer a; end. Par conséquent, au changement près de a
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en b, le déterminant B—| rats | doit être le même que celui 
qui résulte du changement de a; en 4; dans le déterminant A. Or, 
par l'échange de a; en a,_;, le déterminant | 

Azfrireral, 
deviendra | 

A=| 2m+Îi—r,, Amir, .. 2m+1—r,|, 
dont le poids sera 

  

m (2m + 1) trier) 200 

Mais on a Sr+r'e= 2m nt , 

ne
 donc ce poids sera 

| 27 — 00 | 

c'est-à-dire égal à celui des déterminants À déjà calculés. 
Ainsi, les déterminants B conjugués de poids q sont identiques à 

ceux À de poids p, sauf le changement de a, en Enr. 
1! faudra $eulement remarquer que le produit AB des deux déter- 

minants entre dans la résultante avec le signe + où —, suivant que 
da série des nombres 

D Pas as ee Dm lo Tu Von “ . 
requiert un nombre pair ou impair d'échanges pour être restituée à 
l'ordre naturel 1.2.3...9m. | eh 

On voit par là que le développement entier de la résultante se ré. 
duira au simple calcul des déterminants A. 

Un exemple seul nous servira à bien comprendre et apprécier la 
méthode. Supposons que nous ayons à calculer le quatrième tableau 
de R,, qui, d'après la notation actuelle des coefficients, deviendrait 

bob? bibbs Ds 
4 

  

Gota;| —3| +3 | —1 

7 Gotta] +3 | —1 
À ——— | ———— 

  

| at] —1|. | x 
Le act ci Lo = ‘ ‘          
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Dans ce cas, la résultante R serait lè détérminant 

| 4 2 3° 4 5 6 
  

(7 Gi ‘As : Ua 0 0 

0 à à & & 0. 
0. 0 & Gi da 

| bb D bd 0 à 
0 be b, D, b, 0 

0: , 0: D, db. . D... D. 

sur lequel nous avons, pour plus de clarté, numéroté les colonnes. | 
Or, les déterminants A du poids 3 s6hit Évidemment les suivants : 

(126), (135), (244); et, en réunissant dans un seul tableau les 
termes qu’ils fournissent, ona , 

(126) (135) (234) 
  

" dos Hi +1 

aa [421 
ï m7 1) 

Phi Dh et CL El ss       
  

Les détérininänls coïjugués, pris ävec léüré signes convenables, 
sont —(345), —(246), —(156). Mais, d'après cè qüe nous ävohs 
remarqué ci-dessis, leürs céefliciénts sont identiques à ceux des 
déterminants A, —(234), —(135), —(196), sauf le changement de 
& en be Por r conséquent, ces déterminants B donneront. 

Puis ei (9.089 (29 +. 
  

canal. 
  

se ble li 
Poe hi a Rite ci. FT TT HE 

b5|.—1 

  

        rit toast io do sf. + [Soft 
  

où les cocffcients sont céux du tableau précédent, changés de place 
et de signe. Maintenant:il : n’ y aura plus qu'à multiplier les lignes . 
horizontales ensemble, térime à à térme, pour retrouver les coefficients 
du quatrième tableau de Rs: Aingi; celui de a,*a,b 003” sera 

—3=(41)(—1)+ (21) (61) + (1).
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SV. 

Méthode du plus grand commun diviseur. 

Sans entrer ici dans les détails de Ja théorie du plus grand commun 
diviseur, qu’on trouve dans tous Îles Traités ordinaires d’aigèbre, il 
nous suffira de rappeler : 1° qu’étant données les deux fonctions oct 
®, leur plus grand commun diviseur cst égal à coiui qui existe éntre 
deux restes consécütifs : 26 que &i ün des testés s’äüinule, le quotient correspondant à là diVislon qui le fourhit &st lé bluë grand commun 
diviseur cherché. oo — 

Il est évident qu'en poussant jusqu’au bout les calculs, on arrivera 
finalement à un reste, qui ñc contiendra plus la variable et sera 
fonction Seulement des coëfMicients, Suivant que éctté fonction s’an: 
nulé 6ù ne S’annüic päs; les deux proposées ddmeltrônt ou non une 
raciné communé, Par conséquent; d'après te que hous ävohs dit du Parägräphe Le, co-8ètà IA résultinte elle:ménie: Noûé avons donc ün autre jrocédé pour trouiêr la résultähte, Gui dâns les cs pär- 

-ticulicrs; peut êtré plus expédit{f que les. autres, et qüi a l'aväñtäge 
en outre de fournir itinédiatément les racines communes; s'il ÿ en 

à; à la beulé inspécion des quotientsi : : oo ot: 
Il ne $ora dôhé pas inütilg qu’à cétté occabiün hôüs nous éténdions 

sur l'expression analytique des restes, äfin d’aÿoif ut terine dé cor- 
paraison pour tout calcul numérique. : Lie 
Les deux. fonctions proposées, quelles qu’elles soient, peuvent tou- Jours, avant de les assujettir à ja méthode du plus’ géand cominun 
diviseur, être réduites à deux, une de degré mi, l’autré de degré 
Mm—1, Soient do. ?  &. 
GP di page Lan ‘ 

Q= Da" amp ans bn, 

ces fonctions ; et appelons —R,, —R;; ete. les reste4, afin d’ap- 
pliquer au besoin nos formules au théorème de Sturm. On aura
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{ P = % Q—Ri, 

Q=gR, 

. : R= Re—Rs, 

(2) CA Reg R—R;, 

Ru QRi— Ris 

ot \ Re QuRigi—Rigos 

Go Air Er Ctc., étant les quotients successifs. On tire de là 

‘ Lu . R=g0—P, R,=(g091—1)0— 47, 

| Rs (qui —1)dr—do}Q— (qi: —1)P, 

. et, en général, 

(3) _ R=PP+ 00, 
où R , Q P; sont, des fonctions de degré respectivement m—i—1, 
î, 2—1, qui: renferment par conséquent m—1, 4-1, z coefficients. 
Or, on peut, à l’aide de la méthode des coefficients indéterminés, 
trouver à priori les valeurs de ces coefficients. En effet, comme le | 
second membre doit se réduire à une fonction de: (m—i—1yne degré, 
en égalant à zéro les coefficients de m4 —1—(m—i—1)= 9% pre- 
.mières puissances de æ, on obtiendra 2: équations linéaires entre 
2i+-1 coefficients arbitraires, par lesquelles on déterminera leur rap- 
port à l’un des.deux pris à volonté. Appelons, celui-ci 2,; on pourra | 

évidemment mettre P;, Q;, R; sous la forme 

(4) PP), Q=(Q), RAR) 
“@ }, (Q:), (R) étant des fonctions entières des coefficients a et b. 
Alors l'équation (3) deviendra | | 

© | R=EP+0)0. 
Le tout donc se réduit à trouver les valeurs de (Ps), GDS m): de 

Posons : Fe 

P;=Y ai + = + Ys pu .. + Ji 

(6) - Q=da +0, dit den HO, 

Rien pr TE pa pe Pi} _
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on aura pois 

R;= or a io, pi) (OL ant q a HGmi+oiattpo atit +3) Gabon gs, ppt) | 
et, d’après ce que nous avons dit ci-dessus, à 

07600 00. :. 

Du 7idet- db +01, Lu or a 
1) 048, + ya, + 7200000: + did: + db 

; 

0= Ti +7: dit... Himlinit-yia to, bas, + d'ibart. + db. 
Po Yoda iii + PiGita + dobart di ba ti, + db; 

) PA odiit yidait. ve Yiniipat Dobaitit Die d bis, 

Pme} fm ri thin bee Had 8 bn tam are 0) mie 

* Les premières 2: équations (7) serviront à trouver les valeurs des 
coefficients > et à, qui, portées dans les suivantes, feront connaître 
celles des coefficients e. Nous les écrirons comme il suit : : 

| D 71 Pie Via. Jia do O1 Os din d 

&. 0. 0...0 0 .&, 0 
4 & 0...0 0 b, b G)...1.. Lee 

  

Anino Anis Aninqees Qi is Vaio is Vaingess D bi =0 
Air Uoio aise Gi À Dai bi bise. bia bs —=0-. 

Appelons (;;) le déterminant de (2i—1 yème ordre, que l’on obtient - 
lorsqu'on Supprime dans cette matrice les éléments de la colonne ;,: il est clair que la valeur du coefficient ;; est proportionnelle à (y). Si donc, dans les équations (8) on substitue (;,), (71), (x), (a), 
…… (2), au lieu des coefficients Jos Vas Yinir Dos ve) dy, On aura les 
valeurs auxquelles Pos Pas ve, Pass S0ut proportionnelles ct, par 

4
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conséquent, la valeur de (R;). Ainsi, par exemple, la valeur de (b;) séra 

(p)= Vohiert( derite Gant ) Pasrte 0 b 
© où bien 

% 0,:0..:0: 0 Ô 
Gi 0 . 0 bi bd... 0 

& a Gore O D, bi. . “0 
GO @= Un AR ere 

Qi Gino Gui ds bus bec bes 
ess de 

t 
LR Sri Uaitin. “ti bin baistu. … Dir 

ne. Lu 0 04:00 cb 0.:.0 so \ ' Le - Dot emee  g 54. K ° ou 01:30 dt:.0 |. fem s-1 une — «à on . he: :0 | je Lai Ga ai do: ° . 0 Be { 

SUR OU 5, M ss _ A = 

Hoi Ri-2 is: 4 . bi bai. bis LE i 

Lauer Guit1 arriere. cites bar bigrre “bil : 
Ainsi, pour mæi, i=1, on trouvera 

(EE & bd 0. d,. [te de, | b, 0 
Ge a 0 lola 6 D |<la 6, |; 

Cola Be Lab [ane 

. et Si l’on Suppôse : - ‘ 

P=— D — 2% —Ta +10x+10, ‘ | 

| QE DB Tr 10, 
il viendra; d'après la formule précédente, ... .: 

.(R u)=— 172 — 23% + 45. 

il ne nous resté plus qu’ à déterminer la valeur de d'A cet ea, ob- 
servons qu on a les équations 

rt REPP +00 RME, | | 

ds no Ro PrP+ Org Riy cc! 
Lot Rio P;,,P-+ Qu gli Ris; 7
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et si l’on substitue dans la f première le välctré dé Ris R;44 fourhiès par Îles autres, on aura l’ équation 

| 
PP+QQ0—= 4, (PiP+ iQ) —PisP— 0:40, 

ou bien 
LUS on onu Î ! 
(13) Brdnbeut D jh PA (mio Qu) QE, 
qui; ayant lieu quelles que soient- les fonctions Ps 0; “fôurnitä les relations. ,.: 1. ne . 1. , 

Qu) | { PS QipiPigr— P; , ° 

Qi Qi Q;, Hi 
d’où, en éliminant xt » 

(ls). : ' Péoihe=Bal Ep "a Bb | ' t DS 
Que Re Pr 

Cette équation prouve que la fohction PQ —Pl1-est une constante, car elle ne Change pas en permutant l'indice #, Pour la dé- fermier, posons i=1, ot câleulois la dtictibn P 1Q—P,0, ; 6 à 
rl R=Q, Pi 0; Pi=—1, . Q=1 $ Qi ÿ5; :. : 

et, par conséquent, 11 ‘ $ . ”., . Oh pit Pur: 

(1 6) , 3 5 Pis 0: — PQ —— 1. 

dr, (27) PDP Dj pe —(b Na); _— 
et des équatiofls : u on ' 

_(R)=(P 0: furet. 
io, (R; ee )P+ (0:40, | 

ontire:. ‘ .'...; orient ss 

(Rz.)(0 }— —(R Jo:)= P{(Be(Q 0) D 
L 

par suite, en ayant égard aux (16) ei et (a 7 

( 1 8) (Be)(0)— (R;) (Q)= P Fr 

Pour trouver donc ee il suffira de comparer les termes des plus tait 

hautes dimensions dans les deux membres ; et comme la partie
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(R)(Q:+1) seulement est de mime degré, il s'ensuit qu’en appelant C; 
les cocflicients de &" dans {R;)(Q,.,), il viendra ‘ - 

 & 

— Le. 

  

x Ait 

Comparons maintenant, au moyen des formules générales (8) et et 
(9) les coefficients à, de Q,, et po de R;; on verra qu’ en changeant è 
en #+-1 dans la (9) et en y prenant (à), on obtient un déterminant 
qui est égal au déterminant (10) pour !—0, multiplié par a,. Donc 
C;= (po), ; donc : [ 

4. 0 “) 

où nous avons ajouté l'indice (4) pour distinguer ce premier coefficient 
de R; de celui des autres restes. De cette équation on déduit aisément 
la valeur cherchée de À;, à savoir : °°" . 1! | 

(20) | | | | . : = [ee EP Ce PA Ce Puy 
Lo Ne LA Ce LA (Es), 

(19) Mu 
ES 

D 

Frenple On a évidemment À,—1, et puisque R,=Q, il vient 

À MES :; ainsi, le vrai reste R;, par exemple, sera : 

i 1 A b, ‘ 0 | l& b, 0 : . 

Rs): a bd, barttla, b, b x 
&;. b, b e b, b, ‘ 

ce qui se vérifie immédiatement, - 
La formule (20), à laquelle nous sommes arrivés, nous montre 

que dans l'application du théorème de Sturm à la recherche du nombre 
des racines réelles, il est inutile de considérer les vrais restes R;, 
puisque les autres (R), dont les expressions sont si facilement four- 
aies par notre formule (11), n’en diffèrent que par des facteurs tou- 
jours positifs, Fi 
0 

#”
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SV. 

Méthode abrégée de Berout. 

| Supposons n=m, les équations proposées seront 

(1) { PTT + QE QE Do, 
L= dat baie se + ne 

Formons la série d'équations 

L= ayŸ— bp—=0, 

Le (ae+ a) — (bb) 90,1 
h=(a mx aa) — G+be+ b.)g—0, 

E
E
 

. Le 2 a, DIEM, Han) D (DR ID Ep = 
qui seront de la forme: 

D OT) a D ans nee, +lmiT=0, D =, 2142, ADN TUE +Himt=0, 
(3) 1, =, TT ER 122 D), Pr se Hamas 0, 

Ein, CP PANEE LD Liane +. ni mT'= 0, 

En éliminant de ces m équations les m puissances de x, ai, 
a", &', a° considérées comme des inconnues, on obtiendra un 
déterminant : 

do dos do2 + + + domi 
oo Aug o © ms 

(4)  R= Do a Dogs ee dim 

‘ Ân=1,0 Ans ha-1,2 …. A1 m1 

qui sera la résultante cherchée.
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Ce déterminant est symétrique. En effet, Ja valeur générale de 

Àr,s Serait 

(5) { du Gobegsi ta, byste. «+ @bs42ta, Dogs 
— (b, Arts, Gps bise +b,a541). 

Celle de }” élément conjugué À S'obtiendrait en s 'échängeant entre 
eux les indices r et's' dans le'sccond membré de’ cetté équation, et 
l’on aurait ue ous du 3 tou et tn 

Lee 

sr abs bis. Ha bte Dre 
— (b Bts biasst. +b etat Ds Gta) _. 

Supposons, ce qui est toujours permis, sr, ce second membre 
contiendra en plus que celui de l’ équation G), les termes. L . | 

g) ÉEUe Aytids + a, sb si Le mb ab rH1. ‘ he 
| —(b tit Dante …. Hart bas), noue. 

qui se détruisent deux à deux. Ainsi ON Age 
" "On déduit aussi de la forme générale de ds que: le poids des termes En 
sl cotistänt ct’ égal aps, deteste es 

On peut obtenir, d’après M. Cauchy, les mêmes équations G) en 
. Préparant les équations proposées de cette manière : 

Pt. 
‘a PU HUPTE, +0, gr = = (aq EE dm), 
ba b, a+. «+, PTE (b, AE ba bn). ! 
En les divisant membre. à membre, on trouyera . 
DDRM LE, : pa gmer LL GRH E ME camera Lam +b prie, SRE Das bn On 7 

rss j . œæ en n faisant disparaitre les dénominateurs. 

(Gad a (Or, et) à —(b, LM biant .+b 0"r)(a Pi Etm-1t + Qm)=0. 

En donnant ensuite à l'indice # les m valeurs 0, 1,2,3,. .)M—1, on 
obtiendra autant d’ équations de degré m—1, qui coïncideront avec 
les (3). Il est aisé de voir, en effet, que dans l'équation l,. tous les 
termes de o et de Ÿ, Contenant des indices inférieurs à r+1, s'entre- 
détruisent. 

CU
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Les exemples suivants feront mieux comprendre la formation des 

équations proposées pour m—3, 4, 6. Il viendra 

A 

a babe. cab aa, 
° Gb, ab, ba, NN Ras is RD Gp, ee POIRES 

ab;— ab, ab, ab, a b,— ab, 

5 Ra R les résllantes des 

& D 1— bo Bo b y—û do | ab— — à, be aobe— ab, 
abs — be ab, —a.b, a bah aida 

pb as D, +a b 3—0Q Ex 
ab, 

abat ab ab; h\b,— ab: ab — ab, Se ab; ab Haba 
Tab | éth—ad abus ab ab, 

iot a 

; t à 

ab, — ab, Le db abs +40, — ab, 

aobi—a,b, ‘ab, bd lab —a, bs ab a, b, ‘ab e— Gibs 
+ab,— ab, Fans te Fe be Eu ab ab! 

Gba b, Gba, : ab— ab, : ab ab: ab, —4,b, 
Ha b 10 si Hub b,— ab, ab 14 5; abat b,   

sul 

les 

abeabs ” a ds ab, ab, abs | be aibe ab a, M , : Boom es 

ab, ‘ab, — ab, abab. abc, bte 
en 'ababs ab ab, ab a Gb—ahe, 

+as Bb, abs db, bi a}b) ab ab 
Gb be CRRETA ba: be aibe l'ab—ab, 

Habib, +8 b, —4, b, +ab— ab, L | 

5 

ae 
| ab ab, 
teurs 

| ‘abs ab, 

. Gsbe— Gobs 

a b— ab, 

bé a dd, 

On pourra ainsi mieux saisir la règle qui suit pour former la ré 
tante en général, 

Soient 

o=G 92" q TT RE QI, + An1T+ Am=0, 
= ban Dai + b A2 D Re + bnt+b,—=0 

équations données. 

1° Former tons les déterminants binaires que l'on a peut faire avec 
les coefficients correspondants des deux équations et els, que « ‘dans 
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chaque couple entrent, où es  prefniers coefficients (; , ou les der- as 
niers (a); ces déterminants « seront de la forme fe tuto 

A= 04 by —a;b,, ou - Ami di bn — Ai; 
ordonnez-les st suivant leur. poids, depuis 1j jusqu’ au nombre 2m—1, 
en forme de déterminant : sy métrique de mièe ordre. Ce déterminant 
sera . a 

5 44) LE mes ne 4 \ 

‘ A, À, À: À, . An: An . 

CFA A AU Age. A ‘ Am+i . A: 

1 

| 3 Ai | As ”, À . . Ami Amy | 
À | As. A6  Ày +. Ant An+3 

An : Ami A+ Anti °. + Ame Am : 

9 Faites par la pensée, dans pet, Lo = an bm= 0, et … divisez par &. Répétez la même opération comme avant sur les nou- 
‘velles équations, que nous désignerons p par les symboles (m—9). Vous . aurez un nouveau déterminant symétrique de (m—2)fème ordre, que 
vous emboilerez symétriquement dans le premier, de manière à laisser 
libres les lignes extérieures du premier déterminant. | 

3° Failes de même dans les’ équations (m— 2),. 

do et 2. =b,= ny m0 ; 
| formez le: déterminant de (m— Hyième ordre avec les coeff cients qui 
restent, ct emboftez-lé symétriquement dans celui de (m_—9yème or-- 
dre, et ainsi de suite. Le. déterminant ainsi formé sera la résultante 
chorchée. 

$ Vir. re 

\ Autre _ méthode pour trouver, la résultante, en Ja considérant comme le discri. : 
mipant C) d'une fonction de deuxième degré. ‘ ‘ ! 1. 

Dès que l’on s'aperçoit que la résultante R est un déterminant 
symétrique, il sc présente de suite à l'esprit r idée de le considérer 

{) On appelle discriminant la résultante des) n dérivées partielles d’une fonction ho- mogène à # variables.
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Un 52 Tu comme le produit de l'élimination des m variables firhr éque 

p linéaires, qui seraient les m dérivées par rapport ah, variables d’une même équation de deuxième degré. ES app fit sur les travaux de Jacobi et d'Hermite, on peut mettre cette propriété 

LE 

v
u
 

    

On tire des équations (2) et (3) du paragraphe précédent celles qui suifent : US FU ; 
DE Lai Lame bn TD, tr gts vs = {mari (m— Lea 24 (1m — 2)a.am—s m1} Ÿ — {mb,a-1 (m— LD T2 9) 5 am + bm1}9; 

d’où ——. | a 

Da (2) o'(n)— 9 (&)9'(@). 
Or, si dans le premier membre de cctte équation on plaçait les ex- POSants m—1—7, m—1— 5 cn indices, on obticndrait une équation . de second'degré entre les variables Pos Dir Psy, Dmie D'ailleurs, le second membre est la valeur de Ja fonction : sou 

TS V(x)e(ÿ) — + ()9(y) 
y—x ' 

Pour y=#%. Ainsi, pour avoir l'équation du ‘second ‘degré’ qu'on cherche, il suffira de calculer la fonction | 

LEE) - . EE 
et de changer ensuite les diverses puissances de E, £”, telles que E, Ellen &, æ. Cela’ fait, on formera les dérivées Das Dris ce, Ds, 

.de cette équation, et en éliminant de ces dérivées égales à zéro les m Variables x, æ, ss mi, On obtiendra la résultante cherchée Sous la forme (4). 11 est bien évident qu'en changeant de nouveau, dans ces dérivées, les indices en exposants, on aura. précisément les équations (3)... Ce | 
Mais on peut déduire des mémoires de M. Hermite, insérés dans le Journal de Crelle, une démonstration plus directe de cette proposi- ‘ : tion qui se rattache à Ja considération des racines. 

\ ane
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'$ Si lématin Font degré à m variables, 3 144 

     DC j+ayharse. Het v ÿ, | 
TE aval 2 ant rh + 

+ 
mL. + + e" eat v) : 

formons-en les dérivées … Le rie 

TE AdF. A4dF 2 1Œ 
:  2dr! Sd Sa MU 24" : » :! 

qui seront des fonctions homogènes et linéaires en £,y,5,..…., v. Je 
dis en premier lieu que la résultante de ces fonctions égalées à à zéro 
est l'inverse de la résultante cherchée R. Car leur résultante serait 

&:1 LA &a Am 

: 3 2 - 2, (2) ï , . 4. , is. | ts Œar Cie oo Gm. : TT 7 1: To = _ _ , _ , PHP A amd pag am) lt Mt Mt ant | 
Lo ._...... . 
so hot À 

an, dt de, « am 

ou, par des fhéorèmes connus, +... | 
| Aie A it. 

(3) | Ya Vase. «Van & 

| Cherchons maintenant une transformée de F telle, .que Ja résultante 
des nouvelles dérivées soit l'inverse de celle-ci, € *est-à- dire R. Pour 
y arriver, posons OU ue ni 

nf Gay entr +. an = An 
Don oi Loyer ++ ire A,, 

(4) DH ay + 05 Halo A, 

D nf + y Eee 0 = Ans op 
On aura 

. 

‘ A À,? L | : A? 5) F—=—<— : TT à ( ) Yaip'e Fat ts gas pas et Re =D :
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et. ‘ .' ‘ i PATES 

4 a Â ‘ Saz— ENje" 
1 4F aA 

2 em? 
(6). {dar y A 

A feet” Lure ereeue A 
8 5 

Pt tt. FT: 
CR 

SE ‘A4AdF amiA D 1 RTS 

CE TR rer 

le signe Es ’étendant à toutes les racines j as ve.) Ame 
Exprimons maintenant F en fonction de nouvelles variables X, Y 

Z, ..., V, qui seraient liées aux anciennes par les équations 

1 FA AS + Am 
PTE Yalee) TER CAI 1 (2m) 9{zm) ? 

4 4° A, 'æ ads, cp ‘'OmÂm 3, + 
+ 2 dy tue (a) Via) ‘ Gp Vom)s" (tm) 

(7) 1 sta 2m 2=;3 3  Ye)o(z) +4 dent nee oo 

AdF an, Mach me V= ss sn TT Ne Bo A eee r dell UE ele Ga 
Pour cela, nous tirerons de c ces équations {es valeurs des quantités . ". : races ‘ 

Au Aus die, An CLR . 
pot, sou ' 

en fonction de æ,; æ, …, mn et des nouvelles variables X,Y,..., Y. 
Rappelons-nous à cet effet que, quand on à un système d’ équations 

tel que 
Long et 

Papa pat à LU ST Pro) 
Pis pol pal +. . . . . + Prm= li; oi ! ? 

. (8) Pak pa + pa + a 5 nd =, 
it. 

Pad D p % m— Ps x ML, + Pn AT PTE a] i 

Ja valeur de p; est déterminée | par cp équation 

(9) FC JP:=k L+k, l+hl, + + Emil M1) !\
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ko, ki, k, …., ki étant les coefficients des puissances X, x, AE 
A1 dans la fonction À 

fe) 
x 

ou, en d’autres termes, le second membre de (9) étant ce que devient 
LL j après y avoir changé les” exposants de Zen indices. Par consé- 
quent, en désignant par ë une indéterminée ke quelconque, on aura 

! A, 20) 

te ?. 

  

GO) LE er 

im _ 2) 
Ham) — am” 

+ 

pourvu que, la division faite, on change - : 

EN ee respectivement en ‘°° ou 

‘ : rot x; Y, Z; …, V. - | 

_A l'aide de ces valeurs, l'expression (5) de F deviendra 
TA CECI e cu (11) $— Poésie | 

t' étant une autre indéterminée, analogue à ë, dont les puissances 
successives : 
sg tboiper te dolor qe 0. 2 — : Popper ge, en, 6”, En , 
devront aussi se changer en 

XYZ. V. 
Mais on a: 

e : Lot HO] 1 fi 
. F=o(t)9(E) ga) (C—a) KR). : 

È = Ÿ (a) a 1 1 is FT = (De(e Ÿ Dole je : 

ou enfin | Be. out hope 

(12) : 3 OO. Peace {r. EL \ joie au
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et l'on.voit que, sous cette forme symbolique, $ est immédiatement 
exprimable en fonction des cocfficients des deux équations proposées. 

I reste maintenant à démontrer que la résultante des nouvelles 
dérivées | 

df 1d$ : . 4 4 dé QU sx sa Sa “3 
est l'inverse de celle des dérivées anciennes 

CAE CAdF dar far 2dx° Idy' 9d:' ‘‘? 934 . 

Or, en appelant 3 l’invariant de la forme quadratique en X,Y, 5. 0, 
qu’ on peut considérer comme la transformée de celle en X, Y,Z,. . Ÿ, 
dont nous désignerons l invariant par I, on a, d'après un théorème 
connu, . : “ | 

i=LS"; 

S étant Ie déterminant de la substitution (7). Maisona 

Un ue i=S=;; or 

donc I, où la résultante des fonctions (13), sera égale à 

R=Y(a1)# (a) D (as). +. Y(an). 
Ainsi, la recherche de cette résultante R est ramenée à celle de la ré- 
sultante de l'élimination des variables X,.Y,Z, .…., Ventre les déri- 
vées de #; et comme de l’ “quation (12) on déduit aisément Ja suivante: 
‘tf=mjem 

$— =) (a; be b je mnt Ha) 
10 j=0 

Où; pour rendre la loi de formation plus évidente, on à changé les 
variables . 

LR ci N° 

X, Y, 2, …, V, 
respectivement en . 

| Koss Maven ac | | 
on conclura que. la résultante R pourra se mettre sous la forme d'u un 
déterminant symétrique, dont chaque élément sera la somme d’un 
certain nombre de déterminants binaires isobariques (ab; —a;b).
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: 6 THÉORIE GÉNÉRALE DE L'ÉLHINATION. D sales ou eo ue ile Det D De cdeus dpi to de ces Supposons, pour fixer les idées, m—=3, 4; on aura successivement 

‘ abs— sb, 7 
7 ‘ 

Cr ne)xe Baby )XoX + (ab, — abs) XS ; | 
Gobi—bobe) 2 (ab, do) XX, + (abs 0,6,) XX) 

- obs— sbo e : Lb— be vVv | 7 | g | 
(er Jx+2[f ans +2 (a bia )X,X, ib,— ab, ab, — ü;b, 
ana) 249 - r vw , + Crete NÉ (abe—ab )X XaH2 (ab a,b,)X,X, 

sn. D ° Lu 1, Gba x . Lo 
D Dr, e- ment ire ge LR ms ue RON Cr lesnimt ou vd. {. 

" On petit encore: d aprés M. Cayley, obtenir très-simplement, a Dos pa di a es TS CRE dead ha, foriné (4) (6 VI) de la résultante. il suffit de remarquer que 1 équa- oignon nu DAC Ne UT En ! Poe ii ot . . tion GO a lieu quel que soit y. Alors, en égalant à 

+ 
+ 

+ 
À 

+ 

— 

zéro les cocfficients des différentes puissances de y, on a un nombre m d'équations, chacune de (m—1)èe degré en æ, qui subsistent-en même temps que les proposées ; et dont, en éliminant les puissances D AM, mt, 2°, traitées cômine des inconnues, on obtiendra la forme ,cherchée, ” Pod rat ie tr ta ca 

‘Formation de} pélynomés multiplidateutss “ 

Nous avons vu, au paragraphe Il, comment, par l'introduction des Folyriomes ifültiplicateurs, on arrive à trouver la résullahté de déüx équations données, 
:’ Proÿoëons-ticus inäintenant: dé {rotivér én gélléral 16 lonctidhis entières D, Y de degré m—1, propres à satisfaire à l'équalion * 
(1) PEU | 

D rrsios A abiines U étant une fonction entière de degré 2»m—1, Cela pourra toujours avoir lieu, puisque nous fjuvons disposer d’uï hombre de coefficients ‘ : arbitraires éghl à celut des coefficients Jotinés dähs U: Et égülañt entre eux les coefficients de la même puissatice de # dans lbs déux membres; oh äura üne série de 2% équälions Brôbres À fournit lés
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| valeurs des cocfficients de ® et de W. Leur dééminäteur commu 
sera la résultante R; car; évidemment, il ne pourra pas différer de 
celui que l’on obtiendrait dans Je cas de U—0 (voir page 33). On 
pourrait donc s supposer U— RT, et alors les coefficients de D et de w 
dans /” équation (1). réduite à la forme, 
D à .. | . DH UE RT : 

seront des fonctions entières des cocfficients de pYcetT. 
La détermination des, ‘fonctions multiplicatrices ®,.#, dans lc cas 

général de : nt 
(3) Te, ie, ne. . à Cninis on 
revient à call de ces. mêmes fonctions dans le cas de T—x!, J étant 
un quelconque des exposants 2m— 1, 2m—2, ; .., 2, 15 0: Carsi 
l'équation ü | 

| PTE go nr . 
est sasfaite, la suivante 

Li 1 Cat Poe » 1. 

le séra encore ; et par conséqtient, dans le éas génétal: les foctions 
‘Set seront des somirhés des tetmés tels : que : 

: + 0 - Lai 
Conde ; ‘Cam i V. Le 

Cela posé, en résolvant les équations (3) (S VI), comme si les 
puiséatices gi , a, à æ° élaient des à inconnues, on a 

| RAI À où, ++ Al, +. Hommes L 
Ram À AL di+äol, +; SPA ile ms ou 

(4) {Ram à, pr: asia; Fit sine ! [ ° 

REA ul HAntli An ol, Hoche ln 
* équations qui, à cause de la relation Ars, toutes les fois que 
THS=r LS" (voir chap. II, SD, peuvent encore s’écrire | 

Rai À olo+A Li+ À; i ste m1 s 
(5) Ran-2— —=Ail, +A, ali A3 l HAS mi 

Lt ttes re ses se se 

Ra, + Ananas Agnes, 1
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où l'on à en général Lu, 

| Ra AU ral A +. Arts 
… Substituons, dans cette équation, les valeurs de L, ls .. tirées à des 
équations (2) ($ VI), il viendra - 
Rai Aa + A, (a%-+a,)+ (a, Cu ax La, )+. a, 

—| À Dot A, @ 2+ ++ Brelb T +hatb, )+.. 195 
eten posant 

(6) °«< À, Aa, + a,)+ A, (a, L'+ax+a)+.. 
As (AE a 22 Ami) | 

D —A,b 0H An(0T+b,)+ A, (62 dx 0 a+. 
Art am “+b T2. ba) 

nous aurons ‘ ,... co Lt 
(? | Bo+wl d=Ranm-r-1, ! 

Ainsi, dans le cas de T=2"-"1 "0n obtient bien aisément les va- leurs des fonctions multiplicatrices ®, W, au moyen des quantités À. . Mais comme, dans le cas général, les exposants qui figurent dans 
la fonction T peuvent dépasser le nombre m—1, il nous resle à faire * voir comment on peut de ces mêmes équations tirer les valeurs de ® et de Y correspondantes à une puissance de x supérieure à la (m— 1ère, . 

| 
‘ Acetefet,j ’observe que l’on pourra profiter des relations trouvées 
jusqu’à présent, en permutant æ en L 6 et en même temps de. &, en 
Ans bn: ; car, par ces deux échanges, les équations proposées o—=0, 
d—=0 deviennent les mêmes, Alors les fonctions g, ÿ se changent en 
ao, "a, et }, devient . Don +. x 

Gr + ane. ane 2 
‘1 — na +m- Pat bn) bars) ee 

ou bien, en ayant égard aux équations 9 et d Pr 

9 
ami 

—(b D D: Eee + nr) ai ? 

—1= — (CA Dit a, gr ip, + Gnr) —— 

14 Fos a. , 5, 

Z
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et, d’après les (2)($ VI), 

Dir . 

., à gm-1 * : 

Mais les équations (3) (G VI) nous donnent UT 

=D, QD) a dm No ot ‘ 

ln=r | 4 
1 ant — nr mn nr im 2 ami +. mer 0e : 

PF 

_ in _ . . Ainsi, comme }, se change en — la fonction 2,, se chan 

Sera en — nr mess . 

Or, par l’échange de 2,, en Ânrims— le déterminant (4) 
($ VI) reste le même, et A Se transforme en Ari mis Par 
suite, dans le cas actuel, R se changera en (—1)" et À,, en 
(CD PE En tenant compte de ces échanges, l’équa- 
tion (7), lorsqu'on change x en L rs D, EN Am» b_,, deviendra 

(8) Lo on De Wa Rat, 
4 

OÙ. | 

4 (9) : —“,— Amor And Aom=3- (@m10— 14 am?) ot. 

| + Amir (ana + Ami 2 1 + Ant?) +. . 

, te. + ss 'e 

LL + An (Ra q at pas). | 

(10) w,— Amir bn Aom=3r ne Di?) 
HAomr(On ti D, Lai bat?) +... 

3 Hesse. .... - | Am (Oh D, Dee br). . 

En faisant varier r depuis O jusqu’à m—1, les deux équations (9) 
et (10), avec les (6), fourniront toutes les valeurs des fonctions ? et w 

Propres à résoudre l'équation (2). 

. Remarque. On peut mettre les valeurs de ®,, Y, sous la forme 

Âr Ari | rm L (+. ce Je (1). 
  

Su Àr Avi . Àrym ! 
—Ÿ,= (it +... . + out) Ÿ 2
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(12) { r D, —=(An 27? DIR A ones D TR. ++ Am) 4 

Y r=(Aomer Ames DIR. + Am=r_2) Ye 

pourvu que l’on rejette les puissances. négatives de dans le premier 
et celles supérieures à la (n—1yone dans le second. 

4 

SIX 
dant DU Prato eo 

Sur les relations entre les éléments 2. 

"+ 

hp d Nous avons vu (pige 54) qu entré les quanéités à il existe la rela- 
tion bo re Mais il doit évidemment yen avoir d’ autres ,” car le 
nombre de ces éléments, en comptant seulement ceux qui. sont diffé 
rents, est!   tr à et il ne dépendent que, de 2m +2 coefficients. 2 

: 

Le nombre done de ces relations parait être, au premier abord, 
ET om — 2 mms); Mais 4° faut le diminuer de trois; 

  

2 9 

car la quantité a 1 54 sb, ne change pas si l’on y substitue par+ gb 
p'a+ dur. au lieu de dr b, (en admelfant toutefois que les constantes 
P, DpP;9 soient ‘assujetties' à la’ condition pd —pa=1). D'où l'on 
voit que l’én'péut disposer" à à volonté de trois‘ des coefficients a,, D, a, 
D,, sans que la valeür de X:$oit altérée. Donc les 2n +2 coefficients 
donnés se réduisént à 2n+1, puisque trois d’ entre eux peuvent tou- 
jours être pris éremnt Par conséquent, le nombre des relations 

m1) (m— 
se réduira aussi à ——— = RE) Parmi ces relations, ’ 2 

on peut compte cells nine ir les équations (4) et + (3) de la 
page 73, ais il ÿ en à de plus simples. ‘ : 

Si l'on éompare entre'elles les valeurs qu on tire de la orme 6 
($ W pour de ; et ns on obtient ; ‘ 

(1) hu ab, —ab,; 

} ou bien, en posant ab, — à, = (ab hs Le 

ges — Xi = (Gi 5) "
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Or, par la théorie des déterminants, on sait que (*) 

{a s)(@ubu) + (ab u)(a:bs) + (a,b,) (abs) = 0. 
Par suite! ‘en ayant, égard : à la relation 2 =, et à la ), on 

obtient 

  

Al" s r uw | r v 
Q) fu—1 v—1 v—1 s—1| [s—1 01 —0 

+) T—1 s—1 nf Le | ii 
[ue v Ù "6: {s u 

      

où, suivant une notation connue, les déterminants, on entend par le sl 

,| le déterminant dau re On aura donc là un 

\ 

    

symbole 1” 

type d’ autant 1 de relations entre les éléments 2 qu'il ÿ à de combinai- sons distinctes des quatre indices r,.s, u, m1: à, mord ‘ Posons successivement r—=0, rm, et observons que les termes avec les indices, au ct m ne peuvent pas cxister; il viendra 
ne s—1|, Ni: u—1 D) m—1 1 . 
lu 

0 

=0, u—1 LE je “ho la ! Len 

s 
| ° 4 

‘M. Jacobi, à qui l'on doit ces relations, a aussi démontré Goma de Crelle, tome XV) la suivante, à quelle. nous nous -arrêterons et que nous nous contentcrons Cindiquer à 

A) ml jet r'HA rt) 0 (#) (—1}"2 re’ Re RE , s sm 1-0: ASHAÂ 51. st) pp 1 
{r,r rt) et(s,s ns) étant les nombres Choisis respectivement - pour les nombres 1,2, 3, ..., m—9 et1,9, 3, .…. “M1. En sc rap- pelant le sens de ces notations, on s” apercevra aisément que les fonc- tions indiquées dans les deux membres sont des déterminants formés avec les éléments à affectés de certains iidices particuliers. 

Lot 

{") On peut consulter à ce sujet une note que jai insérée dans le Journal ds Liouville, 1853. CC | |



CHAPIRE ne 
4. 

montés ET F EMPLOI DE LA RÉSULTANTE DANS LA. RECHERCHE 
‘ ‘ DES RACINES COMMUNES. ‘ 

ii NE 

1. rl SI: mo dt re, L 
| Propriétés de la résultante, | 

=" : 3. ‘ rose ro ° si © PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. si l'équation g(x) est de la forme g(x) = 
H(a)0:(x)83(2)..:, on aura ‘7. os 

R=—0,0,0,..., 
ui 

61, 0,, 6, désignant les résultantes des équations 

(a(t)=0, B(=0,. | be) =0 
| @)=0, le =, © k Le 

Il suffit, en effet, de se rappeler qu’on a. 

Rp (o)p(e)p(e. FN 
X1, Lu + T étant les racines de l’ équation d=—0. Or, en rempla- 
çant o(x) par le produit des fonctions 8, dans lesquelles nous la sup- 
posons décomposable, on aura do ct 

R= Gif) (x) . .. 8,(x,) , 

CACAEACA EE LACARE 
B(%:)0(m2). . .0,(x,), 

Mais {x Ti)6; (t: ).…. G(e,) n n'est autre chose que la résultante @; ds 
équations et; donc 

.R—0,0,0.. 
On concevra aisément ce qu "il arriverait si g et # étaient décompo- sables en même temps en facteurs. 
DEUXIÈME Prorntéré, La résullante R de deux équations quelcon-
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ques de degré m et n, telles que les g et ÿ (page 53), satisfait à à l'équa- 
tion aux dérivées partielles : ‘ 

sein À nd mt .…. + ami 
(1 

ar (0: Cat ge m. +(n—1) = E +(n— D ge + Him 

Pour la démontrer, rappelons-nous qu’ on a | | 

Tai, MB Ba Ge _ 
ce 2 (a—Bi)(e— B)(as—B2)...(am— 82) : 
(2). : | (up )(as— —8 JB }. C8) 
ne 

( &y— Bin) ( La 8) GB. (en 6. 

Or, si dans les équations proposées on posait z=% (HR, la résul- , 
‘tante R'ne changerait pas, car la constante À disparaîtrait dans les 
différences deux à deux des racines. Appelons donc 

; A An As Ami Bo D, B., …., B, 
les coefficients des nouvelles équations en æ", dont les valeurs seront 

À, 4, | 

A a+ ma hs : | 

A 4; +(m— 1)a, Er _ 0 

  

1.2 12.5 
Aa -+(m— 2), % FR a+ : m(m—1)(m—) ad, 

An=an+ mal an mal +. + ah, G) {D —p 
0 — Vos i 

B;=0,+ nb, h, 

B, =D, +(n—1), it 

  

b,R°, 

  

B,= D, +(n— 92), + (a ES Did NN y ps, 

Bebe byqh° + bu-alé +. +, fus 

et supposons qu'on ait | | : 

(4) REF (a, ds s, 2. Gms Vos Dis Ve, b,).
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La nouvelle résultante R'sera, "4 .., mn, CG) R'ESFA, A, A, A, Bip Bei B,) 

de. 
, , ; OU ENCOrE. , uctoat te US ui Mao 

Go rff ton art de, de adm bo +0b,, b,+0b,, b,+0b,, …., bi db, j' 
RATE L fs SE 4 en désignant par da, ar, +. OÙ, ; Orge. les accroissements LP del RSS COR care ter rit Adi, Bob Bibe ee Bob qui résultent des égalités (3). En développant alors R' suivant le théo= 

rème de Taylor étendu à plusieurs variables, on aura 
, 4 ds DS 

| . | na (im 1a, (nd ja a dt a pen PT er Pt) | ? nb (n—1) a, ++ : ‘ 

Mais R' doit coïncider avec R: h d'ailleurs est quelconque ; donc tous 
les coefficients des diverses puissances de k, et en particulier celui de. la prémièe, devront s'annuler; cc qu'il fallait démontrer. | 

Supposons donc que la forme littérale de Ja résultante R soit connue, ce qui sera facile à l’aide du théorème donné dans le n° 4 du $ 2 joint 
à la remarque qui suit, et qu’on représénte les coefficients numériques par des coefficients indéterminés: À, B, G, D, ,.. En substituant cette expression de R dans l'équation (1), le résultat devra être identique- 
ment nul; par conséquent, tous les coefficients des: nouveaux termes 
qui se formeront devront. se réduire'à zéro; et fourüiront ainsi autant 
d'équations de condition, par lesquelles on assignera la valeur de coct- 
ficients indéterminés À,B,C, D, pee | 

Soient, par exemple, les équations NS 

| M +UE+ a, 
DÉ+ba+b= 0; 

la forme littérale de leur résultante sera » Lo 
‘A Gb ab) + B(aa:b,b,+a,a,b,0,) 
Ha ab ab,b,) + Da,a,b,b,,
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et l'équation aux dérivées partielles (1) deviendra :, : .! :4:"..... 

ao + m)+a. + 
dont on tirera les équations de condition +‘. : 41. L 

| ALB=0 B+C=0, si. 2B-n6 + D =iL0, | 
et comme un des coefficients peut pus ètre pris arbitrairement, il 
s'ensuit, en prenant A1, que le Ur 

| Bet, et, RER 5h 
et alors la résultante sera péne Re lt 

(abat — baba ab). 
Torre PROPRIÉTÉ, En appelant X la valeur commune aux, deux 

équations proposées, on aura . 
subite pet dR dk de, die à Le nie Nos . ie — ti & | 1ixiæix:...*x Te n° dan" de 

1: g'at:x tan RER, To CE PE da ? den * dns" de 
Supposons, en effet, que les coefficients a, a, reçoivent les acérois- 

sements da, day) les proposées admettront encore une > relation com- : 
mune, si l’on a " o oi 

CR Ja" da x" 20; 

el comme dans ce cas Ja résultante doit ‘encore s ‘annuler, il faudra 
que l'on ait aussi . 

: dR dR | ne on an =0; . 

ces deux équations nous fournissent immédiatement la proportion 
“dR, Riu, us à 

(0) Le ed: Pa «2 Lan, 
laquelle continuera à subsister lorsqu’ on changera a en 6. De là, le 
passage aux proportions (8) est de soi-même évident, 

Corollaire 1. De la proportion (8) et de son analogue en bo on dé- 
duit Ja suivante : 

dR,.dR,,dR,dR (10) 
day *da° ‘du ° bp"
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Corollaire 2. Puisque l’on a d'a? = 04, il s'ensuit que : 11 dR {M dR , 

( ) dam ! dam-p=r amp" dam Te. Vi 

et le premier membre, d’après ce que nous avons dit au Ç I, cha- pitre II, devra être divisible par R. Ainsi, pour m2 il viendra 
| ee me 

équation les puissances de x par les dérivées de R prises par rapport aux coefficients de + qui leur sont proportionnelles, il viendra | Bono Doe 
dR a : dR  *‘.., da . 

bn “+b dam-n41 +b; dam-n+s hethge 0. 

Corollaire 3. Remplaçons dans l’ 

Cette équation à lieu dès que l'on suppose une racine commune aux déux équations proposées ; elle devrait donc s’évanouir avec R. Mais elle n’est pas divisible par R, car elle est de degré ñn— 1 seule- ment par rapport aux coefficients a; donc elle doit s’annuler identi- quement. Supposons, par exemple, m— ñ, on aura les deux équations 
identiques ..., . TE 

.: dR dR : ‘'dR: Li dR fes Han, FU gp a tone 0 . 
dR } dR MR. . _dR be + b da, +ôs da, Ten ge = 0. 

© QuaTRIÈME ProPRÉTÉ. En appelant x la valeur commune aux deux ‘équations proposées (1) page 53, on aura oo 

(19) Ligier regie Re dR MR dm . D 
—— : Drm rm—s Dym-s Dre? 

; 

À étant les éléments du déterminant (4) page 53. . 
Si, en effet, dans les équations qui suivent dans la même page, on supprime la ligne r, on pourra, avec les M— 1 équations restantes, tirer les valeurs des m1 quantités 2-1, 3m, xt, considérées comme des inconnues. II viendra alors, par des théorèmes connus, 

dR . uR 
f 

Mt — mn ( 3) Drm T hrs? 
et de là la proportion énoncée, . . :
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| a Posons Det =AÀ,, | 

Pos re Lo : F0 | Pop nn, 

la relation (13) deviendra 

Ant" "A, pe 

On aura pareillement Dour 

E —s! ‘ : Ur tt à ; Ant = A, y. 

Mais si, au lieu de Ja ligne r, on avait supprimé la ligne r' > On aurait 
obtenu 

Li 

or tt 
Nr 

À, — Arr 

. À, mD"—s = Arse 

De ces relations on tire: ‘ 

le mr! — "à 1 cut ta za DA Ass 0 tt 

a“: d'A! A; r's T's? 

æ'+s:’ __ Ar, Ars 

cb — Ass s ; 
t Lou EH d'où "1 1. 

par conséquent, toutes les Pois que rHs=rs" il faudra que . 
(14) . ‘ . As As. 

| | Ainsi, toutes les quantités À, dont les indices forment une somme . 
égale, sont égales entre elles. C’est pour cela que. nous ayons écrit 
dans le & VIII les équations (4) composées avec les éléments À sous 
la forme (5). _. L. on 

Corollaire. On déduit des relations o) ct 43 la suivante : 
: ee d 

CD mme 
CixQuènE PROPRIÉTÉ. La résuliante satisfait à à éation aux dé- 

rivées partielles 
1 

mi 

(46) Yi, =(m=r)b,R, ds TS dasa 

r élant un des nombres puéique 1,2, 3,..., m—1. 
En effet, si dans une des équations (3) (@ VI), dont le Lype 

général est | 

A7) Met), T2, on 0,
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. , 2e ON d& . Fo on substitue, d'après la propriété (9), Te au lieu de æ"-!, on aura 
_- dam 

- dR 
Dpe=0. ii 

Le premier membre de cette équation constitue une fonction des : 
coefficients de deux équations proposées pet, qui doit s’évanouir en 
même temps que la résultante R, et la contenir, par conséquent, en 
facteur. (Voir page 25.) 

. On aura donc 
1 

SUR = 
(18) Dope=aR, Moteur , 

q étant un facteur à déterminer. Mais g est.évidemment de la forme 

_ g=g'b,, is 

où g' désigne un cocfficient numérique. Car le premier membre est * de degré 2m+-1 par rapport aux coefficients b, et de degré 2m seu- lement par rapport aux coefficients a; d’ailleurs, le poids est 
oo HS HAL (s 4 1)=m tr, 

D'autre part, le second membre contient la fonction R qui est de degré 2m ct de'poids m°; ainsi, g ne pourra pas différer de la forme indiquée. | it oo 
Que l'on se reporte ensuite à l'équation (5) du Ç VE, et l'on verra que le coefficient D, figurera dans le premier membre (18) autant de 

fois que l’on fait varier l'indice s, à cause de la présence de b, dans 
la seconde ligne, moins tous les b, qu'on trouvera dans la première en faisant varier s de O'àr—{. Donc g'=m—r. On est redevable 
à M. Brioschi de ce beau théorème; mais on trouvera peut-être sa 
démonstration moins simple que celle-ci. (Voir le Journal de Crelle, 
tome LIL.) oo a 

Corollaire 1. Changeons a en b et réciproquement, on aura 
Mm—) . 

(19) Le (m—r)a,R. 

Gorollaire 2. En Supposant que l'on ait écrit les m équations qui 

#
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résultent de la (16) par la variation de l'indice r, on pourra en dé- 
duire Ja valeur d’unc dérivée quelconque > = par la méthode de la 
résolution des équations linéaires à pis inconnues. On aura 
ainsi, grâce à l'équation “ot co 

oi Re =, ‘a . 

SANS" . pit, to 

ji qui aura lieu, d’après la théoris des déterminants, pour toutes les va- 
leurs de r, r', différentes entre le, les deux équations qui suivent : 

. dR ' ah nm. 

  

: +  _ _— LE 
(20) dass mb: du, rue Mir Hg he ed dR 

nt, ‘dR: re : Ra To (m— a. an oh 

Corollaire 3. Au moyen de l’ équation (13), les deux précédentes 
se transforment en celles-ci : 

Log ee : 
st, ti i L rad 

  

_. dB NOR (21) Hot, de s aan Ÿ En 5": 

ñ Î Le R . : 

2). . = ue RD se 
zx désignant toujours la racine connue. De là, en n changeant s en s—i, 
on tire la suivante : L 

tt}. dt (23) a + =0, 
à laquelle on serait aussi arrivé, si dans à ua (0, en posant 

dR n=—=Mm, On avait substitué, au lieu de — TS les expressions iden— 
dR at dR gn-1 Liques — dame An ans Si dans cette équation (23) on fait successi- 

vement s—{, s=—p, et que l'on élimine le rapport ?():4"(@) 0 on 
retombera sur l'équation (10). 

Supposons que les équations 9 ct Ÿ soient mises sous la forme des 
fonctions homogènes à deux variables, 

(24) { PL" + a ay a, ap. +an"=0, | P= br, + bat UHR by = 0,
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équations qui comprennent les (1), page 53. en 7 'Posant ya. On' 
aura le théorème suivant. : .. . . init Pure 

SIXIÈME PROPRIÉTÉ, La solution commune aux épis p= 
ÿ= 0 est aussi une solution de l'équation 

(5) Dep. Dit — D. Dj=0. 
En effet, on a, par, un principe connu de la théorie des + fonctions 

homogènes, 
. eo on CU fans =, 

DD, + yD,h = np = 0. 
Or, puisque les proposées s “annulent par hypothèse pour les valeurs 

de x, y, différentes de zéro, il faudra que, Je dénominateur commun 
de ces valeurs, ou le déterminant 0: 

51, | Pags ve = 

_ Lo D |T 
s’annule. Ce qu'il fallait démontrer. 

Appelons P ce déterminant, on obtiendra encore la propriété qui suit: 
SEPTIÈME PROPRIÉTÉ. S1 les proposées s’annulent par un Système des 

variables x, y, les dérivées partielles de P, prises par rapport à cha- 
cune des variables, s'annuleront aussi. N . 

‘On tire en effet des (26) les équations _- a a 
zP=m{oD,ÿ—%De}, 
yP=m{oDb— Do}: : fi 

eten les différentiant successivement par rapport à & et à y, on oblient 

SE 

{ 

Dis 

= Pet “agh: 

ap —yn eo, à 
nt 
VD (n—1)2+m{0D D‘ Ÿ—YÿD te 

Or, si par hypothèse p=Ÿ=0, l'on a encore, par le théorème | 
précédent, P=0; il faudra donc que Lit 

dl æ D 
‘x — dj ==! . 

# 
ste
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Application. Comme les dérivées D, “dans le cas de m=3, x? . , 

sont aussi de troisième degré, il s'ensuit que la résultante des équa- 
tions (14) (page 37) pourra encore se mettre sous la forme mu 

Î 

a, LD ee ec, : d 

P5 ds: ns, TP se | 
2(ag—bp), 3(ar—cg),  ‘as—dp+br—cg,  bs— dg 
ar — cp, as—dp-+br—cq, 3(s—dg),. 2(s—dr) 

HuITIÈME PROPRIÉTÉ, Si dans les équations proposées gel 4, on 
substitue aux variables (x, y) de nouvelles variables (u, y) liées aux 
premières par des équations linéaires telles que 

e7) pente 
y=pu+ gr, | 

la nouvelle résultante déduite des équations transformées sera a égale à 
l'ancienne multipliée par une puissance du déterminant pq'—pq de 
la substitution. 

Mettons, en effet, les fonctions ? et ÿ sous la forme  ‘: 

(8) ça (e—2,9)(2—a,y).(5—ay)(0—e) 0 
RD) Va Biy)(5— 8.1)... @— By). G—6y)=0. 
Par suite de la substitution (27), les facteurs quelconques ce 

Dis Dfiy 

deviendront respectivement 
i 

Ga). Bu) ei 
_etles transformées DetY deo et g seront 

(30) G=ave(p, pr no) le de (eds), 

    

4 psp L— mp 

(31) Y= bu(p, ,p'){u—1 rl re o]...(u— ft so) . 

. Or, comme nous l’ avons vu, la résultante R est le produit de toutes 
les différences &— 8; que l'on peut former avec les: racines de o et 

4
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de Ÿ. D'ailleurs, cette différence quelconque des racines serait main- tenant, pour les équations ® et #,. F 

: dui—q gg (pg'— p'allei—8;) 
(82) P—Gp p—bp  (p—ap)(p—Bpy 

‘ En revenant, par conséquent, à l'expression de R donnée au n°2 du $ 11, en y remplaçant a, et b, respectivement par ap(p, p') et DY(p; p'}, la valeur de lt nouvelle résultante R' sera 
GS) R—(pg pop; 
ce qu'il fallait démontrer. croit | 

_ Corollaire: Si dans gx et Ÿæ on remplace la variable æ par EE, 
3 étant une nouvelle variable, Ja résultante des nouvelles équations sera égale à celle des anciennes multipliée par une puissance du binome pq’ —p'q. oc SC 

  

 NEUVIÈME propmiéré, 'Sorent "7" Un à A CE 
EU PE pe+ qu Vep'ot go 

! 

' 

deux nouvelles fonctions liées linéairement aux fonctions données get Ÿ, leur résultante R' sera égale à celle des fonctions 9 el ÿ mullipliées : — pq. de 1: mat 0 | 
/ 

Dal 
par “né puissance de pq , Lo, 

En eflet, si dans l'expression (19) de $ donnée ‘au SV, on rem- 
place & ct Ÿ respectivement par et Ÿ, on aura une nouvelle trans- formée qui sera ne ue . 

Fr LOC) TT], F=(p9' pp] 20004 Tr = (PQ — p'a)s.. 
* Par conséquent, chaque élément de déterminant à déterminants binaires, qui exprime la résultante R selon‘ la méthode abrégée de Bezout, acquerra Je facteur P9'—p'a, ct la résultante elle-même le facteur (pq'—p'g". * : et ci oi 

. Gorollaire. Lorsque'o et # sont respectivement les dérivées par rapport à æ et y d’une même fonction 

 feat+ larat-ty+ 1 ap Hagt, | 
Ts
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leur résultante est naturellement une fonction des cocflicients def. 
Or, si dans f on fait la substitution 

a pX+Q, à 
y=p'X+ 4%, 

et que l’on appelle F la tränsformée de f. la résultante fournie par 
‘les équations | 

ie dF_ PF: 
ee RU m0. 

sera égale à l’ancienne R multipliée par (pg— pa). 

Cela est facile à à démontrer, en ayant recours au théorème précé- 
dent, et en remarquant qu'on a ‘ 

a = fe) +P (de 1 
ae) +0). 

Ainsi, pour {oule fonction entière et homogéñe en x, Y, il existe une 
fonction de ses coefficients qui a la propriété de se reproduire à un fac- 
teur près el indépendant de ces coefficients, lorsqu'on y remplace les. 
variables ; par d autres, lides linéairement a aux premièr es. 

l'est aisé de voir que dans le calcul actuel cette fonction n’est autre 
chose que le produit des carrés de toutes les différences entre les 
racines de l’ ‘équation | donnée. Mais elle n 'est pas la seule ; car, comme 
M. Cayley l'a démontré, toute fonction entière et homogène en æ, y 
admet une infinité de fonctions jouissant de la même propriété, dont 
cependant 1—2 seulement sont indépendantes entre elles. 

Nous remarquérons en passant que les fonctions pour 14, 1=5, 
telles que nous les envisageons actuellement, ont été té déjà données au 

SN. douter 
Dixièe PROPRIÉTÉ, . SÙ dans les équations .. 

PU y)=0, (x, y)=0 
on substitue pour x, y des fonctions quelconques entières et homogènes 
deuetde y, | 

= (G(u, v),. ÿ Hu, v), 
.
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la résullante des équations transformées W et D sera égale à celle de 9: 
et de 4 multipliée par une Puissance de la résultante des équations … : 

. G(u, v)=0, H(u, 1) —0. 
Démonstration. Faisons dans U 

PQ Rey) (Ray) (20), | 
g—=b, (—B:y)(x —6:y) ..(@—6,y), on la substitution indiquée. Les équations transformées, ® et W, seront, 

en désignant par I Ja caractéristique d’un produit, | 
UT BNC (u, v)—H(u, v)h is, 
 W=bn[G(u, v) — PH (u, v)]. 

Or, ces équations admettront une solution commune dès qu’il ÿ en 
aura une pour deux facteurs quelconques 

G(u, V)—aH(u, v)—0, 
G(u, v) — Ga, v)—0, 

c’est-à-dire, d'après le théorème précédent, dès que leur résultante 
Li porn («—p}Q —— me ° 

s’évanouira. Nous sous-entendons ici que Q désigne la résultante des équations G—0, H=0, et q leur commun degré. 
Autant donc il y aura de combinaisons de facteurs, autant il ÿ aura d'expressions, telles que (x—B)1Q, qui en s’annulant exprimeront la 

possibilité pour les équations et Y d’avoir une solution commune, 
L'ensemble donc de ces conditions, à savoir‘ "©: 
D oi : EL ompe _. | | 
sera la résultante cherchée, puisqu'il n'y aura pas cas de solutions 
qu'elle ne comprenne. 

| 

.i 

Exemple. Soient les équations ne 
p—=ax" + bay, dax + bry+ dy, | 

et transformons-les en d’autres d et w par les équations 
| LEP + quo rot, | y=p'Ë+q'uu tr, 

la résultante de ® et Ÿ sera : court 
[ado (add be do} tp 257) {og 7 og rT.
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 Corollaire. Supposons. que © et Ÿ soient les dérivées par rapport à æ et à y d’une même fonction homogène /{x, y) : 
La résultante de D..f, D,.f sera une fonction des coefficients de f, dont une certaine Puissance aura la propriété de se reproduire à un facteur près, lorsque dans © on remplace les variables x, y par des fonctions quelconques entières et homogènes d'autres variables u et v. Telle sera, par exemple, la fonction 

(add) — (ac —v*) (ba?) 
correspondante à la fonction de x et de Y 

ar +3 bay + 3 ex + dy”. 

$ 11. 

* Recherche de la solution commune. 

1. Après avoir vu jusqu’à présent à quelle condition deux équations données admettent une solution commune, il est naturel de sé de-  mander : Quelle est cette solution? M.: Abel, dans ses œuvres, et M. Liouville, dans son Journal de Mathématiques, ont donné divers procédés pour la trouver ct pour déterminer même une fonction quel- conque rationnelle de cette solution au moyen des cocfficients des équations proposées. Mais ces procédés, quoique extrèmement in- 
génieux, sont bien loin d’être les plus simples, et il est à croire que la réponse la plus facile à cette question aurait été connue depuis longtemps, si l’on avait tenu un ‘plus grand ‘compte des procédés d'élimination d’Euler et de Bezout. 

Il résulte, en ‘effet, des propriétés deuxième et troisième que la “valeur de æ, propre à satisfaire en même temps aux deux proposées, sera donnée par l’une quelconque des, trois équations 

  

dR_ _ aR gt MR dd 
dam-p TT lampes ’ CU nn dont 7. Drm=p = Dr,m—ps ' 

dont la dernière sera toujours préférable en pratique. Car, sans passer . par le développement de Ia résultante, il suffira de calculer les deux 

6
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déterminants conjugués à deux éléments consécutifs d’une ligne quel- 
conque de déterminant (4) (page 53)... à. _. 

On peut obtenif très-simplement les deux premières équations, en 

observant que. les proposées seront encore satisfaites en changeant 
(Amp) Apmsi)s (Op Dn-p4s) TeSpectivement en (amp +R, ane; st), 

(is bnp). Alors la résultante devient 

  

dR dR |: op dR  ". se) - 
etc. = 0; 

Rp dam-pl ae TT + 

et puisque À, p sont quelconques, il faudra que 
no Ar ais 5 cr : 

dR dR Vi dn dR 
dam=p+ an 0: dan na 0 

Soient, par exemple, les équations 

GT + ait + a.x+a;—=0, 

Da + ba + bx+ b,—0;: 

leur solution commune satisfera à une quelconque des trois “pero 

(ab ab DE + (abs abi)2+ (abs —abs)= 
' Lab ab, À 15 Gba b)et+ (M Va (ab as) = 

(ab; —a;b,)x° + (ub, —4,b,)%+ (ab. °—@sbs )=0, 
et, si elle existe, une de ses expressions sera ‘ 

__ (Go ab) (a,b;— a,h,) — (ab; —a,b o) (abs — dibs) | 
Tu . (ab, —a bo) {ads 74 50) — (ab, — ab) (asbs—asb) 
  

2. On peut, de reste, en ne connaissant que la résultante, trouver 
la solution commune. Soit, en effet, z cette solution ; remplaçons, ce 
qui est permis, les équations o et par les suivantes : 

AGDE QE QAR + nt + Gin +A(t— a)=0, 
Da" bia Lan? He + bat bit u(x— x) = 0; 

la résultänte nouvelle devra encore s'annuler, puisque la | prémière 
solution x eñ serà encore une pour les nouvelles équätions. Par con- 
séquent, à sera une raciné de la nouvelle résültante égalée à zéro, et 
pourra être toujours déterminée. Observons, en outre, qu'on pourra 
se Servir des indélefminées X et p pour simplifier lés calculs: 

Supposons, par exemple, qu'on ait à trouver la solution c commune 
(x) aux deux équations suivantes : ® ”
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ax +br+c=0, 
d'a + L'ot c'=0. 

Ces équations, mises sous la forme . 

ux° + bt+c+) (&—x)=0, 
CT +br+ +) G—e)=0, 

fourniront la résultante : 

[ac' —à'e—a(a) <a 7 (ab' —db+a- —à D c—a(b7 à—b2)], 
qui, en négligeant la partie . | 

(ac'— — 4 c)— (ab'— ae Vo. 
nécessairement vulle d’ après notre hypothèse; et en posant 

. 1=b, 2 =#", 

se réduira simplement à .. ie, 

(ab'— ab) —2 (ac — doa+bé Ve. 
En égalant celte expression à aêro, on obtiendra pour la valeur com - 

4 à. mune des racines ‘ 

_ rm d joie Lou 
ne bah . 

comme cela doit être. Si lon avait, au contraire, posé 

1e, Y=c, 

où aurait eù immédiatement 

E | be — be 
2 — TEE 

ac'— ae? 

i 

qui sera encore la même ? solution, en vertu de l éranouissement de la 
résultante. 

On aurait pu obtenir ces valeurs bien plus simplement ; mais nous 
w’avons voulu, par cet exemple, qu'éclaircir la méthode. 
Soit maintenant 6 une fonction rationnelle quelconque de Ja solu- 
tion x commune aux deux équations 9 ct $. Par un théorème connu; 
elle pourra toujours être ramenée à la forme 

| k + hr, a 4 k, CEnTee Ennss 

les coefficients k étant des fonctions rationnelles des coefficients de 9 
et de ceux des équations proposées petd.
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Par suite, à l’aide de l’ “équation (3) à du paragraphe précédent, on 
aura l'équation Ut 

og ie ee ln 
= fera connaître la valeur cherchée- de x). 

%. Jusqu'à présent nous avons supposé que ls équations © et d 
n'admettaient qu’une solution unique. Mais, s’il y en avait davantage, 
il faudrait, pour les trouver, recourir aux restes fournis par la mé- 
thode du plus grand commun diviseur, dont n nous avons donné l’ex- 
pression par la formule (11), page 50. ‘Supposons, par exemple, qu’il 
y ait Z=m—i—1 solutions; l'équation R;—0, résolue par rapport 
à æ, fera connaître les # solutions cherchées. Mais, pour que cela ait 
lieu, il faut évidemment que les coefficients satisfassent à L équations 
de condition, car le reste R;4, ne pourra s'annuler, indépendamment 
de toute valeur attribuée à æ, à moins que chacun de ces L coefficients 
ne se réduise à zéro. On comprend d’ailleurs qu'en divisant succes 
sivement les équations proposées par æ moins les racines communes, _ 
on formera une suite d” ‘équations de degré respectivement m, mA, 
……, Mm—1+1, et, par conséquent , une suite de { résultantes ou, 
conditions. . 

D'après un théorème de Lagrange, que nous démontrerons plus 
tard en le généralisant, ces conditions sont exprimées très- simplement 
par l’une des deux suites 

dr dR dR R—0, das = 0; Ce m0 

. ‘dR ŒR : . di-iR ‘ 
R=0, 20 0 a De ani Or 

Arrivé à ce point, nous croyons avoir vidé toutes les questions gé- 
nérales que l’ élimination entre deux équations à une variable pourrait 
soulever. 11 se présenterait ici. plusieurs applications analytiques ët 
géométriques dignes d'intérêt. Mais, comme elles nous mèneraient 
trop au delà des bornes de notre ouvrage, nous en resterons là, et 
nous passerons à trailer de l” élimination entre trois s équations à à deux 
variables. : .



© DEUXIÈME PARTIE. 
THÉORIE DE L'ÉLIMINATION DANS LE CAS DE TROIS ÉQUATIONS 

A DEUX VARIABLES. | 
/ 

s st it me : 

che te CHAPITRE L 

RECHERCHE ET PROPRIÉTÉS DES SOLUTIONS COMMUNES À DEUX ÉQUATIONS . 
A DEUX VARIABLES, 

tou ci " SI 
î +. Formation et degré de l'équation finale. 

Afin d’abréger le discours et de mieux éclairer la penséc, nous 
appellerons dorénavant argument la partie qui, dans un terme d’une 
équation, contient les variables, de sorte qu'un terme sera le produit 

.‘ du coefficient par l'argument. | 
Cela posé, nous appelons équation canonique de degré m à deux 

variables celle qui, dans ces arguments, présente une somme d'expo- 
sants variable depuis O jusqu’à m. 

Soient æy1 l'argument d'un terme, ct r un nombre tel que 

(1) P+q+r=mi; 

le coefficient de cet argument sera désigné par le symbole a,,, (‘). A 
la vérité, les deux indices p, q suffiraient pour distinguer les cocffi- 

_cients; mais nous en ajouterons un troisième pour la symétrie et par 
analogie à l'équation homogène à trois variables : 

4 . . u { 

CR 
dont celle que nous considérons n'est qu'un cas particulier dès qu’on : 
suppose r=1. : 

(7) Souvent, pour abréger l'écriture, uous écriruns Far. #73... au licu dep, gr, …, 
AAA | ‘
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Il est bien évident que l'équation dont il s’agit, ordonnée par rap- 
port à à & OU à y, prendra les formes 
. ! RS 7 
(3) D Da go, 

10 - 1=0 

dy dy étant: des’ polynomes complets respectivement en +.ou y de 
degré 1. 

Le nombre de ces termes ou des coefficients pgr Sera le même que 
celui des solutions en nombres entiers de r équation (2), 0 compris, 
c'est-à-dire ‘7 foret Pt se nat nt 

  

A NE 
. MH me 

(@) Ne — 
_ 

Considérons maintenant deux équations anoniques o et À à deux . 
variables, de degré m et n, que nous désignerons comme il suit : 

(5) . C2 y)= =Y Lpart y? ’. v(æ, y)=Ÿb pr Ty? = 0 7 

La première question qui se présente, c'est de trouver un ‘système 
des valeurs de x, y propre à les vérifier: simultanément. Or, celà 
n'offre pas de dificulté dès que l’on connaît la résultante des deux | 
équations de degré m à une variable. 

Ordonnons, en eflet, ces équations par rapport à âzet à y. On aura 
les systèmes Le UT 

Dax, Lou Day" 0 

OR EC . PO 7 
qui fourniront des résultantes de degré min et de poids mn par rap- 
port aux cocfficients a, b, d’une part, et aux coefficients d'y, b, de 
l'autre. La première deviendra, ar conséquent, une fonction Y de : q VA 
la seconde X de æ, dont le degré é commun, par rapport aux variables 

-æ, y, sera mn. Car, à'cause de l’ équipollence, on à pour chaque terme 
des deux résultantes Îles conditions 

{8) | DUT SD'=mn ,
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À, X étant les exposants dont les coefficients (ar by), (ar, Bi) y sont 
respectivement affectés. Mais Les degrés de ces coefficients, considérés 
comme des fonctions de y ou de x, sont égaux à leurs indices; donc 
les premiers membres des équations (S) expriment les degrés des 
termes de chaque résultante par rapport à y ou à. Donc, puisque le 
degré de chaque terme est égal à son poids, ces résultantes elles- 
mêmes seront de degré mn; et on pourra les mettre sous là forme 

y mn : this Duile couette : 
: . 

mn ; 

(9) X— y Ant, _ Y: Ye 4 Bat, : pue 

# ° 0 : 

Avant d'aller plus loin, il sera bon de nous arrêter un instant, pour 

voir comment Bezout arrive au même résultat par toute autre voie. 
u i ‘ in 

_ Posons d'abord ce lemme : 

Le nombre des termes qui, dans une équation gx, ni canonique de 
Dm p+g ‘.!" degré m, sont divisibles par xP est se LEP, . 

\ | 

Il est évident, en effet, que si i l'on met l’ équation © sous la forme 
d’une équation homogène à trois variables 0x, y, 3), les termes divi- 
sibles par +? constitueront, après avoir été dépouillés de ce facteur æ7, 

. une équation homogène à trois variables de degré M—p liquelle 
— 2 D : i ‘ 1 € contient, comme on sait, en mes CT 

Supposons donc que l'on veuille avoir la résultante Y. Multiplions 
l'équation o(x, y)= 0 par une autre 6(x,1 y) de degré 4 à coefficients 
indéterminés ;. on. obtiendra une équation produit O{x, y) de degré 
m+1. À l'aide de l'équation ÿ{x, y)—0, éliminons toutes les puis- 
sances de æ supérieures à la @— 1), Le nombre des termes qui 
figureront encore dans 6, après l'élimination des termes divisibles 
par æ", sera, en vertu du lemme précédent : 

N=— Bt) tnt) (mt nt?) 
9 

  

Soit maintenant p le degré de la résultante Y qu'il s’agit de trou- 
ver; le nombre des termes compris dans Y sera p+i. Le nombre 
donc des termes qu'il faudra détruire dans l'équation 0, pour la ré- 
duire à la Y au moyen des coefficients indéterminés, sera N—p—1.
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Or, si au lieu d'éliminer les termes divisibles par x" dans l'équa- tion-produit ©, on les avait éliminés dans l’ équation 8, le nombre des termes ct, par Sreqrent, le nombre des coeflicients arbitraires au rait été réduità.. ::,, oc 

tee) nn, 
1. 9 

Mais comme un de. ces ‘coellicients Peut toujours être pris à volonté, car rien n "empêche de multiplier la 8 par une constante, le nombre des coefficients indéterminés disponibles sera fe 
te (= n+1)(t-n+9) ge 1. 

Or, le nombre des termes à à déterminer dans © ne peut pas être ni plus g grand ni plus petit que le nombre des nt aa dont on peut disposer. Donc 

(m+ EE +2) Let ME +9) 

__ (#1) LUE) | (=n+ j U—n49) QE 

De là on conclut p=mn,.… 
ce qu'il fallait démontrer. . 
Passons à à | présent à à un exemple. Soient les équations | 

(10) ga + by +de +-dys ets 5 + fay=0, . J=dat+ 0 +de Syst dat f'ay=0 
. En posant :=1, et en ordonnant par rapport à à %, On aura 
a) pu + (+ or +dy+c=0, 

d= ax + y +é)e+by +dy+é 0. 

n Désignons en générai par (mn) le déterminant |’ " 8 8 
nm’, 

  

+ ON aura 

| Y=[(@)— (f)(10)7y" » (ab )(ad)—(ac)(18)— (af) (a) +-(e6)] y a +-[2(ab{ac) ee (ae) ((fd)+(cb)} —af{(ed) ) + (fe) 1 y 
Pl ac)— GP) eo — (ao) (ea)+- (le. 

. + (ac}—(ae)(ec).
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_ Iest aisé de voir que, pour un degré quelconque #, on peut écrire sans difficulté les deux premiers ct les deux dernicrs termes des ré- sullantes X ou Y. Considérons spécialement la Y. L° Le dernier terme est évidemment la résultante des deux équa- tions (5), lorsqu’on Y pose y— 0. Le premier lerme ensuite s’obtien- dra en limitant, dans la résultante des équations pet ÿ mises sous la forme (6), les coefficients @, bsaux termes contenant les plus hautes puissances de y; Où,'autrement, le cocflicient da premier terme sera la résultante des équations proposées réduites aux termes homogènes de degré m. Ainsi, on aura 

13 ‘ B Am 0,0 : Amni1o Amniso Œomn,o : (13) ! T Bnoo D b | b ' 
° - In 0,0 —110 In—220 ee om,0 

4 

— 
mR— 

(14) Gno,o  Œn-101 Un-2os + Oo om 

  

br 0,0 bu o1 CR 02 + D, om 
où les seconds membres désignent les résultantes des deux équations à une variable de degré m, dont les cocfficients seraient les éléments compris dans les barres. On verra, d'ailleurs; très-aisément qu'on a + toujours A, =RB,. 

Pour obtenir le secohd terme, observons. qu’en posant 

Y= Casa ee Gnèm URCTRN bn. 
l'argument gr résul(cra, en limitant tous les facteurs a: au terme contenant la puissance Ja plus haute de y, à l'exception d’un seal, où l'on prendra au contraire Ja puissance immédiatement inférieure : cela revient à opérer sur B, avec le symbole | 

. : | L , 5 nou 

, D nai Ap,qre 
On trouvera de mème que . 

i : 

Ban Ÿ dy guy OŒpar Ben 

. Or, d’après la formule (4) de la page 53, B,, Dm Sont des fonctions des déterminants linéaires de la forme | 

Gpgr Upgn (15) 
. 

b pgr bg
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Par conséquent, pour avoir B, ou B,,,, il suffira de différentier 
respectivement B, où B,,, par rapport à chaque déterminant binaire 
(15), et de changer ensuite celui-ci en ou a 

  

  

  

: dogs a gs 2 + ‘ Gpgr Apr,g'r | ‘ 
; : 1; ; | no s 

bpar | byqv bngar | Bo gisr 

ou en | 
D os fe UT . . « : 

| Dpig+tr, à Ap'g-+iir + Anar Apgr. | 

  

Dog bg Apg+ir © Apg+i,r 

L'équation (12) confirme ce que nous venons de dire. 
La formation des autres coefficients est plus compliquée. Je me con- 

tenterai de remarquer que les coefllicients B,, B,,;_'s ’obtiendraient 
en opérant avec les symboles a tt 

4 
= 

\ 2 { CS + 5 30 pti, is) ap + ag, r One q- TG Aprgtrr }, 
‘ fou . 

DA 2 {@ Ap,q 27 +i 5 Dog) part Gp, g—1 7 Ap'g—i,r Por day "q! rh 
it : 

sur B., Ben respectivement. Mais on ‘comprendra : sans peine que les 
coefficients de X, Y sont les fonctions des déterminants binaires formés 
avec les coefficients des deux équations proposées, et que d’ ailleurs, 
dans A;, le poids des premiers indices’ est égal à mn—5, et celui des 
seconds à mn, pendant que, dans B;, le poids des premiers indices est 
mn, et celui des seconds mn—1. Car en changeant, par exemple, y 
en ky, le coefficient B; devient B; pr , ; mais le changement de yen 
ky dans les équations proposées revient à celui de a, ben Etap 
kb, ; donc, en faisant la même permutation dans les coefficients qui 
entrent dans B;, on devra retrouver le facteur k"*-{: ce qui ne pourra 
pas arriver, à moins que le poids des seconds indices soit égal à mn—+, 
D'ailleurs, il est évident que le poids des premiers indices est mn, car 
la fonction Y est la résultante des équations proposées considérée 
comme fonction de æ. . 

La remarque que nous venons de faire permettra de contrôler les. 
‘calculs qu’on fera, d’après la méthode abrégée de Bezout, pour dé- 
terminer les coeflicients À cet B.
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SIL. 

h Nombre des solutions communes. _— - Degré de l'équation finalo 
‘dans le cas de deux équations non sanoniques, 

: 
Supposons maintenant qu'on ait résolu les équations X=0, Y=0, 

et appelons-en ol HUE L 
(1) ct Ds Tes us ee ons 

Ya ss Yss ..) Ymns. 
! tres h3 fa mn i t 

les racines respectives. 
Pour savoir laquelle des racines y y correspond à une racine e donnée 

%s il suffira de substituer dans l’une des proposées la quantité au 
lieu de x et de résoudre ensuite V équation de degré m ou à en y qui 
en résultera. | 

Cela fait, si les deux équations (5), page sc, admettent une s0- 
lution unique y pour toutes racines æ, le nombre de ces solutions 
sera le même que celui des racines (10}, c'est-à-dire mn. Mais si, au 
contraire, pour une valeur de x, telles que æ,, elles étaient censées 

“avoir les deux solutions y,, y,, on scrait tenté, au premier abord, de 
croire que le nombre des solutions (x, y) peut dépasser le nombre 

* mn. Ainsi, on pourrait supposer les mn+-1 solutions suivantes : 

Bu Dies Le Us, ais en Lnorÿmr3 

car rien ne s'oppose à ce que , soit encore une racine commune pour 
æ—x.. C'est une légère difficulté, qui peut-être n’a pas été remar- 
quée par Euler, auteur du théorème que nous donnerons ci-dessous, 
et qui du reste ne pouvait être écartée sans celui de Lagrange men- 
lionné page 83. . : . 

- En cflet, d’après ce théorème el f hypothèse que nous venons de 
faire, on aura en même temps 

X= 0, | Y—=0, 
dx aY 

med. 0; 
par conséquent, X, Y seront respectivement divisibles par (amx— a)",
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(a'n— a), æ, & désignant deux fonctions de Ty. Les racines donc. 

. de au—«, où d'y—«’ seront doubles dans X ct Y. Ainsi la racine æ 
ne peut pas être associée à y,, Y2,-ou la + à &,, Las sans qu'elles 
soient doubles respectivement dans X et Y, et l'on pourra poser, par 
exemple, Te Lis Yi = Yo | 
On voit alors que le nombre des, solutions sera toujours mn. En 

poursuivant le même raisonnement, on verrait en général que si, 
d'un côté, on admet que les proposées aient, par une valeur donnée 
‘you x, plusieurs solutions communes en æ ou en A il faut, de l’ autre, 
admettre autant de racines égales dans équation X=0, Y=0. Par 
conséquent, si p racines æ; peuvent se combiner : avec une même ra- 
cine y, les autres mn — p racines ne pourront plus se combiner 
qu'avec les autres UN — D racines distinctes de y;; car p de ces fa- 
cines sont ‘égales à à y; et se trouvent déjà par le fait associées aux 
racines Æy. Concluons donc que, dans tous les cas, 

t 

Le. nombre des solutions communes à deu: équations canoniques à 
deux variables est égal au pr oduit de leurs degrés., 

Appelons à présent groupes des solutions l’ensemble des solutions, 
où à une même valeur de x ou de y correspondent des valeurs dif- 
férentes de y ou de x; et soient g,, g, les nombres respectifs de ces 
groupes, il y aura g, racines différentes dans l'équation X—0, et g, 
dans Y—0. Posons, de plus, | 

= (y — a) a(y — PJ (y — 7. ; 
il y aura. nécessairement }:, )3, y, ..., racines æ associées respecti- 
vement aux racines y—«, —f, =... et le nombre des groupes 
scra égal à celui des exposants 2, 22, à. | 

D'ailleurs, pour que cela ait lieu, il frndrs qu'entre les coefficients 
des deux équations il existe des équations de conditions en nombre 

a = (mn —9;). 

Exemple. Soient les équations 

€ 

L'— 3x} y+ 32" +18zy— 9x +238 —9y—23y—15—0, 

D'Or y+ my —6ty— 32x47 —3y— 17 +30.
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On aura, à un facteur numérique près, 

= +0) +2) y—1)y+3). 
Il faut donc qu’à la racine y—0 répondent deux solutions en æ, trois 
en y——1, deux en y——2, une pour Yy=1, ctenfin une solu- 
tion pour y——3. a 

On a, en eflet, les groupes suivants + 

Yy=0, ai 

y=0, a —1 
y=—], x—0 

Y=—1, 4 

y=—1, 2 

Y=— 5, «== 
Yy=—2, «= 1 

  

  

Y=—2, = y=1, +9 

    
qui exigeront quatre conditions entre les coefficients, et que X, en 
outre, ait l’expression suivante : | 

Res) {2} (ot) (5), 
comme cela arrive effectivement. | | : 

. Remarquons maintenant que toute équation p(x, y), en représen- 
tant par m la somme des exposants de æ, y qu'offre la série des 
termes dont elle se compose, peut être réduite, en remplaçant par 0 
les coefficients qui manquent, à une forme canonique de degré m. 
Mais les degrés des résultantes z, y pourraient, dans ce cas, différer 
entre eux, et le nombre mn n’exprimerait plus qu’un maximum qu'ils 
ne peuvent atteindre. Il importe donc de voir comment, dans tous 
les cas possibles, on peut s'assurer d'avance du degré des résultantes, 
ou, en d’autres termes, du nombre des solutions communes. 

. Soient en général 2,,24,..., dns XX 15e Àn les degrés des coef- 
ficients a, a, :.., Gus Dos Dis Das D des équations (6), par rap- 
port à la variable y qu'ils contiennent. Il est évident que le degré de 
la résultante Y=0, en supjiosant que ahal,. bob ls, bEn 
soit un de ces termes, sera le maximum de la somme 

Lko + Also Elo +... +2 h,, 

sous les conditions : | | 

tkt. Hh=n, RH EH K,=m, | 
Ei+9k,+.. Rmhnt RME... +nk,=mn. 

St donc nous appelons 2, 2’ les degrés maximum que présentent 

1
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les séries des coefficients a, b, le degré de la résultinte ne pourra pas 
dépasser le nombre Li 
° | An+2'm. 

| Prenons, par exemple, les équations | . 

@) | 7e, y)= Qu" G+ y EEE (I 0, 
CE + (ray a 0, 

où par le symbole (x) on sous-entend un polynome de degré z, On a 
m=5, n=4%, )=9, \=5; | 

le degré de la résultante ne peut pas dépasser le nombre 
. DH | 

Si, au contraire, on s'était. contenté de regarder ces équations 
comme des cas particuliers des équations canoniques de degré 8-5. 
=13, 2+4=6, on aurait trouvé, avec M. Minding, 6.13=—78 pour 
la limite‘maximum du'legré. Mais on s'apercevrait bien facilement, 
après quelques essais, que le degré de la résültante X— 0 est 58, . 
car, d’après les conditions posées ci-déssus, : les'termes 

GYGY, (a) (a), de, 
correspondant aux termes algébriques … 

das 0,b,; a, bb, etc., 

sont ceux qui fournissent la plus haute puissance de +. 
Cette marche, ceperidant, est loin d’avoir la rigueur et la précision 

désirables. Nous allons, par conséquent, exposer celle que M: Minding 
a publiée dans le Journal de Crelle; tome XX, et qui remplit parfai- 
tement Je but qu’on'se propose. "1 51 

Observôns, à cct effet, qu'en appclant #1. : i 5... Un les racines de qu en af as Ye 
l'équation 4, la résultante X aura (voir page 26) l'expression sui- 
vante tt Pos Se 

(3) À Bo (, yrjo(e, y1)...0(&, yn). 
Par conséquent, le degré de X sera ue 

GE) md + () 
: {) M. Bezout a donné à ce sujet, dans sa Théorie générale des équations, une formula 

-
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LL, li désignant les degrés des fonctions p(t, y1), o(x, y.), 
.…. 9(& fn), après la substitution des valeurs de Yts Yes etC., en 
fonction de x. Mais si l’on suppose que l’on ait développé en série les 
racines y de la manière suivante : 

(6) pate, atpo ait ++ mp, 
il suffira, dans la plupart des cas, de substituer, au lieu de y, son pre- 
mier terme cut}; en appelant alors ap l'argument le plus haut de 
o(x, y), son degré sera «+fh. Par süite, celui de X sera 

7. mx okna+ pli +s. +. +). 

Cela arrivera toutes les fois que la substitution de c;x? au lieu de g . 
fournira pour lc coefficient de l'argument æ*+$% une quantité diffé 
rente de zéro. Dans le cas contraire, il faudra recourir au second 
terme de la série Gigi", et voir ce qu’il donne en le substituant, 
On passerait encore au troisième si le cocfficient de, l'argument 
æ2-HBth-1) venait à s’annuler. 

Il s’agit donc, èn général, de trouver les degrés h,,h,,..., h, des 
racines y dans une équation donnée o(x, y)= 0. Dans l' hypothèse où 
nous nous sommes placés, les racines y développées en série suivant 
les puissances descendantes de x auront pour premiers termes des 

monomes de la forme ‘ ” 

ma. Cale, CU 

car toute fonction, qu'on suppose de degré r, doit par définition, en 
la divisant par æ” et en y faisant —o , se réduire à une con- 
stante. Or, si l’on substitue ces séries à la place de y dans l'équation 

extrèmement simple, que nous nous conténterons de mentionner, car, pour la démon- 
Lrer, il faudrait entrer dans de logs développements, que le défaut d’ espace nous force 
à supprimer, Sotent & et, a’ et $ les plus grands exposants de æ et y respectivement 

‘dans les équations o et Ÿ. Le degré de la résultante sera. 

NN — (m— a) (m— 8)— (n—e (n—8), 

où M, 1 représentent les sommes maximum des exposants de æ, y relatifs à un même 
terme dans les équations vel +. Ainsi, on trouvera pour le degré de la résultante des 
équations (11) le nombre 

13.6— (13— 9) (65) (13—5)(6— 4) 56, 

H faut noter cependant que cette formule n’a pas généralement lieu. 

4
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o(x, y)=0, il faudra que dans chaque substitution on obtienne une“ 
équation en æ.identiquement-nulle: Par conséquent, afin que les 
coefficients , en ‘s’ajoutant, puissent se détruire mutuellement, il 
faudra qu’il existe au moins deux termes ayant en argument la même 
puissance de æ. Or, la série des puissances les plus élevées, que pré- 
sentcront successivement les différents termes, sera, pour une valeur 
L quelconque, celle des binomes LL 

L+ mb, d1+-(m—1)h, Lt(m—2)h., hs 
et si cette valeur À a été bien déterminée, il faudra qu’elle puisse 
rendre deux ou plusieurs de ces binomes égaux cntre eux, en laissant 

” toutes les valeurs des autres binomes au-dessous de celle des premiers. 
La question, arrivée à ce point, "peut être ainsi généralisée : étant 

donnés des nombres qüelconques À05 Di ce, An et d'autres nombres 
Los Ba Em , faire varier un nombre h depuis + co Jusqu'à —®, . 
de telle sorte que les binomes | | . 

(6) Don A+ bob, À +puh, . L'un LE _ 
deviennent, les uns égaux entre eux, les autres tous inférieurs aux pre. 
mers. Les valeurs de, qui satisferont à ces conditions, seront les 
degrés des racines y de l'équation . 
(7) Po)yre + Qu )gr + (ge + (yum = 0. 
en désignant par (à) une fonction de degré } en x. 
… La recherche de ces valeurs de À se simplifie beaucoup en tenant 
compte des. remarques qui suivent. . Loe. - Lo 
. , 1° À partir de +, le premier maximum est À + ph, car on 
a par hypothèse | | CT 

bo HD bre. 
2 À mesure que À diminue, les binomes décroissent d'autant plus 

plus que le coefficient y de R est plus grand. 
Il suit de là qu’en faisant descendre h'de ce jusqu’à ce que le 

prémier binome 2, + ph devienne égal à un autre, v.9, à Àbuh, 
on aura trouvé une des valeurs de à, Ce 

io D R= Xe 
: . Lo— ET: Do!
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qu'on cherchait ; car, d’après la remarque 1, la valeur de ph 
sera bien supérieure à celle de tous les autres binomes. Mais lorsque 

: l'on continuera à faire décroitre A à partir de h;, afin de:trouver les 
autres valeurs propres à remplir les conditions énoncées, il sera inu- ile de s'occuper des binomes qui. précèdent le binome À ph En 

effet, d’après la, remarque.2; fous ces binomes décrottront davan- 
tage que ceux qui suivent le binome ht mh; toutefois on suppose 
que, celui-ci soit .le dernier de ceux: auxquels 2, + h.est égal, 
c'est-à-dire que p soit le plus petit coefficient de À dans les binomes 
Égaux. Ainsi, le premier maximum qui Vers k— co était + pol, 
au moment de Ah, sera le binome À ph. Pour obtenir cnsuite 
une seconde valeur de k, on opérera sur celui-ci-et sur ceux qui le 
suivent, comme on a fait: précédemment sur Je binome à, +uh: Soit pourtant 4, une valeur de R pour laquelle on ait: 

‘+ 

dt eh étant par. hypothèse le dernier des bi nomcs, auquel he Bah 
a pu devenir égal ; ce sera là une autre valeur de A propre à Ja ques- tion. On opérera de même sur ph et sur les binomes qui sui- vent, cte., ct l’on {rouvera pareillément d'autres valeurs hp lg : 

eut être beaucoup éclairci en interprétant géométrique- 
Tout ceci p 
1 ti 

secte 

ment le problème. : Te PR as 

   
  

  

  D — US CHU. Gi GE 

© Prenons sur deux axes rectangulaires les abscisses cn 

D, Oh. he. ODe dj 0D2d, 6, 
el-lès ordonnées ‘! ee 0 

AoBo= for Mbps. AB. AB Abus etc. _ / UN roue Qt | La _ r!
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Un, binome quelconque’; ph: sera l'abscisse dà point CG; où une 
ligne, partant du point A; et inclinée sur la verticale d’un angle dont 
la tangente est: ch interceplerait l'axe OX. Nôûs appelons segment 

* l'abicisse QG. 5 ue ils et 
: Cela posé le: préblène géométrique sera celui-ci: ‘ver une ‘ligne 
passait au moins par:deux points; de: telle: sorte qu'elle’ coupe sur 
l'axe OX'un' segment: alg gébriquemenl plus” grand que (ous ceux .qui 
seraient tnlerceptés par des parallèles menées 5 pari un autre point quel. 
conqué. TO TT ‘0 

: On s’apeïçoit de suie qu’une première solutioï sera de faire pivoter 
: une ligne droite.sur.le point:le’plus haut As jusqu ‘à ce qu’elle aillé 
rencontrer, un autre point A;:]1 est évident que toute parallèle à la 
ligne A; interceptera des segments moindres: que OC; car tous les 
autres points seront au dedans de cette ligüë. Si, dë mênie,' ‘lorsqu on 
sera arrivé au point A;, on fait. cpivoter une ligne sur ce point vers 
J'axe, jusqu’ à ce qu ‘elle aille rencontrer un autre point An on sera sùr 
dé laisser tous les autres points au dedans, .Càr, puisqu' ils sc trouvaient 
au-dessous de’ la : “prémière ligrie’ A oÂes à fortiori ils: se ‘trouveront à 
äu--dessous de hi seconde AA qui sera plus éleréc que l'autre sur 
l'axe: On obticndra ainsi une ‘séconde’ solution. En continüant de la 
sorte, on déterminera toutes le lignès' propres à résoudre la question. 

Substituons maintenant cz" au lieu de y dans l'équation (16); sil 
viendra, en divisant par &othito, et en faisant z—, 

(17) (Jet... (y'a 
(Xe), (A), cte., désignant les coefficients de la plus haute puissance 
de x dans les polynomes ( (20), Ou) elc. Car, par. hypothèse, les 
nombres do+oh, À ph sont égaux el supérieurs à lous les autres 
fournis par les binomes Huh;ainsi, après qu'on aura divisé, par 
Dolto, toutes les puissances de x après le terme Qijyvi, et toutes 
celles intermédiaires entré célui-ci ct le premier terme {1 jy, à part 
celles qui pourraient encore être égales à + Bols sont négatives. 
et disparaîtront lorsque = D. 

0, l'équation (17) est de’ degré pat pit Fapporl a au coelli-
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cient c; celui-ci pourra donc recevoir Bo — ps valeurs. Par conséquent, . les racines y, de degré k;, seront en nombre u,— Be | Quelle que soit la valeur de à précédemment trouvée, on arrivera évidemment à des conclusions semblables, e ct Po on pourra, par c consé= qüent, énoncer Ie théorème Suivant: 
Soit hi la valeur de h propre « à reñdre deux ou plusieurs binomes quelconques 

o | 
. | dpt, tu 

de la série (15) égaux entre eux, el supérieurs algébriquement à lous les autres, A+ ph élant dans tous les cas le der nier de ceux qui de- viennent égaux ; l'équation (16) aura bip racines }, de degré h. Application. Soit j’ équation ae æ, 2) (1); Ja séric (15) devient la suivante : 

8+5h,.: GA, 943%. in, _3+à) 4, ? , et les 5 valeurs de Z, déduites de la méthode ci- “dessus @ exposéé, seront 7 __9—8. 1 | 4—9 5 kh = ==, 4 = à; SEE à 
1 . 2 5—5 9? 3 i— 5 | 5 

Par suite, les degrés Le L, L. . .‘des fonctions Ya : yr), ÿ(æ, y), #le à Yale Séront. LE : 

  

me
 À: | 1 

ou ° Er L=l=l,=5, rotor 

; Par it conséquent; la résultante 

: LG Hay) (ay )...t Has) Dour oo que nous avons à considérer dans le cas as actuel, sera; d'après la for- mule (3), de degré . 

1.849!! Hess 58. 

mit 

= Remarque, En. appliquant ke procé édé jai présent aux équations + : UT oct 
VE (Ta) tnt —30+7)y—82°+9207 He ID Pr) =" —(6x—4)y+82t —122+5=0, ci 
on trouverait Pour : premiers termes des râcines y de l équation à à dé- veloppées” en série, cp hr, c ak Par leur substitution
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dans @(x, y) les degrés deo(x 1Y1), 9 Y<) seraient L,=1,=2, et la 

résultante de degré 2+ 2—4. Cependant, comme M. Magnus en a 

averti Je premier, Ja résultante n'est que de degré 3. Cela tient à ce 

que, en faisant les substitutions indiquées, le coefficient’ de l’ argu— 

‘ment le plus haut æ’, dans là fonction ‘o(&,.y.), s'annule. Par consé- 

quent, d'après ce que nous avons dit page 95, il faudra rcéourir 
aux seconds termes des séries Yis Yo sir ooncu 

222. - He 

et l'on trouvera: gtx. Y:1)= — Sat +. A = 62 Ainsi 

1,22, L=1, et le degré de la résultante sera 8. uen 

Corollaire. Lorsque dans l'équation (16) on a. | . Fu. e 

do+ Bu. , dm , 

les binomes (15) deviendront égaux, en posant 4==1. Par suite, les 

racines y seront de la forme : ue heu 

este Et a 
Tel est le & cas s des équations canoniques. Pet ce 
11 est bon maintenant d'observer « que cette’ ‘méthode de calculer Je. 

degré de la résultante X ou Y, laquelle repose entièrement sur l’é- 

quation (12), suppose qu’on a exclu du nombre:des solutions æ ou 
y celles qui sont infinies. Par cela même, ce degré pourrait être dif- 
“férent, suivant qu'on éliminera æ ou y. Mais on peut, par le théorème 
qui suit, prévoir dans quel cas ces degrés seront égaux ou non. 

* THÉORÈME, Suivant que les premiers coefficients des équations pro 

posées, ordonnées par rapport à x ou:y, auront un facteur commun ou 
non, les résullantes X el Y aurontun différent ou un même degré. Dans 

le premier cas, leurs degrés seront respectivement mn—d,, mn—d, ; 

dx, dy étant les degrés des facteurs communs des coefficients (a,; b,) 
où (a. bo). _- duo ct - 

: Démonstration. Il est d' abord évident que les proposées n ’admettent 
pas des solutions infinies , Y si leurs premiers, cocfficients (as bi). 
ou u (ab )n ne sont divisiblés par ui un 1 même facteur P, y OÙ Pas fonctions, 

à
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le premier de y, le second de &. Alors, comme la méthode tient compte 
seulement des solutions finies, les degrés des résultantes ne pourront 
pas différer entre eux, puisqu’à chaque.solution finie en x corres- 
pondra une autre finie en y. Le | 

Dans le cas contraire, soient par hypothèse d, et d,, le nombre des 
valeurs de x ou de y qui annuleront P; ou P,. A chacune de ces va- 
leurs correspondra une valeur infinie de æ ou de y. Par conséquent, 
il ÿ aura d, racines y=— «0 , d, racines %—« , ct les degrés des ré- 
sultantes Y, X seront diminuées d’autant: ce qu'il fallait démontrer, 

D'ailleurs, comme il est aisé de voir par’ la formule (4), page 53, 
et les exemples suivants, les coefficients (a, b,) ou (as 0") ayant un 
facteur commun P'ou P,, les résultintes primitives Y ou'X seront 
‘divisibles respectivement par ces mêmes facteurs, ce qui prouve bien 
que les racines de P, ou P, sont des solutions communes, indépen— 
damment de toute valeur attribuée à la résultante. *. ! “ 

Les équations pourraient être quelquefois incompatibles. Cela ar- 
rivera lorsque, en combinant entre elles les deux équations, on en 
déduira une troisième de la forme constante 0, On aura encore, 
dans certains cas, un .criterium d'incompatibilité, en examinant si la 
fonction | . : | . . 

t ‘ nn À) Ma ' “ 

(17) É- pe RO, 
se réduit identiquement à zéro. Car, en posant. 

ado d 

prstit a - de. : dy fe, y): rot Fe: : Le 

les deux fonctions © ct Y pourraient être mises sous la forme de deux 
fonctions de l'intégrale de l'équation 

En effet, en appelant X cctte intégrale, il vient 

4X "ax 
dy dx pee ds L 

rh . \ TT! d'où = /(&; y). . Li - 

PU ie CC ot 0" à.
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Mais F(X) sera encore une intégrale, car: 

RE 5°" dF:4X . .:4X. 

ne dy Xi. 
d&  dF ax — -dY°':, pur relie 

‘donc Fe Pat 

“ou, i L FX) CU Et 

OU geo it Lac lerass Doit Lo 

ae (eu -Ë 
dy, 

} 

  

. - nos. : ru ‘3 . . 
Li 

et, par conséquent, on peut prendre F(X)= 9; où =. Les fonctions 
proposées seront donc de la forme F(X)=0,.f(X)=0, Fet [ dé- 
signant deux fonctions quelconques de X, et X une fonction de æ, y. 

‘Or, on pourrait éliminer X de ces deux équations, et si la résul 
tante ne s'annule pas, il ÿ aura incompatibilité. Dans le cas confraire, 
les deux proposées admettront un nombre infini de solutions, à savoir, 
celle de X=—constante, : Li ue 
+ Exemple. Soient les équations cotes po ee 
APT 362 + 120 y + 850" + 3ÿ—18y hi 19% 4 1— 0, “202 — 602-202 y+ 612" 5yf— 30m 8y—Uz+3—0. 
L'équation différentielle (18) devient, dans ce cas, 

dy+ (Ur —3) dr==0, 
: Looece dont l'intégrale est | 

X= 9% —3%+y= 0. 
Ainsi, les équations pourront se mettre sous la forme 

LL FGr—3+ 7) 0, 
lEr—3x+y)=0.. 

On reconnaitra facilement que, dans: le; cas actuel, les solutions des 
équations coïncident avec celles de l'équation 

22° — 34+y=—1, 

Mais si le terme-final 3 de la seconde .se changeait en 2, les deux 
équations deviendraient, au contraire, incompatibles. ‘  
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Remarque. L’équation (17), associée avec la ©'ou la « Ÿ, fournira les valeurs mazima où minima respectives de ces fonctions, ce qui pourra, dans quelques cas, faciliter la recherche des solutions communes. Nous avons yu, au Ç I, comment, au . moyen des résultantes X ou Y, on peut trouver les solutions communes, Au lieu de cela; on pourra quelquefois, par les changements simultanés de signes, qu’ ac- quièrent les fonctions par deux systèmes des valeurs (æ, yi), (œ y), déterminer les limites entre lesquel es sont comprises les solutions communes, et trouver par suite les valeurs clles- mêmes. On pourra quelquefois poser += 8(b), ÿ=x(0; ét'se sortir dés in- déterminées contenues dans 8 ct, X Pour satisfaire à l’ équation de con: dition qui résultera en éliminant t. La valeur ensuite de 1 se trouvera Comme au SI, première partie, chapitre I"? {775 La dre à : Par'ce'qui: précède’, nous. avons. ‘apprisià: calculer :les ‘solutions communes à à deux équations à deux variables: ct cêtte méthode, comme on aura remarqué, se réduit à développer une fonction implicite, en série. Nous n’avons cherché : jusqu’à présent q que ke] premier terme de la série, mais il est bon de les connaître, tous, afin d’ avoir les valeurs des solutions communes à tel degré d approximation. que l'on veut, “et de pouvoir obvicr aux difficultés signalées dans la remarque, p. 99. M. Liouville a donné à ce sujet une: méthode très-i “ingénieuse, dont nous allons maintenant nous occuper: 

. S'IL . : 
e 

Méthode de Liouville pour développer cn série une fonction implicito, suivant les Puissances descendants ou  ascendantes de la variable indé- pendante, : 
| 

SD pee 
une équation de degré m cnfre les variables +, y; en réunissant les termes de même degré, on pourra lui donner la forme qui suit :: : 

: 

a rl, same, (l)+anre, B)+o. me 
LU
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: nt U CU 1,9 sont . ver hi ri A . i: mit tiges 

où bien,"en posant 29; ter NT tps er 
ro pen nel Mel 200 LE DRE BRUNE Pre Eos Eure , 4 k 

_— —2 
* (3) RAD (La Pqa(u)+ net, CE 

où les jolyuons go pire, etc.) seront de degré m, mA, m— 9... 
au plus.' ps AP nl utero ain cr es 

YPour z= & des” racines u sde l'équation @: se réduiront à | celles 
de l'équation ‘* sf sh. Duo et PA Bat entr ipiRpie int ip RU sul eee" x) * CO t (a) =0. 

. Soit œ une. e. des:r racines, on aura | généralement: iii 
(5) re nb 5; Eee CS mort) 

Dans gt ete lienraue 4 tan, 1" dou ii 1 io 
e étant une quantité qui, s'annulera ANCC RS is sois 
. Substituons maintenänt cette valeur de « dans la (3); il viendra, 
en développant par la série de: Taylor ct en divisant par DTA ESS 

FH ii ie. He fe ® [rose Ho o re. nr 
: Faisons : 2" jet désignons: par & la limite’ qu aloindra dûns c cè 

Piiliu DE 

, 

Et | cas la quantité ei roù aurons 

ü) op d age eo. dites es 

Comme & est la limite de ex, on pourra poser 
. ire, € . 

(9) at); 

par suite, «ii is ie 
sortes eee Lu 
10) = gti. (10) Sets 

Si l’on veut encore trouver d'autres termes, on portera cette valeur 
* de x dans l'équation (3), ou bien:la aleur de « tirée de (9) dans l'é- 
quation (6), qui; multipliée par.æ ct en ayant. égard à à l'équation (7), 
donnerà nos ire pero cire M ape 

(1) Cd ee) +Ees,
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ot pis tt) E désighant une somme des. termes qui s ‘annulent à qvec LE Fons 

donc z=0 a, et désignons par « "la. limite. de + °& ; nous, aurons; os 

“ CRTC RE TAC + (+ (= % rs Li LUE AS 
LUN pfancintar 

d'où l’on tirera la valeur de a”. Cela’ fait, 6n posera ponie V, 
tri 4e ia Beni (13) | pr Lu: . Sad HE res Se 4 jus 

ct il viendra Jorantirs moele lie. ont “ii list 
. a” 

(14) un at Hate 

d’où 

(15) y=an tarte. 
En procédant de la sorte, on pourra obtenir autant de termes que 

l'on voudra de la séric (15). Cette méthode suppose essentiellement 
que l” équation (4) n’a pas de racines égales, car autrement les valeurs 
de o', «’, ete., ne scraient pas finies. Il est évident, d’ ailleurs, qu’on 
aura autant de ces séries qu'il y a de racines dans l'équation (4). : ) 

Au lieu de développer la racine U suivant les puissances descen- 
dantes de +, on aurait pu h dévéloper suivant les] puissances crois- 
santes de x. A cet effet, posons : Lsiteae? . ni 

. l . 

(16) pie .s@, = ar DAT (U)++. " + . te) 

et ‘ ‘ | 

(7), " CU r+yer ja marine 
o:(y) désignant un polynome en y de degré. m—i au ü plus, el 7. “dés 
gnant une des racines de r équation a = 0, qu'on supposé toutes 
inégales. muets ei ) 

On trouvera, par une méthode semblable à à la précédente: les ra 
cines dey D 7. à r aide des équations | | 

inor ore 
as): . += 0, .:..:. PE 

(D + toy ete... 
Il est à noter, d'iprès ‘un théorème de M. Cauëliy, que les sérics 
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(15) et (17) seront convergentes tant que « n’atteindra pas une vsleur 
pour laquelle y puisse acquérir des racines égales ou infinies.” 

Notons d’ailleurs qu'il y aurait beaucoup à dire sur le développe- 
ment des fonctions implicites en série. Mais, pour cela, nous ren- 
voyons le lecteur au Aémotre sur le calcul des limites, inséré dans les 
Exercices d'analysetet de physique mathématique, où cet illustre géo- 
mètre a traité à fond la question. . : 

Ce qui précède suffit pour'arriver à diverses conséquences impor= 
tantes que M. Liouville à déduites de sa méthode. mise 

Formation des résultantes X, Ÿ. — Somme des solutions communes & ou y. . Bon No ee ie Lee  ; het cu ee 

dense ne. . . | 

… Soient, comme avant, les équations : :. : . EU q | 
(1). . are, '6(x, Y)=0, dx; y)=0; Lo oi 

de degré m et n. Mettons-les sous la forme 
‘fa : ‘fa ‘ a" (ee, (e) Ha? q (l) +0, œ æ (2) fi LS + fa tn {y , in. ay (E) + a tou G}" a" (2) F0; | 

q5 % désignant des polynomes de degré m—ài, n—1 Appelons y; 
Yes ÿn les racines de l'équation p=0, et portons-les dans l’autre me Pal te es RE L 

“he 

#0: Posons à 
| Rey) 
l'équation finale sera: R—0. 

Nous allons voir maintenant comment, grâce aux séries (15) , on 
peut en trouver les différents termes. Commençons par le premier, On 

Y : a, en posant==u, 

() (x, J}= ab (u) and fu)
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Prenons Mate, a étant une racine de l'équation ga(e) =0,ete 
s’annulant avec. On aura ci ii dents it 

  

ï ce), Hteto+t Sutra ds 

et lorsqu'on fra oi viendra RE . L 

FC? D= œ"V0 ( æ)+ DE, 

E étant une. quant qui s ‘nil avec à =. on aura de sous de 
Fr semblables désignations, rise, 

5 
. : “ 7". dt, 1 YJ= ah (a) HE at à 

Lo , Ve, J2)= 29, o(a JTE. . . 

' note, Pis otre DANS 
etes eee does “ site nor 

41 In)= a" o(an)-+ 2! En le 
Multiplions ces équations membre à membre, il viendra 
(6) , R= a o(æ A LA (e) ….Ÿ se) Ka, 

I désignant une quantité qui s “annulé avec À =, Le premier terme, Sera 
donc 

j 
ab (as) d (as ).. D .(é, ms D PUS , nt 

ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé page 96; car le pro- duit Lo(a)o(æ:). Vo (an) est précisément la résultante des équations 
ol), box}, "est-à-dire des équations g et d réduites aux arguments 
de degré metn. Protect : 

Il est à noter, d’après la forme des seconds membres des équations 
(5), que si les équations ole)= 0, | Yo(a)=0 ont des racines com- 
munes, le degré de la résultante s ‘abaissera d'autant : unités qu’ il y à de racines communes, 

Passons à trouver le coeffi cient du second terme de la résultante. A cet effet, nous remplaçons dans l'équation (4) « par 

ut - 

£ désignant une quantité qui s'éranouit avec 1, et æ& étant des
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traités détermiñéés; comme auparavaït! par lès équations CHOE 
et (7), $ HI. On obtiendra LIN ere de rna 

He, gba (e) + a ed + Het, 
I étant une quantité qui s "annule avec = _. En y remplaçant. œ par Les 
diverses racines de l” équation gule)= 0. on aura 

Die %e 1 Jr h(e)+a-i[d ! LUCDEY, («)]+a- IL, 

o UE y) = ago (es) + Le 29 (es) + bis. aan, 
tirer iererereseiiret ee 

UT; Ym)—=2"Ÿ Ce) ele mv o (en); a Ÿ a (em) ]+- Tin , 

PER 

où L, LL... 1n désignent! dés quantités qui 5 ‘ansulent avec =. Mal- 
tiplions toutes ces équations. ensemble, il viendra 

(8) Ray o(a 1) o(& ) RACAES 

PEU) png LEE ane le “do LEE + ak, : 

0 Ée à 
L 4 ‘41 

Le, signe Z s’ étendant à à toutes les racines de l'équation gele )= 0, et 
K désignant l’ensemble des termes qui, ; divisés | par gs 5’ añnulent . 

avec£. Il est évident maintenant que le second terme de la résultante 

aura pour, coefficient : Pile pa see cu poupee 
Dual shit a 

| Co HEDE EE gt . + 8 
cts + ce 

4 

Par conséquent, la somme des racines de lé quation À finale sera : 

  

etpiniiihiobgs. Le x ri DAC EN CE Lu atotiol 

OURS Butor ah ue. De D. ee Fla) Mat Pro 

le ? Q,(x ; si où bien, en remplaçant e! par s sa valeur’ = ce nt 
0 

Dour oh 
Jénndhie e Hor L (x) S'o(e) (2) , jtd 0 (hrs : 2 LE EE. Luge e 

Si l’on avait, au contraire, poité les ‘valeurs de ; y déduites de ré 
qualion L(x, y) — 0 dans la première o(x, ÿj= 0 , on aurait obtenu, 
par un , Procédé semblable au précédent, la même résullante R,, Par 
conséquent, en “appelant Bi, Bas Bu les racines de T'équélion
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dou) = 0, on aura encore > pour la. somme des racines ‘de, l’ ‘équation. finale J' expression ue 
10 21 (B)"0(8) a). (10) Let 2: 

le signe & s'étendant à toutes les racines de l’ équation Y{(B)— 0, et, 
comme les deux °xpressions (9) et : (0) doivent idemment coïnci- 

. der, on aura : : tte 
11 Co, (x) vole: ‘ ba. PAGE o(B VA 0) ë D : . En YU) ni Lo E Fol8)ro(f) ER 

S Y. 

Calcul des fonctions symétriques. 

Font octets Schictes Soient | 

(1) ete, 10, Le y=0 | 
les deux équations données, et +‘: 2. 

(2) 4 TirYire “Des Yes. Tss Yas ve Ton Yan - 
les groupes des solutions communes. On appelle fonction 4 symétrique 
de e ces $ solutions commutes toute fonction qui. ne change pas de valeur 

. lorsqu’ on y permute les groupes Tia, ie DsYis. . Jes uns avec 
les autres de toutes les manières possibles, 11 est évident que, “quelle 
que soit cette fonction, on pourra toujours la calculer, pouivu' que l'on 
sache exprimer en fonction des’ coefficients de ? et de Ÿ, üne fonction 
symétrique entière.de la forme ,: ‘:.: :..- pou uote ot 

(3) È a Ësey fi PES LA y lo... Laye U e. ' 

Suivant que ? sera — 1, =2, etc. 7.0 c'est-à-dire. suivant que la 
fonction contiendra 1, 2, cte., groupes, la fonction sera simple, dou- 
ble, etc. Mais, à l’aide du théorème qui suit, toute fonction, même 
multiple, peut être exprimée en fonction des fonctions simples : La 
fonction multiple Qu S "exprime au moyen des fonctions symétriques 
simples par des formules analogues à celles (5) et (21) (re parlie, 

VE chap. I) qui servent à exprimer des fonctions quelconques s1 symétriques * 

4



(4) 
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des'-racines d'une : ‘équation au moyen de la: ‘somme des puissances 
semblables de ces racines. 

Ainsi l’on a A 

Dax? Ya hyh = =Ùr yA Dep Se Ps 

DE Yi Æf, 2 Pi GTA a Van, y% Yan PS aa A, 

: Li . —Ÿ a Par Lagn | | 

Ce — Sans ryrrn Y 2, pr S arérgf, Son, 

+2 Ya TP 4 ya +a, , 

et généralement L 

(6) D Ryan 

= Ya y M2arut D RNEe ae Ur 141 _ 
\ ‘Al ; } ‘ | n° 

— Dares 29m P s1 2 de 
nous u ni iii, i! 

2e Yale î FU a. api Je ft, lc. 

D'où | on voit” que la fohétion’; multiple 9 gr Sera ‘détérminée, dès que l'on ‘connaîtra la fiction gi ; car il suffira de  charigér daûs celle ci les” exposants RE 
L on nt 5 à PES die ï FANS 

Bas. Pas: .…. à Pa successivement, en DiHPn Pay Nu: | 
T2. 2 ee de, BUT. ditQu, AE Qu see Gite. 

Par suite, de proche en proche, on .connaîtra ©; au: moyen des fonctions simples, ge Mais, en regardant de .près la formule précé- dente, ons ‘aperçoit qu elle est semblable à à celle (1 8) que nous avons donnée chapitre 1®, prebière partie, pourvu que l'on suppose que dans celle-ci on ait : associé à chaque } puissance Z un autre Puissance 9° én facteur. À: la condition ‘donc de joindre à à chaque | puissance Po celle qui én résulte par l’ échange de x, pen y, q;, la formule (18) conduira aux mêmes conséquences que la précédente, et l'on aura 
(7: = 1} (pr T(h).i DE nes
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sous les mêmes conditions ct dénominations, : si ce n’est que Sy dési- 
gnera maintenant, en général, la fonction simple | 

Son Hit gp EEE A 
Où 24, À: As. formeront une certaine combinaison de g exposants choisis parmi les l'exposants p;, Ps pet, 3, celle qui s'en déduit par l'échange depeng, 4 La 
Voyons à présent comment s’ opère le calcul de ces fonctions symé- . triques simples, ‘auquel celui de. touté fonction, symétrique, peut se réduire. déroute | 
Supposons que les équations 9 et Ÿ soient mises sous la forme : 

Opodo, peer 0, à 
ct posons or su 
(9) CU By 0. À À 
Par la substitution de ea au leu de, ces équations deviendront 

D PATES v(- ST De nt nue — —0, 

{ 

ct 

d où, en ‘éliminant D. on aura une résuliante de la forme L 
ch tels 

(10). At A Fm 0 , . \; 

- À,, TE . Ann étant des fonctions des cocticients (a) et @) ct de < “ B. 
Or, on sait tirer de celte équation . la valeur” de L2 7. étant une 

quelconque des racines, à laquelle, par suite de V équation (9), corres- 
pondra une solution c commune Z, y des] proposées, On a aura à donc; par 

E st 3 
un théorème connu, 

A, EX) = f{sos Au à), 
[ désignant une fonction homogène de degré etde poids r par. rapport aux cocfficients A. Comparons maintenant, dans les deux membres de 
cette équation, les cocfficients d'un même argument &Pf4 ; il viendra 
(11) : AS y (a, b b), {p+qzr); Mit et
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en représentant par F(a, d) une fonction des coefficients a, b, dont le 
degré sera r(m+n),. car des. quantités A sont déjà. elles-mêmes de 
degré mn par rapport à ces coefficients. On | remarquera, d’ ailleurs, 
que la fonction A, est de la former +!" | 

ii ci A Gil C 41 PACA 0e his Co, va, eine Vtt . 
Cir-i étant en général une. fonction des: coefficients (a) et (b)}; dont 
le poids par rapport aux premiers, deuxièmes et troisièmes indices 
sera an —1; mn— 141, L. Celà se démontre en changeant successive- 
ment æ, y, : en kx, ky, ks. En particuliér, le premier coefficient À; 
sera donné par la formule (13) dur. sisi 

On voit par là que la forme du second membre (11) sera +: * 
s . 

(i 2) Mini, Doc “bei Bb Cp yes) TE 13 

sous les conditions rh 5 ! 

lk+hh+hhi+=p, (6) 
(1: 3). jrs ti . ne : J hit, l she Es+..=r, na le Ua han 

( HER, Her 

g étant un coefficient nuinérique variable d un terme à l’ autre. 

+ 

Une fois qu on aura calculé par celte méthode la fonction Say, la 
formule (7) fera connaîtré la valeur de celle plus g générale 7 

” 
(14) Eee: ya) Pi ” i, 
ilais cette recherche ÿ pourra être beaucoup facilitée par les deux’ thé! 
rèmes suivants; “dont le premier est” ‘dù à à M. ‘Schléenti. rt 
CNET 

I. Le degré. du: numiér ateur de la fonction c o Ou, ce qui. revient à au même, 
le degré de son dénominatéur : À, est égal au plus g" and des nombres h 

(15) ‘ Pere Ps Tir etc. 

II, Le poids du numérateur de là fonction 9 esl dé degrér imn—Sp,. 
r aüin—5q, Sp+5Eq, par rapport aux premiers, aux seconds et au. 
troisièmes idices des coeffcie ictents (a; bp} r, étant ce nombre le plus: 
grand. FOR Rn 0 DU Et een 65 cut 

Démonstration. Soit par hypothèse r,.le plus grand des nombres,
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Ts ra Far «5 €t Supposons: que, pour rendre entière la fonction 

. : DPi1,Q T, Psy ga 16 | = D ‘ ( ) Lo 9= | 4z,P+9, Pas 
5 

age il faille la multiplier par À""+ au lieu de A” , Posons : 
(D n+a=ntaH=p+ath rs 
et observons que l'équation (10) étant identique à celle-ci, 

Bas + fe 0 ee 
ona TitaB 120727 2! Comn A9 doi oi 

d'où A 0" A Co, m (ÈS -J". 

Titi Ts. 
Par rer d’après l’ hypothèse ndrise, la fonction 

ro 3 gs Vs ga 3 2[Ys gs[z.\hs 

. devra êlre entière. Mais si, par le même procédé déjà Ssphqué, on avait calculé directement la fonction . Lo a, 
rt N\n/y\nfz Ys\9 AT ' La : x) {9 E Ê] | E mt 

on aurait trouvé qu’il suffit de Ja mulliplier p: par une puissance de c, pour la rendre entière. Donc le facteur A.p doit se réduire à l’ unité 
ti Le 

di; 
donc p=0. 

On peut aussi se rendre compte frcilèment de ce théorème, en ob 
‘servant ‘que la fonction 9 entre comme coefficient de cest dans la 
fonction 

4 

LE pts Sy ue : 
que l’on sait calculer au moyen des coefficients A. “Mais on sait aussi que son degré est égal au plus grand des exposants Pis acees donc il en Sera de même de la fonction 9, qui en fait partie. _ 

| ° Pour démontrer maintenant le second thécrème, changeons dans 
les ‘proposées ( (8) les coefficients Gpgr EN n KP@pprs les’ solutions æ, y se 

1 , changeront respectivement en zæ, y. “Var conséquent la fonction 
nouvelle qui résultera de Ja (14) par l’ échange susdit, , 

Î PetPa+p ee F) 3 Fe Serypapygse 
..



114 THÉORIE GÉNÉRALE DE L'ÉLIMINATION. 

doit être identique à la fonction © exprimée par les coefficients, après 

qu'on aura fait l'échange indiqué relativement aux coefficients. Mais 

le dénominateur est de poids r rimn; donc le numérateur sera de poids 

ramn—(pi + pi. J=rimn Sp. Lés mêmes conditions vaudront, 

mulalis mutandis, pour les .seconds‘indices. On prouve ensuite bien 

facilement que Zp+2g est le poids par rapport auk troisièmes indices. 

Corollaire. {Puisque I l'on connaît le degré et le poids de la fonc- 

tion g, Sa forme litlérale pourra toujours ère écrite d’ avance. 
. nt 

ta. 

Eee pie eue Lorie tre ji te ut 
eu ‘ . u 1. 

, 
à 

fer at NS UC cuit ile vautarur os à dore 

pour states t Mrs put . 
Li ‘Théorèmes de Jacobi.. crie 

ce Qrigihgen nf bacs os Du EI es 

Soient, comme avant, o et Ÿ les deux équations données, la pre- 

mière de mième, Ja sccoñde de ième degré, et X; Y les résultantes en 

æ ou en y. Appelons M, a P, © les polyno nomies s.multiplicateurs res- 

pectifs, on aura cor or À 
Lui 5 oh 3 Se Lai pilot tirs I ut ut 

@ Co EX 

(2) Hoi pe reot Po+Q=Y. : Li tu n 

: Posons V=MQ-—-NP, on tirera des équations (1) et (2) celles-ci : 
o—=QX—NY 7 (3) = =QX—NY 

. Arte Un PR ci ur? . ce 

par lesquelles on voit que. tout système de valeurs ®, y propre à ré- 

duire X, Yà zéro, sans satisfaire pourtant aux équations où Ÿ, fera 
évanouir la fonction Y. . È 

. Différentions maintenant cles équations (3) successivement, par rape 

port à cety; il viendra, pour toute solution commune à ® et à Lg . 

MN", . Mo, NY = —0, 

Péat+Qe=0; Port Oÿiæ Ye. 
De ces dernières, ( en posant Li ot 

Sd Pas
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on déduit 

 . u 
| MX, ou Sa 
SN=X GS SO Yy,; 

d'où  *: :. SVSSXY, où V= =. 
Donc, pour toutes les racines non simultanées de pet Ÿ on aura 

x 0. = CR no RTE . 
Mais il ya plus. Décomposons li fonction Le en fractions simples, " il viendra 

north ou ét not p 

æ” 
(5): (), (5) désignant les Parties entières contenues dans les 

VV V fractions &yr ve y Or, ilLest aisé de voir que les arguments les Plus 
hauts dans les fonctions M,'N, P,Q sont respectivement : jui 

! 

ain, Line: am, Ci a, i. nm à gi y, NE 
Par conséquent , ceux Jes plus ‘hauts dans V scront in, dy", et la fonction V sera de degré inférieur à X, Y; donc 
(5) (5), (5) s “annuleront. D’ ailleurs, Ja fonction V 5 ‘annule par 
toutes les racines de X, Y, excepté celles qui sont communes à ct Ÿ3 ainsi, il suflira d’ étendre dans le’ quatrième terme le signe E aux solutions communes de : 9 ct d.. Si donc on. développe le premier membre suivant les puissances descendantes ct.simultanées de x et Y; On aura, en restreignant le signe Y aux x solutions susdites, 

Y "1 oo, (5) 
: XY =D au ? ., Fo; ° et le coefficient de gen sera 

4. Tn°Ynb sue Eoue + ane 4.258 - 

Mais ce coefficient; sera | nul toutes les fois. que ak mtn—0, 
En effet, la fonction À xy °st de degré (m4); par conséquent,
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les exposants des puissances descendantes de æ, y dans le second 
membre ne peuvent. pas être inférieurs au nombre mn. Donc 
a+i+B+1i>meEn, ou a+B> mtn—2, et tous les autres 
termes, au contraire, pour lesquels on aura a+B<mtHn—2 ne 
pourront pas exister. On arrive ainsi au théorème de Jacobi. 

Soient o(x, y)=0, D(x, y}—=0 deux équations de degré m, n, et 
F(x, y) une fonction entière et rationnelle de x, y de degré m+-n—3; 
on aura, en élendant le signe. Z à toutes les solutions communes aux 

vou équations données, 
! 

DE De F0, 
. PaVy—e etui D Fo) 

En effet, on pourra toujours décomposer le premier membre de 
cette “ration en sommes partielles de la forme 

(GB pis + +. + te }, 

i.. 

: 

(x, ) désignant un coefficient rélatif à l'argument ap que l’on 
considère. Or, d’après la remarque précédente, ces sommes seront 
toutes nulles, puisque par hypothèse a+ B<m+n—2. Quelles que 
soient donc les fonctions + et b, il y aura entre les mn solutions les ° 
(mn=1{mtn— 2) 1 relations suivantes : ; ‘. 

fi A4 4 Vo tue 4 ot. Pr ° | { STE + ——. + San — ,. ‘ . 

Pt De LB Cmn De [SE +. + 
SH + . rte -S, 

(6) Se HSE En 

ant mnt | h Lg le / 

    

+. + ST ST Te mi Sn 

és : Dao tte eo 
ee es 0. 

mr m a . mn—s 

LR HR 0.   
  

ns 
mn
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. Observons d'abord qu’on peut, à l’aide de l'équation (5), tirer une. 
méthode pour calculer les fonctions symétriques simples d des solu-. 
tions communes. : oo 

- Supposons, en effet, que U représente une fonction entière tra. 
tionnelle de x, Y, ON aura encore 

UV U 
DE a) (y= y)". : 

Soit maintenant U, la valeur de U POur &, %, y, Yys On pourra 
loujours donner à à U Ja forme qui. suit : 

= Ur+W, Ga) + wi ( WU: ns 
d'où . Moi ue 

U U; WW 
ay) — Eau) + Dai y—y" 
  

Or, si r on | développe le premier membre suivant les puissances des- 
cendantes et simultanées de æ, y, on à obtiendra les mêmes termes 

Ui 

(mi) (y — y) 
en se bornant à à un pareil développement, ona © . _ 

qu’en développant la partie. du second membre, Donc, 

uv _ b: 
TT 

et en posant U—S, 

“ st W—yd" 
Or, le coefficient de l’ argument 2-6-+0y-êt) dans le second membre 
sera la fonction symétrique : | . 

GE TE NE DS 

De là on conclut aisément que : 
. . . , SV Le coefficient qui, dans le développement de la fonction % suivant 
les puissances ascendantes et descendantes de X, Y, mulliplie l'argu- 
MENLXTE I 1, est la valeur de la fonction si ymétrique Exay8. 

: Nous allons voir maintenant quelle graude lumière le théorème de
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Jacobi jette sur la théorie des solutions communes. Euler, en cher. 
chant à expliquer un paradoxé qui s'était présenté à lui à ce sujet, 
avait déjà observé que les solutions communes à deux équations à 
deux variables n'étaient pas toutes arbitraires. Cette question et d'au- 
tres aussi importantes que délicates que soulève ce théorème méritent 
que nous les traitions avec tous les éclaircissements nécessaires. 

Soient deux équations ou deux courbes 

D een ge meet 
de mie ordre. Ces courbes se couperont en m° points; mais elles 
ne sont pas les seules que l’on peut faire passer par m° points don- 
nés. Considérons, en effet, l'équation | 25 

(8) Hp 
où k désigne une constante arbitraire, Il est. évident qu'à choque 
valeur de k correspondra.une équation différente, mais qui s’annu- : 
lera en même temps que les deux proposées. Ainsi le nombre des 
courbes passant par m° points donnés peut être multiplié à l'infini, 
On ne peut donc déterminer l'équation © au moyen seulement de 
n° couples des valeurs; mais il faut en assigner encore un autre qui ° 
annule © sans faire évanouir en même temps la 4. Car alors l'équa- 
tion (8) ne sera plus vérifiée par ce couple, ct, par conséquent, il ne 
sera plus possible de former une autre équation remplissant les mêmes 
conditions, et ainsi l'équation v.sera unique. 

onsidérons maintenant à part l'équation, . 

(9) pm po; 
. . 2 comme le nombre des cocfficients est Cm) dont un peut être 

. . ee . - à 1 2 toujours pris arbitrairement, il suffira de connaître Cm), 
= MH 5m. 

— 9 :. 

  

couples des valeurs x, ÿ, pour que les cocfficients de l’é- 
quation proposée soient déterminés: car en substituant, au lieu de 

| ‘ m'+ 5m 
9 . 

  

&; y, leurs valeurs, on aura un système de équations linéaires 
entre un pareil nombre de coefficients, et propre, par conséquent, à
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les déterminer complétement. Voilà encore une manière de former 
une équation unique ©. 

Mais de là vient le paradoxe d’Euler : 
St 

  

D'une part, points déterminent Ja courbe 9; d'autre part 
elle ne semble pas s déterminée, car en Ja. faisant mème passer par 
m° points, c'est-à-dire par > points de plus, on peut encore 

‘trouver une infinité de courbes passant par es mêmes points Com- 
ment cela* peut-il s'expliquer? ‘#itt it dirt 

Euler a observé le premier que cela ne peut tenir qu'à ceci, à | savoir 
que : une partie des équations de condition fournies par les m° couples 
rentrent les unes dans les autres. Prénoñs, par exemple; " m3, 
Alors le paradoxe sé réduit à ceci 2 24 te 2 sentir eau tan 

D'une part, une courbe du troisième ordre paraît détérminéc en la 
faisant passer-par 9 points; d'autre part, on peut faire passer une in- 

: finité de’ courbes du troisième ordre par 9 points, 7.3; . 1 
* Cette contradiction apparente s’explique en obscrvant : ‘qu’une des 
neuf équations de condition, auxquellés dônneraient lieu les m =9 
couples, est une conséquence des huit autres. Soit, en effet, 
(10) ax +br y +" +dy° Fe “Hfar+aif ha Rio, 
l'équation proposée, ct- 

z NA æyi, . 2%, ue 
les 9 couples de solutions. auxquels elle satisfait, On aura les 9 équa- 
tions de condition qui. suivent : 

ab pc +ys +èr, fegque ego, 
ax +ba, + ea dy +er, +ft-gué a+, +10, 

(11) see. “ss es este 
0% Dm," prtez, Vs + dy +er, fa qu q Us ha Ya+l=0, 
a +021, +c2,y, + di D +er+f2,7,+99, ha, + le. 

Or, je. dis que l’une d’elles, la dernière, par exemple, se déduira des 8 précédentes. Sommons, en eîet,' ces 8 rs après les avoir 
multipliées successivement par les coefficients 2,2,...2,, et égalons le résultat à la 9me équation. Nous aurons 10 équations + ou 

si
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ue Peas Laye de ‘ 
Day = ay. Say =", 

(12) 2e , CDirns, 

CE Days, uen res U Bacs x =1, | ” .ii 

lesquelles suffront à q déterminer les 10 i inconnues à ne ” 3 ag Ainsi, il sera possible de former la gme équation au moyen des 8 pre- mières. Donc. 

- Étant donnés uit couples & valeurs à qui satisfont à une équation de troistème ordre, on peut en déduire un neuvième FpsenE les mêmes conditions. : | 
|: 

 Observons maintenant .que les équations (19) conviennent indis— tinctement à toutes les courbes passant par les 8 points donnés. Donc le 9%° qu'on en déduit est celui où se couperont nécessairement toutes les courbes de troisième degré qui passeront par ces 8 points. Con- “€luons donc que deux. courbes de troisième ordre qui oùt 8 points. * communs se couperont nécessairement en un 9%, Ainsi, le paradoxe s explique en disant que 9 points ne suffisent pas toujours pour déter- 
miner une courbe de troisième ordre, ar Les équations de condition se e réduiront à à8 L | 
‘Pour lerer done toute indétermination, il faut donner un point de | plus distinct de ce gme que les équations (2) font déjà connaître. Alors les deux méthodes : ‘de former une équation unique, exposées : précédémment, seront mises d’ accord ; car, soit d’un côté, soit de | 

‘l'autre, ‘°n trouvera le nombre exigé d’ équations. En définitive, la 
: contradiction provient ‘de l'oubli d’une restriction : c'est que des ‘équations de condition” ne doivent être mises en ligne de’ “compte 
qu’autänt qu’elles sont indépendantes. ct ne : Nous avons vu précédemment qu'une courbe + de. me oïdre ne 
sera déterminée qu’äutant qu'on la fera passer par un point de plus 
non situé sur la courbe 4 ÿ, Car autrement, quelques & arrangements que
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l'on prenne,.il sera. toujours possible de trouver'une infinité de courbes de m"° ordre passant par des points donnés, si ces points sont en nombre << ou —n°, Cette courbe donc sera unique en l'assu- jettissant à m°+1 équations de’ condition; d'autre part, la courbe 
est déterminée par Sr équations de condition. . 

Ainsi, une équation de plus ajoutée dans les deux Cas aux m° condi. 
m "+ 5m 

  

tions, d’une part, à —1 conditions , de l'autre, détermine 
complétement Ja courbe, Il faut donc que les 

  

(ét etes LL . . 
qu “il yaen Le dans le premier système soient dépendantes des autres m4 5m —("#1) US) | 

9 
2 

2. Concluons done, avec, Plicker, que 

4 Si l'on donne à deux quantités variables {successivement 
‘ pute 15 2) couples de valeurs queleoiques, el'sè l'on suppose 
que ces valeurs satisfont à û une éruain quelconque de mme degré entré 

= — les deux variables, l'y aura ! Couples de valeurs nou- 
veaux, qui salisfont à la méme équatior el que dépendent uniquement, 
des couples précédents. | CL 

DE : Fe 
2° Si l’on connait (ee —?) couples de racines des deux 

équations de m° degré entre deux inconnues, l'on obtiendra les 
(m—1)(m—2) I d 

‘ 
1e) Couples des racines restantes, sans avoir recours à ces 
équations. 

Ces conclusions cependant, tirées d’un raisonnement ab absurdo; 
_exigeaient une confirmation directe, pour ne laisser plus de doute. Il ‘fallait démontrer, comme M. Jacobi a fait, qu'il existe ‘effectivement : 

1° Des équations de condition non arbitraires en nombre égal à celui que l’on à calculé devoir exister. Pour cela, supposons à —in, Nous 
avons dans le tableau (6 (6 ) en?) équations entre m° systèmes
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de valeurs de x, y. Le ombre des équations de condition, après r éli- 

mination des rapports & gs sera done oo 

his ui en en mn dan 2), . ES 

précisément celui q qui état nébessaire à à | déterminer. les (n—1}{n 2) 
t(ni— ten 2) Mo Puit er an ‘coordonnées’ que comportent poi int ' 

a Que (NES) 
2 Solutions suffisent à à | déterminer deux 

7 

équations de mère ordre. oi, si l'on assujetit une fonction # de 
_ ( EEE degré m à avoir 2 solutions choisies parmi celles en 

nombre m° + qui : sont communes aux fonctions q. et UA on aura une 

suite de ++ 2 équations linéaires entre Len) ap. 

ficients. Laissons de côté deux coefficients, que l’on considérera comme 
arbitraires et que Jon appellera a, a. On pourra de ces équations 
tirer la valeur du coefficient d’un argument quelconque æyf en fonc- 
tion des coefficients a, a', quelle sera linéaire et de la forme 

.. et ire, Apg8 + Ait . . 

A9 Au désignant ( des fonctions rationnelles des arguments formés 
avec les solutions adoptéés. En substituant ces valeurs dans tu 0 on aura 
une équation de la forme | | 

P 3). ce ed ae DA, ÿ 

Changeons maintenant 4 a" en d’ autres constantes. b, ‘b'; on aura 
encore une autre fonction 

° qe) rade DD g% y. Dr 

: (mt (nts) qui jouira de la propriété d' avoir Îles mêmes 0 solu- 

tions que u. Mais on peut avoir r simultanément u= =0, d—= 0, pourvu 
que l’on pose 

(15) : | DAY 0, CSAaay= 0.
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Alors toutes les n° solutions communes à ces deux équations seront. 
communes aux équations «, v, qui d’ailleurs n’en peuvent avoir plus ; 
de m°, car elles sont de degré m. Donc ces équations (13) compren- 
nent les solutions (ntm +9 | L 

coefficients A,,, Aer Done enfin on peut déterminer les cocffiéients 
de deux équations ayant m ? solutions communes," ai moyen. seule 

(nt1{m+2) ment de —2 d’entre elles. monte 

Supposons maintenant que les équations o et'® soient, non plus’ de 
degré ‘gun mais de degré différentm,n; il y aura mn systèmes de valeurs 
(16) 7 1 EUR “mdr dors ect 
qui les vérifieront, mais qui ne seront pas tous arbitraires. Le nombre 
de ceux que l’on peut prendre arbitrairément se déduira du théorème 
suivant : . ci . 

Étant deux équations .o— 0, ÿ—0 de degré in, n (nm), ï y 
aura entre les mn quantités 

et entetn 

. Titeds.. “Tan Vin. Yon - ni ct 

propres à les vér ifier, mn— 3n+1 équations de condition. 
Démonstration. Léquation ÿ=0, doni le degré est par hypothèse 

nm, est déterminée par LOGS -1 Systèmes (a, y) choisis 
ne 

parmi les (16). Les autres nn Pt) +1: fourniront autant 
d'équations de condition parmi ces systèmes, Mais ces mn systèmes 
doivent aussi satisfaire à l’ équation de mi?" degré. Or, on peut former 
une équation p—+ 8h de mie ordre, qui soit satisfaite par les mn sy- 
stèmes, en multipliant l'équation à de nlèñe ordre par une ‘fonction 0 
de (m—n)"e ordre à coefficients arbitraires, eten y. joignant l'équa= 

“tion o. On profitera des EN mnt) coefficients arbitraires 
pour détruire dans l’ équation o+ où autant de termes. Le nombre 
de ‘ceux qui resteront sera 

(m+1)(m4-2) (me n+)(m=n+1)
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Mais pour qu'une telle équation soit satisfaite | par les ? man systèmes, il 
faudra qu’il existe parmi ces couples: : Dora 

  

(ne 1) Le) (mnt) en) (n—1) (n=9): mn (te 3. 1) = tte 
équations. de vndition Le nombre total des conditions sera 

tn (n—1 Nr) +i+ 5 = — m4. Lei 
A 

CE On — 

titi Ce qu’il fallait démontre. eee . 
Ce théorème peut $’énoncer géométriquement ainsi : 
Étant donnés mn points sur deux courbes algébriques de’ mime el: 

de n° ordre, (m>n), il y aura entre les coordonnées des points, 
mn—3n+1 équations de condition. or . . . 
 Corollaire. Étant donnés mn ‘points sur une courbe du nine ordre, 

on pourra faire passer par ces points une courbe de mième ordre, 
9 (mn), pourvu qu’il existe entre ces coordonnées te ‘qua 

{ions de condition. 

Il suit de là : 1° qu’on pourra toujours faire passer une courbe de 
mière degré par m points pris sur,une ligne droite, ou par 2m points 
pris sur une courbe de deuxième ordre; 2° qu'on pourra, avec une 
seule équation de condition, faire passer une courbe de mème ordre, 
(m3), par m points pris sur une courbe de troisième ordre: etc. 

: Si l'on avait éliminé des équations (6) les rapports -. Li 

1,41 1 
ce sos 55" Sn ‘ , 

on aurait trouvé. LH | î 

Genre 2 jte 4 1n=tn3) | . — (mn — 2 

équations de condition parmi les mn systèmes de valeurs Ty. Cepen- 
dant ce nombre pourrait être égal et même supérieur à 2mn, qui est 
le nombre des inconnues, ce qui est absurde. Prenons, par exemple, 
m=—=1#, n=3, on aura . urnes Loop 

=! (m9) pre =92%2. 3.14.
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‘1 faut donc que quelques-unes de ces équations rentrent dans les 
autres, et, d'après ce qui précède, leur nombre sera 

(m1 m—2)+{(n—1)(n—2) (m1 ){m— n—9) ET nn 9) >4A 
PA 

C'est ce que M. Jacobi a confirmé à posteriori par une analyse très- 
ingénicuse, (Journal de Crelle, t. XV.) + oo 

On peut enfin, d’après cet illustre géomètre, démontrer à priori 
que les équations de condition résultant du’tableau (6) ne sont pas 
toutes arbitraires. ct ct co 

Multiplions, en effet, les équations 9 et Ÿ par des arguments TU, 
gay, tels que a+ B<n—3, a'+B<m—3, ce qui pourro se UE | fa 9): … 9 ! ! faire respectivement de CUS) ft) (m5) manières, On aura 

os 

‘un ensemble de | 
(mt )(m—2)+ (nt) MM 2) + (n—1)(n—2) TT 2. 

‘équations de la forme 

(17) . Dot = 0, 
lesquelles, en y substituant successivement les couples x, Taÿs, ete. fourniront à chacune mn équations 

(15) D otiPy = 0, DEAR EEE . À com nn = 0. 

Multiplions-les successivement par _ _ +, Ct ajoutons; on obtien- 
4 s 

dra des équations de la forme 
NT DPYT  &Py,t CmnPYmn? (19) Lire + O4. + Eten 0, 

Admettons donc que les équations -(6) aient lieu, à l'excep- 
tion d’une seule, il s'ensuivra de l'équation (19), que celle qu’on 
avait écartée existe aussi. Mais les équations (17) sont en nombre 

= (m8) + (n—1)(n—2), donc : 

Mhn—2)(m+n—1) {m—1){m—2)  (n—1)(n—9) … 
2 US es — —mn— 1 

équations du tableau (6) dépendent des autres MDP) Ha 1)(n 2)
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équations qui y figurent: Cette conclusion est vraie, quelles que soient 
les valeurs attribuéesaux quantités à, par lesquelles on a multiplié 
les équations (18). Lo 
On aurait pu ainsi trouver des: valeurs qui leur soient proportion 
nelles, en les assujettissant à-satisfaire à mn—1 équations de la 

forme (6); les ‘autres équations .se trouveraient vérifiées d'elles- 
mêmes. Par conséquent, ;ces valeurs devront coïncider, à un facteur 
près, avec celles que fournirait l'expression Lo 

ete D Lit pl Door ee 
| Cote PaVy— QyVz Pit Less tt Lo delete Ho tte ee ! A ee pour les Systèmes des solutions Dia TiYas ee, Tnt mn Ceci nous 

montre que sur les (tn 1) (tn —9) équations du tableau (6), 
—_— —9 _ —9 . 

‘ CN 9I+ (un 9) proviennent de ceque les mn systèmes 
Titre Timnfmn SONt des solutions des équations © et.w, et four- 
nissent entre elles autant de relations ; tandis que les autres ne servent 
qu'à donner les mn valeurs proportionnelles de la fonction S. 
tt RE re. ‘ Dot nn Pie it.
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. : ‘ ‘ so : i 
Lo er . roue rs Li es , 

"oi péhoesn i CSI Dre ii 
far or ‘ + ‘ vor DS + “ . . ° * 
nu et ouest HUUT., D 

1°! ÆExpression’'et degré de la résultante, ‘°°: 
bib lou 

! Soient : | 

Sans 0, 
D eme, USouenee, 

de ‘ does 

trois équations de degré 1, m, n, où les indices des cocfficients a, b, c suivent dans chaqüe terme Ja valeur'ct l’ordre même des exposants, 
. ét s'étendent par. conséquent à toutes les partitions que l'on peut faire 
des nombres L,°m, n en trois parties; zéro compris, Le nombre dés 
termes dans chaque équation sera respectivement ju 
jy: CHU (mHmrd | GHnts) Le 9 = —— FT — (2) ART OA ET Le 

Il s'agit maintenant d'éliminer x, y entre ces trois équations, ou, 
en d’autres termes, de trouver Ja condition nécessaire et suffisante 
pour que ces équations admettent une solution commune (æ, y). 

A cet effet, observons que, d’après le théorème précédent, cetic 
solution se trouvera parmi les m solutions des équations ? et ÿ, parmi 

les in solutions des équations get, ct parmi les mn solutions des 
équations 4 et 9. Soient _. 
(3) ÉAUTE Los Las .., Timfira » 

Là « à 
: &) Tia) | Ta 21 CNET …… L'oYiins 1. " m M of (5) Z 1Ÿ"49 TaYas Z Y'a …. Lin mns
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ces trois suites de solutions, et Considérons spécialement la première. Substituons chaque couple de la suite (3) dans la troisième équation 6, et formons le produit : 

(6) “‘ Rae (yn)0 (eg) 0 (my) 0m), co Ào désignant le premier coefficient des résultantes X ou Y des équa- tions © et Ÿ : ce produit s’annulera si une des solutions (3) satisfait encore à l'équation 8—0; réciproquement, si ce produit s’annule, l'équation 8—0 sera satisfaite par une des solutions (3). Par consé- quent, ce produit sera la résultante même, puisqu'il exprimera la condition nécessaire et suffisante Pour que les trois équations propo- sées admettent une solution commune. 
Il est évident qu’on aura aussi 

(7) . R= Ang (Ca 1ÿ1) Ÿ (re ÿ':) ep (Ty), (8) BA org Jo (ge) (dou). 
_ A5, A", étant les premiers coefficients des résuliantes X ou Y des équations (9, 6), (4, 8) ‘re rot LE, .-Observons maintenant que l'expression (6) de la résultante conte-. -nant'lm facteurs 8, sera de degré Im Par. rapport aux coefficients de l'équation 6. De même, les expressions (7) ct {8) font voir qu'elle est de degré Im et mn Par rapport aux coefficients des équations geto respectivement, Par conséquent, le degré de la résultante par rapport 

î 
à l’ensemble des coefficients des trois équations sera 7 
RENE Mn lim Eine 
‘On peut ‘vérifier autrement‘ cette conclüsion. La plus grande des sommes Pig fournies par les exposants des termes qui figuréront “dans ‘la résultante (6), est, au plus, n. Donc, d'après le’ théorème ‘page 119, le ‘plus haut degré de la fonction symétrique multiple ‘contenue dans’ces termes, par rapport aux coeflicients de © et, sera n(l4-m), En y ajoutant Jm, qui est évidemment le degré de R par rap- Port aux coefficients e des fonctions 8, on aura le degré:cherché de la résultante. On.comprendra .mainienhnt pourquoi les produits 6, 9, Ÿ qui entrent dans les seconds membres deviennent entiers par l’ad- 

PE 

sis
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jonction-des facteurs A», A9", AL. Mais il ya plus. Rétablissons z dans les trois équations données, ou, ce qui revient au même, chan 
geons en général le coefficient por CN Gps". Alors un terme quel- 
conque de R, qui, dans l'hypothèse de z=1, était de Ja forme 
(9) ci CPP eye. mp nPimy aim, ot 

4, i . se changera en 

(10) CP AR PU DE Pr 2 ping pPimerim 
æ", y" désignant les solutions des nouvelles équations, Mais on a 4 ' . : ' Li | =, Y=Y Drqtren. .. 
Par conséquent, l'expression (10) n'est autre chose que celle (9) 
multipliée par 34%, Ainsi, la résultante R obtenue dans le premier 
cas acquiert le facteur gin par le changement de Gpyr en Gpgrè. En d’autres termes, la résultante est isobarique et de poids Zmn par rap 
port aux indices r. De la même manière, on verrait qu’elle est iso- 
barique et de poids Imn'par rapport aux indices p et q.: 
; En résumant ces considérations, on arrive à ce théorème": 

La résullante des équations (1) est : 1° de degré mn, In, 1m par 
rapport aux coefficients des équations 9, Ÿ, 0; de degré Im-+-In+ mn 
par rapport à leur ensemble; 90 tsobarique et de poids Imn par rap- 
port à chaque système des indices, +" et 

# : ‘ 

SIL | 

. Formation de la résultante au moyen des fonctions symétriques. 

Développons le produit (6). Un terme quelconque de la résultante 

E An qu Course Coin Gin timL "1 Papy nn, : ; 

$ étant la plus grande des sommes Pis Pate, ete. On calcu- 
lera la fonction entière des coefficients de et 4 correspondant à la 
valeur de la fonction symétrique . 

Land Pa, . Th nt,
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par la méthode que nous avons: exposée au. chapitre précédent ; et 
en Ja multipliant par À, o  CparCpqrs + Cpmqmrmr ON AUrA la valeur 
du terme en question. En'additionnant tous les résultats obtenus pour 
chaque: terme, 'on aura l'expression’ cherchée de la trésultante. On 
peut, d'ailleurs, en obtenir. facilement quelques termes; par exemple, 
ceux dont les arguments sont 

ei Prec + 
- donneront ou 

(11) . (me, ol Au es o Bin | | ' 

Au moyen des formules (7 (7 ) et (8); on obtiendra encore les termes 
°(— 1j VUE ‘(na jp su" , ‘ 

(Mans mn An (1) "an BL’ mnt. | 

En subétituant ensuite pour A, B leurs valeurs, on trouve pour pre- 
miers termes de. la résultante 

(12) Pare Dn00!" Com!” + ai Pen Page Dom" Cnpo!”, | 
(1) ao Doom Cono! "+ @ 100 Domo Coon! 015" Doom" cn ww} 

Mais cetteméthode n’a’ que: l'avantage de prouver Ja possibilité * 
d'obtenir l'expression de. la'résultante; car, à cause des longs calculs 
qu’entraînent les fonctions Symétriques multiples, . elle est presque 
impraticable. On gagnerait, par conséquent, quelque. chose, si l’on 
pouvait réduire les calculs à ceux des fonctions symétriques simples. 
C’est ce qu'on peut faire en généralisant la méthode de Lagrange. 
Prenons donc le logarithme de R; on a 

R=nlogA, +log0(x,7:)+log6(2:y2)...+ 050 (try). 
Développons chacun des logarithmes contenus dans ce second mem- 
bre, suivant les p puissances aséendantes de æ, yle développement sera 
très-facile, en ayant recours à la méthode que nous exposerons à la 
suite de l'ouvrage. On obtiendra de cette manière log R sous la forme 

| logR=nlog A5 SC,9[E arf]. 

Il ne restera plus qu’à calculer des fonctions symétriques simples 
ExPyT. Alors, en posant | 

se eye, | 
fi
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on aura la valeur cherchée de Ja résultante R par la série 

r° 7° after EE] 
. 

En convenant foutefois de négliger dans le développement des fonc- . tions les termes dont le degré dépassera celui que doit avoir la résul. 
tante. 

re | 

TE TETE 

. Méthode do Bezout. : : :; 

Bezout à donné, pour trouver Ia résultante, une méthode qui, à part “les facteurs étrangers qu’elle introduit, mérite d’être remarquée, À “cet effet, il multiplie la première ‘des équations (1), $ I, par un po 
lynome complet en æ, y, de degré m4 n—9, la ‘secpnde $ par un 
polynome semblable de degré 14 n—9, ct la troisième par un autre 
de degré 1H m—9, Soient D,V,0 ces polynomes multiplicateurs, et formons la somme sui ha tu 

PET O . qui Sera une fonction en x, y de degré 1 m+n—9, jouissant de Ja propriété de s'évanouir avec 0, D et 0: Disposons maintenant des coefficients de P, W, 6 pour faire évanouir, ce qui sera loujours pos- ‘sible, tous les termes en x, y dans la nouvelle fonction.'Il restera, après avoir convenablement employé les valeurs des cocfficients ainsi détcrminés, une fonction des coefficients des équations proposées, qui jouira encore de la même propriété, Mais. comme elle sera de degré supérieur à la somme ann + Im n, elle ne sera pas la résultante, mais bien la résultante multipliée par un certain facteur. Si toutefois on arrive à écarter ce facteur, on aura trouvé In résultante que l’on cherchait, un . .. _ 
Posons, en effet, $==1-+1 +n; la fonction F contiendra 

S— : io IA) : _ ni 

BR nm 4 DE 

termes. D'autre part, en appelant » le nombre des coefficients arbi- 
traires, on a nS PR Le
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pa D 1m), 
=; {(s s— 1)96+ nn 6 oo 

ut} { KA) m0) nn 2)} e 

Donc, puisque l’on a tonjours Du, il faudra établir 

—p=S {(I—1)+m(m—1)+n(n —1)} 

nouvelles équations de condition entre les y coefficients arbitraires, 

afin que ces y—p équations, ajoutées aux y équations déjà obtenues, 

donnent'un total de y—u+u— équations égal au nombre même 

des arbitraires. Alors, en considérant :ces coefficients arbitrairés 

comme autant d’inconnues, on aura un système de » équations li- 

-néaires, qui fournira; par l'élimination des i inconnues, une fonction 
‘de 2° ordre. ‘7 ©: "1" 

- Mais: ona . en tte es ion - Li, 

pin ct + K-2)-+n@m—1)-+(r—0)} 5 

donc cette fonction aura un degré supérieur de 

1—1)+ m (n— 1)+1 ñ ee). 

unités à : celui de: la résultante. D'un autre côté, cette fonction doit 

.s’évanouir avec la résultante; donc fe, contiendra en plus de la ré 

sultante un facteur de. ,..: 13 

1 mn—)+a(n-1) 

‘ordre, q qu ils agira, dans les cas particuliers, de trouver ct d’ éliminer, 

Cela fait, on aura obtenu la résultante que l'on cherchait. Voici un 
exemple propre à faire comprendre la méthode. 

© Soient les équations | 

Lu axy + bx + cy + d —0, 

OR d'ay+br+cy+d'=0, 
Î . ,} Fe " 

a "ay+ d'a ci j+d'=0. 

Multiplions-les respectivement par les polynomes . re 

at By+y, a't+fBy+y, à a+By+" "
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4 et additionnons les produits. En égalant à zéro les coefficients des 

différents termes, on aura une série de conditions entre les cocflicients 
arbitraires «, B, y, ..…, que le lecteur attentif trouvera réunies dans le 
tableau qui suit : . : [ou hou DRE ir paies Ch OUN ri ts if 

  

  

n'a ‘8 . y nn. œ" 58" 7! eæ". B" ” '. il 
RES TT — io 2 " tait nr " : .& a , … &'. 0 «a =0. i: 3 su no ut it devenus NT "E oct ic ty a a a . |—=0 

æ | 6 p' 8 "10 
‘ : 4, \,. u ; @) ml ce btatetpr'og ne °5". a" |[=0 

y° eu ‘a ce ‘à Ce =0 

gd pas ipoger y lo 
y d" ce à td'{ c' Cd € —=0 

st ’ c° , 1 vd" ST d |—=0 
vi in + is € 

Dans ce tableau, les éléments des lignes, multipliés par les quan 
tités situécs en tête des colonnes et sommés ensemble, donnent les 
coefficients des arguments indiqués à gauche du tableau. 

: Dans le.cas actuel, le nombre des arbitraires, ou le nombre des 
colonnes, dépasse d’une unité le nombre des équations, c’est-à-dire le 
nombre des lignes. Nous pouvons donc assujeltir les arbitraires à une 
condition de plus. 

D'ailleurs, le degré de la résultante des équations (1 Je est 6. Car, 
sans passer par d’ autres raisonnements, on voit immédiatement que 
la résultante est . L 

“ { ‘ : ii hs Ü {l & 

on | @b'—ab | ac'—a'c :ad'—a'd 
RE | ab— 06 ace à ad'— "à |. 

4 | aD'— ab" : aé— ae va d'— ad! U 

. En réduisant donc le tableau : à six lignes et à six ‘colonnes, au 
moyen d’un choix convenable des équations de condition ou des arbi- 
traires, nous serons assurés d'obtenir la résultante. : . où 

Posons, par exemple : °° : He 

(3) Ca + c'e" L'c' =
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As comme ana De ru put 
Lara 4 &'=0, ali eus 

pire be RU réiece 
il viendra un système de trois équations de condition entre les ar- 
bitraires «, &', æ';  auïquelles on pourra satisfaire en posant «— 
a'=x=0. D’ après cela, les autres six fquations de condition entre 
les six constantes arbitraires 8, 2, ñ By fourniront pour [a ré- 
sultante le déterminant. ; : . 

ad 00 NOT, 0. ?, 
b’ b" 4 @ a' a 5 L . U | 

1,6". 0,0: 0 ;, 
00:56 6, dl 
dd" €  c';.c" 

[0 0 0 4 d « 

3, 

R
o
e
 
8
 

ct, par conséquent, on aura encore . mou at 

(4) nr R=— (abc)(bcd) — 2 (acd{abd).… cour es, 
Mais si, en ajoutant V équation (3) aux précédentes (2), on ‘avait consi-* 
déré le tableau (2) comme composé de neuf lignes et de neuf colonnes, 
la résultante aurait pu être mise sous la forme 

gd d 0 0. 0 0.0 0. 
[8 8 0,0 0.00. 0 fe é #0 0 0 0 6 0. 

0 0 O0 a a  «& 0 0 o 
0 0:00 Bu br: ÿ “eo a à" ; 
00:10 oc ere ‘O 0. 0: 
0:00 00:05 4 
0 0 0 dd. d. ec € .c’. 

.0.0 0 0 0 0. d d. a     
mais on y aurait introduit inutilement le facteur étranger (abc). à Un 

pareil résultat s’obtiendra encore en posant . 
dB+d'p" + d'B—\ ;
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et l'on aura, après avoir écarté le facteur étranger (acd), : 

a a & 0 0 0 
bb 0 0 o 

f # { # r=l ©,5 É ga a. | : 
d dd Bb b' y 
0 0 0 ce ec“: |" | 0 0 0 4€ a 

Posons, au’ contraire, Û VS 
dy+d'Y=0, 

la résultante sera : _ ' ‘ 

ad d 0 0 06. 6. 0,0 0 a # *' "0 
cb b' 0 0 0. ‘0 k | L 

6 dé € b 6 dada" | |: 
0, 0 0 « do € 0. | Co 
d dd O0 O0 0 va Ce C0 0 0 4 d «4 dc 

| co =(ad"—d'a)r. : . 
Les. polynomes multiplicateurs de degré s—]—9, S—m—2, 

s—n—2 auraient, d'après Bezout, l'avantage d'introduire le moindre nombre des coefficients arbitraires. Cependant, suivant les as, on peut faire encore mieux, | 
Supposons que les polynomes multiplicateurs d, W, © soient de 

degré s—1—}, S—mMm—h, s—n—7}, On aura 

| (5) v=5{ (s—1-h+1) (s—Eh+2}+(s-m-141) Sn +2}+(s-n-h+1)(s-n1+9)) # 

=u+S { [(—2h+3)+m (m—2h43)-+n(n—2h+3) } +(h—1)n—2) 

- et 

1 
,J 

__{s—h-H1) (s—h+2) ) 4e 

  

1 5 Ps Î2-8)m(m-214-3)nu-2t-+8) {he 1-9) 
Ainsi p se réduira à 2m In mn toutes les fois que 
(7) U-2h+3)+n(m 204 3)+n(n+2h+ 3)+{i—1)(h—9)=0,
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Si cette équation est vérifiée, le nombre y se réduira à à: 

= Im in m+ TE) 

Or, on peut vérifier la coïidition (2j'en prenant LE 
. 4, 1 & 5 Ho es, 

E=m=3,, n=2 pour k— 3, 
1=6,", vm—n—2 3 A=4, 
= 6, Mm=n=3 h=4, etc, 

Mais on aurait une arbitraire disponible dans le premier cas, trois 
dans le second et dans le troisième. Alors, en assujettissant .ces arbi- 
traires à autant de conditions nouvelles, on pourra rendre le nombre 
des arbitraires égal à à celui des équations ; mais la résultante se trou- 
vera associée à un facteur étranger de premier où troisième ordre. Si 
l'on avait pris au contraire, comme avant, k=3, les facteurs étran- 
gers auraient été respectivement de quatorzième, trente-quatrième, 
quarante-deuxième degré. | Prenons, par cxemple, le premier cas, et 
soient 

!, È à de 1, 4 il ; 

an + baty-+ cry + ds ++ foy qu + he + y +10, 
® a'x-+b Ryre ay} + 0 ef" ay+g'y + hr +k y+l'=0, 
, ÿ ect d'a V'ay+-c'+d'a+d' ÿ+f=0. 

les trois équêtions que l'on considère. En opérant comme il vient 
d'être dit; on obtiendra vingt ct une équations entre vingt-deux ar- 
bitraires CLR ET que: nous écrirons comme il suit :
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20 Ass Age a la a a” Le | ay lb à b' à’ b" a” OU a 1. æÿ le b a € b’ à! ce ba. . EN ele rl c dev ce” Bb” 07. | zy* d dc ‘0 ec" db”, Le ÿ d ‘ d'\. \ : c” L “ .. æ' le COR ‘d’ CS æy |f c ba fe: ba CE pr pr y" [9 f e ce b: g fre cv re dc" b à cie Ty g f & c Jde . e” ce Bb". ,. WT OU gd ou gi æ& à c : RUR SO Coes a h , € a fr. a” 7, ay |k k fie b KR Of #2 f’ d” b" a” TU ER g'f'e «KR y [ c! f' e” d' cb” 1 ÿ kg 4 k' g'.d' e” d" c’ ! za? |l l e l r € € d” a” Ty { DL or vf à en éd”, v” Fi Dog (4 g : é c” ZE «! eh ' ct h' i "| sie sang y SE 
PL Dore 

ina . ? .P, Dot St oo r n’y äura donc qu'une relation à établir entre ces vingt-deux : arbitraires, pour qu'en les éliminant on obtienne, 4’ un facteur près de premier degré, la résultante des équations proposées. . or] Quelquefois on peut simplifier la recherche de la résultante, en laissant de côté quelques termes dès polynomes mulliplicateurs. _ Soient, par exemple, les équatiôns 1 
QD + D + fay + ex + dy +0 (), D Sd Hate dy+e0. PRES + Say tee d'y+c'= 0. , 

En donnant au polynome multiplicateur la forme 
vo an + Ben oy +, 
on arrivera au tableau suivant: L 

on 
{") Nous écrivons ainsi l'équation de second ordre Pour nous conformer à la manière dont on écrit Ordinairement sous forme homogène, à savoir : 

“bon an + bytes dyz+ CT +fry=0.
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ROM BOB y Où eve, 
  

    

at | a a a ” ‘|=0 ls cr si 7 : | zy" b D E « æ. a” FU du, =0 

ay fur r ro "1 [=0 y bib. b » es [eo 
mle e L a « a M. —=0 æ'y| 4 dd’) LT Fe a : ‘120 zy* ete gd eh pb d' SEAT ARR : [= 
gi 1 "a d'. 4 ou RUE, Eu Us = 0 
ae c' ec . e ee: y [FO |l=o9 æy dd de € ef ff =0 
y? . @ oc € d dd" bb pb” 9 
æ| : \ Uoce ee do Le se ee |—9 gl : co @ dd «& |—0 

e © & |[—=9 

_Les éléments compris dans les barres forment exactement un dé- 
terminant de quinzième ordre : il ne différera donc de la résultante 
que par un facteur de troisièmé ordre, qu’on découvrira aisément; car 
en partageant le déterminant en deux parties par une ligne menée 
entre les colonnes £” et, on le décomposera en une somme de dé- 
terminants de sixième ordre par des déterminants de neuvième, dont 
les premiers auront tous en facteur le déterminant . 

£ 

a ff 

f 
ë". 

&
 

: 

LU 

T
S
H
 A
R 

S
T
 

' 
, 

‘En dépouillant donc le déterminant ci-dessus dé’ ce facteur, on 
aura la résultante cherchée, ‘Soit R cette résultante; et posons en 
général ot 

4 
r  n dr a «a a" 

(abc) =} à db" &" |; 

ce c' c' 

il viendra
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(10) R={ (arc) [ladf)+{abe)}—(aef) [(den—{abc)]-(acp (ap) } { (bdf){cde)+(bef){bce) } +{ (ab [acf)—{(ade)]+ (abc) —{aep) (bef) } (ce){bcd—(bce)—{üue) (cde)} — {(abd) [lade)—{(ac}]+{abe){(abc)—(aep{cn }{(abd)(cde) — (ave)#{cde) } +{ (acc)[(auf)+ (abe)]—(aen {ce —(acp} { GeN (bc) + (acd) (bef)—{ubd)(ca) } —{ (abd){ace) — (acf) (abc) —{aef{bce) } { (abe)(bca) + (abe)(bcp(aba) (cd) } K +{ (abd){acd)—(abc}"—(acf}(ca) } { (abc)°— (ave) {ac} 1.1, +{ (ab/}(acd)+-(acf) (ade}—(aep{bcp) } { (acf{bcd) + (bde)(acd) —{abc){bce) } 11) (Nb d (ae {aéd)—(aep{ea(abc {ace} ct : U —f (ub/Ged}{{ab {be} +-(abe){aba)={aep(6ap } Covers is 

On peut vérifier ici la Joi de l'équipollence. foros os 
Prenons un termie quelconque, par exemple, celui-ci : ‘ 7. . 

(abf) (ade) (cef) (bcd), cr L arthur 
qui se trouve dans la deuxième ligne: Suivant nos notations, ce pro- duit serait Je en co oo da 
(@s06) Go20 d110)(G:00) Gui G101)(a co2 1017 0410)(u 20) Gg 25 Gous), 
et l'on voit bien que les sommes des premiers, seconds ct troisièmes indices . 

de 
DHHIHHHES, 2411440108 1HH2HL9 ES 
sont constantes et égales à 8— 2°, comme cela doit être, 

_SIV. 

Méthodo de Sylvester, . s 

La méthode de Bezout, que nous venons d'exposer, laisse toujours "subsister, dans Ja résultante à laquelle elle conduit, un facteur étran- ger, qu'on ne peut éliminer sans effectuer des opérations générale- ment très-laborieuses, et qui même, une fois faites, masquent les propriétés que la résultante aurait révélées, si elle avait été présentée 
sous une forme simple et concise. Il imporlait donc d’avoir une mé
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_thode exempte de, ces désavantages, et qui nous conduisit directe- 
ment. à une, expression de la:résultante. dépourvue de tout facteur 
étranger. M. Sylvester a comblé cette lacune par une méthode qui, 

* quoiqu'elle s’applique à un nombre restreint de cas, ne laisse pas que 
d’être très-ingénieuse et très-féconde. - ri de 

ï \ Soient donc fu à Ho | . 

(1) "Q(&, y = 0! Yes, d= 0, ‘8 Ÿ = 0 

trois équations homogènes de degré m, et appliquons-leur le procédé 
déjà employé au $ Il, chap. JT de la première partie, qui consiste à 
multiplier successivement les équations par. des arguments tellement 
choisis, que les équations dérivées soient en nombre égal à celui des 
arguments qui y figurent. Alors, en considérant ces arguments comme 
des i inconnues, on aura parleur élimination la résultante cherchée. 
Ainsi, dans le dernier exemple, page 137, le déterminant de quin- 
zième ordre aurait pu s “obtenir en eut les équations .Propo- 
sées (0) par les’ arguments x, ÿ my | 

© Premier procédé Posons | cn 
@) r+r + =m—1, SES += m1, Hem A1, 

et formons les produits de degré m1, _- 
oo tt 7 

V (3) æ'y" ze, ay"a "D, y'a", 
4 

qu'on pourrait appeler les augmentatifs de 9, Ÿ, 8, ou simplement 
les fonctions augmentalives. On aura pour chaque équation autant de 
ces fonctions augmentatives qu ilya de manières de décomposer le 

nm (m+ 1 nombre m—1 en trois parties; zéro compris, c'est-à-dire 20H) 

Par conséquent, le nombre total des augmentatifs pour toutes les trois 
m équations sera sn. Mais unc équation homogène a trois varia- 

, ° +2 Hu) 2) 

bles de degré 9m-—1, compornt 2m (em) arguments, il faut aussi 
2 AE à ‘ AVOIr — équations pour les éliminer, tundis que nous n en 

Ps Lo. 4 
m(m+1 mim— aÿons jusqu’ à présent que a) c’est-à- dire nn, .de moins, il
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Mo ir li. Mm—1), en CE reste donc encore à trouver 7 g— équations, afin de les ajouter aux 

précédentes ct de rendre ainsi possible l'élimination, A cet effet, dé- composons les trois équations ?, Ÿ, 9 de cette manière : 

Q= TA D + NC —0, Î; (4) YA" + yeB' + aC= 0, 
( 0= 24" ppt" 0, 

a, B, y étant trois nombres entiers quelconques soumis à la condition 
(5) . eHfty=met “4 
De ces équations on tire, pär l'élimination de æ#, y, 2, la fonction 

LU no it pie 
A B cC 

(6). . A D € |=0, 
CS 

que nous appellerons dérivative, de degré . 

ci 3m— (2843) 9m 1, oui 

et que nous désignerons par le symbole rx, 8, y). 
Parmi toutes les valeurs qu’on peut assigner aux exposants «, 8, h 

prenons celles qui sont différentes de zéro, .et dont le nombre sera, 

9 1 ‘ | En ‘ mit, . Let 3 (m1) 200) 1; ——— 

on aura obtenu "1 & uations de la forme r a, B, y), et qui seront 2 AMPonsde la forme r(a, 6, }), qui seroi 

  

précisément les équations qu'on cherchait.  - .. 
Or, je dis que ces valeurs sont les seules admissibles, car les autres 

donneront lieu à de simples identités. D'abord, on ne peut pas pren- 
dre deux exposants à la fois nuls, car on aurait 

æ OU É, ou y—m+1, 

et les équations (4) monteraient à un degré supérieur à m; d'ail. leurs, la fonction (6) s’annulcrait d'elleiméme. + 

, ‘ à | ci 4 Pi CR Ut, ic
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Considérons ensuite le cas où un seul des exposants æ, Ê, - serait 

nul. On saif, par la théorie des déterminants, qu’en posant 
dr _. — r 7 — frire = Le = = À at: 

de dr y dr () RE EE ÉE G 
. __& .t. = d= m_ ; “de ‘ 

=.» de? ? Ta 
.0n a . 

are, B, y) 0, 
Gate, P Duty bus, 

| Lar(a By)=vp + he, 
où les fonctions à, Pa y sont respectivement de degré 

2m—$—;, ce 2R—a—; . 2m— a —f. 

Or, si un des exposants &, 8, y.est nul, la fonction x(x, B, y) s 'iden- 
tifiera avec un des trinomes situés dans le second membre (8). D'ail- 
leurs, dans ce cas, eu égard’ à la relation (5), les degrés des fonc- 
tions À, pe, » deviendront 2m—(n#1}=m—1; par conséquent, | 
la fonction +{x, Ps 7) pouvant être mise sous la forme 

DE et gage" + Says ee, 
deviendra une fonction linéaire des augméntatifs déjà considérés, et 
ne constituera plus une équation indépendante... : 

On aura donc, aù moyen des fonctions augmentatives ct dériva- 
tives, un système d’ équations linéaires, propre à fournir par l'élimi- 
nation des arguments la résultante cherchée, sans facteur étranger. 
Car il est aisé : de voir que le degré de la résultante sera | 

| m(m+1) , m{m—1) 
3[e#0 5 + — FE 3m; 

ce qui doit être. ‘:.: 

Second procédé. Posons | 

sr +r 2, s+s +s" —=m—2 2, LUE =m—)2 ; 

les fonctions augmentatives seront alors de degré Am, Formons 

maintenant les équations
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ep %A pb LC, 
D LA HUB + AC, 
0 = a" 8" 0", 

æ B, 7 étant une ‘combinaison de nombres entiers assujettis à Ja 
condition ee . 

af ty=meo, 
d'où, par les mêmes raisons que précédemment, les zéros seront ex- 
clus. On aura ot CU 

SRED  g{m 9 M) 

fonctions dérivatives de degré 3m—@—ÿ@—y=92m 9 lesquelles, 
: m(m—1 . . associées aux 321) fonctions augmentatives donnent un total de 

‘a M(m-A) | m(m4#1) 2m (2m1—1) L gt 
“ 

équations, nombre précisément égal à celui des arguments contenus dans une équation de (2m—2)ène degré, On aura donc encore, par l'élimination des arguments, Ja résultante, dont le degré sera pareil- lement tie | 

: + EU 3m?, 
La même méthode s'applique encore aux cas où une ou deux des trois équations sont de degré m—1. Considérons d'abord Je premier, 

ct posons . | 

Fr port me), 
Lt, $+s" ts" = m—2, 

Ellen; 
nous obtiendrons des augmentatifs de degré 2m—9, dont le nombre 
sera 

: 

9 m (m—1) + m (m+1) Dm mn 
7 2 5 D + . ET 

Posons maintenant «8 7= M1, ct opérons comme auparavant 
pour obtenir des fonctions dérivatives r(&, B, y), qui seront actuel- 
lement de degré | | L 

Bm—1— (a+ Bts) = m2 
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mm (n—1] 

Le 1 . 
et" en nombre, les : Zéros exclus, Les fonctions augmentatives 
et dérivatives monteront “ensemble : à 

SM m mm 2m Om —1 … 4. mn) En=1) 
nombre égal à celui des arguments dont se Compose une équation de degré 2m—2. i. 

© Quant au second cas, posons 
PS | 

Loti hr pr= m3, io 
S+s'+s" =M—2, 
+ Le =m—9, 

ent (mA n—2 1(m—1 5M—Sm4o et formons les MH (n2) +2 nn Enr-ine équations 
augmentatives de Q{m— jee degré. Cherchons ensuite, à l'aide de la relation. . ou . l 

D its etes, D En 

les zéros exclus, bn équations dérivatives de degré 

Mettez m3. s 
Nous aurons en tout ; Li 
ii 1 . ri 5m m4 m(m—A1) (2m—9)2m-1) TS — + 79 = —< "7 

équations, lesquelles permettront d'éliminér tous les arguments qui figurent dans une équation de degré | 2m—3. D'ailleurs, le degré de la résultante sera: rt 
(m—1 ES nn 3m° me 1= 9m m—1)4+ (m1), 1, V ce qui doit être. UT oo 

: Appliquons le premier procédé à à un exemple, Soient les équations 
Pts: at + Het 2dyz LH Oexs —+2/xy —0, 

Pb tée "+R 2dyz 2223 +9f ay 0, DR + y cr Hd y5 +26" +92f"xy= 0;
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, 
m(m-1 . 

Procédé. Formons, comme avant, les 3.051) fonctions augment 

où par le symbole (abc) on entend en général le déterminant | a'8'e' ; - . Lo _ 
: a'b'e" 

M, Sylvester a encore indiqué d’autres procédés d'élimination qui, bien qu’ils ne diffèrent des précédents que par la forme, sont cepen- dant d’un emploi plus simple, Posons Ur 
do de de 
dx dy &. 

.& .d& à | 
de dy d |; 
4 æ à |. 
dx dj 

P— 

cette fonction sera de degré 2mi—3 ct s’évanouira pour {oute solution commune aux trois équations (IE théorème, au dernier chapitre). Voyons comment on Opérera avec celte fonction, suivant les cas que TOUS avons déjà examinés.  ….  . : , 
…. PRemER cas. Les équations (1) sont toutes trois de degré M.— Premier 

7 9 
= . : 1. MMA) , 7. une 

tives. Pour trouver ensuite Îes autres —5—" fonctions auxiliaires, . “ 
. 

d'\m-2 d\m-2 }q m2 

opérons sur la fonction P avec les symboles (5) (5) s (à) ; 
. 

2 d 4 4 
tres pr sènes gré m—9 çn =, À d. 

ct les autres produits homogènes de degré m en, WE n 

10 

Cr y?z y a?; . æ ay æy* | æyz a 0 0 0 0 2e € fa b 24 
0 b 0 d c 0 0 a 2 2e 
0 | 0 c bd d a 9e 0 0 of 
a 0 0 0 0 2 of v' 2d' 

10 CR due. 0 0 a. op 2 
0 0 c’ b” d a 9e° 0 0 of 
a” 0 0 ‘€ c 2e c of” US 24” 

0 CT: RC 0 0 ce 9j” 9e 
0 0 c’ L” d’ a” 2e" 0 0 9f" 

| 

| . 
. 

{afc), (ft), (edc), VO (Ud),(fdc}{cbe)(afo}F{ade)fade)+{ef), 
(afd)+{abo), (foc}+-(abd), (abc)-+2(fue) 

; . 
: 

\ 

| 
| 

| 
|
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obtiendra des fonctions de (2m—1)#" degré et de troisième degré 

par rapport aux coefficients, qui, ajoutées aux précédentes, fourni- 

‘2m(@mH41), 
ront un système de 5 équations à autant d'arguments, propre - 

: par conséquent à fournir la résultante. 
nn 1) fonc 
  Deuxième procédé. On formera, comme avant, les 3 

2 

tions augmentatives de degré 2m—2, à l'aide d'augmentatifs de 

degré m—2, ct l on remplacera les fonctions dériva tives par celles que 
d _ 

l'on obtient en opérant sur P avec les symboles homogènes LL y" L 

| y (ET , cté., dont le ‘nombre. sera —— 7" mm) 

DEUXIÈME cas. Les équations © et 4 sont de ar m, la 8 de degré 

m-—1. Alors les augmentatifs pour les deux premières équations © 

et 4 sont 22, yn2, 52, etc., et pour la 6, æ"71, gt, 2m, ctc. 

On substituer ensuite aux fonctions dérivatives les produits, homo- 

gènes et symboliques EE ; sorte S st vos : CRE 

à mt td m2 d : Le d m3 | 

() CP (a) (Ps F) P 
lesquels fourniront, puisque actuellement P est de degré 3m—4, les 

(m1) 1) équations de degré 2m—2 qu ’il fallait avoir. 

TROISIÈME CAS. L'éuation 9. est t de degré m, et les deux autres de : 

degré m—1. oo 

On emploiera les mêmes äugmentatifs qu "auparavant, et aù Jicu 

des équations dérivatives, les dérivées homogènes: 

d m2 d\m-3/d to pd\m-d 
(a TP, () (SP um. (A) pe 

En observant que P est de degré 3m—5, ces dernières fonctions ré- 
sulteront de (2m— 3)" degré. A l’aide ensuite de ce que nous avons 

dit, p. 144, on verra facilement comment on pourra utiliser < ces 
1e bo équations pour la recherche de la résultante.
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sat FT TD ice Te POLE : ‘ : ‘ oi 4 

M SU ee cr ce osier 

. ŒMPIREL 
PROPRIÉTÉS RELATIVES 
Ur Li, ut î 1: '. rit 

LL, 

TT EE DT 
Los SL ë , 

118 Ti chu Peur 

Fonctions symétriques des solutons communes, : eus | otre rit 4 ï . : ne 

D Lo 

Sao 
a 

AUX SOLUTIONS COMMUNES. : .: 
Vaio trtj ns, 

: 

F3) 
von E oh | Lit . net en. de Avant de traiter de la résultante dans le cas le plus général, il sera 
dis Li se ot pi NP SO PISTE 

bon d'apprendre à Calculer, comme nous l'avons fait précédémment, OS . 
. 

nat pi 
les fonctions symétriques quelconques des solutions communes à plu- sicurs équations -en fonction des coefficients , ce: qui n beaucoup les recherches ultérieures que nous aurons à € : 

tri 
Notre exposition sera désormais plus rapide, alin de nc 

"Soit &;, y; 2, “3 UN Système de solutions co k équations à Æ variablés clou at 
(1) ox, Yi... u)=Ù, or, 30. 0)=0, … o(æ, Yi 0) 0, et désignons par 

ous facilitera 
ntreprendre. 
Vite 1 

Pas restrein- “dre trop les matières, sans Sortir des limites du vadre qué.nous-nôus :!, Somnies fixé, ©." pois Lust a NOUS 

c- 
‘ ni 

\ 4 1, Ve nu a nent et NE : “il 

4 
4 

4 

3 
} 

mmunes: aux: + « 
Etes no 

Fast 

(2) o=Yÿ (CATTLAE tt )(aPyensn un) (cp. ui) 
une fonction symétrique de le ordre, c’est-d-dire.de ! systèmes de solutions communes. La fonction symétrique sera appelée simple, 

: ”, ie € lis Does Joe 13 n double, etc., suivant qu’elle se composera de 4, 9, cte., solutions... Fe ne E ru 1, : . 
4 À “ . Lu \ \ . su 

peau tn ie 
systèmes de
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Or, puisque l’on à généralement 

(3) Dr: yiizr. Xe ar.) yes au). (ya Ur 

=Y (aPytars u u)(xPa are). (mr tar ui) . 

—Y (ct tn, ut) (opeyer ut). (a Penn sup ttes) 

—Y( (apyszr.. uit) (opter taie nn, BOT La) PR CPU TER ET [FES 

eo 
 * 

il sera aisé de se convaincre, comme au paragraphe V, chap. 1, I partie, 

qu’une fonction symétrique quelconque peut s'exprimer au moyen des 

fonctions symétriques simples. La formule qui fournira celte expression 

sera, par les mêmes raisons qu’on a signalées dans ce paragraphe : 

(4) = D (1) Tignes TE D ag Share Sa 

sous les mêmes conditions et notations du chapitre 1, 1° partie, p.7, 

à l'exception de Sgs etc., qui maintenant désigneront les fonctions 

simples _- .: ri : 

Bari. …y2 ta 14 4, me. Hb, ete: 

c'est- à-dire qu’ on aura Lo 

(Palette) + HP Le One) pet Patoct 
ao tt a) (arte A et (lait) = qi de tuet 

A PE 8) ru 1 AP) gta 

A pouvant être un quelconque des exposants (2). 

Il viendra, par exemple, 

d'ryin ut) (Pret. ut) 

are an argus artegtte utrtés : 

et . : Deryit. uit (ay. Us (areas ) 

= YrPyn ut Says at DYA Pay, Dtts it. c'e,
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ï 

—Yarctynte: ue Says, ut 

— Yang ue San, 

— Ds HP +95 .. a+ À appt ul 

9 Ÿavetpstranataste, ee 

Par cette formule, le calcul d’une fonction symétrique quelconque 
est réduit à celui d’une fonction symétrique simple, laquelle, à son 
tour, se calculera aisément à l’aide de ce qui suit : : | 

Supposons que les équations Pas +, gx aient Été mises sous la | 
forme de fonctions homogènes ot ee 

Pa = apr. APTE UNE, 

= Dogue YU, . us 

ou ane say at Lo 

6). 

ct posons JO ee ne HER 
_ En joignant cette équation aux À précédentes, ct en éliminant les variables Tin 33 +, %, On obtiendra une résultante que l’on pourra 
toujours ordonner Pat rapport aux puissances d’une des constantes 
a Ps ÿs pu, par exemple B €t qui fournira nécessairement une 
équation de la forme D 

(6) . AA A0, 
p désignant le degré de léquation finale des équations (5). 

Mais on peut tirer de cette équation les valeurs de 3x” en fonction 
des coefficients A;'et, comme les racines de cette équation sont pré- cisément les valeurs de FO DO pastis na te 
correspondantes à chaque système de solutions des équations propo- sées, on aura, en vertu des principes posés dans Je chapitre r, I°° partie, 

DEEE) Aus A4) _
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f désignant une fonction entière, homogène ct isobarique des coeff- 

cients A, dont le degré ct le poids seront r°. 

Comparons maintenant les coefficients qui, ‘dans chaque membre, 

multiplieront un même argument aBty"...; il viendra 

A res = F(a; b. Gy 0. k), ur, 

où pHghrtiser , et où F(a, b, c, ,.…, H représenté une fonc- 
tion homogène des coefficients des équations proposées. 

De cette manière on aura la valeur que l’on cherchait d’une fonc 

tion symétrique simple. Par suite, on obtiendra, au moyen de la for- 

mule (4), la valeur d’une fonction symétrique quelconque. Ainsi, la 

recherche de la valeur d’une fonction symétrique de k variables liées 

par Æ équations se réduit, en’ égalant à une nouvelle variable, dont 

on dispose ensuite, ne fonction linéaire quelconque des variables, à 

trouver la résultante de X équations à 1, varjables. Mais, comme 

on verra dans les paragraphes suivants, la recherche de la résultante 

relative à & variables’ sc réduit parcillement ! à celle d’une fonction 

symétrique relative à k—1 variables. Ainsi, de proche en proche, 
tout finira par dépéndre de la résultante de trois équations à à deux, 

variables, que nous avons déjà appris à former ; et, par conséquent, 

la‘détérmination d’une fonction symétrique ne souffrira pas de dif- 
ficulté. — Cette méthode est due à à Poisson (* }. 

Les deux théorèmes suivants serviront, d'ailleurs, Soit: à à vérif ier, 

soit à faciliter les calculs. 

1° Le degré de la fonction: 
DEA DePayslaTlses ne CPI YITIS A 

ui Papa tree Dpt tra tes PU OPrE Art pere 

par. rapport aux coefficients À de la résullante, ® est Lo a 1 plus 

grande des sommes 

Pa gi trite.s. . Pad rathes pt arr 

Comme Ra Preton est évidemment entière et homogène relative 

4 

ment aux rapports. Fe il suffira d voir de quel 2 degré sera son déno- 

minatéur As. _ 

{”} tic cahier du Journal de L'École) Poiyiechnique. ' ; 1
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Soit, par exemple, la première la plus grande des sommes, et posons 

, PE pq prit. 
St A5 n’est pas le dénominateur de la fonction w,, ce sera ASF, + 
désignant un nombre entier quelconque. Mais, en appelant M le cocf- 
ficient de &? dans la résultante (6), on a | 

| Bag ee Lot ViVane pt? ME A 5 
car, comme on verra plus loin, cette résultante peut se mettre sous la 
forme. LL. .. 

(ax,+ Burt pt) (ati By Ua)... (ame + Pye..ue)=0, 
Par conséquent, il viendra 

As À 7e iate ] $ 
9 0 ams.x) ? 

ct, d’après l’hypothèse que nous avons faite, : la fonction 

Asro=ane {[2)" (" | j'te". 
devra être entière: Mais si l’on avait calculé directement la fonction 

DOME 
: comme on à fait pour la fonction çy, on aurait trouvé que pour la 
rendre entière; il suffit de la multiplier par une puissance de M. Donc 
le facteur A,° ne pourra pas exister, et l'on aura T=0, ce qui dé. 
montre le théorème énoncé. 

Cette démonstration est due à M. Schlæffli. Mais on peut se con- 
vaincre autrement de ce héorème, La fonction «, est évidemment 
comprise dans la fonction 

S (cet. 1 $ BTP yTs :| ch, (etre. sh 
U . vs Vs 

np 
Or, cette fonction symétrique des racines x de l'équation (6) est, d’a- 
près la quatrième propriété, p. 10, de degré & par rapport aux 
cocfficients À ; car, par hypothèse, < est le plus grand des exposants. 
Donc il en sera de mème de la fonction op |
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2° Le poids du numérateur de la fonction y est 

ps— Ep, PS—Èg, .. .2p+Sq+.. +5, 

par rapport respectivement aux premiers, deuxièmes, troisièmes, .… el 
derniers indices des coefficients a, bc, … h, k des équations propo= 
sées (1), en désignant par p, 2q, .… Et les sommes des exposants des 
variables x, y,2, ...u dans la fonction (2). . ‘ 

Nous croyons pouvoir nous dispenser den donner la démonstra- 
tion, car elle scrait entièrement semblable à celle que nous avons ob- 
servée pour le cas de deux variables, P. 113. Nous ferons seulement 
remarquer que p étant le poids des coefficients A de l'équation (6), 
kps sera le poids du dénominateur Asÿ par rapport à tous les indices, 
ce qui expliquera assez la valeur 3p+ Xg+... +34, par rapport au 
dernier indice, que nôus avons donnée. 

Les théorèmes et la méthode que nous venons d'exposer ne Jaissent 
pas, de conduire à des calculs bien pénibles. On doit donc savoir gré 
à M. Betti, éminent géomètre de Florence, qui tout récemment a 
donné (Annali di matematica, Rome, 1858) une formule pour calculer 
les fonctions symétriques des.solutions communes à plusieurs équa- 
tions, analogue à celle de Waring, dans le'cas d’une seule équation, : 
Ne pouvant faire mieux que de suivre la pensée de l’auteur, nous 
reproduisons presque textuellement ce qu’il a écrit à ce sujet. ‘. 

Su. 

‘ Formule de Betti. more 

….Soïent n équations de degré » à n inconnues, : : 
\ : . \ 2: À. ’ 

Fi C(r,,r., … PE mn, 

(1) | F,= > Cr, Toys Da) nn À) ; 

[ tt ET 

Fa = ÿC(r, Pay eee TE bina m0,
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où le signe £ s’étend à toutes les valeurs entières ct positives de rs, 
Tac fn, pour lesquelles on a u 

(2) Fo Ta STneiese Lroa Sr, Sr, < 

  

.STIiSM, 

ou 

3 _ 1.2.5...m : (3) — LES (nr) LL. (rer) 125 fran lacs 
ct (rs, os ru)s désignent le cocfficient littéral d’un argument 
dans F. . oo due 

Appelons poids total du produit de plusieurs cocfficients des équa- 
tions (1), la somme des exposants de tous les facteurs multipliés'res- 
pectivement par les sommes de leurs indices; et poids partiel Lère Ja 
somme des exposants de tous les facteurs multipliés respectivement 
par les indices d'ordre 4ème, ‘ : De Te ge ou a : * Cela posé, afin qu’une fonction f rationnelle et entière des cocffi © cients des équations (1) soit homogène et de poids total 9, il est né- 
cessaire et il suffit que lon ait 

Vre ‘ 

À Liu a pd fe nant 

… €t alin qü’elle ‘soit homogène ct de poids partiel 9, par rapport aux . "Andices dès, i] est nécessaire et il suffit que l’on'ait ‘ {:.. +. À 
, (5) st - Drirs, Tayos. Te Liu one { 

Considérons maintenant les opérants 

(6) Bd (rruxs)(res …. ras ati Papa, "1, ei . Tn7 —< 
ee, 

(rot, …. Tn}s 

  

(7) Be Dia) Gris Tes .…. Fule dr, x | ‘ |: | 

(8) ad (rer (rs Tao se Titi, Tutr—1, Tri, ren .… 7) — 
’ | 

‘ (ras Pas ce Ta)s où Cu, et le signe Y doit s'étendre à toutes les valeurs entières et “positives de Vases eee Ty, Qui satisfont. aux conditions (2) et à toutes les valeurs de s comprises entre Q et n+1, en ayant soin de poser lo, Tan 0. 

Il est évident que si f est une fonction homogène ct de poids total 8 

;
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Avof sera homogène et de poids total --v—ws que si elle est homo- 
gène ct de poids partiel © par rapport à l'indice qé"e,'A, .f sera homo- 
gène ct de poids o+-1, @, o—1 par rapport au même indice, suivant 
que o<Cg<v +1, ou que g'est plus grand, plus petit ou égal au plus 
petit des deux nombres v ct w, ou bien suivant que v<g<o +1. 

Or, si dans les équations (1) : nous substifuons , au lieu des incon- 
nues, leurs valeurs respectives en fonction des coefficients propres à 
former un système de solutions communes, nous aurons un résultat 
identiquement. nul, Par conséquent, si, après avoir fait cette substitu- 
tion, nous traitons le premier membre d’une des ‘équations ( 1) avec 
un des opérants (6), (7), (8), nous obtiendrons identiquement zéro: 
Ainsi, avec Fr opérant ( (Gil il viendra 

Î 

St Tul'u)C(rss 7» …. ” Fi + CC 1, ve. ra)sTn? D DT 

+ rire )O (ru: Tape. ra En sr ahear 

ou bien 
a 

(9) Ta (Ps T'as va), La D a Te & pra 141) ES (rore) jus) 
nv 

Avec les opérants à, us Ac on aura de même 

ÿ Tn— 
(10) Yet 19 Tag se ri)” mn ere ra Dr (ry— Vi jé. 

» 

(1 1) D (ro Togo T x) sŒne 7 DT Ts { (ira) Tnt HD (ni ru) ee). - 

En donnant à s successivement les valeurs 1,2, n, on‘obtien- 
dra de chacune des équations (9), {i 0), (11) n équations linéaires à 

‘lc. minconnues, lesquelles seront pour la première les n valeurs A, Env 
pour la seconde les n valeurs 4, lv) Pour la troisième Jes x valeurs - 
Arlnve Par conséquent ; ‘iln "y dura qu'un seul système de valeurs 

... pour, ces inconnues, et il sera fourni par leséquations :‘ :: 
(12) Ati =0 Anti; (p différent de th. 
par lesquelles les (9), (10),‘(11) se trouvent vérifiées d’elles-mtmes. 
1! fant seulement observer que, lorsque t=n, on substituera aux 
“quations 2) la PU ue 7: 

  

HS) amas
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lorsque u=n, on remplacera la seconde des équations (12) par 
(14) | - | _A art 1 , 
et lorsque un, on prendra, au lieu de la première équation, 
(15) | . pe 

Les équations (12), (13), (14) et (15) fournissent un système d’ é- 
quations à dérivées partielles linéaires ct simultanées, qui doivent 
tre vérifiées par tous les Systèmes de solutions communes aux équa- tions (1) (} 

Soit maintenant . 
(16): R=SPai— 
la résultante des équations (1), en y considérant æ,,æ,, … Ty SCU- 
lement comme variables. Si, au lieu de +,, nous mettons une de ses 

du 

valeurs qui figurent dans les Systèmes de solutions communes aux 
équations (1), on aura un résultat identiquement nul; il en sera de 
même si après cette substitution l’on opère avec un des symboles 
Aie Ainsi, en vertu de l'équation (13), on aura 

bnR= ten, PS opert-ttr, mt 

\ =Dx ie {An Py— (p+1)Peu}. oi 
Cette équation est de même degré ct doit être ® satisfaite Par les mêmes 

(17) 

{*) Si l'on pose n=1, et si l’on suppose réjuntion écrite sous l forme | 

m(m—1) goz"-+ ma er es Ram 1. + am=0, 
Ni 

les équations (ts), (12) et (13) deviendront 

dx . dutiËrer Th 

LR , NCA 
one, 

. “dar de, 

. nee a Duo A 
dont la seconde donne Srar te, et coïncide avec celle que fournit la (15), en ob- 

dx servant que Enarn=0, car les racines sont homogènes et de degré zéro par rapport 
| aux coefficients. Les équations avaient été déjà trouvées par Raabe ct Brioschi (Crelie,28, Ann. de Tortolini, 5),
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racines que la (16). Par conséquent, il faut, ou que son premier membre soit identiquement nul, ou que ses coefficients soient pro- portionnels à ceux de la (16). Or, cette dernière condition est inad- 
missible; car les coefficients des deux équations sont bien de même degré, mais ils diffèrent dans le poids par rapport au dernier indice. 
Donc on aura nécessairement : oi 

( 8) Pot SA mnt Po; _ Aun-P0= 0. 

Ainsi, {ous les coefficients de R se déduiront du premier, en ré- 
pétant un nombre convenable de fois l'opération 4, , et puisque 
cette proportion augmente d’une unité le dernier indice, les coeff- 
cicnts P, seront homogènes ct d'indice p par rapport au dernier indice, 
‘On verra d'ailleurs aisément que le premier coefficient P, est la 
résultante des équations (1) réduites à leurs arguments homogènes 
les plus hauts., . Pelé dou ii 

5 :’ De l'équation: répare 

(19) EP 
on déduit Fr 

P, _— Ann1P, ! ; (20) nier. Dripte—Hite 

Par suite, en opérant « fois successivement sur les deux membres 
de cette équation avec le symbole Ann1. et en ayant égard à l'é- 
quation (13), il viendra | k oo U 

st le ] Lo ai Anin Po " (21) DEP P, | 4 
: C'est là la formule analogue à celle de Waring qui donne les puis 
- sances semblables des solutions communes à plusieurs équations, 

À l'aide encore de l'équation (13) et en opérant successivement sur 
l'équation (21) « fois avec lesymbole.A,,,_;; «, fois avec le symbole 
Ans ve Gr fois avec le symbole Any ON aura 

  

(22) : ÊT UD C0 500 er | 

| 4 Tri Orne "At 1 fAnn1P Re dr dc des Apt (Este),
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où le signe Z doit s'étendre à toutes les solutions communes aux équations (1). È 

Comme, d’après la formule (4) du paragraphe précédent, toutes les fonctions symétriques multiples peuvent se réduire au calcul des fonctions symétriques simples de la. forme (21), on voit avec quelle facilité on pourra désormais les'calculer, en raison des méthodes con- nues jusqu'ici. A la vérité, tout repose sur la connaissance du premier cocfficient P,. Mais, comme celui-ci se réduit à la résultante de n équa- tions homogènes à n variables, on pourra le faire dépendre à son tour de la résultante de n—1 équations homogènes à n—1 variables (voir Je chapitre 11, qui suit), et ainsi de proche en proche les résultantes que l'on sait former. L Cu 

…. SL 
Théorème do ezout sur lo degré do l'équation finalo. 

LeuuE. Étant données 1 équations complètes à à variables x, 
Yo 2, cl, V, ne . 

4 

- (1) La D inn.rs "2 à 1704, = D bynnre fatee U0t, … 
(mbnt brps pr Constante pour chaque équation), 

la fonction symétrique | 

= Ÿ (ryn.. U%)(2,Ps ya. un). (ay ut), | 
sera, par rapport à la variable v de degré égal à la somme des ex= 
posants Pis us vos Las Pas as ous ele, © jir is a j 

Pour s’en rendre compte, il suffira de nous arrêter à ün exemple particulier, car le raisonnement sera le même dans le cas général, : Soient donc les trois équations UT | 

Pa =D are aPyTrus, 

(2) _ NZ D bars ay, | | 

= cost Trus É De Zi Cpars à ÿ, L' BIBLIOT 

TJINrzr. . 
UN} VID 

BU C ASE 

is 
NN: 

Ai: 

ECA Dar a 

eu 

… 

STI! 

sé
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qu’on pourra mettre sous la forme . FU Ti 

Ga = Ÿ Aygre a? y?2" , 

(3) oi DE Dora, 

Qe = 0 Pi y", 

ç étant égal. à st, et les coefficients À, B, C désignant des fonctions 
de la variable « de degré «. 

Pour voir maintenant de quel degré sera la fonction 

EX CA? x") (x Pr pas) (Pi ") 
par rapport àu, on commencera par l'exprimer en “fonction des 
coefficients À, B, C, considérés comme de simples constantes, à l’aide 
des méthodes ci-dessus indiquées. Cela fait, on substituera, au lieu 
de ceux-ci, les premiers termes éïi'u des fonctions qu’ils représentent, 
et l’on examinera ensüite à quel degré montera la fonction w,. Or, 
cela revient à réduire les équations (3) à leurs termes homogènes et 
à leur donner, par conséquent, la forme :.,.. ,, 

| qe D'rant tarus, Foen 
@ Ti go pps d y, LD) 

Ce urrn, ‘ 
et à chercher ce que devient la fonction 

=D y y 2 n) @, LPrys id Fonte) 

par rapport à la première os composée des solutions des équations 
(3), et exprimée en fonction des coefficients A, B, CG (3) ; SUPpOsÉS : 
constants, . —. 

Or, les équations &) seront satisfaites en posant 

æ" AU, J=yu, 23 zu , 

car elles acquerront le facteur commun ur+a+rts, qu'on pourra faire 
disparaître ; mais alors la fonction w’, acquerra le facteur d 

AP tree, .. cPrtgr rt ! 
;
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c'est ce qui arrivcrait pour la fonction «,, en réduisant les fonctions 
À, B, C,à leurs premicrs termes; par conséquent, elle sera de degré 
égal à 

| Pa gcbrtdtpregrene 
c'est-à-dire 4 la somme même des -xposants des variables, 

Corollaire, Si les équations ne sont pas complètes, le degré de tr scra d’un degré inférieur à la somme des exposants. [ 
En examinant les choses de près, on verra que ce lemme confirmé ce que nous avons dit, .p- 159, sur le poids du dernier indice. 

” Soient maintenant les k équations | FU. . 
of (x: Ur u, o). unie .. , 
= f(x, y, 3, U, D . lu beige 
Mit tite ete nee HT ot 

a fi, E Be. te 2 

d d'u 

(5) 

à & variables z,Y, 3 …. cu dv. 
Soient oo 

(6) _- dire UT Ze Ja Us, Cf, 5 
les solutions communes aux ki premières équations, Lesquellés se- 
ront des fonctions de v. En les substituant dans la dernière etc en fai= sant le produit de toutes les fonctions ainsi “oblenuès, ‘on ñ aurà une “fonction à oi 

B=flt, Ya, Base .u, v) fils, y Ya ae … el D 
qui s’annulera pour chacune des solutions, et qui, ‘étant symétrique 
Par rapport à ces solutions, sc réduira à une fonction rationnelle et 
entière de v. Par conséquent, l'équation L cho 
(D) file à Ya Biron “fie, Yas Toy ou u, UE 

‘sera celle qui résultera de V élimination des variables æ, DE Sie ll : dés 
équations proposées, quelque méthode d’élimination que l'on ait sui- vie. Car, si l’on était parvenu par hypothèse à à une équation en v dif 
férente de celle-là, alors en substituant une de ses racines dans la (7), 
l'équation susdite ne serait plus satisfaite, et par conséquent l’équa-
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tion o=fi(x, Y ut, v) non plus,.ce qui serait contraire à l'hy- 

pothèse admise. Ainsi, l'équation (7) sera bien l'équation finale, et 

en la résolvant par rapport à v, on aura les valeurs qui avec celles (6) 

compléteront les systèmes des solutions communes aux équations (5). 

On peut remarquer, en passant, que les degrés des équations finales, 

soit en x, en y, etc., seront égaux, car les équations (5) étant sup- 

posées complètes , le changement d’une variable en une autre se 
réduit à un changement d'indice dans les coefficients, ce qui ne peut 

altérer ni le nombre ni la nature des solutions communes, puisqu'elles 

seront toujours les mêmes, de quelque manière qu'on les appelle. 

Ainsi, étant donnée une équation finale, on peut obtenir toutes les 
autres par de simples changements d indices, ce qui ne peut avoir 
aucune influence sur le degré. 

On conclut de là que le nombre des ions communes 

DiiSteeUts Dane ête., 

est égal au degré de l’équation finale. Car, évidemment, autant on 
veut admettre de systèmes de solutions communes, autant de racines il 
faudra alors admettre dans les équations finales relatives à chacune des : 
variables ; mais, comme le nombre de celles-ci est ‘égal à leur degré, 
qui est égal pour toutes, il s’ensuivra que le nombre des systèmes de 
solutions ne pourra qu'être égal à ce degré commun. , 

Soit maintenant w}_, le degré de l'équation finale des 4-1 me 

mières équations, ou le nombre des solutions communes formées avec 
k—1 des k variables ; le degré de l'équation finale (7) sera pysaxs en. 
appelant ax le degré de l'équation ex. I y aura, en ellet, autant de 
facteurs v% qu'il y aura de solutions communes aux premières B—1 
équations (1). D'ailleurs, les termes les plus hauts, tels que (xx... )s, 
(yiye..)%e, ete., seront bien, en vertu du lemme, de degré py_ay en v: 

Cela posé, on peut immédiatement démontrer le théorème deB Be- 
zout, à savoir : 7 | 

Le degré de l'équation finale résultant de l'élimination de k—1 in- 

connues entre k équations complètes â k inconnues est égal au produit 
des degrés de ces équations, CU
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Désignons en effet par 

ds ds, à, Dos dy, Op 
les degrés respectifs de ces équations. 

Nous avons vu tout à l’heure que le degré de l'équation finale était x, px, désignant celui de l'équation finale résultant des ki premières équations. Donc, par Ja même raison, Br = B-2 Étant le degré de l'équation finale rés 
2 0x 1, 

ultant des 9 premières 
Paru, En poursuivant le même ‘raisonnement, on verra que Eddy ap, Hz désignant le degré de l'équation finale entre les deux premières équations, que nous savons être a,a,. Donc on aura enfin . 1 

HT Aid... ap ag. rotor Il suit de là immédiatement que le nombre des systèmes de solutions communes à un Système d'équations complètes est égal au produit de leurs degrés. 
Mais si les équations sont incomplètes, 

qu'une limite supérieure, que-ni le degré 
nombre des solutions communes ne pourro 

. On connaît maintenant la possibilité de 
posons, pour fixer les idées, qu'il s'agiss 
communes aux équations 

ce produit ne sera plus . 
de l'équation finale, ni le 
nt atteindre.  .: 
trouver ces solutions. Sup- 

e de trouver les solutions 

lila, Y, 3, U, v)}=0, | | 
. : IACZ Y 3; u, v)— 9, ‘ 

(S) 1. Be, Yu, v)=0, 
lt, y, 3, u, v)= 0, 
fl, y, 3, u, v)—0. 

1! faudra d’abord former l’équation . 
(9) oc ACAPETUR) f(tayassu,v)..=0, 
Tir Vas Si, 4, etc., étant des fonctions communcs aux quatre pre- mières. A cet effet, il faudra déterminer les fonctions symétriques de ces solutions, ce qui s'obtiendra en posant | 

at +-Ly+ys+ du =, 
_ ° 11
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et en cherchant la résultante des équations transformées : 

PACZ Y 3,4)=0,. : ‘ | 

(10) REED URE un epedet 
PACE PENE 0, . ::. ut 

que l’on regarder comme des fonctions de x, y, 5: si cette. résul- 
tante était connue, il n’y aurait plus qu'à suivre la méthode indiquée 
dans le pâragraphe précédent, pour arriver à cette détermination: 
Sinon, il faudra former ke résaltante de. ces étions ou |” équation 
finale, . ou ° Fouine LU a Ro cou se! 

(11) fee, UTDETE fes yss 0) 0, : 
Lis Vis 51 elC., étant les: solutions’ des trois premières équations, ce. 
qui exigera la détermination des fonctions symétriques de ces solu- 
tions. À, cet effet, .On. posera de nouveau, . 5. un 

am By+yr=, 
"et il restera à à trouver la résultante des équations transformées n : fi 

ie ot 

RG fee ed, 
que nous savons déjà former. Alors, àr aide de’ l' méthode de Pois= 
son, on déterminera toutes les fonctions Sy métriques qui entrent dans 
l'équation (11). Celle-ci, à son tour ; permettra de déterminer les fonc- 
lions symétriques composées des solutions æ,. Y, 3, u, des quatre pre- 

 mières équations. Par suite, l'équation (9) deviendra enfin une fonction 
seulement de v, et en la résolvant on aura les solutions v communes 
aux équations proposées, et par suite les autres T,Y, 5 U, dont les 

valeurs sont déjà connues en fonction, de: v.. 
Mais une fois qu'on aura résolu. l'équation (9).ou généralement 

la (7), il sera plus aisé de trouver les valeurs de T ÿr5 3, etc, en fonc- 
tion de », en ayant recours à une autre formule de M. Betti. Pour 

” cela, reportons-nous à l'équation (16) du paragraphe précédent. Eu 
la soumettant à l'opérant Age, il viendra . ot 

Sa Pet 2e patate;
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d'où, à cause de la (16),. 1. * fs Dre ii @ … mo _ Titres Pe Doris ee 0 

Tai = SP:xts ?. : ; . cu SP 
formule qui fera connaître les valeurs d’une variable quelconque en fonction d’une autre choisie arbitrairement, dont les valeurs.sont re- 

, 

présentécs par les racines de la même équation (16). - 
à 

6 

. S IV. 
i . ete t it 

D 1. 
::, . Méthode de Liouville..:; | 

EL Lidayille acgere pee Pneus rte M. Liouville a encore donné dans son Journal (1841) une méthode qui permet d'approcher des valeurs de ces solutions autant que l’on veut, ce qui dans la pratiqué pourrait être quelquelois plus expéditif et inême suffisant, D'ailleurs;'elle nous fait connaître de plus près la for- mation de la résultante ct mous conduit à.des propriétés très-intéres- ‘santes. C’est pourquoi il sera convenable d’en dire quelques mots ici. 

$ 

7 Para, pq (a En 

Po pare at .0, | Lean 

(1) 4... .. . ere . . 

mare. 
= Ÿ'} . CUT | \ 9% 4 Pgrer s ti LES Us 

tb, 

À équations complètes de degré a, be, h, } respectivement à À va riables æ, y,x,:..u, dont il s'agit de trouver les solutions comniunes! one, 31 lu ON AR de ne Posons Ÿ = y, m0... ——u, el donnons aux )-—1 premières équa- 

a — « 7? ” Pa (2) at (y, 5. Ua (y 5, eu) 4 @) Qt (y, 2, u)+a0-10 (y; 2, u)+at28 (y, SU) 

(y 2 1) HE, a DE
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où d, 0, .. E: désignent en général des fonctions homogènes de degré 
Gi, b—i, hi par rapport aux variables : Y, &, ... tw Si l’on 
fait &=—co , les racines de: ces équations se > réduiront évidemment à à 
celles des équations 

(3) golg 2, + t)=0, (y Bye 0). … E(y, 2... . = 0, 
dont nous appellerons &, B, … y les Solutions communes. Alors on 
Pourra poser pour toute autre valeur de #, 

(4) . Yates, fn, . u=y+y, 

6, 1... y désignant des quantités qui s'évanouiront avec L. 

. Substituons ces valeurs dans les. équations (2), et. divisons par 
at, œb1, hi; il viendra 
4 

(5) rh :B,. (ea) ao + (Date. | (x u4)DyŸe 
UACA B, … + + (ex) Ded, + (ny) Dégit. + (zu)D4, ]: | 

Fe DD + 
ct autant d’ équations semblables en Dhs ee ch: : 

_ Deces équations on tire, en désignant par d, P . ….Ÿ les dimites 
de ex, a". “ xu, et'en faisant 30, : 

_ 

0, 

CI
 

de + de de Re +... Ha 7 les 8 1) 
di, , , Do, , Ré RE+ .. at Ge ê. … D=0, 

do U | dé. : d d+RE+ | Ta j+E a 0 

(6) 

Une fois qu ‘au moyen de c ces 5 équations ôn aura obtenu les valeurs de 
dB, 7 on les substituera dans les équations (4), et r on aura 

Jar +£, s=p+Êti, …. eye 

Eæ, NY ee vu étant des quantités qui s'évanouissent avec À. 
* En: procédant ensuite comme au GI de la deuxième partie, on 

trouvera, sous forme de série descendante en aie 
NN
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et — EI 

A u=y+i er. ‘: cut Li 

d'où l'on conclura- Le _ 

parte Si. 
JR HP 

Me + HE CU st 
rite her 

Ayant obtenu de la sorte les valeurs de Y,.5,.... u en fonction de æ, il ne restera plus, pour avoir les solutions communes, qu’à sub- stituer ces valeurs dans la dernière des équations (} et à à la résoudre par rapport à &. Chacune des racines x fournira, au moyen des “équa- tions (8), autant de systèmes de solutions communes. 
Appelons pour un moment 

: ua! 
+ } . U 

Yi s 3 4, Var es 

les valeurs de y, x, .… u, qui satisfont aux —1 premières équations. 
L'équation qui résultera de cette substitution sera, d'après. ce qui a 
été expliqué au $ I, le produit L 

(9) R= QT, Ya 21, u,)on(x, Venu es). —0.,..:; 
Pour former à présent cette fonction R, nous commencerons par ob- 
server qu'on a aussi 

(10) que, à, 3, uw) =xt ol 2, UHR oi (y, 3 ur. 
Alors, en y remplaçant ÿs & 2, 0 par leurs valeurs @, il viendra ce” ns ue à 

als, Us Se Se, (ae, Br, +50 

! +ia(ate, Bb ne 77). ;
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. équation qui, ayant égard à à ce que les quantités Ep Nr s'évanouis- | 
1 sent avec—, pourra être mise sous la forme \ 

CRE 

E étant une quantité qui s “évanouira aussi ayec À = On aura done, pour 
chacune des solations y, z, … 1, dont nous appellrons p le nombre, 

ET, Yrs Base. -W)= aa, (æs, Bi, … 7) at E,, 
CAC AE RES at(es, Bi Jr) HE, 

. a(Gs Ver 3. . 1 (A) fe Be ie. ya, Î : 

En multipliant maintenant ces équations meribre à à membre, on en 
déduira que le premier terme de R ést : 

Pouf Bt les Be pareil Br ee 795 
et l'où reconnaitra dans ce premier ‘coefficient d’ après ce que Toi 
dira plus tard, Ja résultante des équations, @) réduits à leurs termes 
homogènes les plus haûts. oi CT | 

Pour trouver le sécond terme, il sui de faire dans l équation (a 0) | 

Y=a += + FEBKS +  eyil 
et l’on obtiendra en général... : . 
TE .'ofe, Y5 Li à a) ao ou(é, B #7). i 
at {Dia + Ge Boo. +7 Dit, of B;,: Dhra, 

11, 
Le. 

‘1 . I étant uné quantité qui‘ s’anule avec'{ rt 

“En y rempläçant e, Br ï, 3 sean parus valet 
aura pes gap 

pryiss ds) =, (Bis a} FR HS aa Dico (as Ps )}H# il, 
P(TY:%2.. 4) w(aps.. 72) Mar Era Dar o+oi(efs.. h)} ait, 

Ep 2e. a)=aho (e;8. Ha {SéDen to, (eBe.. re , 
1 où ,1,,.. - L représentent des quantités qui s “anouissent avec +
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 Multipliant ces équations membre à membre, il viendra 

(1) R=zo (ap. Jo (a2B2...72)..o0(x aBoe..ye) 
os Hé “oofefs. +.71)o off ..72)..0 (ab. 7e) ns 

x Ke Duo, +FDyos+. +Y Dio+o,(28.. Yi) 

v (ir. oi) . . Le. | ini Core) 
Du he, res. tuerie 

et l’on aura ainsi obtenu les deux premiers termes de R. 
Si l'on voulait trouver encore plus de termes, il n’y aurait qu’à à en 

prendre davantage dans les séries (7), pour les substituer au lieu de 
ÿ: 5, u dans l'équation (10), d’où l’ on déduirait la valeur de R, en 
suivant la. même marche que nous venons de tracer. Lea, 

On aurait pu développer. les valeurs de y, x, .….u en série ascent 
dante de æ, en préparant les équations (1) de celte manière: 

Pa Vi(y, 3 3, u)+xbi(y, 2, . LH by, 1. .ü), 
= QUE Bees U) + GO (y, 2, + Blu, 2, u) 

: 
es ee es ss se ® .. ,9 + . . 

. PT Eu, 2 8. t)-+ a (y, 2 ORLE u)-Ha*t,( Ua Bye. in) Pay, Fee 0) Toy, 3, ua w(y, 3, .… u), 
Ÿ, 8, .… « désignant maintenant d’autres fonctions qu'auparavant; 
et l’on trouverait 

Y= a+ +, ppt U=y+ ya Hs 
(e B,... y), («, F, .….;), ete. étant déterminés successivement par 
les systèmes d'équations | 
{pole 8, … D=0. (a, D=0. ER CLE D=0h { are ns GP ++ Vale, 6 y. 7)=0, | 

ae, —. TR + 0 +. + a 70e, LE PE 

e 

Fi = + RE. + Le Le )=0. 
etc. ue, 

Alors la dernière équation 9», traitée d'a une manière semblable à 
la précédente, fournira le ‘espression de R qui suit : |
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. Ro (af. “n)oo(e cn) Bla. 7) | pass 71)00 tb, 274): «0 ire 7) 

chats FD. + Dit aug xx o{ 0 !. . 

Ainsi, les deux premiers et les deux derniers termes de l'équation finale sont connus : et l’on reconnattra de même, dans le dernier terme deR, la résultante des équations réduites à aux termes indépendants de Z, ce que l'on pouvait prévoir à priori. oo Comme il est aisé de voir, la méthode de Liouville ramène encore la formation de l'équation finale de # équations à 4 variables à à celle de k—1 équations à 41 variables. Mais elle’ a l'avantage de faire mieux ressortir la nature des termes qui composent la résultante, et de nous conduire tout nâturellement à des conséquences très-impor- tantes. Parmi elles, nous choisissons la démonstration très-i -Ingénieuse que M. Liouville à tirée d’un.théorème déjà énoncé par Jacobi, et qui est assez important pour former le sujet du paragraphe suivant, 
F se. Dior io ju. De ' 

‘ 

Si l’on déduit de, r équation (1 1) la valeur de Ja soinmc des solu- tions communes æ, On aura. | CT . 
LL ste ou. Dog, a. D) n (1) Ye DORE D , Or, en substituant dans le second:membre les valeurs de &, B' pe. fournies pär {es équations (6),'le numérateur sous le signe. > devien. | dra une fonction. linéaire des fonctions O1 ü, .. E,, , et lorsque celles-ci seront nulles, il se réduira à ae À B; 7). Par conséquent, on aura dans ce cas Pos 

NT Se (a,8,. 5. È Do re 9 Benq “do,(a, $,.. .)
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Mais on aurait pu obtenir cctte somme d’une autre façon. On au- rait pu, par exemple, substituer les valeurs de y, z, … u déduites des 1-1 dernières équations dans la première, 
Désignant alors par }, pe, v les racines simultanées des équations 

(3) GG )=0, ee Éo(As pes. »)—0, O(À fe, »)—0, 
et déterminant X', #', … y, comme avant, par les équations 

Bord , nn, BUT TE 0, 
{ 

ot 
: 

Rte. et 
(4 ‘dé ! *0 CEE nr IH RE +. ++ +0, 

% du, » re then, En 
Dee Lu Pau eh ohoepes CU te on obtiendra | ! 

5 _— DD. th us à a 
Or, si l’on appelle A, pe, .…. ») ou simplement a le déterminant 

[a a at" 
; a a : Les bout tree 

(6) de dé |, 

dos . de, : due t Ru 7 ! 
et si l’on suppose, comme ci-dessus, que l'on ait 

gi 0, 00, ... E—0, 
il viendra simplement, d’ après li théorie des déterminants, PART QE a or au \'=—- do, (à, Ps 9), Lun qe . 

so 

(7 | , 1 oc ‘ Ba q oo HT dno (A po), 

Po ps 
où par 4, ele., l'on entend les dérivées de À par rapport à , etc.
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. En substituant ces valeurs dans la formule 6) 2t'en posant, pour abréger,… Dour te D cut. 

Le HD =D a) |. 
on aurd ” 

RE LS” 4 Don ju Ci 
(5) _— _yrhnd -v)a (à, à …. D 

. En identifiant maintenant celle formule à à l'aütre. @) on obtiendra’ 
fe, B, … 1, ,-) DA, 5 

(9) Dr B, .. = Die ve, 2 @ ne à, Î .} 
Cette équation éxprierà done” unc Propriété qui doit exister entre Jes fonctions 4, os; ©, des solutions commutiés. Mais il est à noter 
qu’ à l'exception de la dernière, dont le degré sera au moins infé- 
rieur d’une unité à celui de der ces fonctions peuvent être supposées. 
quelconques. re tnt es 

On "peut supposer en Hérliculier 
. Dati 

(y, & set) (y = Bo D 

et alors le second membre de l épaion (9) s'évanouira de lui-même, : 
car on à par hypothèse tt 

aol, PARTS =0, 

et par conséquent D(), ps = Oaussi. 
On aura donc 5e Lu: . , cf . Lutin Lu Does rer te Eu y : 

UT T5 CACAES 51) DL 
| je B,- “D. ee on RAT no pitt ot re 

où wo est nécessairement d’ ‘un degré inférieur au | moins d’une unité 
à celui de la fonction D. 

D dt a où où à 

Sotent a, B, .…. y un Si ÿstèrie quéonque de solutions communes 
à x équations à x varidbles :… {5,2 : i . 

4 ss 

- (10) (a, y, 2, u)—0,, RARES (a, y, 3, su),
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el D le déterminant" " . ‘: Doc een 

[dd à 
dx 3 °° : dy. 

di d a 

ea D 
où aura, en élendant lé signe © à toutes, les si ustémes des solios com- 
munes aux équations (10), Fo Lio D 

Ce NeBay roue te: (1) Lie De pd | i eu mi 
Lies B, y) désignant une fonction quelconque de degré inférieur à celui de D. . 

CSV : 
Nombre des solutions indépendantes. 

: . ‘. PURE it 
‘: En vertu du dernier théorème, on aura l'équation :. : uni 

A LR ‘ ARE PR, doi li . (1) | PB Ty + d Eee un Ye. =0, | . Lou, 
D, nice cer en désignant par e. le ronlre des solutions: communes, et par:D;, D:, .… D, ce que devient Ja fonction D(«, B, … 7) par la substitution des solutions &,B,...y,, GafBacqes _ 

Or, il est évident qu’on peut former autant &: ces équations que de fois on peut faire varier la somme P+9+.+t depuis 0 jusqu’au nombre exprimé par le degré de D diminué d'une unité, 
Appelons à le nombre des variables, ct dia. .@. Jes dégrés des équations 4, 0, … w ; ; posons de plus à 

° 
ei) (2) 7 sa +a,+…. + 

En observant quele degré de D est s—2, le nombré de ces équa- tions sera 
CT & ER) 4) : - 45—= TT  , 

125.. À: .
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car il devra être évidemment égal à celui des termes compris dans 
une équation de degré é—2—1, ,:, 

Les À, équations (1), dont on peut faire dépendre toute autre de 
la formule (11), nous prouvent que les p solutions ne sont pas toutes 
arbitraires, puisqu'elles sont assujetties à les vérifier. Cependant il ne 
faudrait pas en conclure que le nombre des solutions indépendantes 
est p—AÀ,; car, comme nous allons voir, ces À, équations de con- 
dition ne sont pas toutes indépendants. Multiplions, en effet, les 
équations $—0, 0=0, w,—0 par des arguments d'ordre au plus 
S—Ay—À—1, — a, —)—1, 1, on formera des 
équations,de degré &—2—1, dont le nombre sera ri 

LA Etat) ait) 
  

  

  

= LS. CS 
CT) (sa, 21)... (ca, 1) 

(4) To :1.2,5.. , 
A4: ‘ - + .... . + 

G—m2)(— nm 241). (6 at) 
+. ot AOASX * 

Or, au moyen d'une quelconque de celles-ci, on pourra faire dé- 
pendre une quelconqué des équations (1) des autres A,—1. Car, en. ‘ 
faisant la somme de toutes les A, équations (1), après les avoir res 
pectivement multipliées par dés constantes convenables. on retrou- 
vera les équations que fournira une des (4,), en y substituant succes 
sivement les solutions, et l’on aura; par conséquent, une somme nulle, 

Remarquons toutefois que les‘équations A4.ne sont pas non plus 
toutes indépendantes. Appelons, en effet, 4, un argument d'ordre non 
supérieur à G—ay—a3—À—1, on pourra former avec le type 1 
BU LEO, do, En, 

des équations d'ordre au plus s—)—1 , en nombre | | 
A — (au as) aa). (ea, —a, 1) D 
— : ARSX ’ . D GA) a, — af) (aa 1) 

(5) + 1 Ra LE | 

+ (— Da) Ga n-H). (sa m1) … ' 1.2.5... . ?
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qu'il faudra retrancher du nombre A, pour avoir le nombre des équa- 

; tons (A) qui resteront indépendantes. : : 
Mais, de la même manière, les équations (A) ne sont pas non plus 

toutes indépendantes; car, en appelant », un argument d'ordre au 
plus SH Aa Adi, on } pourra: former avec Je type 

ii.) 

: os Le 
TU s° . 

Bb, .… po 0 

des équations d ordre au plus ei en nombre 

(4,0, aura ay). Co À, = , 
.1 4.2.5... 

(6) +. soso eee eee res es 

CT C1 
+ : 1.2.5 .5..À . ; 

+ is 

par lesquelles on réduira le nombre des équations (A. ) indépendantes 
à A,—A,, ct par conséquent celui des quations (A 4) indépendantes x 

‘à Ar— À a— À. 

  

En continuant ainsi, on à voi qu en posant en général Hi 

A (ad ET dar. art) nes : RO SA ce : ? 
(7 +. éstere stress ts ss 

(ain a D (aim. m4) | + 123 ie .. . 1.2.5... .. ’ ! 4 doi io Le . 

le nombre des équations (As) indépendantes sera 
+" 

A A, 1+A— Han. 
Par conséquent, le nombre des équations de condition (1) indépen- 
dantes, c'est-à-dire qu’ on ne pourra pas retrouver à à r aide des é équa- 

tions proposées, sera : | ce 

(8) N—A, —A, +A ae —(} as 

- Or, je dis que ce nombre Nse réduit simplement à À GG 41 M1. 
En cflet, on peut mettre ce second membre sous la forme‘ à
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(a) { (1) (1 a) S—@i—1 D . H(a)sni} 
ti (1+x)s 4, ail rs és, (1) nai} 

1 pale, (a) (1 papeacesat, (1) 0 UE 
125.2 D His. ss. Ut ee ee ee 0. es ne 

ee tte eee eee eee rie 
\ 

ss PAGE +aje (apte, + (142) 
1 0 (La (+1) M {U+a1)— ri 

+ (RE (a: Lee Es. Je+ te. -)(e+ +42 a] 
noi ï r : Ha. 10. te 

Observons maintenant. que. le nombre.des. quantités D est égal à 
did..@=p. Si donc on élimine des A5 équations de condition (1) 
les fonctions D, ce qui pourra se faïreen éliminant simplement leurs 
rapports, et cxigera et équations, on aura précisément employé le 
nombre d’ équations de condition qui, d' après ce qui précède, doivent 
rester indépendantes. Les autres, dont le nombre sera. Li: « 
(9) .,B=A 07 Giant, Lu. 

Paire 

prime à des condition qui doivent exister entre lès quantités | 
D Titi. de ‘ Tarte. Us … Trot, 

afin qu’ “elles puissent être regardées comme  dessolutions des’équa-. 
tions proposées. oi" : 

Ainsi les b solutions communes, loin. d’être arbitraires, sont assu- 
jetlies à‘ vérifier B équations de -Condiliqn.) ? fe 

Cependant ces B équations ne sont pas encore toutes indépendantes. 
Pour le prouver dans un Cas particulicr, nous chercherons quel est ce nombre Lorsqu'on supposé HAS an: À ccteflet, nous 
donncrons d’abord ce théorème : : ci 

Pour délerminer un système de) x 6 équations de aime ordre à À varia= 
. bles, il est nécessaire el suffisant de connaître 

Lanta. dr _) | . 
:4:2,3..2.. Loi Li cf 

Systèmes de solutions.
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Appelons, en effet, P'ce nombre, et substituons, dans une équation de aè"e ordre, dont les coefficients seront considérés comme incon- nus, P de ces systèmes de solutions ; nous obticndrons P équations linéaires par rapport aux coeflicients. Mais le nombre des cocfficients qu il faudrait déterminer étant . Lot pe tout 

(n+1)(n+9).. .{n+3) it ion ii 
Mr BR PH, Dot 

: et n'ayant, d'autre part, à notre disposition, que P équations, il Tes- fera À coefficients dont les valeurs seront arbitraires. et que nous ap” pellerons &, B, … 7- En éliminant mainténant les autres coefficients: la valeur de l’un quelconque d'entre eux; du coefficient par ‘exemple, de l'argument DPyTe" .U4*, aura cette expression HE \ 
s Aura, 

° 
N 4 

Apgr.. 4 Blyr. here À 7€ pars. CEE ur: moins hot 
j A pqr..t» Bone De Co. 6 désignant des fonctions d’ arguments Lor- mées à laide des Solutions communes, On  Pourra | donc. mettre une des équations, telle que o, sous la forme 

nas LE 4 ut re F 
(10) ci je. peut ché ot Us 

+8Y Sp. Fe ra. to +7 Guy. æ ya" cut. 
TVR Toute autre équation 9; qui, par hypothèse, dévra sé vanduir'en vértu : des mêmes solutions, prendra aussi Ja forme: seiiteun n'cnuit, mn: jo : 

(1) ri. Dé a says. ui. 

HP Dm. ay. LH... Ÿ Cor ATP yTz" Du #4 Let 
} 

them où &,fG, … É sont d’ autres cocflicients arbitraires ditéreni$ dés pre- miers ; autrement Les deux équations © et 9- coïncideraient. On aurà de Ja sorte À équations de Ja forme (10) ct (1), auxquelles satisferont _les P systèmes de solutions : ;et l'on remarquera que toutes les'é équa- tions en nombre infini, susceptibles d'avoir les ? solutions, par cela scul qu'elles en admettent P, doivent avoir les formes susdites. Or, il est bien évident qu’en ‘supposant que Pour les p systèmes de solu- tions on ait 
TT Le Friness Aer UT, Su oi :
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(12) OU DOTE ATEN : 

| L Le ZBogre aan, PDU CAT 
les équations g—=0, 8=— 0, etc., seront satisfaites aussi par ces p so— lutions. Réciproquement , en exprimant, à l’aide des équations (10), (11), etc., les fonctions (12) en fonction linéaire de 9, 8, etc., on verra 
qu'elles devront s’annuler en même temps qu’elles. D'ailleurs, les équations (12) sont bien de af" ordre et à 2 variables: donc on aura 
bien trouvé les équations que l’on cherchait, à l’aide seulement de P. systèmes de solutions. BORIS US ei 

De là on conclut que.les autres systèmes de solutions. 

(13) | p—Pe nà— (HR ES). (RER) 
1.2.5. 

sont dépendants des autres, et l’on à, par conséquent, cet autre théo- : 
rème : ot ° 
* Étant donnés n* systèmes de so lutions communes à } équations de 

n°%e ordre, il y aura entre ces solutions 

2) (a 1)(n+9).(nx) 
= 2.5.1) 

(14) M(p—P)= (+ 
1. Poor 

équations de condition. , 
… Or, dans le cas particulier que nous considérons, le nombre B des équations de condition aurait êté, d’après la formule (9), 

B— On) On—xt1).. an 4) 
CT | 1.2.3... — 141; | 

mais puisque, au contraire, ce vrai nombre est donné par la for- mule (14), il y aura parmi les équations (B) un nombre 

  

On)... On 1{n-+2)...(n+x ; RO 1 eo 
d'équations qui dépendent encore des autres. 
. Supposons, par exemple, 2=3 ; on aura 

— 

: ‘ K— = CHE B— (n—1 Ir») 

BH) (a—1){n— 9) 3).



\ 
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Pour 2=1 on trouvera 

(n—1)(81n5— 89211 Gn—84) 

Lorsque les exposants a seront quelconques, la réduction du nombre B exigera l'examen de chaque cas particulier, car elle dépend de la grandeur même des exposants. Le lecteur Studieux pourra consulter utilement à ce sujet l'excellent Mémoire de M. Jacobi (Journal de *Crelle, XV), dont nous avons tâthé de généraliser ici les résultats, Ce sera assez pour nous de l'avoir mis en garde contre cet arbitraire dont, au premier abord, paraissent douées les solutions communes. De plus amples détails seraient contraires à la nature de cet ouvrage.



CHAPITRE IL. 

…. RECHERCIE ET FORMATION DE LA RÉSULTANTE, 

———_— 

L Expression et degré de la résultante, 

Soient : L L du 

= D apart ay, . …, | 

Où D sa TyTr". us, 

(1) . Re D épgr nt D'YT2T eu, 

= Er. st ÆPyTrT us, 

qu =Y Lars y72" us, 

À équations homogènes entre }—1 variables D, Ys Sie 
Il est évident qüe le nombre de ces équations étant supérieur d’une 

unité à celui des variables, il ne pourra pas exister une solution com- 
mune à ces équations, à moins que leurs coefficients ne remplissent | 
une certaine condition, sans quoi la solution commune pourrait tou 
jours être rendue impossible. La fonction qui exprimera Ja condition 
nécessaire et suffisante pour que les proposées admettent unc solution 
Commune sera appelée la résultante. Voici la manière .de la trouver. 

Soient | | | 
(2).  amyisiu, œysn,, … Te pSgeeU 
les b solutions communes aux }—1 premières équations. Substituons 
elacune d'elles dans Ja dernière, ct formons le produit de toutes les 
fonctions qui en résulteront. En appelant R la résultante, on aura 
(3) Reg )p(esyse.u).….g(rsot),
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.C désignant u Une canslaute propre à rendre entière la fonction repré- sentée par le second membre. :;.. Liroquee 1 | Ce produit, étant une fonction sy métrique de (outes les solutions Communes, pourra se décomposer €n une somme de fonctions sem- blables à Ja ou, p. 147, et sera Par éons séquent une fonction des coefficients des équations proposées. On aura obtenu de la sorte la ré- sultante ; car on voit que ce produit S'annulera toutes les fois qu'il y * aura une solution commune ; et que, réciproquement, ilne s'annulera pas si cette solution: n existe pas. | ‘ Ur 

Cette fonction; contenant autant de facteurs o, qu'il yade systèmes ‘de solutions communes aux À2—1 premières équations, sera, par rap- Port aux cocflicients de la dernière, de degré égal au nombre de ces solutions. Or, d’ après ce que. nous avons vu au Gun, chapitre I, en appelant b ce nombre, et 9 0 b,c,; hi les degrés respectifs des équa- tions (1), on a L 

‘ pabc...k=?, ‘ 

r désignant, pour abréger, le produit des degrés. Donc ? Tecra le degré 
.de la résultante par rapport aux coefficients del équation qu Mais les : mêmes raisonnements auraient pu être appliqués sur une autre quel. conque des équations (1); ct l’on se convaincra ainsi que Ja résultante sera de degré 

o
t
:
 

1
 

:} 

9 

e
l
s
 

+ 

C
R
I
 

: + 
: t , s pai rapport aux coefficients des équations < Pas os Der ss +9 respective ment. Par conséquent, comme fa résultante les contient tous, le degré “total de la résultante sera | 

free) 
“On aura ensuite le facteur C, en prenant le plus grand dénominatéur dont peuvent être affectées les fonctions w. Le dénominateur est tou- “jours une puissance de Ja résultante des 11 premières équations réduites à à Icurs plus hauts termes homogènes, que nous appellerons
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Ar. Or, comme la plus grande des sommes des exposants de ox sera 1, 
il s'ensuit qu'on aura, d’après le théorème de Schlæefi, 
ce Vo ea, 
et, par conséquent, oo 

(9. Rom m)o(nsysu).….o(mae..u,). | 
. D'ailleurs, en raïsonnant comme au 1, chap. II, deuxième partie, 
On prouvera que la résultante est isobarique et de poids # par rapport 
à chaque indice des ‘coefficients (a, b, c, … k, 1), Ainsi, de ce qui 
précède on déduira aisément le théorème qui suit: ot 

Étant données À équations homogènes entre À variables, Xi Yi. Y, 
telles que ' 

= D Goor...s CP! ar usvt, Pa PAloss8t 

= D br CP ye. uSvt 9 pgre..st TU ; 

% = com... se PUY"... usvt, 

.- D pps RPYEE ee uS0t, 
de degré respectivement a, b, e, … 1, dont nous désignerons le produit 
‘par 7, el dans lesquelles les indices des coefficients suivent la grandeur 
el l'ordre des exposants, leur résultante sera : 1° une fonclion homo- 
gene el de degré respectivement a°p'gt tp Par rapport aux coeffi-. 
Ts . . 7. 3 [À 1 4). cents des équations 94, ob, … on, el de degré x atphetetr 

Par rapport à leur ensemble ;. 2° isobarique et de poids r par rap- 
Port aux indices correspondants à une méme variable, qui servent avec 
les autres à caractériser les coefficients dans les diverses équations; 
3° isobarique et de poids par rapport à l'ensemble des indices. 

Il est bon encore de remarquer que la valeur numérique de la ré- 
Suléante ne change pas si l'on y change entre eux deux des indices des 
coefficients relatifs à deux des variables; c'est-à-dire si l’on change, 
par exemple, tous les indices p en get tous les indices g en p. En effet, 
cet échange revient à échanger entre elles deux des variables, par exem- 

#
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ple æety; ce qui ne peut pas altérer le nombre ni la valeur des so- lutions communes, ni non plus; par conséquent, la condition de leur coexistence. La même chose aura lieu si l'on échange entre eux les cocfficients de deux équations quelconques. Par conséquent, on pourra 
déduire d’un terme donné de la résultante (+) autres 
termes, qui auront, au signe près, le même coefficient. On peut-vé- rificr cela sur la résultante que nous avons donnée p. 139. 1 

, SI. 

Formation de Ia résultante au moyen des fonctions symétriques. 

t 

Comme nous avons fait observer dans le paragraphe précédent, en 
décomposant la résultante en une somme de facteurs symétriques de 
la forme &,, on pourra en calculer l'expression au moyen des cocffi- 
cients des équations proposées. Mais ce calcul sera encore bien pé- nible, et l’on ne‘pourra gagner quelque chose en suivant cette voie 
qu’en ayant recours à la méthode logarithmique de Lagrange, que .nous rappellerons ici bas. Cependant, avant de l'exposer, il sera bon de faire voir comment on peut obtenir facilement quelques termes. 

D'abord, un des termes de R sera évidemment 

-Aj Boo... (T1%:%3...2:). 
Mais le numérateur de TT... est ce que devient la résultante des —1 premières équations, après y avoir fait &=— 0. Soit À, cette ré- 
sultante, on aura | te ee 

\, abs DT ; 

et, par conséquent, ce terme deviendra 

… Poo...oAtze 
En appelant de Ja même manière A, A., etc, les résultantes des 
équations susdites pour ÿ—=0, z=0, etc, ct en observant que le : 
terme constant de @ fournit le terme A fl. on qu'on peut écrire par
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symétrie A4 los..0 lorsqu'on suppose les équations homogènes, on aura 
(1) Ron. 2 Lao. A+ lon Aer lrrge out Lo ao 
L'échange ensuite des lettres et des indices fera connaître une quan- 
tité d’autres termes. co L LL | 

Les termes,. maintenant, qui dépendent des fonctions Ex, Sy, … 
Zu seront aussi faciles à trouver ; car il suffira d'opérer sur Ay avec les symboles oo | 

Ep qr. Apr » Ep qi. Op ques …. Ep grs1 0 p gr 
en convenant de remplacer sous le signe E la lettre a par les 2—1 pre- 
mières lettres a, b, c, … k. Pour comprendre cela, il faut observer 
que l'équation finale en x des —1 premières équations peut être . 
considérée comme la résultante de ces }-—1 équations. En supposant 
pour un moment que la variable x se réduise à une constante, et que 
les coefficients des arguments formés avec les —1 variables restan- 
tes, lesquels seront des fonctions dé x, aient été désignés par de sim- 
ples leitres, il suffira, pour développer et ordonner la résultante par 

rapport à æ, de remplacer ces lettres par les fonctions qu'elles repré- 
sentent, en tenant compte successivement des lermes, à mésure qu'ils 
peuvent servir à former le même argument en æ dans la résultante: * 
Or, pour obtenir la puissance æ@be...k1 ji] suffira de conserver, dans 
chaque lettre qui entre dans un terme de la résultante, la puissance 
la plus haute de x, excepté dans une, où l'on prendra la puissancé im- 
médiatement inférieure { ce. qui. exigera simplement de remplacer le 
coefficient a y. PAT Qi gr. dont ‘est affectée une puissance de x 
inférieure d’une unité, ‘. . Le. LL DU es CL 

Par conséquent, en appelant (A), (As)-ys (A) les résultats 
respectifs de ces opérations, on aura les valeurs suivantes des termes 

4 s : l 3 

cn question : tr. 
. . pi fil di it ue 

Lo..oi L0...01-4 A (An) 
| pt ‘ tnt 

(2) : Lio... Loos À; - (A) 

Pi ti 
door le tt-1 Ai (A1)-ue
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Il sera encore aisé de voir que les termes dépendant des fonctions 

Tale do Cia Y DE, 2, etc 

fourniront dans Ja résultante les termes * 

° 

Pt di . ‘ Lo...o--1 Loo...ot y (Az)z es pi ei 
(3) | boot o..ot A (A) 

[ : 1 

‘00...0/—1 Lo..ot A. (Au , cn appelant 

(Az)es (A)us … (Au 

, 

A Ç . « ‘ LL | | L'arriinr Sap ans D natir. por. … D pains gr. 
sur les fonctions A5 Ays oo Âge 

: En joignant les termes (2) et (3) à ceux du second membre dé lé. quation (1), on aura déjà formé une partie dé la résultante. Si ensuite on échange‘danis les ternies deux à deux; sôit les indices, soit les let: tres, on connaîtra une plus grande quantité de termes. Mais si l’on continuait à suivre ce procédé, on S'apercevrait bientôt, par les calculs rebutants qu’entraînent les fonetions symétriques multiples, qu’il est presque impossible en pratique. 11 sera donc jiréférable d'employer la méthode logarithmique que Lâgrange avait déjà donnée pour le cas d'une variable, et qui réduit les calculs à ceux des fonctions symé- triques simples. Observons, à cet effet; que de l'équation (4) du para- graphe précédent on tire : 
log R=] log A;+ log o(x,1 ets) Hlog QÂTiYs.. nu.) 

: Développant chaque logarithme, on obtiendra  : 

log R—} log A,+- Coprs [ExPytr., us], 
OÙ Cygr…s désigne une certaiñc fonction des coefficients de or et la. quantité sous parenthèse une fonctiori Symétrique simple des solutions



184 THÉORIE GÉNÉRALE DE L'ÉLIMINATION. 
communes, qu'on pourra plus aisément calculer.‘ Alors, en posant 

TE EC. (Ex ya us], 
on aura la valeur de R par la série 

. r° 3 
Ra [ter EE) 

pourvu que l’on néglige, dans le développement des fonctions r, les 
termes dont le degré dépassera celui que doit avoir la résultante. 

S'IL. 

Méthode de Bezout. | . Los 

at CE 
\ 

Quoique cette méthode ait le défaut d'introduire des facteurs étran- 
gers dans la résultante, le principe sur lequel elle repose mérite de 
ne pas être oublié. Peut-être pourra-t-il un jour conduire à de meil. 
leurs résultats, comme l'a déjà fait M. Silvester pour Îc cas de trois 
équations. Dans cette méthode, on se propose d'obtenir, au moyen 
des équations données , un système d'équations tel, que leur nombre 
soit précisément égal au nombre des cocflicients arbitraires qu’elles * 
sont amenées à contenir. Alors on comprend qu’en éliminant ces 
coefficients arbitraires, on obtiendra la résultante que l'on cherchait, 

A cet effet, on multiplie chaque équation 9 par un polynome ®, à 
coefficients arbitraires tellement choisis que la somme des produits 
ainsi obtenus soit égale à zéro. Soit F cette somme, on aura | 
OR Page + Pope Depot + Do 0, 
Égalons à zéro les cocfficients de-tous les arguments de F, dont nous 
appellerons à le degré ; on obtiendra entre les coefficients arbitraires 
un nombre, r....: 

® nr ms 
d'équations linéaires. Lorsque l'élimination des coefficients arbitraires 
sompris dans ces N équations sera possible, les-équations proposées . 
ÿ admeltront évidemment une solution commune ; Car alors une équa-
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“tion quelconque fa Sera la conséquence des autres. Ainsi la résultante, : Où la condition de la coexistence des équations proposées, dépendra 
de la condition de la coexistence des équations N, c’est-à-dire de leur 
résultante, Tout se réduit donc à éliminer les variables d'un système d'équations linéaires données. Si le nombre des coefficients arbitraires qui figurent dans les N équations linéaires était égal au nombre de ces mêmes équations , la résultante en serait bientôt connuc. Mais il 
est généralement impossible d'égaliser ces deux nombres; ainsi, on 
ne peut se proposer que d’assigner la valeur la plus convenable au. 
degré d de F, pour que la différence entre ces deux nombres soit la 
moindre possible. 

. On pcut poser, d’après Bezout, 
OR a+ b+c+.. + (it), 
en appelant, comme avant, a, b, c, … les degrés des équations où 
Pb» Qer +++, Et leur nombre. Il est d’ailleurs assez naturel de prendre 
Jes degrés des fonctions &,, ®,, Pe, .… égaux respectivement à d— a, 
9—b, d—c, …, afin de donner aux produits Eo Je même degré. On s’assurera facilement que par cette valeur de à le nombre des cocffi- 
ficients arbitraires sera bien plus grand que celui des équations de 

. Condition, mais non inférieur; autrement, l'élimination serait im- 

Fe 

possible. Supposons, par exemple, }—4, Le raisonnement que nous 
faisons dans ce cas s'appliquera aisément à un cas quelconque. Le 
nombre des cocfficients arbitraires est, d’une part, la somme des ar- 
guments des fonctions ®, à savoir : 

res D(—a—9)(s— 41) (s— a), 
en posant, pour abréger, S—a+b+c+d, ct en faisant successive 

 menta=a, =b, =c, —=d; d'autre part, le nombre des équations 
de condition est égal au nombre des arguments de Ja fonction F, 
c’est-à-dire à 

1 
12: (s—2) (s—1).s; 5 

il s'agira de prouver que le premier nombre est plus grand que le 
second , ou que
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(a+b4-0—9) (a+5+01) (a+b+c) 

—+(a+b+d—2) (a+-b+d—1)(a+0+4) rise (a+5+0-+d— 
+(a+-c+d—2) (a+-c+d—1)(a+c+d) (a+b+c+d). 
++ d—2)(b+0+d—1) (64640) ne 

Or, quels que soiènt les termés littéraux qu'on choisisse dans les trois 
facteurs du second mexbre, par exemple, abd, bd, …, pour les mul- 
tiplier ensemble, il est. évident qu'ils se irouveront reproduits au’ 
moins une fois dans un des quatre produits formés par les combinai= 
sùns trois à trois des degrés a, b, €, d. Car, eï formant un terme du 
second membre, on ne fait que former une des combinaisons avec où 
sans répétition des quatre quantités a, b, e, d prises trois à trois, les- quelles se trouvent déjà toutes faites'dans le premicr membré. Mais il 
est évident que les combinaisons avec répétition se trouveront un plus’ 
‘grand nombre de fois dans le premier membre que dans le second ;: ainsi l'inégalité susdite aura bien cértainement lieu. _ 

: Les transformations suivantes confirméront dafantage ce que nous venons de dire. On à pour 2=4 : 

| à —a—2)(—a—t)(—d) 
ED) (—1)s + (52) Sa(a—1)+ (51) ra(o—9)+ vas), 
et pour }=5, L 

| (a) (—a—2)(5—a-1){5—0) | 
= (s—3)(s—2) (s—1)s-+(s—3) (s—2)Sa(a—1)+{523)(5-1)54 (a—2 . H(—2)(5—1) Sa (a—3)+Sa%(s—a){3(5—9) a}: Do 
d’où l’on voit qu'au delà de a, elc.—2, ou =3, les premiers mem bres seront toujours plus grands que les premiers termes des seconds (*),. 

() A. Cayley a généralisé cètte propriété, etila trouvé qu'en posant, pour äbréger, | SA at. e, : 
A=fsh-1, Es a;h1, C=xs [S— ai ajh-1, ete, 

on à. ' | 
A—D+C—D+E- ête.—0, 
B— C+D—Etete>0, 
C—D+HE— etc. …. 50, 
Det... . 50. 

9 
“
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On aura ainsi généralement 

. 1 
220$ 37 | 

fi ee _ 9 an — {s + À (s Ar 5)... .S (4) TES. mnt a À-+2)(s—a À+3).. (s— TD Tes D 

En supposant maintenant que la résultante des équations linéaires 
ait été, obtenue, il nous reste encore à vérifier si le degré de cette 

  

fonction sera au moins non inférieur au degré que doit avoir la ré 
sutante des équations proposées, à savoir : 

(ait): 
et à vérifier, par, conséquent, si la valeur de d'a été convenablement 
choisie. Or, le degrè de la résultante des équations linéaires étant égal 
à leur nombre, l’ inégalité qu'il s’agit de prouver se réduit à à telle: ti 

‘ (5—2+9)(8—24-5).. {s—1)s D et) 
C'est ce qui se rendra très-évident en mettant cette inégalité sous la 
forme suivante : . | | . 

{ D 21 (1 +0) — (LL aa) (bat +. a +) ]) >0, 
0. 

eten observant qu ’on a toujours Le. . 

a) (tar. NET J>(+ax). (141). 

Supposons donc que l'on ait adopté la valeur (3) de à . I y aura 
dans les : ee 

CES et 
12.3. P—1) 

équations un nombre de coefficients. inutiles indiqué par l'excès du 
premier membre de l” inégalité (5 5) sur le second. Soit E cet excès. Ces 
coefficients étant tout à fait arbitraires, on pourra s’en servir pour 
rendre le nombre des équations égal à celui des coefficients à élimi- 

_ ner, soit en les annulant, soit en les assujettissant à E équations de 
condition nouvelles et entièremént arbitraires. À l’aide de ces nou- 
“elles équations, qu’on établira en plus des premières N équations 
de condition, on pourra le plus souvent abréger les calculs, à cause 

N= 

de la symétrie des calculs; lesquels feront ressortir immédiatement
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les facteurs étrangers au résultat final de l'élimination. C ’est dans la 
recherche de ce facteur étranger, d'autant plus pénible que son degré 
sera plus grand, que consistent la difficulté et le défaut de la mé- 
thode. Afin de diminuer ce degré ou cet excès, il conviendra donc de 
prendre pour d le nombre le plus petit possible propre à satisfaire aux 
deux inégalités _- 

DE —é+2)0— 042). (0—a43 1) 6-1)0 +2) (070) 

| Pt DL 
en se rappelant que, d’après ce qui précède, la limite supérieure de 
ce nombre sera d—1-+1, : 

Ainsi, pour a—b=c—d=3, }—4, cette limite serait 9; epen- 
dant, en prenant 7, on trouve encore 

8.9.10 = 35-67 M0 5.97,   

Si l’on prenait, au contraire, 9—6, on aurait 

.8.9 mat5.6< 152 EL h.27, 

et, par conséquent, on ne pourrait rien obtenir. Dans le premier cas, 
le facteur étranger sera de degré 120—108— 12. 

Supposons encore a=b=c= d=2, On prendra d—4# au lieu de 
9—5, que donnerait la formule (3), et le facteur étranger se réduira | 

à n'être que du troisième degré. 

S1V.. 

Méthode de Sylvester, ‘ 

- Les quelques mots que nous allons donner sur cette méthode seront . 
assez compris, si l’on se rappelle ce que nous avons déjà écrit, au 
$ 1v, chap. II, deuxième partie, sur ce sujet. - | 

Cette méthode, comme on aura remarqué, a. à pour but de’ déduire
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des équations proposées des équations telles, que le nombre des argu- 
ments qui y figurent soit égal au nombre des équations ct au degré 
de la résultante. Alors, en traitant les arguments comme des varia- 
bles d’un système linéaire d'équations, on aura par leur élimination 
l'expression de la résultante sous forme de déterminant, | 

. A cct effet, on multiplie chaque équation ©, par un augmentatif 

æPyls". ot, (P+q+r+. Hd 0), 

et l’on forme autant de ces produits qu’il est nécessaire pour que le 
nombre des augmentatifs | 

NÉ aH1)(S—a+9).. (50-41) 
> 4.2.5...(a—1) ’ 

qui sera le nombre même des équations, devienne égal au nombre 
des arguments contenus dans une équation de degré à, ou 

(OHA)(5-+9)..(5-+a 4) 
12.5..0—1) 7 oo 

On voit immédiatement que cette méthode, sauf à remplacer les 
augmentatifs par des coefficients arbitraires, ressemble beaucoup à 
celle de Bezout. Mais elle a sur celle-ci l'avantage de pouvoir être ap- 

= pliquée plus aisément à Ja recherche de la résultante, en tirant parti 
des propriétés de la résultante elle-même, dont nous parlerons ensuite, 
ou de nouvelles équations que l’on peut déduire en combinant conve- 

. nablement les équations proposées. | 
Soient, par exemple, les équations 

PQ? + by? + ce Que + 2exy + frs + Ogru + Dhys + Qiyu + Qzu—0 
Qi ae? + by + c'e + d'a + 2e'xy + 0f'x:+ g'ru+ Oh ys+ 2 yu+ zu, QE VE dE d'u org + fase 2g'œu+2hys+ yu + Yxue, * 
PR + Den y pu + QN y + ON qu Ou, : 

) 

de second degré à quatre variables. 
D'après le théorème de Hess, qu'on trouvera démontré au chapi- 

tre TT, les dérivées partielles : 

oc AA d\. ds dm 
.d@ dy" d° du 

‘
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du déterminant | 
| de des . des . dé 

dæ " dy’  dz° | du 
| de, de ._ des dy - 

a dm? dy’ d' ‘du 

des dy ‘de, des 
io dm. dj" dz' du 

de, dos des dos 
: dm". dy" ds. du 

s'annulent en même temps que les équations proposées. Or, ces déri- 
vées sont de troisième degré par rapport aux variables, et de quatrième 
par rapport aux coefficients. En multipliant donc les proposées par 
les augmentatifs æ, y, z, u, on formera avec les dérivées un: système 
de 16-+4= 20 équations de troisième degré, qui comprendront pré- 
cisément #59 20 arguments. D ailleurs, là résultante qu ’on obtien- | 
dra en éliminant les arguments sera de degré 16-44. 4 324. 23, 
qui est celni de la résultante des équations proposées. 

. En désignant ainsi, en général, par! le sy mbole (abcd)le déterminant 

Dot Jia ed. 
‘a! bre", d', 
a w'. c! d' ‘ 

a un ce d"_. _ 

ceten posant. . 

a =(aefs) asc) sd a (4) 
as (aef)— (aegh)-H{abfg) à au ==(aeft)—(aceg) +-{afgh) 
_&=(adef)— —(aegl)+{afgh) a = (begl)—  (beff)+-(abik) 
RE (eh (behl)+ (cel) 7: = (bdeh)— (bghl)+-(bekt) LL 
= (achl)— (cefl)+-(efh) : … Ms (bofl)+(cehl) + (jh) 

! Ps (cdfh)+- RD +(egnt) a (adkl)— (dfgh)+ (deg) 
as=—(bdgl)+(dghk)}—(dek)) a, —— (af) +(cdgk)—(dghi) 

a (aehk)+(abfh)—(abgh)—(befg) 
: ds—=—(aecl)— (afhl)—(cefg)+(ahcg) 
ds (adel)+(agkl) +{(defg)—(adfh) | 
a (bcck) (celle) +(befh)—(bf ht) 
du (deh)+(bgkl)+(bdgh)—(bdKt)
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= (cdfh) —(cdgh) —(afhl}+-(cgkt) 
sta +(achl)+(abfl)—(acek) —(afh)+ 2(efqh) 

—=(adeh)+-(aghk)—aekl+-(ubdf) — —(abgl)+(fegk) 
—(acde)+(aghl)+(acgk) — (adfh)—(afll)+2(efgt) 
nr (bceg)+-(abhl)+{bfgh) + +-(abch)—9efhk 

“ay (begl)+(b{ghÿ— {bdef)— (abdh)— (abk:l)— 2(eght) 
as = (bg) — (bcde)—(baft}—(bghi) +-bfk1— {enr 
a =(abel)+(bofg)—(cefl:)—(acht) — (cehg)—2efhl 
dy=— (acdh)—(akcl)—(cdef)— (ceg1)…— —(cfgk)+ 2(fght) 
ay=(cghk)+-(begl) + + (cekl— (boaf)— (cdeh)}—2(fK1) 
an—(defh)+(degh)+(bdf, ÿ)— adhis— abdl + 2(egkl) 
dy —(acdh)+(adhk)+(deft}— (dceg)— (dght)+ 2{fgk1) 
a, =(dfhhs)—(4 dft)—(bcdg)—(cdek)—(deht) — 2(ghkh "À 
are l)—2(eft: DR) D ept3 (b{gl) 

+2h) 
la résultante s sera le déterminant qui suit, en a supposant que les places 
vides soient remplies par des Zéros: ‘ . * ? : 

  

  

mn À EE 8 nn 2 8 >» = #4 »S LL OE > 2» BRRER BR ERREUR À ht Y SE » Là 
a. 2%. 92f.9g bd. . ©! ce. | d . 2h 9% 91 a . 2e, 2, 9g D 5. €. . à . 9h 9} 9 « 99” of" 2g" L’ c! | d’ . 2% 9j" 9j” 
a” | . | 9e" af” 29" L" | , ° €” | d” | 97" og" 7” 

bd a: 2e 9%, 9% c d 9f 2g ‘ 2 v RC éd 9j b” ° ' a” : 9e” 97" 97" c“ ‘ : d” of” ‘ 2g" 97" 
v" . . a” . 9 e" 9h" 9 pe - c . . d" Q f" © 9g"” 9 L" 

c° CS 2f 9h 91: d 9e 97 2k €: .æ"- cb of au 9 À 4 9e 9g 2% k €’ a” . . b" . -9f" 9 l'! a d'’ : . d’ 96” | 9 g” 9%" 

ét di. D afro . go" og" gp" 
. d. a . . bd . c. 2g % 2 2e 9f 9h 

d a b e 9j 2 2e 9f 92h M . . d' : | D a”. ‘ . b? . : c” 24" 97.# 9j” 9g" of" op 
d” | | «” Lite v" : c 24" Of" op” 9ç" q f" op" 

Fa Gi un Gud0 Sy SA Lis Gre Car Uie Cas Go Mo Ass Css Les Us Us Us 
di À ie is Mur Ces Cas le y Jo io Mo As Ass des ‘Ass 24 sr Ass Us 
do y Ms Mis Os ie us ro ro Ge Dis Dis SAS As si Dis Lio Ass so 254 
Uy Dio Oas À Us Qis Dis Car se ss Us rs Vas Us Ds So so La Us sy  
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De là il est aisé de voir que la résultante sera une fonction linéaire 
de produits de huit déterminants formés par quatre colonnes quelcon- 
ques des coefficients des équations proposées, soumis pourtant à la loi 

“del équipollence. Un, par exemple, de ces produits sera un quelconque 
du produit 

243 20 94 as 

(abcd)* E7 243 ds 24% oi 
| 245  Gys y Lay  Ù ‘ 

ds. 20n 203 24, 

Soient encore, comme ‘exemple, les équations : . 

»Thy+ x 0 ,. = 0, y=b, ac. 
On trouvera que leur résultante peut se mettre sous la forme d’un dé- 
terminant, ainsi qu’il suit : 

a
z
:
 

=
 

  

| D 8% à + RU PR Re ee à à > 8 8 L S > 8 8 8 8 nn ‘à 8 S 8 à 4 _S$S 

. AA. nu. . 1 
1 14 . . + ee + … À 
…, À 4 - . | 
 … 14, 141 41 . . . 
1, 4, 4 . . 

EE 4 . . 
. . . . | 
CE a . À . . + 

R= . , .a 1 
+ . c b 4 . 
a  _… | 

a .  .. 1 . 
bi 14 0.1 . ee 
D A A1 
os st ee + À 4. 

| Ce. + + + 4. 4e 1 :,     
en sous-entendant que les places vides soient comblées par des Zéros. 

Les produits marqués dessus servent à à vérifier la provenance des élé- 
-ments du déterminant,



CHAPITRE IX. 

: PROPRIÉTÉS DE LA RÉSULTANTE. 

PREMIER THÉORÈME. {ant données À équations homogènes entre À 
variables x, y, z, ... v, Ut 

| ÿa = Yang æPytz"...vt, 

Ÿe = para Ye 0, 

o ?e = Dopan say, .V!, 

pi > any. Ut, 

de degré a,b,c, 1 respectivement, leur résultante R satis fera que 

A(A +1) . . . _ 2 équations aux dérivées partielles de la forme 

  

. Q | QU dR (2) Dar name DT dan 
| Q dR . . a | 

+ CauOpgirsnst + FT —duhar. 1— 0. 

Oryap,gr…. élant le coefficient de « dans l'accroissement que reçoit le coef- 
ficient a,gr….s lorsqu'on change dans les équations proposées x en 
x+-eÿ, el xy désignant une quelconque des combinaisons que l’on peut 
faire deux à deux des À variables.  \ 

Posons, en effet, z=—x"+ey dans les équations susdites ; elles se 
transformeront dans les suivantes .: 

- — | Le , . . 

| Pa D Apgn D PYT" en 0t, : 

= Bon cl æ Py".. vi . 

(3) . D Chgru TUE. Ut, 

es + 

P = pan. 4% Pyfzr, . .U!,
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A, B, C,... L étant des fonctions des mêmes coefficients, de la forme 

A= Gr. +80 ang. Let pq tetes 
B= bogriies 7 À pars M pan mere. 

|: = gr. 1+a bg. er pan. es 
où à gr à nn. e. ns 
désignent en général le les nt de e dans. des expressions des 
nouveaux coefficients! - 5 ° 

La résultante R, qui était par hypothse représentée par la fonction 

(4) 

4 à 

Fa, KLE n bpar “0 Gras. tÉan 4) | fe 
deviendra | 

(Anar. Ba. " Coq, 0 Loir...) 
et sera, par constquent, de ia forme : M A 

RHONE LORE + 

où l'on a en pe pour. le coefficient 4 de €” 

         
    

        

(1) (5) Ver + pig Sr £ pq . 

du) 25 FAR 'opgr ae: Ds SP 
et nee ra gr en général (241) gr. 

| Supposons maintenant que le système (rs vas Zoo ) de valeurs 
particulières attribuées aux variables æ, Ys &, «+. © soit propre à véri- 
fier les équations (), On aura dans cette e hypothèse 
(6) : FU R=0. 
Mais le système (xx eye, Yes Chi oe v)s sera encore” “propre à vérifier 
les équations transformées (3): et, par conséquent, on aura encore 

R+OURe-ROUR 6° +. =0, 
où bien, en vertu de r l'équation (6), : 

OREIR 2 0; 
et, comme la quantité e est 1 queonques il faudra que 
@ L ARE 0. :
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Ainsi, [a résultante R devra satisfaire à l'équation aux dérivées par- tielles fournie par le second membre de l'équation (5) égalée à zéro. Si l'on avait changé y en y+ez, on aurait ohfenu une autre équation aux dérivées partielles, laquelle, ne différant de la première que por l'échange des deux premiers indices dans les cogfficients x, ce qui (voir page 180) n'altère pas la résultante, N'offrirait aucune équation nou- Ê ‘ velle de condition différente de celles que fournirait la première équa- tion aux dérivées partielles, que nous avons déjà considérée. Ainsi, le nombre des équations aux dérivées partielles indépendantes sera égal au nombre des combinaisons des à variables deux à deux, c’est. 

à \ A (+1 E L à-dire à 201) Lio 

. DEUXIÈME TnéorÈue, Les arguments formés'avec les solutions com- munes Sont praporlionnels aux dérivées de la résultante prises par rapport aux coefficients respectifs de ces arguments dans une méme équation, c'est-à-dire qu'en appelant Xp Ye. y les salutions com munes, on a ° | 
| so MU rt 1 eo tenpootertues dR EE dR . PYe U Pga te GR (S) Ty ÿ apr. apres FU 0 

Posons, pour abréger, a,,..,—", au =. Il est clair qu'en pourra donner à a et à «' les accraissements da, dat, sans que IS æ, y, 3, +. v cessent d'être des solutions communes de l'équation ge 0, pourvu qu'on les assujettisse.à Ja condition » . ' 

(9) da aPyIaT. ut APTE NO. à 
Alors la résultante formée avec les nouveaux coefficients continuera de s’annuler, et if faudra que 4 , : . . vi ins 

‘ Fe CS RL Ro nee si at x A, —— , | (10) aa Tam Pit 
De ces deux équations (9) et(10) an tire évidemment la proposition “énoncée. Cette démonstration très-simple est due à M. She, Remarque. Lorsque les fonctions Ga %) etc., sont les dérivées de de 

dx” dy? 
elc., d'une même fonction ©, et qu'elles s’annulent, les ar- 

guments de la fonction 9 sont proportionnels aux dérivées de Ja ré
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| sultante prises par rapport aux coefficients correspondant à à ces argu-, 
ments. En effet, dans notre hypothèse, la fonction o devra: encore 
s’annuler, et, par conséquent, les deux équations (9) et (10) conti- 
nuant dans ce cas à subsister, la proportion (8), qui en est la consér 

, Quence, aura encore lieu. trs 
TROISIÈME THÉORÈME. si dans l'équation proposée on soma les 

variables par des fonctions lomogènes d'a autres variables x Li YrZo ee Y 
définies par les équations 

(at, (e' ya"), | 

an (usheys), 
v—=h(x'y'z rar. 0"), 

- de sorte que les équations proposées devienrient respectivement 

(12). d,—=0, P,—0, ?—0, Do, 
en appelant R' la résultante de ces équations et R celle des équations 

(13) i=0, ÿ—=0, ÿ=0, .… YO, 
on aura .: h F0 | 

(14) _ " R'ERR",. 

relr élant des exposants à déterminer dans chaque cas s particulier. 
* Pour le démontrer, nous. poserons d'abord un. lemme qui, bien 

qu'évident par lui-même, | mérite cependant quelques instants d’ at- 
tention. 

LEUME. Si les équations proposées (1) ont ou n'ont pas une solution 
commune, elles continueront à l'avoir ou à ne pas l'avoir, quelque 
transformation que l’on opère sur les variables. 

En effet, étant donné un système de valeurs 

D, Us 
on pourra toujours trouver un autre système de valeurs 

ay, ne 

par lequel les équations (11) seront satisfaites. Puis donc que ces va- 
leurs x'y'#.. reproduisent les anciennes æ, Y 5; elles seront évi-
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demment dés solutions ou non des équations transformées, suivant 
que les x, y, x, .… seront ou non des solutions des équations primi- 
tives (1). II faut cependant observer que lorsque les équations (11) 
ne sont pas linéaires, il y aura un nombre déterminé & de systèmes 
de valeurs æ, y, 2!, .. qui reproduisent le système unique æ, y, x, … 
Alors, en appelant s le nombre des solutions communes aux équa- 
tions (1), celui des solutions communes aux équations transformées 
(12) sera os.. Li D 

De ce qui précède il suit que les équations primitives © et les 
transformées ® auront en même temps des solutions communes: ce 
qui ne peut pas avoir lieu sans que leurs résultantes respectives R et 
R' s'évanouissent simultanément. On aura donc R'=P.R, P dési- 
gnant un facteur à déterminer. D'autre part, les équations transfor- 
mées ® et les équations : , : 

‘ 

d,—=0, Yi—0, … U=0 

pourront être aussi satisfaites simultanément par les valeurs +’, Y 
z, .…., distinctes de zéro; car il suffira de trouver les solutions com- 
munes au système (1) pour que les æ soient aussi nécessairement sa- 
tisfaites. On aura ainsi R'—Q.R, Q étant un autre facteur à déter- 
miner. Or, des déux équations R'—PR, —QR on déduit évidemment 
que | oo 

R'=MR.R. 
Observons maintenant que M doit être une fonction de R et de R 

seulement; car, si elle contenait d'autres fonctions des coefficients ? 
et ÿ différentes de R et de R, on pourrait s’en servir pour annuler R', 
sans que R ct Æ s’évanouissent; ainsi les transformées auraient des 
solutions communes, tandis que, comme R et R ne s’annulent pas, 
elles ne devraient pas en avoir. D'ailleurs, R’ est une fonction homo- 
gène par rapport aux coefficients de © et de &; donc R' ne pourra 
être que de la forme 

“ 

R'=RE, 

r ct r étant des exposants qu’on peut déterminer comme il suit.
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- Les équations trättsformées contiennent inéairémiont Ves anciens 

coefficients d, db, c, ::2 L des équations 2 ét aü dégréa, b, &, .,. | régs pectivement les coeffiticrits dus éqüätions d d dé sübstitätibn que noûs Supposerons de mêmé depté égal à #. Par orséquent, la fésultänté R’ des équations transtatrées, qui sta. de degré : 

= feet) , 

contiendra les coefficients a, 6, Cou au degré »'et le éoéllcienis 

de substitation a dégté pie. our 
ais les féiétiois ñ R sont déjà dé dégré” . 

es “+ +5 + +} D - 

! 

donc on aura  . D te Mi: 
rep, T=7, 

ct enfin no LL 

G5)"  neni ss ‘ 
| Mais dans lc cas ‘général que nous considérons, il arrive “quelque 
chose de plus. Nous avons vu que si les équations (11) de substitu- tion. admettent c solutions, les transformées des fonctions Par, PE 
Fes .. en admettaient c, lorsque cellès-ci ont une solution, c'est- 
à- dire si —0Ô. Si donc on appelle T le dernier terme de l’une des 
équations transformées 

x 

UE Vi ° 

Pos Pos Por Po Do ti ! TS il y aura o fonctions de la série . _ , CE ‘ ° ‘ ; de. dR'. ER R', “a dt a? tes 

nor core NE 

qui s ‘évanouiront en s'nême iemps que R, et Séulement quand Rs’ s'an- 
hule. Ces onctions contieñdront. donc une puissance de R en facteur, 
et l' autre facteur pourra dtre composé des coefficients des équations 
proposées, mélés à ceux de’là substitution. | 

Supposons, par exemple, que dans les équations 
| az +by==6, : 
te TT .cë + dy =0, . Li 

;
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on fasse la substitution : 

æ=hÿ + mu mo ; 

ya tinun ot, 

il y aura alors deux fonctions de la série qui s'évanouiront, et l’on 
aura pour un des deux systèmes 

== (ad) [in l'n) (li etil) (mi —mn)], 

a —=(adbc) nine) 2(e1+-dl'){in'—l'n)].: 

En général, on verra facilement que ;:pour des fonctions à deux 
variables, le nombre de ces fonctions qui reproduiront une puissance 
de la résultante est n, n désignant le degié à céminun dés équations 
dé substitution: : + 44: + vi at, on 

Remarque. Lotsqüe les équätions d # sôtit linéäités, dé là fine 

au æ'+b'à" Los +, Me lbt, 4 

y dx + L'yÿ + C' +: 24 Per, 
(16) serbe +4 lo" 

BOOUS R n  u n à e , 

’ dE YA +, 

- où Auià © n EE D 

(27) "Rest, 

do 4 ‘a: rs € ... l". too . rc 

aû): 50 cn), 

On peut facilement vérifier l'équation (17). Si, en effet, dans les équa- 
tions transformées nous remplaçons les variables Ty Us By des V° par 
leurs valeurs déduites des équations (16), il faudra retrouver, pour 
la résultante des nouvelles équations transformées, la fonction R. «0 
d’ après le théorème ci-dessus, cette résultante, en boshnt M
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ds ds ds 
da? da’ ” . dani 

COR 
S=g| 0 "0 

dS  dS |4s 
FTA FT 9° ai sou 

sera SR, Mais, d’ 2près. une propriété connue de la théorie des dé- 
terminants, on a s'=À Donc la nouvelle résultante sera . 

É sr R= = SUSRER, 
ce qu'il fallait démontrer. CC | 

QuATRIÈME THÉORÈME, Étant données des fonctions homogènes déf- 
ntes comme au premier théorème, la résultante des équations 

Se "oa+b! g+ c De. + l'on, 

Pa deut L'o + C'o te l'on, 
(19) ‘ =4 “Parent e" Pete. + er 

= ae, +8 ce .. Bon 

est égale à la résultanteR mullipliée par une puissance du déterminant 
a b''e' l' 

a & " L' 
(20) : L 

a po) cn | ID 

ES) a c 

* En effet, on peut supposer que les équations (19) soient le résultat 
de la substitution de Fo 

| On æ' =Qur Jp, Ego VE gr | 
dans les équations dun ou
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Pi=a't+ d'y He's +. 
n= ai + dy + CH, 

PB a + y a+. se. 

et alors, d’ après la formule (17), 0 on aura aR= S". æ, S étant le dé- 

que les équations D sont linéaires par rapport aux coefficients de sube 
stitution, c’est-à-dire par. rapport aux coefficients des équations o ct 
des éléments du déterminant (20). Par conséquent, r doit être égal à 
l'unité, et les éléments indiqués entreront dans la résultante au même 
degré que les cocfficients des équations ©, c'est-à-dire au degré 

a(° +° + + ï)+ Mais S est déjà de degré ; donc 

COS ft t), 

Soit maintenant + une fonction de À variables x, y, z, … v et de 
degré m, qui est transformée dans une autre & par une substitution 
de la forme (16), on démontrera aisément ce théorème : | 

CINQUIÈME THÉORÈME. La résultante des équations. 

+ d® _,  d® do on. db . 9 ep, gp... de 
(23) : ‘ | = 0 . ag = 0 a 0. … a 0 

est égale à celle des équations 

: Ut de de: : do: . de 

2 dm — y — = , = (24) dx 0, 0, d= 0, . do 0 

mullipliée par la puissance m(m—1}1 du déterminant de la substi- 
tulion. La Lt ur 

SIxIÈME THÉORÈME. Lorsqu'une fonction est le produit de plusieurs 
autres fonctions en nombre moindre que celur des variables, son dis- 
criminant s'annule. | | . 

Soit, par exemple, une fonction da, y 5)=U(f, f, f”, ……), où 
® peut être une fonction non homogène d’autres fonctions homogènes 
ff, f'de æ, y, =, …, sans contenir cependant aucun terme linéaire. 
Le discriminant sera la résultante des équations. Dot DE 

/



202 THÉORIE GÉNÉRALE DE L'ÉLIMINATION. 
dé df dy df., dhdf" de _.dydf à} df LÉ f’ 4: 

de af ds af de af ds te 0, 
de _ dy df ,daf | dydf. (25) dy af @ af ag ap dy te 0 
de: df'df : dy'df , dy df" 

. ' 
. nl 

sou Lie 

0. À 
9 an 

à di; (26). ee Teù 

äüront lieu. Mais celles-ci, étant en nombre moindre qüe les variables . 
” qü'élles contiennent, pourront toujours être’salisfaites, indépendam- 
ment des valeurs attribuées aux coefficients, et, par conséquent, la 
résultante des équations (25) devra s’annuler identiquement, / 

SEPTIÈME TNÉORÈME. La Tésulianie des éqtüalions 

abuse) hietqursy=n 
(27 Lo CACHE 3; 5) + hi(pt+ qy+.. = 0... a 

=0, Qi, ÿ, 35 a) hi(px + qu +) 
os sos ee à 

par rapport aux facteurs h,, h,; .…, st aù plus de degré égal au 
degré de la résultante par rappôrt aux coefficients de l'équation là 
moïns élevée. ane | 

En effet, au moyen d'une variable auxiliaire, le système (27) peut 
être remplacé par le suivant. _ : 

(28) : Pal, ÿ, 2, .….)+hisw—0, : 
UT) que, ÿi 8, :..)+hstüt=0, 

4 . 
. Le 

. Posons, comme avant, x— abe...l, le degré de la résultänte séra 
3° etc., par rapport aux coefficients des fonctions Pas et aux coef- 

ficients h;s?; etc. Soient maintenant &, «, B,.... les exposants de : 
S, R4S*, Rs, …, respectivement dans un terme de la résultañtes à
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cäusé dé l’équipollence relative à l'indice corresporidant à la variable 
4, eten remarquant qüe ces iidicés sôtit respectivement a, b, c; …; 
ôn aura : oo cire D os 

co!" ko Gb +... : oi 

Si a est le plus petit des degrés, il vieñdra +. 

: (HP ty aaeks 
d'où. . —— oo Dr Le 

es RH 

1ji ti 

UIMIÈME THÉORÈME. Formons, avec les variables x, Yi Zs . un 
«nombre l' d'arguments p, q, .… du méme degré®, el imaginons que l'on 
ait formé avec l variables &, v,&, un second système de |’ équations 
de degré a',b’, c’, .…, dont les coofficients seront ainsi déterminés. — 

. Substétuons les premiers l' arguments dans les nouvelles équations à la 
place des variables &, », &, ...; on obtiendra l' fonctions de nouveaux . 
arguments, qui seront respectivement de degré da’, db',\ êc, ….; nom- 
bres qui par hypothèse ñe dépasséront pas Îe plus grañd des dégrés 
a, b, ©, ... des équations proposées. Mulliplions ces l’ fonctions par 
des arguments formés avec les variables x, Yo (unité comprise), 
dé telle sôrte que celles-i deviennent de méme degré qué l’ deë équülions 
proposées (1), n'ümporle lesquelles, que noûs appellerons les «, 6,7, 
Prenons les dérivées de la résultante R pr rapport aux éoefficiènts des 
équations a, B, 73 :…, tellement choisis que, en ayant égard à leur in: 
dice, tls représentent les coefficients correspondant aux argumenis des 
lfonctions nouvellement proposées, ce seront ce dérivées qu'on prendra 
pour coefficients des arguments en E, », &: 1. du second système, en les 
supposant toutefois mullipliées par les nombres des combinaisons re- 
latifs à ces arguments. Soit R' la résultante dés l’ équations ainsi 6b- 
tenues après l'élimination des variables E, v,t, .; En posant 

1 1 4 1. .z'= a"b'e".., rfi), .. 

on aura R' divisible par R°—*, à désighänt par hypothèse le plus petit 
des degrés a, h, cd. Du Cheur ton .
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‘En elet, en supposant le premier système (1) satisfait, les dérivées 

de R sont proportionnelles aux “arguments correspondant aux coeffi- 
cients par rapport auxquels on a différentié. Par conséquent, les équa- 
tions du second système pourront se mettre sous la forme 

(30) (pE qe... l'(pEH qu), cor 
et seront évidemment satisfaites, si l’on à seulement p£+qv+..—0; 
ce qui prouve que la résultante R’ doit s’évanouir d'elle-même, et 
contenir, par conséquent, en facteur une puissance de R. Pour la trou- 
ver, observons qu'un coefficient c quelconque des équations propo- 
sées, qui entrerait dans R au degré P; figurera aussi au degré p dans 
les nouvelles équations (30), excepté dans une, où il n’entrera qu’au” 
degré p—1. Par conséquent, la résultante R°, qui est de degré o par 
rapport à l'ensemble des coefficients du second système, lorsqu'on 
suppose ceux-ci linéaires, contiendra le coefficient c à la puissance . 
ps'—kp, en appelant k le produit des degrés des autres J'—1 équations 

? 
ñ où il entre au degré p..Or, la plus grande valeur dek étant, la plus 

petite de ps —hp sera pls—) , et par conséquent, on est certain que 

tous les coefficients entreront au moins à la puissance ple—©) dans 
R'. Le même théorème a lieu lorsqu'on remplace le système (1) par 
une seule fonction b et la résultante par son discriminant. Dans ce cas, 
le second système sera encore remplacé par les dérivées d’une seule 
fonction. oo [ 

- Soit, par exemple, la fonction Loue 
(1) an 3br y 80m + dy 0, 
dont le discriminant est oo 

(82) : R=— (ado) 4(bd—c'\{acb), | . 
la nouvelle fonction . : 

dRys : dR d °dR GS météo Lu 
aura pour discriminant R—16R?.
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NeuvIÈME TuéoRÈME. Le déterminant formé avec nn dérivées équi- 
distantes de la résuliante R prises par rapport aux coefficients d'une 
même équation est divisible par R°-*, Il sera identiquement nul, si n 
est plus grand du degré de R par rapport aux coefficients d'une quel- 
conque des équations proposées. —. 

Soit ofx, y, 2, .) cette équation de.degré a. Pour y représenter 
convenablement les cocflicients ‘équidistants, adoptons pour un in- 
stant la notation [&+n, +0, 7x ….] formée par deux groupes 
de nombres entiers et positifs a B,y,.….etn, 0, y, …., assujettis à 
Ja condition 

aa tft 0ty ty... 

En faisant varier les nombres «, B, y, .… du premier groupe, on 
aura une suite de n éléments, et puis, en faisant varier le second, on 
obtiendra une série de nn coefficients. 

= Posons, comme avant, r—abe. ct représentons par o(1), o(2), 
q(r), les valeurs de o correspondant a aux # solutions des équations 
proposées, on aura. 

  

  

R=q(1)(2)...9(r). 
Alors une quelconque des dérivées de R, que l'on considère, sera 

COL at 
Resp (eg api. HEtas + Fe h | 

ou bien =R{p,X a paXstetpeXat, 

en posant = X= xp 

Selon que l'où fera varier le groupe «, B,+, .… ou le groupe n, 8, 
x, X se changera en Y,Z, .…., etpenq,r, … Supposons ensuite, 

pour abréger, n—3 et appelons A le déterminant susdit, on aura 
| | , 

SpX ZSpY Epz Pi Gi Ti | Xi Yi i 

AZR°| 3QX gY SgZ |=R|...... resses 
‘ XrX XrY ‘ ZrZ Ù | rte: tte
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. Qu bien, ‘d'après un principe. connu de la théorie des déterminants : 
CU opel Xa Ye 2 
"0 : AZRE Cp 5 D 1 |X NR 7 dos ou : Pe : ge 1 el. Ye 

où le signe X s'étend à toutes les cnbirons. abe que l’on peut former avec les indices 1,9: 3,., 7. Or, le déterminant EX pagire à pour dénominateur commun p(a)g(b )e(c); donc, pour rendre entière la fonction sous le signe Z;'il suffit de la multiplier par R, et, par con- séquent, A sera divisible par R°, et en général par R'-1, 
On aura, par exemple, par les équations (9 ), p. 137, 

dR AR: AR : 
ou LC & ® % : 

CS dR dR ‘aR ne (84) 1 : | df !, PTS ' d.d [= qR « 

dR dR dam Lu Us 
de dd de 

q désignant une fonction. entière dés coefficients, sit ar 
Les quatre théorèmes précédents sont dus à M. Schlofi, 
DixièME TÉoRËME, La résuliante de! équations homogènes à l'va- riables de degré m est la somme de produits tsobariques et de poids m! par rapport à chaque série d'indices qu'on oblient en multipliant en- semble. ml! déterminants. quelconques formés respectivement par | co- lonnes de cocfficients choisies arbitrairement parmi celles que présentent les équations, en les supposant rangées lune’ au-dessous de l'autre terme à lerme. 

| 
Prenons en efèt, pour plus de simplicité, les rois fonctions | 

: _ Le e=ÿa Gare, | 
(85) © ei. 2 ar T'Y, mu 5: - 5 - =, para, 

et supposons-[es. toutes de degré m. En vertu du premier théorème général, la résultante sera de degré 3m° et de poids 3m° par rapport à l ensemble des indicgs. Considérons maintenant un déterminant quel-
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conque formé par trais colonnes de coefficients, chaisies arbitraire 

ment parmi celles que présentent les coefficients des équations », 4, 

8, rangées terme à.terme l’une sous l’autre, tel que : 

: Ang r ° Ap' gr! ° Apr 

(36) sd bars Dyrgrur s “Dr, q"rt ! |* ‘ s 

Cor» pars 7 Cprgrirn || 

On pourra former autant de ces déterminants qu’ ay a de combi- 

naisons possibles trois à à trois de {+1 bts) quantités; etil est évie 

dent que tous les termes fournis par Te développement de chaque 
déterminant seront du même poids. re 

Parmi ces déterminants, choisissons-en à volonté m°, et multi- 
plions-les ensemble, de sorte cependant que le produit soit de poids 
m° par rapport à chaque indice P, q, r. La somme de fous ces produits 

sera bien une fonction qui satisferä au premier théorème; mais elle 
satisfera encore au sixième, çar le déterminant correspondant fourni 
par les fonctions transformées d,W,0 serait 

a aps. + bp.a + pars a ay 4 ed bprgetc' Cp, 0! Apt gr D bpreqirrtC prog, 
aapar+b" bp +0 Cpigrs gap ae EE" bp gt 0" Cprigtet à pit gent b" Dpt gititt LC Cp grrr, 
aapart+bbparté pars "ap'ar0 bp gr Cp gr, Q° ape bb gi Cp gr, 

t 
égal, comme on sait, au produit des deux déterminants : 

11 a b C . pq , Age , . Aprgtr" , 

abc" boars bpqur bprgrprs 
ON : _ a"b"e Cars pars » Cprgr 

D'ailleurs, le déterminant (36), quel qu ‘il soit, doit bien figurer dans 
la résultante, car, en supposant nuls tous les autres coefficients, ex- 

“cepté les (36), la résultante doit se réduire, dans ce.cas, en une 
- fonction de ce déterminant. '. | 

: Ainsi, la résultante sera évidemment une fonction linéaire et iso-. 
barique de produits des déterminants de la forme (36). Les fonc- 
tions R, données p. 139 et 191, en sont un exemple. 

OxzÈME TnÉoRÈME, Étant données À équations homogènes entre À
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vartables x, Yr2, «+. V définies comme au premier théorème , le déter- 
minant | PUus cs 

De9a Dour D9a5 . D,9a 

. De, Dig, Do, 7, ee. D, 
(37) Do. Déte DiPer: De 

Do, D, , Dig … Do . 
ainsi que ses dérivées par rapport aux diverses variables Xi Yo ce V, 
S'évanouiront en méme lemps que les équations proposées pour les va- 
leurs des variables, qui leur satisfont simullanément. 

En effet, on a | 

: | age” YD pu + Dpt, (38) cr Dao y Dupo+.. Dig mp: 

aD,g+ Doit. HD gg, 
: En admettant que (x, y, .… v) soit un système de solutions com- 

munes, les seconds membres seront nuls, et alors, pour que les pre- 
miers membres puissent subsister pour des valeurs des variables di- 
stinctes de zéro, il faut, d’ après un principe connu, que le déterminant 
(37) soit nul (*). | : 

On tire maintenant des équations (38), en appelnt A le’ détermi- 
nant Ge eten posant 

dA ‘ : Dear etc. 03, a elc. : org = Qre etc., 

: AZ m { PQ + aQ. best PQ, l hr 
ya M | Ga yat mot + + CHER 

vA= m{ PaQua + oo + ++o0. 
: Différentions la première de ces équations par rapport à æ,y, .. », 

et observons qu’ ona 
oi 

D;% rot DO. + Dig0, IA, . | | 
Di9aQ Z a+ DipO. it + DipO, 1 0 (pour k= UPETRE ve. 

(39) 

‘) Cette première partie du théorème aurait, encore lieu, en . Supposant inégaux fes degrés des équations. . .
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il viendra . _ 

ds NT 
x Bt inf Os Er Oro+e ag Oui) 

(40) | ‘ am=enfrr target. + eut) 

+ dA d 20 LT =n{s a Oua-p ut pro xl x). 

Chacune des autres équations (39) donnera licu à un système d’é- 
quations de la forme (40). Or, il est. évident que, pour un système 
(x, y, x, v) de solutions communes, “les seconds membres (40) dispa- 
raissent; il en sera donc de même pour les dérivées de A qui figurent 
dans les premiers membres. Ce théorème peut être quelquefois utile 

| pour trouver la résultante. Soient, par exemple, les équations , 
4 

‘eat + d + cr? + dys + eùs À eg, 
ÿ=a'x PH + ca d'yshe "xs + f'ay, 
O0" + D" ÿ+cs+d ys+ és + ay. 

Dans ce cas, les dérivées du déterminant ci-dessus sont de même 
degré q uc les ro posées, et sont, par consé uent, de la forme P q 

Aa + D CG 2 Dys + Eas Fay, 
che AD BY Ca D'yst L'art Fay, 
0, A"x rw + C3 Dur + Let Fay 

Alors, en considérant æ; 5 “ , %, y5; æ, ay comme des i inconnues, 
on a . 

abedef abc de f 
a'b'e'd'eff| ‘la le d'e [' 

R … a b' c' d' e"f" : a’ L'e n d' €" LE | 

“JABCDEF | | ABC Dos |’ 
AGDE F.| | A'p'c'op D 9p' 
A"B'C"D” "TT" . - A"B'C"20'20. D. _ 

| | 14
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- car 

Aa). Le =(abe)— 7 A'=={ade)—(acf), 
 B=(abd)+ + (bep), =, B'—(bde)+-(bef), 

. C=—(acd)+-(cef), | (De) M C'=—3(cde), 
D=abc+(def), = =2{[(bc/)+(bde)], , D'—9f(bce)—(caf)], 

F
 BAL acr)+ (ad), E—(abc)+-9(def)], E"—9{(cef)+(acd)], 

2), F'=2{(abd)+(bef)], F'=-H{abc)+-2{def); 
d’où 

D=E'=F, E=94, D—9p", D'=20". 
Ut 1 FE", F F2", F2. 

‘ Notons, en passant, que le déterminant R peut se mettre sous Ja 
forme 2 2. 

(abc). (abd) (abe) (abf) pe | 0 (acc) (ace) (acf) 

        

nl © DE OF |. |.B, DE Fr 
Ce D',E FO |..| B D E' pr 
€ D" Ex pe" | | p D' E° F' 

‘0: .(bcd) (bce) (bcf) | | (aef): (bef) (cef) (def) 
AD. EF || A BC D | 

Flan ne pl à p C' D’ 
ATOD" Ep | {ea mp ©. 

(adf) (bdf) (caf) 0 |” | (ade) (bde) ‘{cde) 0 
AB CG El |A Rp 'c'r 

CO Hag € TT à p € 
A B" © E"| |‘ pp © p 

par lequel la résultante des équations proposées est mise sous Ja 
forme de six déterminants quartenaires, dont chaque élément est de 
troisième ordre par rapport aux coefficients. 

Douzièue TRÉORÈME, Soient t, td, r. . 101) les derniers termes 
des équations (1 ) dans la supposition v=1. Ces équations admettront | 
> solutions communes, si parmi une quelconque des suites P q
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° dR d’'R dR 
R, dt? | dE * | 4° ces 

R °dR d'R ŒR . 
, de"? de= “ds”? .…… 

Ga) un, M, n° an” PT dit? o, ds? ..…s 

“e ... ._ 

cn OM RER 
7 dé RIT pa ver 

, 

ily a p fonctions qui s'annulent. _ 

Posons, en effet, : cc 

Pa Pi (t, ÿ,..v, a, D, 0, 4 
== (2,7, 0, a, De, dl, (49) î ? 3 (X,Y ; ' }, 

Pa (a, y... v, a0-n, Den, nl, 

et substituons pour un moment à ce système le suivant : 

21 ce, 

0, (43) ” 
a—0. 

Si la résultante des équations (42) était de la forme 

R=F(a,d,e,..t; d,0,c,..8; ann, por 1), 

celle R' des équations (43) serait | 

R=F(a, b,c, ….t—w; a,0,c,..….c: aû-s), Dan, La) ; 

ou, par le théorème de Taylor, 

’ ‘ dR 4 dR (44) R=R—yo+; mo — +. 

Par conséquent, pour chaque racine w de l'équation 

LR | 14R, : (45) . 0= RÉ TS GO +, 

‘ Je système des équations (43) admettra une solution. Si donc p fonc- 
tions parmi les suivantes : 

R dR  dR dPR  drHiR 
, dt? din? c. du? ‘apr s.
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- s’évanouissent, l'équation (45) aura p solutions w—0. Dans ce cas, 
‘ le système des équations (43) où l'équivalent (42) admettront pareil. 

* - lement p solutions. communes... [ no . 
On parviendrait à des conséquences semblables si, au lieu du sy 

stème (43), on avait considéré un quelconque des suivants : | 

P1=0 | | 0,=0 Ou. . pa 0 | 

Ps 0 Pa 0 E 220 |. 
o3=0 |, Po |, +. Loos: 

j 
A0. [ao Po . Put, : : 

De là on est naturellement conduit au théorème ‘énoncé, qui com- 
prend celui que Lagrange avait. donné pour. le-cas.de deux équa- 
tions, et que nous avons cité page 84... |



NOTES. 

.NOTE 1. 

Démonstration d une for mule donnée à & la page 3. 
? : 

“Pour démontrer la formule (1), page 5, il faut d’ abord observer que quant 
à la forme on a bien. . 

2: De = (Dares gi gs 4m, 
sous les conditions (15) ; car si cela est vrai pour un indice égal à à #, cela aura 
encore lieu pour un indice égal à n+1, En effet, comme on a Dyn+te = Dy.Dyne, 
on déduit de l'équation précédente que, si l'on diérentie [Dro]r, P et F5 aug- 

mentent d'une unité, et que si l' on différentie a, on obtient yo" Ty), 
d’où la somme k;+ki+: restera encore la même. Par conséquent, la première 
des équations (15) sera vérifiée, et l’autre aussi; car on a encore | 

‘ nH= EH. (Hit) (RE). nn 

Ensuite les cocfMicients se détermineront aisément en prenant pour st y). une 
fonction particulière, par exemple la 

| Eater... 
La formule (19) renferme beaucoup d’autres formules données par Laplace 

et par Schlümilch. : 

  

NOTE 2, 

Sur une formule de Borchurdt. 

M. Borcharde | a présenté à à l'Académio de Berlin (8 mars 185 5) une formule 
très-remarquable pour calculer les fonctions symétriques, qu’il appelle fonc- 
tion génératrice, et que, faute de l'avoir connue plus tôt, je ne puis mainte- 
nant qu indiquer. Elle est connue implicitement dans l'équation 

D Éd à 27 2 tom) (l—2,)(4, = ({n—an) Q'UTAE .h)dt dt,” *dtn Fe) A) fo)? 
où fo désigne une équation de degré n, dont les racines sont «,, &,, … an; et
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Ft ls, fn) le produit de toutes les différences des quantités Las las tn, que lon considère comme des variables, Il est sous-entendn que le signe x, qui figure dans le premier membre, s'élend à toutes les permutations que l'on 
peut faire dans les racines &,,œ,, an. Si maintenant on développe les deux : membres suivant les puissances descendantes de £,,1,, … ln, et si l’on compare : les coefficients des mêmes arguments en 4, {,, ..{», on aura dans le premier membre une fonction symétrique quelconque ZaPiaP:.,.onPn, dont Ja valeur en fouction des coefficients de l'équation proposée /{t) sera fournie par le coefficient correspondant du même argument dans le second membre. 
Exemple, Posons f{()=1+ bt+ 0, LT, L=y, a 0, æ=8. On aura | 

A4 et at 
Ga) age) 
  

1 f Lu ess onf1 À =itre#(e +5) +8 (E+f]# ete , 

AM) À ht oiengre pre 
el it dt, dt, Ru) deviendra, toute réduction faite, 

par Saybfetghee sit Fo ._* nn, A —. + bz+ 6) (y + by+c) | om, 
En développant cette expression suivant les puissances descendantes de %,ÿ, On aura, par la comparaison des arguments avec ceux de la série ci-des- sus, les valcürs de toutes les fonctions syméiriqués que l'on peut former avec es racines d'une équation de second degré. ‘ os 
M. Betti a généralisé cette formule de Borchardt pour le cas d'un nombre : ‘quelconque d'équations algébriques à plusieurs variables (Annali di Matema- ‘ 4 : . ie tu 1 tica, Rome, 1858). " 

v 

NOTE 3. 

Sur un théorème de Cayley; relatif aux fonctions symétriques. 

Pour ne laisser rien-ignorer de ce qu'on a trouvé relativement aux fonc- 
tions symétriques, il sera encore bon de mentionner un beau théorème que 
M. Caÿley a donné dans les Phil. Trans., 1857, Appelons x,,,, … %m les ra. | 
cines de l'équation not te or ot tt . Le | EM Q EME a, mm am 0, 

et Supposons que l’on veuille exprimer la combinaison (terme littéral) des : 
- éocfficiénts, par exemple : 1." ue | D 

a Pat. am aim=(S x, )(Sr,r,): . (Ex,x, … ïm)!
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en fonction des fonctions symétriques des racines, ce qui n'exige que le dé- 
Yeloppement du second membre, ou bien, vice versé, une fonction symétrique 
des racines en fonction des combinaisons des cocfficients a,, Ass ee. Amy ON AUTA , 
ce théorème : | | | 

Le coefficient (numérique) d'une combinaison P des coefficients dans la fonction 
symétrique Q est égal au cocfiicient de la combinaison À des coefficients dans la fonc- 
ion symétrique P ; vice VERSA, le cocflicient d’une fonction symétrique P dans la 
combinaison Q est égal au coefficient de la fonction symétrique À dans la combi- 
naison P. | CC | 

Exemple. Soit m—6, et appelons «, 8, 9, … les racines ; on aura 

Zn. daa,a, +. 

Zap. 4a,a, +. 

ai ASE EU 

aa, = + 1852811... 

© En so fondant sur cette propriété, bien propre à abréger les calculs, M. Cayley 
a pu former des tableaux de toutes les expressions des fonctions symétriques 
cn fonction des cocfficients, et vice versa pour les dix premicrs degrés, 

  

NOTE 4. 

Sur le développement d'une fonction à plusieurs variables, suivant les puissances 
ascendantes de ces variables et de leurs produits. | 

Il n'existe jusqu’à présent, à nolre connaissance, aucune méthode générale 
pour ce genre de développements. Aussi, nous espérons que celle que nous 
allons exposer sera bien accueillie, tant pour sa simplicité que pour la facilité 
de son emploi. Pour mieux fixer les idées, supposons pour le moment qu'il ne 
s'agisse que d’une fonction à trois variables. Désignons toujours le cocfficient 
d'un argument æPy9zr par apgr, Ct soit | 

(1) Ft) —e{ FH Goo + Toro + Qoot5 + Arc 2 + Goto*-+ Agos5? | 
‘ + GroTY Hot: + TouY3 + 5007 He . 

la fonction qu'il s’agit de développer. Ce que nous nous proposons, c'est de 
trouver le coefficient en général Aron de l'argument æryezt dans le développe- 
ment de F. | | 

Désignons, à cet effet, par le symbole (P, Q, R}' une fonction entière et ho- 
mogène de degré à par rapport aux coefficients isobarique et de poids respec-
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tiv ement P,Q,R par rapport aux indices P;q To c'est-à- dire une fonction telle que l'on ait cubes ut. . Lo, 

k, . R, 
. . . es : “‘h, cri rats D e) ‘ 7" (P,Q, RE Cahigu, à Qp.qurs Opigsr, apQurse LE ! ‘ à 

sous les conditions 7. 
(5) . n hotte i, | A 

. F Polto-tPih, +ph+p, h+=P, 
Toto + hit quhetqshst =, 
Polotrihitrhtrht. .=R, 

(4) 

GC étant un coefficient numérique variable d'un terme à l'autre, qu'on déter- minera par la suite. . 
Le coefficient cherché sera de la forme 

o f Ares), 4-8" (P, 0, R4-5"(alP, 4 | HeP+eH{a)(P, Q, RE+EH, 

- Pour démontrer cette formule, ohservons qu ‘à laide de la série de Maclau- . rin, on a, à un coefficient numérique près, ‘ 

D (6) oi Are (DatD,RDA)F }, y, 20. 
Or, il est bien évident qu'à mesure que lon différentie, on introduit dans lè résultat un coefficient de plus. Ainsi, chaque dérivée de l'ordre à dans Aron devra étre accompagnée d’une fonction entière ct homogène de degré à, D'ail-. Icurs, changeons dans la fonction % les variables- T, Y, %, respectivement en ke, kg, Es; alors le terme 

tn rar Lot, ‘ ‘ ct Lt ge 
. . Ange yes R 

du développement de F se changera en 

(7) | | . ‘ | . ‘ | , PRRIR Arqnæryezn, 

Mais le changement indiqué des variables dans ÿ revient à celui des cocffi- cients apgr en Gpgrhbkatr. Effectuons donc ce même changement dans la pre- mière expression de Aron; le résultat devra concorder avec (7). Or, cela ne pourra évidemment avoir lieu à moins que les conditions (4) soient Salisfaites. ‘Ainsi, fa forme (3} est bien justifiée. Il reste à trouver les coefficients numé- riques. Pour cela, supposons quel on ait en particulier ' : 

‘F= PR cod Gui + Boni A2007° + dou ao? +. 7 

il viendra, à l'aide d’une formule connue, 

F=n DE ai, (Goo Aorot + Goouz) CS F2} +505 Ho TY To on C) né)° | CA) °, ‘ Fh) ; 
….
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où l'on a #(3==1.2.5...i, et où chaque parenthèse du numérateur comprend 
successivement des fonctions partielles complètes de degré 1,9, 5, 4, cte. Dé- 
veloppons par la méme formule chacune de ces parenthèses, on aura 

b, b, b, b, bs be 
Anton !  Taooo20To0 110101 Er De Dante eu Vtt tn pan, De Ia ( a.) (83) FM b (ATK) )TT(b s)T(be) 

I est à noter maintenant que, grâce à la décomposition que nous avons faite 
de la fonction donnée, chaque cocfficient qui se trouve sous un des signes = ne 
se rencontrera plus dans les autres. Par conséquent, on voit immédiatement 
que, quel que soit le terme que l’on considère, un cocflicientquelconque apgr n’y 
entrera qu'en apportant avec lui en diviseur une factorielle (1), si L est l'ex- 
posant dont il y sera affecté. Ainsi donc les coefficients numériques cherchés 
seront pour chaque terine l'unité divisée par ‘le produit des factorielles' 

le, ct n(he), °T(R,), LA 

cn admettant que h,, h,,h,.... soient les exposants qui figurent dans ce terme. 
En résumant ce qui vient d’être dit, on conclut que le coefficient demandé 

sera fourni par J'équation (5), pourvu que l’on désigne maintenant, sous les 
mêmes conditions (3) ct (4), par le symbole (P, Q, Rji, Ja fonction 

h. , k, 

DE Gpaqr paqars 
nier. 

, 

En général, soil à développer lé fonction 

F=o)=e Zapqr «xPyizriot, 

‘Le cocfficient xr ye 28... WT, dans le développement de F, sera: i: 

‘ =r+Q+ HT ‘ Pie io 
Aron. m2 (o)(P, Q,R ee Th, ne ° UT ‘ 

(P, Q, R,., T}i désignant une fonction entière ct homogène de degré i, par rapport 
aux coefficients (ap,qr,...t), isobarique et de poids respectivement P,Q,R,..Tpar 
rapport aux indices-(p}, (q), {r}, (b, telle enfin que pour chaque terme le cocfji- 
cient {ap.ar,….t)l qui y entre soit divisé par le produit 1,9,5,... 1; ct eti) (a) repré- 
sentant la dérivée ième de la fonction réduite à son premier terme a. 

Exemples, Supposons qu’il n’y ait que deux Yariables, et remplaçons le 
-premier indice par un indice placé en haut de la lettre précédente, elle don- 
nera, par exemple, pour les coefficients de ea æy*, dans le développement 
de la fonction 9 (4) : | ° 

g(a)a"+e" (a) fra dat] 
‘. E . ’ 1 T° , 3 . +éofésas Era  
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Pa a a] Le . 

2,4 
ete + fe 

L + [0 Ou, e a area da, æ, @ + teur] 

4e [Enr La + (Es EC Chou 

  

  

TES Thai e tee l 
(a}'a,(a}®  (aaa . . 

Fe + [EE PERTE 435 j’ 
+ev0) qu. 

  

Soit à à trouver dans le cas de trois variables le coefficient de S'Y3, on aura 

Angle Ga 9” (a) [autos Boitiers" D . 
400€ 011 

+e" [As + nn 904 

A 90 Toro Too Ha) ES 

  

NOTE 5. 

Sur un théorème de Betti. 

Soient | 

(1) Qa=0, ‘ gs—0, ©s—=0, to... _n=0, | 

2x équations à x inconnues Las Tes ve M, ÀC degré respectivement Mis Mas ve MD 
La résultante sera, par rapport à une quelconque des variables, de degré 
PM Mas. M Désignons par | 

Gus ss sy vec Lis 
é : to CITE Less … Bed y ‘ a cr ee Ah ° ee + 

See ess Css... Un, 

les e systèmes de solutions communes aux équations (1). On aura ce héorème : 
Une fonction rationnelle et entière de degré quelconque d'un seul des s ystèmes @) 

est équivalente à une fonction rationnelle ct entière des quantilés du méme système, 
“qui contient un seul terme de degré Mimi, cd tous les autres à un 
degré inférieur. te cc 

Soit / cette fonction, et désignons par file. Le les valeurs qu elle prend lors- 
qu’on y substitue respectivement les ? systèmes de solutions (2). |
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Prenons une fonction 4 Ÿ rationnelle et entière des variables Las, COM- 

posée de 8. termes, et par conséquent de p coefficients indéterminés, 

(5) | ‘ P=kothrethrs+. “+ Km. nt+.. … 

Déterminons kk.ki. de manière que les e équations | 

| hate nat e Tr h | : P.9 ‘ ce & het he tete ane 
jeu : . Pope ne 

| Roth Kio kids ques die 

soient satisfaites! Afin que celles-ci puissent subsister simultanément, il est 

nécessaire et il suffit que le déterminant tooot . 

| - PS ‘pq t 
‘ 4, Gagne es see Dutige se yde ee 

pq tt 
D= y Gus yes oo Aeiase sonde o « D 

- . e . è ° . . , *. 

pag t 
| À, Gus Goss ce Tuque he e 

“soit nul. | | 

Posons maintenant . Le, | oo. 

der du du 
‘dm dr, ‘‘* an’ 

“A=|, dr! dr, jdn’, 

da, dd, . da. 
: dr, L 5 dr,’ Te ° ” 

et désignons par 4,, 4, … 4, les valeurs respectives do 4, lorsqu'on y rem- 

place successivemént les variables par les ? ? systèmes (2), on pourra donner à à 
D la forme qui suit : . . . , 

‘ ‘ pag ! 
+ ju ‘ D'uute ou 

s a A pie 

P gq t 

- 5 2 gta eh 
D—4,4,...4, A DE 

Se, Va, DE …. 3 2 % .. mt 

Or, en | vertu du théorème de Jacobi (page 150), et en observant que le
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‘degré de à est mi mt. + m2, les éléments de la première ligne de ce dé- | terminant sont tous nuls, si les termes de à ÿ sont de degré <Cm,-+m,+. M ; 
par conséquent, le déterminant D sera, dans ce cas, encore nul. Donc, afin _ qu'il ne s’annule pas, ct que les équations (4) puissent cocxister, il faudra que % comprenne au moins un terme-de degré m cmt. “mx, Cette 
condition sera bien suffisante; car si Ÿ contient un seul terme de degré " Meme tmx, et si malgré cela Ds “annule, les numérateurs des valeurs 

‘e 

| communes, il viendra 

2 

des inconnues s ’annuleront aussi, et les équations (4). rentreront les unes dans les autres, et l’on pourra ainsi prendre $ avec un terme de moins. 
Donc on peut déterminer une fonction ÿ qui prenne les valeurs flfe,.. lorsqu’au lieu des’ variables on substitue les solutions communes (2). Or, ilest . évident que Î—% s'annulera aussi pour les ç systèmes (2); mais ce sera une fonction Sy. zygétique de 64, 0, où, ct l'on aura ‘ 

. = Que Quest Quex +. 

Si maintenant nous remplaçons les’ variables” par un système de solutions 
=. . | fai 1 *1 

et, par conséquent, il sera toujours possible de former une fonction telle que - le veut le théorème énoncé. ‘Remarquons, en passant, que l’on pourra prendre évidemment pour # une fonction qui conticnne tous les termes que l'on peut former avec des puissances de LM, de rm, … de Ti Tm,dontle nombre. sera précisément mms... Mae 
Il est facile de se rendre compte de co tiorème lorsquo MEME MEN. Ea effet, en metlant les équdtions t) sous la forme _- F 

CACALES arm Hat aanm+E = 
tant FAT HE,—= 0 

OR ss se ts . 

EME OT, man E0 

où EE... E sont des fonctions au plus de degré im—1, on voit qu'on peut tirer les valeurs de x, tn, ot, en fonctiôn linéaire de E,, E,, ….H, ct les ex- .Primer par conséquent en à fonctions de degré m—1 seulement. 11 en sera de. même évidemment pour des puissances supérieures à m, D'ailleurs, le terme le plus haut TRAIT ML, A1 sera bien Punique. 
Ce théorème nous amène naturellement à cet'autre. 
Une fonction quelconque rationnelle d'un seul système de. solutions communcs est équivalente à me fonction rationnelle et entière des quantités de ce syslème, el ne con: tient qu'un seul terme de degré m,+m,+..-+max, les autres élant tous inférieurs, 

lequel découle naturellement du Précédent, en ayant seulement égard au lemme suivant. * ‘"° " . 

. Loue, Une fonction rationnelle el entière o des gi derniers systèmes ( @) est” équivalente à à une fonction rationnelle el entière du premier système.
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NOTES. 921” 
Soit en effet R(xi)— 0 l'équation finale en x qui résulte de l'élimination 

. des variables æ,,ri-s,mip1,...2n des équations (1). Les racines de cette équation 

R(xi) 
  - seront Fab Usjp vos Cgie 
i— dit 

Or, en considérant pour le moment w comme une fonction des quan tilés at, 
“sie. Gi, ON Sait, par un théorème connu, qu’on pourra la réduire à être une 

fonction rationnelle et entière des coefficients de _— 

opération pour tontes les valeurs de à, © dcviendre une fonction rationnello 

. En répétant la même 

. €t entière des quantités du premier système. 
Il sera encore facile de prouver, à l'aide de la dernière formule du ‘para- 

graphe uni, chapitre Il, deuxième partie, que ‘ 
Toute fonction rationnelle des quantités des systèmes (2) est équivalente à une 

fonction rationnelle a entière de degré p d'une seule ( de ces quantités. 
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