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" PREFACE.

L g bTE TRALACER e TTAEN SRR IR TP

L'analyse, soit algébrique, soit infinitésimale »-a fait depuis
une soixantaine d’années de notables progrés. Grice au génie des
Cauchy, des Gauss et des Jacobi, ces savants qu'on peut regarder,
pendant ce laps de temps, comme, les triumvirs de la science ;
grdee aux travaux mémorables d’autres illustres géométres, dont
les noms sont bien connus, nous-possédons actuellement beau-
coup plhs de moyens de vaincre les diverses difficultés . analyti-
ques, que les mathématiques n’en présentaient au temps d’Euler
et de Bernoulli. Cependant 1'enscignement est loin d’étre A la
hauteur de la science; ¢’est It un défaut qui a été maintes fois
s_fgna]é par des juges compétents et haut placés. Ainsi, il est &
croire que I'on attendra, bien longtemps encore avant que les
belles théories des déterminants, des invariants, des fonctions el-
liptiques, etc., viennent reculer les limites entre lesquelles oscil-
lent depuis un demi-sidcle les_prdgmmmesvdes cours classiques.
Si, d’une part, il faut attribuer ce retard & l'accueil trés-réservé
qu’on fait généralement aux sciences, on doit aussi, de I'autre, en
imputer la cause au mangque d’ouvrages qui, en traitant métho-
diquement les matiéres, ‘ouvrent une voie sire et facile A leur
étude, et préparent, pour ainsi dire, la rédaction des program-
mes. On se plaint avec raison que les découvertes analytiques,
qui forment ordinairement T'apanage de quelques hommes privi-
1égiés, ne soient pas mises a I portée du plus grand nombre des
intelligences; car. il ost évident qu'en économisant de la sorte
les forces de Yesprit, on en garderait en réserve une plus grande
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quantité, lesquelles, appliquées & leur tour 3 Ia conquéte d’'au-
tres vérités, augmenterajent dés & présent la somme des con-
naissances humaines, Dfﬁi'lfél_n's;:en r'épahdant la science, on en ol
ouvre le champ & un plus grand nombre de recherches, et, par
suite, on T'oblige plus facilement & révéler ses secrets. Mais les
grands géométres, sollicitds par Thonneur qui est attaché au
progrés de la science en lui-méme, sont plus soucieux de décou-
vrir que de populariser des théorémes. Il arrive, en outre, qu’ils
les enfouissent dans les Jjournaux scientifiques ou dans Jes re-
eueils des Académies, que les! jeunts dtadiarits m’ont'souvent nj
16 témps; ni 165 inoysns dg cotisultor: C¢ sevait done une ceuvre
utile que de coordotiner sotis un' seil Dboint dé viie tout ce qui se
vapiporte & une théorie, afin d'évitér aux géornotros 1a peine'de
chiereliéi et'de lire beaucoups dé mémoves, gy gy courir 16 tisqic
d'eritiiejji'endre'd_es travaux qui ont 6t déji dchevés pdr d'autres
avec sticeds. a i "
© M par cos considérations, j'ai conigt le projet de pblier sije.
cessivement; sous forme de thaités, les diverses théories matle.
matigiies b sont ak:_hjellé'rhént‘:tséqz Avancées pour donner licu
A des corpsde doctrine séparés. T‘el'éétI’inrage"éurI:iiThéé'ﬁé'
de Vélimiiiation, que je présente et que je récdmrﬁande’ aujourr-
d’hui & Pindulgence du public'savant. : el
La théoric de Télimindtion esi ti'és”-im}por'l':m'te, car elle con-
stitiie; pour ainsi ‘dive; Panaljse méme. En offet, tonte question
danalyse peut étré mise sous I formie A’y probléme' résoudre.
On obtient alors des éyuittions enive: certaines quantités, dong
les unes sont les données, et/ les durires los: inconnués’ du pro-
bléme. Lo but do Panalyse est ehisuite d’extrairé de cos ¢quations
les  valeurs 'dés?in'comiues, ou, ‘en'd'autres mots; d éliminer les
quantités quc 1’on ddopte comme ‘incoinues: Seloh la nature ét
le nionibie des équations, ces valeurs pouriont s'obténiy pat des
expressions’ finies ou hon, - par des: formules d’approximation
plus ou moins rapides, en'nombre égal oy supéricur i ’Céltii"dCs_
 inconinues. : -
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Dans le présent traité, nous supposcrons que les équations
données sont algébriques ; cas auquel tous les autres peuvent
se ramener dans les limites d’une approximation fisée d’a-
vance. R T "':

L'ouvrage est divisé en trois partics : dans i premiére, je
traite de I'élimination entre deux équations i une variable; dans
la seconde, de I'élimination entre trois ¢quations & deux varia~
bles; dans la troisiéme, de I'élimination entre un' pombre quel-
conque d’'équations & plusieurs variables. J'ai tiché de f‘donr‘lcv
assez d’extension aux maliéres, pour qw’on puisse plus facile-
ment les comprendre, sans trop augmenter le volume de I'ou-
vrage. Ainsi;-dans I'espoir de micux fixer les jdos ilu:lectepl',
en le faisant marcher graduellement du pavticuliep au générnl,
et persuadé quiil vaut ‘mieux se répéter qu’étre moins clair,
Jai préféré traiter préalablement, dans la deusiéme partie
ce qui,  lu vérité, aurait pu se concentrep dans la troisiéme,

sans que l'ouvrage\‘fﬁti moins. (,:or‘n’p]etl.,\ Comme 'jé ne vise qu'a
P'avantage des autres, je ne me soucie pas de fairc.rema.rqucx"le
pea qu’il peat y avoir du mien dans cet ouvrages-ma thése de
1856 et les Annales de Tortolini pourront, ap\lg‘cs,bin,ﬂ,le faire
connaitre. Je me crois en devoir plutét d’assurer le lecteur qu'il
trouvera réuni consciencieusement ici tout ce qui pourry I’inté}
resser, ct toul ce qu'on a écrit de micux sur. ce sujet jusqu'a
'année présente. Plus d’'un mémoire, que je pourrais citer, au~
rait pu étre épargné ou mieux rédigé, si 'on avait plus t8t connu
les ressources dont I'analyse pouvait déja disposer !

Puisse ce travail, malgré ses nombreuses impcrfcitions; ren-
contrer la faveur du p;;bli(i, et témoigner du moins, & défaut de
mieux, ma bonne volonté de lui éire utile. Vauraj acquis alors
la plus précieuse récompense de mes efforts, et le plus noble
encouragement & poursuivre le hut que je me suis proposé.

———
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PREMIERE PARTIE.
 THEORIE DE L’ELIMINATION ENTRE DEUX EQUATIONS.

e

- CHAPITRE L

SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES DES RACINES ET SUR LEURS PROPRIETES,

Soit I'équation
(09 e aox”"-f-a,.'z”'"‘—‘l-'aﬂx'"‘?-h. -» +ar=0,
‘dont nous désignérons pa-r-va'z,', a:z, o les‘rqc‘ines._ ‘
Une fonction donnée des racines est appelée symétrique, lorsqu'elle
reste la méme, quelque ¢change que I’on opére entre les racines, On
congoit facilement que si cette fonction estzgnrtiére, elle pourra tou-
jours étre décomposée en une somme d’autres fonctions symétriques

plus simples, qui seront toutes de la forme

(2) ¥ == E“l_p“aq“ar,“ll-:'v. .

le signe = s’étendant & toutes les combinaisons 7 & I 'des indices 1,

2,3..., m, et ! désignant le nombre des racities qui figurent dans

chaque terme. - e 11 a2 1T ' /LR B
Lorsque la fonction ¢ ne contient qu’une seule racine dans chaque

terme, Cest-~dire ‘lorsqu’on 2 o=Xa, clle p»rend le nom de somme

des puissances semblables des racines, et on Iy désigne par le sym-
bole s,. - : g
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Comme nous allons voir, ces fonctions, qui jouent un grand rdle
dans P'analyse algébrique, sont doucdes de propriétés remarquables. .

" PrEMIERE PROPRIETE. Les sémmes des puiséances semblables des
racines s ‘expriment en fonclion entiére des cocfficients.

On a en effet, pour une somme quelconque s,, les deux formules .
suivantes, dont la seconde est due & Waring :

ay a 0 0...0

Tiik e hiie, tilal 0. .0

1\p| 3‘13 as a, ao...O

(3) " sp—“(;o:) a o' o o o o.. ;'.". . ."‘- o o e .‘- 3

(P —1)0,,_1 Ap—2 dp_3  Gpy---Qo

paP § ap—l : ap—2 ap_3. . .Q£
(A== ) R -

® fraat (’"a';) 2 T g S0 0 Ol

ot (A) et (p-—2,—1) expriment, pour abréger, les produits 1.2.3...2
et 1.2.3...(p—A—1); A, Ageredy, Ctant d'ailleurs des nombres en-
tiers assujettis & vérifier les deux équations de condition ,.
(5) XO""'AI +A2+1‘3+esvlm=l7o
(6) AA+20 30 i+l =p.

La premiére formule se déduit'en tirant les valeurs de s, des e~
latlous connues entre les sommes s et les coeff‘cnents, & savoir :

aos,—i—l al__O
| aosn+a,sl+2a,_—0
‘ N
(7) . “as +a,sg+a,s,+3a3_0 ()

o\ s+ a,sp_1+a:.sp_2+ .+pa,=0,
qu’on’ trouve en comparant les coefficients’ d'une méme puissanéé de

1} De ces mémes équations on tire la valeur d'un coeflicient exprimé en fonction des
sommes s. On aura, en effet, i

Sy 1 0 0 0 0
! S s ‘2 el 0...0
1.2.3...dai= Sy ss R 3 (O e T
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 dans les dérivées de I équation X =0, considérée comme fonction
des coefficients, ou comme fonctlon des racines. Dans le premler
cas, on a »

(8) I\_maox'"“+(m—1)a, ", .+a,,,_,_.0

dans le second,

Bleggiial Y ke

T—dy  T—ay  T—ay L=t

A e

Pour démontrer la formu]e de Waring, nous remarquerons que
la (9) donne ' '

X’ s
"—"'+ +s .. +3Lp+‘+

d’ott il résulte que sp est le coefficient de 5:—1_1 dqns le”d'évglpppement

de la fonction

aa
X' m 1 a|+2" (D‘+ —+m
YRS e "

suivant les puissances"ascendantes' de ~. En posant —;.y, la série de

Taylor nous fournira pour ce coefﬁcnent levpressxon ‘

(11) ”_(P 5= 2108 (@ +ayg J+a,J+ )

Or, d’aprés un théoréme que nous avons inséré dans les Annales de
Tortolini, 1855, cette dérivée se calcule aisément, Ltant donnce, en
eﬂ'et une fonction quelconque ¢ de la mnablq  liée avec une autre
par une équation de la forme

T=9(),
la dérivée niéme Q’ordre quelconque de la fonction ¢ exprimée en
fonction de la nouvelle variable y sera fournie par I’ (quatlon

12) Do =(n) (z)l (y )A(_)f» ( o )kn
(12) 1, - 2. kymly k.. —Ln[Dp?]a 1.2/ \1.23/ ""\1.23.4.0/ °*
ot le signe = s’étend & toutes les valeurs entitres et positives de

C Dk By R, k) qui vérifient les équations
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| op=ky A ks k- -k,
( n_/.,, +2]»>+3Iw-—;—. b1 +ull"'
=l désignant, en général, le produit 1.2.3...1.
Dans le cas actuel, on a. o=logx:
v(y)—ao+au+ Gyt 4.,

et en général [Dx‘J?]:—(__J_)”r(g),.‘ ('—"{-—5)1=a\

a, 1.2.3

3)

II'n’y aura donc qu’a faire convenablement ces subsutullom dans
la formule (12)'et & la multiplier par (—1 I‘(p)) , pour retrouver la
formule (4). : ikt

DEuxiEME Pnopnlf;n}::.v La fonction qzie)conqgle' 9 peut s'exprimer en
fonction des sommes s, '

Pour cela, ohservons qu'oq'av évidemment

1= Zey?,
quaP=>:a,Pa.,‘l+ Zobta, .
d’olt (lll) U pa==Za Payd =5pSg—Sp1 03
s Ea,”an’l—x‘]m”aﬂa-'—}—za,7""’42"+2a,”ac fis

d’oll . :2“1’?“20“3 =$,Za,Pa, —Eaipf’“e.‘_zaip%q—”?
et, au moyen de la ‘vpremié‘re, e A
(15) ‘P”=z“1p“°q“'r— Sp5¢5r—SpgS" S SgSp— 2“"p-!-q+r;
o=Salalala, s S Padot 3, o o T P 4 f S pa,qa ""‘,
qui, par.la pr«.cedente deviendra £l j
(1 6) qg_spsqs,s, (s,,_l.,)s,s,+sp+,s s,—|—spT,sqs,) b’ :

+2 (sp+q+r31+sp+r+15q+- ) =(s p+qsr+t+5p+r 9q+} - SpriSgtr)s

—1.2.35,, 00 '

. De méme, 1
(TR0 ; 95éZa,"az‘?a{a}_a;"—:spsqs,s,sb—_Esp;,_g',s,s,s,., '
' 228504088,
+~$p-g-q5r+ts: e

L
i

—‘1 2 31#3[,_*.7_'_’_*_[8”,

—2x “sp-t-qsr+l+ly,
+ 1 i 3 &‘ ‘“sp+()+)‘+l+l"
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en admettant que le signe = s'Stende & tous les produits que 'on peut
obtenir en combinant ensemble, 242, 33 3, etc., les lettres P q,
r, 4, v qui figurent dans les indices. - . il

En général, on obtiendra =
’ Qo= = 1::'“"7:,__ N = =
(18) = }_‘a,_' @' g0 -'—s‘,}a“‘ SR Gl o ol

O R E, W1 gt
-—“}“.‘ocl = L eapy

it

\‘ﬁ =1 -7
e b o7 & ceelX)
oty 2 l—1 9

gt I bt 1) i AL B TR o :
. 1. *3 =1+

- -4 2SR - 10
> 1 2 {—1 :

d’ott il suit qu'en supposant connue la fonction

4 [ K S T T ;
A ?1_,——2&, (220" 1R .a1_|"

le second membre de I’équation prééédeulp scra déterminé ; car il
n’y aura qu'a changer les indices =, Ty ey respectivement, en
Ty mywy m g, pour calculer tous les termes qu’il con-
tient. Par la méme raison, la détermination de 9,_‘, dépendra de Pi—2s
celle de ga,_,' de ¢;_s, etc. Il suflfira done de cb_imaitpc les premiéres
fonctions o, P24 P30 Pgs 05, GUE TOUS AVO
en conclure toutes 'les autres.

ns données ci-dessus, pour

‘De ces simples considérations et de Iinspection de cas particuliers
donnés, on peut déduire une formule propre a fournir Pexpression
de ¢ en fonction des sommes des puissances semblables des racines.

Appelons 2y, %y, Xy... ), les sommes de g, k, k... exposants
quelconques pris parmi les 7, Ta.... 7, Sous la condition

(19) gFhtb4- i =1,
et désignons par ' 3 ’

p P
g

D T VRNON

la somme de tous les produits qu'e I'on aura en combinant dans les
indices 2, My Bgoood; tous lesg; b, k... ¢ exposants choisis g 3 g,

hah, Ik ak, etk., parmi les exposants (z).
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. Il est clair que ¢ sera le résultat de I'addition de 'pareilles sommes
multipliées chacune par certains coefficients numériques;
D’ailleurs, on aura pour chaque terme .
(20) b et o =m e g
car si l'on change les racines « en pz, il faudra que chaque terme
du second membre gagne le facteur pmi+=i-71; dont s trouvera mal-
tiplié le premier, ce qui ne pourra pas arriver a moins de la condition
posée ci-dessus.
1l nous reste seulement a trouver les coefficients. A cet effet j ] "ob-
serve que, d aprés (18), si py_, est le coefficient de
$z14-rate. . .5 dans la fonction op, ,
celui de terme semblable = ‘
Szpd-myts..ms dans la fonction P15
sera ‘ —(—1) gy
Ce terme est le seul qui ait gagné un exposant A l'indice ; les: autres
auront au plus le méme nombre d’exposanits 4 V'indice que les termies
de la fonction 9,_“ et ¢n auront conservé: les mémes eoelficients
numériques. Par la méme raison, lous les termés g,_, auront des
coeflicients identiques a ceux de o,_;, excepté le terme en
. K l. ' STyt Lo R Ti-17
dont I'indice contiendra un exposant de plus que les autres, et dont
le coefﬁcxent sera ——-(l—")) fois celux de BT T dans la
fonction q;,_2 En suivant bien ainsi de prés la formation des coeffi-_
cients, on arrivera aux conclusions que voici :
1° Les coefficients varient seulement lors deé la variation du nombre
des exposants dans ui indice, et, au contraire, ils restent les mémes
tant que ce nombre demeute inaltérable ; :
2° Le gain d’un exposant dans un indice qui affecte la lettre s et se
compose de p—1 exposants, ne commence i sc faire que lors du
passage de la fonction ¢,_, & la fohction g,. Mais comme, dans ce
passage, le coefficient acquiert le facteur ~—1 (p-—1), on peut dire
que chaque fois que l'indice gagne un pi"* exposant de plus, le
coefficient gagne aussi un facteur (——1)(p-—-1) de plus.
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- 1l suit de 1a immédiatement que Ta lettre s, alfectée d’un indice
composée de p exposants, aura pour cocfficient

(=1~ (p—1)(p—2) (p—3)...8.2.1 == (—1)>—1 T(p) fois celui de
P1=>s=z, qui est 1,
Donc le terme en s
s Sig sz,,‘.;‘x,,. ; oSy
aura pour coefficient
| (T ),

‘et 1l viendra enfin .

< étant le nombre de groupes g, by k,... i dans lequel ?a été partagé.
On n’oublicra pas que plusicurs des nombres s h,...7 peuvent étre
égaux. Dans ce cas, i # exposants deviennent ¢gaux entre cux, chaque
téfme exprimé en fonction des racines dans 165 detx nombres de i
formule’ sera répété 1-.2.3_.;3' fois de trop. Ainsi, pour avoir fa juste
valéur dé o, il faudra diviser le second membre par 1.2.3...1 éxposants.

Une fois qu’a I'aide de cette formule on dura exprimé o en fonction
des sommes s; on calculerd ces diversés sommes au moyen de la for-
mule (4) en fonction des coefficients, et alos la fonction ¢ se trouvera
en dernier lieu exprimée par les coelficients de I’équation proposée.
Comme les seconds membres des forinules (3) et (&) sont entiers &

une puissance pres de = 1l s'ensuit que, en supposant @ =3
3 v

TrowsiENE propritTE. Une fonction quelcongue entiére et symé-
irique des racines s’exprime par une fonction entiére des coefficients.

Remargue. La formule (21) nous conduit 3 une relation intéres-
sante : elle donne S L '

d i) = FEI - 3 i
By =(—1)711(g) S 1) 00(0)...T() By
, . d ‘ ‘
(22)  clest-a-dire Eé= (—1)o- I'(g) Pi—g»

9i—g €tant ce que devient ¢ lorsqu’on y néglige les facteurs contenant
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les exposants qui figurent dans I'indice Xg. Ainsi, on aura (voir lezem-

ple (l7))

d?sm;.'v 1 1 5 o
dSritto TV 1’.2'(‘?”%_'5_‘1""‘1) = 1'2'?2— ZZaipaeq,

Lorsque, par suite de la nature des éxposants, il arrivera que deux
ou plusieurs des indices 2,, %, etc., seront numériquement égaux, il
faudra ajouter au second membre dé Ja relation (22) autant de termes
semblables en o,_,, etc. ERERR A T

Remarque 11 Si Von proposait de trouver le nombre de termes
dans la fonction ZSrg Sap g ruShy, CC nombre, en supposant g, k, k...¢
diférents entre-eux, sera évidemment ‘ i s

) (I—g I—g—h) l—g—h—k...
TS <h)(t—g)—h) X (gegj—h—k) X eru? O "

J

N=
A ULV S

N o R () (O] T R , A
car la série des indices dans un terme scra une combinaison des ex—
posants pris g a g, suivie d’une combinaison des (I—g) exposants
dilérents des premicrs et des seconds pris k A k, et ainsi de suite,
Mais lorsque g’ nombres g, &, k, etc., deviendront égaux 4 g, la série
des indices 3, , 3y, X,.., se trouvera répétée 1.2.3...g" fois de trop,
et dans ce. cas il faudra encore diviser le nombre N par 1.2.3...9',
pour avoir le nombre correspondant des termes dans Ia fonction sus-
dite. Supposons ainsi ¢" groupes d’exposants en nombre g, &' groupes
d’exposants en nombre , etc., dans la série des indices dont la lettre

s est affectée, le nombré N sera

g). s g DT WL 5 (l) .t ‘V 11 of [ Bk d
(-3) O S ":N—,(q)g’(h)"’---(i),"(g') (). ()
sous la condition 9N =1,

Cherchons maintenant ce que devient la formule (21), lorsqu’on
suppose tous les exposants égaux a =. Alors, comme dans

%l 1 i : ] ¢
Zszg S1a S eoe Sy

tous ces termes se réduiront &

"~h', i

ey ;
' Sgm Shieee Sizy

(3
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cette fonction se réduira elle—méme &
d ! o v S

Nt g 3.—5‘— "sl"' d

DV @) (B). ()T 3 H LRy
D'ailleurs, comme nous I'avons déja observé, il faundra, dans la
méme hvpothése diviser le second membre (‘)1) par'1.2.3...1. On
aura donc '

™ v ol 71. —— I—- }" _1 l h' ’
Ea, a?.»...a,:iz( — b= 519 1)9(, ¥ . )(f,))sg— Spire .-Sl;-- |

0 MR
ou L
) ' R . 1 $g=\9" [sh=\W'  ysiz\V.
I T T L

sous les conditions : I
| c#g'+h'+ o1’ ét g’g-l— Kh+.. +i’i=l
Applzcatwn. Le coef[ncnent a; d'une équatlon est e"al
(—)lﬁz.a, ‘oul)e ‘

Posons pourtant ==1 dans cette derniére formulc et supposons. ,
ce qux est toulour: permis, - - - LIl O H e

g=1, h=29,...i=[

et ‘s g'=Z,. Il’:_);ga-.i’: A3
il viendra ' ' Tk gy
5= . ﬁ(—i)h'*‘h‘*‘ g S[) (32)12 S[)).[.
(20) a y&—-()()) ).‘. )[)—( "—2' .on.(T ’
sous la condmon | M+, 4 D=1
On aura, par cxe_‘mple,b A -
1 1 1
a,sf-:m R 3 ~s, s.+ s,s,—{—o, os, —Zsé.

Les formules (4) et (21) cependant quoiqu’elles condulsent au
but désir¢, ne cessent pas de donner encore hcu d des calculs assez
longs. Il en est ainsi de toult, expressnon qui s’ appulc sur les sommes
des puissances semblablea des racines. Cela dépend de ce que T'on a
& lenir compte, dans ces' sortes d’ expressnons, d’une multitude de
termes qui, finissant nécessairement par se- détruire dans le résultat
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final, ne servent qu’a prolonger inutilement les calculs. Supposons,
pour lixer les idées, qu’on ait & calculer la fonction Xa'B%, et posons
pour un moment a,=1: On aura, d’ aprt,s ce qui précede,

2?0: (3 /._s,s2 —3134—2s,s3+2ss,
S1I=—ay1, S,=a'—2aa, s;=——a, *+-3a;0,—3a;,
. Si=a —-Aa, an+lLaias+2ao —4a,,
Sg==—a,"-} Ha,® a3—5a,a, ——oa, *ay +5a¢a4+ 5a;a5—5a, ,

et I'on trouvera
Zagﬁ""y =—a,a5+ 3aia4— Hay.

Ainsi, les quatre premiers termes de s,, les deux premlers de s,, ét le
premier de s5 étaient étrdn"ers au résultat, et n’ont eii d’autre effet
que de rendre le calcul plus pémble Mais on peut maintenant éviter
I'introduction de ces termes et écrire méme d’avance la forme littérale
de la fonction des coefficients, qui représente une fonction donnée des
racines, & I'aide d’un.théoréme important, di & M. Cayley et &
M. Brioschi, et dont j jai déja donné, dans les Annales de Tortolini
(septembre 1855), une démonstratlon extrémement s:mple Voici le .
théoréme.

QUATRIEME PROPRIETE. Lo fonctzon des coe[f cienls qui e.zpmnc la
* fonction des racines

(25 bis) q) :Z aslafal,. =2 CaM as aa"-:'s.. ().

est de degré égal au plus grand des e.zposanls Ps.qs L., el les zndzces
avec les exposants qui figurent dans chaque terme salzsfont a léguation

(‘)6) Ay +22, 4 37&3+ = —l—q+ r-—l— .= soime des exposants.

Pour e démontrer, iious partirons de cette remarque aussi sxmplc
que féconde, 3 savoir, quie les coeflicients de Péquation donnde (1)
sorit des fonctlons linéaires par rapport & une quelconque des racinés.

. (%) Nous supposons iei, pour plus de simplicité, ay=1. .
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En eflet, que! que soit i, le coefficient a; sera, en général de la forme
(27) a; =N q; + N0,

M, NO déswnant les fonctions des autres racmes, liormis la racine

2, choisie arbitrairement parml les racmes Ay gy Hgeee Par consé-
quent, si dans la fonction ' '

' qr‘:.& Capiaprals. . .am,
on remplacb les coe[ﬁcnents %1y dyy oy Par leurs valeura( ) on aura

O—- yaf’a,"ors .o .-—-ZC M](l)dj‘*-N (‘))H (“1(2) d;"l‘ Nj@)))'2 aes (“ (m) aj-l-ij'))

et le plus grand exposant dont sera aﬂ'ectéc la racine quclconque aj
_sera la plus g "rande valeur de la somme des exposants,

DT o D T T W
qui devradtre égale & la valeur maximum des exposants p , g, r...;
que nous appellerons, pour plus de clarté, . D’un autre ¢oté, la
somme A+, A 4.1, représente précxsément le de"rc de la
fonction ¢, considérée par rapport aux coefficients ; donc le plus haut
degré de ces termes ou, en un mot, le degré de la foncuon sera bien
égal au plus haut exposant de la fonction donnée des racines.

L'autre partie du théoréme se démontre avec la méme facilité.
Supposons que les racmcs &, B, 7,... deviennent respectivement
kz, kB, ky,..., la fonction ¢ deviendra kP+e+r--- o mais en méme
temps les coefﬁcxents de l équmon proposc’.c se seront changés en

La,, 4‘]. = La,.

el ils auront gagné autant de facteurs I qu'il Y a d'unités dans leurs

indices. Par consequent chaque-terme de la fonctlon 0 des coelfi-
cients aura gagné le facteur

157-l+2)-i'*‘3)~3+' . .-.Lmi.,,, :

Il faudra donc bien, pour que I égalité (25 bis) continue 4 subsister,
que P'exposant dé k dans le second membie soit constant et égal pré-
_cisément & la somme des exposants des racines dans le premler. &
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* Remarque. La fonction A+ 21,4 34 md,, cest-d-dire

~la somme des produits des exposants par les indices des coefﬁ.cicnls

appartenant & un méme terme d’une fonction donnée, joue un grand
role dan'sbll’dh‘ﬂlj'sé que nous allons exposer, et en général dans. tous

les 'déi'eidp'peméhts' réels ou“éymboli(jde's des f(‘)‘nc"tions.' 1l sera donc
convenable, pour mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement,
de lui assigner un nom spécial. Nous P'appellerons le poids de la fonc-
tion, et quand ce poids sera conslant, nous dirons que la fonction est
isobarique. Ainsi, dans le cas' actuel, on dira simplement que la

fonction o des coefficients est isobarique et de pords p~+ g4-g—4-... (*).
I ? , . : 9.,_1’_1’,‘1.,

En se rappelant ce que nous avons dit page 6, on en conclurait
aussi que la fonction ¢ des sommes s est isobarique et de poids

Application. Prenons, par exemple, la fonction Eafﬁ%z{ci, le plus
grand exposant est n=3, et la somme des exposants p—+-g—r--...—4.
Donc la fonction des coefficients, qui la représente, sera de degré 3,
is'oba‘rique et de poids 4. Donc elle sera de la forme | sy

' ‘Aa,’a,--Basa, -} Ca,+-Day.

Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déterminer de
plusieurs maniéres. On peut se servir des sommes des puissances sem-
blables, si elles sont connues, en y négl_igea.ntv tous les termes qui
seraient d'un_’degré;supérieui‘ﬁ 3, comme on aurait pu le faire dans
le cas de la fonction Zo'B’y traitd ci-dessus, si Von avait connu le

~ théoréme cn question. On peut encore employer des équations dont
les racines soient connues. Ainsi; les équations

#—1=0, ¢’42x+1£0, ‘;'33—3"172+3x+1_—_07 =22 +4-1=0
nous auraient fohfhf‘l_és équations de‘cqnvdit.ion. . | fv

C=—2, A4A+C=2, ‘2'7'A.—.{-‘3B_—l—9‘C.—_O, D+4C=—4%;

doit. g

A=1, B==1, C=—2, D=4,

(*) Nous appellerons aussi dguipolience [état d'une fonction satisfaisant 4 ces condilions.
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Si 'on introduisait de nouveau le coefficient a,, alors o deviendrait

w1 \ xSl i ]
(28) .= (——) ZCaOLoa,h ay:als...a, m

g
et I'on pourrait énoncer le théoréme précédent sous cette forme :

La fonction 9. par rapport auz coefficients, est, G une puissance
présde a,, homogeéne et de (Iegré s 1sobar1que et de poids p—4-q-r...

M. Cauchy a donm, , dans ses Ezercices de Malhcmal:qucs une
méthode trés-ingénicuse pour calculer los fonchons cjmétrlqueq des
racines en fonction des coefficients. Elle consiste i éliminer de la
fonction proposw ¢. successivement toutes. les racines au moyen des
¢équations qui llcnt les coeﬂ‘cxente d une équatlon aux racines, &

Sﬂ\'Oll‘ 2l
'(l, +°¢x+“i+ as +... Ofn—l‘l' at,,-—O
' \ @ (azla,—i—ala_.,—i— A ST B a,,)=0,
i (29) ‘ _ / a,‘+v(az,a,oz3+q,a3a‘+...+an_, “11—2“11) O~

Oyt a=0.

-4 cet eflet, en supposant que I'on veuille éliminer successivement
les racines dans I'ordre @,y a,_, a,_g..: &gy @1, ON prépare les équa-
tions susdites , de sorte que les racines . '

LY) ‘“n“n—h “n“n—l“n—-r'-' “n“n-—l°"“2

s’y trouvent éhmmccs. Ces équatlons se transformeront ainsi dans
les sunanleq ' :

an+a1+-“~z+d3+;..a;‘=0 gL
a2+a (al+a" +an—1)+“12+a¢2+132+; l -+a:_1+a1anl.'_1+o .'.a,','_,a,,_',—o
(30) {ast as(e Faatoa,)+a, (xxz—{-az’—i- eE .)+a,3+ aegs-i-...a,._,——o

.
. o Kol leingte . . . .t . . . 2= ve) ine

,.+G,._1a,+a,.-gy i A

- . . . .

‘dont lﬂ derniére ne sera qut, f(a,) =08

‘On s’apercevra aisément que ceq cqllatiqns; prises & rebours, sont
identiques aux équations - ‘
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X,=Xe,=0,
X
() =0

&L — 0y ag

(1) {X={o—me=m}. =0,

(.’D—— 11)(.’17—12) o3

—— i x =
\\.: X, = { (#— 04} (£—0s) (X —atg). .. (& —an—) }“"_ y

les seconds membres étant ce que deviennent les fonctions sans pa-
renthdse, lorsqu’on y fait successivement .

€rT=0dy, xr—-—-ag, =0,

car, les racines pouvant étre toujours supposées indépendantes, les
. équations de méme degré entre un méme nombre de racines ne
peuvent différer entre elles.  f

Comme les équatlons (30) mises sous cette forme sont plus faciles
d écrire, ce seront elles qui, 4 partir de la dernitre et en remontant,
nous serviront & élxmmer successnement de la fonction 9 toutes les
racines.

- Une fois, par exemple, qu'on aura éliminé o, dans la fonction ¢ au
moyen de la derniere équation, qui est lindaire par rapport 4 a,, on
éliminera o,_, au moyen de I'avant-dernidre, qui ne contient plus
«,. La fonction ¢ sera ainsi transformée dans une autre, indépendante
de «, et de o,_,. On pourra ensuite liminer %;—g, €N aYant recours
al équatlon qui précédera les deux dernidres, et, en continuant de la
sorte, on arrivera & un résultat indépendant des racines, et qui sera
la fonction formée. La séric des éliminations qu’il faudrait faire
présenterait de grandes ‘difficultés, si: M. Cauchy n’avait pas trouvé
en méme temps, daps Ie théordme qui suit, un moyen de fes éviter.

CINQUIENE PROPRIETE. Sotl P la valeur de ¢ constdérée comme fonc-
tion d'ordre p d'une certaine racine « el ordonnée suivant les puissances.
descendantes de «.. Soit Q=10 une équatzon quelconque d’ordre p ou
motndre que p, considérée aussi comme fonction de «.. Si U'on divise P_
par Q, le reste sera indépendant do c.
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En effet, si I'on appelle ¢ le quotient et R le reste, on aura
P=Qq+R.,

“Mais comme , par hypothase, =0, il faudra que P=R. Or, si nous
supposons que ) soit de degré p, le reste sera de degré au moins
p—1 et de la forme g

ByaP=t - b P24 b= by =0,

On aura donc
b=t = byt byaP =34 .. - (b, —P) = 0,

Mais P est une fonction syrhétrique par rapport A toutes les racines;
ainsi celte équation subsisterait pour toutes les n racines, pendant
qu’elle est seulement de p—1 ordre, ce qui est impossible. Donc"
les coefficients des diverses puissances de « doivent étre nuls. Il
viendra donc 1 : i,

P=b,_;

le reste sera donc indépendant.dc a; ce qu'il fallait démontrer.
En profitant de ce théoréeme, on opérera de la maniére suivante :
- On divisera g, considéré, par exemple, comme fonction de «,. par
le premier membre de la dernidre ¢quation, c'est-a-dire par X,; on
aura un premier reste indépendant de «,. En divisant ensuite celui-ct,
considéré comme une fonction de au—qpar X,_,, on obtiendra un
deuxitme reste indépendant de ‘«, et de «,_,. En procédant de la
sorte, on arrivera & un reste indépendant de «,, oy, ,... a., et en
le divisant par X,, on.arrivera enfin a un reste indépendant de o, ,
On—ts+-+ &3, @y et par conséquent, de toutes les racines, et qui sera

‘la fonction cherchée. gk :

Application. Cherchons A calculer par cette méthode la fonction

Za,ﬁ!= a’ﬁ’ + a273+ 3t ﬁz)” 1 pzaz_*_?zaz.
11 suffira abord de considérer I’équation

¥ x‘+a,x‘+a,x‘ +ax+a,=0;
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on awra par suite . ‘ o
: Xo=o'4-az’+ a4 a0 4-a,= 0,
X
‘ (:L'—fl) p"—l—(ou—l- a)p’ (a.-l—a,a—{—af )§+g;"+a q+a1' -I—a;

{(z_.a) (r—ﬁ)} —-T+(a +“+p)']’+(az+a1“+aif3+°‘§+“z +f32 )7'

. X
{(w—a)(ﬂv—ﬁ)(w—w} st B
Le premier reste, dans ce cas, est

B B (B ) (o B )
=20 (@0 B (a1 - B) - 20 20t 4 ol
() @y + o) +27(a -l—ﬁ’)(a,-—}—a—}—ﬂ)

qun divisé par FJTB) , en fourmt un deuxxéme,
LOREORE Y s S SR, 8
+(a,+a,a.) + o (@t +2a,a)
- On trouvera parenllement pour troisiéme Teste, .
o —(‘)a —2a,2’+-2a,5° —;—2a;,oz-!-2a,a,——a2 yH
4 et I’ on arnvem enf'n aun quatnéme reste; ou i la fonction cherchée
| ; —2a,a3+a,, ‘

Sl\lL\IE PROPRIETE. La fonctzon o satzsfazt a légualzon aux dér:—
vées paruelles :

. Lo
(32) dar,‘ da+"+ ,d + +a ’”""d +r—‘?=0.-

Demonstratzon D’ apn,s la deuw.me propnete et la note page 2,
9 est une.fonction. des sommes s, qui 3 leur tour sont des fonctions
¢ des coeff'cnents et rwnproquement On a donc

dq ‘ do da‘ do da, ' dt_‘: (]a;; d=> dan 8
> <33), S dsy da, dsy da d¢, _*_ da, ds,-+ da ds
N - dai. da. da, da, day da, dam i
(34) AL STE: TET da, (Iv,. d7a (Ic,.+ +(Iam dsy
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D’ailleurs, -

(35) (al—x+al—2°‘l+ a;—s“r‘F vee + axali 2+ ] '-')

1

car;l— se rédmt au coefﬁcnent de xn—i dans P équatxon xi multi—

plié par —1, produit marqué par le second membre,
Au moyen de cetle dermére équatlon , il viendra'

da; Odzy ﬁ: day, _ day ‘.,‘;::;
—F— :-x> +ai—22.°‘hd .. +a‘—rz 1 "E,‘""
le signe = s ‘étendant & toutcs les valeurs enticres de h depuis 1 jus-
qu’'d 2, ou bien
i [ > \

da; i (e ds,- 1ds;

_'E; ac—lx'*' 2 l-—? Ic +'°-+ a‘—"ds +"'+?c.1_s:'
De I on tlre évxdemment
- da.-__ 1 f ) =1 dap iy gl 14y da(___o
(36) | @ 7 dier digaTien i L Wl L T
pour i>r, e _pour ¢<r.

- En ayant égard 3 ces valeurs, la (33) deviendra précisément la-
(32), qu'il s’agissait de démontrer. 3 S N
1 i
SEPTIEME PROPRIETE. En deszgnant par 7 la somme des cxposanls
des racines dans la fonction 9, on a

0 a‘,  ‘~’“¥ 3a,... 10,
'1.::% 1 :q‘_ a;._ . a-_,
- 2-3-2' 0 1 Aa ‘.a-l__2
(1) (= 33—: 0 o0 1 st
s BN R
ds-

(3

866 o
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Démonstration. Par suite de I'équipollence de la fonction ¢, on a
’ d
B8 a‘d +‘a’ "ff"+7¢?ﬁ—r?=0.

et 'équation (32) en y faxsant successnvement r_1 2,3,...7,
nous donne - ’

——*_ "+ab —'da‘+ds
'&a—z+f-'+a.7——2a a's r =0,

(39) ,
, . Hy ods
; th+sz—‘_.0.
. do d? -dc? . 3 ;
En éliminant —-, Tot" T de ces équations et de la (38), on

obtiendra la formule (37).

Cette formule n’est que I'équation (21) sous une autre forme.
Ainsi, elle n'est pas plus propre 4 faciliter les calculs des fonctions
symétriques. Au contraire, la relation (32) et ses semblables, qu’on
en déduira en faisant varier I'indice, peuvent utllement servir & dé-
- terminer les coelficients numériques de la fonction o, une fois que sa
forme littérale aura été écrite d’aprés la quatriéme propriété. Nous
empruntons A ce sujet un exemple au mémoire de M. Brioschi, & qui
I'on doit les deux théor2mes ci-dessus.

* Application. Soit & calculer la fonction

® =2al‘a._.’a, .
en fonction des coefficients. La forme littérale sera
?-——-Aa13a5+Balza6+Caizaza‘+Da‘za5:+Ea“a7
+Fa,a,a,--Ga,a,0,+1a,a,%a,+Ho,a5-+Ka,'a,
—+La,ay+-Ma,a, +Na,;+Paa.

Supposons que les fonctions

E:Za‘m,; —-_Ea, ., Za,‘, %:—Za,_’,

ds" Za‘ : Js—s =
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soient connues d’avance. Alors les ¢quations que I'on déduira de
la (32), 4 savoir :

d d d d d
d—:—i—a,f—{—a,-? +...+a5—? +355 =0,
da,
+ ‘;o_*- 4 ‘da +4
+ 17;"!" +asd? +5 0
do all
d—a-,+a‘ﬁ+7_‘_0'

+8 =0,

das a

fourniront les équations de condltlon entre les cocfficients lndéter-

minés A, B, C,... propres A les déterminer. En profitant ainsi de ces
relations et du tableau page 20, on aura les équations

- A+C—3=0, 2D-+G-+B4-3=0, I+K-F49=0,
M +-A+H—15=0, G+2N+F—3=0 4+p+15=0

. E-fPf7=0, P-+16=0.

‘Lol A=%, B=—9, C=—1, D=—2. F
=—10, =10, I:i, H=16, K=0"
L= 1 : M=—1 MN=-—-8, P=-—16

C'est a I'aide des diverses méthodes que nous avons exposées‘]us-
qu’ici que nous avons calculé les valeurs des quelques fonctions symé-

triques, que nous réunissons ici dans un seul tableau pour I'avantage
des lecteurs.

Ona

$1=—0;, s,=a,"—2a,, s,——a,’}3¢,6,—3a,,
si=a,'—A4a’a,4-ha,a;—ha, 24,2,
ss=—a,‘+5a,3a,+5a,a‘——Sa,’aa—Saa,’—l-Sa,a,—-—5a5;

o

=a,'—64a,'a,-6a,'a,—64,’a,—1 2a,a,a,+Ga,a‘—l-6axa,——'6a5+9a,’a,’—2a,’+2a,’.
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( 2a2ﬁ =— a,a,~- 3(1,, i » . '
Za’ By=d,a,—4a,, i g
20&2 Br=q2— Qa;és';}; Qa; el
2“2 B =a2d,— a,q,— 2a,2 4 4a,

Za3 g =— 0,3+ 2a, a5+ aya,— ba,u,+- Sag,

Ea‘ B =—at,4 a, ay+3a,0.3— Sa,a,— a,a,4-5ay,

Ea‘lﬁ27=— a3t~ 30t 0ty — 5(15 > =

Za‘" By=— a,’aﬁ- Qa,asl-l-.a,as .

80 ( St sut o,

‘ Za’ﬁ’f=.a32—2a;a‘+ 2a,a,—2q, ‘
Ea‘ B=ala,2—2q,4- da,a,05—2a,30,—2a 2+ 20,0, 2a%a,—6a,a,4-6a,,

Za"ﬁ’y:a,a,a;,'—‘ 3a2 - da,a,—3a,2a,,

D B = —3a,0,0,+ 302, Bty 3agt— 3¢.a,+3a,,

Z“‘ﬁs =2 a;az(l_s—f3(1‘aa;'—a,a,3+3(1,’(120,75a,a3’-_l—a,’a,+3a,’a5+3alas+ baya,,
2“3537=2a,a32— a2203;“"5aaas+ a,a,a, |

E“aﬁiyz*t 2"@3’&“ ala;?—}- axa, , ‘

Ea‘ﬁ"’y— a4 2022“3,_' a,’a,a,—{— 3“‘3"5"'. 2a,0,— 8a,00,.

Supposons maintenant qu’on ait & exprimer en fonction des coef—
‘ficients une fonction entidre des racines de la forme '
(1) W= ) (e): (),
ot s TEMEE. . pion - g

(42) (@) =bool4-b,ammt b=t b,
@ Ctant toujours une racine de I'équation (1); il est évident que la

fonction W sera, en' vertu du théordme page 10, de degré n au-
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plus et de tous les poids, depuis zéro jusqu'au nombre in, par
rapport aux coefficients de I'équation (1). De plus, on voit qu’a
chaque produit de la forme aPadar, ., correspond le produit
B1pbimg bueye.. - des coefficients de-la fonction ¥, qui sera 'Ato'ujours
de degré 7 et de poids in— (p+q+r—...). Ainsi, chaque somme
particlle de la forme ~ = ' L *

Y Y, S -2‘0‘1”%"%'- g

qui figure dans la fonction ¥, sera de poids in-— (p4-q+r)4
(p+g+r)= in. Soit = le plus grand des exposants p, q, ..., et
Posons e=p—-q~+r--..., on aura, d’aprés ce qui précede,

\

O 1\=
ZQM,"«,’...:(;;) Zao’-oa,hz,ls...amlm;

et la partie bu—pbn—gbere-., qui Faccompagne dans la fonction ¢,
prendra en général la forme

bokob kb Fa, . b,
.sous les conditions,

(&3) :ko+k1+k:+"'+kn:.‘i9
ki 2k, 4. .40k, =in—os.

De I résulte que la forme littérale de chaque terme dans la fonction {
sera

1

(4%) ()80 k4B Fo, . b fra b o o,

sous les conditions (26) et (43).

Cela seul nous suffit pour établir le théoreme suivant, auquel nous
voulions arriver :

Etant donnée une fonction symétrique des racines de l'équation
aoxm_l_ alxﬂl—l_!_ azxnl—2+am= 0 g

telle que

LI AT ICATICANEI Y
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o’ : | 1
y(x)'—b x”—I—b x"“—[—b x""+ +b,,.
la fonction des. coefficionts (@,a,a;. .4 @y, b, b 103020 by), qui la re-
présente, est homagéne et de degré n, par rapport aux coefficients (a),

homogéne et de degré i par rapport auxz coefficients (b), isobarique et
de poids in par rapport  Uensemble des coefficients (a) et (b).



 CHAPITRE IL

 ELIMINATION DE LA VARIABLE ENTRE DEUX EQUATIONS A UNE VARIABLE.

¥ 21 My,
S L
Définition et expression de la résultante,
1 b g L H 1

U7
1. Soient les équations

(1) 9 =aox’"+‘a1m’"“+a,a:”*,"—{-...,—}-.am:0, I
(2) $=b,2" ++b,2" ' 4 b,a" ...}~ b, = 0.

Si ces équations doivent coexister par hypothdse simultanément; il
. faudra qu’elles aient au moins une racine commune. Mais, a cet effet,
les coefficients des deux ¢quations devront évidemment satisl’ai;c a
une certaine c.oridition, sans quoi, les coéfﬁcient_s pouvant 8tre qﬁ_elqdn-
ques, la _so]utipn commune pourrait toujours &tre rendue _i,mpos'sib‘le.
or, si par un moyen quelconque on déduit de lbe_s, équaﬁons une
troisiéme, d’on la variable es_lﬁ disparue, ce sera. la la condition &
laquelle satisfp_ront les ,coc'fﬁcient,s_. Déduire une telle équation de con-
dition s’appelle éliminer. la variable, et le résultat de cette élimination
se nomme résultante, La résultante exprime donc et pourrait se dé-
finir : la condition qui doit exister entre les coefficients de deuz équa-
tions donndes g u_nqparz‘abl?, pour_qu'une valeur de celle-ci les vérifie
simultanément. Mais remarquons ici qu'il ne s’agit que d’une solution
unique ; car, s'il Y en avait davantage, de nouvelles conditions définies
par le théoréme de Lagrange surgiraient entre les coclficients. Par
conséquent, dans tout ce qui suit, afin d’obtenir toute la précision et
la simplicité désirables, nous supposerons que les ¢quations susdites
n'admettent qu'une solution unique.

2. On peut facilement concevoir divers procédés, plus ou moins
compliqués, pour trouver cette résultante, et, de quelque.maniér‘e
qu'on y arrive, elle devra s'annuler, dés qu'on suppose aux deunx
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équations une solution commune. Mais la réciproque ne serait pas
généralement vraie, car cette résultante pourrait contenir un facteur
étranger, introduit par la nature méme du procédé qu’on aurait suivi.
Elle pourrait donc s évanoulr, sans que les équations proposées pus-
sent &tre satisfaites par une méme valeur de la variable. I importe
donc, avant tout, de connaitre quelle est la fonction des coefficients
qui sera la vraie condition, c’est-~dire qui- devra nécessairement
s'annuler s'il existe une solution commune et qui, réciproquement,
devra révéler I'existence ou la non-existence d’ une solution commune, °
~ selon qu'elle s’annulera ou qu’elle ne s annulera pas.. -,

A cet eflet, désignons par o, a,...q,, ct par B, (3,. B respectnement
les racines des equatlons ¢==0 et y__O On’aura -

(3) ‘ 9-—(10(%—0!1)(.’22——0( ) (.’E a,,,)_O
@ - v=b(z—F)(E—B.)... (a—Bn)=0.

Il est clair mainténant que si ¢ ‘et § admettent une racine com-
mune, une quelconque des racines («) et une scule, telle que «,
pourra et devra dtre égale a une quelconque et & une seule des racines
(B). telle que B;. Ainsi donc il faut qu’une et une seule des dlﬂ'ércnces
quelconques des racines a,_fij _sannule Par conséquent si I'on
forme le prodmt de toutes ces dlfTerences, le produit devra s’annuler,
pulsqu un de ses facteurs devra nécessairement s'évanouir. Récipro-
quement si ce produit s annule, un des facteurs au moins devra se
réduire 3 zéro et, par Lonsequent il y aura au moins une solution
commune aus deux équations ; et si aucun de ses facteurs ne s'annule,
le prodmt ne s annulera pas non plus ce qm nous suffit, Le prodult
donc'

% ‘ R#aof‘bom(¢1+

G (e

Bl ).

vqm d’ allleurs est une fonctlon des coefficients (a), (b), pulsqu 'il est
-une fonction symetrlque des racines de chaque équation, sera bien la
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fonction cherchée et définie ci-dessus. Mais 3 présent, toute fonction
des coefficients, telle que R', qu’on aura trouvée pour le résultat d'¢-
limination par un procédé quelconque, coincidera-t-elle avee R, on
n'en différera-t-elle que par un facteur, fonction, lui aussi, des coeffi-
cients? Cest ce que nous allons examiner.
1l est d’abord évident qu’une résultante R quelconque sera bien de
la forme QR, Q étant une fonction des coefﬁéicnts.‘ qui pourra s¢
réduire a l'ixnité.'En_ effet, comme ‘nous I'avons déja remarqué, dos
que nous supposons une soluﬁon commune aux deux ¢quations, R’ et
R doivent s’évanouir c‘n"méme'temps‘. Or, si R’ é_lait.distinct de R, de
manidre 4 ne pas le contenir en fucteur, on pourrait concevoir qu’on
extraie de I'équation R*=0 la valenr dun coefficient en fonction des
autres, et qu’on la porte dans R; et comme, par hypothdse, R’ et R ne
fourniraient pas pour ce coefficient la méme expression, la fonction R,
‘aprés la substitation, ne serait plus identiquement nulle, et, par
conséquent, les deux équations proposées n’admettraient pas une so-

lution commune, ce qui scrait contraire & notre hypothése. -

Ce raisonnement ne souflrirait d’exception quc.lorsqu’oil suppo-
serait R décomposable en deux ou plusieurs facteurs, car alors R’ et
R pourraient s"annuler.Sinlullﬁnéinent,'sdns que R’ conticnne R en
facteur. Mais, comme M. Cauchy I'a démontré ( Exzercices ‘d'analyse,
t. I*r, 1840), en supposant aux coefficients toute leur généralité, R ne
peut étre décomposable en factetirs, fonctions de ces mémes coefficients.

Car, supposons pour le moment I{:L.P, L et P étant deux fonc-
tions des coeflicients. Comme on doit avoir en méme temps LP=
a,"b," I (;—B), il faudra que, en posant o= Bj» Pune des deux
fonctions, par exemple P, sannule; clle contiendra donc le facteur
o— (. Mais P, étant par l])‘potllésq une fonction entitre des coelfi-
cients, sera une fonction symétrique des racines (x) et (8), et, par
conséquent, elle ne pourra &tre divisible par e;—f;, 4 moins de I'étre
par toutes les différences possibles des racines a et B, cest-a-dire
par toutes les mn différences %;— Bj. C'est cc qui arriverait lors-
qu’on admettrait des relations entre les racines ou, cc qui revient au
méme, entre les coefficients. ‘Ainsi la résultante R— (@,—b,) des
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équations 2’4~ a, 2+ a,=0, 2*+b,x-+b,=0, pour a,_b,_o
peut bien se partager en deux facteurs L et P, égaux chacun &

—b,, et P sera forictiori symétrique des racines des dquations, sans
contenir forcément leurs 4 différences en facteurs. Cela s’explique en
observant qu z‘x cause des relations :

“1+°‘~-—-0 pi+ﬁz—0 '
il vient al—ﬁ,_-—(a.—p b ai—-p._—-(a,—p )
et il suffit, par c6nséquent que P soit Je produit des deux dlﬂ'érences
pour qu'il soit divisible par toutes. Mais, en laissant les coefficients -
quelconques, on voit bien que P devra coincider avec R. En restant
donc dans cette hybothése, R’ sera nécessairement de la forme QR.
La vraie condition donc qui annonce la coexistence ou la non-coexis-
tence des équatlons proposées est léquatlon R=0. Nous sommes
_conduits par 13 & en considérer de plus prés ses propriétés, comme .
nous ferons ci- -apres, - '

Nous avons dit que R, étant unc foncnon symétrique des racines,
est une fonction entidre des coefficients (a) (b). Voici la manitre de
le démontrer et d’en trouver méme la forme. On voit d’abord, selon
que l'on considere la fonction R partagée en lignes horizontales ou
vefticales, qu'elle est indiﬂ'éremmént susceptible des deu; expressions
suivantes : _ ‘ ; _ ‘

(6) : R= ao"‘p(at)"{(az)'"‘;’(“m)i.

(7) . B (=)Mo (Be) @ (B:) -9 (Ba)-

Ces deux expressions rentrent dans le cas général contemplé par le
théoréme page 20, en y.posant =m ou ¢=n, et en choisissant
convenablement les fonctions. Par suite donc de ce méme théoréme,
on obtiendra celui-ci : : ' :

La fonction R définie par léquatzon () est une fonction hom'ogé‘ne
et de degré n par rapport auz coefficients (a), homogéne et de degré m
par rapport aux coefficients (b), ésobarique et de poids mn par rapport
en méme lemps aux coefficients (a) et (b).

Par le théoréme précédent nous possédons maintenant un eriterium
pour juger si R’ se réduit & R, ou s'il le contient en facteur. Car,
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puisque R doit étre de degré m-n par rapport i 'ensemble dés coef=
ficients des deux équations, toutes les fois que R' ne sera pas de ce
degré, il sera nécessairement de la forme QR, et le facteur Q se trouvera
aisément en comparant les degrés et les poids de R"et de R;la question
posée au n° 2 se trouve résolue, et nous pouvons ¢noncer ce théoréme :
Toute fonction des coefficients de degré m—-n, résultante de I'élimi-
nation opérée sur les équations ¢ et Y par un procédé quelconque, ne
pourra différer de R que par un facteur ninne’rz'qz.ie, ety par conséquent,
elle pourra dire prise pour cette méme fonction R. |
La considération seulé de I'équation (5) nous offrc encore nn théo-
réme relatif & la forme de la résultante, qui mérite d’dtre exposé ici :
En supposant n=m, les termes de la fonction R, qui se déduisent”
les uns_des autres par Uéchange des coefficients d'une équation avec
ceux correspondants de I'autre (). ou par Uéchange des coe{]ici'enls(
équidistants des extrémes appartenant & une méme équation, auront
les mémes coefficients numériques, précédés du méme signe ou de signe
coniraire, suvant que m sera pair ou impair. \

11 sensuit que quand m sera pair, un méme coefficient pourra
multiplier quatre termes, tous de méme signe, et deux positifs et
deux négatifs, lorsque m sera impair. Cela ressortira micux dans les
_ exemples que nous donnerons plus tard.

Démonstration. Changeons  en 8, et réciproquement, cc qui équi-
Yaut & permuter dans les équations proposces, les coefficients corres-
pondant ensemble; la différence %—f,-qui entre dans I'expres-
sion (5) de R, deviendra Bi—oy=—(;—B,). Par cet ¢change,
chaque différence qui entre dans R sera multipliée par —1, et R

: ’ T 1
acquerra le facteur (—1)m*, Pareillement, changeons «, 8 en = L

a’ B
respectivement, ce qui équivaut 3 changer entre cux les coefficients
équidistants des extrémes dans Jes proposées, la différence o—; se
2—B:

;B?) s et comme a,"b,"™ se changera en a,7b,™, la résul-
¥ Py !

changera en

(*) Nous entendons par coefficients correspondants ceux qui, dans les deux équations,
affectent Ia méme puissance de 2, ;
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tante R acquerra de méme le factepr (—1)™. Ainsi; dans les deus
cas, R deviendra R, suivant que m scra pair ou impair.

‘On peut déjd se servir de ces deux théorémes pour éerire facnlement
: la forme littérale de'la résultante. \

- Supposons, en.effet, qu’on ait écrit sur une premiére ligne A tous
les facteurs en (a a) de ponds p; on trouvera tous les autres du poids
complementalre g=m’—p, cn changcant dans les premiers le coef-
ficient quelconque a; dans son  symétrique a,,.;, et puis en changeant
les coefficients ainsi obtenus dans ceux correspondants en (b); on for-
mera ainsi une seconde ligne B contenant tous les facteurs en (b) de
poxds g. Il est évident que les produits de ces deux lignes fourniront
autant de termes de la résultante Maintenant, si dans ces deux h"ncs
on chdn"e respectivement les coeff'clents (a) dans leurs correspor—
dants (b), et réciproquement, on obtlendm deux nouvelles lignes B’
et A, la premicre en (b) de poids p, et 'autre en () de poids g, qui,
multlphées ensemble , fourmront tous les termes de la résultante de
poids p en (b). Les deux premitres lignes A et B pourrmcnt occuper
les deux cdtés contigus d’un tableau, et les deux autres A', B, les deux
autres cotés; et en supposant le tableau divisé en autant de lignes et
de colonnes que de termes de poids P les petits carreaux correspon-—
dant au produit de deuxfacteurs (a) et (b) pourraient étre remplis
par les coefficients numériques respectifs, déterminés ou a détermi—
ner. Alors la résultante se trouverait écrite d’une mamére bien abrégée
et sous la forme d’une série des tableaux, dont il ne resterait plus qu'a
calenler les coefficients. Supposons, par e\cmpk. m=3, m=4%. On

tromcra dans le premler cas, pom les termes du jioids 4 en (a) et (b) :
: - C A DGDE bbb bIb2 babsil, by

. p bababs by%s bb W N \ aa, ;3 —f)’ :‘; ;f) 115
 ag,ay _(’) "g ‘__*‘: A ‘agta,n “) ”(1) "’g 1 _2 bob,y b,
aa,t| T ?} E bt ageg 2 ?f-,’ %{ _of Yfwes
'aAlgan i-} +g v-l-(l) bol;lbs' .' an,'a, —g 1 __g _? 2 bo?byb;
a5 afay qoa,a,I‘) ‘ a,’ -—1- -__-(z— ‘g 2 _(Z bolbl‘
C D

o, aaga, atad annl aa?
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ol les coefficients supérieurs se rapportent aux produits des lignes
conligués au sommet A, ct les coefficients inférieurs A ceux des lignes
contiguds au sommet D. O remarquera alors que, daprés le théo-
réme (page 27), dans le cas de m= 3, les coelficients sont de méme
signe ou de signe contraire, suivant qu'ils sont symétriquement placés
par rappor't aux diagonales AD ou BC; tandis que pour m=4% ils sont
tous de méme signe. - ‘ , it
Mieux éclairés & présent sur la nature de la résultante; nous pour-
rons en toute siret¢ passer en revue les différentes méthodes qui ont
¢té proposées pour la trouver, : ' gk '

[0

Exposition de diﬂ'ércpfes méthodes d'¢limination fondées sur Uemploi

des fonctions syhé!riques des racines.

culer R, dont Iexpression peut se mettre sous les deux formes :

‘R:uo"(boa,”—}-b,ai""‘+b211’f‘2. -0y, '
(1) o (boem - by "=t by, =2, -0,

1. La premitre méthode qui naturellement se présente pour cal-

- ol Bty b, 12, 41D,

ou

R:bgll(aopxm"l"a:ﬁi'_n.-l'ff- a,b;”"’—f—...—i;-a,;), 'L
g

' (aoﬁnm’]"“lﬁnm'-l"‘q:p:xm-tQ"ff'---’lT‘am)v
consiste 4 faire précisément I'un de ces deux produits, et i calculer
ensuite, en fonction des coefficients de o ou de ¢, les diverses fonctions
symétriques des racines dont les formes générales seront

Z“lp“;’q‘zsr"-o Coou Zpiptgzqﬁsr"'i S

et que nous avons appris A caleuler dans e chapitre I°r. W
Mais cette méthode est estrémement laborieuse, et il faut voir, dans
UAnalyse des lignes courbes par Cramer, quels pénibles efforls clle a
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colité & ce géometre pour arriver A déterminer de cette manidre la
fonction R, pour les cas méme les plus simples. S'il avait connu les
formules ct les théorémes du chapitre I, ses calculs auraient été déja
de beaucoup simplifiés. Malgré, cependant, les avantages qu’on pour-
rait tirer maintenant de tout cc que nous avons dit dans ce chapltre,
des sxmphfcatlons plus importantes et propres & la nature de la
fonction R ont 6té proposées par les géométres, de maniére & consli-
tuer pour ainsi dire de nouvelles méthodes.

. 2. Méthode logarithmigue de Lagrange. Soient s_y, S_g, S—gy.ee
les sommes des puissances 1, 2, 3..., des racines réciproques de I'é-
quation ¢=0; et ¢,, c,, ay,... celles des puissances 1,2, 3,... des
racines de I'équation $=0, et posons

s £ ol RN 4 .

(3) T=G‘is_‘+§0'2S_.2+3<73$_3+Z°'As—4+---

On aura . 4
! 1 Rl SN | |

(G208 = b= = b s — et

pourvu que daus les opérations indiquées o'n néglige les termes dont
les dimensions dépasserment les nombres m ou n, par rapport aux
coefficients des équatlons Jou o. !
Il est évident qu'en changeant ¢ en ¢, et vice versd, on aura une
autre expression de r, qui conduira aussi au méme résultat. |
La formule (4) se démontre aisément en observant qu'on a, d’apreés
- I'équation (5) du paragraphe précédent : 2
logR=log a,"b"+nloge,a,...0m,.
—Flog ( ——)—{—lo"( fu )+...+lbﬂ(1~?—'f)
] 5 o , %
+log (1~ )+'°"( 2 Hlog(1E)
+log(1;—f—;)—‘{-log( ﬁ’) +.. +lorr(1—-8—)

ou

TogR— gt D0 B IFOF L.
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Cherchons, par exemple, la résultante des deux ¢quations

ax +bx+c__
a'x +ba:+c=0.
On aura ‘
o b o
S—l'—_'gi °'1——"?'
! —b’ 20 M, bl), ch
—2""cu o Gy= (E P

et, par la formule ci-dessus,

1 i i
C'a'; R = 1-— G184 -~ §(—c=s_‘+g.=zs~l’ g s_lc_:s—z)

1 Yuw d 1
— ‘gcas_s——zc‘s_4 + §cozs

2
—29

dont les quatre derniers termes fourniront & chacun un terme utile

seulement. On arrivera ainsi, toute réduction faite; & I'expression
connue

(5) - R=(ad—de)—(ab'—a'b) (be—b'c).
5. Méthode de I. Cauchy. Soient S13 82y Syreen €l 0y, 0y, 0y,

les sommes des puissances semblables des racines des Lquatlons = 0
et ¢ = 0. Posons

(6) ‘ Sz"‘ Si— T Si~15y At : (‘—1) 3;-—20" = ‘;-ivv

ou, sous forme symbohque,
;== (s—c)’, en supposant s,=¢=1.
On aura, sous la forme de déterminant, ,
il 1 Saibi cal'de 0...
Sud WSy ‘2 0...
SlLE 5 S
VRIS PR FU 4

Dl CAKAET O 2 Gol APANAL o S B

S ©C o o

(1) 1.2.3...(mn—1)mnR=

Sinn—1 Sin—g Saias3 Spn—ieS; mn—1
Siin Smn—x Sin—a Sm,,_g S, S,

En effet, R peut étre considéré comme le dernier terme de I équa-
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tion aux différences des racines o et 8. Mais on sait exprimer un
cocfficient quelconque au moyen'des sommes des puissances sem-
blables (voir Ia note, page 2), au moyen de cette formule.

Ainsi, la résultante R peut s’exprimer en fouclion des sommes des
puissances semblables des dllferenres o —{3, dont le type est

Y (a— ‘—Za = ? ."‘> f3+ 1)2 '—22‘92
La formule (25), pafre 9, poumnt encore nous servir, et I'on aurait
SRR e
(4} 03).. (x,.,. 1/ \2/. "\mnj °
En mettant pour les fonctions S leurs valeurs fournies par la (6), R
prendra la forme

8): R__ch‘h, RN sahs 5, fimn c.il,gc.al.,mc.m, 1.,,’.,.

C étant un coefficient numérique variable d'un terme & Pautre, et les
exposants (h), (k) étant soumis-aux conditions \

) {h,-—}—lu—}— P by ey ke =mn,

h +Ic,+"(hz+k o +7nn(hm,,+km,,).._ mn ;
d'oit il suit que la résultante est lzomogene et de degré mn, tsobarique et
de poids mn par rapport aux sommes s et .

Les calculs cependant qu ‘exigent ces méthodes, quonque le quatrléme
théordme (page 10) nous fournisse maintenant le moyen de dégager
de ces formules tous les termes inutiles, seront encore bien laborieux.

Il importe donc de voir comment on peut se passer des fonctions.
symétriques, Ce sera I’ objet des paraoraphes suivants. :

§ IHE
Méthodes d'éhmmahon, par lesquelles 1a recherche de la résultante est l‘édulte

A trouver celle d'un systéme a équations lméaxres

‘1. Laméthode que nous allons d’abord-exposer est cclle qu'Euler - -
et Bezout Ont donnw les premrcm Soxent comme avant,

> (1) ?_a xm+a a:’”“+a x):1—2+a xm—3+. '+am—'0
(2)  U=Db,a" b - p, v”‘2+b & AL b, =0,



Ir PARTIE, — CHAPITRE II, —§ I - 33

les deux équations cutre lesquelles on doit éliminer la variable . Mul-
tiplions la premitre par un polynome de la forme

(3)  dmA@pA @i A,
et la seconde par un autre enz de la forme.

® V=B, &~ -B, 2"~ Bz~ 4 B, _, ,

et composons la fonction do--y, dont e degré sera m—+n—1.
Cette fonction, pour une racine coxﬁmuﬁe';‘x' g ¢t ¢, s’évanouira en
méme temps que les deux fonctions proposées. Or, puisque parmi les
coefficients (A,, A,, A,, ..., An—y3 By, By, By, ooy B, ) il yen a
m~-n—1 arbitraires, on pourra s’en servir pour annuler tous les
coclficients des m~+n—1 puissances de 2 dans cette nouvelle fouction.
Mais la fonction des cocfficients, qui restera avec le dernier terme en
x°, conservera encore la propri¢té de s’évanouir avec o ct ¢; si donc
elle est de degré m—-n, ce sera bien notre résultante dépourvue de
tout facteur étranger,

O, en général, le coefficient de ™ ==L dans la fonction

(Dcp—{-‘lh];:(Aoa;"—‘+A1x"‘2+...+A,w;"""‘+..-.+A,,__,)
y x(aow’”+a,x’"“+...+a;:z;"""—l—...—{—a’m)
' +(Bow'”"+B1x""2+...+B‘x'"—"‘f+;..+B,,',_',)
g Xl(bo:z;’.'+b',x"—‘,+..‘.+b.-a;"_“+...+b,,), .
sera ¢ p 1 | ; i . 8

i (‘5) ‘\ { -: Aoai+A1Ai_x+A2a;_;+.,,+Aiao L
iy - U+ BbA-B b 4B, b+ 4B,

. En faisant donc varier 4 depuis 0 jusqﬁ’é m-+n—1, on aura les
- Mmtn—1 équations Y ’ ;

T

A°a° LI +Bobo

A.oa'—*-A‘a" +Bub1+B«bo

Adctda, A0, 4B, 4-B,b, Db,
AastAg, +Aa, +Aa, +Bob+Bb, +B,b,4-B5,
A;ax+A|ai—l+A,ai_z+ o A +Bobi+B‘bt;;+B,b;_g+. B

Py

3

An—‘lam.‘l‘An-lam-l " ' r .+Bm—2bn+nm—ibn—l
O VRSN A . Baciba =0

=0
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Ces m—-n éqﬁatibné'peuVént dtre supposées contenir les m—=n in=
connues (A,A,, ...; A3 By ¢Bis ity B;). Parsuite, & I'aide d'un théo-
réme connu, la fonctlon restante cherchée sera le déterminant

Dby 00000 0.l 30, 0
0

(=}
(=1

0

0 b, ¢ 0 o g

0 0, Z".bo 0:..0 o0
3 CrH R T U O Of o A 0
(7) at' 'a-,"_y i 3; 0

0 00 0.t/ @n 8t 000 0 001 s by b
0,,0. 0 0... 0 gm0 400 JOEN 0Lk i85l

et comme il &st-¢videmment de de"rc m—[—n, ll rcpusentcra hlen la
résultaite en queshon. 3 . '

‘En falsant lalte & ce détertnindiit un derii-tour et ¢h Ié retourhant
seils dessus dossols, ofi voit que cetle h.su]tante est ldcntquc a celle
fournic par le déterminant swivadt: -+

G Gy Gy Qs o v ieo @nr@m 0. 0 0,

.0
08 a8 Gl gm0 0 s e
0, 0 a4y ay.. '. o s el Qmis Gmis Umigan “0‘. Sl s e e b 0
0 0 .0 Qoee o o v o o OnyAms am_g"am_l Qs bl s g ete e 0o (1= 40
0 o 70 =iy BTl by el B B e T T
07 0.5 00t s g ag ‘a,' 't a s Am—3 Gm—y Am
(8)[be b b, b b 00 0 0 0..0 o o]
0° b b boeio basyba .0 0 ,0 . 0...0 0 o0
0 0 b Bi.'s BsBusla 0 U 0..:0 o o
0 0 0 0. bacs bycs bui by 00,100, 00 0 0
0 0 o0 o I3 L A R S S
0 0 0 o. 0 ,bo by b, b b bns bn_i bn

dont la loi de’ formatxon est plus facile et pourrait se formuler amsx
1° Eerivez n siites des coefficients de I'équation de dcgrc m, Tune
au-dessous de Uautre; en atangant chaque suite d'un rang a dlozte, :
2° apres ces n suzles, el vzs ‘a-visde la premzcre sulte, écrives m suites
des coefficients de I équation de degrc n, lune au~dessous de lautre, -
‘en les avancant pareillement & droite d'un rang ; 3° remplissez (oules
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les places vides pdt des zéros; Iensemble des lignes constitucra le dé-
términant cheiché. . LY

Pobir fixer les iudes, supposons m=4, n==3, on aura :

@ @, @ ‘a, a; Y 0

U agd al a8

00 a, ‘al‘iuz a, “ai
R=1b, g b b, 0 o 0/,
a0 T 01 b, 0 0

0 0 b b b b o

UNQURG0 " oM e AL\ 0

qui sera une fonction de troisiemo degré pzir rapport aux coeflicients
(a) et de quatriéme degré par rapport. aux cocfiicients (b), comme
cela devait dtre, | sty o T Rt 00t Al
R ”O'bser.vbns mainlex)ilnt que.si Pop aivait_éliminé dc; ¢quations
sﬂivant?é o | TN 1t b

les m~-n puissances de o

. sl o - - uh .. 42 ¢ pld

o BEEES @t ke el gt g g

en les considérant comme des inconnues, on aurait obteny précisé-
- ment la résultante sous la forme (8). Ces équations, en eflet, subsis-

- tent en méme temps que les proposées, et dés que I'on suppose &
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celles—ci une racine commune, il faut, pour qu’clles coexistent sans
que s’annule, que le résultat de I'¢limination des puissances a°,
x', &, ..., ™1, considérées comme des inconnues, s'annule. En
les multlphant d’mlleurs par des constantes arbitraires A, A,, etc.,
et en les ajoutant sous la condmon que ces constantes annulent les
coefficients des pmasances dxverses de a:, on reproduira les équa~
tions (6). '

Le procédé d’ éhmmatlon fonds sur les’ cquatlons (9) et donné par
M. Sylvester n’cst ainsi qu'une transformation, et comme un retourne-
ment de la méthode d’Euler. Mais l’av'antage de ce procéds, cest de
pouvoir s'appliquer avec plus de facilité 3 un nombre plus grand d’¢-
quations & plusieurs inconnues, comme on verra dans la suite.”

3. Voici encore une méthode propre a fournir les conditions pour
que les deux équations proposées ¢ et ¢ aient une ou plusicurs racines
communes. Supposons 'qu’il ne s'agisse, pour le moment, que d’une
seule racine «, et posons n=m. 1l faudra évidemment que' 'on ait

10)  o=(z~a)(po@™ ' +p, "t .cd-pp_y),
(11) q;:(x-—a)(qoa;"""‘+ 928" oA Gy 5
et alors, en éliminant le facteur #— «, il viendra l'équati’on v
(a2 +a, 2 g a2 ... +ay,;) (qox’"“_-}—ql"“‘zﬁ—.. )
=(b° z"- b_ixm_l—l- . -+bm) (1’()"";"71-“l +pam- L -+pm—l) ’
~ qui, devant ¢tre identique, fournira les équations de condition
‘ 0=1090—Pobo=0v '
O:Qoai"{‘pgbi—Pobz"‘]’ibo,
(12) O=QOaz+91at+(Ioas;“Pobz"‘P1bi—pob:'

0= Qm—ldm _Pm—lbm-

Par suite, I'¢limination des quantité (p) et (¢) conduira & un détermi- -
nant de la forme ‘
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4 @, a, a,.a,.,a, 0 0.0 0 i
by by by bysiibyey by 0 0°...0 "0,
0" "a, a, DOyl 2y @y 00,000 ‘
0 b b by.b,., ey O G 05140
(13) (o ‘0o Qo Byeeelly 30y o0y 0. 0 -0 0,
| 05500 185 1 byl Bain s By Dy Bl d. 0100 |
0. 0.0 0v.ap a, a, .a.,,‘.‘..a,',,_‘,a,,,‘- |
0 0.0 Owlb, . b, b,  Bgrs Bpni )

plus mnéhzonique en 'queli]uc sorte que los préeédents, et qui sera Ia
résultante cherchée. =~ - Ak ablieREd ””’

&. Cest & Paide de ces ‘méthodes que j'ai calculé les résultantes
des équations ; e X

(1) { am’+.b.n’+qa:+d=_ 0,.

: e S L =0,

et ‘ 0 e gy Vi |
(15) { aw‘+_bx’+qx’+dw;—{-e;—0, :
P2+ g rat e g - (=0,

que je rapporterai ici telles que je les'ai données dans les Ah:za?es de

Tortolini, En les appelant respectivement R, R ona

Ry= as‘—p’d’+ac’(_/’s—b’dpz"+ad’q34b's’p+2(b’( Pr—a‘eps?)

+cp's—rtad-tateris— ¢’dj)’r+c?dp’q% abrst

(16)| TG —bdpg+3(adp's— a'dps)+bedpgr—abogrs
+acdpgs—abdprs+-1 (abdgr—bepgs+-bieprs —acdq'r)

~+2(acdpr’— aciprs-- bdpgs—. abdg’s). |

+ 3(ab0p§f—lzil’1)qu+ a’dqrs— bedp's),

- (17) Ri=6a’c’p*+10abde pyst+-haceprts
+1]a't+plet +1abed in§‘¢+ bede pqrs
Ly a’c’r"t’—i—c’e’;fl" +1 acd’prs’+ b’cqzq’r[ '
+1 | aceq’s’+ bd*pre 1] et 4 iy

+1 | abdegris+betdpgst Dy "a“‘bst’ +‘dea.p'.aq
Hldedgretbedp'rs 1 adeptqeratbepstt
: *
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—1 |ab’d gs*t+ bd’epq’s =2 adlert’ 4 ce®pr

—1 | abd eg’s* 4= 0*d’p gt —2|aceqri4-acd’pr’t
—1 [a%berst® +ede’piqr, -3 | a’'dg-belp'st

—1 (a’bd gst*+- bde*pgs ¢ —3 | a’dq*4-be’p’s

—1 {actdgrit4=bciepr’s A4 | aégirt - acd’p't

—1 | abde prs’+b'cepgst’ A4 | a'etprsi4-bieeptt:

—1 {beps’+- ad’q’t —L | a’ept’~4-ae’p’t

—1 | abepsit-+adiepg’e: —4 | a’cqris+ bc’dp t‘ \
—1 |abdeq'rt4-acdipgst = —L|acep’rateprt

+2 jaceprit-a ceprt’ . +5|a’depq’+abe’p’ st
+2 | a’eq gD d’p? —8 abcepi's‘tes—‘arde‘zpqrt '
+2 | abd’q’st- pqs’b’de —8 |a’cp qst;l/—.“dfbd épjf £
—2 |ac’eprs +b’cepr’t :

1|2+ a’cs t’+ d’e 'p 1+ce p q
+1|a’es*+d*p® t“+bp ad’y

+1 | a’bdrs’t4- cd’ep’qs + abcqst*4-bde’pg’r
+1 | ab’dpst*+ a'beqs*t--bd’ep’ qt+adc pq s

+1 | Ve pri*+-a*cers’4- ¢* d’p* rt-acet q'rt

o | acuq_t’+_b_e]n’+a d’r'ev-piste’e
+1 {abd’prst+ acdpqs?+abceq‘ét+ bidepgre,
+1{ac dpqt’+ abe*pr *s+-a'de q;’t—l—bc ep’st

+1| Ddps‘t+adeq’s +abegs +bd’p’q’t :

—1 |a¥ds’t Y- deps4- ab’t]l3+ bé’pg

—1 | abers’+- cd’p? qt+b‘cpst +ade'qr

=1 | abeqrit+ bee® pqr ’—l—a cdr’se4-c* *dep*rs

—1 | abd’qrit+ be'epgst+ ac’dg’st+ bdepr’s
—1 | abeeqrs*+bed*pgri+bedprst 4-acd eqirs
—1|a*der’s+-c'dp’st+be'pgrt-abe*qp® i
+2| @’ - c'e'p’tt-a’cpt’ +ae’p'rt

+-2|a cdqs’t-}— bd’ep rs-ab'dqri*4-bee'pg’s

+-2 | a*cepst+- ad'ep’® 1t+ab epri~+-ace'pg’t -
+2|a'de p15t+ acdep st—{- abee pgt*~-abe* pgre
+-2 | abeeqrii-be’ epq1t+ac’dp1st+acdep1 *s
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—2 | a'bdr’ 4 o’c'e’pqs4- @’Cqst®+ bde'pr*
—2|8%er’t+-Cep'ri -t aipre’ “+ace’pr
—2|@eeqs’-bd’prt+ Bdpre 4 ace’q’s
+3|adrst*4-cde’p’s -+ a'beqt’+-be’pgr

+3 | a'ber'stst-c'depiqe +abcpse*4-adepqr.

+3 | g'dpstens- ad’ep’s'+ ableq*+-bie'pyte

-+3 | aboeps®- ad’pqre-+beprsi+-acdeg’e

+3 | a'deqrsi+-bedip'st + bed Pqt~-abc’q'rs

—3 | &ee P VP ¢ dpri ot acep'st

—3 | a’d’grst 4= bed ep's+- abedq'v4-bie'p grs

—3 | a’beq rst+ bédepge+ abedps't+-adiepqrs

—3 | a'depst-adip'st 4 Pe g abe'q’t
+4|abdpr+ ac'p'gs-a’eqst®+ bde'pqs'

+4 | dceqrst4-bedep're 4 abed pri’+-ace'pgrs .

—5 | @beqrid-bee'piqe 4-a'edpsti 4 adepirs: -
—>5 |a*deq’st=+ bdep*st4- abd®pqic 4 abe’pgs*.

9. Au moyen de ces mémes forin/ule's ét d’un _il)éofémé, dont nous
parlerons plus tard," nous avons calculd les ipf»qdu'i_ts des carrés des
dilférences des racines pour Ie:' quatriéme et le 'pf}iqqliém_g‘aégré. Sup-

posons que les équations dmmé?sl soient . 0 )R
(18) Laa:f+ﬁba;’+60&;?+’fdéb+e=0,

(19) a2+ 5ba*+ 10 ca*+ 10da’+-5 et f=0,

et appelons A, A, les produits respectifs ; on aura
S Sy geg
@148 8¢ d .9
0 @« 3 3¢ 4|
3¢ 3 ¢ o ol
b 3¢ 3d e 0
R 0. ti0 BN, 3d el ik
=aC— 654 A6V Cd—120°hde’+- $1acte— 180abcde

180 — Galid’e+ 108 (abed4- Vede)—21(wd* +b'e)

+ 5% (abec-t-a’cd’e) 54 (eb'e>+ ac’d’).

© o o a
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a &b 6 hd e . 0.-0n 0)
0 a &b 6 hd e 0 0
0 0 o 4 [6c.-4d ¢’ 0
0 0 0. .'a .4b. :6c hd e

@) &=, he 64 ke S fic0 0 0f
0 b b 6d G f . 0.0
0" 0 iyubiande, s 6d L the i f 0}
0  0ui0. b ke 1 6d o ke f

¥ ‘—3375h‘d‘-——20a’bef’-—120a cdf*+. 26& 0a’c*d’f?..

—10a°b%’*+1640a%bedef*++51204" cd’[—180ab’c*f
~+28480abc’d’ef— 14920abcde’ [+9000bcde’+ 2000b’ ‘et - -
+-256(a s—l—b“]"’)+3456(ac"/"’-{—a ‘A°f) 6400 (ac*e - b'd'f) -
~+7200(abce'~ b'de’)+-360(a’d’ef*a’be*f?) '
~+160(a’ce’f*+-a*b*df*) 4-5760(a’cd’e* +- b“c’d/’) ,
~+-320(a’bee’f- ab’def*) +960(ab’d’ef-+abe’e’f) -
—+-7200(abce’d’ - b'c’def) +1480(a’c'de*f+ ab’cd’f’)
+4080(a’bd’e’f: +ab’c’ef )+ 2060(a’c’e‘+b‘d‘[ 31

*—h000(b'd’*+-b'6%") — 640(a a’de’f-f-ab’ef’)

—2160(a'd*e'— b’ ‘/“‘) 11590(abcd"f+ac‘def)
—1920(a*de* + boef*)—1440(a’bd*f -+ a’e c'ef?)
—3200(ac’d’e’-b*c’d’f)~- 600(ab’d’*+ b’c’e’f)
—1 6000(abc’de°+ b“cd’ef ) -1 0080(a* cdsef—i— abc’d/")

S Y-

; Développement abrégé ¢ de la résultanle. i

1. En dxsposant les résultantes R, et R, en une sérle de tableaux
comme nous avons indiqué pa"e "8 on auralt

ps2 qrs 13

qst T.,.zs ad®* bed c?
: bd* ¢ 1]
s3 sy a
& cd? a% l s F3 | E3 ;1
ad <1 a® pr TR abe B0 T
P . -
1= il. +p.’q -1 +ab‘ el + por| 3 | =t
pe’ b
'h,'x,' : ¢ l:;:l Yo [
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5 prsiigts Wik
| acd 0% bev
,;gg =] g2 | =4
by T ¢
+gﬁ, F2 | =1 .
b’c 4 i
ot +1
\
| QB rstt
] rs . gp be® . cded e
T 3 a8 1
R T e -4 [y ey o
| ac|_, a1l AT S
R=0"1 1 q|oa® 1 pr i o atbe ), o 1
=pi -t +p‘q am N, TN p’qr rh
qul ] ab' ‘<,
F ik
'1523_ s U sy g __pst? Zrt‘ qst  rist sy -
-ae. bde? % cdle g - _ade? beet Bdte  ¢'de Cogs
;:f el b S PR e Sy O D
sy PR P =5 |+t | e f g |
bla"c' 1 I
:+p,’,g +2 | 2 | 1 ] 42 | =y
b = e G
gc +1 l
prit g psit grst 3¢ gss e pgl* prst gt qr't ps: qrst gs
B g’c’ ad’ bede - cie zd’ ficPdP iy . i_@be*-acds 8%de bcle add e cd
5 4 ! oy i !
geelae] —a] e | o] —2] —2 | Sl s =5 |+ | Zalgs | -
o | TR M e el et abc‘eh‘,h'-—-ho"i—-'-\
prst [ T3 A3 —3 1] 0 pere | T2 ~8( -+t R 43—t
};qu;’te +21 43| —t ] —3f o0 |1 :gg: =S| +1f42f—1] o |
;gf-? =31 —3 (1], 17| g,cz? e f et | —1 M
—— —— —— | —— | ~——— it e | ——
gf:- =2} 0 i, "Z:‘," -3 43| o -1
G Tl | —— 0y s s - P
it e N bc‘ ~~~~_~_
q’f" it ri cgrs p 1 .
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pi*  pgst. pr’t q’rt prs‘ 't gris

a’? | +6| —8 4 +£ 2 —g -t

abde | —8 | -+-10 -o' =t} =1] ]

1 O bont " SRR

i !

ac’e | =4 | o[ |27 =p o+

acd* | -8 [ —1 [ =2} o |t

Bee | 45} —1 ] —2 “+1

L IR Ty

v,_‘l)'(:’d _5 o 4 o b M

c]l,_ ‘-{'-1( hif a1}

en ayant soin de mulupller seulement ensemble les facteurs littéraux
supérieurs d’un ¢oté avec Jos supéneurs de Pautre, el ainsi de méme a
I é"ard des facteurs mférleurs dans chaque rangée de carreaux hori-
zontale ou ‘erncale On dédunra par exemple, du septicme tableau de

R, que les produits ab’eqrst ‘bedepg*t ont 3 pour coefi‘cnent numéri-
que.'Pour R,; il faudra prendre, au contraire! le smne mféneur lors-
qu’on multlphera ensemble les facteurs inférieurs. Amsx le quatnéme
tabléau de R, donnera -—3a’dps’+ 3ad p’s.

2. Cela posé on remarque sans peine les proprlétés sulvanlcs qui
ont licu en général :

1° Chaque tableau lsobanque est symétnque par rapport A la dia-
gonale NO-SE, -au signe prés, ' ‘
- 2° Pour ' impair, le. sxgne cban"e A )’éward des produits des ;
: »factcurs mféneurs T -5 1=+
3 Les coef[‘cxen(s placés symt.tnquement par rapport 3 la dlano- 4
nale fourmssent quatre termes. de la résultante’ aflectés du ‘méme
' "coeffcxent au signe pres ; ceux sur la dlaﬂonalc fourmront sculement -
'deux termes. , 3 Silng
- L'idée de partager la résultante en groupes isobariques par rapport'_y 7
aux coefﬁcwnts d’une méme équation est due & M. Cayley, quien a .

/
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tiré aussi une méthode trés-expdditive pour en caleuler les cooff—
cients, et dont il a bien voulu me donner une communication som-—

maire. Le principe dont, probablement, ce célebre géometre est parti
me parait élre le suivant :

3. Sil'on prend dans une des parties (a) ou (6) du dclermmanl (8)
(p'wc 34) un de(ermmant de mi™ ordre’ (on suppose ici m—n) formé
avec les colonnes de rang Py Foy ooy rm. en allant de gauclw @ drozle ‘
les lermcs qu'tl contzcndra se)ont lous de pozds

L Cm(m )’

7'1+‘7'z+‘---+7'm""'_(1T_H°
Démonstration. 11 est &’ abord évident que les différences des'in -
dices des élunentsl(a) des colonnes Tis Tiyaay Iyyyiavee ceus des
¢éléments (a) de Ia colonhe r; en supposant pour lé moment qu'on ait

remplacé progressivement les 0 par des ¢léments de la forme Qg
@y, sauf A les annuler ensuite, seront ]

Te—Tu Py—ry re—ry, .., fm—7ry.

Soit maintenant ¢ ¢ Pindice du premler élément de 1a colonne 841 I_s
indices des éléments situds sur la- dm"onnle ‘du’ dctermmant ainsi
formé, que nous appellerons A et que nous duswncr()ns amsn -

1
i

A==lg DRpa et ) gt AN

seront
& ter—r,—1, Hre—r, 2, iy 3, éte.,
R, i+r,,,—ri-—(m-—1).
: B |

Par conséquent, le poids du produit de ces éléments sera

mz'—l-;'z"+r,+r,-+.;. +rrnf'“’7lri"‘(1 A 24341, +m_i) 7
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mais on a évidemment ry==1-1; donc ce poids sera hien

Ti+rz+ra+u-+rm—m(;n_c_;.‘ )f .

Or, si le ponds de la dla"onale a cette expressnon celul des autres
lignes quelconques qui pnsseront par les éléments du determmant‘
susdit aura encore Ia méme valeur. On s en comamcra mcément en
observant que, si d'un ¢dté, les indices croissent avec les rangs des
colonnes, ils diminuent de la méme maniére lorsque le rang de lignes

augmente.

1& Il sunt de 13 :

~1° Que tous les fermes en: ( ) du méme poids sobtlendront en
calculant tous les déterminants p'u' lesquels la somme’ .-

r1+r._,"'—;-.’..-}-'-'fm"'

est constante’;’

° Qu’étant connus les-: coeflicients numériques des déterminants
formés avec les éléments (a) de poids p, on connaitra, par ccla méme,
les coefﬁcxents des détermmants .conjugués . B formés avec les ¢lé-~
ments (b) de ponds g=m'—p.

En efllet, ces éléments (b) doivent.dtre pris dans les colonnes 77,
30 3y veey oy dilérentes des premiéres.

D'un autre coté, nous savons (voir page 28) que, pour trouver la
partie (b) conjuguée a celle (a ) par exemple,

{ Iio+k|+2kg+...+))1k,,,:p,
Kok, "l-\:k!'+""—l;_ ly = p,:

a.koa ki, q,km,

il faut changer g; en by;. Par conséquent, au changement prés de a
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en b, le déterminant B= | Rl Bl doit dtre lo méme que celui
qui résulte du changement de a; en a,,_,; dans le déterminant A. Or,
par I'dchange de a; ¢n a,,_;, le déterminant '

Al F L vl
deviendra : :
A= 2m+1'1——r'1., 2m4-1—r,, , 2m41—1, |,

dont le poids sera

m(2m+ 1)—(r'1+r':+---+r'rn)—m(;n.;_”'
Mais on a Sr3rl— 2m (i":)-H) ;

e

donc ce poids sera
Sr— o‘n (T_;” ’
cest-i-dire égal & celui des déterminants A déja_caleulés.
Ainsi, les déterminants B conjugués de poids ¢ sont identiques 3
ceux A de poids p, sauf le changement de g, en bn_s.
1l faudra seulement remarquer que le produit AB des deux déter~
minants entre dans la résultante avec le signe -+ ou —, suivant que
la série des nombres . Rt gl R dln-
S FURRE PYRRTIPUS AR P t'a 0 ‘
requiert un nombre pair ou impair d’échanges pour dtre restitude A
Pordre naturel 1.2.3...2m. ‘ A
On voit par Ia que le développement entier de la résultante se ré-
duira au simple calcul des déterminants A. :
Un exemple seul nous servira a bien comprendre et apprécier la
méthode. Supposons que nous ayohs a caleuler le quatriéme tableaun
de Ry, qui, d"aprés la notation actuelle des coefficients, deviendrait

Bebs? bybbs b3

aglaz| —3) +3 | —1

apa.a’ -+3 —1

1 a,¥ —1 .
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Dans ce ¢as, la résultante R serait le détérminant

i g 3. 4 5 6
a, a, a, a, 0 0

0 e '@ a @ O -
305540 a, a, , a,
by L SRR

0 b, b, b, b, 0
0 .0 ;l.’o. ,bx. by ;b:i,,

sur lequel nous avons, pour plus de clarté, numéroté les colonnes. !
Or, les déterminants A du poids 3 soiit Gvidemment les suivants :

(126), (135), (234), et, en rcumssant dans un scul tableau les

termes qu'ils fournissent, ona :

(126) (135) (éss)

i agty} 1| =1 | -+
e PUA R

ay® Pt I:r%a]

:

“Lés déterminants conjuguds, pris 'vdvééllélilré;s'ighés" convenables,
sont —(345), —(246), —(156). Mais, d’apres ce que nous avons
remarqué ci-dessus, lears coefficients sont ‘identiques & ceux des
déterminants A, —(234), —(135), —(126), soufl le changement de
~@; en b;_;. Par conséquent, ces dctermmants_ B donueront.

: - (238) (135) (120)

b =t | et | =1 ]

by e | =

S b
b3 | —1

oA

ou les cocfficients sont ceux du tableau précédent, changés de place
et de signe. Maintenant:il 'h’y aura “plus qu'a multiplier les lignes
horizontales ensemble, terme i a terme, pour retrouver les coefficients
du quatrieme tableau de Ry. Aingi, celui de a,’a,b,b,® sera

—3= (1) (1) o+ (=1) () - (+1) (—1),
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$Vv.

Méthode du plus grand commun '&iviseur.

Sans entrer ici dans les détails de la théorie du plus grand commun
diviseur, qu’on trouve dans tous les Traités ordinaires d’algtbre, il
nous suffira de rappeler : 1° qu’étant données les deux fonctions ¢ et
Y, leur plus grand commun diviseur est égal & celui qui existe entre
deux restes conséeutifs ; 29 que 5i un des restes s'dnnule, le quotient
correspondant & la dividion qui lé fournit est I¢ plus grand commun
diviseur cherché. w e 4

1 est évident qu’en poussant jusqu’au bout les calculs, on arrivera
finalement & un reste, qui ne contiendra plus la variable et sera
fonction sedlement des coefficients. Suivant que cette fonction s’an=
nulé ou ne $'annule Pas, les deux progiosées admettront ou non une
raciné commiune. Par conséquent; d'uprds de que nous avons dit au
f)ara'grzi'phe I, ¢ serd Id résultinte elle-ménie: Nous avons donc
in autre proctds pour trouver la résultatite, qui, dans les cas par=

ticulidrs; peut &t plus expCditif que fes autres; et quia I'avanitage
en outre de fournit indmédiatement les Taciiics comniiines; s'il yen
3, 4 la seulé inspection des quotients; R

1l ne'sera done pas inutile qu'd cette occasion nous,nous étendions
sur Pexpression analytique des restes, afin d’avoit uri terme de coin-
paraison pour tout calcul numérique. . : ol

Les deux fonctions proposées,.qu.ellcs qu'elles soient,, peuvent tou-

4 oy - e

Jours, avant de les assujettir & la méthode du plus’ grand commun
diviseur, " dtre réduites & denx, une de degré m, I'autré de degré
m—1, Soicnt ; L

o) P==d,2" 4 0, p ety g
0= boa:’""+b1xmf2+b2x'"‘3+. vl

ces fonctions; et appelons Q—R,, —-R:,,‘_gtc.,.'lés restes, afin d’ap-

pliquer au besoin nos formules au théortme de Sturm. On aura
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[ P=¢q,0—Ry,

Q=g¢q,R,
. : R1:Q=R2‘—"R:n
(2) MG Rz=93R3—R4\;

: Ry =gRi— Ry,
o o \ Ri=qiRiji—Rigo,

Qo> 1» s, elc., btant les quotiehts successifs.' On tire de I

e S R;:QOQ—Py R:=(Qo91_1) Q0—q,P,

¥ 'R=={(9091'—‘1)Qz""90}Q_(Qx%'_'i)P'

. et, en général, '
@) wh R=PP+040,
oll R, y i, P; sont. des fonchons de derrré respectivement m—z—i
%, i—1, qui renferment par conséquent m—1, 241, ¢ coefficients.
Or, on peut, i I'aide de la méthode des coefficients indéterminds,
trouver @ priors les valeurs de ces coefficients. En effet, comme le A
second membre doit se réduire & une fonction de: (m—z—l)"’e degré,
en ¢galant & zéro les cocff‘cnents de m--i—1— (m—i—1)=27 pre-
micres puissances de x, on obtiendra 27 équations linéaires entre
2i+1 coefficients arbitraires, par lesquelles on déterminera leur rap-

port & I'un des.deux pris & volonté. Appelons. celui-ci 2;; on pourra g
- évidlemment mettre P;, Q;, R; sous la forme

(%) P=x(R),  Q=2(Q), R=A(R),

(P ), Q). (R) kit hlos fonctions enuéres des coeff'cxents a ct b
Alora lcquatlon (3) devxendra ' ! '

- ON =0 )P+(Qz)Q

Le tout donc se réduxt a tromel les valeurs de (P;), (Q) (R,) i
Posons L

| Pi;:}'o i1 +-7‘w.'—2+72xi—3+ 1] ..+7‘,_“

6) =0, 0, a0, ‘
T R;=pa" - p‘m””""—i- p,xm"‘"2+. vt Pu—iety -
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on aura

Ri= (70x"'+7.z"f’+y,x‘-3+. oo~H7i=1) (@2 a1 2, =2 3a:""3>-i—.--+¢1m]
(00110, o2 +3)) (b,zm! +b1x'”‘2+b,a:"‘-3+...v+l)’","‘);

et, d’apres ce que nous avons dit ci-dessus, 2

0=7°a°+6obo;_.' !
0=y°a;+74a'0+6\0b1+01b0, ‘
7)' 0= '/oa:v“i"Yl.ai“*‘. ’/sl‘ao.‘f'{aob: + aibl 2 (}2[)0 ’
=702i—2 7, ay_3-... Tty @i -0 Dy o0 a0y,
0=7,85—1+718_y+... il yiai-0, by 40 by y .. .- obiy.
Po=7’oQ2i+71azi—x+- oot }'if-xqi+x+0\ob2:+‘axb2i—x+-;-+ ‘)111{‘
) P1=7002i11 7,85, T b ET FAPES 6‘ob2i+:+ Oy odte aibiTH'

)

Pm—ifl=?odr;ﬁ-l+71am+i—2+-.' °‘+'/i—la:n+3obm+t:—x+71am+§;2+°"+ai r;l—l‘
"Les premidres 27 équations (7) serviront 3 trouver les valeurs des

coefficients 5 et g, qui, portées dans les suivantes, feront connaitre
celles des coefficients p- Nous les écrirons comme il sujt :

Y

| ?’o'- 71‘\ 720 0« Yiea Vi ao 0\1 Usg -81—1 d; Y
\a,,.\o,_o.'..ol'_o-bo 0 0...0 0 =0
@ a 0...0 0 b, D, 0...0 0 =

@, ..

Qpimg Ggig Gy a  a_, by, gim3 Oigens b bi-; =0
Qgpmy Qg Gyi_3... Gy @; byiy byi—, byi_y... iy by =0

Appelons (y,) le déterminant de (2i—1)"m¢ ordre, que I'on obtient -
lorsqu’on supprime dans cette matrice les éléments de la colonne y;;
il est clair que Ia valeur du coelficient 3, est proportionnelle a ().
Si donc, dans les équations (8) on substitue (), (7,), (), (34)
vees (), auliew des coeflficients 705 711 Jim1s B4y ey O;, O aura les
valeurs auxquelles Por Pus seey Pu—i—¢ SOUE proportionnelles ect, par

4
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conséquent, la valeur de (R)). Ainsi, par exemple, la valeur de (p;) sera

(Pl) (/o)a2z+l+( :)azs+l—x+- +(/t—l)as+l+l+(a )b21+l+ -}-(6}) t+l’

" ou hien -

~(10) ()= _._

i

| nendra par conséquunt

I=m ~3-1

3 i Thys 8 o
Zwm-:-l—x a"" ai 0

. am—x Ayi—o Gaiz.

Ainsi, pour m_-h +=1, on trouyera
a b, 0 | a, b,

Ri)=2"'ar b, b, [4=z|'a; b;
aj b, b, |u a, b,

et si Pon suppose -~ -+ =~ 0 ¢

A O D e

By 0
b b,.
. bg bl‘A

Gy am—z ai' '

0,
b, |+
R/

@aiy a2t+l—-x az:—l—2 z+i+1 b2i+l b2i+(e-1-_-'.l)i+l‘

- G; bm—x baig + - biy

P=g*— 95 _7,° +10x+10

0=22"— — 3z —Tz-10,

il wendra‘ d’apres la formule précédente, . .
( ) =— 1721 —--23.2: + 45.

1l ne nous reste plus qu & déterminer Ia valeur de XA cet eITet, ob-

servons qu’ on a les équatlons

2] Ri=PPt Q Q= q-+xB:+n— Ritz, -
(1 2) 1 T1, I/ ‘ B'+l— Pi+1P+ Qg-}-]Q— ql+2Rl+2-— Ri:"3 )
My FL Ripa==P;y.,P- Qi+2Q=Qi+BRi+3'“f‘ Rizis

,_am+z a2t+l—1 an-+l—-2 az+z+x b2z+z bx+l—1 voDis

S S O
o -

ST =
(-3

-
5 2
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et sil'on substitue dans Ja premidre les valelirs de Riis Ry, fournies
par les autres, on aury I’équation ' ‘

PP+0Q,0=gq,, (PP 0:440)—P; . ,P— 0i12Q,

ou bien '
SO AN ey [ LN ) . Lin
(1 3) (p f,_“gi-f-lpf+!+ Py )P+ (Qi—9{+xgi+2+ Qi12) 0=0,
qui; ayant lieu quelles que soient-les fonctions P, Q; fournita les
relations: il oy 1 5 - :
(1%) { P"*‘2=Q€+1P€+1_Pn

. QH'Q:, 9i+gQi+1_-' Qi
d’o, en éliminant Qivrs
sy P.+2Q.-t-x—:b:+xd¢+z=I’1+xQ.~Ptfjt;: - ‘
Gette équation prouve que la fohction PiciQ;—Pi01, est une

constante, car elle ne change pas en permutant 'indice ¢, Pour la dé-
terminer, posons i= 1, et calculons la"fdn’btibn P,Q,—P,0,; o0l a

Ro=0Q, Py=0; P,=—1, Q=1 Qi=gs
et, par conséquent, : Vi
(16) Py Q.-—P;QW:—L -
Or, (17). 1>.¢+,o;,—fpiqf+1f=zf+ixi{(p.-+,)(o,)+(ffoto.~+,>}:

“

et des équatiofls R

R)=(P,)P+(0))0, DA T
(Rf+i)=(Pl'+l)P+ (Q:-H)Q, ,
on tire : PP VRSN ‘
(R (@) = (R 0iz)=p (Pe)(@)— ()0}

par suite, en ayant égard aux (16) g:f (171

(18) (Be) (Q)—(R)( Q)= L

fll‘i—l.

1 . .
Pour trouver donc 5. il suffira de comparer les termes des plus
LS E]

hautes dimensions dans les deux membres; et comme la’ partie
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(R})(Qi1) seulement est de mitme degré, il s'ensuit qu’en ‘appelant C;
les cocfficients de 2™ dans (R;)(Q;), il viendra ;

*a,

— Uy

11 l:~]—1

Comparons maintenant, au moyen des formules %nérales (8) et

(9) les cocfficients &, de 0, et p, de R,, on verra qu’ en chan"eant z
en 7--1 dans la (9) et en y prenant (), on obtient un déterminant
qui est égal au déterminant (10) pour !=0, multipli¢ par a,. Donc
Ci=(p,)’a, ; donc " :
e

o nous avons ajouté I'indice (¢) pour distinvuef ce premier coeff‘cient
de R; de celui des autres restes. De cette équation on dédlllt alsement
la valeur cherchée de X, asavoirs © 0 i

(20) ‘ | ' 3 ,’7‘1 {Po(l ) g li=4 o i), }

Po ('—1)90('-3)9 ($—5)

(19) LR i, <

il ! 4

L‘xemple On a évidemment 2,=1, et puisque R,=10, il vient

A 7«1_.1,_ 55 ainsi, le vrai reste R,, par exemple, sera

\

3 1 lao‘ bo . 0 : 'ao bo 0 h y
R‘=b_§(R‘)=b_: a; b, b, |ar4-1a, b, b, "”"'3'5'"';7
aav bs b a: bz bl i

ce qui se vérific immédiatement, .-

La formule (20), 4 laquelle nous sommes arrivés, nous montre
que dans I'application du théoréme de Sturm 4 la recherche du nombre
des racines réelles, il est inutile de considérer les vrais restes R,,
puisque les autres (R), dont les expressions sont si facilement four-
nies par notre formule (11), w'en different que par des facteurs tou~
jours positifs, ' (A%

1)

-~
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§ VL

Méthode abrégée de Bezout.
. Supposons n=m, les équations proposées seront

1) 9= X"+ a, 2" - a 2, g,
Y=, &" 4 b, z"—1 1 b mm-2+ b

Formons la sdne d équatxons

= ay— byg=0,
h=(ayx+ a,) — (b2+, Yo=0,
I,._.( 0:1:2-}- a,w-—}-a,) - (b0x2+b,x+ b,)q:—-O

................................ O

,,..,—-( age™ 1-%-a & p g, )= (D™ b ™ D, +b,,,-;)?=

qui seront de la forme

lo=lo,o‘z’n,z;"f"‘lo,xxm_z+)o,:$m—3+ e e A, 2'=0,
ly =2 am—14), e et b T A e =0,
(3) l,_.A. i ’+X, el .a:""3+ ceo Ty @'=0,

1 b
ooooooooooooooooooooo

lmex-_—'-)m—x A 0D T AN Y . nwm B +Am—l m—1 =0,

En éliminant de ces m équatlons les m puissances de z, i ol

R, oy BN consxdérées comme des inconnues, on obtiendra un
détcrmmant e :
Ao 20,1 Joa o o Domiy
R, A Mz o e Ay
(4) R=1{2,, - I T RAER X g

----------------

L ')-m"—l,o )vn—l,l ;'m--l,‘z tee )-m—l,m—t

qui sera la résultante cherchée.
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Ce déterminant est symétrique. En eflet, la valeur genérale de
A, ¢ serait :

1 A= aobr+s‘+l"r'a br+s+ +ar-1bs+2+a Dotss
(5)

— (b, ar+s+1+b Crystentbla, +ba,,).

Celle de I’élément CODJU"‘UC 2,5 s'obtiendrait en s échangeant entre
eux les indices » et s dans le'second membre de cefte équation, et
I'on aurait ¥ k18
Aer == @oby s+ 0y b+ b tab,.,

(I) a,.,.;+1+l)10r+s+ +b —lar+2+b ar—;—ll
bupposons, ce qui est toujours permla, s>r, ce second membre
contiendra en plus que celul del’ équatlon (5) Ies termes v

rpibs =i s—1 7 +a.r—l r+2+ Q.sbr-i-l ,
( r+las+br+2a.r—l+ +bs—lar+2+bsar+l)

qui se détruisent deu\r & deux. Ainsiona 7,,_23,. i
~ On déduit aussi de la forme générale de ), s quele poxds des termes

- esl coristant et é"al Artsd-1.

On peut obtenir, d’aprés M. Cauchy, les mémes équatnops (3) en’
prépnrant les dquations proposées de celte manigre :

,‘a @m_’_a‘a;m—l_*_ ta xrn—r____(ar+lxm—r—l+ +am_‘x+am)

jbo@m“f“ b, mm—x__*_ +b -Dm—’ (b 1$m_r—‘+ ot bm—lx",‘bm)

‘I‘n les dmsant membre a membre on trouvera

@,z -, = g R R L o o 8 B +am_;:t+a"‘
bxm +bxm=i-, +b,.r'"-' ) b,_l_.m"'-f—l-}- +bm..,x+bm

et en fmsant dxsparmtre les dénom;nateurs, ,

(aomm_,_aia.m—l_*_ A-a,zm )(b e mm—r—l_*_ +bm-1m+bm)
—(o™ b=t b 2" (a +1x""’“+ T +a,)=0.

En donnant ensmtea I'indice » les m\aleurso 1,2,3,...,m—1, on
obtiendra autant d’équations de degré m—1, qui coincideront avec
les (3). Il est aisé de voir, en effet, que dans lcquatlon I, tous les

termes de ¢ et de ¢ %, contenant des indices inférieurs & r+1, s'entre-
détruisent, e
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Les exemples suivapts feront mieux comprendre la formation des

&léments ) de determmant Soient Ra, Ry, R, les résultantes des
équations proposées pour m=3, &, 6. 1I viendra

oy

a, b —a, b 'a b ‘—a b _ ‘qoba—“aabo‘

I'{“—- ahy—ab,  a,b—a.b, ayby—ayb,

| H ‘\+ab—ab T RARYE vF

a,by—a,b, aib,—aab, a,by—a,b,
a, B ——a,b a by—a b' : a"b ‘b" a;b;—a4bo
a b &b, a, by—a b a b —a b a;(z‘,—a‘bl

b , —}-a,b —a b, —}-a1 )3 —a, 5 t

T aoba—a'ab Gbi—ab, ab,—a 0y ab,—ab,

f i +ab—ab, +ab—ab i
@by—a,by  ab—a,b, a, b - bl ayb,—a,b,

th " & .’

ab—a,b, ‘la_ob,—’q,‘b‘o ' ab—a b‘ agb —a‘ a b by ab—a,b,

'ab—ab agb—ab, ab—a,b ab—ab ab—ab“"a,b,.—‘a.b,

+ab—-ab +ab—ab +ab—a‘b +a,b—ab, :

aby—ab, ab,—ab, ap, =0y ab—ab, ab,—ab, aby—agb,
R o e A
ab,—a,b, aob,—a by aby—a.b, ab,—a. b ab -—-a’,b ab,—a,b,
~-a,b,—ab, +a’g‘:: g j‘_g (I; :252: +ab,—ab, )
aghy—ab, ap—ab, ab—a o0 ab—ab, apb, —a.b;  ab—a,b,
taby—ab, +a b,—a,b, ~+ab,—a s +a,b—ab,

L Jet?

| agb—a,b, ab—ab ab—-ab a{>-gb "ia‘{)——aeb ’ ab—a,

On pourra ainsi micux saisir ‘la ruvle qul suit pour former la ré-

sultante en général.

Solent

o=a a:’"+ a2 g, (A T - T4 a,=0,
y=ba"4- b,x’"“-l— b i X ac’"‘3+. vot-b x4 b,,,: 0

les équatlons données

1° Formez tous les determmants binaires que I'on pcut faxre avec

les coefficients correspondants des deux équations et tels, que dans
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c‘haqilé'cbuprle‘ entrent, oui_lé's iifemicrs coefficients (Z°), ou les der-
g ! g 3 g H o e () ST TR
niers (Z:) j ces déterminants seront de la forme - - P
| Ai:aobl;haibo’ ou - ap— ac'[)m_ambi;
ordonnez-les suivant leur-poids, depuis 1 Jusquau nombre 2m—1,
en forme de déterminant symétrique de mieme ordre, Ce déterminant
sera .

A.‘ 'A: As Ay ... Apy Ap !
IR VRSV e e T A_‘mﬂ;"
Ay Ay Ay Ag .. <A Apy,
A Ay ,AG‘ e R S

{

Amss

| - An . Am_—!—t Am;i-z Aml+s'- o Azm-z : A:m—; !

2° Faites par la pensée, dans 9 et g, ay=b,=a,=b,=0, et

- divisez par 2. Répétez la méme opération comme avant sur les nou-
" 'velles équations, que nous désignerons par les symboles (1n—2). Vous

B aurez un ‘m")uvyeau déterminant sfr@étriqi;e de (m—2)teme ordre, que
vous emboileres ‘symétriquemént dahs le premier, de manitre i laisser
libres les lignes extérieures du premier déterminaqt. '

3° Failes de méme dans_lcs'éq.uh‘tiohs (m——-2), |
Jaben e i a1=b1=am—'1= in=1=0;

. formez le déterminant de (m— &) ordre avec les ‘cb'efﬁéients qui
restent, ot emboitez-1¢ symétriquement dans celui de (m—2)iéme or—
dre, et ,aiqsi de,,suite.‘ Le.détg;'mipantlainsi formé sera la résultante
cherchée.

§ Vil

N

Autre méthode pour trouver la résultante, en la considérant comme le discri- -

minant () d’une fonction de deuxiéme degré.

Des que I'on sapercoit que la résultante R est un déterminant - -
symétrique, il se présente de suite a lesprit I'idée de le considérer

(*} On appelle discriminant la résultante des » dérivées particlles d’une fonction ho~
mogéne a n variables. HEE A, |
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B9 4/ O
i,

L Epete

i b g b L wicd ::‘ T

comme le produit de I'élimination des m variablc’s‘f\' g}.{m”& l%@a
lindaires, qui seraient les m dérivées par rapport é:\\(‘;h%%g
variables d’une méme équation de deusieme degré. Eh\\éia;; yan
sur les travaux de Jacobi et d'Hermite, on peut mettre cette propriété
bien en évidence. P 0 am e ’

On tire des équations (2) et (3) du paragraphe précédent celles qui
suifent : ' TR A :

lo™ =t Lygm=1 - L gm=2y | . I,,,_,:EA,,',m’““‘L’a;"'T"‘ £
={maygm~14 (m— 1)a,a;’"“2+(m—- e, xm3-, ., +ny )
—{mboam=1y- (m — Dby @ =24 (m—2) b, gm—2.y. .. +bns } o;
d’oti R : TR

A TR .
" a b 0) ) —o ()41 (a),
Or, si dans le premicr membre do cette équation on placait les ex~
posants m—1—p, m—1—gen indices, on obtiendrait une ¢quation
de second ‘degré entre les variables Zas Bty L3y .oy By D'illeurs,
le second membre est Ia valeur de la fonction '

Y(@)e (1) —o(z)4(y)
y—x

)

pour y=uz. Ainsi, pour avoir I'équation du’ second degré qu'on
cherche, il suffira de calculer Ia fonction
2B (E)—2 ()4 (@)
E=E : :
et de changer ensuite les diverses puissances de £, &', telles que &,
8en x;, 2, Cel fait, on formera les dérivées Dzyy D,y .oiy D:é,;._r'
de cette ¢quation, et en éliminant de ces dérivées ¢gales a zéro les
m variables z,, z,, «esy Ty, 0N obtiendra la résultante cherchée
sous la forme (4). 1l est bien gvident qu'en changeant de nouveau,
dans ces dérivées, les indices cn exposants, on aura .précisément les
équations (3), . e 1k ik _
Mais on peut déduire des mémoires de M. Hermite, insérés dans le
Journal de Crelle, une démonstration plus directe de cette proposi-
tion qui se rattache § [a considération des racines, " '
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Soit lféqhziiio,n dulsecond degré a m variables.
) (m+“l./+“1‘ z"*' +“1m_ )
)(a:+az,J+a, z+ dob i, i ) ’

(2, )?(“

g v(a)?(a

(1)

R e PRE I ST
+¢(vm9(am)( + o™ y+oem - -—I-ot v)*;
formons-en les dérivées o L =
A dRY AR ARy idl

1 “’dx Qd_j. ‘°d~ ,...:" ‘)dv 0
qui seront des fonctions homogénes et lméaxres en Z, Y, 5, ..., v. Je
dis en premier licu que la résultante de ces fonctions walees i z6ro
est I'inverse de la résultante cherchée R. Car leur resultante serait

W sE S Ayl v 4 3
227 Ay Oy . Oy
2 2 2 . 3%
(2) i % 1.3 b 0 A & Ha:  Ogie o Ui
? T U ) i) ) . = . - )
?“l?“r--?“m‘;’“«‘t’“g-"ﬁ’“m o A o et oo iyl
. - . . . - . .‘ . L] .
i (V
alt B ap. .oy

ou, par des théorémes connus, . -~ ..
- i 4 P art 4 i

(3) ya ya, yam I{

Cherchons maintenant une transformbe de T telle, que la rcsu]tante
des nouvelles dérivées soit I'inyerse de celle-ci, c’est-d-dire R. Pour
Y amver, posons ' ]

1 o x+'d‘y+a1 S +d1m “U Ah
AT L 'x+da?/+“e~z+---+°52'7-l’_‘”=-“\3'
& Ttagy o5 - a, M lo=A,,

* Fohiie oie poFloflalyich o (fo1 oifintAc) VoSN 0

x+“mj+“m .. -+ T 0= Ap;
on aura : : '

i A2 Al » ‘ 7 A%
== e ——
(5) Y29’ +?1.? % Qagol, + a*?“m?”w -?Z‘?(“)?'(“):
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et Ul . ;
1 dF A
$dz = ¥(a) o)’

1dF aA
2 dy Z‘P(“) ?'(z)?

{6) VAR Ny ey
: %d_: 2'v(wh@'(a‘)

1 4dF Cam=Ip
2dy -_241(1) ¢(a)’
le signe = s’étendant a toutes les racines «,, ay, ..., e

Exprimons maintenant F cn fonetjon de nouvelles variables Y X,
Z, ..., V, qui seraient liées anx anciennes’ par les équations

. AdF A, A Anm
ST e T e T ieE T e
‘,_1 dF_ a, A, T A o | OmAm

i 9(0.)?(a.)—‘_v\1.)?(a.)+' Tom)? (am)

@) g i il e U R TR
L= g = e e o

v 1AF__ am-yy, é,mQ‘A,l + 1AM
T 2deTT Tolm) e ) T (=) ¥/(=,) (m) @' (2m) "

Pour cela, nous tirerons de ces éqgation_s les valeurs des quantités

i Ai) A‘Hv Aaa "';, A,,-,‘

en fonction de «,, «,, ..., ap, et des nouvelles varlablcs }\ Yy Ve
Rappelons-nous a cet effet que, quand on 2 un systéme d’ équntlons
tel que T ALY
Pl+p2+p3+ 175 o PR OR GRS +pm=loy
Pidibpodytpid 4 . L S SRR = o
(8) {pri+p, L’—l—pa - A +pn.l =l,,

Pik ’"“+p l '""+1> ) ’"“+ T pml.,?’ =y,
la valeur de p; est déterminée par 'équation

(9) f/() )p.—.L lo+l" ll +LJI + "+I*m—l -1y
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koy Ey,y kg, o.., ke, btant les coefﬁcnents des puissances 2°, AY, X
A"t dans Ja fonction
)
=

ou, en d'autres termes, le second membre de (9) étant ce que devient

lf()x » apres y avoir changé les exposants de [ en indices. Par consé-

quent, en désxgnant par r: une mdétermmée quelconque on aura

A, .- ‘?«)

q’(“l)_t-“c’

” . g
(10) ! : P () _—‘t—“: y

Am g ?(o
om) ~ t—am’
pourvu que, la division faite, on change ‘
| SRR

!

respectivement en _ g
X, Y VAR Fys3 Y

A laide de ces valeuxs lexpressxon (5) de F deviendra
? , v(@) o) o ()
(11) : Z (a)t—al'—a

¢’ étant une autre mdétermmée. analo"ue a 2;, dont les puissances
successives | : : ' iC)

d 0 . 2 —
&% C", 354 Isherd”
devront aussi se changer en

X, X, Z; ..., V.

Mais on a- A
el b(@) 1
F=0(t)7(t) %‘—( JT—2)
i v(2) ] R
'—(P() ( )Z?(a.)(—a Z_’—_z)('—t' ] )
ou enfin HiE e : '

A _v(r)\'e(t')—xu(t)q(m,..
(12) 7= 20 =460

1
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et lon.voit que, sous cette forme symbolique, & est immédiatement
exprimable en fonction des cocfficients des deux équations propos(es

1 reste maintenant & démontrer que la résultante des nouvelles
dérivées ‘

13 1 4d¥. 1 AdF 1d5
(13) IR A 3@ v aa

est inverse de celle des dérivées anciennes
' 1dF 1dF 1 dF 1dF
3d5’ 2y’ 3as' v gy

Or, en appelant i I'invariant de la forme quadrathue enz,y,s, .. .,v
qu’on peut considérer comme la transformée de celle en X,Y,2 ¥y
dont nous dm"nerons Pinvariant par I, on a, d’aprés un théoréme
connu, ¥/

g b= ISH
$ tant le déterminant de Ia substitution (7). Maisona '
R’
donc 1, ou la résultante des fonctions (13), sera égale a

R=9 () () ¢ (as)- - . §(am).

Ainsi, la recherche de cette résul.tanfc R est ramende 3 celle de Ia ré-
sultante de I'élimination des variables X, Y, Z, ..., V entre les déri-
vées de &; et comme de I Lquatlon (12) on déduit axsément la suivante:

t—=S—

D= j=m

§—EZ (a; b,-—a b )( nz—i—xxm-j-i-\m-i-n}\m-j-m‘i‘ +}‘m—1+x7\m—c)

=20 fa=0

ol; pour rendre la loi de formation plus évxdente, on a changc les
variables -

respectivement en ‘ -
: kO’ \h 4\4H Ceeey Km—lv .
on conclura que la résultante R pourra se mettre sous la forme d un

déterminant symétrique, dont chaque élément sera la somme d’un
certain nombre de déterminants binaires isobariques (a;0;—a;b;).
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Supposons, pour ﬁxer les ldées m_.3 4 on aura successnement
g= aob‘—'ajbo)\ +O(aob —a, bo)\]k +2(a0 —a b )XO
[ v X2 (00, a,0,)X, X it (a:0,—a,b,) X, 25

(a 0b1—0,0 )‘{ —}-‘)(aob —a, bo)\‘,k +2(a b,—a, bo)X,X;
(a oDs—ab, a,b,

ab,—ab )\ +9(a.b,—ab )‘\ Xs+2(a,bs—a,b, )Xo X,
(a b, —ab )\t + )(a b,—a b )k }s. +2(a bi—a,b.)X, X,
azb,—a,b,)x )

On peut encorc d aprés M. Cayley, obtemr trés-snmplement la

forme (4) (S vy de la résullante R suff't de remarquer que I équa-

tloh O(w)V(J)—V(-C)?(J)
z—y

zéro les coclficients des dlchrentes puissances de y, on a un nombre
m d’équations, chacune de (m—l)“’”‘" degré en z, qui subsistent en
méme temps que les proposées ; et dont, en éliminant les puissances
A e N . , traitées comine des i mconnues, on obtlendra
la forme cherchée,

+++Ti‘+

—02 licu quel que soxtJ Alors en é"alant A

S VL

-Formnix‘on aes‘ p'i:ﬂyi:oiix'es xﬁi;itiiiliéﬁféd;il‘

Nous avons Vi, au paragraphe IIl, comment, parl’ mtroductwn des
polynomes thultiplicateurs, on arrive 3 ‘trouver la résultahtc de deiix
équatlons données.

- Proposons-tous maintenant: dé trgiivir en gétlérdl 13 fonictidhis
entxeres ©, W de derrré m—-l propres & satisfaire & I'équation

(1) R U )

U étant une fonction enticre de degré 2m—1. Cela pourra toujours

avoir lieu, puisque nous piouvons disposer d’uii flombre de coefficients

arbitraires égal A celuii des coefficiexis dotinés dans U. Eii égalanit
entre eux les cocfficients de la mérie puissatice de % dans les deux
membres, oh' aura une série de 2 éguations propres & fournit lés
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valeurs des coefficients de ® et de W, Leur déndininateiir commun
sera la résultante R; car, évidemment, il ne pourra pas différer de
celui que Pon obtiendrait dans le cas de U=0 (voir page 33). On
pourrait d"onc"s‘upposer U=RT, ct alors les coefficicats de ® et de ¥
dans I'équation (1) réduite & Ia forme .

@ETR
seront des fonctions entitres des coefficients de o, ¢etT,

La délcrmiqation des fonctions mul_tiplicatriges @, ¥, dans le cas
généralde | ' | £ BA | )

1 Y
(3) e ._T=',caz'z;"’”‘j?+c,x"f’"2+... s+ Comeis
revient 3 celle de ces.inémcs fonctions dans le cas de T==z!, 1 étant
un quelconque des exposants 2m-—1, 2m—2, ..., 2, 1, 0. Carsi
I'équation BN i P ,

R ;@l?f*?lrl‘P:xl
est satisfailc, la suiﬁmte . itads

e Com—1 P19 4= Con Db =3, ! '
le sera encore ; et ‘par'.ct)nséquent, dans le cas général; les fonctions
P et ¥ seront des somimes des termes tels que o3
™ i Comei®yy Gy T,

Cela posé, en résolvant les Lquations (3) (§ VI), comme si les

Puissances 2"=1, zm=2, 29 dtaiant des inconnues, on a
ol

R‘,bﬁ'x—l’_:ll\é‘(‘)‘lov-i-; x\0‘114+ Ao.‘ll_z.’*‘-f‘-‘i‘}\ﬁnrf-nlm—',' :
Ra:’"";‘x\,,olé-l%l\x.il:?i-'t&l'é’g-F---v:i"'Ai,.m—ihm—i, |
(&) . me-3‘=1\hol;,‘—l'—A'=1li-l-A,‘g?‘_,-i-:....'-i‘—A,'.Y,},'_Jm-l,'

Rxo =Am—| .Qlo +Am—l .lli +Am—l.2l: =+.. '+Ain—l :m—llm—l ’

équations qui, & cause de la relation Ar,s=Ap¢, toutes les fois que

TH$=1'-L-s" (voir chap. IiI, §1), peuvent encore s’écrire
Rx"l":g\olo+J\ltl+’[\glz+-ao+&-\,n_‘ m_‘jy‘ .

5) Rx'"-2=A,lo+A211+A,;lg+...+:\~,,',l',,,_, )

-o‘.qoata..r--.no,n--

. R':\vo;'— Am;lld"“ A{nli o Am-l;lll =+ -+ Aﬂm—llm—‘ ’
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ot I'on a en général

' Rxm-r—l‘—'Al +Ar+1ll+Ar+2l +.. +A:+mlm-l

Substltuons dans cette équation, les valcurs de l, l ) ytlrées des
équations (2) (§ V1), il viendra : “

 Rar-r-i= ={Aa,+ A, (aoa:+a1)+A,_,.2(a i +a1x+a o).},
‘ "—: A bo+Ay+1 (b .'L'+ b1)+ Ar+2(b T +b1x+b )+ ‘?,
eten posant

(6) - ¢ ,_A,a°+A,+,(a m+a,)+ A,q_g(a T+ 4424 a5) +-...
T Arim (€8 4 a,2m~24 L Gy ‘
—d=A) oA (0340, )+ A,y (6,874, 2+ b o).
A (b= ‘+b e .+bm_,)
nous’ gurons A
(7) q)r?_}_lp' J=Rgm—r-1,
Amsx dans le cas de T=z"~—t on ohtient bien aisément les va~
leurs des fonctions multlpllcalnces ©, W, au moyen des quantités A.
Mais comme, dans le cas général, les exposants qui figurent dans
la fonction T peuvent dépasser le nombre m—1, il nous resle  faire
voir comment on peut de ces mémes équatlons tirer les valeurs de
Q ct de W correspondantes & une puissance de z supéneurg a la
(m—-l)’éme : i ' i

© A ceteffet, j ‘observe que I'on pourra proﬁter des relatxons trouvces

i

jusqu’a présent en permutant x en 1—, ef en méme temps @y b en

(iFl s b,,,_, ; car, par ces deux (.chanrres, les equatxons proposnes 9—0 :
b =0 devxennent les mémes Alors les fonchons ¢, ¢ se changent en
=", .x""', etl devxent ‘

I LB ’
b=+ @y 2, +am)9;m

1
""(bm—rm +bm J‘wr—‘-‘- )“'JW’ 4

ou blen en ayant ¢gard aux equauons 9. et ¢ .28

: Q
_l —_— (a xm 7—l+a xm—: ~2+ + am_r-l) v

(b xnz-—r—(+ D a;m""""-’-}- -t bm-—r-—l)'L

a1 4
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et, daprds les (2) (§ Vi),

P ———

Inep_y .
ey
gm—t °

Mais les éqdatfoﬁs (3)(§ 'VI)' nous donnent
b= D@D, @)

Im—r—l '1 1
ot — lm—r—l,m—l Zm—1 ot lm—r—l,m-:z prs +.. -+)-m—r-1,o-

f

% . |- . |
Ainsi, comme /, se change en ——;T',’, la fonction 2,, se chan-

gera en _lm—r—l,m—s—l- d

Or, par I'échange de ), en Mner—gn—s—y 5 le déterminant ()
(S VI) reste le méme, et A,, se transforme en Ay_,_,,,_,_,. Par
suite, dans le cas actuel, R se changera en (—1)'":et A, en
(—i)m“Am_l_,,m_,_,; En tenant compte de ces dchanges, I'équa-

! 1 -' ' 3 :
tion (7), lorsqu’on change z en = by en ay_,, by,_,, deviendra

.(8) ‘ ‘ A (I),(P—}- W _-_—__.me+r,

4

ou k. . |
C(9) — 0= Agpmgp @, 2" Agm—sg—r (t_lm__ia:”‘—_‘—}—amx'"ﬂ) E
: +A2m—4—r (am—zxm.-l -+ Ay " + ama:'"""‘)-i—. oo

y ol ofl o o ol 4 SF SCH A TR B oiRe Lo Bel el 5 Koy oo

- +Am_,_2(a,x’"f!+a,a:*’“’—f—-...—l—a,,,). ‘

(0 w= LRSS Lol oY W (bm—xxm_"'l‘.brﬁxmd)
A A (B byt bp®™=) ...
Tr LTI L LV el IR L !

En faisant varier r depuis 0 jusqu’a m—1, les deux ¢quations (9)
et (10), avec les (6), fourniront toutes les valeurs des fonctions @ et W
propres & résoudre I'équation (2). ' _

~ Remarque. On peut mettre les valeurs de ®,, W, sous la forme

R U

m—m o opm—t

(1)

ML 4 Ar Ar-{..l N ;.I\r-\—m !
*“I’r——-(ﬁ"f‘-m +---'P;T)Y7
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(12) { r —(Azm —R ey xm—‘_l'Azm—s—-ra:m-“‘" +Am—r—2) e
E r—(A2m—2-—rw +A2m—3—r xm_2+° oot Am—r—?) Y

pourvu que I'on rejette les pulssances négatlves de z dans le premler
et celles supérieures & la (m—1)?"¢ dans le second

§IX.
ATLE S ':"7

Sur les re]atlons entre les éléments ).,

g

Nous avons vu (paﬂe 5ll.) qu entre les quantltes A 1I,ex1ste la rela-
tion Z,s_l,, Mais il dont cvxdemment yen avou' d autres, car le
nombre de ces Ll(,ments en comptant seulement ceux qul qont dlﬂ'é-

rents, est m, et 1|s ne dépendent que de 2m+‘> coeff‘cxents
Le nombre donc de ces relatlons paralt étre au premler ahord

'm+m_2m z—m;l Mais il faut le diminuer de troxs-

~ ~

car la quantlu, a,b—ab, ne change pas si 'on y substitue pa-~+ qb
pa +qb » au Ileu de s b, (en admetfant toutefois que les constantes
P ep,q soient aSSUJetthS & la condition PY—pg=1). D'o I'on
voit que I'on peut’ dlSpOSCI‘ a volonté de trois des coefficients a, wonia;,
b;, sans que la valetr de 2 soit altérée, Dori¢ les 2n+2 coefficients
donnés se réduisent & 2n+-1, puisque trois d’ entre eux peuvent fou-
jours étre pris arbltl‘mrement Par conséquent, le nombre des relations

m—1)(m—
se réduira aussi :) m(m L—-—&———- Parmi ces relations,

on peut compter celles fourmes par les équatrons (111) et (15) de Ia
page 73, mms il y en a de plus simples. - ;

Si I'on’ compare entre'elles les valeurs qu on trre de la formule (a)
(S Vl) pom X,_, s et 7,,3_,, on obtient

(” ;‘r,e—l—}r—l.s—arb —asbr’ .
ou bien, en po%ant a,b —a; ,._(a, 8), i 13l

i )\’r'f,_‘_.._. r‘-—l,a-:((lr s)' .'. -,
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Or, par la théorie des détermina}nts, on sait que (*)
(a, )(allb ) + (a, )(arb ) + a bv) (as u) _0'

Par smte en avant é"nrd ala relahon ), ,_.),,, et'd la :(i), on
obtient

Hos o r v
Ul e
1 s— +2‘lr-— ‘u.. +).lr—- T I
e v 911 g s u

ou, suivant une notatlon connu, lcs dctermmants, on entend par le

\

symboie A rs | le déterminant Perdss — g, On aura done 1A un
r

type d’autant de relations entre les &léments % qu'il y a de combinai-
sons distinctes des quatre indices ryes,u, ., '
- Posons succossnvement r=0, r» =m, et obqervons que les termes
avec les mdlces —1 et m ne peu\cnt pas emter il nendra

‘m—-1 s—l) ’m—l u—ll )Im—l 171I:0'
“N

ORI
v
q +)[¢—-1 v—-l’ Iv——l s—ll-H, —1 u—-—l!=<0'

M. Jacobi, & qui Pon doit cos relations, a"aussivdémoht'ré (Journal
de Crelle, tome XV) la suivante, i laquelle 'nbué hbils‘hr{réte‘rons et
que nous nous contenterons d’ indiquer :-

=1} m—-l’ ;r+1 1.+ g ’
1 1

IS

(ll‘) ('_1)”2).[81 s",,', S(n.._l) q+l Q +1 9(n.*.‘) —

(ry r 7'("“)) et (s, s \"")) etant les nombres choxsns respectivement
pour les tiombres 1, 2, 3,...,m—2¢t 1,9 e 3 ooy m—1, En se rap-
pelant le sens de ces notatlons on s’ apercevra aisément que les fonc-
tions indiquées dans les deux membres sont des déterminants formés
avec les éléments X affectés de certains indices partlcuhcls. '

{*) On peut consulter i ce sujel une note que j'ai insérée dans le Journal de Liouville,
1853, g ' '
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L i

PROPRIEThS ET E\IPLOI DE LA RESULTANTE DANS LA RECHERCHE
- DES RACINES COMMUNES.

SL
, Propriétés de la résu‘l\tanté.

' Previire PROPRIETE. Sz lequatzon q(x) est ‘de.lya_. for"mé q(m)ﬁ
91 ()8, (x)6 §(o) s on aura A sa L f P o

R=0,0,0,...,

04, 0,, 6, deszgnant les résultantes des équations
o 6(m)=o0, S@=0, 0;,(:1:):0.
Lia=e, {302 (1028
1l sufﬁt en ellet, de se rappeler qu’on a

R-?(xi)?(xz)ﬂwa) ¢ (@), -
1 x., . &, étant les racines de I’ équatxon J=0. Or, en rempla-
cant o(z) par le produit des fonctions 9, dans lesquelles nous Ia sup-
posops décomposable, on aura

R= Gl(a:l) 01(:1:2) 1 . -ai(wn) '

05(21) 65(z,) . . 0.(z,), -
65(x,) 04(z,). . 04(z,)

Mais 9( )9 (x ) (a:n) n’est autre chose que la résultante G) des
équatlons Jeet ¢ done :

R-_G)G)G)

On conce\n aisément ce qu’il arriverait si ¢ et ¢ étaient décompo-
sables en méme temps en facteurs.

'DEUXIEME PROPRIETE, La résultante R de deux éqziatz'ons quelcon-
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ques de degré m et n, telles que les ¢ et ¥ (page 53), salzsfazt a Véqua-
tion auz dérivées partielles : ‘

dR dR
9’ maom+(m—-1)a,——+(m-——2)a., Ja, Tt ney 5 b

-}-nb0 db +(n—1)b ‘db +(n )b,—+ +b""‘db
Pour la démontrer, rappelons-nous qu'on a

R—“ob ("‘1'—f3 )("“'—ﬁl)(“a"‘pt)-"(“m—ﬁx) E
i (B (e Bo) (2 Bs) (tm~—B.) -
@ '+ (2—Bs) (2:—p )(“a"_-'ﬁ ) (“m‘—ﬁa)
( —Bn) GE ﬁn) (“3_511) (am-—- pn)
Or, si dans les équations proposées on posait T=a +h, la résul-
_tante R ne changerait pas, car la constante h dlsparmtralt dans les
dlﬂ'érences deux & deux des racines. Appelons done '

)

Ry A U O R CRTY | Bl WRLINE !
les coefﬁcxents des nou\elles équatlons en z’, dont les valeurs seront
4,=a,

A,_a,—}—ma k,
m(m-—i)

A‘,_a, (m—1)a, h+

oh"'

1.2 1.2.5

As_.a:,.;.(m_.g)a h +(m—1)(m— R m(m—a)(m_g) o,

An=a,+a,_h+ a,,,_,h +a,,,__3h +. ~a,hm,
3) B,=b

0= 0py
By=b,4-nb,k,

B,=1, +(n—1)b h+-

n(n—i)

b,h*,

B,=b,+(n—2)b, h+ o ”S_,"“ 2 b+ Ll T 1
ll“‘bn"*‘bn—lh‘l‘ bu—zh +bn—3h +.. +b hm

et suppanns qu'on ait ' ;

("") R=F (ao- aq, a,, 5--7”va bo;‘bu b:’ bn)-
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La nouvelle résul\tante R’ sera, . ;
(5) R'=F(A,, Ay, Ay ooy Ay By, BY) By, 2y By,
ou encore | L ) f

(6) If{i—F Qoﬂ‘d‘ao‘;f'a,-f}-aa,,\qg-'i'j-ida,f, vt Gp-day) .
== l)o +abo7 b,_ﬂ-a[h, b2+!ab2, o bn.+8b"}'

kA 138 L

en désignant par 6%. 0ay, ooy ‘d‘bq A 6b1‘,/..‘.,‘ les acqrqissg;nents

- il ] S0 SRy Wi & s
Ay—a,, Alf—at" "-‘\1_Am~,—qm', Bo'—,‘b,q‘s B?T—bi’ sery Bp—b,,

qui résultent des égaliés (3). En développant alors R suivant le théo~
réme de Taylor étendu A plusieurs variables, on aura

I P URIEE) 1L S RIS 1) dR
; s ?i‘zao——i—da‘ (nl'_.l)(Is‘cﬁ._?_(m.—'?);?“lﬂlzj{_',"+a’"‘.‘m .
(7) Iiy:iﬁ—!— " s g iy ) e h+._,
: 1 nbo&—[:—i—(n-—l) 1JE+(nT—2)bsaE+"_.+b";‘Tbu i

Mais R’ doit coincider avee R ; h, d"ailleurs est quelconque ; dong tous
les coeflicients des diverses puissances de h, et en particulier celui de.
la pi‘e’miér'é,'devrorﬁ"s"a’nnuler;cé('ipi’i‘l fallait démontrer. |
Supposons donc que Ia forme littérale de Ja résultante R soit cbnnue, '
ce qui sera facile a I'aide du théoréme donnéd dans le n° 4 du § 2 joint
a la vemarque qui suit, et qu’on fcprése'nte les coeflicients numériques
par des coeflicients indéterrpinés;A','B,' G, D,...En substituant cette
- expression de R dans I'équation (1), le résultat devra dtre idehtique-
ment nul; par conséquent, tous les coefficients des. nouveaux termes
qui se formeront devront. se réduire’d éro, et fourtiront ainsi autant
d'équations de condition, par lesquelles on assignera la valeur de coef-
ficients indétermingés WIBSCHD W ' o ]
Soient, par exemple, les équu‘tim‘xs' )
' L AT asa,=0,,
D& bya b= 0
la‘fdrmc lit'tc’mic'def leur résultante sora
A(ao’b,’—l—az’bo’)—}-B(aoa,blbg—}—a,agb'obl) o
16080, 4-a,"b,b,)4-Daya,b,b;
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et I'équation aux dérivées partielles (1) deviendra :, .

2+ ) o by
dont on tirera les équations de condition
 A+B=0, B4-C=0, '213-|_?nc’-1-"1)=;0‘ g
et comme un des coefficients peut foulours dtre pris arbitrairement, il
sensmt en prenant A__l, que . b
| AR o e T D=—2,
et alors la résultante sera
(ab-—-ab) (aob—aib)(ab al))

’anlsm\n: PROPRIETE, Ln appelant x la maleur commune auz deus
équat:ons proposees, on aura

dh, dR L av L L dv

4 20,30 Lo s . o iabiaL iy g 2silo
(8) k 1 x LR S “.x ..dam dam—l dam—-z."..dao’

Lownat oty s AR AR LR R

Bttt S R e TR e T ) .
Supposans, en effet, que les coefficients a. a, reoivent les acerois-

sements da, d‘a,,, les proposées ndmettront encore une relation com- .

mune, si l'on a

oa,w’""—{- aapxm—p —_— 0

el comme dans ce cas la resultante doit encore s annuler, il faudra
que Pon ait aussi o5 §
dR AR 3

6a,da +6‘ Pda =0;
ces deux équahons nous fourmsscnt xmmédmtement la pxoportlon

di | m I m Sl : f ‘

—l: gy

(9) M Mg da; da x &
laquelle contmuem a subsister lorsqu on changera a en b. De I3, le

passage aux proportions (8) est de soi-méme évident,

Corollaire 1. De la proportion (9) t de son analogue en l: on dé-
duit la suivante :

p dR |, dR_,dR , dR
(10) ‘

day * da,* “db; * by’
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Corollaire 2. Puisque I'on a x'xP =P+ il s’ensuit que |
dR . dR . 4R
(11) 't ,da,,,‘_,,_;_'~—a-dam_p" dam=y™ 0,
et le premier membre, d’aprés ce que nous avons dit au § I, cha-
pitre 11, devra étretdivisible par R. Ainsi, pour =2 il viendra

dR dR dR |2
{7 d—aa-_(za—‘) =—0bb.R.

‘équation  les puissancos de 7 par
les dérivées de R prises par rapport aux coefficients de o qui leur sont
proportionnelles, il viendra ' BILRR ST | S AHE
dR dR - dRab i A gl AR A
bodam_n +bi da,,._,q.; +b= da,,._,..;., +."-‘-*7-bnm— 0._

Corollaire 3. Remplacons dans I’

Cette équation a liew dos que I'on suppose une racine commune
aux deux équations proposées ; elle devrait donc s’évanouir avec R.
Mais elle n’est pas divisible par R, carelle est de degré n—1 seule-
ment par rapport aux coefficients a; donc elle doit s'annuler identi-
quement. Supposons, par exemple, m=— 1, on aura les deux équations
identiques ) !
dR ik R - !
E“"---""amm:o’

@R 2 dR 5 AR, gp :
b°217¢°- +b1 E-’-b:; ('H—’—-c.-*l-bmm—— Oo

. dR dR . -

a‘(i_b; +a‘1 @, +a,

i 3 g » L o ¥ e b iy 3 ) g1 1 M
QUATRIEME PROPRIETE. En appelant x la valeur commune quz deuz
Cquations proposées (1) page 93, on aurg , '

A R ) |
‘(12) Liz:a®:.., :qxm-1.s dR -, dR ‘4R dR

33 TR AT A
. <d7~r,m—_'i- Qg s Dirym—s LoDy

i

A étant les eléments du déterminant (&) page 53.

Si, en effet, dans les ¢quations qui‘suivent dans la méme page, on
supprime la ligne 7, on pourra, avec les m— 1 équations restantes,
tirer les valeurs des m——1 quantités gm=i, gm=2 2t considérées
comme des inconnues. Il viendra alors, par des théoremes connus,

dR g dR
{ el AR
\1 3) (l).,.,m_"x ) T

et de Ia Ia proportion dnonce. . .
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' dR
POSOnS ‘ B .dT_f,lTl‘:i.\'s’
la relation (13) deviendra
Ar'mx,n = — 1 r’

i |

On agra parcillement
il mT" =4, L R i 1 8
Mais si, au lieu de la lmne 1, on avalt suppumé la lmne r » 0N auralt |
obtenu
Ap®™T==A,,,
Ay =5 = A, .
De ces relations on tire A
:c*"xr’_'A,,, A
b Y. Apg A r's)

doi o,
2 A, .V’

par consequent toutes lcs fms quc rs=rs' , 1l faudra que
(1[l:) . W A,rs—z\,.,r

Ainsi, toutes les quantltés 4, dont Ies mdrccs formcnt une somme
enale, sont égales entre clles, Cest pour cela que, nous avons écrit
dans le § VIII les équatwns (4) composées avec les cléments A sous
la forme (5). ‘

Corollmre. On dédult des relallons (9) et (13) la suwantc

; com d

Col AR el R R

Cl\QUlE\Il:. PROPRIETE, La rcsullanle satzs[au a lcquatwn auz dé-
rivées partielles

v om—

6) S A

‘:d, rsd

T élant un des nombres quelconques 1,2, 3,...,m—1.

En effet, si dans unc des équations (3) (§ VI), dont le type
général est : :

{17) )row"'""*‘; xm-x_*_) xm—’_i_."_*_)nn_l_o
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dR .
on substitue, d’aprés la propriété (9), %%'. au lieu de 2, on aura
\ . dap 5
AR
er‘g m-—o.

Le premier membre de cette équation constitue une fonction des -
coefficients de deux équations ‘pro'povsécg pety, fqui doit s'évanouir en
méme temps que’ la résultante R, et la contenir, par conséquent, en
facteur. (Voir page 25.)

On aura donc

SR e

® Dhghoit,

g étant un facteur 3 déterminer. Mais ¢ est évidemment de la forme
=g,

ou ¢’ désigne un cocfficient numeérique. Car le premier membre est
- de degré 2m-+1 par rapport aux coefficients b, et de degré 2m seu-

lement par rapport aux coefficients g ; Qailleurs, Ie poids est
ok r4st14m'— (st 1)=m4r. .
“D'autre part, le second membre élogitient‘ la fonction R qui est de
degré 2m et de'poids m?; ainsi, q ne pourra pag'dilféicr de la forme
indiquée. 5 ara o I 1L
Que I'on se reporte ensuite & I'équation (5) du § VI, et Yon verra
que le coefficient b, figurera dans le premier membre (18) autant de
fois que I'on fait varier I'indice s, & cause de la présence de b, dans
la seconde ligne, moins tous les b, qu’on trouvera dans la premitre
en faisant varier s de 0'4 r—1. Donc g'=m—p. On est redevable
a M. Brioschi de ce beau théoréme; mais on trouvera peut-&tre sa
démonstration moins simple que c_élle-ci,. (Voir le Journal de Crelle,
tome LIIL.) U i |
Corollaire 1. Changeons a en b et réciproquement, on aura
m—3

s, ch ok
(19) . %},sm‘_(m——i)a,li.

Corollaire 2, En supposant que Von ail écrit les m ¢quations qui
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résultent de la (16) par la variation de I'indice 7, on pourra en dé-
duire la mleur d’une dérivée quelconque -d—R- par la méthode de la

résolution des’ équatlons linéaires u pluswurs mconnues. On aura
ainsi, grdce & Iéquatlon g VR

L RO
-—Yx,,m = xm, ol
1

qm aura lieu, d’apres la théorie des détermmants pour toutes les va-
leurs de r, r', dlﬂ"érentes entre elles, les deux equatnons qui suivent :

. dR dR

e i dR ;
(20) "‘m——mboa—“*‘(m )b + +bm.-‘m.

dR — 13 de'
T 1naodT+(1)z 1)a‘d_x_'+‘ .--i-a,,,_,(m;m,_l

Corollaire 3. Au moyen de I cquatlon (13), les deux précédentes
se transforment en celles-ci :

dR AN
4 amEle s
o © R ’
5 £x
(2"') Adid :‘db‘-i-l ?()d):mx i R

z désxrrnant toulours la racine connue. De la, en changeant s en s—1,
on tire la suivante : R SR

oy dR .
(23) V(@)Y =0,
& laquelle on serait aussi arrivé, si dans l’(:quatioh (1)', en posant

dR
n=im, on avait substltuc an lien’ de - db ) les e\prcssmns iden—~

dR 2™~} 4R a:"'—"
tiques —— T @ g S dans cette cquatlon (23) on fait suecessi—

vement s=1, s=p, et que I'on ¢limine le rapport of(z): q;’(w) on
‘retombera sur léquatlon (10)

Supposons que les équations o ot b soient mises sous la forme des
fonctions homogénes a deux variables, _

(24) { P=0,2"+a, 2"y +-q, -73'"-2J+ +a,,,y"‘=
- ¢=byx, b 2" Wbty by =0,
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équations ‘qui comprennent les (1),»"pa‘g'e 53.en y/ pbéaﬁt y=1. On’
aura le théoreme suivant. - . . .o FOEl
StxiEyE PROPRIETE. La solution commune auz équations =0,
=0 est aussi une solution de I'équation o
(25) , D;9.Dyp—Dyo. D, =0. '
En effet, on a, par un principe connu-de la théorie des fonctions
homogenes, : '

(26)

’ D29 YD p==tp=0,
| { aD Yy, =np=0. ,
Or, puisque les proposées s’annulent par hypothese pour les valeurs
de x, y, diflérentes de zéro, il faudra que le dénominateur commun’
de ces valeurs, ou le déterminant .
l Dx?r Do ,:O. 7
| . Dx‘l’J’ D!I"!J
s'annule. Ce qu'il fallait démontrer, ’ .
Appelons P ce déterminant, on obtiendra eﬁcd:e la propriéts qui suit:
SEPTIEME PROPRIETE. S7 les proposées s’annulent par un systéme des
variables x, y, les dérivées partielles de P, prises par rapport & cha-
cune des variables, s’annuleront ausss, iy
On tire en effet des (26) les 'équa‘tiolns“
aP=m{oD,y—UD o},
yP=m{oDb—iD,o};
et en les différentiant successivement par rapporta z et 4 y, on oblient

. mgl;=(7nf'1)P+m{?Dv:a:y‘;’J'_:‘qJDz:cy?}v -
3 x%:”,l{?'Dys‘:'f_H"Dyz?}'
| ys—-i‘—‘m{?Dz’«P—t!»Dx’?}» it

il L) S N |

Or, si par hypothése g=& =0, I'on- a encore, par le théoréme
précédent, P=0; }'l _faudrq do‘n(v: que

. dp__dp
de ™~ dy

o1 S I

—_— U
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Application. Comme les du‘mes Q dans le cas de m=3,

, d ]
sont aussi de troisitme degré, il s ‘ensuit que la résultante des équa—
tions (14) (page 37) pourra encore se mettre sous la forme

a, SRRSO e d

s AR IR TR
2(aqg—bp),  3(ar—cq),  as—dp+br—cq, bs—dg
ar—cp, as—dp+br—cq, _ (bs—- dg), 2(cs— dr)

HuimigME pROPRIETE, Si dans les equatzons proposécs @ et d, on
substitue auz variables (x, y) de nouvelles tanables (u v) lides aux
prenucres par des éguations linéaires telles que

(21) ( p=putq,

y=pu+tqo,

la nouvelle résultante déduite des cquatwns transformées sera cgale a
Uancienne multiplice par une puzssance du dctermmant pq’'—pq de
la substitution.

Mettons, en effet, les fonctlons 9 ‘et ¢ sous la forme

(28) o= ao(w—au)(év—azy) (F—ay).. (w—amj) =0,
(29)  $=b(z—p.y)(x—Bay).. (—By). {Z—=fu)=0.

Par suite de Ja substitution (27), les facteurs quelconques Tk,
T—ayy; T—Puy

deviendront respectivement

(p-—:x,p)(u—-z’ a:”)’ (p—-ﬁjp')(.u.—.g—s_j——;;v)v: .

~ctles transformées @ et ¥ de o et ¢ seront

(30) ‘I’-—aoo(p p')(u —a—q,v) (u q’ L ).;.(u—-_-‘q’a';'—;q,v),

1P p—2zp’ P—2%mp
(31) ¥= boq;p p)(u ﬂ:v)(u %B’TB,;E )(u ;1)(3";B pv) :

Or, comme nous I’ avons vu, la résultante R est le prodmt de toutes
les différences —; que P'on peut former avec les racines de o et
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de ¢. D'ailleurs, cette différence quelconque des racines serait main-
tenant, pour les équations ® et W', |

s ‘1’“‘—‘1;‘)"31’—‘1 — (P =p'g)(zi—By)
(32) p=ap’ p=Bp' T (p—aip) (p—Bup)"

" En revenant, par conséquent, i Pexpression de R donnée au n°9:
du § 11, en y remplacant a, et b, respectivement par a,9(p, p') et

Dol (p, p), Ia valeur de l'a""no'uvelle résultante R’ sera
(33) R'==(pg'—p'gmh;

ce qu'il fallait démontrer. 3 ‘
 Corollaire, i dahs 932 et Jx Qn‘lr.cr'nplqée la variable 2 par :_—:Zf
% étant une nouvelle variable, la résultante des nouvelles équations
sera égale & celle des anciennes multiplide par une puissance du
binome pg’ —p'q. " -

- Neuvitme prophigri Soient
b)) Ul 180 (B 1L LR R e 40
= Pod-qb.  Weenf X
P=po+qd, W=p'otq'y

deuz nouvelles fonctions lides linéairement quz fonctions données ¢ et
Y, leur résultante R’ sera égale a celle des fonctions ¢ et ¢ multiplides

par une puz's./sanvcze'd'e Py’ —p'q.

En eflet, si dans V'expression (12) de # donnée ‘au § VII, on rem-
place ¢ et ¢ respectivement par ®'et W, on aura une nouvelle' trans—
formée qui sera

gr__ eV E) =S4T ;
Jf—(prj-p'q)[\. = ]—(pq-p’q)g’-.
' Par conséquent, chague  élément de’ déterminant 3 déterminants
binaires, qui exprime Ia résultante R sclon'la méthode abrégée de
Bezout, acquerra e facteur P9'—p'q, ct Ia résultante elle'-méAmev le
facteur (pg"—p’g)m. b0 4 IR Oy %
Corollaire. Lorsque' o et o sont respectivement les dérivées par
rapport & z ¢t y d’une ‘méme fonction

- [=aai+ lagat=ty.y. L;_—;) é:"’f,%» emtayl,
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leur résultante est naturellement unc fonction des coelficients de f-
Or, si dans fon fait la substitution ‘
‘m=pX-+q¥, -
y=p'X+q'Y,

et que l'on appelle F Ia tr'mql'ormce de [; la rcsultante fournie par
“les équations \

e LT e 1.
X Ty 3—0

sera égale & I'ancienne R multiplide 'p'ar (])q’—-p’q)‘("‘)
Cela est facile & dunontrcr, en avant recours au théorcme précé-
dent, et en remarquant qu’on a

§f4Q+IV)
v =9(E) + ¢ (5)-

Ainsi, pour foute fonction entitre ot homogéne en x, , il existe une
fonction de ses coefficients qui a la propriété de se reprodwire a un fac-
teur prcs el mdependant de ces. coefficients, lorsqu’on y remplace les
variables ; par d aulres, lzees lmeazrcment aux premzcl es.

Il est aisé de voir que, dans le calcul dctucl cette fonction n’est autre
chose que le prodult des carrés de toutes les différences entre les
racines de I’ Lquatlon donme Mais e]le n cst pas la seule; car, comme
M. Cayley I'a démontré, toute fonction enticre et homogtne en z, ¥
admet une infinité de fonctions jouissant de la méme propmtc “dont
cependant 1—2 seulement sont mdeendantes entre elles.

Nous remarquerons en passant que les fonctions pour =4, 1=5,
.telles que nous les envisageons aclucllement ont dté dC]a données au

Dixtisve PROPRIETE, Si dans les équations . 1
¢ (@ 9)=0, (=, 9)=
on substitue pour x,'y des fonctions quelconques entiéres et homogénes

deuetdey, . ,
2=G(w v), y=H(, v),

.
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l@ résullante des équations transformées W et & sera éqale d celle de 9
et de § multiplide par une puissance de la résultante des équations -
G(x, v)=0, H(y, v)=0.

Démonstration. Faisons dans ;9
P=0@—ey) B —ayy). .. (B—ay), |
¢=b, (x‘-ﬁiy)(x_ﬁe?/) s (B—B,y), , 5 g
la_substitution indiquée. Les équations transformées, ® et W, seront,
en désignant par I Ja caractéristique d'un produit,
O o= TI[G (1, v)— ol (1, v)l,
, W=10,I1[G(u, v) —pU(u, v)].
Or, ces équations admettront une solution commune dés qu’il y en
aura une pour deusx facteurs quelconques
G (v, v) —aH(u, v)=0,
G (u, v) — £l (u, v) =0,
c’est-d-dire, d’aprés le théordme précédent, dés que leur résultante
- (=—p)70 |
's’évano‘ui’l"a.'l\"o‘u's‘ s“(‘)us'-eq'téhddné ici qllie. 0 désxgne la x"és'ullante‘ des
équations G=0, 'H;O, et q leur commun degré_."‘ n
Autant donc il Y aura de combinaisons de facteurs, autant il y‘ aura
d’expressions, telles que («—@)70, qui en s’annulant exprimeront [
possibilité pour les équations ® et W d’avoir une solution commimq.
Lensemble donc de ces conditions, A savoir© '
‘ ’ ‘ ¥ . L 1‘. anRq S ,
sera la résultante cherchée, puisqu’il n'y aura pas cas de solations
qu’elle ne comprenne. '

N

Lzemple. Soient Jes équations e
o=az’ bry4af, Y=a'gie baycyt,
et transformons-les en d’autres @ ¢t W par les équations
A E=pui~ quu-rt, | y=puw+quv+rv*,
la résultante de @ et W serq ol
L=y —~(ab'—aoe ~e) (=1 (g —pig)gr'—rq}-.
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 Corollaive. Supposons. que o et ¢ soient les dérivies par rapport
& @ etd y d’une méme fonction homogene f(z, y):

La rc’sultantq de D,.{, D,.[ sera une fonction des coefficients de f,
dont une certaine puissance aura la propriété de se reproduire @ un
facteur prés, lorsque dans f on remplace les variables x, Y par des
fonctions quelconques entiéres ot homogénes d’autres variables u et v,

Telle sera, par exemple, Ia fonction

- (ad—bo)'—h(ac— %) (bd—)
correspondante & la fonction de z et de Y
ax’+-3ba'y+ 3 cxy*- dy’.

8 11.

- Recherche de la solution commune.

1, Aprés‘av()ir YU jusqu’a bréscni a quelle condition densx équations
données admettent une solution commune, il est naturel de s¢ de-
" mander : Quelle est cette solution? M. Abel, dans ses euvres, et
M. Liouville, dans’ son Journal de Hathématiques, ont donné divers
procédés pour la trouver ot pour déterminer méme une fonction quel-
conque rationnelle de cette solution au moyen des coefficients des
équations ‘ proposées. Mais ces procédés, quoique extrémement in-
génieux, sont bien loin d’dtre Jos plus simples, et il est & croire que
la réponse la plus facile a cette question aurait été connue depuis
longtemps, si Pon avait teny un - plus grand ‘compte des procédés
d"élimination d’Euler et de Bezout, '

I vésulte, en effet, des propriétés deuxieme et troisiome que la
valeur de z, propre 4 satis(aire en méme temps aux deux proposces,
sera donnée par I'une quelconque des trois équations

dR __ am dR . ar dR __ dR
' dam—p y - dam—p-i L dbm_y dom—puy 7

¥ dlr,m—p T - d)flm—P-l :
dont la derniére sera toujours préférable en pratique. Car, sans passer

par le développement de Ia résultante, il sulfira de calculer les deux
6
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‘déterminants conjugués & deux éléments consécutifs d’une ligne quel-
conque de déterminant (%) (page 53). A

On peut obtenir trés-simplement les deux premicres équations, en
observant que. les proposées seront encore satislaites en changeant
(a,,,_p, Bpnyi)s (Diipy D) TESPECLivement en (a,,,_-p+lw,iam-_p ),
(01— pws by oy ). Alors la résultante devient

dR dR O M AR ', dR
B'H( ) “(dbm-,_, ST

)+etc _O

da m—p+l d a m-—p

et puisque 2, p sont quelconques il faudra que
W kih P aiions

R odb R iR 2 4
dam—p+] dam—p?‘_ 4 (u}m-—l—l dbm—-l :

Soient, par exemple, les équations
ay 2+ a2 a,x4-a,=0,
byx® 40,2+ D, 2+ b,=0;
leur solution commune satlsfera a une quelconque des trois équatlons
(@b, -—a.b )w + @y —a.b )&+ (@b, —a, bo)=
Hagbs—ayb,
(wobs—a.b, )i+ T o (aid,—a,by) =
{agby—ajb,)z* +(a1b —ash) x4 (azd —aab )=0,
et, si elle existe, une de ses expressions sera - '

0 (gghy—a,b,) (a.b;—=ab;) — (asb—ayb,) (asbs—aib;)
Aagh,—a b.,) (@105—a30,) — (@ohy—a,bh,) (agbs—asb,)

2. On peut, de restc cen ne connaissant que la résultante, trouver
la solution commune. bml en e[Tet z cetie solution ; remplagons, ce
qui est permis, les Cqmllons o et & par les suivantes :

A4 4 0, 2 e @2 Ay B G A (2—a)=0,
by b2 - b2+, byt by A p ()= 05
la vésultdnte nouvelle devia encoré s'annuler, puisque la premlére
solution a eii seri encore une poui les nouvelles équations, Par con-
séquent, « sera une racine de la nousclle résultante ¢galée & zéro, et
pourra &tre toujours déterminée. Observons, en outre, qu’on pourra
se servir des indétefminées X'et p pour snmpllf'cr les caleuls.
Supposons, par exemple, qu'on ait & tlou‘er la solution commune
(«) aux'deux éyuations snivantes : it
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azx’ 4 by 4=
ar4-br4-¢ =0,
Ces équations, mises sous la forme
az® + b+ ¢ +A(z—a)=0,
AX+ Vg4 ¢4 (x-—a)_..O
fourniront la résultnnte ‘
[ac'—a'c-—-a(a)'—-a' )]’ (ab’ ~ab-raX—i l)[bc—b c—a(b 1—=b3)],
qui, en né"h"eant la partie.
(ac —a c)’ (ab’ ab)(bc—bc)
nécessairement nulle d’ aprcs notre hypothése; et en posaut
: . A=, pY =5 s
se réduira simplement & ¥ . ‘
(@b’ —a'b)a*—2(ac ac;a+bc—-bc.
En égalanl celte e\preqqxon a léw, on obtiendra pour Ia \aleur coin-

mune des racme~ ‘
a1 . a__ac’—a’c ;
Wil Tab'—ak’ ;
comme Cela doit étre. Si P'on avait, au contraire, posé.
='c A::.c,

on aurait en immédiatement
‘ be'—¥c

1-*

ac'—a'e!

'

qui sera encore la méme solution, en vertu de I umloulasement de la

résultante. :
On aurait pu ol)lenn ces valeurs bien plus’ simplement ; mais nous

wavons voulu, par cet e\cmplc qu’éclaireir Ia méthode.

Soit maiutenant 6 une foriction rationnelle qudconqu(. de Ia solu-
tion z commune aux deax équations o ¢t 4. Par un 'théoréme connu,
elle pourra toujours &tre ramenée 4 Ia forme

] k a:"'"+l =2 k. a:’""‘-l—...-l—l.,,,_ ;
les coeff‘cxents kL élant des fonctions ratlonnclles des cocff'cnunts de §
et de ceux des équations proposces petd, -
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Par suite, a I'aide de I’ equatlon (13) du paragraphe precédent on
aura I'équation

o) ey =Pt e o b
qun fera connaltre la valeur cherchée: de 4(x)..

. Jusqu’a présent nous avons supposé que les équations oetd
n’admettaient qu’une solution unique. Mais, s'il y en avait davantage,
il faudrait, pour les trouver, recourir aux restes fournis par la mé-
thode du plus grand commun diviseur, dont n nous avons donné Pex-
pression par la formule (11) page 50. bupposons, par exemple, qu'il
Y ait I=m—i—1 solutions ; I'équation R;=0, résolue par rapport’
d z, fera connaitre les ¢ solutions cherchées. Mais, pour que cela ait
lie, il faut évidemment que les coefficients satisfassent 4 1 équations
de condition, car le reste R;;, ne pourra s'annuler, indépendamment
de toute valeur altribuée & 2, & moins que chacun de ces ! cefficients
ne se réduise & zéro. On comprend d'ailleurs qu'en divisant succes—
sivement les équations proposées par & moins les racines communes,
on formera une suite d’ ‘quations de degré respectlvement m, m—1,
veey m—I41, et, par conaéquent une suite de ! résultantes ou
conditions, 3

D’aprés un théoréme de La«nan"e, que nous démontrerons plus
tard en le généralisant, ces conditions sont exprimées trés-simplement
par I'une des deux suites

bt i &R di=R -
R_O, da,,.—o E_O...d ,—__—;-—0
! “dR d°R . d-R :
R-—O, T:O W_O...m—-.(),

Arrivé & ce point, nous croyons avoir vidé toutes les questlons gé-
nérales que I’ ¢limination entre deus ¢quations a une variable pourrait
soulever. Il se présenterait ici- plusicurs applications analytiques et
géométriques dignes d’intérét. Mais, comme elles nous méneraient
trop au dela des bornes de notre ouvrage, nous en resterons Ia, et

lous passerons & trailer de I’ ¢limination entre trois équatlons a deux
variables. ‘ ‘ ol



DEUXTEME PARTIE.
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[RECHERCHE ET PROPRIETES DES SOLUTIONS COMMUNES A DEUX EQUATIONS
A DEUX VARIABLES,

S L

Formation et degré de I'équation finale,

Afin d’abréger le discours et de micux éclairer la pensée, nous
appellerons dorénavant argument la partie qui, dans un terme d’une
équation, contient les variables, de sorte qu’un terme sera le produit
du coefficient par l'arqument. _ , |

Cela posé, mnous appelons équation canonique de degré m a deux
tariables celle qui, dans ces arquments, présente une somme d’expo-
sants variable depuis 0 jusqu’a m.

Soient &Py? I'argument d’un terme, et r un nombre tel que

(1) pH+q4-r=m;

le coelficient de cet argument sera désigné par le symbole a,,, (‘). A
la vérité, les deux indices p, ¢ sulfiraient pour distinguer les coeffi-
 cients; mais nous ¢n ajouterons un troisicme pour la symétrie et par
analogie a I'équation homogéne 3 trois variables :

% :

(@i Dy aryiz=o0,

dont celle que nous considérons n’est qu'un cas particulier dés qu’on -
suppose r=1,

(") Souvent, pourabriger Iécriture, nous écrirons rar.., ays...,aulicwdep, g, r, ...,
s ol ‘
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1 est bien évident fue I'équation dont il s'agit, ordonnee par rap-
port axouay, prendra les formes

[ i 4 fis Cd=m '
(3) S‘a,a:’"" : .Za'!y’"f‘;o )
le=0 =0

a5, @, étant’ des polynomes complets respectivement en x ou y de
degré 1.

Le nombre de ces termes ou, des coelficients Gyqr Sera le méme que
celui des solutions en nombres entiers de I’ équatlon (1) 0 comprls,
c'est-d-dire " . SLSIR i ] -

m41, m+"
(%) 1\“ 1.2

-

Considérons maintenant deux éqnations canoniques ¢ et ¢ a deux
variables, de degré m et n, que nous désignerons comme il suit :

G) ‘P(w' y)= yapqrmp‘/q - (e, y):‘;b,,q,xpﬂ-—O'

: La premiére questlon qu1 se préscnte c'est de trouwr un systeme
des valeurs de z, y propre A les vérifier snmultanémeut Or, cela
n’offre pos de difficulté dés que Pon cormmt la resultante des deux
équations de dem m 3 une variahle. |

Ordonnons, cn eflet, ces équations par rapport a x ot ay. On aura
les systémes 0! ] bpen

Ealxm—lz 0, . Za'lym—-l; 0
(Ot sl W SR v S il
Tevimo | Space.

qui lmumront des résultantes de de"u, ik et de poids mn par mp
port aux cocfficients a;, b, d’une part, et aux coefficients a;, b de
autre. La premiére deviendra, par conséquent, une fonction Y de y,
la seconde X de @, dont I degré commun, par rapport aux variables
&, y, sera mn. Car, &' cause de I’ ¢quipollence, on a pour chaque terme
des deux résultantes les conditions ]

(8) . Zl)&:mn ) Ell’:mn :
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%, X étant les exposants dont les coelficients (@i, b)), (a'y, ') y sont
respectivement aflectés. Mais les degrés de ces coefficients, considérés
comme des fonctions de y ou'de 2, sont égaux a leurs indices; done
les premiers membres des équations (8) expriment les degrés des
termes de chaque résultante pap vapport a y ou 4. Donc, puisque le
degré de chaque terme est égal A son poids, ces résultantes elles-
mémes seront de degré mn ; et on pourra les mettre sous la forme

| Vg 30 1 t

: . mn 7 AR mn
{ TN m—{ \ m—l
(9) R—ZAIJD Skl ‘{_‘ IJ
() 0

) Sy | bay .

Avant d’aller plus loin, il sera bon de nous arréter un instant, pour
voir comment Bezout arrive au mémc rosultat par toute autre voie.

“Posons d'abord ce lemme :

Le nombre des termes qui, dans une equalzon o(x y) canomque de
—ptlim—pte) "

10.

degré m, sont divisibles par xP est (

A

Il est évident, en effet, que si i Yon met I équation ¢ sous la forme
d'une equatlon homogene & trois variables b(x, , 3), les termes divi-
sibles par &” constitucront, aprés avoir ¢té dépouillés de ce facteur a7,
une équation homogeéne & trois variables de degré m—p), laquelle

p+l)(m—p+‘>) & L .

contlcnt comme on amt m termes

Supposons donc que 1'on vculllc avoir la’ résultante Y. Multiplions
I'équation o(z, y) 0 parune autre 6(z;, 1 y) de degré ¢ & coefficients
indéterminés ;. on obtiendra une équation produit O(z,'y) de degré
m+ (. A Faide de I'équation §(=, y)==0, &liminons toutes les puis-—
sances de & supéricures A la (n—1)". Le nombre des termes qui
figureront encore dans O, aprés lchmmatxon des tclmos divisibles
par 2, sera, en \ertu du lemme préeédent :

N (mA=t-1) (n4-t42)  nd-t—n421 ) (M-t~ n4-2)
| — < o 5 -~ 0 -

‘Soit maintenant p le degré de fa césultante Y qu’il s’agit’ de trou-
ver; le nombre des termes compris dans Y sera p+1. Le nombre
donc des termes qu'il faudra détruire dans V'équation ©, pour la v
duire & Ia Y au moyen des coefficients indéterminés, sera N—p—1,
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Or, si au lien d'éliminer les termes divisibles par o dans I'équa~
tion-produit @, on les avait ¢éliminés dans équation ¢, le nombre des
termes et, par conséquent, le nombre des coef(’cxents arbitraires au-
rait été réduit a . L) 2 '

(‘t+1)(t+°) (t—iz+l)(t—n+";

Mais comme un de ces coefﬁcnents peut toujours dtre pris 4 volonté,
car rien n ‘empéche de multiplier la ¢ par une constante, le nombre
des coefﬁcxents mdétermmés disponibles sera

) (t—n+i)(t—n+°)

—1,

Or, Ie nombre des termes a détermmer dans 0 ne peut pas étre ni

plus grand ni plus peti que le nombre des goemcle’nts_arb;txjm’xjes dont
on peut dlsposer Donc

(m- t+1)(n1+ i+2) (m+t— n+l)(m+t— n+°)

(t+1) (t+2) (t—n+d) (t—n+2)

(2]

De I3 on conclut p=mn, .
ce qu'il fallait démontrer. =

Passons a présent a un exemple. Soient Ies équatlons

(10) { ?=02"+ by’ + dz*-dys - e “-fry=0,
_ Y=a2 by - ds +dJ~+exz+f':cJ

. En posant =1, et en ordonnant par rapport a Z, on aura

(“) {q;:ax +(fJ+0)x+b./ ~+dy+-c=0,
d=da'z* +(fj+c)x+by +d'y+c_0

n

Désignons en généras. par (mn) le déterminant [n . .|, on aura
(2

’

[(ab)*—(af)(fo)]y* +[ (ab)ad)—(ae)(f5)—(af) | (fa)+~(eb))
[Q(ab )(ac +(ad)’ (a) ()~ (eb)) —af{(. ed)+-(fe) )] y
[2(ad)(ac)— (af) (ec) (ac)((ed)—l—(c)”

ol ,

) — (ae)(ec).

(gt
_l_
+

-\
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st aisé de voir que, pour un degré quelconque m, on peut écrire
sans difficulté les deux premiers et les deux derniers termes des ré-
sultantes X ou Y. Considérons spécialement la y, - .. :
Le dernier (erme est ¢videmment la résultante des deux équa-
tions (3), lorsqu’on Y pose y=0. Le premier terme cnsuite s’obtien-
dra en limitant, dans Ia résultante des éqllh'tions o et @miscs sous la
forme (6), les céefﬁcients_a;, biaux termes contenant les plus hautes
puissances de Y5 ou, autrement, le coeflicient da premier terme sera

la résultante des équations propasées réduites aux termes homogines
de degré m, Ainsi, on aura

A B0 Gpimy g0 'am-'z:o see Qo :
(13) B‘,:I 5 5 .

mo,0 bm-uo bm—z:ol 2o bom,o

oo Apueyo,y Ou—g0s oo @y om
(1 4) an= ' >

bm 0,0 bm—-l 01 bm—2 g3 ees ,bo om
ol les seconds membres désignent les résultantes des deusx équations
a une variable de degré m, dont les coelficients seraient les éléments
compris dans les barres. On verra, dailleurs; trés-aisément qu'on a
toujours A,==B,. '

Pour obtenir le second terme, observons qu’en posant
: . | N ' Ay ’ Ii ‘ ’
L —ZCaoloall. ser @tm bo¥o X, bykm,.

I"argument ymn—1 résultera, en limitant tous les facteurs a2 au terme
5 Y (
contenant la puissance la plus haute de Y» a 'exception d’un seul, of

Fon prendra au contraire [a puissance immédiatement inférieure :
cela revient & opérer sur B, avec le symbole ‘

. F ﬁ .l ! 6 . i 1 A
: : Zap.q—l,r Ap,q,r
On trouvera de méme que (Bl -

an—l—zap,q+1,r 9ap q.r lin

Or, d’aprés la formule (4) de la page 33, By, By, sont des fonctions
des déterminants lindaires de la forme '

(15) | o lygwr

bpr  Opgris
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- Par conséquent, pour avoir B, ou B,,,_, , il suffira de différentier
respectivement B, ou By, par rapport & chaque déterminant hinaire
(15), et de changer e'nsuite celui—ci‘eu 5%

G g—ir Oy, q—l v Gpgr Upt gy
L b T [ e |
.P’q"r \ p(]r p7Qf'l?’ : P';(l'—l,f
ouen
o1 o : by B 3
1 ap.q—H,r; i ap"q+11’ + aP,W ) ap'q"'v i
bpgr by gty . Opginy

L’équation (12) confirme ce que nous venons de dire.

La formation des autres coefficients est plus compliquée. Je me con-
tenterai de remarquer que les coelficients B,, B,,,_,'s ‘obtiendraient
en opérant avec les 53mb_oles

1

L,
2. { (ap,q+2,r + 5 50" P+, r) 6“1),40 + ap,q-f—l r a,, q'~ l,r’oapqr Oty 4

z TR .
? { p,q-2,r + 3 @y, r) Oap,q.r+ ap g—1.7dprg'—1 r'oapqraap q'r’ 4,

sur Bo. B,,,,, respechvement. Mais on comprendra sans peme que les
coefficients de X, Y sont les fonctions des déterminants binaires formés
avec les coefficients des deux equauons proposces, et que d’ ailleurs,
dans A;, le poids des premiers indices:est égal & mu—1, et celui des
seconds & mn, pendant que, davs B, le poids des premiers indices est
mn, et celui des seconds mn—i, Car en changeant, par esemple, y
en Ly, le coeff'cnent B; devnent B; L””’" ; mais le clmn"ement de y en
I._/ dans les équations proposées revient & celui de a,q,, b,,, en Ka,,,,
kb, ; donc, en faisant la méme permutatlon dans les coefficients qui
entrent dans B;, on devra retrouver le factenr k™= ; ce qui ne pourra
pas arriver, & moins que le poids des seconds indices soit égal & mn—z,
D'ailleurs, il est évident que le ponds des premiers indices est mn, car
la fonction Y est la résultante des ¢quations propo:ées considérée
comme fonction de 2. . _ _
La remarque que nous venons de faire permettra de contrdler les
caleuls qu’on fera, d’aprés la méthode abrégée de Bezout, pour dé-
terminer les coefficients A et B.
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g1l .

Nombre des soluhons communes. - Degré dc I'équation finalo

‘dans le cas de denx équatnons non canomquel.

Supposons mamlenant qu’on ait résolu les cquahons }\—O Y._O
et appelons-en ' j j

(1) { "x,; NIRRT, | ozt
Jh ,1/:’ y:n' sy yr;ln‘vl

: , 7 1R TP 0 1

les racines respectnes.

Pour savoir laquelle des racines 4 y correspond a une racme donnéc
;, il suffira de substituer dans 'une des proposecs la qunntlté x; au
lieu de z et de résoudre ensuite I cquatlon de dc"ré mou n en y qm
en résultera. ' ' ‘

Cela fait, si les deux équations (5), page ‘86 admettent unc so-
lution unique y pour toutes racines a;, le’ nombre de ces solutions
sera le méme que celui des racines (10) c'est-d-dire mn. Mais si, au
contraire, pour unc valeur de z, telles que @, elles étaient censdes
avoir les deux solutions y,, y,, on serait tenté, au premier abord, de
croire que le nombre des solutions (2, y) peut dépasser le nombre
mn. Ainsi, on pourrait supposer les mn--1 solutions suivantes :

leu Ty, z, yﬂ st:’ ."-l’ Zynlmn s

car rien ne s'oppose & ce que y, soit encore une racine commune pour
&=ax,. C'est une légere dilficulté, qui peut-dtre n’a pas été remar-
quée par Eoler, auteur du théoréme que nous donnerons ci-dessous,
et qui du reste ne pomalt étre Ceartée sans celoi de Lagrange men-
tionné page 3. : ‘

En eflet, d’apres ce thcor«.me et l h}pothcse fque nous venons de
faire, on aura en méme temps

X=0, ‘ Y=0,

dX ay
prataet | (eye =L

par conséquent, X, Y seront respectivement divisibles par (a,—2)*,
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(d',,,— «)'y; @, o désignant deux fonctions de z, . Les racines done.
.dea --a', ou @', —a' seront doubles dans X ct Y. Ainsi la racine
ne peut pas étre associée & y,, y,, ou la y, & z,, a:., sans qu’elles
soient doubles respectivement dans X et Y, et I'on pomra poser, par
exemple, Ty =2y, Y’ =1,.
On voit alors que le nombre des, solutions sera toujours mn. En
poursuivant le méme raisonnement, on verrait en général que si,
d'un coté, on admet que les proposées aient, par une valeur donnée
'y ou z, plusieurs solutions communes en z ou eny, ll faut, de I’ autre,
admettre autant de racines é"alcs dans I équation \._0 Y=0. Par
conséquent, si p racines a; pement se combiner :nec une méme ra-
cine ¥, les autres mn—-p Tacines ne pourront plus se combmer
quavec les aulres mn-—p racines d:stmctes de y;; car p de ces ra-
cines sont é"ales & y; et se trouvent déjd par le fait assocides aux
racines ;. Concluons donc que, dans tous les cas, '

Le nombre des solutwns communes & deus cqualwns canomqucs a
deuz variables est égal an pr oduit de leurs degrés.

Appelons & présent groupes des solutions I'ensemble des solutions,
ou & une méme valeur de z ou de y correspondent des valeurs dif-
férentes de y ou de x5 et soient g,, g, les nombres respectifs de ces
groupes, il y aura g, racines diflérentes dans Féquation X=0, et g,
dans Y=0. Posons, de plus, |

Y={y—aPa(y—PPe (y—7)enns

il y aura. nécessairement 1, )3, )y, i..y racines & associées fespectiA

vement aux racines y=a, =f, ==%;-.-, et le nombre des groupes
scra ¢gal & celui des exposants 25, 23, Ay '

D’ailleurs, pour que cela ait lieu, il faudm qu’entre les coefﬁuents

des deux équations il existe des équations de conditions en nombre

4—1-{-}3—1—1—7.,——-1—1— = (mn—g.).

Excmple. Soient les (,qual:lons

x*— 3z J+3xy + 18 zy— 92° +23x—J——9y-—‘>3J~1a_0
- &' 20y 3y —Ozy— 32—+ y°— 3y — 3> 4 3 =0.
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On aura, i un factesr numérique pros, :
Y=y3y+1)(y +2)(y—1) (y+3).

Il faut done qu'a la racine y==0 répondent deus solutions en x, trois

en y=—1, deux en y=-—2, une pour y=1, etenfin une solu-
tion pour y=——3. ‘ '

On a, en effet, les groupes suivants :

¥=0, o=3 | y=—), a=0|y=—2, =3 y=1, 2=2 | y=—3, ax==2
y=0, x={ Yy=—1, =4 |y=—2, a=1
y=—14, o=2

qui exigeront quat're cdndilions entre les coefﬁcicnfs, et que X, en
outre, ait P'expression suivante : .

L XS e—1) k),
comme cela arrive eflectivement. _ ' :

- Remarquons maintenant que toute équation ¢(, y), en représen-
tant par m la somme des exposants de x, y qu'oflre la série des
termes dont elle se compose, peut étre réduite, en remplagant par 0
les coefficients qui manquent, 2 une forme canonique de degré m.
Mais les degrés des résultantes .1;‘, y p‘ourra.iént, dans ce cas, différer
entre eux, et e nombre mn n’exprimerait plus qu’un mazimum qu’ils
ne peuvent atteindre. Il importe donc de voir comment, dans tous
les cas possibles, on peut s"assurer d’avance du degré des résultantes,
ou, en d’autres termes, du nombre des solutions communes.

- Soient en général Xg, Xy,eeey I,y Xy Xy een, Xy les degrés des coef-
icients @g, @y, i.uy @y by by, by, eney by, des équations (6), par rap-
port a la variable y qu'ils contiennent. 1l est évident que le degré de
la résultante Y=10, en supjiosant que agkoa ki, b, Kob Ky, ,, b Kn
soit un de ces termes, sera le maximum de la somme

2ok 7.11:1+...+leﬂm—l—l’ok’o—}-).’,k’, T2,
sous les conditions ‘ ‘

© ko h -k R =n, ok 4 - y=m, ‘
b2k, . . +mbp= B -2 - L el =mn,
. Si"donc nous appelons 2, 2’ les degrés mazimum que présentent

1
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les séries des coefficients a, b, le degré de la résultinte ne pourra pas
dépasser le nombre ‘
‘ ] ' In2'm.
. Prenons, par exemple, les équations ]
@) 3’9(90, Y= @) + @'+ (@) + @)y 4 @)y + (2= o,
LY@ 0)=(2"y (2 + @y 2yt 2 =0,
ou par le symbole (z) on sous-entend un polynome de degré ¢, On a
m=35, n=4, 1=9, M=5;"
le degré de la résultante ne peut pas dépasser le nombre
. 9.44-5.5=61. |
Si, au conlraire, on s_’était,contengé de regarder ces équations
comme des cas particuliers des équations canoniques de degré S5
=13, 2+4=6, on aurait trouvé, avec M. Minding, 6.13=78 pour
la limite ‘miaximum du‘degré. Mais on s'apercevrait bien facilement,
aprés quelques essais, que le degré'de la résiltante X =0 est 58,
car, aprés les conditions posées ci-déssus,  les termes

@@ @) e,
CO!‘I’ESPO‘l’l'du’Ht: aux tglrxlnes alg'ébn:vqlues., o0

walay b b, aby b*ab;, ete.,
sont ceux qui fournissent Ia plus haute puissance de z,

Cette marche, ceperidant; est loin d’avoir la riguear et la précision
désirables. Nous allons,  par conséquent, exposer celle que M Minding
a publiée dans le Journal de Crelle; tome XX, ci qui remplit parfai-
tement le but qu’on' se propose. i 1A VR

Obseivo'ué,va') cet effet, qu'en appelant Y1y sy ooun Yy les racines de
I'équation ¢, la résultinte X aura (voir page 26) Vexpression sni-
vanteg g® iy o
3) N=0."0 (2, y1)o(®, ). -9 (@, Yu)»

Par conséquent, le degré de X sera o
@ L I S N

* ') M. Bezout a douné i ce sujet, dans sa Theorie générale des équations, une formula

~



Il PARTIE. — CHAPITRE 1. — § IL 95

S

i by .ol G désignant les degrés des fonetions o (@, ¥1), 9(z, y.),
ooy 0@, 1), apres la substitution des valeurs de Yy, Yy, elc., en
fonction de 2. Mais si I'on suppose que I'on ait développé en série les
racines y de la manitre suivante :

5 Yy, =cy :r,"'i—{-c,,._ 'éc""-*i{—c x’“—’-{— oo t=c + et
) 1 0

il suffira, dans la plupart des cas, de aubslltuer, au hcu de y, son ple-
mier terme ¢,z 5 en ~appelant alors w2y I'argument le plus haut de
oz, y), son ‘degré scra a~-ph. Par suite, cclui de X sera

m! 0+nz+(3(h,+h + -l-h,,)

Cela arrivera toulcs les fois que la substitation de ca* au lieu de g
fournira pour Ic coef('cncnt de I'argument z*+54 une quantlté diflé-
rente de zéro. Dans Ie cas contraire, il fandra recourir au second
terme de la série c,,_,:v""', et vonr ce qu’il donne en le substltuant
On passerait cncore au tronsmme, si le cocfﬁcnent de lnr"ument
22-HBh—1) yenait & s'annuler.

Il s’agit donc, en général, de trouver les de"rés hyyhey ..., by, des
racines y dans une équation donnée o(z, y)= 0. Dans I hypothese ot
nous nous sommes placts, les racines y développées en série suivant
les puissances descendantes de z auront pour premlers termes des
monomes de la forme *

ey L, e ahay L, e ainy

car toute fouction, qu'on suppose de degré r, doit par définition, en
la divisant par 2" et en y faisant x= o5, se réduire & une con-
stante. Or, si I'on substitue ces séries 3 la place de y dans I'équation

extrémement simple, que nons nous contenterons de mentionner, car, pour la démon-
trer, il faudrait entrer dans de longs développements, que le défaut d’espace nous force
a supprimer. Solent % et £, @’ ¢t 8’ les plus grands exposants de x et y respeclnemenl
dans les équatious o et ¢. Le degré de la résultante sera.
Nn=— (m—- rz) (m— B)_ (n—a )(n—ﬁ')’
ou m,n représentent les sommes maximum des upo:ams de x, y relatifs 2 un méme
terme dans les équations cel g, Amsi on trouvera pour le dem de la résultante des
équations (11) le nombre
13.6— (13 — 9) (6 — 5)— (13 —5)(6 —4) = 58,
L
Il faut noter cependant que cette formule n'a pas généralement lieu.

4
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o(z, y)=0,il faudra que dans’chaque substitution on obtienne une
¢quation en  identiquement nulle. Par conséquent,” afin que les
coelficients, -en "s’ajoutant, puissent se détruire mutucllement, il
faudra qu'il existe au moins deux termes ayant en argument la méme
pufssan_ce de 2.-Or, la série des puissances les plus élevées, que pré-
senteront successivement les différents termes, sera, poui‘ une valeur
I quelconque, 'éellle des binomes o U

’ 2o-+-mh, y~-(m—1)h, Aot (m—2)h..., A, h;
et si cette valeur & a 6té bien détcrmi'né.e, il faudra qu'elle puisse
rendre deux ou plusicurs de ces binomes é'gé‘ux entre eux, en laissant
 toutes les valeurs des autres binomes aﬁ-dessous. de celle des premiers.

La question, arrivée & ce point, peut dtre ainsi généralisée : ‘étant
donnés des "nombres-qitelconju'es 25 D e A et d’aulres nombres
Pos ytf, Ay ) faire varier un nombre h'depuis + o0 jusqu’a —, .
de telle sorte que los binomes = = l

(6) Lt 41 ,RQ,_I_P'Ph? }'1+Hih’ o ',_)'_'"_!—vy"?h, A
deviennent, les uns égauz entre euz, les autres tous inférieurs au's pre-
miers. Les valeurs de b, qui satisferont  ces c/ond_itions,iseron't les
degrés des racines y de I'équation . :

(7) (Po)yrot= ()= (0 Yytts . . .- (mysm=0.

en désignant par (1) une fonction de degré X en .

- La recherche de ces valeurs de & se simplifie beaucoup en tenant
compte des. remarques qui suivent, .. - i '
1% A partir de + 0, le premier maximum est Ao ik, car on
a par hypothdse ' . e

‘ : Pro > (g >> e

2° A mesure que k diminue, les binomes décroissent d'autahtplus
plus que le coefficient pde I est plus grand.

Il suit de Id qu’en faisant descendre hode o jusqu’a ce que le
p'r‘ém’iér' biho‘memlov—l}—yoh_ devienne ézal & un autre, v.g, & hwh,
on aura trouvé une des valears de f, . |

gl Mg

hi=2i=k
. L Be—1a,
, :
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qu’on cherchait ; car, d’aprés la remarque 1, la valeur de Ao~Fph
sera bien supricure 4 celle de tous les autres binomes. Mais lorsque

- Yon continuera & faire décroitre 4 & partir de b, afin de trouver les
autres valeurs propres a remplir les conditions ¢noncées; il sera inu~
tile de s’occuper des binomes qui. précédent le binome A+ h. En
ellet, d’aprés la remarque; 2, tous ces binomes décroitront davan~
tage que ceux qui suivent le binome X~k toutefois on suppose
que celui-ci soit le dernier de ceux: auxquels 3, —-p.h - est égal,
c’est-a-dire que y; soit le plus petit coeflicient de & dans les binomes
¢gaux. Ainsi, le premier mazimum qui.vers h=co était Ay ok,
au nlo}nent de h=h,, sera le binomc 2~ pih. Pour obtenir ensuite
une seconde valeur de h, on opérera sur celui-ci-et sur ceux qui le
suivent, comme on a'fait;précédcmment sur le binome 2, =y, k.
Soit pourtant J une valeur de h pour laquelle on ait

‘ Ai##i"%h‘*f" l*l’.i{ _y
7(,+ wh étant par h:y’[')(’)lhése',yle dernicr des binome‘s‘, ‘auql‘]‘él ‘,h,.—}-p,:h
a’pu devenir _égal\;vce_s.c_:ra 1 une aut're'm‘l‘cur de prop,re' ala qués-
l'irbin‘.v_'_()vn_‘opérgrd: de méme Sur d4 ph et sur les bilnorAnes‘vqui sui-
vent, etc., ot I'on troixy’erd pziréi”ve'r’ncr'l't iil"adtfes va'lem"s" ‘It;,,.‘h,,_.f’.: z
""_,'/I_‘out_‘g‘e‘ci'p:e‘ui étre beau n int :

Icoup éélairc_i en interprétant géoméirique-
ment le ‘probléme. ‘

g ™ By " "L". BJ . »B[ 4 3 ‘Cl C"X"

-~ Prenons sur deus axes rectangulaires les abscisses ‘
3 OBO=7‘0, ) 031;:-2..--0[:;——;- ‘I"fOB]=_}‘"°'OBl=)'Il C(C.,
et-les ordonnées '

AoBo==pio, A*Bv,=p.,...A,-B.";p.'..-.AjB_;";'l‘}il}n_oAlBl:[;‘lv»’:e.lc‘_',-
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Un binome quelconque 244 ;i sera I'abscisse du pomt C;; olt une
ligne, partant du point A;'et inclinée sur Ia verticale d’un angle dont
la" tangente est h, mtercepteralt Faxe'OX. Nous appelons segment
Iabseisse 0C;:: ‘

‘Cela-posé, le: probleme géomé{rique sera celui-ci's tirer une lzgne
passant aw moins. par:deux points; de' telle: sorfe qielle’ coupe sur
Vaxe OX: un' segment alg gébriquement plus g:and que tous ceuz qui
seratent inlerceptés par des pamllelcs menées par un aulre pomt quel-
conque. H b

On s’apergoit de suite qu'une premiére solutioii sera de faire pivoter
- une ligne droite sur le ‘point:leplus haut Ay Jusqu A ce qu'elle aille
rencontrer. un autre point Ay 11 est ‘évident que toute paralléle & la
ligng A 4&; interceptera des segments moindres’ que OC;; car tous les
autres points serontau dedans de cette ligiie.: Si, de méme, Iorsqu on
sera arrivé au point A;, on fait pivoter une ligne sur ce pomt vers
Iaxe, jusqu’a ce qu "elle aille rencontrer un autre pomt Ay, onsera sir
de laisser tous les autres pomts au dedans, ¢ car, puxsqu ‘ils s trouvalent
au-dessous de T - premm\, ligiie A, A i a fortzon ils’ sc trouveront
'au-dessous de la'seconde AOA,, qul sera plus clevée quc Tautre sur
Paxe. On obticndra amm une seconde soluhon En contmuant de la
sortc, on détermiinera toules les lignes propres & rcsoudre la questxon.

Substituons maintenant ¢z au licu de 1 y dans I'équation (16) s il
viendra, en divisant par &othive, et en laisant z=co ,

(17) (A oo ()04 =

o), (), ete., désignant les coeﬂjc:cnts de la plus haute pulssance
de x dans les polynomes ( (%), (.,), ctc. Car, par. hypothése, les
nombres )0+Iu0h‘, A=l sont egaua: el supérieurs a tous les aulres
fournis par les binomes Jt~ph;-ainsi, aprds gu'on aura divisé. par
Lothivo, toutes les puissances de apres le terme (2)yw, et toutes
celles intermédiaires entré célui-ci et le premier terme (3 )y, 4 part
celles qui pourraient encore ¢tre égales & 7A0+(J0h,, sont négatives.
et disparaitront lorsque z = oo,

Or, I'équation (17) est'de de"ro y.o-—p., par rapport au coelli-
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cient ¢; celui-ci pourra done'recevoir i, — ., valeurs, Par conséquent,
- les racines y, de degré by, seront eri nombre po—pi
Quelle que soit la valeur de J; précédemment trouvée, on arrivera
évidemment & des conelusions semblablcs, et I'on pourra, par consé-
quent, énoncer le théoreme suivang: | - . L] 1
Soit by la valeur de b propre a vendre deug ou plusieurs binomes
quelconques ' AR g

itpih, A+ ik

de la série (15) égauz entre eug, ¢ supérieurs algdbriquement ¢ tous
les autres, Y~ pih élant dans tous les cas le dernier de ceuz qui de-

viennent égaus; Véquation (16) aura pi—p, racines y de degré h,,
dpplication. Soit )’équa(ion 9(:&,‘;1]) (11) ;l'ln'sérize‘ (15) devient Ia
suivante : s AL IR &
8+5h, | G4k, 9435, A9k, 34p) g
et les 5 valeurs de I, déduites de la méthode ci;dess'ﬁs cxposce, seront
9-—8. 1

: A T o) 5
hy=h,=_ ==z, ha':h‘:ks:Tz——.

35—3 . 3

Par suite, les dearés hel it 1y, ._..‘dés foixctiops L'J(x, ), Pz, i/,).

Y=, ¥;)... serom.t_“"v' '

=

: li=l,=:o+5=3—, Li=l=l=5, .

Par conséquent, la résultante

A= Yy Yy, dwy,),

que nous qyohs a considérer dans le cas actuel, sera; d'apres la for-
mule (13), de degré PR 4
" h8+2343. 5255,
Remarque, En ‘appliquant le proceds déi‘cldpp(;'jusqu’a‘x pré“scnit
aux équations * Nl ' e

LB
o(z, y):y’—(’]a:—’i) Y+(14a—3 0-+7)y—8a"+-202%1-1 3xf1 5=0
‘P(x,y)=y"(5w-4)'J+3x’~12w+5=0-. R =
on 'trpu"verditvpour premiers termes des Tacines y de Iéquation ¢ d¢-
veloppées, en série, Chth= 2z, Ch @ =4z, Par leur substitution



100 THEORIE GENERALE DE L'ELIMINATION.

dans o(z, y) les degrés de o(z, ,), ¢(@,y,) seraient I, =1,=2; et la
résultante de defrré "—l— 2=1. Cependant, comme M. Magnus en a
averti le prcmler Ia rcsultant(, n’est que de degré 3. Cela tient-a ce
que, en faisant les subsututlons Jindiquées, le coefficient de I'argu-
" ment le plus haut 4% dans la fonction- oz, ,), sannule, Par consé-
quent, d’aprés ce que nous avons dit page 95, il faudra fecourir
aux seconds termes des sérics Yoy Yso :

Yy =2 — 2., g),_—:'lm——'éz—i =

ot T'on trouvera q;(a:, yi) —Sx +. % (x, y) 6a:+ - jA:i,ns.i:
IIL.Q l.__:l ‘et le degré de la résultanle sera 3

Cowllazre. Lorsque dans léquntxon (16) ona,

)‘o”— f‘o'—'/1+.“1-— nao m+)ma

les bmomes (15) deviendront égaux;, en posant h=1. Par suite, les
racines y seront de la l‘orme ¥

' J—cxw+co+c—ll+ °;,’+
Tel est Ie cas des Lquatlons canoniques.

-1 est bon maintenant d’observer que cette mcthode de calculer le'
degré de la résultante X ou Y, laquelle repose entizrement sur 1’6~
quation (12), suppose qu’on' a exclu du_ nombre:des ‘solutions z ou
y celles qui sont infinies. Par cela méme, ce degré pourrait-étre dif-
férent, suivant qu’on éliminera ¢ % ouJ MaiAsv(.m peut, par le théoréme
qui suit, prévoir dans quel cas ces deﬂrés seront égaux ou non.

- THEOREME. 6uzwnt que les premiers coe/]iczenls des equauons p;o-r
posécs, ordonnges par rapport & x o'y, auront un facteur commun ou
non, les résullantes X et Y auront un d:’/]’e‘rehi ou un méme degré. Dans
le premier cas, leurs degrés seront respectivement mn—dy, mn—d,;
dy, dy étant les degrés des facteurs communs des coefficients (a,, by)
ou(' b'o)‘. ‘ we . O ;

" Démonstration. Il est &’ abord u‘xdcnl que les propocees n admettent~
pas des solutions infinies z, Y, si leurs premiers, coefﬁcnenls (a, b,).
ou (ao,b ) ne sont dnvnsnblcs par un méme factuur[’ , ou Pz, foncuons,
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le premier de g, le second de'z. Alors; comme la ‘méthode tient compthe
seulement des solutions finics, les degrés des résultantes ne pourront
pas dilférer entre eux, puisqu’é chaque.solution finic en 2 corres-
pondra une autre finic en 7. =

Dans le cas contraire, soient par hypothese d, et d,, Ie nombre des
valeurs de z ou de y qui annuleront Pz ou P,. A chacune de ces va-
leurs correspondra une valeur infinic de 2 ou de y. Par conséquent,
il y aura d, racines y= o0, d, racines 3= oo , et lcs degrés des ré-
sultantes Y, X seront diminuées d’autant; ce qu’il fallait démontrer.

D’ailleurs, comme il est aisé de voir par-la formule ([!-), page 53,
et les exemples suivants, les coefiicients (a,, b,) ou (a’. b';) ayant un
facteur commun P, ou P, les résultintes primitives Y ou'X scront
divisibles respectivement par ces mémes facteurs, ce qui prouve bicn
que les racines de P, ou P, sont des’ solutions communes, in'dépcrl%-
damment de toute valeur attribuée 3 la résultante. . ¢ °

Les équations pourraient dtre quelquefois incompatibles. Cela ar-
rivera lorsque, en combinant entre elles les deux ¢quations, on en
déduira une troisitme de la forme constante—=0. On aura encore,
dans cqrtains\cas,_'un.‘cn"lerium d'inéompatibilité, en examinant si la
fonction T [ oS Lk

4 alaibitienly,
(t7) Eog— g
se réduit identiquement & zéro. Car, cn posant

‘dcp' dy '
E=a=e ),
y oA

les deux fonctions ¢ et ¢ pourraient dtre mises sous la forme de deux
fonctions de I'intégrale de I'équation

(19)  ybdaf(s, y)=o.
En effet, en appelant X cette intégrale, il vient
§ NSRS L o F X
dy dz =

(B:—-d—Y, ‘(‘_,0‘:1 W:f(()}, y). 2l
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Mais F(X) sera encore, une intégrale, car
' dFdX .ty

dy FX(E_ EI; :
dz™" dF dX 4y’ .

, \ dX dy dy
‘donc 4 | R -
20 i 'dF(X)
_?lm_- ,. ” RN
a1 (@ 1);

e EIE T dZI i . i v AN 3
et, par conséquent, on peut prendre F(X)=9, ou =¢. Les fonctions
proposces seront donc de la forme F(X)=0, f(X)=o0, Fet fdé-
signant deux fonctions quelconques de X, et X une fonction de «, y.
‘O, on pourrait éliminer X.de ces deux équations, et si la résul-
tante ne s’annule pas, il Y aura incompatibilité. Dans le cas contraire,
les deux proposées admeltront un nombre infini de solutions,  savoir,
celle de X=constante. - i
-+« Exemple. Soient les équations : 5
122" — 3627+ 120% 4 350" 3" 18y - iy — 19541,
- 205'— 602"+ 202°y 4 612° +- 51— 302y + 8y—2hz+3=0.
L'équation diflérenticlle (18)‘dezr'ievnt. dans ce cas, i
dy-+ (b —3) dw==0,

dont Iintégrale est )

X=22'"—30t-y=0.
Ainsi, les équations poilir'ro'nt sc mettre sous la formo

| F'—35-+y)=0,

[r—3a+y)=0. |
On reconnaitra facilement que, dans' le; cas actuel, les solutions des
¢quations coincident avec celles de I'équation

20*— 3x+-y=—1.

Mais si le terme-final 3 de la seconde se changeait en 2, les deux
équations deviendraient, au contraire, incompatibles, 3
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Remarque. L'équation (17), associée avec la ¢ oula ¢, fournira les
valeurs mazima ou minima respectives de ces fonctions, ce qui pourra,
dans quelques cas, faciliter la recherche des solutions communes,

Nous avons yu, au § 11, ¢omment, au moyen des résultantes X on
Y, on peut trouver les solutions communes. Au lieu de cela; on
pourra quelquefois, par les changements simultanés de signes qu'ac-
(jm'.ércnt'fes' Tonctions 'ﬁar deux systémes des valeurs (@ ), (@ Y1),
déterminer les limites entre lesquelles sont comprises les solutions
communes, et trouver par suite les valeurs elles-mémes. |

On pourra quelquefois poser z==4 (O: y=y(1), et"se servir des 5n-
déterminées contenues dans ety pour satisfaire 3 I"équation de con-
dition qui résultera en ¢liminant 1. La valeur ensuite de ¢ se trouvera
comme au §II, premidre partie, chapitre I1. L

Par-ce quizpréetde, -nous avons -appris;&: caleuler :les -solutions
communes & deux équations & deux variables; et cette méthode, comme
on aura remarqué, se réduit z‘l‘dév"eloppqr une fonction implicite en
séric. Nous n’avons cherché jusqu'd présent que lo premier terme de
la série, mais il est hon de Jes connaitre tous, afin d’avoir les valeurs
des solutions communes 3 tel degré‘d’qpﬁroxi}nat‘ion-‘quq I'on veut,

“et de pouvoir obvicr aux difficultés signalées dans la remarque, p. 99.
M. Liouville a donné i ce sujet une'méthode irés-ingénieusc, dont nous
allons maintenant nous oceuper.,- ‘

S

Méthode de Liouville pour développer en sério une fonction implicite

suivant les puissances descendantes ou ascendantes de la variable indé-
pendante, ' P -

Soit (1) L elmy=0 }
une ¢quation de dcgr’é m cntre les variables 2, y; ¢n réunissant Jes
termes de méme degré, on pourra lui donner la forme qui suit: +

, o Ay EEL S W
@) "o, (fj—c)-i- "o, (%) +2" 20, (1) -+.1.2=0, ﬁ

AT
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" ou bien, en pbsant%_—f'u :

(3) B 00(t) 4" 0, 1)+ 3" )k =0,
ol les polynomes’ 90y P14 93, elc.; seront de degré m, _m'f'—:'l,”:1ﬁ"-"_’2...
au plus. R ‘ Y 3

Pour z='co les racines u de léquatlon (3) s¢ redulront a ccllps
de I’ équatlon '

(%) .‘ 9o(t) =0. |
Soit e« une des racincs, on aura généralement
(5)' & zt:a+€

e étant une quantlté qui, sannulcra avee. 3 :

- Substituons maintendnt cette valeur de « dans la (3), il viendra,
en développant par la séric de Taylor ct en dmsant par "ty

(6)-[<ex>%<a>+%(«>]+ RS, ez,

- Faisons 2='c0 , ct’ desmnons par o a limite’ qu allcmdra dans ce
cas la quantlu, ex; Nous aurons

W | e (@o(e)=0,
®) o=l

Comme o est la limite de ez, on pourra poser

9) gty

28]
' par suite,
(10) ' | u:oz—{—i'—f—i'
Si I'on veut encore trouver d’ autres termes, on portera cette valeur
~ de u dans I'équation (3), ou bien‘la valeur de < tirde de (9) dans I'é-

quation (6), qui, multlphee par z clen ayant: cgard a I'équation (7),
donnera At

() o Fag e sl o) - B0,
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FA
E déswnant unc somme des tcrmcs qul § annu!wt avec é Fhisq;ns

done :z:._.co, et dcsmnons par « tla limite dc <& ; nous aurons

D ti0,

(1?) ;'v '9'o( )—i—1 090( )+ao:(a)+9 ()=

d'ott P'on tirera la valeur de o”. Cela fait, on posera

_(1.3) N : Fx-:-“"-,--';'-v
et il viendra

. a' all
(1/“) tt.-—- “+E +F+c-‘-y
d’olt '
(15) y=om+alp i 4,..

¥n procédant de la sorte, on pourra obtemr autant de termes que
Fon voudra de Ia série (15). Cette méthode suppose csscnhclluncnl
que ' équatlon (4) n’a pas de racines égales, car autrement los valeurs
de o/, &, etc., ne scraient pas finies. 11 est évident, &’ ailleurs, qu’on
aura aulant dc ces séries quil y a de racines dans I équation (4).

Au licu de développer la racine y suivant les punssancea descen-
dantes de z, on aurait pu IJ ducloppel aulvant lcs pulss‘mces Crois-
santes de . A cet effet, posons-

)

(16) s y)= 9o(J)+~’L‘9z( Y)o+as(y) 4.
et
(17) Y=y

(J) désmnant un polynome en y de dwré m—i au plus ct 7 dési-
gnant une des racines de r équation o,(; 7= qu on supposc toules
inégales, Atirde

On trou\era par une méthode semblable a Ia précédente, lcs ra=

cmee dey, / a I'aide des cquatxons
(15)- Sl o= ;
(19) 977+ '”.gm +?': )7 42:/)=0, ele.

II st & noter, d’4pres un théortme de M. Cauiliy, que les sérics
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(15) et (17) seront convergentes tant que % n’atteindra pas une veleur
pour laquelle y puisse ‘zi'cquérif des racines égales ou infinies.

Notons @'ailleurs qu’il y aurait béaucdup A dire sur le dévéloppc;-
ment des fonctions implicites en série. Mais, pour cela, nous ren-
voyons le lecteur au A/ émoire sur le caloul des Iz';;iz't/és, ihséré dans les
Ezercices d’analyse et de plysique mathématique, ot cet illustre géo~
métre a traité & fond la question, : ' o

Ce qui précéde suflfit pour:arriver A diverses conséquences impor=
tantes que M. Liouville a déduites de sa méthode.,

\

SIv.. -

e T L v ', AT g & vk e 3 ', = 4
Formation des résultantes X, Y. — Somme des solutions communes & ou y/.

- Soient, comme avant, les équations

W e g)=0 Y(zg)=0,

de degré m et n. Mettons-les sous la forme

™ X (;-_/;_)_i_mni—x (]v“ (%) - g2 P2 (i_/.:) =0, ',’
VAR N AT ] -, L

:D"Yo (x) -+t Y1 ((D) i ?z(m) +0-'f 0, .

9ir U désignant des polynomes de degré m—1i, n—1. Appelons y,;

Ye» -+- Yn les racines de I'équation 9=0, et portons-les dans I'autre

$=0. Posons s g g
B R=lEy)ier)eden),
Téquation finalesera =~ = R==0.
‘Nous allons voir ‘maintenant comment,lgra.cevaux '.sél"i.es‘(IKS_) , on
peut en trouver les différents termes. Commengons par le premier. On

Y :
a, en posant:—vzu,

([;) ,’ l:J(-'L', y)___xn | o(u)_*_xn—l J{‘(u)_*_. e
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Prenons uU=a~-¢, « étant une racine de I'équation ¢,(x) =0, et €

1
s’annulant avec > On aura

i) Ry
zn = Yolate) =y (a-f-e),
et lorsqu'on fera 2= oo , il viendra

(@, )= (2) 2"
' P 7

E é't:;ﬁt.unc:'q\uaniité 'gu'i s’annulera éxvc'g: % On aura donc, sous de
semblables désignations, '
A Y@y )=ar Y () aey, -
‘.'J(xz Ya)=2" 'o(?‘:)'ﬁ'{l’"F{: '
(5) L AT B it e e ol
‘lb("v' ym);x’f'l"o _(“m)._*"x"Em'
Multiplions ces équatioﬁs membre A membre, il viendra
6) R ) b)) b2,
I désignant une quantité qui s’annule avec 3; Le premier termc'écfa
d'onc rafpe) ‘ S 'l tn
KT CALACARR AR
ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé ﬁage'fﬁﬁ;'car'lc'pro—
duit ¢o(a1)¢o(¢,);-.-.¢5(q;,) est précisément _lzﬁl“r"ésqu‘tqpte des équations
90(@)s Yo(a), c'est-2-dire des équations ¢ et ¢ réduites aux arguments
de degré met n. BB TR el
Il est & noter, d’aprés la forme des seconds membres des équations
(5), que si les équations 9,(2)=0, Uo(2)=0 ont des racines com-
munes, le degré de Ia résultante s'abaissera d’autant d’unités qu'il
Y a de racines commun:eaj. 19 1
Passons & trouver le coefficient du second terme de Ia résultante. A
cet eflet, nous remplagons dans I'équation (%) u par

o ¢
U=z — c7
FIl,

¢ désignant une quantité qui s’évanouit avec j;,' et «, o étant des
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‘quantltcs détermintés, comme auparavaiit, par lés équations g (a)=0
et (7), § Iil. On obtiendra

o 1) =" o) 0 ) Yi]+ -,
I étant une quantité qui s annule avec = En y remplacant a par les

diverses racines de I équatlon ?o(ac) 0 on aura

..?(a; 7 ‘)—x"'o(“x)‘l"w"_'[ ' "o(aq)—{—u (« )]-—!—:E""‘I,
TOR B Ya) =y (we) 0"l o(“»)+?l( )]+x"—'l. ,

oul, IL,..I, déswnent des quantltés qun s annulent avec— Mul-—

tiplions toutes ces Cquatlons ensemble, il wendm

(8 R=zm} ( AACAN i (em) +-
a:"”"‘” (051)?0 dz "‘m)zyu Z')('SU'\“) .’I}""’-‘I\

le signe = s’étendant & toutes les racincs de 1équatxon 90( )=0, et
K dusmnant Pensemble des fermes qui, divisés | par &%, s'annulent..

avec Z;' Il est évident maintenant que le second terme de la résultante

aura pour coefficient - .

?0(011)‘{0( .).. ¢ (*m)Z—,er—)“o'—).

p

Par consequent la somme des racines de I’equatxon f'nale sera :

__Z Yol tile)
A% A ‘;'o(“) Yo

: 9u(2); . :».

&'o{a) ; .
1(2) '), «(7‘)
(9) Z ("';;n “) Z‘x’o("‘)

Si I'on avait, au contraire, portt’. les valeurs de Y d(.duxtcs de 48

P 9 gy sl i p ok
ou bicen, en remplagante’ par sa valeur —

quation ¢ (z, y) =0 dans la premiére o(z, y)= 0, on aurait obtenuy,
par un procédé semblable au préccdeut la méme résullante R, Par
conséquent, en “appelant By, B, .. ﬁn les racines de IU]UMIOH
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¥o(1) =0, on aura encore > pour la, _som,mc des racines de. I’équation.
finale J'expression ;

VHB2eB) el |
(10) ‘}d o)70(B)  gf) ’

le signe = s'étendant & toutes les racines de I'équation 4(B)=0,ct,
comme les deux expressions (9) et (10) donent‘é.vidcmmcnt coinei-
- der, on aura - 3 g ke ‘

(11) Z 0, (2) o). - 2‘ 4(“) S‘Yl(ﬂ)?o S‘Y:(B)

?o(2) Gol2) Yo (4) 3)90 Tty (B

S V.

Calcul des fonctions lymétrfql;al.

Soient , |
(1) 92, 9)=0, " (x, y)=0
les deux équations données, et &’
(2) EITE FTRY .~.’B.‘, Ys» xa’ Yss o 'xmm7mn

les groupes des solutlons communes. On appelle fonction sy symétrique
de ces squtzons communes toutc foncllon qui ne change pas de valeur

: lorsqu on y permute les groupcs Z.y,, w.yz. ZyY;... les uns avec
les autres de toutes les manieres possibles. 11 est éndcnt que, quelle
que soit cette fonction, on pourra toujours la caleuler, pourvu que F'on
sache exprimer en fonction des coelficients de ¢ et de ¢, une fonction
symétrique entiere de la forme - ¥

®

\ 9,:2.’131 Y p‘J! ’xa 'Ja He ohs x‘p;qu, 4 .
Sunant que ¢ sera = 1, _2, ete. € cst—a—dlre sunant que la
fonctlon contiendra 1, 2, ete., groupes, la fonction sera simple, dou-
ble, etc. Mais, & I'aide du théoréme qui suit, toute fonction , méme
1'1'1~l'1ll|ple, peut élre c\prlmce en fonction . des fonctions simples : La
fonction mullzple o1 S exprzmc au_moyen des fonctions s ymétriques
simples par des formules analogues a celles (18) et (21) (17 partie,

chap. 1) qui servent & exprimer des fonclzons quelcongques symétriques
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(5) Zwl N ‘xz Jz ’wa ! =ZxPqu 2_1.’1)17 19, Z.’.Ep Y,
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des:-racines d’une : ‘équation au moyen de la somme des puissances
semblables de ces racines. ;
Ainsi I'on a

Zm‘ Y Py da—= x”. Yo yw”,yqa—vwl’ "“l.yl"*‘q

_;ZmplfP,JQ,ﬂ,le’,J‘l," .
;‘)-",7,, : } g 'v,l' |

._.Egvpﬁp, yv,+q,Z a;l’.yq.—z.'xﬂ’-*?’s yote ,pr.y% .

+2le’.+}’ P, yql-'-q;H]: s

et généralement

(6) lep‘ Y xzp'?/ SO ~wlp1!/ il
= ___Z$11’1J Za} l’,yl ,wqp,-, ! ,”'wl_lvg_qu i
—‘Zx}’"”"yl AN ) x...xi_;gi—gyi_l‘{i71
—-—Ew:’-’-y,ﬂx? TPy I, 1p,_, Y901, ete,

D’ott I'on’ voit que 1a fonctlon multlple u sera dctermmue, des que
I'on connmtra la foncuon go,_l : car 11 sufﬁra dc, changer dans celle- CI
les’ e\posants )y

p,, p”,_ ses Dieg, successwementﬁcp pi—{—p,, p2+p,, ....‘pl_.,fl—p,,‘ \
91y s e Y=t ATI G tq, Tty oo QG t-qr. .
Par suite, de proche en proche, on connaitra ‘¢, "au' moyen- des
fonctions simples 78 Mals, en. regardant de pres la formule précé-
dente, ons apergoit qu'elle cst semblable a celle (18) que nous avons
donnée chapitre 1, prcmlere partic, pounu que lon suppose que dans
celle-ci on ait: associé i chaquc puissance a:gpg une autrc pmssance ygqg
én facteur. A'la condxtlon donc de joindre 3 a chaque]| puissance s celle
qui én résulte par I'échange de , peny, g, la formule (18) conduua"
aux mumes conscquences que la précédente, et I'on aurg® < o

(7)" = (-—-1)““1‘(9) Iz)...I‘ z)stgs;,....sA, l
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sous les mémes conditions et dLnommatlons si ce n’est que s; dési-
"nera mamtenant en "énéml Ia fonctxon simple ’

zxx 2 +>,+ 79J7,+1',+) sl

0l 2y, 25, X;... formeront une certaine combinaison de ¢ exposants
choisis parmi les [ exposanis py, p., Pt Xy, X5 X eelle qui s’en
déduit par | whan"e de pen q., LA ol i
Voyons & présent comment s° opere le caleul de ces fonctlons sym(.-
triques simples, -auquel celui de touté fonction symutrlque peut se
réduire. 't it

Supposons que les dquations ¢ et ¢ soient mises sous la forme :
(8) o, y):}dam,xl’y‘l:,":o, i {C2 ?/)=>:“béqr¢pyllzr=0' {
et posons |
(9) 2+ By 2=0.

Par la substitution de -——';i- au heu de,., ces Lquatlons deviendront

ax4-8y AR Sy\r
} apqrwp./q( Ty 2 ) sz(]‘zpyl(_a-aj:-—z) =07 A

+

d ou en chmmant o on aura une résultante de la forme

(10) 07mn+A1'/m"—l+ +Amu=0

- Ay, A,, vos Ay dtant des fonctxons des coeﬁ'cnents (a) et (b) ctde «, B.
Or, on sait tlrcr de celte (,quatlon la valeur de “/’, 7 Ltant une

quelconque des racme a laquclle, par sultc de I Lqualxon 9) corres-

pondra une soluhon commune x, J dcs proposccs. On aum donc par

L

un théoréme connu,

A e = Koy Ay oos & ),
[ désignant une foncuon homo"(.ne de degré et de poxds 7 par.rapport
aux cocfficients A. Comparons maintenant, dans les deux membres de

cetle équation, les coelficients d'un méme argument aP3?; il viendra

1) A abyr= g, b b), {ptq=r},
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en représentant par F(a, b) une fonction des coefficicnts a, b, dont le
degré sera 1(m+n), car les quantités A sont déja. elles-mumes de
degré m~-n par rapport a ces coelflicients. On remarquera, d’ allluurs,
que la fonction A; est de fa forme

Ay o u;. Al=Colﬁ-l‘ 41 l—xdiﬁ[-"f" +C“cx,
C;;—i Slant en général une fonction des: coeflficients (a) et (b); dont
le poids par Tapport aux premiers, deuxiemes et troisimes indices
sera mn —i; mn—I+4-¢, 1. Cela se'démontre en changeant successive-
ment z, y, 5 en kz, Ly, ks. En particulier, le premier coeflicient A,
sera donné par la formule \13) da § I

On voit par la que la forme dit second membie {(11) sera

—

k ; Ky P 3L -
(1 2) ; ch '_,hlx'.'"h C /l;,l;-h;c-hlz,,l;—h_‘-} 9
sous les conditions

hikyt-Roles 4Rl j...=p,
(13)‘ nE l ’»‘+ l ’u.+l l»,—‘—.. =r,
\' I\/1+’Uc+lv +- .—7‘,

g étant un cocfficient numénque varlable d’un terme & I’ autrc

Une fois qu on aura calculé par cette méthode la fonction Szy, la
“formule (7) fera connaitre la valeur de celle plus générale ‘

(14) go[:E.’I:l Wyl .x, .y,.. .xtl’tyﬂt
Mais cette recherche pourra tre beaucoup facnht(.e par les deéux’ tlu.o-
lémes sulvants dont Ie’ premler est'dit & M Schla.ﬁlx §

L Le degré du numérateur de la fonclzon o 0w, Ce quL T, evient au mune,
le degré de son dénominateur A, est égal au plus g)and des nomb; s

(15) : 171+Q1—-—11. ]) +q.._9.. clc

1. Le poids du iwumérateur dc la fonction o est dé degré v, mn—,,p ‘
r ,mn—2=q, Ep+-q, par rapport aux premiers, aux scconds el aux
froisiémes mdtcea des coe[fucnls (a, b)i v, élant ce nombre le plus
grand. ' i ' '

Démonstration.  Soit par hypothise g le plus grand des nombres
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Tey T4y Fyan; et Supposons. que, pour rendre entitre la fonction

Lo 3 : x,Py 9 X,P2y 0
16 | ¢ G ik e
. ( ) L ¢ ? ] —.np+q, ;,'Pz+qa

il faille la multlpher par A"+ ay heu de A Posons -
A7) Pt 6=pat gl =p, ot gyt by ... ry
et observons que I'équation (10) étant 1denthue a celle~ci, -

("“”t‘l‘@J:‘*‘?ﬂ)(“x"" BJ"*‘Y‘*:)"-—-O

on a . x‘x*)xaooo.z‘z)z;. -: Comn.Ao,
doi A=A PO, (* )
L4255

Par conséquent d’apres I hypoths.se admlse, la fonction

r, yl 74 Ys )9 R AT EATS
- devra 8tre entidre. Mais si, par le méme procédé déja expliqué, on
avait calculé dlrectement la fonction

(" (@ .

‘ T A& \wy) \ay) Nz, e

on aurait trouvé q'il suffit de Ia mulhphcr par une pulssance de C

pour la rendre entiére. Donc Je facteur Age doit se réduire a I’ umtc-

done p==0. f |
On peut aussi se rendre compte facilement de ce théoréme, en ob-

servant ‘que la fonction ¢ entre comme coelficient de azpﬁw dans la

fonction

2 (aac-i-By) r (aac,+$y,) r (am.+5y.) o480 —27”'7 7, 08

que I'on sait calculer au moyen des coefﬁcnents A. Mals on smt aussi
que son degré est ¢gal au plus grand des exposants R A donc il
en sera de méme de la fonction 9, qui en fait partie, L

Pour démontrer maintenant Je second théoreme, changeons dans
les propowes 8) Ies coefﬁuenls pgr €01 KPay,,, les solutions , y se

1 .
changeront respectlvement en zx, y. Par conséquent la lonction

nouvelle qui résultera de la (1%) par I cchan"e susdlt

i P-+P:+P +..
(k) 3 pr.ypampl‘j’ o
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doit &tre identique a la fonction ¢ esprimée par les coefficients, aprés
qu’on aura fait I'échange indiqué relativement aux coefficients. Mais
le dénominateur est de poxds rymn; donc le numérateur sera de poids
rymn—(p,+p.-.. )—-rmm——Ep Les mémes conditions vaudront,
mulatis mutandis, pour- les seconds indices. On prouve ensuite bien
facilement que 2p--3q est le poids par rapport aus troisi¢mes indices.

Corollaire. Puisque Ion connait le degré et le ponds de la fonc-
tion g, sa forme httérale pourra tOllellI‘S étre derite d’avance.

S VI 2

ft,ﬁ‘héo_r:éh‘:el de J’acobi‘; ‘

Soient, comme avant, o et ¢ les deux équatxons données, la pre-
midre de m"e, la seconde de n'e"'e deﬂre ‘et X, Y les résultantes en
 ou en y. Appelons M N P, Q les pol) nomes multlpllcateurs res-
pectll’s, on aura i

1) i '*u?’q‘-'mu:'
(2) 8 AT REAE PIERE 3 e iy
- Posons V_.MQ—\IP on tirera des équatlons (1) et (2) celles~ci :
A s T
3) {\(p—Q\ NY
| Vy_.P\—MY

par. Iesquelles on voit que.. tout s]stéme de valeurs &, y propre a ré-
dulre X, Y a zéro, sans satlsfalre pourlant an équatxons @ ou ¢, fera
évanouir Ia fonction A7 :

. Dillérentions mamtenant les Cquatlons (3) successnement, par rap-
port dzety; il vxendra pour toute soluuon commune A ¢ etd y, .

M?;;-i-vi—-}x’ L 1\[9y+Ny y=0,
P?x-[‘Q"'a;—-O % P?'y"l' quy=Y"‘
De ces derniéres, en posant : '

L ¢ x‘l"u"" ?'y\"'x'
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on déduit ‘ fghy
; S\I_\W. / ;SP:-—Y"'x. ‘
SN=X'¢;; - SQ=—Y4q;
d'oi - SW=S.XY, ou V= ks
Donc, pour toutes les racmes non sxmultanées de petd «,; on aura
XY _ 0 ,
"‘%Yy—?'y‘?' .

Mais il ya plus Décomposons la fonction \_V_ en fractlons snmples,
il viendra

® - l- (\Y)+Z( )-k’m‘e—w: Z(%):Yiy—;yl
Zk Ry (w—ﬂ‘s) (y—=3)

1
(%), (T)’ (Y_) désignnnt les pnrlxes entmres contenues dans les

Vv Vv

v
fractions e o Or il est aise de voir que les arguments les plus

hauts dans les fonetions M, N, P, Q sont respectivement -
'f.}vmn-m' 4 ym’—x a;mn—n yu—x’ xm-l : Jmn—m; pn—1 .ymn—n.

Par conscquent ceux les Plus hauts dans V' seront a;”‘"""ﬂ""‘",
Zm=rymi=m, et la fonction V sera de degré inférieur & X, Y; done

()x_‘;)’ (X), (:) s’annuleront. D’ an”eurs I fonctlon A s "annule par
toutes les racines de X, Y, excepté celles qui sont communes } ¢ et
; ainsi, il suffira d’ (.tendre dans le quatridme terme le signe = aux
solutions communes de ¢ et .. Si donc on. .développe Ie premier
membre sunant les puissances descendantes et simultanées de z et

¥, on aura, en restrel"nant le signe = aux solutlons susdites,

Y : 1 -
(3) XY ZS;(x— a‘.)(J'—Ji) 3 )

et le coefficient de w“(“*‘)y—(ﬁ‘“) sera

w: £ w"‘ﬂF 3
- lyd + y .'.+_Sl_.
g n

Mais ce coefficient sera nul toutcs les fois que a+{3<m+n-—2

En effet, Ia fonctxon 1y ¢st de degré —-(m+-n) par conséquent,
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les exposants des pulssances descendantes de w, y dans le second
membre ne peuvent pas étre inférieurs au nombre m--n. Donc
a+1+ﬁ+1>m—|—,n, ou a-—]—ﬁ>m+n— 2, et tous les autres
lermes, au contraire, pour lesquels on aura « +pB<<m-+4-n—2 ne
pourront pas exister. On arrive ainsi au théordme de Jacobi.

Sotent 9( 1) =0, §(x, y)=0 deuz equatwns de degré m, n, e
F(x, y) une fonction entiére et rationnelle de x, y de degré m--n—3;
on aura, en etendant le szgne 2 d toules les soluuons communes aux

TR

équations donndes,
2 SCEIT IRy
1 ?z‘{y—? Y : ,
En effet, on pourra toujours décomposer le premler membre de
cette équatlon en sommes partielles de la forme
D e

(= B) désignant un coefficient relatif k) l’argument zy® que I'on
considére. Or, d’aprés la remarque précédente, ces sommes seront
toutes nulles, puisque par hypothése a-}- B<m--n—2. Quelles que
soient donc les fonctions ¢ et ¢, il y aura entre les mn solutlons les
(m+n—1)(m+n 2)

TS relations suivantes :

,\i_ 1 - :‘ 42 .1’ o ,’4:
( i gD T et DY
T, Ty Sl A Lmn

b+b, . e .—-l-.-sm.__‘()

—+'g_:' -+ . -,v-',+'}{‘”ﬂ=0'

G ‘.s‘
2 ! mla .;’l',! i z® mn .
LB Ve,
&Y, Loly TnmlYmn____
(©) Js*’.’*s:'—*" - oy E D,
N Yy . e Ymn __
| Tt i RN

g mind T @ymin-s S ;
S‘ + S, +0- + Smn —OO

-ot--.--'-o-...-..-...-

m+n4 m4-n—3 : m-tn—3
\ s L

——
Pmn
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- Observons d’abord qu’on peut, a I'aide de I'équation (5), tirer une,
méthode pour calculer les fonctions symétriques simples des solu-,
tions communes. g ‘ ' PSS

- Supposons, en effet, que U représente une fonction entiére et ras
tionnelle de z, i, on aura encore '

uv

bl
XY —2 Se(@—a4) (y—y:)° :
Soit maintenant U, la vz‘ll‘eur‘ de U pour Z; Zi, Y, Yi; on pourra
loujours donner & U la forme qui suit : ,
{ U-"= Uit Wi(z—a,) - W, (y_‘— Yi)s.
d’on LI 6
[ Uik o W, W
(e—a)(y—y) — @E=@)y—y) " z—z Ty,

Or, si I'on développe le premier membre suivant les puissances des-
cendantes et simultanées de z, Y, on obtiendra les mémes termes

y s Ui . B .
(=) (y —yi)
en se bornant & un pareil développement, on a

qu'en dé\'eldppaﬁt la partie du second membre. Donc,

EY — \U‘.
XY™ s (w—a) (=) !

et cn posant U=S, . -

R N
' 'ﬁ._z(w—wf)(y—!/f)'
Or, le coefficient de I'argument z=(+0y=@+1) dans le second membre
sera la fonction symétrique = ol

xl“!]‘l_s""'wzay:g'i"-'+xmna.'/mnﬁ=2xzy3-'
De }a on conclut aisément que:
, : . , 9 Vg s,
Le coefficient qui, dans le développement de la fonction %{ sutant

les puissances ascendantes et descendantes de X, Y, multiplie U'argu-
menl X~a=ty=f~1, o5t la valeur de la fonction symélrique Txays,

- Nous allons yoir maintcnant quelle graude lumiere le théoreme de
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Jacobi jette sur la théorie des solutions communes. Euler, en cher-.

chant & expliquer un paradoxe qui s'tait présenté & lui & ce sujet,

avait déja observé que les solutions communes & deux ¢quations A

deux variables n'étaient pas toutes arbitraires. Ceite question et d’au-

tres aussi importantes que délicates que souléve ce théordme méritent

que nous les traitions avec tous les éclaircissements nécessaires.
Soient deuyx équations ou deux courbes '

(1) 9le, 9)=0, yfa, g)=0
de mi"e ordre, Ces courbes se couperont en ! points; mais elles
ne sont pas les seules que I'on peut faire passer par m® points don-
nés. Considérons, en eflet, I'équation Nl
(8) Yk, y)=0, -
ou k désigne une constante arbitraire. Il st évident qu’a chaque
valeur de k correspondra une équation différente,, mais qui s’a,nni:—) -
lera en méme temps que les deux proposées. Ainsi le nombre des
courbes passant par m* points donnés peut &ire multiplié & Pinfini.
On ne peut donc déterminer I’équation ¢ au‘moyen seulement de
m* couples des valeurs ; mais il faut en_assigner encore un autre qui
annule ¢ sans faire évanouir en méme temps la ¢ Car alors I'équa-
tion (8) ne sera plus vérifiée par ce couple, et, par conséquent, il ne
sera plus possible de former une autre ¢quation remplissant les mémes
conditions, et ainsi I'équation © sera unique.

Considérons maintenant & part I'dquation
(9) o(@: y)=0; il o

Nm

. ; 2
comme le nombre des coeflficients est MQ‘—H. dont un peut &tre

. . N pa . 8 A 1 2
toujours pris arbitrairement, il suffira de connaitre @j—)@w_i

- m:-3m.

e QY

couples’ des valeurs z, , pour que les coelficients de 1'4-

quation proposée soicnt déterminés; car cn substituant, au lieu de
L mi4-5m
2 .

%; Y, leurs valeurs, on aura un systéme de dquations linéaires

entre un pareil nombre de coefficients, et propre, par conséquent, &
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les déterminer complétement. Voila encore une mani¢re de former
une équation unique o.

Mais de la vient le paradoxe d’Euler ;.

D'une part, m,tom points déterminent la courhe ¢ ; d’autre part,

-

elle ne semble pas déterminée, car en la faisant méme passer par
c N, m*—3m . :
m' points, c'est~d-dire par —— points de plus, on peut encore

‘trouver une infinité de courbes passant par les mémes pfoints. Com-
ment cela peut-il s'expliquer? ‘
“Euler a observé Ie premier que cela ne peut tenir qu’h ceci, & savoir
que: une partie des équations de condition fournies par les m* c'bixplés'
rentrent les unes dans les autres. Prenons, par esemple, m=3,
Alors le paradoxe se réduit & ceci :
D’une part, une courbe du troisi¢me ordre parait déterminée en la
faisant passer par 9 points; d’autre part, on peut faire passer une in-
- finité de courbes du troisitme ordre par 9 points. .
- Celte contradiction apparente s’explique en observant ‘qu’une des
neuf équations de condition, auxquellés donneraient lieu les m2—9
couples, est une conséquence des huit autres. Soit, en eflet,

(10) ax?—{—'b.z:"yf{-'cxy’-l-'dy’+ex’+fxy+gy’+h'x+ky+l:0,‘ Y

l'équdtion proposée, ct’ : :
el N T o z,Y, .
les 9 couples de sp!u(ions;auyquels elle satisfait, On aura les 9 équa-
tions de condition quiﬂédi\‘en;‘: P e i
aﬂ«'f+b?”:’!/;fftcxn!l:’+dyx°+exf-i-fx.yﬁgy: ’+sz,+ky,+l; 0,
.’ + b,y +cxyy, - -dy R T TRIS A P S A
(11) . © 29 o @ P O ov"o N Ve STl 2441 WS HSIL K. ‘-‘-.o
am;+bms’y8+cxgy,’+cly3’+exa’+[xsy,+ 9y’ +ha+ky,4-1=0,
ax,'+-bz,’y,~+-czy o Yy e gy, a4y, =0,
Or, je.dis que I'une d’clles, a dernitre, par exemple, se déduira des
8 précédentes, Sommons, en effet, ces 8 ¢quations aprés les avoir
multipliées successivement par les coefficients 2,2,...25, et égalons le
résultatd la 92¢ équation. Nous aurons 10 équations :. - '
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[ Sy Yoz = gy;.
Domp=aty,  Simpey,

(12) 0 Ddayt=gy 2, Soie=g,
Ede’$193; . , '_E)u =J9, Wi
'213‘-‘:@;,* Azz 2%

lesquelles sufﬁronté détermmer les 10 mconnues 2 ,,L,, , 2s "Eo’;o:t

Ainsi, il sera possible de former la 9me équatlon au moyen des 8 pre-
mxéres. Donc - «

- Etant donnés Izuzt couples de valeurs que sausfont ¢ une equatton
de troisiéme ordre, on peut en deduzre un neuvieme remplzssant les
mémes conditions. ;

Observons mamtenant que les équatlons (12) convnennent indis=
tinctement 4 toutes les courbes passant par les 8 points donnés. Donc
le 9% qu’on en déduit est celni on se couperont nécessairement toutes
les courbes de troisizme degré qui passeront par ces' 8 points. Con-
cluons donc que deuw. courbes de troisiéme ordre qui ont 8 points
communs se couperont nécessairement en un 9™, Ainsi, le paradoxe
s exphque en disant que 9 points ne suffisent pas toujours pour déter-
miner une courbe de troxsnéme ordre, car les équations de condition
sc réduiront 4 §. i

Pour lever donc toute mdétermmatlon, il faut donner un pomt de
| plus distinct de ce 9me que les équations (12) font dé_,a conna:tre. '
-~ Alors-les deus méthodes de former une Lquatlon umque. exposées
- précédemment; seront mises d’ accord ; car, soit d’un cbté, soit de
-I'autre, on trouvera le nombre ex1gé d’ €quations. En définitive, la
‘ contradlctlon provient de Ioubli d’une restnctlon 3 cest que des
“équations de condition- ne doivent &tre mises en ligne de comptc
qu’autant qu’elles sont indépendantes,

~ Nous avons vu précédemment qu'une courbe ¢ de m™e ordre ne
sera déterminée qu’autant qu'on la fera passer par un point de plus
non situé sur la courbe ¢. Car autrement, quelqhes arrangements que
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'on prenne, il sera - toujours possible do trouver une infinité de
courbes de m™® ordre passant par des points donnés, si ces points sont
en nombre << ou =m?2, Cette courbe done sera.u'n'ique en I'assu—
jettissant & m*4-1 équations de condition; d’autre part, la courbe

s
est déterminée par@-1 équations_de condition. . ‘
Ainsi, une équation de plus ajoutée dans les deux cas aux m® condi-

. « m*4-3m '
tions, d’une part, a &

5——1 conditions, de Fautre, détermine

i i

complétement Ja courb:e, Il faut donc q‘u‘evlvesy

)

L (mHSm ) = t)m—g)
()= ety
(lp‘i’il ya en‘p\lu's‘ dz.l‘ns‘ le premier s'jsténie soient dépcnda’htefs' des autres
mSm__  (mH1) (m+2) \ e

2] '_'_ 9

2. Concluons donc, avec M. Pliicker, que

- 1° 8i Ton donne & deux quantités variables . successivement
© {(mH1) (n4-2) . s . '
(+—-2 couples de taleur? quelconques, et 'si I'on suppose
que ces valeurs satisfont & une équation quelconque de mme degré entre
. . (m—1) (m—29 -
les deuzx variables, il y aura -(+’ couples de valeurs nou-
teauz, qui satisfont d la méme équation et qui dépendent uniquement

des couples précédents. i 15 o in 4
. 45 (M1} (m--2 A ol 39
2° Si Uon connait (%’-—2) couples de racines des deuzx
équations de m™ degré entre deuz inconnues, Ton obliendra los
((m—i)(m—?)) G4

5 couples des racines restantes, sans avoir recours a ces
équations. ‘

Ces conclusions cependant, tirdes d’un raisonnement ab absurdo,
exigeaient une confirmation directe, pour ne laisser plus de doute, Il
fallait démontrer, comme M. Jacobi a fait, qu'il existe effectivement :

1° Des équations de condition non arbitraires en nombre égal 4 celui
que 'on a caleulé devoir exister. Pour cela, supposons n==in. Nous

(9 —.9 .
avons dans le tableau (6) (em :)(;’)m )équatlons entre m’ systemes
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de valeurs de @, . Le nombre des équations de condmon aprés l éli-
mination des rapports 5 sera donc -

iy =t

précnsément celui qul était nécessaire & détermmer les (m—l)(m—2)

“coordonnées’ que comportent (—-3,(1"—) po nts, '

2° Que (mL(m_"“) ‘ 2 solutlons suff'sent a detcrmmer deux
équations de m‘“’"e ordre. Or, Fiblion assu]etut une fonction  de

(m +1)(m+

-degré m & avoxr —2 solutlons choisies parmi celles en

nombre m S qm sont communes aux fonct:ons ? et x,;, on aura une

smte de -(-i)('i':) équatlons lmunres cntre @#—)‘coef—

ficients. Laissons de c6té deux coefﬁclents quel'on consndérera comme
arbitraires et que 1'on appellera a, a. On pourra de ces équations
tirer la valeur du coefficient d’un argument quelconque 2Py’ en fonc-
tion des coefficients a, a, laquelle sera linéa_ire‘(‘alt‘de la forme
L5 _ qa-{-A qa il

AZE: qu dés:gnant des fonctions rationnelles des ar"uments formés
avec les solutions adoptées En substituant ces valeurs dans , on aura
une équatlon de la forme : ’

(13) | u__aZquxP Y+-a Zqux”yq

Chan"eons mamtenant a, a’ en d autres constantes, b 'b"; on aura
encore une autre fonction ’

- (14) ¥ v=byqua;¥’y‘l+b'zA'- Ty,
quljomra de la proprlété davoir lcs mémesw 2 solu-

tions que u. Mals on peut avoir snmultanément fe= 0 V= 0 pourv
que I’on pose

(15) . ' Zqumpy,q—:O' ”,;VZA’},q’.'Equ= 0.'
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Alors toutes les m* solutions communes & ces deux équatlons seront
communes aux équations u, v, qui d’ailleurs n’en peuvent avoir plus:
de m’, car elles sont de degré m, Donc ces cquatlons (15) compren~

(m +1)(m+°)

nent les solutlons —2, qui nous ont servi A trouver les

coelficients A A,,q Donc enfin on peut détcrmmer les coefficients

pq?
de deux équations ayant m solullons communes, ‘ail moyen  scule-
ment de M) 2 d’entre elles.

Supposons mmntenunt que les équations o et'y soient, non ‘plus de
degré égal mais de degré différent m,n ; il y auramn systémes de valeurs
(16) Shivg) leh -'EzZ/- "xmn./mni
qui les vérifieront, mais qui ne seront pas tous arbitraires. Lo nombre
de ceux que Pon peut prendre arbxtrmrement se déduira du théoréme
suivant : ‘ o

‘ Ltant deux cquatc’ons.q: 0, Y=0de dcgré'm,‘ n (n<m), 1'_! y
aura entre les mn quantités

, L1y, xmnv yiJ:'- 7mn %
propres @ les vérifier, mn—3n-1 cquahons de condition,
Démonstration, L’Cquatlon =0, dont le de"r(. est par hypotlu.sc

n<m est daermmw p1r(+L(n+’ -1 slstémes (x, Y) C]lOlSlS

parmi les (16). Les autres mn—-m ~- 1 fourniront autant

d’équations de condition parmi ces s]stcmes. Mais ces mn systémes
doivent aussi satisfaire a I’ ¢quation de m™™e degré. Or, on peut former
une équation o404 de mieme grdre, qui soit satisfaite par les mn sy—
stémes, en vr‘nultipliaht l'éqhation de n'éme ordre par une fonction 0
de (m—n)™ ordre A coefficients arbltralres, et en y. Jomnant I'équa-

tion 9. On profitera des tre "+i)(m—n+°) " coellicients arbitraires

pour détruire dans I’ ¢quation o+ 69 autant de termcs Le nombre

de ceux qui resteront sera -
(m+1)(m+9)_(m—-n+1)(m—’n+1)
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Mais pour qu'unc telle équation soit satisfaite ) par les mn syslcmes il
faudra qu ‘il existe parmi ces couples : SOPS: f :
((nz+1)(m+2) _(m—n1) (m—n+2)' 1)_, (n—1) (n=2)’

[ = TORNE
équations de condition. Le nombre total des conditions sera

(n+1)(n+2) B +(n—1§"—ﬂ)—m,;_3,z+ d, ;

-

mn—
B ' i e

Lomp =

Ce qu'il fallait dé_montrer. ‘ i
Ce théoréme peut §’énoncer géométriquement ainsi :

Etant donnés ' mn points sur deux courbes algébriques de mleme el
de 0™ ordre, (m>n), il y aura entre les coordonnées des points |
mn-—-3n+1 égualzons de condztzon

Corollazre Elant donnés mn pomts sur une courbe du n'é“’c ordre,
on pourra faire passer par ces points une courbe de mitme ordre,

>}
(m > n), pourvu qu'sl ezzsle entre ces coordonnees S—)(—) équa

tions de condition.

Ilsuitde I3 : 1° qu'on pourra toujours faire passcr une courbe de
miéme degré par m points pris sur, une ligne droite, ou par 2m points
pris sur une courbe de deuxiéme ordre; 2° qu’on pourra, avec une
seule équation de condition, faire passer une courbe de g e ordre
(m>3), par m pomts pris sur une courbe de troisitme ordre ; etc.

Sil'on avait éliminé des équations (6) les rapports

<f SRy

! .

on aurmt trouve '

(m+ n—i)(m-l—n— 2) {
)

1)_(m-n(m—2)v _,_,(n.—a)(,'z—:ej |

2 9

(mn

équations de condition parml les mn systémes de valeurs Z, . Cepen-
dant ce nombre pourrait dtre égal et méme supérieur & 2mn, qui est
le nombre des inconnucs, ce qui est absurde Prenous, par etemplc,
m=14, n=3, on aura . :

(m—1)(m>2)+ x 0(#—?“"‘@;——;92 '>'2-,3-1[‘- |
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A faut done que quelques-unes de ces ¢quations rentrent dans les
 autres, et, d'aprds ce qui précéde, leur nombre sera ‘
(m-—-l)(m—:’l):—(n—i)(n—Q) ‘(mn_3n+1)={ﬁ?—rl—i)‘fm—n—l)'

-

Cest ce que M. Jacobi ﬁ‘conﬁrmé_ d posteriori pnr une dnalyse tres-
ingénicuse. (Journal de Crelle, t. > VARSI | R
Ohk‘peut enfin, d’aprés cet illustre géométre, démontrer a priori
que les équations de condition résultant du-tableay (6) ne sont pas
toutes arbitraires. ya preged s il LAl
Multiplions, en effet, les équations ¢ et ¢ par des arguments 28,
T y¥, tels que a+fB<n—3, o'+ p'<m—3, ce qui pourra se

fairleArespecvtivement'de ("—”0("—2), (m—”a(m-?)

-

maniérés. ‘Onl ‘au‘x"a

un ;:nsemble de , A

) ) (m—2) 4 (n— 1) (n—2)
, 9

"équation's_de'la forme -
(17) ) Ecpqx"yq:o, :
lesquelles, en y substituant successivement les couples 2,3, Z3Y,, ete.,
fourniront & chacune mn équations

(18) Zc,,ﬂ:ﬂ’yﬂ: 0, Ecpqzv,t’y,‘7=0. 3 .Ecpqz,,,,,i’ym,,‘?= 0.

Multiplions-les successivement par 5-1" 'si’ -++y et ajoutons; on obtien-
1 »

dra des équations de la forme

O T PyQ | xpyd TnnPYmnl
(19) Zcﬂq{"s; =i 's!,/'+"'+ = }=0'

Admettons donc que les équations *(6) aient lieu, 3 I'excep-
tion d’une seule, il sensuivra de Péquation (19), que celle qu’on
avait éeartée existe aussi, Mais les ¢quations (17) sont en nombre

(m—1)(m—2) 4 (n—1)(n—2) il

mt-n—=)(m-+n—1) (m—1) m—2)  (ni—4)(n—9) _
) — 0( TR =mn—{

- - -

équations du tableau (6) dépendent des autres "= {’-"—2):- =t
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équations qui y figurent; Cette conclusion est vraie, quelles que soient

les valeurs attribuées‘éﬂx ‘quantitds g, par lesquelles on a multiplié

les équations (18). =

-~ On aurait pu ainsi trouver des valeurs qui leur soient proportion-
nelles, en les assujettissant A satisfaire a mn—1 bquations de la
[forme (6); les ‘autres équations. se trouveraient vérifides d’clles—
mémes. Par 'cons_équentl,'ces‘:valeurs devront éo'incider, a un facteur

pres, avec celles que fournirait I'expression
s r " e/ A4
PPz .

o B i T st D] AT ey R
pour les systémes des soluthns L1l 1r ToYss <ery Tinplfmn- Ceci nous
LA SIS St ) ) <o als I o3 4ol
montre que sur les (M Z,( =ligs) ¢quations du tableau (6),

(m—i)(m—ﬂ)-i—(n—i)(n—-?)
B) :

Pproviennent de cc. que les mn systémes

T1Y1s ooey Typlfiny sont des solutions des ¢quations ¢ et. ¢, et four-~
nissent entre elles autant de relations ; tandis que les autres ne seryent
qu’a donner les mn valeurs: proportionnelles de la fonction S,

3




- CHAPITRE I,
ELIMINATION DES V;\BIABLFS ENTBE TROIS E‘QUATIONS A DEUX VARIABLES,

S ————— -’

s
= b el °
'.E'xpreuion'et degrd. de la résultants,

)

Soient :
?':Z‘ap,q,’xpyq:O' I

(1) I."{":pr,‘q'.;x,py?—-—;oy"-{' _

". ! “‘.: “I y -:». ‘,‘ '

oL aaid 9 =_2.‘¢p.q,r‘mpyf’_= 0, ‘

trois équations de degré I, m, n, oit les indices des coelficients a, b, ¢

suivent dans chaque terme ld valeur ‘et I'ordre méme des exposants,

et s'étendent par. conséquent a toutes les partitions que I'on peut faire

des nombres I,'m, n en trois parties; zéro compris, Le nombre dés
termes dans chaque équation sera respectivement i A

g

(o) UEN0E)  (mi)imas) ‘(n-i-.i)‘(n-}‘-f’.)..
@ e Ry

I s’agit maintenant d'éliminer z, y entre ces trois équations, ou,
en d’autres termes, de trouver Ja condition nécessaire et suffisante
pour que ces équations admettent une solution commune (@, y).

A cet effet, obscrvons que, d’aprés le théordme précédent, éet(e
solution se trouvera parmi les Im solutions des équations 0 k;t ¢, parmi
les In solutions des équations ¢ €t 0, ct parmi les mn solutions des
¢quations ¢ et 4, Soient '

(3) xlyh - Tals, xaya, S2ah xlmyhﬁt
(4 . . .
&) w’;y";, B Y e 1B Y s e &Yl
" n " /4 U4 /4 " '
(5) Tl XY 2y, ., X el vy
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ces trois suites de solutions, et considérons spécialement Ja premidre.

Substituons chaque couple de la suite (3) dans Iy troisigme équation 0,
et formons le produit - '

(6) R= 8"0(24y1)6 (,y,) O(@sY3)ee b (@),
Ao désignant le premier coefficient des résultantes X ou Y des équa-
tions g et ¢ : ce produit s'annulera si une des solutions (3) satisfait
encore i I'équation §=0; réciproquement, si ce produit s’annule,
I'équation 0==0 sera satisfaite par une des solutions (3). Par consé-
quent, ce produit sera la résultante méme, puisqu’il exprimera la
condition nécessaire et suffisante pour que les trois équations propo-
sées admettent une solution commune. i

Il est évident qu’on aura aussi

(7) - R= A’o’"‘;{ (@ !V?I'l)‘p" (®ay's) V(0 1),
(8 Ao (Y )0 (@ )0 (' )
Ay, A", étant les premiers coefficients des résultantes X ou Y des
£quations (g, 6), (J, O) it Sl I st il [ bl
.Observons maintenant que I'expression (6) de la résultante conte-
-nant Im facteurs 6, sera de degré Im par. rapport aux coelficients de
Péquation 6. De méme, Jes expressions (7) ct (8) font voir qu’elle est
de degré Im et mn par rapport aux coelficients des équations ¢ et ¢
respectivement, Par conséquent, le degré de Iqr_é,sul'ta/nte par rapport

A-

& Pensemble des coefficients des trois équations sera ™

mn—=lmeln,
0n peut 'vérifier autrement’ cetle conclusion. La plus grande des
sommes p;~+g;, fournies par les exposants des termes qui igurcront
dan's résultan'té”(G), est, au plus, . Donc, d'aprés le’ théorame
'page 112, le ‘plus haut degré de Ia fonction symétrique multiple
‘contenite'dansces termes, par rapjort any 'cdéf!iciellls"de”q' et g, sera
n(l~-m). En y ajoutant I, qui est ¢videmment le degré de R par rap-
port aux coeflicients ¢ des fonctions 8, on auga fe degré cherché de Ia
résultante. On.comprendra mainlenint pourquoi les produits 4, )
qui entrent dans les.seconds membres deviennent, entiers par I'ad~
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jonction:des facteurs A ?, A% AL Mais il y a plus. Rétablissons z
dans les trois équations données, ou, ce qui revient au méme, chan-
geons en général le coefficient Apgr €N @pe,5". Alors un terme quel-
conque de R, qui, dans Phypothdse de z==1, était de la forme
. M . i \
(9) Cx Py 2z ly, AR Z P ™ Tim,
_ se changera en ‘
(10) Ca' Py A" Py 905708 Py B & iy Pimrion
', y' désignant les solutions des nouvelles ¢quations. Mais on a
‘=zz, y'=zy, p+ ¢it-ri=n. ,

4 ¥ i Tl i i1
Par conséquent, Iexpression (10) n’est autre chose que celle (9)
multipliée par =, Ainsi, Ia résultante R oblenue dans le premicr
cas acquiert le facteur zi™ par Jo charrlgement_de‘apq, en ay,2". En
dautres termes, la résultante est isobarique et de poids hin par rap-
port aux indices r. De la méme maniére, on verrait quelle est iso=
barique et de poids Imn'par rapport aux iridices etq.-

rq R par rapp hevy

En résumant ces considérations, on arrive i ce théoréme':

La résultente des équations (1) est: 1° de degré mn, In, Im par
rapport auz coefficients des équations s ¢ 05 de degré Im-+In-t- mn
par rapport a leur ensemble; 2° asobarique et de poids Imu par rap-
port a chaque systéme des indices, - , J0 854

’ s

\

Formation de Ia résultante au moyen des fonctions symétriques..-

Développons le produit (6). Un terme quelconque de a résultante
sera . RS : o 1

o ‘ h ‘ f 1 3 /t I
A T e ur p st Cotm gL Y TP RTINS TN L

s étant la plus grande des sommes P1+9q4y ps+q., cte. On calcu-
lera la fonction entitre des coelficients de ¢ et ¢ correspondant i la

valeur de la fonction symétrique ) .
xlplyifhx!my:‘h { “’»wm‘mmylmlllm, ’

) 11
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par la méthode que nous avons - exposée au chapxtre préccdent et
en la multipliant par A, 0" CpgirCogiie-Coimqmmmms OO UTa la valeur
du terme en queshon En‘additionnant tous les résultats obtenus pour
chaque ferme’,” on aura Uexpression cherchiée de [a résultante; On
peut, d'ailleurs, en obtenir facilement quelquesvtermes, par exemple,
ceux dont les arguments sont
e .‘(xiaz_e’-ffj"vlm)n"\» '»(yxye-l-:yllm)’fg
- donneront AP
(11) - ('__1)lnmé' 0oIni Alk“ (—-1)1'""60 oBI
Au moyen des formules (7 ( ) et (8), on obhendra encore les termes
( 1)Imnbn olnAmm’ (_ )lmnb lan ; ’
(_1)Imnal mn A”mnl (—i)l"maolo B mn' .,
En substltuant ensuite poul A B leurs valeurs, on trouve pour pre-
miers termes de la résultante -

(12) {+a010 nbmool"comn +aoo nbmool"cono m"i“aoolmnbomo Cnoa'™s }
(‘—1)1'""{“10 " Do Conot =409 " Donmo”"Coon’ +ao,0’”"b00,,,’"c oolm}

Mais cette’ méthode n'a’ que Favantage de prouver la possibilité -
d’obtenir 'expression de-la'résultante; car, 4 cause’ des longs calculs
qu’entrainent les ‘fonctions: symétnques multiples, - clle ‘est presque
impraticable. On gagnerait, par conséquent, quelque. chose, si I'on
pouvait réduire les calculs i ceux des fonctions symétriques simples.
C’est ce qu'on peut faire en généralisant Ia méthode de Lagrange.
Prenons donc Ie logarithme de R;on a

R=nlog A;+log6(z,y;)+log6(x.1.). .3 10g 0 @iy
Développons chacun des logarithmes contenus dans ce second mem-
bre, suivant les p puissances aséendantes de z,y;le dé\eloppement sera
trés-facile, en ayant recours & la méthode que nous exposerons a la
suite de l'ouvrage. On obtiendra de cette manitre log R sous la forme

| IO"R-:.nld"Ao—-}—‘“Cpq[ zL"’J"]
Il ne restera plus qu'a calculer des fonctions symetrlques snmples
SzxPyT. Alors, en posant '
ECpq[le’y"]:'r, "
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on aura la valeur cherchée de la vésultante R par la série
,.2 r5
R:Ao"[1+r+m+m+.-f]v yu
en convenant toutefois de négliger dans le développement des fonc~
tions les termes dont le' degré dépassera celui que doit avoir In résul.

tante,

\

LS

- Méthode de Bezout.

‘Bezout a donné, pour trouver I résultante, une méthode qui, A part
les facteurs étrangers qu'elle introduit, mérite d’dtre remarqude. A
- cet eflet, il multiplie 11 premidre des équations (1), § I, par un po-

lynome complet en z, vy, de degré m4n—9, la ‘seconde ¢ par un
polynome semblable de degré I+~ n—2, et Ia troisiome par un autre
de degré I4+m—2. Soient D, W, O ces polynomes multiplicateurs,
et formons la_lsomme, , : A
SERLi GRS | e
. qui sera une fonction en 2, y de deg'ré'l;}—nz-v{—‘ﬁ-;Q, jouissﬁnt de
la propriété de s’évanonir avec 9,'({; et 0. Disposons maintenant des
coefficients de ®, W, @ pour fair'e'évan'oui'b, ce qui sera toujours pos-
“sible, tous les termes en'z, y dans Ia nouvelle fonction, 1i restera,
apres avoir convenablement employé les valeurs des cocfficients ains;
déterminds, une fonction des coelficients des équations proposées, qui
jouira encore de la-méme propricte, Mais.comme elle sera de degré
supérieur & la somme mn - Im—-In, elle no sera pas la tésultante,
mais bien Ia résultante multiplie par un certain facteur. Si toutefois
onarrive & éearter ce facteur, on aura trouvé Ja résultante que I'on
- cherchait, |

Posons, en effet, s =1 -+ Ia fonction F contiendra

O : =) m(n—1 — 1
p:sﬁ(;.gj)zlm-{-ln-l-mn+‘(‘ H-m(mo ERE )

termes. D’autre part, en appelant v le nombre des coelficients arhi-
traires, on a ‘ " =1
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‘=§lz' {(s—1—1)(s—D)+ (3—411i-;-1)(s‘-—m)(s’—-—m-—’-i)+(s— )}
_—=é{( T )2$—|-‘l’—‘l-‘-m’+nz+sé}' ‘
.-:,;-i— {(l—l)—}—m(m—i)-l—n(n—l)}

Donc, puisque 'on a tOll_]Ol]l‘S v>p, il faudra étabhr
V-—p.-—- {{l—1)+m(m—1)+n(n—1)}

nouvelles équations de condition entre les v coefficients arbitraires,
afin que ces y— p équations, ajoutées aux p équations déja obtenues,
‘donnent un total de yv~— pu—-p=1y ¢équations égal au nombre méme
des arbitraires. Alors, en.considérant ces coefficients arbitraires
comme autant d’inconnues, on aura un s‘stcme de v équations li-
-néaires, qui l‘ourmra par P&limination des i inconnues, une fonction
~de +° ordre. - ' ? i
- Mais on &'

v=Im+ ln—l—mn—z—{ (l—1)+m(m—1)+(n'—-1)} ;

donc cette fonction aura un de"ré supéneur de

| . l(l—l)—i—m (m—1)+n (n——l)

‘unités & celui de la résultante. D’un autre coté, cette fonctlon doit

.s'évanouir avec la résultante; donc elle contiendra en plus de la ré-
‘sultante un facteur de.
l(l—-l)-l— m(m—-1)+n(n—1)
"ordre, qu il's anrlra, dans les cas partlcuhers de trouverct &’ éhmmer
Cela fait, on aura ‘obtenu la résultante que 'on cherchait. \0101 un
excmple propre 4 faire comprendre la méthode ‘
Soient les équations.
. (axy+bz+cy+d =0,
(4 IRERAN | amJ+ba:+cy+d__0
a xJ-l-b":z;—}—c j---d'=0.
Multiplions-les respectivement par les pOl}nOmeS T -p
ax4By+y, a'z4-py+y, « x+ﬁ"J+ k
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et additionnons les produits. En égalant & zéro les coefficients des
différents termes, on aura une série de conditions entre les coefficients
arbitraires a, 8, 72 +++s que le lecteur attentif trouvera réunies dans le
tableau qui suit :

: ‘

‘o ﬂ y fah ,B” 717 ,'a"k ﬁ" ’7"

Fyl e T Egt g =0
xy’: i " a ;a,\ 'a" :  =0 :‘
| b b’ v =0
@ ay| c b a ¢ip gy “Y @ =0
y* ¢ ¢’ ¢’ =0
w fd ) Bghans b [2e
y .d ¢ gl et d ¢ =0
1 ) sf G L =0

Dans ce tableau, les éléments des lignes, multipliés par les quan-
tités situdes en t8te des colonnes et sommés ensemble, donnent les
coefficients des arguments indiqués & gauche du tableau. :

Dans le.cas actuel, le nombre des arbitraires, ou le nombre des
colonnes, dépaslse.dl’un‘c unité le nombre des équations, c'est-a-dire le
nombre des lignes. Nous pouvons donc assujettir les arbitraires a une
condition de plus. / i e

D'ailleurs, le degré de la résultante des équations (1) est 6. Car,
sans passer par d’autres raisonnements, on voit in‘imédihtement que
la résultante est o |

. ] ab'—a'd ac'—a’c  ad'—a'd
R=| abl"—a'b " ad—da’c  ad'—a'dqd |
ab’—a' ; dd—a’s’ | dd—q'd’
En réduisant donc le tableau 3 six lignes ct & six ‘colonnes, au
moyen d'un choix convenable des équations de condition ou des arbi~
traires, nous serons assurés d’obtenir Ta résultante.

Posons, par exemple :

(3) ca_-{—‘ ¢/a’4-¢'a'=0,
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Alors, comme on a' . A
' Lazf-a'e'Ha'd' =0,

'ba)c+b'a’+ "o'=0,"

il viendra un systéme-de trois équations de condition cntre fes ar—
bitraires «, &/, o, aniquelles on pourra satisfairc en posant «=—
a'=a'==0. D’apris cela, les autres six équations de condition entre

. 3 . . y i 1] . ’ ) 2
les six constantes arbitraires 8, v, £/, 7» 8", ¥ lourniront pour [a ré-
sultante le déterminant i

¢ a .a 0 0.
b bV bV a o o,
e el it 000 0
0 0 o0 & b,
d & d ¢ ¢
0 0 0 @ & @

ét, pa'r cqns‘é(‘]ugpt,'on’,z‘uln‘ahen'cor;a" “:Hi R B4
(%) aidiiRes (abe)(bed)— (acd)(abd). .~ - .

Mais “si,‘: en ajoutant I'équation (3).al’1x'pr‘écédentes‘.' (2), on avait consi-
déré le tableau (2) comme composé de neaf lignes et de neuf colonnes,

la résultante aurait pu étre mise sous Ia forme

Ghyec e GUONTORNDRR0r 10 S0,
J 2 ¥ ¥ 0 0 0 oo o
Jc ¢ @0 0o 0 o o o

0 0 0 a o & 0 0 o

0: 50 900 bo B B Ggerds gt >

010 190 ¢u-¢ ¢ 9 ‘0 0O

L0110 00 0 T 070 0 A Dt | b

DA 05 0, i S dt ot e 4 S
Jo.0 o0 0o o HOMIET e

mais on y aurait introduit inutilement le facteur étranger (abe), Un
 pareil résultat s’obtiendra encore en posant .

dﬁ+(l’ﬁ’+d”ﬁ”=_ 5
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et 'on aura, apres avoir écarté le facteur ¢tranger (acd),

a‘ al arr 0 0 0
bii -BfAEh B - ot
R e
T 4 GBEIE T N
L UL B s R P
, 0 0 0 @ g gl
Posons, au contraire, T
dy-+d'y'=0,
la résultante sera ’- 4 1!
: 'qf.a_' d 0 o O .
0 0 0 a & @ "9
bV Y 0 0 0 o e
AL f»b" 'b"" ad'—a'd
0 0 0 ¢ ¢ o M 0 B
d d & 0 0 0 bd—py4
‘ 0 0 0 a & & w—ga
. S ) |
- Les. polynomcs.multiplicateurs de degré s—J—2, §—m—2,

s—n—2 auraient, d’aprés Bezout, Pavantage d'introduire lo moindre
nombre des coefficients arbitraires, Cependant, suivant les cas, on
peut faire encore mieuy, '

Supposons que les polynomes multiplicateurs ®, W', © soient de -
degré s—1—"1, §—m—h, s—n—7}, On aura

| (3) v=1§{ (s—I~h~+1) (s—l—h+2)+(s—m—h+1)( s—m—h+2H—(s—n—h+1)(s—n-h+2)}

=ty {2t 3)--m (2D e (1—201-3) }(h—1)1—2)

et

"
2

. —h=41) (s=h+2 1
) ‘u_(s +1) 2(8 I+ )_lm.,_ln-;.mn+§{1(1-2h+3)+m(m—2h+3)+n(n—2h+3)+(h—1)(/;—2)}

Ainsi g se réduira & -t In+-mn toutos les fois que

(7) l(l—2h+3)+ﬁz(n'z-—2h+3)+n(n-;—2h+3)+(h—1)(iz--2)=o.
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Si cette équation est vérifiée, le nombre v se réduira i
y=’lm+>ln—]-mn-l—,%(h—l)(h—.?).

Or, on peut vérifier la condition (7) en prenant

I=hm=3} =2 pour h=3,
=6,  m=n=2 h=4,
=6, m=n=3 h=4,etc.

Mais on aurait une arbitraire disponible dans le premier cas, trois
dans le second et dans le troisidme. Alors, en assujetlissant. ces arbi-
traires & autant de conditions nouvelles, on pourra rendre le nombre
des arbitraires e"al 4 celui des équatxons mais la résultante se trou-
vera associée & un facteur étranger de premxer ou troisiéme ordre. Si
I'on avait pris au contrmre, comme avant, h=2, les Tfacteurs étran-
gers auraient été respectwement de quatorznemc trente—quatnéme,
quarante-deuxxéme degré Prenons, par e\emple le premier cas, et
soient

am3+ba:’J+cacJ +dJ +ex? 4 ij+gJ +hx+l.J+l_0
(8) a' x40z, _/+c zy?--d" J3+e x-—{-/ TY-+gy2 b’ z+E"y--1'=0,
”$2+b”"DJ—}-c"J2+d’/x+G'/j+f,—0

les troxs cquatlons que I'on consxdére ‘En operant comme il vxent

ddtre dit; on obtiendra vingt et une Lquatlons entre \m"t-deux ar-
bltmlrcs s Gan sor iy (UE DOUS ccnrons comme il suit :
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L% % gy a, a, 'a, dy 2, a, it % Lyg au\“u Fis Ryg Eyq &gy a‘n %o Rgq By
2 la a a’
oy b a Voo o a”
2y le b a ¢V a ¢’ b e
P |d ¢ b d e b ¢’ b o
Ty d d ¢ AN i
I d e O /4 :
e a ¢ . a a4 aFy
>y ¢ a re. va g b o’
Zy*lg f e ¢ b g e v A R
ay? 9 d ¢ gr d ¢ ¢’ A |
Ly g d- g ¢
g 1R ¢4 Je H ¢ a0 AL a”
oy |k kb Fedb ¥y pouy, i d’ b a’.
ay® Eh g f ¢ | [Bect E e’ d’ ¢’ b
CP k g d 34 q.d C A% q’
x| ! e U 4 ¢ ¢ d" e
Ty ! 1 r I U fl ¢’ d’ b
B l gl"' wl - g e
x it o e
y Ok R oV
1 ¥ 1 r

I 0’y aura donc qu’une relation & établir entre ces vingt-deux -
 arbitraires, pour qu’en les ¢liminant on-obtienne, & un facteyr pres
de premier degré, la résultante des équations proposes. . ..
Quelquefois on peut simplifier la recherche do la résultante, en
laissant de cdté quelques termes des polynomes multiplicateurs.
~ Soient, par excmple, les ¢quations

az* + by* +- fay - ez —+-dy - c=0 (),

a'w’+ Oy +f ay4- q’x—}-d’y % c': 0,

a'x* - VY - gy t-e"z - dy+c'= 0.

En donnant au polynome multiplicateur la forme
Ty o4 Sy -,

on arrivera au tablean §uiyant~:_ |

)

.
(%) Nous éerivons ainsi I'équation de sccond ordre pour nous conformer
~dont on écrit ordinairement sous forme homogctne, i savoip :

A la maniére

Az byt o524 dyz-+ €T3+ [zy=0.
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! ) ‘I"I/ B BI B” A['XI ‘7”‘8“'81 3/, E’. ¢ !,

o o @ g Y

2la o a u =0
sylr 1 r T =0
x’y" b b' bl/ a a" . all B P 0
zy® rror =0
g b b " =0
zle ¢ ¢ a a a =0
yld d d’ B A Y S S
ay® e ¢ b b W friur =0
y° d d a K b b, b . =0
2le & ¢ ‘ e ¢ ¢ LA AR PETE)
zy @ d d e ¢ ¢ f [ =0
y? : Clhpcialicia i - a d& d* b b b =0
z (el ethlist I e ¢ ¢ |=9
y c et e i dle gl [
c ¢ ¢ |=9¢

L(,S éléments compris dans les barres forment exactement un dé-
terminant de quinziéme ordre : il ne différera donc de 1a résultante
que par un facteur de tronsléme ordre, qu’on découvrira aisément; car
en partageant le déterminant en deux parties par une ligne menée
entre les colonnes 7 et 'y, on le décomposera en une somme de dé-
terminants de sixime ordre par des déterminants de neuyiéme, dont
les premlers auront tous en facteur le détermmant

¢

ay (/4
A
b!

g &

{4

[~ e Y~
CRas s

‘Ln depouxllant donc le déterminant cx—dessus dé ce facteur, on
aura la résultante cherchée ‘Soit R cefte resultantc, ct posons en
général :

a a a'

a o
(abe)=| b b & |;
c ¢ ¢

il viendra
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(10) Re={ (acd) [(adf)+(abe)]—(acf) [{def)—~(abe)]—(acf) (adf) H (bd[)(cdc)+(bc[)(bcc)}

+{(abf) [ach)—(ade)]+(abe)—(acp) (be } § (ceN){bed}=(Bee)—(bde) (cdc)}
P { (abd) [(ade)—(acf)] +(abc)(abc)—(arn(cdf) } { (abd){cde)— (abe)*(cde) }
+{ (ace) [(adf)+ (abe)]—(ae/)(cc/)—(acm} { Gen(de) +(acd)(bef)—(abd)(cdp) }
—{ (abd)(ace)— (acf) (abe)—(aef)(bec) } § (abe)(bed) -+ (abe) (bcn-;(abd)(cd/)} .
+{(a bd)(acd)—(abe)*—(acf)(bed) 1 {(abe)’~ (aba) (acd)} sy
+{ (abf){acd)+-(acf) (abe)—(acf)(bef) } § (ch(bcd)-\l—(bde)\(aqﬂ)—(al;c)(bcc)}
+{ (abn(ba’z)[(acn(ac‘d)—(acn(azc)—(ewc)(acc)]} i " ‘

L= (ab'/)(bcd)[(abn(abc)+(abc)(abd)"-‘(aé/)(bd/) N3

On peut vérifier ici la loi'de l’éqﬁipo]l.encg.‘”

“I‘re‘no‘ns un lterm‘é' qgélqonqy(?,‘ par cxevm}viilve, celux-cx 1
(atf) (ade) (cef) (bed),
qui se trouve dans la deusitme ligne: Saivant nos notations, ‘ce pro-
duit serait R W e L LT g

(@2005 Bo203 @110)(@s0,, aoli’.ai,!?l)(.aOO.nai‘t;“a‘i_io)(a‘o:a)aoog;’: (‘lvo“)l,.
et I'on voit bien que les sommes des premiers, seconds et tro}silémcs
indices » ' T pat e

RIS, 21114211 g (RERTREER P

sont constantes et égales i S= 2% comme cela doit dtre,

S .

Méthode do Sylvester. .

La méthode de Bezout, que nous venons d'exposer, laisse toujours
subsister, dans la résultante i laquelle elle conduit, un facteur étran-
ger, quon ne peut éliminer sans effectuer des opérations générale-
ment trés-laboricuses, et qui méme, une fois faites, masquent leg
propriétés que la résultante aurait révélées, sielle avait été présentéo
sous une forme simple et concise. 1l importait donc d’avoir une mé-
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 thode cxempte de ces désavantages, et qui nous conduistt directe-

ment & une, expression de la’ résultante. .dépourvue de tout facteur
étranger. M. Sylvester a comblé cette lacune par une méthode qui,
- quoiqu’elle s’applique & un nombre restreint de cas, ne lalsse pas que

d’dtre trés-ingénieuse et trés-féconde. ) -

Soient donc (Wit : L

(1) i (.’L‘, ¥, 5)=0, ; ‘1"(‘”!3/’ ""')—0:'.) 0(&7, ¥ "') 0 " ‘
trois équations homo"énes de degré m, et appllquons-leur le procédé
déja employé au § III, chap Il de la premlére partie, qui consiste i
multiplier successivement les équations par . des arguments tcllement
choisis, que les équations dérivées soient en nombre égal & celui des
arguments qui y figurent, Alors, en considérant ces arguments comme
des i Inconnues, on aura par:leur élimination Ia résultante cherchée.}
Ainsi, dans le dernicr exemple, page 137, le déterminant de quin—
zidme ordre aurait pus obtemr en multxphant les équatlons propo-
sées (9) par les’ arfruments:z: y » &y Yy 1. ¢

" Premier procedé Posons. _
(2) rtr +r’=m——1 Sss"= m-—-i T =m—t,

et formons les prodults de de"re ‘)m—-i
}

’

(3) a;ryr ,,1"0, xsys'.s’qj, th'.t"e

‘

qu'on pourralt appeler les augmentatifs de ¢ ¥, 6, ou simplement
les fonctions augmenlatives. On aura pour chaque équation autant de
ces fonctions augmentatives qu'il y a de manitres de décomposer lc

n(m -1
nombre m—1 en trois parties, zéro cqmprls, c'est-a-~dire —?)

Par conséquent le nombre total des augmentatifs pour toutes les trois

m
cquatlons ) 3(“'*'). Mais une équatlon homo"cne a troxs \ana-

l)les de de"re "m—l comportant L’*i) arguments, il faut aussi

3 "m(2m+1) /
a\'oxr — i cquatlons pour les chmmer, ﬂﬂdlS que nous n ‘en

[y 1

m(m--4 m{m—
monSJusqu a présent que 3-—(-1—"—-—), c’est-a- dn‘e J*-) dL moins. II
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reste donic encore a trouver mi;-—’z équations, afin de les ajoutcf’aux
précédentes ct de rendre ainsi possible I'¢limination, A cet eflet, dé-
composons les trois équations 9, ¥, 9 de cette manitre ;

( o=2"A L 15B 4 21C == 0, (7]
(%) Y=a2A'4-y3B' - #C'=0,
0 =a2A"+y*B" - n1C"=0,
a, f3, y étant trois nombres entiers quelconques soumis & la condition
(3) ;- a+6y-{—'7=m-}--1’.;:_ A’
De ces équations on tire, ‘pa'r l'élimination de z#, 3)5, s%, la fonction

A

A B ¢
(6) 1 Al‘ BI Cv i =O’
. | AT ) A" j B" Cv

v qﬁg nous appellefﬁxﬁé de’l}j;'vau've,‘ (_I‘e _:(icgré {
‘ ' 3m—(a+ﬁ+-/)=;‘.’.l)l-—1,. '
. et que nous déysigvn"erons par le symbole =y ﬁ;‘*y)'.'
Parmi toutes les valeurs qu'on peut assigner aux exposants «, 8, 7

prenons celles qui sont différentes de zéro, et dont le nombre sera,

,,, ey )= mlnt),

?

on aura obtenu (0

) cquations de la forme =(x, B, y), et qui seront
précisément les équations qu’on cherchait. Tt

Or, je dis que ces valeurs son Jes seules admissibles, car les autres

donneront liu & de simples identités. D’abord, on ne peut pas pren-

dre deux exposants i la fois uuls, car on aurait
2, ou f3, ou y=m--1,

et les ¢quations (&) monteraient 3 un degré supéricur i m; d'ail-

leurs, la fonction (6) s’annulcrait d’clle-méme.
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Considérons ensuite le cas o un seul des exposants «, 3, y serait
nul On sait, par la théone des determmants qu’en posant

d= .

. r "__

.)' dl’ l d\" A ‘—‘d_Aﬁt of 1
d= d= 0 d=

(7) a— dB’ H—.(TB—"’ [1-—;1—377.

—._d_"_ 5 e dz 4 ds
I & VS
.ona :
2w (e, B, 3)=do -2y 425,
8 B (ery By 7) =pp +p'Y 410,
|  Pale Bry) =vobyY-Lye,
ol les fonctions 2, .y, v sont respectivement de degré
2me—f—e, 2o —, ,' 2m—a— f.
Or, si un des exposants a, 8, v est nul, la fonction = («, B, 7) s'iden-
tifiera avec un des trinomes situés dans le second membre (8 (8). Dail-
leurs, dans ce cas, eu é"ard a la relation (5) les de"rés des fonc-
tions 1, 1z, v deviendront 2m— (m4-1) =m-=1; par conséquent,
la fonction = (z, ﬁ, 7) pouvant étre mise sous la forme ‘

Sy Bgwys ok Shotys o
devnendm une fonction linéaire des augmentatzfs dqa comlderés, et
ne constituera plus uve équation indépendante..

On aura donc, au moyen des fonctions augmentatives ct dériva-
 tives, un 53st<,me d’ équatxons lincaires, propre & fournir par I'élimi-
nation des arﬂumcnts la resultante cherchée, sans facteur ctran"er.
Car 1l est aisé de voir que le de"re de la resultante sera '

:3[771(171-{-1)—’_1)1_(172—1)] 3m :

" i 2 gL 1 C
ce qui doit étre.
Second procédé. Posons _
7" +r -—m—2, s+s +s —'m-—- 2, t+l'+t =m—2;
leb fonctlons augmentatives seront alors de dC"I‘h ‘)m-‘> Formons

maintenant les équations
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= a&*A--4°B - 1C,
¢ =2*A'4-y8B'+ =1,
0 = 2#A" 48"+ 21C",
a, B, 7 ttant une :combin:'xisori/: de nombres je‘n'tiers assujettis & la
condition Tl L
af-fty=m-4-2, =
d’ou, par les mémes raisons que précédemment, les zéros éerorit ex-
clus. On aura e i i
("““5)2("”‘"’-;3(}71 _*‘_:é)#m("‘yi)

fonctions dérivatives de degr¢:3m—-é—-ﬁ—7=2m—-2, lesquelles,

. m(m—1 . .
associces aux 3(—3—) fonctions augmentatives donnent un total de

‘am(m—1) . m(m-1) 2m (2m—1) .
W AT RS 2
équations, nombre précisément ¢gal i celui des arguments confenus
dans une équation de (2m—2)éme dearé, On aura done encore, par
Iélimination des arguments, la résultante, dont Jo degré sera pareil-
lement g ubillly o . o

't 3[@* WJ: 3k,

La méme méthode S'applique encore aux cas oft une ou deux des
trois équations sont de degré m—1, Considérons d'abord le premier,
et posons i
I ot S L )

: s+s'+s"=m,—-2,

ki '=m—1;
nous obtiendrons des augmentatifs de degré 2m—2, dont le nombre
sera '

'

9 m{m—1) g m (m+1)= Smte—m _
9 =) 9

- -

Posons maintenant o+ 7=m--1, et opérons comme auparavant
pour obtenir des fonctions dérivatives 7(a, B, 7), qui seront actuel-
lement de degré ' ' .

Im—1— (atB4y)=2m—2
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m{m—i o .
t—(ﬁ)- en nombre, Ies zcros ezclus Les fonctions augmentatives

et d(,rnatnes monteront ememble a

omi—m m(m—!) < 2m (2m—1)

+‘T SR ]

nombre égal & celui des arguments dont se compose une équation de
R

de"rc 2m—2, :

* " Quant au second cas, posone

i pefegt +r=m——3 1
S5 5= m—2,
(-t = m—2

't formons e M=(m=9) ' miny Smi—Smio |
et formons les (+(") +2 m(n:,\)— M+l+ ¢quations
augmentatives de 2(m— 3)"'”" de"re. Cherchons ensuite, & Iarde de

la relation .. tine N

i

a+B+7=m+1 s

les 'zéroézcxclhs M—) équations dérlvatnes de devre

3712—-—2—(0:—}—5—}-7):2":—-.
Nous aurons en tout :

ol g 5m"—5m+2 m(m—q ‘)m—‘) "m—i
. i, (0 )=( )( )

¢quations , lesquelles permettront d'élimincr tous les arguments qui
figurent dans une cquatlon de de"lc "m-—3 D'ailleurs, le degré
de la résultanle sera ' Lo

—5n+2 (m—i

-3 _~_)_ 3m* —/nn+ == 2m (m—1)4- (m— 1),

ce qui doit &tre, ,
‘ Appliquons le premier procéde & un evemple Soient les équations
ax +b./ +0"+"dy IR poo ~+2fzy =0,

a.'z:—[—b_/+c *+2dyz 242623 4-2f 2y =),
a2 Dy 28 yz 42"z +2f"zy=0;
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on obtiendra pour Iy résultante le déterminant

|
|
)
|

f M. Sylvester a encore indiqué d’autres procédés d’élimination qui,
? ‘bien qu'ils ne different des précédents que par la forme, sont cepen-

{a/'c), (fod), (ede), (foc)+(cba), (fdc)-+(ebe), (afe)+(ade), (adc)+(efe), (aﬂl)+{abc), Ube)+(ab¢lj, {abe)-+2(fde)

: : I3V . ~fabe
olt par le symbole (abc) on entend en général le déterminant | ¢’y

all bl/cll

| dant d’un emploi plus'simple. Posong ~ Rl

do dy dyp
dm@d—:

Ay Ay gy |
dz dy 3z |3
o dy gy
iz 4y s

cette fonction sera de degré 3mi—3 ot s’évanouira pour toute solution

commune aux trois équations (I théoréme, au dernjer chapitre).

Voyons comment on opérera avec celte fonction, suivant fes ¢ag que
Tous avons ‘déja examinds, : s

- PREMIER ¢45. Los équations (1) sont toutes trois de degré m.~—Premjer

) m(m--1 o8
procédé. Formons, comme avant, les 3 (c,-" ) fonctions augment

HES
m (m—1)

tives. Pour trouver ensuite Jos autres ——— fonctions auxiliaires,

-

opérons sur la fonction p ayee les symboles (%:)m—z ( d)m—2; (d)m—z’

’ d—y "E

. . . Ay
res pr oenes gre m—9 _— 2.
et les autres produigs homogtnes de degré m en —, &y o3 on

10

{8 ¢ ¥ iz Yzt ke sy ff aty ay® ayz
a 0 9 0 0 % ¢ °f3 b 2d
0 b9 d ¢ 0 0 a 2f 2e
0 ‘ 0 c [/ d a e 0 0 Ak
a 0 o 0 0 B B of v '
0 Voo a LN 0 aUMANIE 2 2
0 0 4 v o & a 9’ 0 0 2/
a@ 0 9 ¢ ¢ gy ¢ o v 24"

100 e e R DT L 0 e of e’
0 0 ¢ v a” a” 2" 0 0 <5



146 THEORIE GENERALE DE L’ELIMINATION.

obtiendra des fonctions de (2m— 1) degré ct de troisitme degré
par rapport aux coclficients, qui, ajoutées aux précédentes, fourm-

2m@2m-+1) ,

5 cquatlons a autant d’ arguments propre :

ront un systeme de

. par conséquent & fournir la résultanlc

m(m 1) fone:

Deuzicme proccde On formera, comme avant, les 3

.-

tions au"mentatlves de degré 2m—2, a l'aide d’augmentatifs de
degré m—2, ct i on remplacera les fonctlons dérwatnes par celles que

I'on obtient en opéra'lt sur P avec les symboles homogtnes (: )"H,

: (,Z,)m-f—'x, (Ed:)m l, eté., dont le nombre sera ———1 "(m'H)

DEuxiEME cas. Les équations ¢ et ¢ sont de degré m, la 6 de degré
m—1. Alors les augmentatils pour les deux premitres équations o
ct ¢ sont 22, y™2, ™2, etc., et pour la 6, 2™, Y™, 2" elc.
On substituera ensuite aux fonctions dérivatives les prodmts homo-
genes et symbollques T AT

a4 \m—t d\m—2;7d o = ¥ m-3
B (e @
lesquels fourniront, puisque actuellement P est de degré 3m—1%, les

’——n(m at) équations de degré "m—2 qu ’il fallait avoir.

TROISIEME CAS. L’equatzon ? est de dcgré m, et les deuz autres de -
degré m—1. Lk

On emploiera les mémes augmentatifs qu auparavant, et au licu
des équatlons dérivatives, les dérivées homogdnes.

d m—2 ; ‘rd\m=31d co L d \m=2
(dav) B (a;) (@)P g (d—) e
En observant que P est de degré 3m—5, ces derniéres fonctions ré-
sulteront de (2m—3)ém¢ degré. A V'aide enswite de ce que nous avons

dit, p. 144, on verra facilement comment on pourra uhhser ces
équatlons pour la recherche de la résultante. - el
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CHAPITRE 1.
PROPRIETES RELATIVES oy ‘SOLUTIONS CoMyuNgs, .-

i by
LS
Fonctions symétriques des solutions communes.

. Avant de traiter de la ‘rééﬁltaﬁtﬁ: dans Ie 'c'a's"h:: plus général, il sera
bon d’apprendre § caleuler, comme' nous I'avons fait p>ré:c(6dd'mx;néht',;
les fonctions symétriques quelconques des solutions communes § plu-
sicurs - équations ‘en fonction des coefficients » ee’ qui nous facilitera
beaucoup les recherches ultérieures que nous aurons & entreprendre.
Notre exposition sera désormajs Plus rapide, afin d¢ ng pas restrein-
dre trop Ies'\méltiérés; sang Sortir des limites du cadre que nous nous ’
sommies fixé, L - o Yo g
© Soit z;, Yis 35 <eej 4 'un systtme de solutions communes aux
I bquations & & variables SR X
(1) 9u(,7,3, ... w)==0, oo, 3 2, .o )=0, ... T, Y, 2y o )=20,
et désignons par o .

®) m,:z(x,i’ly,'I'zi'l.'_.'.’u.")(x,l’ay,‘hzg’a.'.?z‘-)(xf:y,-ﬁz{u..u.~’t)

une fonetion symétrique de 12me oppe, c’est~ii~dirc de I systemes de

solutions commupes, La fonction symétrique sera appelée sumple,
double, etc., suivant qu'elle se composera de', 2, efe.. systémes de
solutions, 34 - :
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Or, puisque l’on a généralement :

(3) Ew,”ly,‘hz[u;.u,’tz(:tf' Y9zt (@ =y,1’fzz‘7*:..zt,’a)...(w,_”,’"y,.".’"z,.i‘('...u,j
=2(w‘?'yﬂ* zh.. ;it;"j (."v,Pw ,‘hz;.'. u,‘) 54 (xﬁtyﬁw,"t.’ < 20)
—Z(azlpt"‘l’ty;hﬂle“’*'t. UG TPy ) (T P Y T 22 )

_Z(xlpaqu.zl TS )(a; pa’H’;J quI(z gl +l’1‘ uz a'H;) (a;l_lpl-.y[_lpl,.. ool

il sera aisé de se convaincre, comme au paragraphe V, chap. 1, II° partie,
qu’une fonction symétrique quelconque peut s'exprimer au moyen, des
fonctions symétriques simples. La formule qui fournira cette expression
sera, par les mémes raisons qu’on a signalées dans ce paragraphe :

%) 1= D (1)L () Ty T Dy gShae -5

sous les mémes conditions et notations du chapitre1, I'* partie, p. 7,
a l'exceptlon de ng, etc [ qul mamtenant désngneront les fonctlons i
51mples

me.+x,+ vty g Jx'.+x,+ (g a <*)+z “>+ —w“’ etc.,
c *est-a-dire qu on aura . ‘

(ORRLNIES Ch R O S °+)°h)+‘ +(1°1+1°~+.. +1°)—pl+p,+ ot
(l’1+l’g+...+k' )+(11+1’~+ AN At (XA bt X )=t e e

® & s o o o e s 9. o o s o o o . oo e lioN o

(A H4-2 84, -l-l "‘)) (A (">+l,(")+ ~+ ("))—i— +(1 * +l(")+ AHF)= -ty
A pouvant étre un quelconque des exposants (2).

1l viendra, par exemple, ‘
'E(xtp'ytq.","251%')(“;21"3/:‘]’-'-“zl') ,
'=2x,1’-y1"-...u,'xzxgl’-yeqn..zt2’=-—zx?""-"=yq-f‘"‘1'.-'.u""'"; :
ot By @t Ey )

-—-Zx,l"yq',...u, Zw,my.q’...u. Z“’ L] J,‘b...u, iy
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i

— Y apetpynita AN gy gty
——Zwl"'myq"*"‘h...u'-“"sz.xP-yv’h...u‘-
-—Zwl’*ﬂ”y'h"‘?i . .u’=+‘32x1’-y’l featils
+22mp-+p,+p,yq.-+-qa+qa,‘ AriETLL A

Par cette formule, le calcul d’une fonction éymétriqhe quelconque
est réduit & celui d’une fonction 'symétriqu'e‘simple, laquelle, a son
tour, se calculera aisément & Iaide de ce qui suit : '

Supposons que les équations Pay +--» O aient 6té mises sous Ja
forme de fonctions homogenes R LHELE: i L

O i *
Pa =}.‘am"--- sTPYIRT.

0= Sl i,
A\ 9r =Eltpq,,,;,£pyqz'.l..u’v‘; 0
ot posons = AP TR g oral
“ S ] ‘ozx'+ﬁ!/.“*"\7:+.l.’.f—l—pv\—_"0.k . : ; o
~ En joignant cette équation aux k précédentes, ct en éliminant les
variables Z,Y, 2, ol v, on obtiendra une résultante que l_’dn pourra
toujours ordonner par rapport aux puissances d’une des constantes
% By ¥ eeey pt, par exéfnple ¢, et qui fournira nécessairement une
équation de la forme A
6 . At A Ay==0,

p désignant le degré de Féquation finale des éq.ua'tions (5).

Mais on peut tirer de cette ¢quation les valeurs de Zu" en fonction
des coefficients A ; et, comme les racitics de cotte équation sont pré-
cisément les valeurs de TSt 5% Akaniy

= “‘\_:-f. y=._am-¥-ﬂyjjy?+... |
correspondantes & chaque systéme de solutions des équations propo-
sées, on aura, en vertu des principes posés dans Je chapitre, I"* partic,

Aor'z(“”_‘*‘@ﬁ'*_‘:)': [(Bos Ay, ... A,),

DA
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f désignant une fonction entitre, homogene et isobarique des coeffi-
cients A, dont le degré et le poids seront »'.

Comparons maintenant les coefficients qui, dans chaquc membre,
multiplieront un méme argumcnt B9, il viendra

A SEIE b g s ),

vP+g+rt
ol p+q+r+...__r ,.et ot F(a, b, ¢, ,.., k) représenté une fonc-
tion homogene des coeff'cxents des équatiops -proposées.

De cette manidre on aura la yaleur que I'on cherchait d’une fonc-
tion symétrique simple. Par suite, on obtiendra, au moyen de la for-
mule (&), la valeur d"une fonction symétrique queleonque. Ainsi, la
recherche de la valear d’une fonction’ symétr.iqllyle de & variables liées
par k équations se réduit, en égalant & une nouvelle variable, dont
on dispose ensuite, noe fonction:linéaire quelconque des variables, &
trouver la résultante de k équations & k—1 varjables. Mais, comme
on verra dans les paragraphes suivants, la recherche de la résultante
relative & % variables se réduit parelllemenl A celle d'unc fonction
symétrique relative & k—1 variables. Ainsi, de proche en proche,
tout finira par dupendre de la résultante de ‘trois équahons a deux
variables, que nous avons déja appris’ & former et, par conséquent
la détermination d'un¢ fonction symétnque ne souﬂ‘nra pas de dil-
ficulté. —Cette méthode est due & Poisson W

Les ‘deux théoremes suivants serviront, d'allleurs, soxt a verlf' fer,
soit & faciliter les calculs. | ‘

1° Le degré de la fonction

6 ___2 TP BTt IBYIE
5 U pi""‘]t""s‘i‘y Q’P'+q,+f;+n u[pﬁ-q‘+r‘+ e

par 7apporc aug coefficents A de lg résultante (6) est égal a I;i plus
grande des sommes
Pt Qitrite,  patfatradee. Pz+ Q-+t

Comme Ia fonctlon est evxdcmmcnt entitre et homovbne relative—

ment aux rapports ——, ll sufﬁra dc voir de quel deﬂr(. Sera son déno-

minateur A,.
(") 11¢ cahier (Iu Journal de V’Ecole I{oiyiecimique.
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Soit, par exemple, la premidre la plus grande des sommes, et posons
p,+qt+r1+...=p,+q,+7‘,+Q..+Ic2=p,+q3+r3+lz3-|;...+h,=...=g.
Si A w'est pas le dénominateur de fa fonction wyy € sera Ast+s, ¢

désignant un nombre entier quelconque. Mais, en appelant M le cocf-
ficient de o2 dans la résultante (6), on'a | '

L SUR RIS LYW
c:‘x-r,‘ comme ()ﬁ verra plus loin, cette résultante peut se mcitrc sous la
forme. — o .
(=8t Bt ) (b B 0. B0,
Par conséquent, il viendra ' 0

AT = A s [ Dbty ) ¥
U N e E TR

et, d’aprés I'hypothdse que nous avons faite,: la fonction

A o‘+""z=t\o"M=E{ (:Jv_. )‘q. (30,0_,‘_ )y,. .

1
devra ¢tre entidre: Mais si 'on avait calculd directement la fonction

(W e

Y\ [z U\ (Y92 [z, \n . o, \ I

2L G )
comme on a fait pour la fonetion ¢/, on aurait trouvé que pour la
rendre entitre; il suflit de la multiplier par une puissance de M. Donc
le facteur A" ne pourra pas exister, et I'on aura 7=0, ce qui dé-
montre le théoréme énoncé,

Cette démonstration est due 4 M. Schleflli, Mais on peut se con—
vaincre autrement de ce théordme. La fonction w, est évidemment
comprise dans la fonction

2 (am,+3y4+‘t:.'.+-- ) $ ( AL (B 2t ) ¢—h, (w,—}-.'iy,+7:,+...) s—h, )
v, U, Us
) T,
Or, cette fonction symétrique des racines g de'T'équation (6) est, d’a-
pres la quatrieme propriété, p. 10, de degré ¢ par rapport aux
cocfficients A ; car, par hypothse, s est le plus grand des exposants.
Donc il en sera de méme de la fonction o ’



159 THEORIE GENERALE DE L/ELIMINATION.

2° Le poids du numérateur de la fonction o, est

ps—Zp, ps—Zq,. .2p+2q+...+2t, » :

par rapport respectivement auz premiers, deugicmes, troisiémes, ... et
derniers z'n.dic‘es des coefficients a, b,c, ... h, k des équations propo~
sées (1), en désignant par Sp, 2qy «oo Z les somumes des exposants des
variables x, y, z, ... u dans la fonction w, (2). 0

Nous croyons pouvoir nous dvi‘spe'nser d’en donner la démonstra-
tion, car elle scrait enti¢rement semblable & cclle que nous avons ob-
servée pour le cas de deux variables, p- 113. Nous ferons seulement
remarquer que p étant le poids des coefficients A de I'équation (6),
kps sera le poids du dénominateur A,¢ par rapport & tous les indices,
ce qui expliquera assez la valeur 2p 4~ Sg+4-.., 43y, par rapport au
dernier indice, que nous avons donndée.

Les théortmes et la méthode que nous venons d’exposer ne laissent
pas, de conduire a des calculs bien pénibles. On doit donc savoir gré
& M. Belti, émincnt géometre de Florence, qui tout récemment a
donné (Annali di matematica, Rome, 1858) une formule pour calculer
les fonctions symétriques des_solutions communes & plusieurs équa-
tions, analogue a celle de Waring, dans lc cas d’une seule ¢quation,
Ne pouvant faire mieux'que de suivre la pensée de I'auteur, nous
reproduisons presque textuellement ce qu’il a écrit 4 ce sujet..

8L
" Pormule de Betti.
Soient n équations de degré m & n inconnues,
F1=Z C(ry,r, st r,{),x,,'"'if.'af,,_,'-*’f...x,’"-""n= 0,

(1) | Fﬁ:ZC(rﬁ Fay oee 7'71)2wnm_r’xn—xr'-r’-°-x1r""*r"='0 )

) ‘ ’ : 1 ST
¥ "':Z‘C("h Tay ore rn)nxnm-r,'xn—lh—r" .’“x’r,v‘..—rn:() 1
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ou e signe = s’étend a toutes les valeurs entitres ot positives de ry,
Tay «oo 1y, pour lesquelles on a

(2) R, <r, §rn_2..._§r,§r,§m,
ol | y ' i
1 1.2.3...m :
(3) = 1.9.;...(n—-n).i.‘l...(r.—r,).1.2.5...(r,._1—r,.).1 2.5...78

Bhy (T .. £k désign'cntble coefficient littéral d’un argument
dans F,. | '. 2 , . ;
Appelons poids total du produit de plusicurs coefficients des équa-
tions (1), la somme des exposants de tous les facteurs multipliés res-
pectivement par les sommes de leurs indices; et poids partiel ime Jy
somme des exposants de tous les facteurs multiplids respectivement
par les indices dordre yéme, i, b i) ¥
Cela posé, afin qu'une fonction f rationnelle ct entidre des coeffi~
cients des équations (1) soit homogene et de poids total 9, il cst né-
cessaire et il sulfit que Pon ait
il B g b v AR df B
. (&) Z(r1+r,+...+r,,) {1, 7es ...r,,)s\—-=0.f,

diry, o, ... Tn)s
.. et alin qi’elle ‘soit homogene et de poids partiel ¢, par raI‘)po"rt”au"x
- indices "5, il est nécessaire et il suffit que I'on ait { :

iy : Ak ' ‘, d
,' (D) . Zr‘(ri’ 7‘:, e r,l)smf-ﬁﬁ:?.f.%

Considérons mainténant Jes opérants

it (6) A,,Fz(ru—ruﬂ)("b o Tus Ty +1, Tuiat1, ""rl+1,’ Titfyoen I "m’
‘ el 1979y eoe Tn)s

(7) An’FZ(ru— Tu.‘{_,) (1;1 " 7‘2', oe " r{z)s d(,;n 'f!- v---_Tn)a-’ | I
(8) An,t:z(rf‘"l - 1)(T1 T ooe Typg—1, T B S I R r,,),;-,
5 : . i ' d(r,, TayeeeTn)s

ol t<Cu, et le signe = doit s'étendre & toutes les valeurs entidres et

positives de r,, Tay el Ty, QUi satislont aux conditions (2) et a toutes

les valeurs de s comprises entre 0 of n+1, en ayant soin de poser
- Fo=m, 1, =0, ‘ y

Il est évident que si f est unc fonction homogene et de poids total g,
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Av,of sera homogéne et de poids total 64-v—o 3 que si elle est homo-
gtne ct de pbids partiel o par rapport a I'indice ¢27¢, A,,of sera homo-
géne ct de poids ¢--1, 9, o—1 par rapport au méme indice, suivant
que 0 <lg<v-+1, ou que q est plus grand, plus petit ou égal au plus
petit des deux nombres v ct @, ou bien suivant que v<g<o-1.

Or, si dans Jes, équatiops (1) nous substituons, au lieu des incon—
nues, leurs valeurs respectives en fonctlon des coeﬂ'cnenls propres &
former un systéme de solutions communes, nous aurons un ‘résultat
1dent1quement nul. Par conséquent, si, aprés avoir fait cette substitu-
tion, nous traitons le premler mcmbre d’une des équallons ( L) avec
un des opérants (6), (7), (8), nous obtiendrons’ 1dent1quement zéro.
Amsx avec I opérant (6) il Vlendra '

)

Z( u—"us1)C(rys Tay e ru; Tyrrt1, . 7‘:+1, roo 030) g Ty T L T

+2 ("pf"t;ﬂ)%ﬁy Tg, = r'n) ;wnm—" x);;lr.—r,__.'xil;vro-vu-w—x..‘ ; w‘rn‘-.-r,. A ("=

ou bien

At,umn-v

9) ZC (s Tay e 7‘,,) 2, R lr. T2 i r“"_r"{(h“r“.l 5Cn.u+z —r,,_,_,

Avec les opérants Au w By 00 aura de mcme ,

(10) 20(7 1973y 00 r,,),:v,, Ty .-:v"'-'“’"{ru——r u+1+2 (rv—rrpy

(11) 2000 T ki S D ) 2

Tn—v

oy

Av.ufru—u}

v
Ay 1Ly

)

En donnant & s successivement les valeurs 1,2, ... 10, 0n ‘obtlen—
dra de chacune des équations (9) ( 0), (11) n équatxons linéaires &
n inconnues, lesquelles seront pour la premxére les n valeurs A, |

pour la seconde les n valeurs 4, uTn—y, poUr la troisiéme Jes » valeurs
By iTy—y- Par conséquent ‘il n Y dura qu'un seul systéme de valeurs

pour, ces inconnues, et il sera fourni par les équations -
(12) . Aputnp==0 A==t (p dillérent de f),

par’ lesquelles les (9), (10),"(11) se trouvent vérifiées d’clles-mémes.

1l fapt seulement obseryer que, lorsque ¢t=mn, on substltuera aux
équatlons (12) la L

Vi S
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lorsque u=n, on remplacera la seconde des équations (12) par
(14) i K A ,,,.'c,,_,,_—-l
et Iorsquc t-—u._.n on prendra, au licu de la premu.rc équauon,
(ID) ] ’ : An,nxn—-p——wn—p ‘

Les ¢quations (1‘)) (13), (1) ct (15) fournjssent un systeme d’ é-

quations & dérivées particlles linéaires ot simultandes , qui doivent
étre vérifides par tous les systtmes de solutions communes aux tqua=

tions (1) (). +4 Tl LA T i

Soit maintenant S :
(16) .+ .. R=SPa— ,
la résultante des équations (1), en y considérant Zas Lyy e @, SCU~
lement comme variables. 8i, au lieu de «,, nous mettons une de ses

g

valeurs qui figurent dans les systtmes de solutions  communes aux

équations (1), on aura un résultat identiquement nul; il en sera de
méme si aprds cette substitution I'on opre avec un des symboles
Ayn- Ainsi, en vertu de I'équation (13), on aura

An,n—x R=2w 10—? An,n—lpp_‘zpp(:x ‘0—p+l ’
\ ‘=2x e {A,;’,z_lpe— (p=+1)Ppst}. Lqd

Cette équatlon estde mémc degré et dont étre satnsl‘mte par les mémes

(17)

(') Si I'on pose n—-l et sil'on suppose l‘équ'mon ecme sous la forme
—1
agzTh-t-ma mn—x.l_(h_) aax"‘ z+, oo t-am=0,
les équations {t4), (12) ot {13) deuendront '

. dz,
Ay '—,—“'rar-x —_—t
Liad b Tar i,

il ; .dz,
Qo a:t=-2(m—r)a,- —'="xn
. . | '-'\‘dar =0
- 1 . 4
41,0z4—~('"-")ﬂr+1'&;"_ =z,
1 Srap 22t cofneid 0 R
dont la seconde donne rar-‘F:x. et coincide avec celle que fournit la (15), en ob-

dx
servant que Zmard—:-.o car les racines sont homo"mes et de degré zéro par rapport

_ aux coefficients. Les équations avaient 6t deja trouvées par Raabe cf Brioschi {Crelle, 28,
Ann. de Tortolini, 5). | | +7 ) Fodt 4
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racines que la (16). Par conséquent, il faut, ou que son premier
membre soit identiquement nul, ou que ses coefficients soient pro-
portionnels & ceux de la (16). Or, cette dernitre condition est inad-
missible; car les coefficients des deux ¢quations sont bien de méme
degré, mais ils different dans le poids par rapport au dernier indice.

Donc on aura.nécessairement - 24
(1 8) Pet1= mAn,n—l Py, Ay Pe==0.

Ainsi, tous les coefficients de R se déduiront du premier, en ré-
pétant un nombre convenable de fois P'opération 4,,_,, et puisque
celte proportion augmente d’unc unité le dernjer indice, les coeffi-
cicnts Py seront homogénes et d’indice p par rapport au dernier indice,
* On verra d'ailleurs aisément que le premier coelficient Py est la
résultante des équations (1) réduites a leurs arguments homogénes
les plus hauts., . . : VAR L S ;

'De I'équation

(19) C U EPagt=e=0
on déduit | ;
Pl A".n—po

Par suite, en opérant « fois successivement sur les deusx membres
de cette équation avec le symbole Appn—is.€t en ayant égard i I'6~
quation (13), il viendra i : Wil A

—i L U.—; VA"""_jpl")
9 — et A e
(21) ina 1.2.5...(«—1)A":"fﬁ( AR

“Cest 1 Ia formule analogue a celle do Waring qui donnc les puis-
- sances semblables des solutions communes i plusieurs équations,
A I'aide encore de l’é(juation (13) et en opérant successivement sur
I'équation (21) a, fois avec le'symbole A, ,_3, «, fois avee le symbole
Apn—zs «ee ey f0is avee le symbole A, n—r, ON aura

(22) I 4y %o 4 %5, 20 v
: 1 Lr—y L Op_g e o=t [AppsP,
= 1.2.5._.((1_ +¢.+1,+1;+---¢r-1—1) An,n—r An,n_r.;.t oo An,n—'2 An,n—l ___Po , ’
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ou le signe £ doit sdtendre 3 toutes les solutions communes auyx
équations (1), , N

Comme, d’apres la formule (4) du paragraphe précédent, toutes les
fonctions symétriques multiples peuvent sc réduire au caleul des
fonctions symétriques simples de la. forme (21), on voit avec quelle
facilité on pourra désormais les calculer, en raison des méthodes con-
nues jusqu'ici. A la vérité, tout repose sur la connaissance du premicr
coelficient P,. Mais, comme celuj-ci se réduit a la résultante de n ¢qua-
tions homogenes i n variables, on pourra le faire dépendre & son tour
de la résultante de n—1 équations homogéncs & n=1 variables (voir
le chapitre 11, qui suit), et ainsi de proche en proche les résultantes
que U'on sait former. ~ | ‘ ' i L)

$§ 1L :
Théordme do Bezout sur lo degrs do l"équnﬁon finalo,

Lexys. Etant données Ame1 équations complétes & 1 variables X,
Ys Zy coeyet, v, 4 '
. N
(1) ?a=2almn...rslx[ymzn---u’v“" %__:Zblmnmmwlymzu".urvs' 1esy
(H=mt et o e s g — constante pour chaque ¢quation),

« 3

la fonction symétrique

o= (@, Py, W)@ Py s, 0. (@Pypr ),
sera, par rapport d la variadle v’ de degré ¢
POSARIS Py qys veey byy Py Qay oneyele,
Pour s’en rendre compte, il suffira de nouas arréter 3 un exemple
particulicr, car le raisonnement sera Jo méme dans le cas général,
Soient donc les trois équations T '

gal & la somme des ex-

Pa :Zamm YT,
3 1 ﬁ A .
® { 2= Shguaye,

= D Cpgrst TPy 2" "
P 2 pqrsts; J 5 {7 EB..’BLIOT?‘-'.)I

UNI:

Buc:
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qu’on pourra mettre sous la forme . TG Y
9; =2qur; P yqz" »
(3) AL '?b=Zqur—xPy‘7z”

Qc -—-ZCpqr' 2P qur
¢ étant égal :1 sk, et les coefficients A, B, C désmnantdes ['onctlons
de la variable u de degré . :
‘Pour voir maintenant de quel defrré sera Ia fonction

m,_z‘ xii" RO AT J,q'z.“)...(x,l’u 0]

par rapport iu, on commencera par lexpnmer en fonction " des
coefficients A, B, C, considérés comme de simples constantes, a l'aide
des méthodes ci~dessus indiquées. Cela fait, on substituera, au licu
de ceux-ci, les premiers termes ¢fi ‘« des fonctions qu’ils représentent,
et I'on examinera ensuite i quel degré montera la fonction w;. Or,
cela revient & réduire les équations (3) & leurs termes homogtnes et
d leur donner, par conséqucnt la forme -

%—ZAM,-,:BP y'93"us,
%) 1 o,,_Z‘qur,xPJ g,
| o %=ZCpér:x'ﬁ,’l'qz”“‘.’
et d chercher ce que devnent la fonctlon

=Y 9LV ) i )
par rapport a la premxere 0y, composée des solutlons des Cquatlons
(3), ct exprimée co fonction des coefﬁcncnts A B, C (3) ’ Supposcs :
constants, i T ¥
Or, les équatxona (IL) seront satlsfaltes en posant
:1:=xu, y.__Ju, z’= 31

car elles acquerront le facteur commun ur+g+r+, qu'on pourra fau‘c
disparaitre ; mais alors la fonction acquerra le facteur

uP‘+9‘+F‘+ o st Prtgiry ;
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c’est ce qui arriverait pour la fonction e, cn r(dunsant les fonctions
A, B, Cya leurs premiers termes; par conséquent elle sera de degré
¢gal & :
. P1+qi+1 ,+...+p1+ql+1'[-

cest-d-dire & la somme méme deg exposants des variables,

Corollaire, Si les équations ne sont pas complutes, le degré de o,
sera d’un de"rc inféricur 4 la somme des cxpoSants. '

En exammant les choses de pris, on verra que ce lemme confirme
ce que nous avons dit, p. 102, sur le poids du dermcr mdlce
~ Soient mamtenant lcs I» équatlons )
a_f,(a:, W3 b ds u, v) /
go,,—f(x P u, v),
9,,-[,,(:1: Y, = %y o u, v),
Ak variables z, 7, z, Aty v

(5)

Soient
(6) ’ w,‘/i.., ..u,, s y,ﬁ... u,, ‘efd.,
les solutlons communes aux L—i premlcres Cquatlons Icsquclrcs se-
ront des fonctions de v. En les substituant dans la dernu.re et cn fai-
sant le prodmt de toutes lcs fonctlons ainsi obtenues on aura une
fonction S SELa e VO , . |
b= fi(xs, y,, Byy el )ﬁ(x,, Ys, z,, u., V):2es
qui s’annulera pour’ chacune des solutlons, et qui, (tant s;métnque
par rapport & ccs solutions, se réduira & une fonction rationnelle et
entitre de v. Par conséqucnt I'équation - . 4

(7)' ﬁ(x,, Yy PH 11,,v)ﬁ(x., i SO SEAN u,, v)..._-O

sera celle qui résultera de i éhmmatlon des variables , J, AL ¢ des
équations proposées, quelque méthode d’¢limination que T'on ait sui-
vie. Car, si I'on éfait parvenu par hypothése d une équation en v dif-
férente de celle-13, alors en substltuant une de ses racines dans la (7),
I'équation susdite ne scrait plus sat:sfalte et par conséquent I'équa-
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tion 9,;—_—/};(30, b Lo, v) non plus,-ce qui serait contraire 4 I'hy-
pothése admise. Ainsi, I'équation (7) sera bien I’équation finale, et
en la résolvant par rapport & v, on aura les valeurs qui avec celles (6)
compléteront les systémes des solutions communes aux équations (5).

On peut remarquer, en passant, que les degrés des équations finales,
soit en z, en y, etc., seront égaux, car les équations (5) étant sup-
‘posées completes , le changement d’une variable en une autre se
réduit & un changement d’indice dans les coefficients, ce qui ne peut
altérer ni le nombre ni la nature des solutions communes, puisqu’elles
seront toujours les mémes, de quelque manidre qu'on les appelle.
Ainsi, étant donnée une équation finale, on peut obtenir toutes les
autres par de simples changements d mdlces ce qui ne peut avoir
aucune influence sur le degré. '

On conclut de la que le nombre des solu'tions communes

x‘ylziooov{, y..,....’l).. etc-.

est égal au degré de U'équation finale, Car, évndemment autant on
veut admettre de systemes de solutions communes, autant de racines il
faudra alors admettre dans les équations finales relatives a chacune des
variables; mais, comme le nombre de celles-ci est éfral a lear degré,
qui est égal pour toutes, il s’ensuivra que le nombre des systémes de
solutions ne pourra qu’étre égal & ce degré commun.

Soit maintenant p;_, le degré de I'équation finale des k—1 pré—
miéres équations, ou le nombre des solutions communes formées avec
k—1 des I variables ; le degré de I'équation finale (7) sera pg—ay, en.
appelant oy le degré de I'équation k- 1l y aura, en effet, autant de
facteurs v qu'il y aura de solutions communes aus premitres fi—1
¢quations (1). D'ailleurs, les termes les plus hauts, tels que (z,,.. )
(Y,9s...)%, etc seront bien, en vertu du lemme, de degré p;,_a; en v

. Cela posé, on peut 1mmedmtement démontrer le théor(_me de Be-
zout a savoir : 5 ‘ :

Le degré de lcquatzon fimale rcsullant de Uélimination de k—1 in-
connues entre k equatzons completes d k mconnues cst egal au produit
des degres de ces équations, s,
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Désignons en effot par -

Fio ' 3a - dral RN, N ay,

les degrés respectifs de ces ¢quations. :
Nous avons vu tout i I'heure que le degré de I'¢quation finale Ctait
Pi=tky pr_y désignant celui de I'équation finale résultant deg —1
premiéres équations. Donc, par la méme raison, p.,.._,:y,,._ga,_._,,
P €tant le degré de I'équation finale résultant des k—2 premitres
¢quations; d’ou I’on conclura p=a,a,, t,- En poursuivant le mome
‘Taisonnement, on verra que y:’akak;x...a,y,, s désignant le degré
de I'équation finale entre Jes deux premiéres équations, que nous
savons ¢tre a,a,. Donc on aura enfin .. ' ’

' B=0,2,85... 4y, 2

Al suit de 13 immédiatement que le nombre des systémes de solutions
communes ¢ un systéme d’équations compléles est égal au produit de
leurs degrés. Sy DRINTE Wi

Mais si les ¢quations sont incomplates, ce produit ne sera plus
qu’une limite supérieure, que~ni'le'degré de I'équation finale, ni lc
nombre des solutions communes ne pourront atteindre,

- On connait maintenant la possibilitd de trouver ces solutions, Sup-
posons, pour fixer les idées, qu'il sagisse de trouver les solutions
communes aux ¢quations

fi(x) Y, 3, u, v):01 |

Wk
———
®

-~
=

(31
.

=
3
=

(8) 1 @y, 2, u, v)=
fi(z, y, =, u, v)=
/\::'(xJ Y3 u, v)=

Il faudra d’abord former Iéquation

(9) e f%("”i?/iziuiv)fs(xz?h::’.‘gv)'.":o’

Liv Y19 B4, Uy, ele., tant des fonctions communes aux quaire pre-

miéres. A cet efllet, il faudra déterminer les fonctions symétriques de
ces solutions, ce qui s'obtiendra en posant

il ! oZ LY~z o"u'=‘u,

- 1
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et en cherchant Ia résultante des équations transformées

: fl(mr Y % m)=0, .
(10) f2(z, y, 3 p)=0,
: [(®, y5 3, 2)=0, 5 AU
b i e = o
que 'on reoardcra comme des fonctlons de z, y, 5. Si cettc résul-
tante étmt conuue 1w’y aurait plus qu'a suivre la méthode indiquée
dans le par'lﬂr( phe puculent. pour arnver cette détermination.

Smon l| faudra former la resaltante de ces équatlons oul’ équahon
Fnale : :

(11) ﬁ(ﬂvn Yus 20y @) fol@ir Yy 25 )i =0
iy Yy 5, ele., élant les solutions’ des trois premiéres équations, ce

qui exigera la détermination des fonctions symétriques de ces solu-
tions. A cet eflet, on posera de nouveaw . . SR

aw+ﬁJ+7z=#,

et il restera a trouver la 1esultaute des equatlons trausformées N

@ 890, o4, )0, [, 13 =0,
que nous savons déj former. Alors, & Paide de’ la melhode de Pois-
son, on déterminera foutes les fonctions Sy mctrlques qu1 entrent dans
I'équation (11). Celle-ci, & son tour, permettra de déterminer les fonc-
tions symétriques composées des solutions x,.Y, %, 4, des quatre pre-

- mires équations. Par suite, F'équation (9) deviendra enfin une fonction
sculement de v, et en la résolvant on aura les solations » communes
aux équations proposées, et par suite les autres x, y, 5, u, dont les
valeurs sont déjd connues en fonction, de v,

Mais une fois qu'on aura résoly, quUﬂthn (9) ou généralement
la (7), il sera plus aisé d(, trouver les wleurs de , J, %, etc., en fonc-
tion de v, cn ayant recours & une autre formule de M. Betti. Pour

" cela, reportons-nous & I'équation (16) du paragraphe prccédent Eu'

la soumettant ‘a Iopérant A il viendra T -4

Nz 0—a,, P'e‘-;‘-ZPa(e_— PP I=0;
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Foi, & cause de fa (16), . - Y
i “

’ l‘m,d-e.\,.,‘Pe
Ty =" ;.

ok . oo ZpPax e, .
formule qui fera connaitre Jos valeurs d’une variable quelconque ‘en
fonction d’une autre choisie arbitrairement, dong les valeurs sont re-

présentées par les racines de la mdme équation (16). \

§ V.,

. DIéthode de Liouville, . !,

M. Liouville a encore donné dans son .'Io'm'-nal"(_ll'&’pi) une méthode
qui permet d'approcher des valeqrs de ces solutions autant que I'on
veut,ce qui dans a pratique pourrait étre quelquefos plus expéditif ot
éme suffisant. D'ailleurs, elle nous fait connaitre de plus prds I for-
mation de la résultante ot nous conduit 4 des proprigtis trés-intdres-
santes. C’est pourquoi il sera convenable den dire quelques mots ici,
Soient
/ Fa =Z“pqr---stxpyq:’"' . 1’+9+?’-_l-.--~+$<+l=.(‘,1; b, .. k),
® =prq,’__‘,,xpy'7;.'.. 0,
(1) ¢ I
=B It
iy . Dy d~r s
X quations completes de degrd @, b, ¢, ... b, k respectivement 3 X yva—
q P 8 » €y
riables z, y, z, ... u, dont il s'agit de trouver les solutions communes.
s 1 PEIEEENET
Posons y:y, 7 %+ ===, et donnons aux')—1 premitres équa-
tions I forme -

9a=ac“¢o(y,'z, e W) F2M (y, 3, .. w22, (y, 3, ... u)+-...

o) =N, %, i ) 280,y 3, )22 (y, 5, ... ) R

Ay ] ' : ¢ 9 . o
rhen s ShAaiiaie LI ] SRS S ooy et e S TR Tl op

on=2"E,(y, z, 3 u)"",'mhjzsl.(?/.; >57 5 7,‘)+‘1”h;2 &(y, 3, ... “) e
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ou iy b;y oo & désmnent en général des fonctions homogenes de degré
@—1, b—7, ... h—7 par rapport aux variables ¢ Yy 3, oo s Si Pon

fait 2=, les racines de: ces Lquatxons se udunront c,vulemment a
celles des cquatlons

3) Gz, ..."u)='0,' 0(y, By o '.“u). ees o1, z. e, u) 0,
dont nous appellerons «, By .oy les soluuons communes. Alors on
pourra poser pour toute autre valeur de z,

(4) y=ate, z=f4n, ... u=yiy,
€ 4, ... y désignant des quantités qui s’évanouiront avec i

~ Substituons ces valeurs dans les Cquations (‘)), et. divisons par
21, 21, L. b1 ] viendra .
(5) ?a=w(ae By e y)H(2)Dal, +(0y)Dado ...+ ()Dy,

1 \'*2(“? By o)t (ex)D“Yt“"("y)Dﬁul"" ' +(/u)D“{V£ i ;
5+ Tl o+ D’Bvo—i— +(’") Dwo i b

ct autang d’ equatlons semblables en by oee o,, :
~ De ces équatlons on tire, en desmnant par o, {3, s ¥ les hmltcs
de'ca, /)J, -+ yu; eten faisant z==co,

0,

Il

dby + . dY, o

L+ R d"7+w(«x,ﬁ,.- 7)
do, . ly deo ; '
E“_l—-cﬁﬁ_*— .. 7+9 (2, 61 viy)=0, “

-o-.oo-oo-o.ooo L Ot il o 0 o

dEo l ! ':o ¥ :
7 +dBﬁ+ | + +E(oc,ﬁ.‘.--/)=0-

(6)

Une fois qu ‘an moyen de ces Lquatnons on aura obtenu les valeurs de
B3k, 75 on les substituera dans les équations (4), et l on aura

. y—a-l- +— ~—ﬁ+;+g. u:7+2-2+fv'"

£, n'y,ﬂ... x'u étant des quantités qui s'évanouissent avec—i

En- procédant ensuite comme au §lide I deuxxéme partlc, on
trouvera, sous forme de série descendante en 2,



d’ott I'on ‘colnéluraf
1/“=.a$+a'.+%”j-ll—“....,

o) Js=prp+ By
U=y + 1"..{.,

Ayant obtcnu de la sorte les valeurs dc Y>3 ... u en fonction de
, il ne restera plus, pour avoir les solutlons communes, qu’a sub-
stituer ces valeurs dans la derniere des cquntlons (1) etd la rdsoudre
par rapport & z. Chacune des racines 2 fourmra au moyen des Cqua-
tions (8), autant de systémes de solut:ons communes ‘

Appelons pour un moment

4 )

Ju 3y S ek Yur Bay v Uy o,

les valeursde y, z, ... u, qui satisfont aux 3—1 premiéres équauons
L’équation qui résultera de cette substitution sera, d’aprés. ce qui a
été expliqué au § 11, Ie produit -

9 R=0i(2, y1. 24, .. 1) 4z, y,;z., 5. e =0. .

Pour former & présent cette fonction R, nous commencerons par ob-
server qu'on a aussi

‘(10)j?k(m Y, z,...u) =z wo(J,h,. .u)+x"“ A (TAE- SO B SR
Alors, en } remplacanl: J, 2y eeu u par leurs valeurs ), il viendra -
—9,..(;3,‘ " PR 1t)='mo (oz+ e, B+, 1 7+
+5m,(a—|—s, B+, ... 7)o
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. équation qui, ayant égard 3 i ce que les quanutés Ey My ovala s'évanouis- _

1
sent avec —, pourra dtre mlse sous la forme

ox (2, 7, %, .. u)_a: e (az, B, ...7)+x’~E
E (,tant une quantité qui s évanouxra aussi ayec =. On aura donc, pour

chacune des solations y, z, ... u, dont nous appellerons ple nombre,

Ok (2 Y1y 340 -e .u,)_a:m (A Cren ./1)+w E,,
?}.(m 1 2y »1, s U ) $ Cd (ag, ﬁg, ‘o- '/2)+wkE,,

- oo Yoo By - )= ofoer Pos oen 7o)+ 2B
En multipliant mamtenant ces équatxons membn, a membre, on en
déduira que le premier terme de R 6st

2o Buy ), (a:}'ﬁs' AL C Bor e )i
et I'on x‘econnaltra dans ce premier “coefficient , d' apres ce que I'on
dira plus tard, o résultante des équatlons (1) rédultes a leurs termes
homogenes les plus hauts. ‘
Pour trouver Ie second terme, i sumra de falre dans Ir L(]lldthﬂ (1 0) ’

y=a-f= +— z={3+ + , u=7+5+5,
et lon obtiendra en général . . v
mk(a; Uy & u) ooy (a. Biviiy)
+$"_‘{aDawo+ﬁD mo—l—. -=47Dyus, +m‘(a, Biitik 7)}+x""l

; L 8\ 1 08
I étant une qoantité qui s"anoule avee =

En y remplagant , ﬁ, -7 successivernent par-leurs' valeurs, on
aura T

QY 12y thy) =2k, ("‘151' 2 i B 10/ Diaor, o (e By .. )},
Ok(TY 135, '"2)—“’ wpasfy.. -+72) +w" ‘{anDamo—i—ou(az@q. .7,)}+x""‘l.,

H@Yp 3¢ “9)——“"*’(“959 79)+$"'{29001°’o+‘°1 (“959- -79}‘*‘-”" ‘19,

1
ouly, I, .. . replcsentent des quantntes qm s évanomssent avec ~.
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Multipliant ecs cquatlons membre & membre, il viendra

(11) R=z* "’o(“iﬁ: 71)“( 2Bseeiys).. -0 %35, 72)
. +-70"9 oo a :{31 A o(a e a)eed (aaﬁa- 70)

el
X Dmmo—f—ﬁDg&)o-*- +“( D,mo-}-U.(z,ﬁ; 'm
x ‘o(_"h 'f'). f

femy

et I'on aura ainsi obtenu les deux premiers termes dc R.

Sl I'on \.oulalt trouver encore plus de lermes, il n'y auralt qu a en
prendre ddvanta"e dans les séries (7), pour les substituer au licu de
Ys 5 ... wdans Péquation (10), d’ot I’ on déduirait Ia valeur de R, en
suivant la méme marche que nous venons de tracer..

On aurait pu dé»clopp;r les valeurs de y, z, ... u en série ascen’-
dante de z, en préparant les ¢quations (1) de celte manidre; ...
=l % oo W) H B, 3, oo )by, 2 )y

j 9,,_ Oo(y, Rhker u)+a;0 (¥, 2, e u)+a; 0.,(J, Zukts u)
oh== EO(J, Frads u)+x~:1(,/, v u)—l—z"é (J, 350 u)
os=(¥fs 3, ... U)F 20y, 3, ... W20, (y, 3, ... u),
¢, b, ... & désignant maintenant d’ autres fonctions qu'auparavant ;
et I'on trouverait

y=atox-+..., =P+t wu=y4ymt..;
(@ By v 7)s (@, B ouu 9), elc., étant déterminés successivement par
les systémes d’équations '

{Go(es B, ... )_—.‘o 'e;,(a,p,-,)z‘o, (d,-ﬁ,'...'y)v'-’_::(‘)g,»
/ dvo i p+...+ +\{1(a '..‘.y)-—_'v.{O,‘ |

‘doo, doo, earlis
35’*‘ S A ACH - 7)=0,

..-0.--.---.----»-0....
i

‘° '+ ﬁ+ Begy O ,+£(a,(3,.. )~o,
etc. a

Alors la derniére équation 9 traitée & une manidre semblable 3
la précédente, fournira ' expre~sx0n de I qui suit : :
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‘ R-:&)o(“iﬁt V'/i)“’o(“ ) (rﬁ’ /9) '
+~’6wo(“1ﬁu 71)0, (d~ SE AP (“9(39 7¢)

¢D¢%+v D.3%+- + Drwo+m4(“434
XZ‘ ] o{ar .ﬁj ‘r) . i

Ainsi, les deur premrera et les deux dermers termes de I'équation
finale sont connus et 'on reconnattra de méme, dans le dernier terme
deR, la résultante des équations réduites g aux termes mdépcndants de
x, ce que I'on pomalt prevoxr aprwrz -

Comme il est aisé de voir, la'méthode de Liouville ramene encore
la formatzon de I'équation finale de J équations a \anables a celle
de t—1 ¢quations & f—1 mnab!es Mais clle a Imanta"e de faire
mieux ressortir la nature des termes qui composent la résultante, et
de nous conduire tout natarellement 3 'des conséquences trés-impor-
tantes. Parmi clles, nous choisissons Ia démonstration trés-i -Ingénieuse

que M. Liouville a tirée d’un. théorome déja énoncé par Jacobi, et qui

est assez important’ pour former Ic su_]et du para"raphe suivant,

3 t
p 13 thsts
2 30

S V. aG

‘ Théorémé de 'J’a.\'cobi.

St I'on deduxt de, I'équation (1 l)lvla\\fa_le)u'r de la éqm,me des solu-
tions communes @, on aura . ‘

ﬁaDam D of-eri=-+'D os-0,(a, 3, )
(1) Z‘”‘ \ °,+ﬁ . :. e 5,7...71),.’.- ( f
Or, en qubstltuant dans Ie second membre Ics vnleurs de oy ﬁ Shes
fournies par fes équations (6), 'le' numérateur sous le signe. = devnen- '
dra une fonction Iinéaire des foncuons Oss Oy S lorsque
celles-ci seront nulles, il se réduira 3 :oi(oc, B, .. 7). Par conséquent,
on aura dans ce cas ' b i

(2) | ] Zx_ y“’l(“ B, .. 7)

“dwy(a, B, . -7)
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Mais on aurait pu obtenir cette somme d’une autre fagon. On ay-
rait pu, par exemple, substituer les valeurs de y, x, ... u déduites des
4—1 derniéres équations dans Ja prcmlere.

Désignant alors par ), s «+. v les racines snmultam.es des Cquatlons

'

(3} 00(2, s, . 'J)::O, e 50()., 1% et ) 0(1 ., y)_O
et déterminant X', 4/, ... v, comme avhnt par les équations
b yr  d

90 ’ o!
A+du.‘u+ + J+01_‘0
; | d
() ‘ ﬂx+dup+ -+ +51—0

do lors 1
°7 +d °,u +... +——J +a>,—0

du.
on obtiendra -
= ' 7D‘AV0+FD»‘{0+ +v'D,y°+y,(X, ey eee
5 g==— s Tl e Y
( ) 2 ’*x’upt . v)
Or, si Pon appelle AR g, ... v) ou sxmplement A lc dctermmant
: do, doo . do,
o) ‘ E .- ,. o: dV
(6) .d_:io dso dst) M
. a;‘ #15 d—v
Emo 'dmo . do,
X g WE N

et si 'on suppose, comme ci-dessus, que Ion ait
¥:=0, 6,=0,: ... =0,
il viendra simplement, d’aprés Id théorie des déterminants
l':——x Moy, g, ... v),

7 ; 1 o ¢
( ) o 7 #==380,(2, g, ),
A y':—%A.,coi(l, By venv), .

ol par A, ele,, Pon entend les dérivées do A par rapport & %%, elc.
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En substituant ces valeurs dans la formule (5) _et‘én‘posant, pour
abréger, et L 1 : T

(A)D)~+AHDH+“ +AVD )YO—_-D(R 3] "')’ :, j.
on aura v .

(8) yx_ 21 o,(}, Py or v) D( ")

Yol 5 B, o)

- En 1dentifiant maintena_nt_cette fo;mule‘é’l’autrcv(Q), on obtiendra

0,(a, B, .. Py e YD, Ly
R ZH Zvo((x,:, v))A((x X .
Celte ¢quation expnmera donc une propnéte qui: doit exister entre
les fonctions &, , o1y, o, des solutions communes Mms il est & noter
qu’d I'exception de la dernicre, dont lo de"ré sera au moins infé-
rieur d’une unité 3 celui de ©g, €S fonctlons peu\cnt ttre supposées_
quelconques.: :
~ On peut supposer en partlcuher

wo(J, CVES (y, By oo u)

et alors le second membre de I équauon (9) ’évanoulra de lui-méme,
car on a par hypothése . A FiLeY
'mo(Z; By ool v):O,
et par conséquent D(), y, vve v)=0.aussi.
On aura donc

oo, 8. 7)
ZD(1 ﬁ’ '-7)

ol &y est nécessmrement d’un degré mféneur au moms d’une unité
a celui de la fonction D.

Nous pouvons donc énoncer ce théoreme :

Sovent o, f, ...y’ un sy ystéme quelconque de soluttons communes
ax cqualzons @ X varidbles :, '

- (10) (e, Ys 5y e 1)=0,, 0(z,y, 5. 0)=0, ... &(x,y, 5, e tt)y
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el D le déterminant

dy dy  ay
dxdy oty
dd

d= % '.‘.. . vd’l’
HE o dz
fond 2y D i (1—1@7

1

=2

on aurd, en étendant le signe S a toules, les systémes des solutions com-
munes aux équations (10), 4 0 i

10 o I AL )
11 b YA
( ) > ‘.dD(a’B,.o. 'X)

i ‘ :
files By . ) désignant une fonction quelconque de degré inférieur d
celui de D.

=0,

§ VL

Nombre des solutions indépcn'danlcs.

 En verta du dernier théordme, on aura I'équation

ol S aP3dd g Pﬁiq... 3 1%  GPRAL, vt 110
R et O oA
Fille o, ] & ] et il

en désignant par o le nombre des solutions  communes, et paer,',
Dsy ... D, ce que devient la fonction D(ay B, ... y) par la substitution
des solutions a,ﬁi.-.y“a,ﬁ,.;.)’:, "t Gop yinbaling L
... Or, il est évident quon peut former autant de ces ¢quations que
de fois on peut faire varier la somme PFg+...41 depuis 0 jusqu’au
nombre exprimé par le degré de D diminué d’unc units,
Apipelons 2 le nombre des variables, ct a‘,a._,...a;.“ics\dég:és des’
équations ¢, 6, ... w ; posons de plus = igd b Na iy
(2) ' g=ai+a_.;+.l..+a;_,
En observant que le degré de p estc—2, le nombré de ces ¢qua-
lions sera .
3) : Ay (=2 s=21)...(s41). sl—1)

1.23..2 " H
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car il devra dtre évidemment égal & celui des termes compris dans
une équation de degré ¢—a—1, . ‘

Les A, équations (1), dont on peut faire dépendre toute autre de
la formule (11), nous prouvent que les p;‘solu'tions ne sont pas toutes
arbitraires, puisqu’elles sont assujetties a les vérifier. Cependant il ne
faudrait pas en conclure que le nombre des solutions indépendantes
est p—A,; car, comme nous allons voir, ces A, équations de con-
dition ne sont pas toutes indépendantes. Multiplions, cn effet, les
équations ¢=0, 6=0, w,=0 par des arguments d’ordrc au plus
s—a—Ai—1, ¢—a,—)—1, ... c—am—I—1, on formera des
équations,de degré ¢—X—1, dont le nombre sera & |

LR e )= ). (o= a,—1)

RES T1.95..0 ,

q (c—a,—l)(:—a,—7-+1)...(:—a,—1)

(&) y 12350 )
...,
(;—ax—-).)(;—ax—l—}-l)...(;—ax-—'l)

i MEOTE T LI

Or, au mo'yen d’'une quelconque de celles~ci, on pourra faire dé-
pendre une quelconque des équations (1) des antres A,—1. Car, en,
faisant la somme de toutes les A, équations (1), aprés les avoir res-
pectivement xﬁﬁltip!iées par des constantes convenables, on retrou—
vera les équations que fournira une des (A,)s en y substituant succes-
sivement les solutions, et I'on aura, par conséquent, une somme nulle,

Remarquons toutefois que les-équations A, ne sont pas non plus
toutes ihdépendantes. Appelons, en effet, 11, un argument d’ordre non
supérieur a g——a,—-aﬂ'—l-—-'i, on pourra former avee le typ‘e‘

000 L0, g0 a0,
des équationvs' d’ordre au plus c—2—1 en nbmbre 3 ’

¢

e (:—a,—a,—l)({—a‘—a,-—’J.-H)...(;-—Ja,—a,-—'l)
* s ARG T
: +(:—a.—a,—l){;—a‘—a,—).+1)...(;—a,—a,—1)' ot
(5) 1215, JH
s (== BN (s— By r A1) . (s 01— )
. 1.2.3...% 4 2

?
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qu'il faudra retrancher du nombre A, pour avoir le nombre des équa-
tions (A,) qui resteront indépendantes. B

Mais, de la méme manidre, les ¢quations (A,) ne sont pas non plus
toutes indépendantes; car, en appelant p; un argument -d’ordre au
plus g—a‘—a.—ag—-)—-l on pourra former avee le type

y,y&,_O e ysﬁﬁw_Ol

oy

dcs cquatlons d ordre au plua g—)—l en nombre

s (—a,—a —a,—l)('—a,—a —-a,—l—H) (‘—-a,—a,—a,—l—H)

x i 37, 2257 2
IRy i ‘(4““—1—al—t—al—l)--‘-(:—ax_z—ax_t—-ax—H)
' b 1252 s

par lesquelles on réduira le nombre des équatlons (A, ) indépendantes
AA,—A et par conséquent celul des (',quatlons ( ,) mdcpendantes

A

‘a Al—- A, ——A

En contmuant ainsi; on voit qu en posant en géndral ]
A _(:——a.—-a.—;..—a.— )(;—a,—a,—...—a.—7+1) (;—a.—a,— —a‘+1)
== i 4 h "C) 1 ] 9

oL (c-—ax_r— Bt = =1, (¢— O i— Dy — a4-1)
ST Ay

le nombre des équations (A4) indépendantes sera
' N a4 — +(——1)7*1Az_,.

Par conséquent le nombre des cquatlons de condition (1) mdcpcn—
dantes, c'est-a~dire qu on ne pouna i ‘retrouver a I'aide dcs équa-
tions pxoposces, sera : ' '

(8) l\——A -—-A +A —-\3—{— —-(—1) A).—

Or, je dis que ce nombre Nse rédmt simplement & a,a,a,...a5—1 ax—1.

En effet, on peut mettre ce sccond membre sous la forme °



1.2.3..

D,

(1)
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”(l-}-x)?-’——{('l—i—w)‘—'ﬂ--l-{-(i.’_x) e T N (e e

—l—-{(l-{-x) —a, —a.—l+(1+x) —a,—a,—x+ +(1+x)‘—a1_,-—a1—l}
{ (1 +x)'—a.—a,—a,-—l+(] +x)'—a.—a,—a3+ +( 1 _’_x)._ax_,_ax_.-—a,

+-,","_ ";' “°-=";0 o.o‘-‘.on..t,-'c q".cuc.cc

_'...,..‘.‘.‘._...........,..‘.'.OOO

( ) {(1+$)a.—l+ 1+x)a,-l+(1+x)aj—l+ +(1+x)a)_1|
(=1
1+a7 ‘

2, [1+x((i+x a-—l) (1) “=—1] ((1-+1) “s—l) ( l+’n)"x—i).

02 it (“ s (a")“’“" (oot )( M "’)]

L}
i

_——1+a a.a3 2 el Loyt =

Observons maintenant que le nombre des quantités D est ¢gal A
@433...x=p. 8i donc on élimine des A, dquations de condition (1)
les fonctions D, ce qui pourra se faire en éliminant simplement leurs

rapports, et exigera p—1. ¢quations, on aura précisément employé le
nombre d’ équations de condltxon qui, d apres ce qui pn.cule doivent
rester mdépendantes Les autres, dont le nombre sera

9) - B=A——a,4,... a1,

lexpnmeront des condltlons qu douent exlster entre les quantxtcs '

N x,J,zl. ST RV u,, erPzP 15 uP,

aﬁn qu’elles pulssent étre rcrrardees comme deS'solutlons des ¢qua-
tions proposdes. :

Alnsi les p solutions communes loin'd" dtre arbltrmrcs sont assu-
jetlies & vérifier B équations de condition. :

Cependant ces B équatlons ne sont pas encore toutcs indépendantes,
Pour le prouver dans un cas particulier, nous chercherons quel est ce
nombre lorsqu’on suppose a,__a._as -=a==n. A cet eflet, nons
donnerons d’abord ce théoréme : S

Pour déterminer un systome de A equalzons de atme ordre & ) varia-

bles, il est nccessazre el suffisant de connaitre

(n+l‘(n+") (n+).) )-
2 125, 2 3

systémes de solutions.
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Appelons, en effet, P c_c_nor‘nbrc,fct substituons, dans une équa'tio,r)
de a®"e ordre, dont les coefficients seront considérds comme incon-~
nus, P de ces systemes de solutions ; nous obtiendrons p ¢quations
linéaires par Tapport aux coeflicients. Mais le nombre des coefficients
qu'il faudrait déterminer étant . P SR bt

(n-‘;-i)(h-;-ej...(n-;-'z)_' S
P 128300 —P'H’ A

et n'ayant, d’autre part, & notre disposition, que P équations, il ros-

tera X coefficients dont [es valeurs seront arbitraires, et qué‘ndus”api-

pellerons a, B, ... y. En éliminant maintenant les autres coefficients;

la valeur de I'up quelconque d'entre euy, du’c’oefﬁéien‘t,"par’cxempfc,
de 'argument TrYIs"..ut, aura celte expression

aqur...l+,ﬁqur...l+' . T 7Cpqr...t 5

! Oflue M 34 | o 1l | L] A i 8 -

Apgreeits Bogr. oty o Coqr...s désignant des fonctions d'argumcnts,_for-

mées & Paide des solutions communes. On pourra donc mettre unc

des équations, telle que ¢, sous la forme :

BAG HRI0Y IR)
(10) Chinh 9:“2}\1’@&--!'?’?3/(]2”7,"."'l-,
(AT \

0 = Gl £
+(32,qu,_, N2 R T S -/Z Coqr. ATYTTL,
Toute autre équation o, qui, par hypothise, devra s'évanouiren vertu .
des mémes solutions, prendra aussi la forme .

(11) = X Ny

AN r .
+p Zvl}pqn..,x{’yw..,u‘ B i ZC,,,,;‘,,x"y'{z’.\ ol

ol d, £, ...5 sont ddutres cocllicients arbitraires différents des pre-
mierg; autrement les deux ¢quations o et 9-cb'1'ncideraient.,0n aura
dela sorte 3 équations de la forme (10) ei"(ll),;auxqulellcs satisferont
les P systémes de solutions 3 et I'on remarquera que toutes Jes équa-
tions en nombre infini, susceptibles d’avoir les p solutions, par 'cela
seul qu'elleszcn admettent P, doivent avoir Jes formes susdites. Or,

il est bien évident qu’en supposant qflc pour les p systemes de solu-
tions on ait g '
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(12). ‘ EAM,';,_la:Py"z’.y._.u‘zo.' ‘
Iy Zqu,_:,,,xquz'..‘.u‘,: Ceoe D Cogr @Y L
les équations 9=0, 6=0, etc., seront satishites aussi par ces p s_o-‘
lutions. Réciproquement , en exprimant, 4 I'aide des ¢quations (10),
(11), ete., les fonctions (12) en fonction linéaire de 9, 6, etc., on verra
qu'elles devront s’annuler en meéme temps qu'elles. D’ailleurs, les
équations (12) sont hien de géme ordre et & 2 variables; donc on aura
bien trouvé les équations que I'on cherchait, i I'aide sculement de P
systémes de solutions. . il il

‘De I3 oni conclut que.les autres systémes de solutions.
(13) ] P-P:ﬂ"— (n-}—i)(n--{-‘Q)...(n-}-?L)_*_A

1.2,3...2

sont dépendants des”autres, et 'on a, par conséquent, cet autre théo- -
réme ;- W P o ' ‘
* Etant donnés 0 systémes de so

lutions communes a ) équations de
0™ ordre, il y aura entre ces solutions '

a0 oy (A A)(n2). . (e
19 iyl

équations de condition,
Or, daps le cas particulier que nous cohsidérons, le nombre B des
¢quations de condition aurait été, d’aprés la formule 9),

B— (An—k)().n—x+1)...an—1)
B ‘ 1.2.3...

—ﬂ+1; '

mais puisque, au contraire, ce vrai nombre est donnd par la for-
mule (14), il y aura parmi Jes équations (B) un nombre

(1 5) B—Z(p—P):% +(n+l)(n+2)...(n+l) y 1_)@_”;_(.1_*'_)')

] R TCX vy
d’équations qui dépendent encore des autres.
,Supposons,'par.,exemple, 2=3; on aura

: Ao P (n-"l?(5r;’—-n—?2)’ B-= (n—1 )(7:!5'11n)

B—-);(p—P)é: (;:—1)(;—2)(:»—. 3).
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Pour =1 on trouvera

(n—1)(81n3—89n?4-4 6n—384%)
D)= 1.2.5

Lorsque les exposants a seront quelconques, la réduction du nombre
B exigera I'examen de chaque cas particulier, car elle dépend de Ia
grandeur méme des exposants. Le lecteur studieux pourra consulter
atilement & ce sujet I'excellent Mémoire de M. Jacobi (Journal de
“Crelle, XV), dont nous avons tdché de généraliser ici les résultats. Co
Seraassez pour nous de I'avoir mis en garde contre cet arbitraire dont,
au premier abord, paraissent doudes les solutions communes, De plus
amples détails seraient contraires 3 Ja nature de cet ouvrage.




CHAPITRE II.
BECHERCIE ET FORMATION DE LA RESULTANTE.
o ke 1
Expression et degré de la résaltante,

Soient i
Pa =Zapqr.. st YT,
Pb =prqr. st TPYIETL s,
(1) | ! 2 ?9=20qu...szmpyq§r...u‘,

?k=2k,.q,, st TPYTET L,

\ P =Z boar...st Y92, 0,

A équations homogénes entre A—1 variables &5 4, 5, o0 U

Il est évident que le nombre de ces équations étant supérieur d’une
unité & celut des variables, il ne pourra pas exister une solution com-
mune 4 ces équations, & moins que leurs coelficients ne remplissent
une certaine condition, sans quoi la solution commune pourrait tou-
jours btre rendue impossible. La fonction qui exprimera Ja condition
nécessaire et sulfisante pour que les proposées admetlent une solution
commune sera appelée la résultante. Voici la manidre de la trouver.,

Soient | ‘ '

(2) = @ys.en, ZaYaZaeeillyy  oor TlpSpe. iy
les p solutions communes aux )—1 premiéres équations. Substituons

ehacune delles dans a dernitre, ct formons le produit de- toutes les
fonctions qui en résulteront. Ky appelant R la résultante, on aura

(3) R=Cy/(z,y,. .;zt',)gz,(wzy,. TR BT C X TR T B
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.C dcsmnant une constante propre & rendre eutitre Ia fonction repré-
sentée par le second membre. . ; % 10 ’

Ce produit, étant une fonction sy métrique de toutes les soluhons
communes, pourra se dccomposer en une somme de fonctions sem-
blables a Ia wry p. 147, et sera par cons Lqucnt une fonction dcs
coefficients des Lquntlom proposdes. On aura obtenu de la sorte Ia ré-
sultante ; car on voit que ce prodmt s'annulera toates les fois qu'ily
aura une solution’ commune et que, racnproqucment, il ne s'annulera
pas si cette solution 1 nexiste pus. : ' |

Cette fonction; contenant autant de facteurs o, qu'il y a'de S)slémcs
de solutions communes aus 2—1 premicres bquations, sera, par rap-
port aux coellicients de la dernidre, de degré égal au nombre de ces
solutions. Or, ¢’ apres ce que. hious avons vu au § wr, chapitre I, en
appelant p ce nombre, et a, b, ¢k, 1 les degrés respectifs des ¢qua-
tions (1), on a : .

p='abc...k=;,

= désignant, pour abréﬂcr le produxt des de"r(ﬁ. Donc = 7 sera le degré
de la rcsullantc par rapportaux coeff'cncnts de I’ équation @1 Mais les
mcmes raxsonnements aurment pu dtre app]lqucs sur une autre qucl-

conque des Lquatlons (1) et Pon se commncra amsx que la resultante
sera dc degré

St
-
.
S
.
o~ 3}

b

1 . . ¢

Tl

*

QIH

\

par rapport aux coefncxcnts dcs Cquauons Qas 9,,, Per 2ee 9, respcctnc-
“ment, Par conséquent, comme [a rcsullanle les conllcnt tous, le de"ré
total de la résultante sera Wl

7:(1-+-1-+1+....‘—{—.1).; |

. On aura ensuite le facteur C, en prenant le plus grand dunommalcur
dont peuvent étre-aflectées les fonctions ;. Le d(,nomlnatcur cst tou-
Jours une puissance de Ia rcsultanle des )—1 prcmléres ¢quations
ndmtcs a lears plus hauts termes hom0"enes, que nous appellerons
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“A;. Or, comme la plus grande des sommes des expoéants de o sera I,
il s’ensuit qu’on aura, d’apres le théoréme de Schlxzflli,
T =AY, |
et, par COn‘séquent,‘ i
(%) R;A,’go,(a:,y,...u,)go,(xgy._,'...u__,')...c;,(x;y?._.'..up). :
.+ Dlailleurs, en raisonnant comme au § 1, chap. II, deusiéme partie,
on prouvera que la résultante est isobarique et de poids = par rapport
a chaque indice des coelficients (@, b, ¢, ... K, 1) Ainsi, de ce qui
précéde on déduira aisément le théoreme qui suit: Wl
Etant donndes )\ équations homogénes enlre A varidbles, Xy Yoo v;
telles que

= A} , ZPyIst.. .ty
Pa PGr. .St

= > bpgr:. e TPYIZ". . uSYt
Po pgro..stilY ’

Pc =Zcpqr. st DY L ut
O e A
de degré respectivement a, b, c, ... 1, dont nous désignerons le produit

par =, et dans lesquelles les indices des coefficients suivent la grandeur
et Uordre des exposants, leur résultante sera > 1° une fohclz’on homo-
gene et de degré respectivement a’ b’ ¢ o T POr rapport auz coeffi-
N PR T e : g S 1\

ceents des équations Pas Pby =+ @y el de degré 5+E+c—+'"+T
par rap-
port auz indices correspondants & une méme variable, qui servent avec
les autres a caractériser les coefficients dans les diverses équations;
3° isobarique et de poids = par rapport & Lensemble des indjces.

Il est bon encore de remarquer que la valeur numérique de la ré~

par rapport G leur ensemble ;. 2° isobarique et de poids =

sultante ne change pas si l'on y change entre eux deuz des indices des
coefficients relatifs a deux des variables; c'est-a-dire si I'on change,
par exemple, tous les indices plen ¢, et tous les indices g en p. En effet,
cet échange revient & échm}ger‘eqtre elles deux des variables, par exem-
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ple zety; ce qui ne peut pas altérer le nombre ni la valeur des so-
lutions communes, ni non plus; par conséquent, la condition de leur
coexistence. La méme chose aura liey si I'on échange entre cux les
cocfficients de deux équations quelconques. Par conséquent, on pourra

déduire d’un terme donné de la résultante (1_*_1(;0—1)):_1 autres

termes, qui auront, au signe'prés, le méme coefficient. On peut- vé-
rifier cela sur Ia résultante que nous avons donnée . 139.

§ 1.

Formation de Ia résultante an moyen des fonctions symétriques.

Comme nous avons fait observer dans e pixragraphé précédent, en
décomposant la résultante en une somme de facteurs symétriques de
la forme w;, on pourra en calculer Pexpression au moyen des coel'ﬁ-j
cients des équations proposces. Mais ce calcul se‘ra‘ encore hien pé-
nible, et 'on ne ‘pourra gagner quel‘q'u‘e chose en suivant cette voie
qu’en ayant recours d la méthode logarithmique fde Lagrange, que

.nous rappellerons ici bas. Cependant, avant de I'exposer, il sera bon
de faire voir comment on peut obtenir facilement quelques termes.
' D’abord, un des termes de R sera éviderﬁment‘ '

A l?loo...o(xixsms'-'x?)'

Mais le numérateur de T1Z,...T; est ce que devient la résultante des
)—1 premitres_équations, apres Y avoir fait £=0. Soit A, cette ré-
sultante, on aura ' 0 AT
x,x,x;...ze=i‘:—:”,
et; par conséquent, ce terme deviendra

B, 0AY,.
En appelant de la méme manidre Ay,. A, et\c.', les résultantes des
équations susdites pour 5=0, 2==0, efc., et en observant que le -
terme constant de ¢, fournit le terme A} b2y, qu’on peut écrire par
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symétrie Al leg, o, lorsqu’on suppose les équations homogeucs, on aura
(l) R:l?loo...ofxlx""lloio...ol\ly+[ool...oAl:+"'+l?06.'..loAu+lpco...olAv"f‘---
L’échange ensuite des lettres et des indices fera connaitre une quan-
tité d’autres termes. b d " '

Les termes, maintenant, 'qui dépendent des fonctions =z, sy, ...
u scront aussi faciles & trouver ; car il suffira d’opérer sur A; avec,
les symboles . P |

Eap—l,q,r... aap,q,r... ’ zap,q—l,r...aap,q,rv L zap,q,r...s—l,té\ap,q,rv {
en convenant de remplacer sous le signe X Ia lettre a par les 2—1 pre-
micres lettres a, b, ¢, ... k. Pour comprendre cela, il faut observer
que I'équation finale en 2 des 2— 1 premitres équations peut étre
considérée comme la résultante de ces J— 1 ¢quations. En supposant
pour un moment que la variable  se réduise i une constante, et que
les coefficients des arguiments formés avec les )—1 variables restan-
tes, le‘s'quels seront des fonctions de z, aient 6t désignés par de sim-
ples lettres, il suffira, pour développer et ordonner I résultante par
* rapport a z, de remplacer ces lettres par les fonctions qu’elles repré-
sentent, en tenant compte suééessis‘emcn;'des termes, & mesure qu'ils
peuvent servir & former le méme argument cn z dans la résultante;
Or, pour dbtépir la puissance z2¢¢--k=1 I suffira de conServ'er,‘déns'
chaque lettre qui entre dans un terme de Ia résultante, la puissance
la plus haute de z, excepté dans une, ot 'on prendra la puissanceé im-
médiatement inféricure § ce. qui exigera simplement de remplacer le
cocllicient ... PAT dpl gy dontlest. aflectée une puissance de 2
inférieure d’une unité, ¥ s LIEATH 1 01 T L

Par conséquent, en appelant (A,)_,, (A2)=ys «oe (Ag)=y les résultats
respectils de ces opérations, on aura les valeurs suivantes des termes

; ‘ 4 I
-

cn question :

s a N p—1 i L=y
lo,o;..o,l lx,o...o,l—x At (Al)—xv
) p—1 M
(2) £orites i ,Ioo....o,l loso...00=1 A, ! (AI)—'/’

p—1 ‘ T
Io,o...o,l]o;o.'..t,!-xAl (Al)—ll'
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Il sera cncore aisé de voir que les termes dépendant des fonctions

e o R Y N
ZT, ZT, ele

fourniront dans Ja résultante les termes

00

p—t1 -1 | :
bo.coimi loo...r A, (%)a3 N
p—1 =1

(3) ‘ B lono...o,l—x léo...ol‘\l (Ay)ya

—1 ' -1
lio...ol-—n loo...ol Al' (Au)u ’

en appelant

(Ax)x’ (Ay)y; (Au);l
- les résultats des opérations faites avec les symboles

’

i snif e AN el .
Zap-i-l,i],r...oap,q,r...v .zap,q+1,r...°ap,q,r...7 e Zap,q,r...s+1,taap,q.r..-,

sur les fonctions Ny Ayl .
- En joignant les termes (2) et (3) & ceux du second membre de I'é-
quation (1), on aura déjA formé une partie de la résultante. i ensuito
on échange dans les ternies deix 4 deux; soit les itidices; soit les let~
tres, on connaitra une plus grande quantité de termes. Mais si I'on
continuait 4 suivre ce procédé, on sapercevrait bicntot, par les calculs
rebutants qu’entratnent les fonetions symétriques multiples, qu’il est
presque impossible en pratiqae. 1l sera done préférable d’employer Ia
méthode logarithmique que Lagrange avait déjd donnde pour le cas
d'une variable, ct qui réduit les caleuls & ceux des fonctions symé-
triques simples. Observons, 4 cet ellet; que de I'équation (4) du para-
graphe précédcnt on tire : '

log R=1log A,+ log oy(z,y,.. Ay )+log GV S T
Développant chaque logarithme, on obtiendra = -
logR=1 log A, Z‘Cpq,_"'s [Sapyasr., ],

olt Cyy...s désigne une certaine fonction des coefficients de o et la
quanlité sous parenthése une fonction symélrique simple des solutions
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communes, qu’on pourra plus aisément calculer., Alors, en posant
1=XCppr...s [S2Pyta". . ],

on aura la valeur de R pbr la série -
) r 3 '
R:A,’[1+r+,‘-§+t"ﬁ+...],

pourvu que I'on néglige, dans le développement des fonctions r, les
termes dont le degré dépassera celui que doit avoir la résultante.

R

§ L.

Iéthode de Bezout.

4 K

Quoique cette méthode ait le défaut d’introduire des facteurs étran-
gers dans la résultante , le principe sur lequel elle repose mérite de
ne pas étre oublié. Peut-&tre pourra-t-il un jour conduire & de meil-
leurs résultats, comme I'a déja fait M. Silvester pour le cas de trois
équations. Dans cette méthode, on se propose d'obtenir, au moyen
des équations données, un sjstéme d'équations tel, que leur nombre
soit précisément ¢gal an nombre des coeflicients atbitraires qu’elles *
sont amenées & contenir. Alors on comprend qu’en éliminant ces
coeflicients arbitraires, on obtiendra la résultante que 'on cherchait.

Acet effet, on multiplie chaque équation ¢ par un polynome @, &
coefficients arbitraires tellement choisis que la somme des produits
ainsi obtenus soit ¢gale & zéro. Soit T cette somme, on aura '

(1) al F= (I)n?a +(I)I1?b"'l' q’c?c"*—;-; + ‘I)l?l-: 0.
Egalons & 26ro les coefficients de tous leslarguments de F, dont nous’ -
appellerons & le degré ; on obliendra entre les cocfficients arbitraires

un nombre, .

— BH1)(342). ..(34r—1)
(2) pl 1.25...(0—1)

d'¢quations lindaires. Lorsque I’élimination des coefficients arbitraires
ecompris dans ces N équations sera possible, les-équations proposées
¢ admettront évidemment une solution commune ; car alors une équa-
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tion quelconque 9a sera la conséquence des autres. Ainsi la résultante,
- ou la condition de la coexistence des ¢quations proposées, dépendra
de la condition de Ia coexistence des équatfons N, c’est-d-dire de leur
résultante, Tout se réduit donc & éliminer les variables d’un systéme
d’équations linéaires données. Si Je nombre des coefficients arbitraires
qui figurent dans les N ¢quations linéaires était égal au nombre de
ces mémes équations,, la résultante en serait bicntot connue. Mais il
est généralement impossible d’égaliser ces deux nombres; ainsi, on
he peut se proposer que d'assigner la valeur Ia plus convenable au
degré ¢ de F, pour que la dillérence entre ces deux nombres soit la
moindre possible.
- On peut poser, d’aprés Bezout,

(3) Tatbtet - 1—(2—1), 4
en dppelant, tomme avant, a, b, c, ... les degrés des équations o,,
?;,, Qer +++5 €t 2 leur nombre. 11 est d"ailleurs assez naturel de prendre
les degrés des fonctions @, @, D¢, ... égaux respectivement i d—a,
0—1b, d—ec, ..., afin de donner aux produits 5 le méme degré. On
s’assurera f{xcilemcnt,que par cette valeur de ¢ le nombre des coeffi
ficients arbitraires sera bien plus grand que celui des ¢qualions de
. condition, mais non inféricur; autrement , I'élimination serait im-
. possible. Supposons, par esemple, J=4. Le raisonnement que nous
faisons dans ce cas s'appliquera aisément & un cas quelconque. Le
nombre des coeflicients arbitraives est, d’une part, la somme des ar-
guments des fonctions @, i savoir ; _
%Z(s-—a-—-?) (s—a—1) (s—a),
en posant, pour abréger, $=a+b+-c-+d, et en faisant successive—
o menta=gq, =b, =c, =d; d’autre part, le nombre des ¢quations
de condition est égal au nombre des arguments de fa fonction 195
Cest-d-dire 3 * k)

1
T.95 (8—2) (3—1).8;

il s’agira de prouver que le premier nombre est plus grand que le
second , ou que
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(@ +b4c—2) (a4-b+c—1) (a+b-c)

+(a+b+d—2) (a4-b4-d—1) (a+b4-a) 1>(a+b+c+_d—2) (a-Fb4-c+-d—

+(a4-c+d—2) (a-t-c-d—1)(ac+d) (a4-b-c+d).
—l—(b+c+d—-—-2)(b+c+d——l)(b+c+d) = oty A

Or, quels que soient les termes litiéraus qu’on choisisse dans les trois
facteurs du scc‘ond‘mc.mbre. par exemple, abd, b%d, ..., pour les mul-
tiplier ensemble, il est dvident qu'ils sc trouveront reproduits au
moins une fois dans un des quatre produits formés par les ‘c'or'nbinai-"
sons trois & trois des degrés a, b, ¢, d. Car, en formant un terme du
second membre, on ne fait que former une des ‘cbmbin‘aisoris‘::i‘yéc.()u')
sans réptition des quatre quantités a, b, ¢, d prises trois & trois, les-
quelles se trouvent- déji toutes faites'dans Je premicr membre. Mais il
est évident que les combinaisons avec répétition se trouveront un plus’
‘grand nombre de fois dans le premier membre que dans le second i
ainsi I'inégalité susdite aura bien cértainement licu. i

- Les transformations suivantes confirmeront dafantage ce que nous’
venons de dire. On a pour J==4 ;- ' ‘

L Se—ade—a—t)e—q)
== o—1)3-+(—2)% a— 1)+ (5—1)a (a—2)+ S5y,
et pour }=5, "

‘ 'E(s;—a—3) (s—~a—2)(s—-ia——-1)(s-—‘a) |
=(s—3)(s—2) (s—1)s(s—3) (8——2)2&(&-—1)"—(3'—3)(8?'—1)Ed (a—2
+(s—2)(s—l)Ea(a—3)+Ea’(s—-a){3(s~—2)——41};’ L

d’oi I’on voit qu'au deld de q, ele.=2, ou =3, les premiers mem~
bres seront toujours plus grands que les premiers termes des seconds (*).

"(*) M. Cayley a généralisé cette propriéié, et il 4 trouvé qu'en posant; pour abréger,
' S=a,+a,+-. . .+,
A=[sP—1, =X[s—a~1, C==s [s—ai—ajP-1, elc.,
on a / '

A—=B--C—D+-E—éte.=0,
B— C+D—E-4-cle.>0,
C—D+-E—ete. ... >0,
D—E-ete. , . . >0.

)

-
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On aura ainsi géndralement

(,") gt ‘y(s;_d_)._.*_?)(s_a_l_l_:g)m(s_a)>(s—7.+2,‘(s—7.+5)...s.

1.2.5...0—1) &1 a 1.2.5... —1)

En supposant maintenant que la résultante des tquations lin¢aires
ait ¢té obtenue, il nous reste encore & vérifier si lo degré de cette
fonction sera au moins non inférieur au degré que doit avoir la ré-

sultante des équations proposées, & savoir H
3 e S i'] : 1 y

= (E +3+"'+T) ;
et & vérifier, par conséquent, si la valeur de ¢ a ¢été convenablement
choisie. Or, le degré de la résultante des ¢quations lindaires étant égal
& leur nombre, I'inégalité qu'il s’agit de prouver se réduil & celle-ci =

' (sAF(=—t5)ofs—A)s 1 4 . 1
(5) 1.2.5...0—1) >"(;+3+...+T),

C'est ce qui se rendra trds-évident en mettant cette inégalité sous la
forme suivante : ) ipeak, | nid, :
{ D}—‘[(i “+)*—(1-+-az) (1+_ba;)(1 “+cz)...(1 +Ix)]} >0,

=0

et en observant qu’on a toujours - | ' |
(FaP=(tazt ) Fbat...) (A lok. ) > (1 faz). . (14-L2).

SupAposAons done que I'on ait adopté la ‘.valeur (3) de 9. ll‘y aura
dans les ' ' |

l\—— (3—7~+‘-’)(S—7~+5)...(s——|)s
= 1.23...0—1)

¢quations un nombre de coefficients-inutiles indiqué par I'excs du
premier membre de I'inégalité (5) sur le second. Soit E cct exces. Ces
coeflicients étant tout & fait arhitraires, on pourra s'en seryir pour
rendre le nombre des équations égal & celui des coefficients & ¢limi—
ner, soit en les annulant, soit en les assujettissant 3 E ¢quations de
condition nouvelles ct entidremeént arbitraires, A Paide de ces nou-
“velles équations, qu’on établira en’ plus des premitres N équations
de condition, on pourra le plus souvent abréger les calculs, & cause
de la symétrie des calculs; lesquels feront ressortir immédiatement
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les facteurs étrangers au résultat final de I'élimination. C "est dans la
recherche de ce facteur étranger, d’autant plus pénlble que son degré
sera plus grand, que consistent la difficulté et le défaut de la mé-
thode. Afin de diminuer ce degré ou cet excds, il conviendra done de
prendre pour & le nombre le plus petit possxble propre & satlsfalre aux
deux inégalités .

}_‘(o‘—a+2)(6—a+2)---(6—‘a+z——1)>(a+1)(6-1-2)..‘.(3-1—1—1)
| >n(1+1+;..+1) ‘
en se rappelant que, d’apres ce qui préctde, la limite supérleure de
ce nombre scra d—A~-1, : : !
Ainsi, pour a=b=¢=d=3, )=}, celte hmxtc serait 9; cepcn-

dant, en prenant d=7, on trouve encore

8.9.10 &
3 5:6.7>> o_>lp°

Si I'on prenait, au contraire, =6, on aurait
8.9
%45 6<‘ =<4, 21,

et, par conséquent, on ne pourrait rien obtenir. Dans le premier cas,
Ie facteur étranger sera de degré 120—108=12,
Supposons encore a=b=—c=— ad=2; On prendra 0=4 au lieu de
9=>5, que donnerait la formule (3), ct le facteur étranger se redulra
- n’étre que du troisizme de"rc '

SV,

- Méthode de Sylvester,

- Les quelques mots que nous allons donner sur cetic méthode seronf
assez compris, si I'on se rappelle ce que nous avons déja écnt au
§ 1v, chap. 11, deusitme partie, sur ce sujet. - "

Cette méthode, comme on aura remarqué, a pour but de déduire
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des équations proposées des ¢quations telles, que le nombre des argu-
ments qui y ligurent soit égal au nombre des ¢quations et au degré
de la résultante. Alors, en traitant les arguments comme des varia-
bles d’un systéme linéaire d’équations, on aura par leur ¢limination
P'expression de la résultante sous forme de déterminant, ‘

- A ceteeffet, on multiplie chaque équation g par un augmentatif

x"y‘l:.i".f.v‘. (p+g4+r+...+i=0—q),

et Pon forme autant de ces produits qu’il est nécessaire pour que le
nombre des augmentatifs ‘

: ﬁ(8~a+1)(8—a+2)...(8—a+1)
| P 1.2.5...0—1) 1

qui sera le nombre méme des équations, devienne égal au nombre

des arguments contenus dans une équation de degré 3, ou

BH)(34-9)...(042—1) “
: 125,01 ° (A

On voit immédiatement que cette méthode, sauf & remplacer les
augmentatifs par des coefficients arbitraires, ressemble beaucoup a
celle de Bezout. Mais elle a sur celle-ci Pavantage de pouvoir étre ap-

- pliquée plus aisément & Ia recherche de la résultante, en tirant parti
des propriétés de la résultante clle-méme, dont nous parlerons ensuite,
ou de nouvelles équations que I'on peut déduire én combinant conve-

. nablement les équations proposées,
Soient, par exemple, les équations

o=ax® - by? - cz? - dus '+' 2exy + fxz + ngzt -+ th:.; ~+ 2kyu + 2zu=0,
p==a'x+ by b_’z2+ A"+ 2e' 2y 9 w5+ 2 g+ "Y3+2k "yu+21"zu,
="+ VY2 52 - 26" 2y~ 2 "5 29" 2 2Ny - 2" yu-+2"zu,
o =a" T V" P t-¢" 22 - A" 20" y+2/”’xz+2g”’a:u+2h’”y;+‘215”yu+‘..)l"’:u, :
de sccond degré & quatre variables. , | '
D'apres le théoreme de Hess, qu'on trouvera démontré au chapi-
tre III, les dérivées partielles -

.di da da dA
Cdz’ dy' 42 gn



190 THEORIE GENERALE DE LELIMINATION,

du déterminant ! _
' doo  dg, . do, . doy,
de ' dy' dz° . du
. do, dy, | do, dy, -
S do’ dy’ dz' du
doy - do, dg, do,
| dz'. dy ' dz' du
do, doy do, ' dq,
Cde’ dy' Azt du
s'annulent en méme temps que les équations. propostes. Or, ces déri-
vées sont de troisieme degré par rapport aux variables, et de quatritme
par rapport aux coechnents En multlplmnt done les proposées par
les augmentalifs z, y, z, u, on formera avee les dérivées un- systéme

de 16+11 20 équatlons de troisiéme de"rc qun comprendront pr(,—

clsément Ton 9._-0 ar"umenls D allleurs la rCsuItante qu "on obhen- -

dra en ¢liminant lea arﬂumenls sera de dc“re 16+4 = 39—4 2,
qui est celui de la résultante des équatlons proposws
- En dcsmnant amsx en “énéral, par le 53 mbolc (abcd) le détcrmmant

; F d "a’ b. G . d B
aln bl ol dl
R A
Ca” i b cr//; \d'”_‘

,etcnposant et b i . R s
‘ ai_(aefg) ay,=—(behk) aa_(cfhl) - a,=—(dgkl)

@, = (aefl)—(aegh-Habfy)  a, == (aofl)— (aceg)-(afy)
- ay=(ade()— (aegl)+(afgh) aa.__(begh) - (befk)~+-(abhk)
f_as_(bce/z) (behl)—-(cehk) - am._.(bdeh) (bgh/»)—{—(be/;)_ :
= (achl)—(efO-efhg) o= (tofl) - (coh)efh)
o (O Heal) oy (adb () (gD

0= — (bdgl)+(dghk)— (dekl)  a,;=—(dfikt)+(cdgk)—(dghi)
a,;==(aehk) - (abfk)— (abgh)— (befg) -
- @ =—(accl)— (afhl)— (cefq) -+ (aheg)
&= (adel)+(aghl)+ (defg)—{adfl)
a,==(beek)4-(cehke) +(befk)— (bf hl)
0y = (dehli) -+ (bg k1) ~(bdgh)— (bdk1)



‘TI* PARTIE. — CIIAPITRE n.—§ Iv.

y=-—(cdfk) ~
-+ (abfl)—

a”._(abcg) +(achl)

(acek)

=(adeh)+-(aghk)-— aekl~+(abdf)—
=(acde)+4-(aghl)-+(acgh) — (adfh)— (afl:l)+2(cfgl)

am_(bc[l)

a,,==(begl) +(bfgk}—

(a bdh)—

(edgh)—

(dfhl)—(cqhl)

—(afhk)+2(efqh)

— (abgl)+(fegh)

(beeg)—+-(abhl)--(bfgh)+-(abek)— 2efhl:
{bdef)—

(abll)—2(eghk)

a.=(begh)— (bede)— (bafh)— (bghi) +b[Ll— 2(ehkl)

as,=(abel)+(befg)— (cefk)— (achl)— (cehg)— 2efhl _
= — (acdh)— (akel)— (cdef)— (cegl) — ~—(cfgk)+2(fghl)
agy=(cghk)--(begl)-- (cclJ—(bcdf) (cdeh)—2(fhkI)

a,=(defl)-{- (degh)+(bdf, J)—a(lhk—abdl+"(eg/.l)
ay=(acdk)+(adhk)4-(defl)— (dceg)— (dghl)+- 2(fgkl)

ay, = (dfhk)— (bdfl)—(bedg)—( cdel:)— (dehl) —

ass—(abcd)—- 2(ahkl)—
(fgldv)

2(ghkt)

191

)
I

2(efk )+"(defh)+"(eo*’ll)+"(ccal~)+ blgl)

la résultante s sera le détermmant qux sunt en supposant quo les places
vides sonent rcmphes par des zéros :

ay

Ity Oy5 4,

Wun ot A AAA28852 22882
a 2 . 2f. 29 ). | B¢ d Sh Ok 9
a’ ol gy Cofaluf c. o AT EV AR
a” e’ 2fin 20l Uit c” d’ " QK" 9
a” Qe ’)I'Il c)g'l’ %4 ' I : " d" ‘ 2]','” o 2[!//
b a § 2, @, 9 c d of 29 2
vV a %' on' el ¢’ d of 2’ U
b” a” 9" ap” op” ok deg2fz 8 995" U
v G A ScMONAORA, [ 4ot dit fes " A g 9
L Te “aa = U Rl 2l AL d 9% 2 2k
% a v o on' Y9 9y 2%k
8 7 a’ - W9 ap ap 4’ 2" . 29" A"
¢ ak i b D - AL - d9g 9" 2K
AN a b c 2 2% 32 2 9of 9h
d .a'’ b’ ¢ 2 ok ol 2 il
Hdiy Tadh b U e 20" 2%, 2, e RPNyl
4" . a’ : Ly o o Q“lw oL oy 9" 9 /w o
da, «, a,, a,,3a, 3a, 5a, 24,, Gy a,,2,, @, o 20,y a5y 55 2gs 20y, 2y, dyy
a, da, d,, a2, a, @, 3a, Sa, 3y, Ay 2y, @y, a;; 2a,, au 24;, 2, a,, 2a,,
a, a, da; a,, a,%,, Ags Uy 20,5 a4y 00“ Syy 30,4 Ays a5, 20,4, 2., 55 25, 2y,

gy Ay 2(1” Tyy Qgq -(1“ “,1 0,,-(1,,0(!.‘..)'14,0(1.0 (UFTS ..Cluoll“-(lu
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De I il est aisé de voir que la résultante sera une fonction linéaire
de produits de huit déterminants formés par quatre colonnes quelcon-
ques des coefficients des équations proposées, soumis pourtant a la loi
de I'équipollence. Un, par exemple, de ces produils sera un quelconque
du produit N : :

a7 2, - onht! e
( abe d)‘ _‘ 2azs 2a21 a:ss‘ Qazs v F
_ 2a, @; 2a, 2a, B 12 il
Qg 2a, 2a, 2a

‘Soient encorev,. comme éxemple,' les équations W
x+y'+z= 0, X x‘.‘.ﬁa, y'=b, é‘:c.
On trouvera que leur résultante peut se mettre soﬁq la forme d’un dé-
terminant, ainsi qu'il suit : '

mon gl % A
Sl Bt B RLEN L Ll e R s S L n
i = = GLe sy L SR ) M O ET R S RS
AN v A S Iy |
y il R e 1 i I B " T s 6t o i
e oF o o o me | G
B4 ot g st N e T 4 3 . ot e

1 S I e S L o . s

A0 IS 1 Sh 0 .

T Te o 3 . o St |
okife g T l., @ e i R AL FARl

i 5 : a 1

SR . c b 1 o
a oAk AR Lo o LAt
BN S T8 L obal SR e mh 1+ s o | AR
il bk Rl s Pl TR SRR
Sabt ARG S LT ISR R T . R
Tacl 0 owy ot 0Bl K r g SUFTEYL T LS
' CRNIRL A SR, 1)

en sous-entendant que les places vides soient comblées par des zéros.
. Les produits marqués dessus servent 4 vérifier la provenance des 61¢-
-ments du déterminant, g & ‘
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- PROPRIETES DE LA RESULTANTE,

PREMIER THEOREME. Etant données 3 équations homogeénes entre X
variables x, y, z, ... v, Ll b

. fa =Eap.q.r....: TPy, 0,
¥ =pr,q,r.-..xw"y"z'...v‘,‘
& ye =Ecp,q,r.-.'.ix”y%'. L i

$i< Z lp,q.r,...:wpy?z’. R

de degré a, b, ¢, ... | respectivement, leur résultante R satisfera aux

1(7-:-1) équations aux dérivées partielles de la forme
! : dR » O dR ‘
(2) : Em axyap,q,r, eal +2‘m a.zybp,q,r, eoel

: O dR . A dR ]
+zd€p,q"’“‘ azycp,q,r,..,"'l- % +Zd1pﬂ’r‘m‘axylp,q,r,.. ol f— 0.

Oxylp,q,r... élant le coefficient de ¢ dans acerodssement que regoit le coef-
ficient agqc.., lorsqu'on change dans les équations proposées x en
X-t-eY, el xy désignant une quelconque des combinaisons que U'on peut
faire deux & deux des X variables. '

Posons, en eflet, £=2x'+ ey dans les équations susdites; elles se
transformeront dans les suivantes :

( 9 (Da=2JAP’7,r,-;.tx’pqur--.‘U', g
(D”:‘EBp,q.r,.. N LTI R
(3) . < (I)"':ZCP»W, veel x'quzr‘ . -'U‘ -

of o el o ol elllaoh h e IR Ll

\ ¢'=2Lp,q.r.-..:$"yqz’,..v‘,
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A, B, C, ... L étant des fonctxons des mémes coefficients, de la forme

A_aP,Qn"- l+a( anf €+a( )apqr ls UK
B=0bpqp i8N0y 0. ‘,e-;-a’)bp Peets S

=bar.. ,+o( lpq, ,e+6‘(2)l Mo L ,e’...,

o' o )ap,tlr B .

(%)

désignent en général les coeff'clents de s‘ dans les expressxons des

nouveaux coefficients. :
La résultante R, qui était par hypothése représentée par la fonction
F(a,,

B

Dolses bp,q,r, t) cp,q,r, u_Jp,q,r, )
deviendra ‘

F{Apgr,... Bpattr Cpgr, ctr Log...)
et sera, par con;équent de la forme - i
iRm0 Re 4 0D R 4=

oli I'on a en partlcuher paur. le coefﬁclent de €,

(1)
(5) ap,pr : _ p Gy l+2dbpqr £ bl’ QoTyees
O :
+chp 9, i p.q.r, atte '+Zdlp,q,r. ¢ PO
et - 9%, .. en général =(p+1) Gy gor ..

- Supposans maintenant que le systéme (% yk. Byiyions v,,) de'mleuis
particulitres attribuées aux variables x, Y» %, ... v s0it propre § véri-
fier les équatlons (1), on aura dans cette hypotht‘:se

(B)=uitn prakis Wi o Rt g
Mais le systeme (24 ey, Yio Tk ooey v,_) sera encore- propre A vérifier
les équatlons transformées (3) et, par conséquent on aura encore
R+d‘(‘)Re+5(’)Re + +-=0,
ou blen en vertu de I équatlon (6),
o‘("R+dwe+...._ 0;
et, comme la quantité e est- quelconque, il faudra que
(7) - dR=0.
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,Ainsi,‘l‘a résultante R devra satisfaire a I'équation aux dérivdes par-
tielles fournie par leﬁsecond membre de I"équation (8) égalée i zéro.
Si I'on avait ch‘angé yen y—Fr-;x, on aurait obtena une autre ¢quation
aux dérivées partielles, laqﬁgllfe, ne différant de la premicre que par
I'échange des deux premicrs indices dans o cogfﬁcfcnls Z, ¢e qui (voir
page 180) n’altére pas la résultante, n'effrirait aucune équation pou- *°
velle de'conditign diﬂérénte de celles que fbumimg’g lg p\r_e,mit}l,re ¢qua- :
tion aux dérivées partielles, que nous avons déja éqnsidéyéc._ Ains_i,
le nombre des équations aux dérivées partielles indépendantes sera
¢gal au nombre des combiqﬁison§ des 2 variables deux 4 deux, c’est-.

d-dire 3 200, ‘

DEUXIENE ThEOREME, Les arguments formés avec les solutions com-
munes sqnt proportionnels aux dérivées de la résyltante prises par
rapport aux co_e[/;'cz'enls respectifs de ces arguments dans une mene
¢quation, cest—a-dire qu’en appelant x, y, z, .. y les salutians com-
munes, ona’ ' 'y

{ b AL |
. YT, Ly s S .
(8) % y y dapqr...t m

Posons, pour abréger, a, .., =a, Gygtre =@’ 1l est clair
quon ponrra denner & ael i @ les accroissements da, da!, suns que
les @, 4, 5 ... v cessent d'dtre des solutjons communes de I'équation

0= 0, pouryu qu’Qn les assujcttisge;z], la copdition

(9) ! oa zPyr. ., v oa'ZryTz ., W' =0. ,
Alors Ia résultante formée avee les nouveaus coefficients continuera
de s'annuler, et i} faudra que - e,

- Ldn LR

De ces deux équations (9) et(10) ap tire évidemment la proposition
¢noncée. Cette démonstration trés-simple est due & M. Schleflli,
Remarque. Lorsque les fonctions §a, 9y elc., sont lesldérivées
do dp
dz’ dy’ fovyi: E iy RO
guments de la fonction o sont proportionnels anx dérivées de la ré=

ele., d’'une méme fdn.ction' @, et qu'ellcs,s’qnuul_cnl;, les ar-
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 sultante prises par rapport aux coefficients correspondant & ces argu-
ments. En eflet, dans notre hypothese, la fonction ¢ devra- encore
s'annuler, ef, par conséquent, les deux équations (9) et (10) conti-
nuant dans ce cas A subsister, la proportion (8), qui en est la consé~
quence, aura encore liew.” ~ 7 , ; ey
TROISIEME THEORENE. Si dans I'équation ‘proposée on remplace les
variables par des fonctions homogénes d'autres variables X, ¥, 7, e ¥V
définies par les équations ST 1)
| e=leyE),
SRR y=d,(x'y's"...0"
(11) Yy V!( y )'
v={(zy3"...0"),

-+ de sorte que les équations proposées deviennent respectivement

(12)  @=0, ®,=0, @,=0, .. &=0,
en appéldrd R’ la résultante de ces e‘quulz’oﬁs et R celle des équations
13)  %=0, $=0, ¢=0, ... p=q,

on aura ! L

(14) . R'=RR,

T elr élant des exposants d déterminer dans chaque cas particulier.
- Pour le démontrer, nous poserons d’abord un - lemme qui, bien

quévident par lui-méme, mérite cépendant quelques instants d’at—

tention. ' SR S LA ’
 LemuE. Siles équations proposées (1) ont ou n’ont pas une solution

commune, elles continueront & U'avoir ou d ne pas lavoir, quélque

transformation que U'on opére sur les variables.

En eflet, étant donné un systeme de valeurs
ey A %, )5, AL
on pourra toujours trouver un autre systéme de valeurs -
By R BT ’
par lequel les équations (11) seront satisfaites. Puis donc que ces va-
leurs &y'z ... reproduisent les anciennes %Y, %y .., elles seront évi-
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demment dés solutions ou non des ¢quations transformées, suivant
que les z, y, z, ... seront ou non des solutions des ¢quations primi-
tives (1), Il faut cependant observer que lorsque les équations (11)
ne sont pas linéaires, il y aura un nombre déterminé ¢ de systémes
de valeurs &, y', =', ..t qui reproduisent le systéme unique z, Yy By e
Alors, en appelant s le nombre des solutions communes aux équa-
tions (1), celui des solutions communes aux 'éqimtions transformdées
(12) sera gs. . : W e, 8 AN L

De ce qui kpvrécé'dc il suit qﬁe les équations primitives ¢ et les
transformées © auront en méme temps des solutions communes; ce
qui ne peut pas avoir lieu sans que leurs résultantes respectives R et
R’ s’évanouissent simultanément. On aura donc R'=P.R, P dési-
gnant un facteur & déterminer. D’autre part, les équations transfor—
mées ® et les équations - ‘

'

¢, =0, $2=0, .. Uh=0

pourront &tre aussi satisfaites simultanément par les valeurs o, Y,

PR distinctes de zéro; car il suffira de trouver les solutions com-

munes ‘au systéme (1) pour que les @ soient aussi nécessairement sa-

tisfaites. O aura ainsi R'=Q.R, Q étant un autre facteur a déter—

miner. Or, des déux équations R"=PR, = QR on déduit évidemment

que ey ' K
R'=M.R.R.

Observons maintenant que M doit dtre une fonction de R et de R
seulement; car, si elle contenait d'autres fonctions des coefficients 9
et ¢ différentes de R et de R, on pourrait s’en servir pour annuler R/,
sans que R et R s’évanouissent; ainsi les transformées auraient des
solutions communes, tandis que, comme R et R ne s’annulent pas,
elles ne devrai_eht pas en avoir. D’ailleurs, R’ est une fonction homo-

géne par rapport aux coefficients de o et de ¢; donc R ne pourra
étre que de I forme Eay '

R'=R"R’,

r et r étant des exposants qu’on peut déterminer comme il suit.
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- Les équations tra’nsforrrices contiennent linéair‘eni;ent»]és'ancnens.
coefficients @, b, ¢, ;.. 1 des équations o, 6t att degré-a, b, ¢, ... | rés-
pectivement les coelficierits des dqitations ¢ de substltutlbn que nous

supposerons de méme degts ¢gal & (. Par cohséquent, Ja tésultante
R’ des équations transformées, qui sera; de degré

p— ’Hn(—+~+5+..ﬁ..+f) ;
contiendra les coelficients a, b, ¢, ... ] au degré ¢ et les coefﬁcié_ﬁis

de substitition au degté p—1z.
Mals les f()nctxons R R sont déjé de de"rc

, ( + + + p ) Mooty
donc on aura : 4
1‘=1J.7~—‘. Tee==

et enfin L

(15) | ] R’ _Rw‘ fRabc N |
\Ials dans lc cas r'cneral que nous consndérons ll arrive quelque

chosc de plus. Nous avons vu que si les équations (11) de substitu-

tlon ddmettent c solullons les tranaformées des fonctions Par; Pps

?cs e O en admeltaxent o, lorsque cclles—m ont une solullon cest-

a- dlre si R=0. Si donc on appelle T I dernicr terme de Pune des
équations transformécs 1
: (Ia’ (I;, Ic» . 53 (,I)h !
il y Iaﬁfq‘ G fpbctiqﬂs de la strie iy
' , dn';_ dR"‘ 1
dar ' d7* ar*
qm 5 evanomront en méme temps que R, et seulement quand R san-
nule Ces fonctlons contlendront donc unc pmssance de R cn facteur
et I autre facteur pourra dtre composé des (,oef['cxents des ¢quations
proposées, mélés 4 ceux de’ 13 substitution. 'v ]
Supposons, par exemple, que dans les équations
' ax;{—by:(),_
8+ dy =0,

3
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on fasse la substitution A, A
=21 +muv +nv ;

y._.l'u +muv+nv, »

il y aura alors deux fonctions de la série qui s'évanouiront, et I'on

aura pour un des deux systtmes
(ad—bc)’ (I —1"n)*— (Ui =l (mi'—'n) ]

dR’ =(ad—bc) [mc—{-md)(lm—-—t'm) 2(cl4-dl')(In"—1'n)].-

En général, on verra facilement que,:pour des fonctions & deux
variables, le nombre de ces fonctions qui reproduxront une pmssancc
de la résultante est n, n désignant le degié commun des équatlons
de substitittion. - =+ - .

Remargué. Lotsque les équations ¢ soiit lindaites, de 1a Tofme

' m:a’m'+b'x'+c*~’ s,
y=a"r + Uy + 7 . U,
(16) .z=a":1;'-|- by ¢F . I,

. "—a(’)a;+b(1)‘,+cmz+ +l())v

- on aura’
(17 | Ri=gidelR,
en appelant S le détermvina'nt‘ o}
a b ¢ LRt
By oL v

(18)

AR ¢ L

On peut facilement vérifier I'équation (17). i, en effet, dans les équa-
tions transformées nous remplacons les variables x,'y, 3, +s. 0" par
leurs: valeurs déduites des équatlons (16), il faudra retrouver, pour
la résultante des nouvelles équations transformées, la fonction R. Or,
d aprés le théoréme ci-déssus, cette résultante, en posant
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s ds ds
da'® W’ ¢« o da_@i
dS . dS. . .g§
s ds ;‘ a8
ar' - arcot ot 9w

sera §'7R. Mais, d’ aprés une propriété connue de la théone des dé-

terminants, on a S’._—- Donc la nouvelle résultante sera .
(—):R’.:(E)“.Sﬂfi:R, -
ce qu'il fallant demontrer A |

QUATRIEME THEORENE, Etant donnees des foncltons homogenes défi-
nies comme au premier théoréme, la résultante des equauons

1_(1 ‘Pa+b °b+c ?c+ +l?h
=a ?a+b ?[,+C ?c+ +l”?lc
(19) (. P=d 9a+b"'?b+c 9ct-.. +f’%

(pl__a(x)? +b()\)?b+c(>.)? + +l(1)9[

est égale a la résultante R multiplide par une puissance dy déterminant

(20)
a® b(ﬂ c(l) , i l(l)

indiquée par le degré de la résultante R, Cest-d-dire par
] =M, 1,1 1)
Z, (— +—+-+...+-).
' En effet, on peut supposer que les équations (19) soient le résultat
de la substltutlon de - M ST '
! e z' ,__(p,,’ y’_—i-,?z, .zf:qc,... f Uf:go, 3
dans les équatlons ‘
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Oy =a'T 4+ by 'z .,
<I),;= a”a;'-i-'b"y'-i— 'z +...,

(I)x— a(l)x + b(X)J + c(l)z + 5o !

et alors, d’ aprés la formule (17) on aura R=8"K", S étant le dé-
terminant ci-dessus. Pour déterminer r et r, on n’a qu'a observer
que les équations © sont linéaires par rapport aux cocfficients de sub-
stitution, c’est-a-dire par rapport aux coelficients des équations o et
des éléments du déterminant (20). Par conséquent, r doit &tre égal a
Tunité, et les éléments indiqués entreront dans la résultante au méme
degré que les coefficients des équations ¢, c'est-a-dire au degré

( + +. ~+ ) Mais S est déja de degré 2 ; donc

(22) _}:ﬂ}+§h"+ﬂ.

Soit maintenant o une fonction de X variables x, y, z, ... v ¢t de
degré m, qui est transformée dans une autre @ par une substitution
de la forme (16), on démontrera aisément ce théoréme :

CinQuiEME THEOREME. La résultante des équations

‘ do - do do . do .
9 _— — SO ST T Al e !
(23) LR = =0 dy,._O,‘ 4579’, ——dv,‘_v_‘Q
est égale a celle des équations
‘ de __ do - do: _ C de
(24) gm0y D g O e gy

-multiplice par la puissance m(m—1P~1 du déterminant de la substi-
tution. e | | F

SixtiME THEOREME. Lorsqu'une /'onclidn est le produit de plusieurs
autres fonctions en nombre moindre que celus des variables, son dis-
criminant Sannule. ‘

Soit, par exemple, une fonction q(a;, Ys See )=, f 'y ..0), ot
¢ peut &tre une fonction non homogéne d’autres fonctions homogenes
f,f>f dex,y,z, ..., sans contenir cependant aucun terme linéaire.
Le discriminant sera la résultante des équations '
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@_wﬂ\ﬂg.ﬂw .
do__dydf | dbdf | dydf

)

(23) dy = iy TapagHe=0,
do _d-df - ay df | dy df .

| &ETF sty &ty =0

: R R

duront lied, Mais celles-ci, étant en nombre moindre que les variables
* qelles contiennent, pourront toujours 8tre'salisfaites, indépendam-
ment des valeurs attrib‘uécs,a‘ux-coefﬁcien_ts, et, par conséquent, la
résultante des équations (25) devra s’annuler identiquement, '

Sepmiine TuEonivE. La résuliante des dquations

- Ga(®, 4 %, :..‘.)'—l—hi(pa;-}.qy..g_.,_‘_)a:o’
(27)' g ?b(xi'y! 25 us)—{-hé(px-l-'- qy_,_“.)!?:o’_
hs(pa—+ qy-+...) =0, -

ol ®y Yy 25 o)

o FaN PR SSRTREY

par rapport aux facteurs h,, hy; »esy €5t aii plus dedegré égal au
degré de la résullante par rapport auz coefficients de U'équation ld
motns élevée. el Rt S '
En eflet, au moyen d'une variable ausiliaire, e systéme (27) peut
étre remplacé par le suivant. [l
L ey e sw=0,
Ty Yy %y oon )+ Dy s wP=0,
(28) -« - %('f/—')‘-*-lvb
) @ 9 8, ) hstab=0,
'\.O;.a..obv:’ i
- Posons, comme avant, z=abc...1, le degré de la résultante sera
:;5, etc., par rapport aux coefﬁ‘ciehts‘ des fonctions éa, et aux coef-
ficients h,s, ete. Soient ‘maintenant k, «, B, ... les exposants de
Sy hys? hys® ..., respectivement dans un terme de la résiltante; &
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canse de I'équipollence relative & Iindice correspondant a la variable
-0, et en remarquant que ces idices soft respectivement a, b;c, ...
on aura 13 L Ak ' ijres

U koo Bbi s, '

Si a est le plus petit des degréds, il viendra -
: (eBty+iiJaZa—k;
don by % 4 ULTHY
29) ke

MurmEne THRORENE. Formons, - avec les variables x, Yo 2y sy un
nombre I' d'arguments p, q, ... du méme degré:d, ot imaginons que I'on
ait formé avec I’ variables §, v, ¢, ... un second systéme de I’ équations
de degré a, b, €', ..., dont les cocfficients seront ainsi déterminés. —
. Substituons les premiers |' arguments dans les nouvelles équations d la

place des variables §, v, &, ...; on obtiendra ' fonctions de. nouveauz .
arguments, qui seront respectivement de degré dal, Jb, d¢, eeey NOM-
bres qui par hypothése ne dépasseroni pas le plus grand des degres

a, b, ¢, ... des équations proposces. Muliiplions ces.1’ fonctions par

des arguments formés avee les variables x, 12, ... (Vunité éomprise),

de telle sorte que celles-ci deviennént de méme degré que I des équations
 proposdes (1), n'tmporle lesquelles, que noiis appellerons les o, 8, , ...

Prenons les dérivées de la résultante R par rapport quz coefficients des

équations z, B,y, ..., tellement choisis que, en ayant égard d leur fn:

dice, ils représentent les coefficients correspondant aux arguments des

I fonctions nouvellement proposées, ce seront ces dérsuées qu’bn prendra

pour coefficients des arguments en £, y, §s oo du second systéme, en les

supposant toutefois multiplices par les nombres des combinaisons re-
latifs & ces arguments. Soit R’ la résultante dés |’ équations ainsi 6b-
lenues aprés U'élimination des variables £, v, ¢, .., En posant

a'=a'b’¢',.., 0":7:’(-1-'+1+1;+’,.,_); o

- a e

O e ! : 5

on aura R’ divisible par R'~ ¥, a’ désignant par hypothése le plus petit
des degrés a', b, ¢... g : &
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‘En eflet, en supposant le premier systéme (1) satisfait, les dérivées
de R sont proportionnelles aux -arguments correspondant aux coeffi-
cients par rapport auxquels on a différentié. Par conséquent, les équa-
tions du second systéme pourront se mettre sous la forme
(30) U pE+gv-+...)7, C(pE g+ )Y, .., |
et seront évidemment satisfaites, si I'on a seulement pE-gv4-...=0;
ce qui prouve que la résultante R’ doit s’évanouir d’elle-méme, et
contenir, par conséquent, en facteur une puissance de R. Pour la trou-
ver, observons qu’un _cbefﬁcient c quelcoﬁque des équations propo-
sées, qui entrerait dans R au degré p figurera aussi au degré p dans
les nouvelles équations (30), excepté dans une, oti‘il n’entrera qu’au
degré p—1. Par conséquent, la résultante R, qui est de degré o par
rapport & l'ensemble des coefficients du second systéme, lorsqu’on
suppose ceux-ci linéaires., contiendra le”coefﬁcient ¢ & la puissance -
ps'—Fp, en appelant k le produit des degrés des autres I'—1 équations

L4
k3

61‘1‘i'l entre au degré p.Or,la pl.us., grande valeur de éta_n‘t'??_'la plus

peti‘te qe Pcf'—kP sera P(""‘}) » et par conséqué’nt, on est certain que

tbus les coefficients entreront an moihs ala puissaﬁcé p(c-’-—la-}) dans
R’. Le méme théoréme a lieu lorsqu’on remplace le systéme (1) par
une seule fonction p et la résultante par son discriminant. Dans ce cas,
le second systéme sera encore remplacé par les dérivées d’une seule
fonction. ICE Vi '

- Soit, par 'exemple, la fonction NSy
(1) miEsinR | ax°+3bx’y+3c¢y’+dy’=0,
dént .l'g‘divscriminant est ‘_ W |
(32) Re=(ad—bc)'~h{bd—c)(ac—b?),
la nouvelle fonction 4

dR d dR
(33 . mEEEnTb

aura pour discriminant R'=16R’.
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NEUVIEME TutoriMe. Le délerminant formé avec nn dérivées équi-
distantes de la résultante R prises par rapport au coefficients d'une
méme équation est divisible par R, 11 sera identiquement nul, si n
est plus grand du degré de R par rapport auz coefficients d'une quel-
conque des équalions proposées.

Soit o(x, ¥, Z, .. .} cette équatlon de.degré a. Pour y représenter
convenablement les coeflicients équndlstants, adoptons pour un in-
stant la notation [+ n, B+ 6, 7-+%» +..] formée par deux groupes
de nombres entiers et posmfs % By s oo ebn, 0, ¥, ..., assujetlis &
la condition

atn+ 404y x+...=

En faisant varier les nombres «, 8, , ... du premier groupe, on
aura une suite de n éléments, et puis, en faisant varier le second, on
obtiendra une série de nn coefficients.

~ Posons, comme avant, s=abc... ct représentons par ¢(1), ¢(2), ..

¢(w), les valeurs de ¢ correspondant aux ~ solutions des (’,quatlons
proposées, on aura.

R=9(1)7(2)...¢(n). o -
Alors une quelconque des dérivées de R, que I'on considere, sera’
dR_ T T
dat1, B0, 1] =R{= @iy, T P ’B+ } |
ou bien =R{p,X;+p.X; .. 4paXa},
: Tzt
en posant Wiwto oo X;xzySzT

Selon qﬁé Pod fera varier le groupe a, B, v, ... ou le groupé 0, 8,
% -=+» X se changeraen Y, Z, ..., etpeng,r,.. Supposons ensuite,
pour abréger, =3 et appelons A le déterminant susdit, on aura

h e ’ 7
X SpY  Spz Po @ m | X Yy L

A=R'| X 3gY Z¢Z |=R*|...... Ceee .
Erx er.XrZ ' -vo}coo: ,...‘...

~
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. au bien, ‘d’aprés un principe connu de la théorie des déterminants :

T e s S X 17
LN =R?2 "pb : q’b Ty I X Xp 0,z
' A P gL el | X ' X, " Z,

ol le signe T sétend a vto‘utes les combinaisons abe qu‘eb Fon peut
former avec les indices 1,2;3,%., 7.0, le déterminant Zkp,g,r,
a pour dénominateur commun 9(@)o(b)(c); donc, pour rendre entigre
la foniction sous le signe 2, il suffit e la multiplier par R, et, par con-
séquent, Asera divisible par R?, et en général par Rr-1,

On aura, par exemple, par les équations (9), p. 137,

dR - dRdR
i cda df &
' dR  dR 4R
)/ . Sy demenel [fal . 2,
CONE O W aa | =R
dR dR dR - :
de d.d d-c

g désignant une fonction enticre dés caelficients,

Les quatre théorémes précédents sont dus § M. Schleffli,

DIXIEME THEOREME. La vésultante de | fquations lzbmoge‘nes alva-
riables de degré m est la sohzme de pfodzlz'ls wsobariques et de poids m!
par rapport & chaque série d'indices qu'on obtient en multipliant en-
semble m'~! déterminants quelcoz_zque’.é_: fo:‘(he’s ré,spec{iwiwnt par | co-
lonnes de coefficients chorsies arbitrairement parmi celles que p‘rc}senlent
les équations, en les supposant fange’esl’u’né‘a’u-dessqus de Vautre
terme & terme. T

Prenons cn effet, pour plus de simplicité, les trois fonctions

. ‘?;?Xdplq:r@pylw-" o
(35) - =2y,
o : 9=Zcp.q,ra’pyq§r~’
ct suPPOSOns-.I.és,:loules de dégré m. En YQ,.rlﬂ J”- premjér thépréme '

général, la résultante sera de degré 3m*et de poid‘s’ 3m® par rapport &
Tensemble des indices. Considérons maintenant un déterminant quel-



1lle PARTIE. — CHAPITRE III. : 207

conque formé par trois colonnes de caelficients, chaisies arbitraire-
ment parmi celles que présentent les cocfficients des équations ¢, §,
0, rangées terme { terme I'une sous I'antre, tel que

! ap,q’r v aP'yq'»T' ! aP"‘{I"n""

(36) 5L bp,q,r"' bp',q'.r" 'bp”,q".r” L0
Cpgrs  Cpgers  Cprgmm |-

On ‘pogiers former autant de ces dclermmnnts qu’ xly ade combx-

naisons possnhlcs trons a trms de (ilM—)(ﬂ'-—‘l quanmés, et il est éu-

dent que tous les termes fournis par Ie développement de clwque
déterminant seront du méme poids. Y
Parmi ces d(.tcrmmants. chojsissons-en-a volonté m?, et multi-
phons-les ensemble, de sorte cependant que le produit soit de poids
m® par rapport 4 chaquc indice P. ¢, r. La somme de tous ces produits
sera bien une fonction qui satisfera au premier théordme; mais elle
satisfera encore au sixitme, car le déterminant covrespondant fourni
par les fonctions transformces ®, W, O serait
a' ap,qr+b' bp, f+0 C‘p.q.r" a ap @ .r’+b bp‘.g'.r'-i-c cp'grs @ ap"g", w0 bp,qt,eirc” ept,grpon,
a” apgr-+b" bp.grt+c cpg,ry a"ap "B by, gtet-0” g, - G7 aprt g, en-b" by g - e, o't

a”'ap,q.r+b"'bp.q.r+°' G A R S R o e A PR L W R B ey

égal, comme dn sait, au produit des deux déterminants -

BN ;

a b c | ap‘,l,’, ’ apr!qr’r! y - apu‘qu,rn )
alb'c Opgrs Dyggrs byrgners
r,: "o | ]

b cp,q,r ’ Cpr’qv,,l G n’,lu.,u b

Dailleurs, le détermmant(%) quel qu "il soit, doit bien figurer dans
la résultante, car, en supposant nuls tous les autres coefficients, ex-
“cepté les (36), la résultante doit se rédulre, dans ce cas, en une
- fonction de ce déterminant. ot ,
- Ainsi, la résultante sera évidemment une fonction lméalre et iso-
barique de produits des déterminants de la forme (36). Les fonc~
tions R, données p. 139 et 191, en sont un exemple.

ONZIEME THEOREME. Elant données X équations Izomogénes entre A
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variables x, Ys'Zy «.o v défindes comme au premier théoréme , le déter-
minant’ . | ety Rl
Dx?;zv Dy?ml Dz%" oo’ Dy2a,

. D.z?b) ‘Dy?bi ,Dz?b’ oses Dv?b,
(37) ' D.z?cv = ,Dy?b’ ,Dz?c» {ene Dv?c,

x?lv y?b b -‘Ph ove v?l' ‘

anst que ses derwe’es par rapport auz diverses varzables X, Yy Zy een Vy

s'évanouiront en méme temps que les équations proposées pour les va-

leurs des variables, qui leur satisfont szmullanement :
En eflet, on a '

' [ D.9,+yD,0,4-.. +vD,,9a—qua.
(38) p | ¢ A sz?b—l—Jqu}b-f- +va?b—m?1”

wa‘Pl"}‘JD yQite. +va?l—'m?l'

~En admeltant que (2, y, ... v) soit un systéme de solutions com-
munes, les seconds membres seront nuls, et alors, pour que les pre-
miers membres puissent subsister pour des valeurs des variables di-
stinctes de zéro, il faut, d’ aprés un prmc:pe connu, que le détermmant
(37) soit nul (*). : : '

On tire maintenant des équations (38), en appelant Ale déterml-
nant (37) et en posant

; d‘”z,a
TA= m { ?agx a+ ?be,b g OIQ.: ! }
JA'-' m| Pa J,a+ ‘?be.b .. '+' 9y},

vA=m{ 2aQs,0+ on,,,,, +.ooit00,, 1.
 Différentions Ia premitre de ces équatlons parrapport & z,y, ... v,
et obaervons qu'on a Ty
x?a xa+ Dz?be,b"— +DA?IQJ: I—A y g
Dls?a T a+DL?be b+ -+ DL?IQJ: = 0 (pOllI‘ ]"- Ys 2, .. ’U)

da i :
xq)a, etc. ._a)x B elc T— =0, etc.,

(39)

() Celte premiére partie du théoremc aur:m encore lieu, en supposnnt inégaux les
degrés des équations. 2 ‘
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il viendra

da e iy '
= Eif(?zz—l)A=rrz{ =0, a+‘?bd Ozt "+?‘dw“"}

(40) | q w—_nl{?adj a‘,a+?bdj--x,b+- .-i—OIdJQx,}

oy d d
xd —nl{ ad “xa+?bd0"“l’vb+"'+?l x,0 }

Chacune des autres équations (39) donnera licu & un systéme d’é-
quations de la forme (40). Or, il est. ¢vident que, pour un systéme
(z, y, %, v) de solutions communcs les seconds membres (40) dispa-
raissent; il en sera donc de méme pour les dérivées de A qui figurent

dans les premicrs membres. Ce théordme peut étre quelquefois utile
| pour trouver la résultante. Soient, par exemple, les ¢quations -

' <;3=\a;c‘+ bJ"-!- c~’+!dJi—;|-e;i; —.{;-l‘/'x'_/, “‘
Y=0'8" "y + ¢’z d"yz--e ‘zz - [y,
B—a"a: 4+ 0" ’+c”~'+d J.,+e:m,+f'ay

Dans ce'cas, les dérivées du determmant ci-dessus sont de méme
de"rc, ue les ro os:.es, et sont, par consé uent de la forme
P q

91——1\33 -+ By* +C”'+DJ..+E:C..—|—I‘:1:J,
b= A’x—i—BJ+(‘z+Dyb+Ex~+[‘w‘/
0, =A"z*+BY* +C' ’+D"Jz+1:x.+1?"xJ

Alors, cn consndcrant xy yt, =, J~, T xJ comme des i mconnucs,
o : x Ny

abedef | abcdcf

a’b'c'd'e'f' | la'be de [

R— . (l/” b!l cr/ d'l cu /»vr — av/ I)”C” d,, c” '.'.
" |ABCDEF |~ [ABC D2a"2\’ |’

ABCD'EF | | A'B'C'9B’ D 27

ABCDEE | | AB'C72¢72C D

14
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- car

A=—3ef), . N=(ab)— (adf) A'=(ade)—(acf),
B=(dt(bef),  B=30d), D= (bde(bef),

. C=—(acd)+(cef), " C=(cdf)+(bee), C'=—23(cde),
D=abe+-2(def),  D'=2[(bef)+(bde)], D'—2 (bee)—(cdf)],
= —{a (@), E=(abo20], E=ffef)-+(acd],

«:2[—(ad[)+(dbe)]’ F=

d’ou

D= E'=T",

E=24",
F=24A",

D":‘ 2B",
Fr—= 23'

2((abd)+(be)], F'=-+{abe)+2(def);

D'= 2c" |
E'= ‘.ZC

~ Notons, en passant que le détermmant R peut se mettre sous la
forme - . s ‘

par lequel la résultante des équations propbsées est mise sous Ja
forme de six déterminants quartenaires, dont chaque élément est de

(abc) (abd) (abe) (adf) I

CRATy o E 5kl

¢ D' E T
GRS VAR S
0. (bed) (bee) (bef)
Al D BT

A D' E
A" -Dv »7Eﬂ ',Fvl

R =D% Ach e
5 D g

A" B ¢

(adf) (vdf) (car) 0 |
4l

0 v(ac_d) (ace) (acf)

B VDT BN
B D E F
B DB W

| (aef) - (bef) (cef) (def)
A.B.C D.|.

AN B ¢ D
A prnAgrs ap
(ade) (bde)_'(cdc) 0
AN B CS A

A B ¢

A" Bvr'" c

troisidme ordre par rapport aux coefﬁcxents

DovziEne THEOREME, Sozcnt HiE) t"
des équations (1 )dans la supposmon v_.1 Ces équations admettroni

p solutions communes, si parmi une quelconque des suiles

£ i) lcs derniers termes
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- dR d’R &*R

R}. -(;l—’ v 7[7“0 ) Wv "'--1._

R 9B am ogm ,

’ dar’ dt_lgl ,d—ti, sapy
(Aeg) 4 R S ARRLAR o @ty R

Ttﬂ'l dtllz’ X dt//;’ a0

o AR R g
1odi-n? @ih=1E ghnTiiy ees

tly ap fonctions qui s'annulent. .

Posons, en effet, - { 4
Q=G =(Z, §, .. v, 0, b, ¢, ... 12,
(52) h P=29=(L, Yy .- 1,0, b, ¢, L L)Y,

Tal cAllel oflle Mol Bel o alliel) oMol N ASE NI ilolllls | i

= 9).:':(.1:. Yy ous ¥, @01, bo=), .. [(1—1))!,

et substituons pour un moment & ce systéme le suivant :

?1= o)y )
: ="
(43) i
a=0.

Si la résultante des équations (42)A était de la forme
R=F(a,b.c,..t; da,V,¢,...t; av-), b=, ., (=),
celle R des équations (43) serait ,
R=F(a,b,c, ...t—w; a,l,c,...; ab=n, Jo-y), ., 10=0) ;

ou, par le théoréme de Taylor,

B SiRdh 1 d’R
([&[I—) A R=R—"7t-&)+1-—§ Wa)’—--{—...

Par conséquent, pour chaque racine o de I'équation

_ 4R 1gm

; (45) 0= mm+m-az,w—+...,

le systeme des équations (43) admeltra une solution. Si donc p fonc-
tions parmi les suivantes :

R dR a'R dPR de R
v dt’ "dl’, LXXY m‘, ——d[P‘H' sesy
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* s’évanouissent, lféquation'(/LS) aura p solutions w=0. Dans ce cas,
le systéme des équations (£3) ou I'équivalent (42) admettront pareil-
lement p solutions communes. . - : "

On parviendrait & des conséquences semblables si, au lieu du sy~
sttme (43), on avait considéré un quelconque des suivants :

=0 ]

— =0 !
ol ? 9:=0
= ¢:=0 9:=0 |

= —lawi:
0,=0 [, P3=0 [, Tes=0".
A0l s FE= I

De I3 on est naturellement conduit au théoréme ‘énoncé, qui com-
prend celui que Lagrange avait- donné pour. le-cas de deux équa-
tions, ct que nous avons cité page 84. ‘




NOTES.

'NOTE 1.
Demonstrahon d' une fo; mule donnee a la page 3.

Pour démontrer la formult, (1"), pa"e 3, il faut d’ abord observer que quant
4 la forme on a bien ,

Dy"?—EC[D.zp?] gy, g,

sous les conditions (13) ; car si cela est vrai pour un indice égal a n, cela aura
encore lieu pour un indice égala n+1. En eflet, comme on a Dyn-+to =Dy.Dyns,
on déduit de I'équation préeédente que, si 'on dlﬂ'ercntle [Dxolp, p et I.. aug-

mentent d'une unité, et que sil’ on dnn'crenhc y’t) on obtient y(l) y('+l)
d’ou la somme k;+ kit restera encore la méme. Par conséquent, la premlérc
des équalxons (1.)) sera vérifiée, et l'autre aussi; car on a encore

) n+i I.,+"A,+ 5 .1(L.—1)+(1+1)(I.,+l)+. oo tnkn.

I:nsuntv ]es cocﬁ‘cnents se détermineront alaément en prenant pour v,:( ) une
fonction partlcuhére, par exemple la

Yly)=a a4+ a,y+a, a4

La formule (l°) renferme beaucoup d’autres formules données par Lap]acc
et par Schigmilch. :

NOTE 2,
Sur une formule de Borchardt,

M. Borchardt a pré=onlé 3 lAcadémw de Bcr]m (3 mars 183 ) une formule
trés-remarquable pour caleuler les fonctions symétriques, qu’il appelle fonc-
tion génératrice, et que, faute de Lavoir connue plm tot, je ne puis mainie-
nant qu Yindiquer. Elle est connue lmphcncmcnt dans l‘équallon

% L)) 0 4 bt
(t —au)(l —1) (tu—=n) (lu bo tn)dl.dl (llu(ﬂ.)f(‘.)---f(‘"),

ot f{¢) désigne une équation de degré n, dont les racines sont a,, a,, ... an; et
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=(lis Ly, ... tn) le produit de toutes les différences des quantités G g oI
que Pon considére comme des variables. Il est sous-entendn k]lle le signe =, qui
figure dans le premier membre, s'étend 4 toutes les permutations que I'on
peut faire dans les racines a,, a,, a,. Si mainfenant on développe les deux -
membres suivant les puissances descendantes de ¢,, 1,, ... {n, et sil'on compare -
les coefficients des mémes argumenls en ¢,, {,, ... l,, on aura dans le premier
membre une fonction symétrique quelconque 22,Pia,Pa.,.0nPn, dont la valeur
cn fouction des coellicients de I'équation proposée f{t) sera fournie par le
coefficient cor'rcspopdanp du méme argument dans le second membre.
Lzemple. Posons f(t)= 1+ bt-e, L,=2z, l,=y, a,—a, a,—=f. On aura -

g {18
@—a) ==y (e —a]

Sl ' 1 : PR 1.1

=gt tHets G+ L +8()ete ],
r\?[(tl) f(l:) d ‘; d ta—tn‘ . ; | ’ " l~ g Y
et _—*jt,;—:l,‘dt‘ i, —_—_f(l.) ) écvxex‘xvdvra, t?llte réductlon‘fm‘te,‘ |

! L 2aytblady)+2c
. @ FbaFo(y+byto)

En dévcloppant cette expression suivant les puissances descendantes de
,Y, on aura, par la comparaison des arguments avec ceux de la série ci-des-

sus, les valeurs de toutes les fonctions symétriqués que i'on peut former avec
les racines d'une équation de second degré. . : .
M. Betti a généralisé cette formule de Borchardt pour le cas d'un nombre
“quelconque d’équations algébriques 4 plusieurs va‘riables (Annali di Matema-
tica, Rome, 1858). mi |

L4
NOTE 3.
Sur un théoréme de Cayley, relatif auz fonctions symétriques.

Pour ne laisser rien ignorer de ce qu'on a trouvé relativement aux fonc-
tions symétriques, il sera encore bon de mentionner un beau théoréme que
M. Cayley a donné dans les Phil, Trans., 1837. Appelons a,, 2., ... a1 les ra- _
cines de Péquation T Mu i g4 PRI M i v LR

/ m’"+a,dm?l+a,sz2+ sosFam=0,
et supposons que l'on veuille

expriraer la combinaison (t(_zrm_e littéral) des ,
- cocfficiénts, par exemple : ‘ i

a,9a,4...a5— a%:(E—x,)"(Sx.x,)q. w(Zza,... Tm)*
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en fonction des fonctions symétriques des racines, ce qui nexige que le dé-
veloppement du second membre, ou bien, vice versd, une fonction symétrique
des racines en fonction des combinaisons des cocfficients a,, @y, ... @, ON AUCA
ce théoréme : i '

Le cocfficient (numérique) d’une combinaison P des coefficients dans la fonction
symétrique Q est égal aw cocfficient de la eombinaison () des cocfficients dans la fonc-
tion symétrique P ; vice VERSA, le coefficient d’une fonction symétrique P dans la
combinaison Q est égal au cdc/ﬁcicnt de la foﬁcl‘iori symétrique ) dans la combi-
naison P. | o k" '

Exemple. Soit m=6, et appelons «, 8, 1,9, ... les racines ; on aura

{ St B=. ..+ da,a,0;4...
' =, .t a4
{ aa = ... - 18T2B YL
ata, Ay 185a781-.,.
" En so fondant sur cette propriété, bien propre d abréger les calculs, M. Cayley

a pu former des tableaux de toutes les expressions des fonctioné'symétrfques
en fonction des coefficients, et vice versd pour les dix premiers degrés,

NOYE 4.

Sur le développement dune fonction a plusieurs variables, suivant les puissances
ascendantes de ces variables et de leurs produits. :

1l n’existe jusqu’a présent, & nolre connaissance, aucune méthode générale
pour ce genre de développements. Aussi, nous espérons que celle que nous
allons exposer sera bien accucillie, tant pour sa simplicité que pour la facilité
de son emploi. Pour mieux fixer les idées, supposons pour le moment qu'il ne
s'agisse que d’une fonction 4 trois variables. Désignons toujours le cocfficient
d'un argument pygzr par apgr, ct soit '

(1) F=<;.(‘¢) =O{ Q40T+ Qo oY+ Qoor 5ty 2% GQ,O'J’+“oo:=? }
i @y LYt 40,034 Ao Y3t U023 L
la fonction qu'il s’agit de développer. Ce que nous nous proposons, c'est de
trouver le coefficient en général Aror de 'argument aryeza dans le développe-
ment de F. r i 4 ;
Désignons, a cet effet, par le symbole (P, Q, R)i une fonction entiére et ho-
mogéne de degré ¢ par rapport aux coefficients isobarique et de poids respec-
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tiv ement P, Q, R par rapport aux m(llces P> q, 7, c'est-a- dire une fonction telle

que I'on ait

g } : o\ h, P hy a
(2) (P’ Q, R)'=EC(1poq,r, @p.q.r, dp,q,r, aPJ?J"J e

sous les conditions : , .
3) . i - hothyHh +h,+ ee=i, 0 i
- { poho+p‘h “+p, h,+p hyt-..=P,

Qoo+l ity -g h s . .=,
Tohot-r -7 hy-rhyt-, . o==1%

(4)
C étant un coefficicnt numérlqm, variable d‘un terme & .l’autre', qu’oh dAéter-

minera par la suite. L
Le coefficient cherché scra de la forme

{ Aron=¢'(a)(P, Q, )‘+<?"(a)(P Q R)’-I-?"’(a)([’ QG Rp+-...

B 5 HeHNa)(D, O, R)eota,

Pour démonlrcr cette formule, obscrvons qu 'a Paide de la série de Maclau-

: rm on a, a un coefﬁcnent numénque pre

®  beasS{0enar ) e,

Or, il est bien éndent qu'd mesure que I'on dlﬂ"erentxe, on introduit dans le
résultat un cocfficient de plus. Ainsi, chaque dérivée de T'ordre ¢ dans Arqn

devra étre accompagnée d’unc fonctlon entiére et homogeéne de degré 7. D’ail- .
p

leurs, changeons dans la fonction ¢ les variables- T, Y, 5, respectivement en
hax, Ly, Iz; alors le terme 4 ,

: . k ArqnxPyQ R
du developpcment de F se changera en

(7 . v by hPI.anApQRxPJQ;n

Mais Ie chan"ement indiqué des vanables dans ¢ revient i celm des coeffi-
cients apgr en apgrhvkalr. Effectuons done ce méme changement dans la pre- ;

miére expression de Aran; le résultat devra concorder avee (7). Or, cela ne
pourra évidemment avoir licu 4 moins que les conditions (4) soient sahsfantc:

"Ainsi, Ia forme (5 est bien _]USlthe Al reste & trouver lCa cocfﬁcxents numgé-

riques. Pour cela, supposons que I’ on ait en parllcullcr

pr= (a+“mom+aoxo./+aooc~ aeon'L‘ +ao-oy +aoo!" +.. )m

il vwndra, a laldo d’une formule connue,

[-_H(m)X als (aloox+aoaoy+aool~)" (“zoo"f +“o~o?/ +ll505% +auoTJ+ﬂto|9"-+aou./")

W ey A in)
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ot l'on a =(;=1.2.5...i, et out chaque parenthése du numéraleur comprend
successivement des fonctions particlles complétes de degré 1,2, 5, 4, cte. Dé-
veloppons par la mc_'ne formule chacune de ces parenthéses, on aura

b, b, by b, by b,

a a ioaooi ] a:ooaowaomauoatolaou
Pty S 2‘ toellotoloot_paryazer Y abyhr, .,
" iyt T T Ty AT, T T, T, )

Hl est & noter maintenant que, grace ila décompo»mon que nous avons faile
de la fonction donnée, chaque coelficient qui se trouve sous un dessignes < ne
se rencontrera plus dans les autres. Par conséquent, on voit immédiatement
que, quel que soit le terme que Pon cousidére, un coeflicient quelconque apgr 0’y
entrera qu'en apportant avee lui en diviseur une factorielle 1I(l), si l est Pex-
posant dont il y sera affecté. Ainsi done les coefficients numériques cherchés
seront pour chaque terme Tunité divisée parle prodmt des factorielles’

i 1(h,), ‘Tifh,), n(h,),...,
en admettant que h,, Iy, h,,... soient les exposants qui figurent dans ce terme.
En résumant ce qui vient d’dtre dit, on conclut que le coefficient demandé
scra fourni par F'équation (3), pourvu que V'on désigne maintenant, sous les
mémes conditions (3) ct (4), par le symbole (P, Q, R}, la fonction

he . h, Ry
Zapoqaro ap‘(ll’i; aplq:':
Hho.Hh,.Hh,... i

En g(,néral soit @ (Icwloppcr I [oncl:on
F=o¢(¢)=¢ zllp,q,:-,...z:L'I’y’l.'."wl,
le cocfficient xPyQ ZR...WT, dans le développement de F, sera "

. f=r+Q-t.. T s i
AP:QJ‘:" 1—20(')((1)([) Q’ v )’) i ) i/ J

(P, Q, R,..., T)i désignant une fonction entiére ot homogcnc de degré i, par rapport
aux cocfficients (ap,qyr,...,t), zsobarzquc el de pozds respcclucmcnl P,Q,R,...Tpar
rapport aux indices-(p), (q), (v) = (1), telle enfin’ que pour chaque tcrmc lc cocffi-
cient (ap.q,rye )l qui 3 entre soit divisé par le produzl 1, 2,5, ... 15 et <) (a) repré-
sentant la dérivée itme de la fonction réduile & son premier terme 3.

Ezcmples. Supposons quil n’y ait que deux variables; et remplacons Ie

-premier indice par un indice placé en haut de la lettre précédente, elle don-

nera, par exemple, pour les coelficients de a3, 2%y, dans le développement
de la fonction o (¢) : ' :

Q)¢ (0) [d'as @0, 4-a'0,]
. +?”/(a)[a a a|+ ( )]+»“,( ) (al)‘; !
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o)t

?(a)« ’+?”(ﬂ)[( *+a @y a,], : .

n‘,+?,,l(a)[(1)qa4+ (a’),+a"a‘ ;+a (l” a, + z(al)], ~

(2]
o[ @ | @y o
+<e(a)[”-+ ‘,1¢,+”,0} MR

a’a',  (a)a,la) (a,)%a'a’]
v L (
e (“)[1 254 1243 © 135 |’

9,,,((1) (;l)‘)(l;’.)4

Soit a trouvcr dans le cas de troxs variables le coefﬁcnent de x’yz, on aura °
A:.m‘—'?( )(l,“-i—? (a) [au4a«oo+a«o«a4m+asooam|+a: u]’ s
+?’”(a\[ eosl 1 atooao«oaom+,alooa((oaoo4+awoa|o«amo],

: Q1000400004
Z -+ ot¥(a) e

NOTE 5.
Sur un théoréme de Betti.

Soient oy, & % :
(l) ?|=0y »9,:0, ?s=0 bl ?1=0.

x équations A A inconnues X,y Ty o0o 2, de degré respectivement Myymy, ...,
La résultante sera, par rapport 4 une quelconque des variables, de degré
P==MM My M, Désngnons par |

Qpay Gygy Gpsy  ees Ly
] a’l’ a”’ _alxl X a’)" )
(2) 5y
oy ety At LA

ae(, ‘a‘,,, Oosy - ave O,

les p systémes de solutions communes aux équations (1). On aura ce théoréme :

Une fonction rationnelle et entiére de degré queleonque d'un seul des s Jslcmcs ©)
est équivalente & une fonction rationnelle ct entiére des quantilés du méme systéme,
. qui contient un scul terme de degré m,~-m,--- ceoI—), €l tous les aulres & un
degré inférieur. 4, @ A b

Soit f cette fonction, et déswnons par f.[, o4k les valeurs qu ’elle pn.nd lors-
quon y subatltue respcctlvcment les ¢ systémes de solutxous (2). '
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" Prenons une fonctlon ¢ rationnello et enliére des variables & &y00sT), COM=
poste de ¢ lermes, et par conséquent do p coeflficients indéterminés,

AT y—k°+L,x,+l.,:r,+ +I..:v,r'ac,fl :n'+. o
Détermmons Ekgoiki.. de maniére que les ¢ équatlons .

|

0 ) P q Dokl 1R
? fo=Fkot-Fky2q +hydpgtetKiag, ap,. .. LI

[|= ko--Fy2, |+ ka“u'i"---““ I"l' %y 4'1«11"-“!\'*"--'

L9y ] it ?.9q ¢
(4) =ko+k|“n+ka“u+"-+.ki""ui‘nv et ‘

soient satistaites. Afin que celles-ci puissent subsxster slmultanément il est
nécessaire et il suffit que ]e détermmant % o

gt

et désignons par A,, 4, ... 4, les valeurs réspectivcs de A, lorsqu’on y rem-
place successivemeént les variables par les p systémes (2), on pourra donner a

D la forme qun suit :

D=A,A....A-,

1
Jv %

Or, en vertu du théoréme de Jacobl (page 170), et en observant que le

S‘i

-‘A?

Si e,
E Z“"

1, a, “u)“ oo a““"',‘.'““?"
pPg
D= 1y @y ey wee Tgy%ygoendohons
. L) - L] . .i . . . . LN .
RUED L L
" 1, ony 2y o.. ¢g.¢g,-..dp\...
soit nul. . :
Posons maintenant . .
dou Nadsl de,
dz‘, d.r” L 1 dn’
do, doy ) dp,
TA=lue, 5 dTyy dn’
dp . dpn dex
a5 dmt

g t

‘21‘%1“!1-""11 y
4,

P 9

t
Zauau-"“:\ )
B ALY 3

. q 1 #lE
Zahah esolod
de

¢

?




220 . ' TUEORIE GENERALE DE L’ELIMINATION.

“degré de A est nz.-Fnz,+...-+mx-1, les éléments dela premicre ligne de ce dé- '

terminant sonttous nuls, si les termes de ¢ sont de degré <<m,-m ... 4 my—. 5

e

“communes, il viendra

-

_Ie plus haut & M=tz,m—1,., ;im—1 sera bien Punique.

par conséquent, le déterminant D sera, dans ce cas, encore nul. Donc, afin = -
. quil ne sannule pas, et que les équations (4) puissent coexister, il faudra

que ¢ comprenne au moins un terme- de degré MmytmL A m—a, Celte
condition sera bien suffisante ; car si ¢ contient un seul terme de degré
Metmyt-.of-ma—3, et si malgré cela D s’annule, les numérateurs des valeurs
des inconnues s’annuleront aussi, ct les ¢quations (4) rentreront les unes dans
Ies autres, et I'on pourra ainsi prendre ¢ avec un terme 'de moins. ‘

Donc on peut déterminer une fonction ¢ qui pfcx)nq les valeurs fifs-o 1y ]
lorsqu’au licu des variables on substitue les solutions communes (2). Or, il est .
évident que f—¢ s'annulera aussi pour les ¢ systémes (2); mais ce sera une
fonction syzygétiqﬁ'e de o, o, ...o%, et I'on aura iy LT '

f=Q‘9‘+Q‘g‘+...+qu7\+\'{.

Si maintenant nous remplagons les’ Variables'par un systéme de solutions

=¢ :
jours possible de _forinpr une fonction telle que -

et, par conséquent, il sera tou
le'veut le théoréme énoncé. Remarquons, en passant, que l'on pourra prendre %
évidemment pour ¢ une fonction qui conticnne tous les lermes que l'on peut’

formeravec des puissances de x,<m,, de x,<m,, ... de L<&rm, dontle nombre .

sera précisément M Mmy...my,

Il est facile de se rendre compte de ce thtoréme lorsquo == =m=m,

En effet, en mettant les équations (1) sous la forme . 3
. a“m,m'-l-‘a,,x,'n-'*-.‘..+ aammE,=

a,.w.m+a,,:r,m+..,+a,uim+E,=0

BTN BT M - g Er—0)

ou E,E,...Ex sont des fonctioﬁé'au plus de degré m—1, on voit qu'on‘peut tirer

les valeurs de iy am, L. o, en fonction lindaire de E,, E,, ...E5 et les ex-

_brimer par conséquent en fonctions de degré m—1 sculement. Il en sera de -

méme évidemment pour des puissances supérieures a m. D'ailleurs, le terme

Ce théoréme nous améne naturellement 3 cet autre.

Une fonction queleongue rationnelle d'un seul systéme de-solutions communes est

équivalente ¢ une fonction rationnelle et entiére des quantités de ce systeme, et ne con-

tient quun seul terme de degré m+m,+-...4mx—, les autres élant tous inférieurs,
lequel découle nalur'ell_emen't du précédent, en ayant sculement égard au

“lemme suivant. * -

. Lemye. Une fonction rationnelle et entitre o des ¢—1 derniers systémes (@) est
équivalente & une fonction rationnelle et enticre du premier systéme:’ T
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~Soit ¢n effet R(zi) = 0 Péquation finale en 27 qui résulte de l'élimirialioq
. des variables @, i~ §,Tigq,...1% des équations (1), Les racines de celle équation

R(zi)

seront a,i, a,i, ... a,i. Ainsi les racines de s

3 seront a"-, Ogfy eee Leje

$—— Oy
Or, cn considérant pour le moment comme une fonction des quan tilés a,,
@iy «r. %, 0N S3it, par un théoréme connu, qu'on pourra la réduire a dtre une

)

fonction rallonnellc et entiére des coefficients de L

opération pour toutcs les valears de ¢, o duvxcndra une fonchon ratxonncllc

. et entidre des quantilés du premier systéme.
Il sera encore facile de prouver, a I'aide de la derniére formule du para-
graphe ui, chapitre I, deuxiéme partie, que :

.Enrépétantla méme

Toute fonction rationnelle des quantités des systémes (2) est équivalente & une
[onction rationnelle ct entiére de degré e d'une sculc de ces quantités.

BIBLIOT AT LA
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R,

BL\’ ,_\HZ..;"J'(i
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