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PRÉFACE. 

Ces Mélanges géométriques, composés, à diverses 
époques, pendant les rares loisirs d’une active navi- 
gation, portent sans doute l'empreinte de l'agitation 
au sein de laquelle ils ont été écrits, et peut-être 
trouvera-t-on qu'ils étaient peu dignes de voir le jour. 
En sollicitant pour eux l’indulgence du lecteur, je lni 
dois compte du motif qui me porte à les publier. 

La Géométrie pure, longtemps négligée en France, 
a repris de nos jours, grâce aux beaux travaux de 
quelques savants illustres, le haut rang qui lui con- 
vient et la faveur qu’elle mérite. Une voie nouvelle est 
tracée : voie féconde, qui, par les grands résultats 
qu’elle a déjà produits, devrait inspirer aux jeunes 
géomètres le désir d’y entrer avec résolution et con- 

fiance. Cependant il me semble, autant que j'en puis 
juger dans mon isolement, qu’on n'apprécie pas 
encore la valeur et la portée de ces doctrines récentes, 

qu’on les tient à l'écart, et même qu'une sorte de 

conspiration du silence pèse sur elles. Dans mon 
humble opinion, c'est un grand tort; et je ne puis me 
défendre d’un sentiment pénible, en prévoyant que 
ces belles idées nous reviendront un jour d'Angleterre, 
de Belgique, d'Italie ou d'Allemagne, après avoir reçu,
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sur le sol étranger, une consécration que nous n’au- 
rons pas su ou pas voulu leur donner nous-mêmes. 
Il y en a plusieurs exemples dans l’histoire des sciences, 
et je pense qu'il faut éviter d’en augmenter le nombre. 
C’est ce désir, cette conviction qui m'a porté à com- 
poser cet écrit. Je sais combien il est imparfait. Mais 
j'ai pensé que les jeunes gens qui s’adonnent à l'étude 
des mathématiques, sentiront aisément combien les 
théories, auxquelles je fais allusion, offrent de res- 
sources à ceux qui auront le loisir de les méditer 
avec toute l’assiduité qu’elles réclament, en voyant le 
parti, même très-modeste, qu’a pu en tirer un esprit 
sans cesse distrait par des OCCupations d’un ordre 
bien différent. 

Cette publication n’est donc, à proprement parler, 
qu'un bon exemple, qui portera ses fruits s’il est suivi par d’autres plus habiles que moi. C’est là mon uni- 
que prétention, et, si elle est justifiée, ce sera ma plus 
douce récompense. 

E. DE JONQUIÈRES.



  

  

TABLE DES MATIÈRES. 

PRÉFACE... ,,.......,.. sn srss ones ens ss seu scene .. 

CHAPITRE [. — Propriétés géométriques relatives au mouvement in- 

finiment petit d’un corps.........., 4.4.4... sc. 

Secrion 1. — Propriétés descriptives... ...,...,.....,..., ... 

$ 1. — Définitions et principes fondamentaux....... sous 

$ Il. — Analogie qui existe entre cette théorie et celle des fi- 

gures corrélatives. — Mouvement d'une surface courbe. .... 

$ III. — Propriétés relatives à deux droites conjuguées. .. .... 

Construction de l’axe de rotation....,.........,..,...,,... 

Propriétés de l'hyperboloïde à une nappe.....,.......,,,... 

$ IV. — Propriétés relatives aux trajectoires des points et aux 

caractéristiques des plans d'un corps en mouvement. ...... 

SECTION Îl. — Relations métriques. ...,.......,..... eus. 

Secriox LI. — Analogie entre Îles rotations d’un corps autour de 

divers axes et les systèmes de forces... .... aussee ocuee 

Sur le principe des vitesses virtuelles. .. ...... nhsssseses 

CHAPITRE II. — Sur les ares d’une section conique dont la différence 
est rectifiable. — Propriétés des arcs égaux de Ja lemniscate.…. 

Secrion I. — Des ares associés. ....,....,,,.. eee... 
Propriétés diverses des coniques biconfocales...,,..,....... 

Suite des propriétés des ares associés dans les coniques planes. 

Propriétés des arcs associés dans les coniques sphériques. .…. 

Secriox IT. — De quelques propriétés des arcs égaux de Ja lem- 

niscate. ..,.,.,.,..,.......... érseesere sers see 

CHAPITRE II, — Généralisation des propriétés des foyers et des dia- 
mètres conjugués des sections coniques..., .,..,.......... 

SEcTion 1. — Généralisation de la théorie des foyers. ........... 

$ I — Principes de cette généralisation....... sosercosssseee 

$ I. — Propriétés relatives à un seul foyer. ....,....,......, 

$ I. — Propriétés relatives à deux foyers. ......... ......,. 

$ IV. — Propriétés relatives à un système de coniques décrites 

des mêmes foyers. ......,...,,,,.,,,,., ses 

$ V. — Propriétés des points correspondants. .....,....,.... 

Secriox Il. — Généralisation des propriétés des diamètres con- 

JUGUÉS ses sers ceesesces seems sessesesse 

55 
55 

74 
89 
98 

105 

a 
115 

113 

113 

12€ 

124 

127 

132 

130



vil TABLE DES MATIÈRES. 

CHAPITRE IV. — Du principe de correspondance anharmonique. — 

Applications aux courbes du second, du troisième et du qua- 

trième degré........sss.essss.s.ssauresss sus s... 

Secrion Ï. — Sur une manière particulière de considérer lhomo- 

graphie et l’involution. — Applications de cette méthode à la 

génération des courbes, etc.............................. 

$ E — Définitions.........,......................... o... 

$ IL. — Propositions fondamentales....,.. ......... eus. 

$ IH. — Applications des propositions précédentes...,.,..... 

1, Homographie..,. .................4.4.4sssesnise 

, 2, Involution. ......., ....eseuses aucssocsseneres.. 

$ IV. — Applications diverses. .......,. snnssresomirsnnnsse 

$ V. — Applications aux courbes du troisième et du quatrième 

OPAPE. serons ses secs eee esesnacaseetenesencsssesse 

$ VI. — Démonstration de quelques théorèmes énoncés par 

M. Chasles..,,..,...,4.. 4e. sasesesse esse ou... 

Secrion II. — Constructions diverses de la courbe du troisième 

ordre.— Questions éoncernant les intersections de ces courbes. 

$ VII. — Construction de la courbe du troisième ordre dans 

divers cas particuliers. .........,..... 4... 

$ VILT. — Questions concernant les intersections de deux 

courbes du troisième ordre.......,...... soso rsensass 

CHAPITRE V, — Traduction du Traité de Maclaurin sur les courbes 
du troisième ordre, avec des notes et additions. ........... 

Secrion I. — Introduction. — Propriétés générales des courbes 
géométriques... ..... senssesresesss sresedessses cesse 

Secrion II. — Des courbes du troisième degré. ..,,..,,........ 

PLANCHES E, I, HI, 1, v. 

FIN DE ZA TABLE DES MATIÈRES. 

ERRATA. 

Page 57 ligne 11 au lieu de ts, lisez nue 
Page $6 ligne 17 àù lieu de 251, lisez 551. 

152 

152 

153 

156 

156 

158$ 

160 

197 

197 
220



MÉLANGES 

GÉOMÉTRIE PURE. 

CHAPITRE PRENIER. 

PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES RELATIVES AU MOUVEMENT 
INFINIMENT PETIT D'UN CORPS (*). 

  

SECTION I". 

PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES. 

$ I. — Définitions et principes fondamentaux. 

1. Pour nous rendre compte du mouvement d’un corps, 
observons d’abord celui de l’un quelconque des plans qui 
le traversent et qui lui sont invariablement fixés. 

Soient { fig. 1, PL. 1) Q l’un de ces plans, et R la position 
qu'il occupe après un mouvement infiniment petit du corps. 
Ces deux plans se coupent suivant une droite ab! que nous 
appellerons la caractéristique du plan, suivant l'expression 
employée par Monge dans la théorie des surfaces dévelop- 
pables. Cette droite, regardée comme faisant partie du 

  

(*) Mémoire présenté par M. Chagles à l’Institut de France, le 26 juin 1843. 

ï



a MÉLANGES 

plan R, occupait dans le plan Q Ia position ab , et le point 
de rencontre a de ces deux droites est venu, après le mou- 

vement, se placer en a’, par exemple. Sur le milieu « du 
côté infiniment petit aa’, élevons dans le plan R la per- 

pendieulaire 40, et prenons sur cette droite le point O 
qui donne 

angle aO0 a’ — angle bab', 

ou, ce qui revient au même, élevons sur le milieu de la 
trajectoire bb! d’un autre point b, une seconde perpendi- 
culaire qui coupera la première au point O. Enfin menons 
la normale OO’ au plan Q. Il est clair qu’une rotation du 
plan Q autour de l’axe OO’ amènera ia droite ab sur la 
caractéristique a'b', et qu’ensuite (ou, si l’on veut, simul- 

tanément) une rotation du plan Q autour de a’b'l’amènera 

dans Ja position précise qu’il occupe après le mouvement, 

c’est-à-dire en R. Donc /e mouvement du plan se réduit à 

une rotation autour de la caractéristique, perdant que 
cette droite tourne, dans la position primitive du plan, 

autour d’un point qu'on peut considérer comme un point 
Jixe, et que nous nommerons le foyer du plan. On verra 
plus loin que ce foyer, qui jouit d’une propriété importante 
dans le mouvement du corps, est aussi le foyer d’une pa- 

rabole dont la considération n’est pas étrangère aux pro- 
priétés géométriques de ce mouvement. C’est donc à trois 
titres divers que cette dénomination lui a été donnée. 

On peut, d’après ce qui précède, dire en général que 
tout déplacement infiniment petit d'une figure plane dans 
l’espace, se réduit à une rotation du plan de la figure 
autour d’une droite de ce plan, pendant que cette droite 

tourne elle-même autour d’un point fixe sans sortir de 
la position primitive du plan. Et cette droite est précisé- 
ment la caractéristique du plan, c’est-à-dire l'intersection 
de ses deux positions infiniment voisines.
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2. Dans l'instant suivant, le plan que nous considérons 
aura pris une nouvelle position infiniment voisine, en 
tournant autour de sa caractéristique, qui aura subi elle- 
même un mouvement de rotation autour du nouveau foyer 
du plan. Donc, si l’on conçoit toutes les positions du plan 
pendant le mouvement fini du corps, on voit que ces plans 
enveloppent une certaine surface développable, dont les 
caractéristiques, ou arêtes successives, sont précisément 
les caractéristiques successives du plan mobile. M. Chasles 
nomme cette surface la développable trajectoire du plan _ 
({ Apercu historique, page 407). Le plan roule sur cette ; 
surface pendant le mouvement du corps, et, à un instant 
quelconque, il la touche suivant sa caractéristique actuelle. ; 
Cette remarque sera utile plus tard. ‘ 

8. Puisqu'on suppose que le mouvement du corps est 
infiniment petit, le foyer du plan décrit autour de la ca- 
ractéristique un arc infiniment petit et normal au plan. 
Il est évidemment seul dans ce cas. Ainsi ce qui distingue 
le foyer d'un plan de tous ses autres points, c’est que sa 
trajectoire est perpendiculaire au plan, ce qui n'a lieu 
pour aucun autre de ses points. 

4, Tout autre point M (/ig. 1) a un double mouve- 
ment. Il décrit, dans le plan Q, un arc Mm autour du 
foyer, et, autour de la caractéristique, un arc infiniment 
petit mm’, normal au plan Q. En résumé, il décrit le côté 
Mm/ du triangle Mmm'. Le rayon Om est normal au plan 
de ce triangle. Si, du point M, on abaisse la perpendiculaire 
mn sur la trajectoire M", le plan Omn sera normal à cette 
trajectoire. Donc un plan étant considéré comme faisant 
partie du corps, les plans normaux aux trajectoires de 
ses poinis passent tous par un même point de ce plan, 
qui est le point que nous venons d'appeler le foyer du 
plan.
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5. Tous les points de la droite ab se meuvent dans le 

plan Q, et ce sont les seuls qui se trouvent dans ce cas. 
Donc dans le plan il existe une infinité de points dont 
les trajectoires sont comprises dans le plan méme; tous 
ces points sont situés en ligne droite, et cette droite est La 
caractéristique du plan. 

6. Supposons que deux plans-se coupent suivant une 
droïte D. Les plans normaux aux trajectoires de leurs 
points passent respectivement par les deux foyers F, F’de 
ces plans (4); donc les plans normaux aux trajectoires 
des points de leur intersection D passent, à la fois, par ces 
foyers, et, par conséquent, par la droite A qui les joint. 
IL en est de même pour un troisième plan quelconque pas- 
sant par D; car les plans normaux aux trajectoires de tous 
ces points passent par le foyer F/ de ce plan. Or, les plans 
normaux aux trajectoires des points de la droite D, con- 
tenue dans ce plan, passent par A; donc le foyer Fest 
précisément le point où la droite À rencontre ce plan. 

Réciproquement, chacun des points de À se meut nor- 
malement au plan qui contient cette droite et dont il est le 
foyer (3). Tous ces plans, par hypothèse, passent par D. 
Donc, si l’on regarde À comme faisant partie du corps, 
les plans normaux aux trajectoires de ses points passent 
par la droite D. Enfin, regardons À comme l'intersection 
de deux plans quelconques. Chacun de ces plans a son 
foyer sur lui-même; mais, d’après ce qui précède, ces deux 
foyers doivent être tels, que la droite qui les joint soit pré- 
cisément D; donc ils ne sont autres que les points d’inter- 
section de D par ces deux plans. Même raisonnement pour 
un nombre quelconque de plans passant par A. D'où l’on 
voit que : 

Quand plusieurs plans passent par une méme droite D, 
leurs foyers sont sur une deuxième droite A; réciproque- 
ment, si plusieurs plans passent par cette droite À , leurs
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foyers seront sur la première D. De sorte que ces deux 
droîtes jouissent de propriétés réciproques. 

Cela signifie, en d’autres termes, que s? l’on considère 

une droite quelconque D) comme faisant partie du corps, 

les plans normaux aux trajectoires des points de cette 

droite passeront tous par une même droite À; et, réct- 

proquement, les plans normaux aux trajectoires des points 

de cette droite À, considérée comme faisant partie du 

corps, passeront tous par la droite D. 

Ces deux droites prendront le nom de droites con- 
Juguées. | 

T. Quand plusieurs plans passent par un mème point M, 

leurs foyers sont situés de telle sorte, que le plan normal à 

la trajectoire du point M passe par tous ces foyers, puisque 

ce point appartient en même temps à tous les plans (4). 
Donc ils sont tous dans ce plan, qui a M pour foyer puisque 
sa trajectoire est normale au plan (3). Donc, 

Quand plusieurs plans passent par un méme point, 

leurs foyers sont tous dans un même plan, quia son foyer 
en ce point. 

8. Considérons deux droites conjuguées D, À, attachées 

au corps. Les plans normaux aux trajectoires de À passent 
par D (6); donc le mouvement de À se réduit à une rota- 

tion autour de D, et ceite rotation amène À à sa position- 

définitive. De même, les plans normaux aux trajectoires 

des points de D passent par À (6); done le mouvement de 

D se réduit, à son tour, à une rotation autour de À. De 

sorte que, pour placer le corps dans la position même 

qu'il occupera après le mouvement, il suffit de luï faire 

éprouver deux rotations successives ou simultanées au- 
tour des droites D, À. Ces droites conjuguées sont ainsi 

deux axes de rotations simultanées qu'on peut imprimer 

au corps pour effectuer son déplacement. On verra plus
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loin (dans la seetion IE, relative aux propriétés métriques) 
quelle est la valeur de chaque rotation, et quelles sont les 
relations générales, soit entre les grandeurs des deux rota- 
tions, soit entre les relations de leurs axes D, À. 

9. Supposons que l’un de ces axes, D par exemple, 
soit à l'infini, et regardons cette droite comme la commune 
intersection de plusieurs plans parallèles. Le mouvement 
de rotation de A autour de D se réduira évidemment à une 
translation de À, parallèlement à elle- même, et cette 
translation l’amènera en X. Supposons que ces deux 
droites À et D (à l'infini) fassent partie d’un corps solide 
qui a reçu un mouvement infiniment petit déterminé. On 
voit que ce mouvement se réduit à une translation paral- 
lèle et à une rotation autour d’une droite X. Ce mouve- 
ment total, déterminé par des causes quelconques, est in- dépendant de la position que la droite D occupe à l'infini, c’est-à-dire de la direction des plans parallèles qu'on a choisis dans le Corps pour étudier son mouvement. Et, si l’on prend une autre série de plans parallèles, auxquels correspond une autre intersection D’, située à l'infini , et une autre ligne de foyers A’, il faut que cette droite A soit telle, que le mouvement de translation parallèle, au- quel se réduit 'sa rotation autour de D’, l'amène dans la position précise qu'occupe X, c’est-à-dire dans celle où a déjà été amenée la droite À, sans quoi le mouvement de rotation, qui se fait ensuite autour de cette droite ainsi transportée, ne communiquerait Pas au corps le mouve- ment qu’on y observe. Donc les droites À et A sont p2- rallèles. Il résulte d’ailleurs de ce qu’on vient de dire que les trajectoires des points de chaque droite À sont toutes parallèles entre elles, puisque ces points sont les fo de plans parallèles entre eux (3); mais il est clair que celte commune direction fait avec celle des trajectoires des points d’une autre droite À un angle égal à celui 

yers 

des 

®
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deux séries de plans auxquelles elles se rapportent. Donc 

enfin, 
- 

‘Quand plusieurs plans sont parallèles entre eux, leurs 

foyers sont sur une droite qui est toujours parallèle à un 

méme axe, quelle que soit la direction commune des plans. 

Cette droite jouit de la propriété que les trajectoires de 

tous ses points sont parallèles entre elles, de sorte que, 

dans le déplacement du corps, la droite n'a qu'un mou- 

vement de translation parallèlement à elle-méine. 

A0. On conclut de là directement, et sans nouvelle dé- 

moustration, que : 

Se tous les plans sont perpendiculaires à la direction de 

cette droite, leurs foyers seront sur une certaine droite X,, 

parallèle à celle-là, et dont les trajectoires de tous les 

points seront dirigées précisément suivant cette droite X; 

de sorte que cette droite glissera sur elle-même pendant 

le mouvement du corps. Pendant ce glissement, le corps 

ne pourra que tourner autour de X. Cette droite est ap- 

pelée l'axe de rotation du corps (axe spontané glissant, 

d’après M. Poinsot}. On peut donc dire que tout dépla- 

cement infiniment petit d’un corps solide libre se réduit 

à un mouvement de rotation autour d’un axe, qui, pen- 

dant cette rotation, glisse sur lui-méme. De sorte que le 

mouvement du corps n’est point autre chose que celui 

d’une vis dans son écrou. 

11. Cette image saisissante du mouvement le plus géné- 

ral que puisse prendre un corps dans l’espace absolu, se 

trouve également présentée par M. Poïnsot, dans le $ 10 

du chapitre l°" dela Théorie nouvelle de la rotation des 

corps. Cetillustre géomètre ajoute : « Pendant ce mouve- 

» ment, tous les points du corps décrivent, sur des cy- 

» lindres concentriques, de petits arcs d’hélices qui ont 

» toutes le même pas. Dans l'instant suivant, c'est une



8 MÉLANGES 
autre vis, d’un autre axe et d'un pas différent, et ainsi » de suite d'un instant à l’autre; d’où l’on voit comment » se forment les courbes simultanées que décrivent tous les » points du corps, et le long desquelles ils se meuvent ? Comme en autant de canaux curvilignes où ils seraient 

> enfermés. » 

#2. Puisque le mouvement instantané du corps n’est 
autre chose que celui d’une vis dans son écrou, on peut supposer que ceile vis soit fixée au corps. Un plan quel- 
conque du corps Coupera la surface de la vis suivant une 
courbe. Les hélices, qui passent par les différents points de cette courbe, sont précisément les trajectoires de ces Points; et, comme ces points sont dans un même plan du Corps en mouvement, les plans normaux à ces trajectoires passent par un même point de ce plan (4). Donc les plans normaux aux hélices qui passent par les points d’inter- section d’une vis (à filets triangulaires où carrés, indis= Unctement) par un plan, passent par un même point, situé dans le Plan coupant. Ce qui exprime une propriété remarquable de la vis. (Aperçu historique, ». 679.) Reve- nons à notre théorie, 

43. La caractéristique d’un plan est tangente à la tra- Jectoire d’un de ses points. Ceci résulte de la seule inspec- tion de la fig. 1, où &'b! est tahgente à la trajectoire aa’ du point à. 1i est de même évident que cette droite est ja seule qui jouisse de cette propriété. 
Réciproquement, Mm/ étant une trajectoire quelconque, si l’on prend sur sa direction un point p'situé, pendant liristant précédent, en p, les deux droites Mp, m/p! dé- terminent un plan pm'p', dont la Caractéristique m'Mp’ ést précisément la tangente à la trajectoire Mm' du point M. Donc, 

La tangente à la trajectoire d’un Point jouit de la
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propriété d'être la caractéristique d’un plan; et, réci- 
proquement, la caractéristique d’un plan est toujours 
tangente à la trajectoire d'un de ses points. 

14. Si, par le foyer du plan, on mène la normale au 
plan, tous les points de cette normale n’ont d'autre mou- 
vement qu'une rotation autour de la caractéristique dans 
un plan normal à cette droite. Donc elle est la caracté- 
ristique de ce plan (13); les plans normaux aux trajectoires 
de ses points passent tous par la caractéristique du premier 
plan , et réciproquement; cette normale et la caractéristique 
sont deux droites conjuguées (6). Si l’on fait aitention que 
la normale au plan est tangente à la trajectoire du foyer (3), : 
on peut dire que la tangente à la trajectoire d’un point 
a pour conjuguée la caractéristique du plan dont ce point 
est le foyer. 

IL faut avoir soin de remarquer qu’en général deux 
droites. conjuguées ne sont tangentes à la trajectoire d’au- 
cun de leurs points, et ont des positions variées l’une par 
rapport à l’autre. Celles qui nous occupent dans ce para- 
graphe sont, au contraire, tangentes respectivement à la 
trajectoire d’un de leurs points, et placées de telle sorte 
que, par chacune d’elles , on peut mener un plan normal à 
l’autre. Ce sont donc des droites conjuguées d’une espèce 
très-particulière ; elles jouissent de propriétés nombreuses 
qu’il faut bien se garder d'attribuer à deux droites conju- 
guées quelconques. Nous verrons qu’elles jouent un rôle 
très-important dans cette théorie. 

$ IT. — Analogie qui existe entre cette théorie et celle des 
figures corrélatives. — Mouvement d’une surface courbe. 

15. Nous venons de démontrer que, quand un corps 
solide libre éprouve un mouvement infiniment petit, les 
plans normaux aux trajectoires des points du corps situés
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dans un même plan, passent tous par un même point ; et 
que les plans normaux aux trajectoires des points d’une 
droite, passent tous par une autre droite. Disons que, dans 
le premier cas, ces plans enveloppent un point, et que; 
dans le second, ils enveloppent une droite. * 

Si le point qui, dans le premier cas, peut être regardé 
comme engendrant le plan en s’y mouvant, et qui engendre 
la droite dans le second, si ce point mobile et directeur 
appartient à une surface courbe A sur laquelle il se meut 
(comme point générateur), le plan normal à sa trajectoire 
touchera une seconde surface courbe A’, et si ce point prend 

‘sur À toutes les positions possibles, le plan normal à la 
trajectoire de chacune de ses positions successives (pendant 
le mouvement infiniment petit de la surface A) enveloppera 
la surface A’. 

Supposons que la surface À soit géométrique et du 
degré mm. Une transversale D menée arbitrairement la ren- 
conire en 77 points; à chacun de ces points correspondra 
un plan (normal à la trajectoire de ce point) tangent à la 
surface À’; ces plans tangents qui seront en nombre 7, 
passeront tous par une même droite À (6) conjuguée de la 
iransversale. La surface A’ sera donc géométrique et ad- 
mettra im plans tangents, passant par une même droite 
quelconque. 

D’après cela, quand une figure, de forme quelconque, 
éprouve un déplacement infiniment petit, les plans nor- 
maux aux trajectoires de ses poinis enveloppent une 
deuxième figure qui Jôuit exactement de toutes les pro- 
priétés de celles que M. Chasles a nommées figures corré- 
latives dans son Apercu historique, et dont la théorie se 
trouve exposée, soit dans le beau Mémoire qui fait suite à 
el ouvrage, pour ce qui regarde les figures à trois dimen 
sions, soit dans le chapitre XX VI de la Géométrie supé- 
rieure, pour ce qui regarde les figures planes.
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Mais ici les figures ont une dépendance particulière 
qui n'existe pas dans la théorie générale des figures 
corrélatives. C’est que chaque plan de la nouvelle figure 
passe par le point correspondant de la figure proposée. 
Ceci résulte évidemment des théorèmes (6), (13) et (14), 
démontrés ci-dessus. 

De cette réciprocité découlent les propositions suivantes : 
Quand une surface courbe éprouve un mouvement in- 

Jiniment petit, les plans normaux aux trajectoires de 
ses points enveloppent une deuxième surface courbe, qui 
jouit de cette propriété que, si elle était primitivement 
tracée, et qu’elle participät au mouvement de la première 
surface, les plans normaux aux trajectoires de ses points 
envelopperaient cette première surface, De sorte que les 
deux surfaces jouissent de propriétés réciproques, l’une 
par rapport à l’autre. On peut encore dire que la deuxième 
surface est le lieu des foyers des plans tangents à la pre- 
mière, et que celle-et est le lieu des foyers des plans tan- 
gents à la deuxième. 

Së la première surface est géométrique, la seconde le 
sera aussi, maïs, en genéral, d’un degré différent (*). Le 
nombre des plans tangents, réels ou imaginaires, qu’on 
Pourra mener & chaque surface par une méme ligne droite, 
sera égal au nombre de points, réels ou imaginaires, dans 
lesquels l’autre surface sera rencontrée par une même 
ligne droite. 

Il suit de là que, si la première surface est du second 
degré, la deuxième sera aussi du second degré. Ainsi, 
quand une surface du second degré éprouve un mouve- 

  

(*) Si le degré de la première surface est m, celui de la seconde sera, 

en général et au plus, m{m — 1). (Voir, pour la démonstration de ce prin- 
cipe, l'Analyse des transversales, de M. le général Poncelet, Mémoire inséré 
dans le Journal de Mathématiques de Crelle, année 1832, pages 392 et sui 
vantes,)
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ment infiniment petit, les plans normaux aux trajectoires 
de ses points enveloppent une seconde surface du second 
degré; et, si celle-ci était tracée primitivement el partici- 
pait au mouvement de la première, les plans normaux 
aux trajectoires de ses points envelopperaient cette pre- 
imière surface. 

Supposons qu’on coupe une surface du second degré par 
un plan; aux points de la conique d’intersection corres- 
pondront des plans tangents à la seconde surface , €t, 
comme tous ces points sont dans un même plan, tous ces 
plans passent par un même point. Donc {es plans nor- 
maux aux trajectoires des points d’une conique, qui 
éprouve un déplacemenr:1 infiniment petit, enveloppent ur 
cône du second degré, qui a son sommet en un point du 
plan de la conique. | 

Ce point est précisément le foyer du plan de la conique. 
En efet, les plans tangents au cône sont tangents à la se- 
conde surface, et ils passent tous par un même point. Donc, 
tous ces plans ont leurs foyers situés dans un même plan (7), 
dont le foyer est en ce point. Or ces foyers sont les points 
de la conique. Donc le sommet du cône est le foyer du plan 
de la conique. 

Réciproquement, quand un cône du second degré 
éprouve un déplacement infiniment petit, les plans nor- 
maux aux trajectoires de ses points sont ious langents à 
une conique dont le plan passe par le sommet du cône. 

En eflet, regardons ce cône comme circonscrit à une 
surface du second degré A', dont la surface corrélative 
est À. Au sommet du cône correspond le plan normal à sa 
trajectoire, c’est-à-dire un plan passant par son sommet ; à tous les plans tangents au cône correspondent des points situés dans Le plan en question (7). Or À étant le lieu des 
foyers des plans tangents à ÂÀ', ces Points sont sur À ; ainsi la conique (C), intersection de la Surface À par le plan
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qui passe par le sommet du cône, correspond à ce cône. 
À une arête du cône, droite d’intersection de deux plans 

tangents consécutifs, correspond la droite de jonction de 
deux points consécutifs de la conique, c’est-à-dire une 

tangente à cette conique. Donc, enfin, aux points du cône 

correspondent des plans menés par les tangentes à la co- 

nique, c’est-à-dire des plans tangents à cette courbe. Or 

dire que ces points correspondent aux points du cône, 
c’est dire qu'ils sont les plans normaux aux trajectoires 

de ces points. Ce qui justifie l'énoncé du théorème. 

Supposons, pour donner un dernier exemple qui nous 

sera utile plus loin, que la première figure soit une courbe 
à double courbure. À chacun de ses points correspondra 

un plan dans la figure corrélative, et cette figure sera une 
surface développable, enveloppe de tous ces plans. A 

chaque tangente à la courbe correspondra (comme nous 

venons de le voir pour le cône du deuxième degré et la 

conique) une droite qui sera l'intersection de deux plans 

tangents à la développable, infiniment voisins , c’est-à-dire 

une arête ou caractéristique de cette surface. À un plan 
mené par une tangente à la courbe, correspondra un point 

de la caractéristique correspondante à cette tangente, etc. 

(Apercu historique, page 592.) 
Si la courbe à double courbure est du troisième ordre, 

ainsi que cela se présente dans la théorie qui nous oc- 
cupe, la développable sera du quatrième degré. Car cette 

courbe pouvant être regardée comme l'intersection de 

deux hyperboloïdes à une nappe qui ont une arête com- 

mune, la surface corrélative (c’est-à-dire la surface enve- 

loppe des plans normaux aux trajectoires des points de la 

courbe) sera la surface développable circonscrite à deux 

hyperboloïdes ayant les mêmes plans tangents suivant une 

génératrice commune. Or cette surface est du quatrième 

degré. {Voir Mémoire de M. Chasles sur les surfaces réglées
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dudeuxième degré, n° 69.) A Joutons que cette développable 
du quatrième degré est telle, qu’on ne peut lui mener que 
trois plans tangents par un point quelconque, puisqu'elle a 
pour corrélative une courbe à double courbure du troisième ordre, laquelle ne peut être coupée qu’en trois points par un plan quelconque. Cette remarque nous sera utile plus tard. 

SIL. — Propriétés relatives à deux droites conjuguées. 

16. Sï la droite D est normale à la trajectoire d'un de 
ses points, tous ses autres points auront leurs trajectoires normales à cette droite. De sorte que la droite D sera elle-même sa conjuguée. 

En effet, regardons cette droite comme située dans le plan qui passe par elle et par la trajectoire à laquelle elle est normale. Le plan normal à la trajectoire coupera celui-ci suivant la droite D elle-même, Or, d’après ce qu'on a vu (4), “ce second plan passe par le foyer du premier. (Sur la fig.r, la droite D est Oz’, normale à la trajectoire aa! du point a’; le premier plan est le plan ©, et le second est le plan e'O0’ qui passe par le foyer O, par la normale OO’ et par la droite Oz’.) Donc ce foyer est situé sur D. Considérons maintenant le plan normal &/O0/. Son foyer sera le point a’, puisqu'il est normal à la trajectoire de ce point (3). Ainsi, deux plans différents, savoir Q et a/00’, Passant par une même droite D, ont leurs foyers sur cette droite. Donc D est à elle-même sa conjuguée (6). 
Soit maintenant un autre point x de D. Regardons-le Comme faisant partie d’un plan quelconque passant par D. Ce plan aura son foyer sur la conjuguée de D (6), c’est-à- dire sur D elle-même. La trajectoire du point 7 est la ré- sultante de deux rotations, l’une autour du foyer et l’autre autour de la Caractéristique de ce plan. Ces deux rotations sont perpendiculaires à D, l’une Parce qu’elle s'effectue
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autour d'un point de D, l’autre parce qu’elle est normale 

au plan qui contient D. Donc, D est normale au plan des 

deux composantes, et, par suite, à leur résultante qui est 

la trajectoire du point. 

Autrement, D est, par hypothèse, normale à la trajec- 

toire d’un de ses points. Cette droite étant regardée comme 

faisant partie d'un plan, il en résulte que cette trajectoire 

est la résultante de deux rotations, l’une normale au plan, 
Vautre qui a lieu, dans le plan, autour du foyer de ce 
plan (3). Puisque D est normale à cette trajectoire résul- 

tante, elle l'est au plan des composantes, ce qui signifie 

qu’elle passe par le foyer de ce plan quelconque (cela ré- 

sulte aussi immédiatement de ce qu’elle est à elle-même 

sa conjuguée), et, cela étant, il suffit d'une simple inspec- 

tion de la fig. 1, pour voir qu'elle est normale aux trajec- 
toires de tous ses autres points. 

17. Il suit de là, sans plus de démonstration, que, 
quand une droite de longueur constante se meut dans 

l’espace, de manière à étre toujours normale à la courbe 

décrite par l’une de ses extrémités, elle est normale 
aussi à la courbe décrite par son autre extrémité. Et si, 

sur une surface engendrée par une ligne droite, on trace 
deux courbes qui coupent à angle droit toutes les géné- 

ratrices, les segments compris sur ces droites entre les 
deux courbes seront tous égaux entre eux. 

18. Supposons qu’une droite L s'appuie, en metenn, 

sur deux droites conjuguées À, D. Le point m2 n’a aucune 

rotation autour de À, puisqu'il est sur cet axe. Done il 

décrit le premier élément d’une circonférence qui sert de 

base à un cône de révolution dont D est l'axe et 7 le som- 

met. z#m, arèêle de ce cône, est donc normale à l'élément 

de ce cercle, c’est-à-dire à la trajectoire du point m. Même 
raisonnement à l'égard de 7. Donc (16) route droite qui
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s'appuie sur deux droites conjuguées, jouit de La propriété 
d’être normale aux trajectoires de tous ses Points. 

19. Prenons deux droites conjuguées D, À, et deux au- 
tres droites conjuguées D’, A. Supposons qu’une droite 
quelconque L s'appuie sur Les trois premières, je dis qu’elle 
s’appuiera sur la quatrième. En effet, puisque la droite L 
s'appuie sur D et À, elle est normale aux trajectoires de tous 
ses points {18). Donc le plan normal à la trajecioire du 
point où elle s’appuie sur D’, passe par cette droite elle- 
même. Mais ce plan passe par À, conjuguée de D’; donc 
la droite L s'appuie sur A, 

Or, quand quatre droites sont telles, que toute droite 
qui s’appuie sur trois d'entre elles s'appuie aussi sur la 
quatrième, ces quatre droites sont quatre génératrices 
d'un même mode de génération d'un hyperboloïde à une 
nappe. Donc deux droites conjuguées D, À, et deux au- 
tres conjuguées quelconques D', A’, sont toujours quatre 
génératrices d'un méme mode de génération d'un Ayper- 
boloïde à une nappe. 

20. Par un point quelconque M de l'axe de rota- 
üon X (10), menons, perpendiculairement à cet axe, un plan qui coupe en #1: et en 7 deux Conjuguées quelcon- ques D, À. La droite à l'infini de ce plan est la conjuguée de l’axe X de rotation. Joignons par une droite les points M et m; cette droite rencontre la droite à l'infini du plan. Donc elle s'appuie sur deux conjuguées, savoir : X et l’in- fini. Or elle s'appuie er #2 sur D; donc (18) elle ren- contre aussi À, conjuguée de D. Ainsi tour plan perpen- diculaire à l'axe de rotation rencontre les deux droites D, À et l’axe lui-même, en trois Points qui sont en ligne droite. 

En faisant varier le point M, la droite mn change de 8 Position dans l’espace ; mais elle demeure toujours parallèle
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à un plau drecteur, normal à l'axe X, et comme elle ne 
cesse pas de s’appuyer sur les deux droites fixes D, À, 
elle engendre un paraboloïde hyperbolique. 

21. Cette génératrice mobile mn fait avec chacune des 
deux droites D, A, un angle qui varie en même temps 
qu'elle. Parmi toutes ces positions, il en est une L qui est 
perpendiculaire sur À; c’est celle qui mesure la plus courte 
distance de À et de l'axe X. Or les droites D, À, X, sont 
trois génératrices d’un même mode de génération d’un 
paraboloïde; donc elles sont toutes troïs parallèles à un 
second plan directeur (Mémoire sur les surfaces engendrées 
par une ligne droite, w° TA). Donc L, perpendiculaire à 
deux de ces génératrices, est normale à ce plan directeur, 
et, par suite, à toutes les parallèles à ce plan, c’est-à-dire 
à D. Or elle rencontre D. Donc, enfin, L esi la plus courte 
distance des deux conjuguées D, À, et c’est en même temps 
sur elle que se mesure la plus courte distance de chacune de 
ces deux droites à l’axe X. Ainsi 

La droite par laqueële se mesure la plus courte distance 
de deux droites conjuguées D, À, rencontre l'axe de ro- 
tation et lui est perpendiculaire. 

._ 22. Quand deux droites D, D’ se rencontrent, le plan 
normal à Ja trajectoire de leur point d’intersection passe 

à la fois par leurs conjuguées A, A’ (6). Donc ces deux 

conJuguées se rencontrent aussi, puisqu'elles sont dans un 

même plan. On conclut de ià que: 
Quand plusieurs droites D, D', etc., passent par un 

même point, leurs conjuguées À, À, etc., sont dans un 

même plan, qui est normal à la trajectoire de ce point. 

Réciproquement, quand plusieurs droîtes sont dans un 

même plan, leurs conjuguées passent toutes par un même 
Point qui est le foyer de ce plan. 
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Co 23. Quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, 
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elles passent par le même point à l'infini; donc les çonju- 

guées sont dans un même plan normal à la trajectoire de 
ce point (22). Or cette trajectoire, qui est la résultante 
d’un mouvement de translation suivant l’axe X et d’un 

mouvement de rotation autour de cet axe, se réduit à un 

arc de cercle situé dans un plan perpendiculaire à l’axe, 
et dont le centre est sur l’axe même, parce que le mou- 
vement de translation est, pour ce point, infiniment petit 
par rapport à l’autre; et cet arc de cercle, d’un rayon in- 
fini, est simplement une droite finie située dans le plan 
normal à l’axe. Donc le plan normal à cette Lrajectoire est 
parallèle à l’axe de rotation. Ainsi, 

Quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, 
leurs conjuguées sont dans un plan parallèle à l'axe 
de rotation. 

24. Supposons qu'une droite D soit située dans un plan 
perpendiculaire à laxe de rotation ; les plans normaux aux 
trajectoires de tous ses points passent par le foyer de ce 
plan en même temps qu’ils passent par sa conjuguée À. 
Or ce foyer est le point où l’axe perce le plan (9 et 3) 
donc À passe par ce point. | 

Réciproquement, si une droite À rencontre l'axe de ro- 
tation, les plans normaux aux trajectoires de tous ses 
points et‘le plan normal à la trajectoire du point de ren- 
contre passeni par une même droite D. Or ce plan est 
nornial à l'axe (9); done D est contenue dans ce plan. 
Donc, 

; 

.. Quand une droite est située dans un plan perpendi- 
culaire à l’axe de rotation, sa conjug 
point. où le plan rencontre cet axe. 
si une droite rencontre l'axe en un 
est située dans le plan mené par 
lairement à l’axe. 

uée passe par le 

Réciproquement ; 
Point, sa conjuguée 

ce point perpendicu-
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25. Quand une droite est tangente à la trajectoire 
d’un de ses points, sa conjuguée est aussi tangente & la 

trajectoire d'un de ses points. Ces deux droites sont à 
angle droit, et la droite qui mesure leur plus courte dis- 

tance est celle qui joint les deux points aux trajectoires 
desquels elles sont tangentes. ° nu 
Quand une droite est la caractéristique d'un plan, sa 

conjuguée est aussi la caractéristique d'un plan ; ces deux: 

plans sont à angle droit; le foyer du premier est sur La 

deuxième droîte, et le foyer du second est sur la première 
droite. La droite qui joint ces deux foyers est celle qui 
mesure la plus courte distance des deux droites. 

Ces deux théorèmes n’ont pas besoin de démonstration. 
Us résulient évidemment des n°° 13 ei 14, et de la simple 
inspection de la fig. 1. 

26. Soient m et 7 Les points où deux droites conjuguées 

D, À, percent un plan quelconque, et soit L la caractéris- 

tique de ce plan. La droite m7 rencontre L en un certain 

- point; donc, puisque cette droite qui s'appuie sur deux 

droites conjuguées D, A, s'appuie en même temps sur une 
troisième L, elle doit s'appuyer aussi sur la conjuguée 
de L (19). Or cette conjuguée est la normale au plan menée 
par le foyer (14), et elle ne coupe le plan qui contient mn 
qu'en ce seul point; donc mn passe par le foyer du plan. 
Ainsi . . | 

Déux droites conjuguées rencontrent un plan quelconque 
en deux points qui sont toujours en. ligne droite avec le 
foyer du plan. | | 

27. Prenons deux droites conjuguées D, A et un plan M 
quelconques. La caractéristique . de ce plan et la normale 
menée par son foyer sont également deux droites conju- 
guées (4). Donc ces deux couples de droites conjuguées 

sont quatré génératrices d’un même mode de génération 
d’un hyperboloïde à une nappe (19). 

2.
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Cela posé, les deux droites D, À rencontrent le plan M 

en deux points d, d qui sont en ligne droite avec le foyer 

F de ce plan (26). Soit c le point où la droite 49 rencontre 
la caractéristique L du plan M. Par le foyer L° et par la 

normale au plan, menons un plan M normal à la caracté- 
ristique. Ce plan M' aura pour foyer le point [où il coupe 
L (14), et il aura pour caractéristique la normale au plan 

M (25). 

Soient d’, d’ les points où les droites D, A rencontrent 
le plan M’, et cle point où la droite d'’ rencontre la ca- 
ractéristique de ce plan. Cette droïîte passcra par le foyer 
F’(26). 

Les droites Fc, c'F” s'appuient sur quatre génératrices 
de l’hyperboloïde. Donc les quatre points F, d,d,e ont 

leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points 
homologues c!, d', d', I {Mémoire (*) sur les surfaces 
du deuxième degré engendrées par une ligne droite, 

n° 27). 

Projetons orthogonalement les points c', d', d’, F”’ sur le 

plan M. On aura les quatre points F”, 4, 9”, F’, don le 

rapport anharmonique sera encore le même. 

Aînsi , sur les deux droites Fc, FF", on a deux séries de 

quatre points correspondants et qui ont leurs rapports an- 

harmoniques égaux, savoir, F, d, d, ce sur la première, et 
F, d”, 9", [sur la seconde. Or les deux homologues F, FE 
coïncident; donc {Géométrie supérieure , n° 38) les droites 

dd", 09", cK' concourent en un même point. Or, cF’ est 
la caractéristique L du plan M, et les droites dd", da" 

  

(*) Je ne reproduirai pas ici le texte des diverses propositions de ce 
Mémoire sur lesquelles je m’appuie; cela m’entraînerait à trop de dé- 
tails, parce qu’il faudrait parfois reprendre les choses de loin. Mais je ne 
puis qu’engager vivement le lecteur à étudier cet écrit, où se trouve un 
ordre de questions très-propres à montrer les usages du rapport anharmo- 
nique, S
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sont les projections orthogonales sur ce plan des conjuguées 

D, À. Donc 

Deux droites conjuguées quelconques étant projetées 

orthogonalement sur un plan quelconque, leurs projec- 

tions se coupent en un point de la caractéristique de ce 

plan. 
Construction de l'axe de rotation. 

98. Soient a, b, c trois points du corps. Les plans me- 

nés par les points a, b perpendiculairement aux trajec- 

toires de ces points, se couperont suivant une droite qui 

sera la conjuguée de la droite ab. On cherchera la droite 

qui mesure la plus courte distance de ces deux droites ; 

elle s'appuiera sur l'axe de rotation X et lui sera perpen- 

diculaire (A). On déterminera de même, avec les deux 

points a,coub,c;une autre droite jouissant des mêmes 

propriétés. L'axe X sera donc déterminé. 

Cette construction, indiquée par M. Chasles, n'a pas 

besoin de justification après ce qui précède. 

Propriétés de l’hyperboloïde à une nappe. 

29. Les propriétés des sysièmes de deux droites conju- 
guées donnent lieu à des propriétés nouvelles de l’hyperbo- 

loïde, propriétés dont la démonsiration directe ne serait 

peut-être pas sans difficulté. 

En ellet, deux systèmes de deux droites conjuguées D, A 

et D’, A’ forment quatre génératrices d’un même mode de 

génération d’un hyperboloïde. Réciproquement , quatre gé- 

néralrices d’un hyperboloïde peuvent être prises deux à 

deux, et être regardées comme formant deux systèmes de 

deux droites conjuguées relativement au mouvement infini- 

ment petit d’un corps solide. 
Soit donc un hyperboloïde à une nappe, et ne considé- 

rons que les génératrices d’un même mode. Que, dans un 
plan transversal mené arbitrairement, on mène, par un
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même point, des sécantes dont chacune rencontrera deux’ 

génératrices; ces (génératrices, ainsi conjuguées deux à 
deux, jouirontde toutesles propriétés de deux axes con Jugués 
de rotation d’un corps. Par exemple, tout autre plan trans- 
versal rencontrera deux génératrices conjuguées en deux 
points qui seront en ligne droite avec un certain point de 
ce plan. (Ce pointet celui d’où partent les sécantes Jouent 
le rôle de foyers de leurs plans respectifs.) 

La droite qui mesurera la plus courte distance de deux 
génératrices conjuguées passera par un méme axe auquel 
elle sera perpendiculaire, etc. 

La condition à laquelle est assujettie la conjugaison des 
génératrices deux à deux mérite d’être expliquée. Elle est 
une conséquence du théorème du n° 26. On peut bien con- 
jaguer arbitrairement deux génératrices D, À et deux autres 
génératrices D’, A’; mais alors toutes les autres se trou- 
vent conjuguées d'une manière déterminée. En effet, me- 
nons un plan transversal M, qui coupe ces quatre droites en 
d, d, d', d'; les droites dd, d’d’ se rencontrent en un point 
F, qui est le foyer du plan, ou du moins qui en joue ici le 
rôle , et par lequel doivent par conséquent passer toutes les 
autres droites analogues. 

Réciproquement, on peut prendre pour foyer du plan 
M un point quelconque de ce plan; mais alors toutes les droites dd, d'd', devant passer par ce point, conjuguent 
les génératrices deux à deux d’une manière qui n’a plus 
rien d’arbitraire; ce qui justifie le procédé indiqué par le 
texte. 

$ IV. — Propriétés relatives aux trajectoires des points et aux 
caractéristiques des plans d’un corps en mouvement. 

30. Prenons une droite dans deux positions infiniment 
voisines. Soient a, b, c, d, etc. ; des points de cette droite . » 

L] qui se trouvent transportés en a/, b!, c', d',etce. Par le
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point a/, menons une parallèle à la première position de la 

droite, et soient 4’, b”, c”, d', etc., les positions des points 
a, b,c, d, etc., sur cetie parallèle. Les droites 28”, cc, 

dd", eic., sont parallèles entre elles ; il en est de même des 

droites #' #", cc", d'd", etce.; donc les plans Db'b/, cc’c, 

dd' a", ete., sont parallèles entre eux et à æa’. Donc les 

trajectoires aa”, bb', cc', etc., ou bien les tangentes à ces 

trajectoires sont parallèles à un même plan. 
Done les iangentes aux trajectoires des différents 

points d’une droite forment un paraboloïde hyperbolique. 

31. Chacune de ces tangentes D est la caractéristique 

d’un plan (13), auquel sa conjuguée est normale (14) et 

qu’elle perce en un point F qui est le foyer du plan (25). 

La droite qui mesure la plus courte distance de ces deux 
droites conjuguées est comprise dans le plan M, et elle 
rencontre À au foyer F (25). En outre, cette plus courte 

distance rencontre l’axe de rotation, et c’est également sur 

elle que se mesure la plus courte distance de cet axe aux 

deux droites (21): Ainsi la suite des foyers des plans qui 

correspondent aux tangentes ou trajectoires consécutives , 

considérées comme étant des caractéristiques, peut s’obte- 

nir en menant par l'axe de rotation [qui est normal au 

plan directeur du paraboloïde hyperbolique dont les con- 

juguées D, À sont des génératrices (20)] toutes les droites 

dont chacune mesure la plus courte distance entre cet axe 

et chaque génératrice du paraboloïde, et en prenant les 

pieds de ces droites sur chacune des génératrices. | 
Or on démontre, à l’article 79 du Mémoire sur les sur- 

faces réglées du second degré, que toutes ces plus courtes 
distances forment un second paraboloïde, et que leurs pieds 

sur les génératrices du premier sontsur une courbe à double 

courbure du troisième ordre. 
Tout cône qui passe par cette courbe à double cour- 

bure, et qui a son sommet en l’un de ses points, est du



sk MÉLANGES 
second degré. Car tout plan mené par son sommet ne coupe 
la courbe qu'en deux autres points, et, par conséquent, ne 
coupe le cône que suivant deux arêtes, ce qui prouve qu’il 
est du second degré, 

Les plans dont les tangentes aux trajectoires des points 
d’une droite sont les caractéristiques, ne sont autre chose 
que les plans normaux aux trajectoires des foyers de ces 
plans. Donc ils enveloppent une figure corrélative de celle 
de ces foyers (15). Or celle-ci est une courbe à double cour- 
bure du troisième ordre; donc la première est une surface 
développable du quatrième degré. Un point de la courbe 
correspond à un plan tangent à la surface; le cône qui a son 
sommet en ce point et qui a la courbe pour base, corres- 
pond à la courbe suivant laquelle le plan tangent coupe la 
surface. Or le cône est du second degré; donc la courbe est 
üne conique. Ainsi on a ces deux théorèmes : 

Chacune des tangentes aux trajectoires des points d'une 
droite est La caractéristique d'un plan ; tous ces plans en- 
veloppent une surface développable du quatrième degré, 
et ils ont leurs foyers sur une courbe à double courbure du 
troisième ordre. 

Tout plan tangent à la surface développable la coupe 
suivant une conique ; el tout cône qui passe par la cou be 
à double courbure et qui a son sommet en un de ses points, 
est du second degré. 

Eu remarquant que la caractéristique d’un plan se meut dans ce plan, on peut donner au Premier de ces deux théo- rèmes l'énoncé suivant : 
Quand ut corps est en mouvement, les tangentes aux trajectoires des points d'une droite se meuvent, pendant un instant du mouvement, dans des plans qui forment une surface développable du quatrième degré. (perçu historique , page 405.) | 
A \ : Le 92. Quand plusieurs plans passent Par une même droite
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D, leurs caractéristiques forment un hyperboloïde à une 

nappe (art. 49 du Mémoire déjà cité). Leurs foyers sont 

situés (6) sur une autre droite À, qui est la conjuguée de 

la première. Si, de ces foyers, on abaïsse des perpendicu- 

laires sur les caractéristiques de leurs plans respectifs, les 

pieds de ces perpendiculaires seront les points aux ira- 

jectoires desquels les caractéristiques sont tangentes, res- 

pectivement. Il s’agit de déterminer la nature de la courbe 

formée par ces points. | 
Pour cela, remarquons que les perpendiculaires en ques- 

tion sont les plus courtes distances des caractéristiques à 

leurs conjuguées (25), et qu’elles rencontrent toutes, à angle 

droit, l'axe de rotation (21). De plus, chacune d'elles est 

comprise dans un plan qui passe par la droite D, et par 

conséquent rencontre cette droite. Donc ces perpendicu- 

laires sappuient constamment sur trois droites fixes, sa- 

voir: D, À sa conjuguée, lieu des foyers du faisceau de 

plans, et X. Mais elles sont en outre parallèles à un plan 

normal à l’axe de rotation. Donc elles engendrent un pa- 

raboloïde hyperbolique. 

Remarquons encore que toutes les caractéristiques s’ap- 

puient sur D. Ainsi D est une génératrice commune à l’hy- 

perboloïde et au paraboloïde. Les points qui nous occupent 

sont ceux de l’intersection de ces deux surfaces. Donc ils 

sont situés sur une courbe à double courbure du troisième 

ordre, 
Les plans normaux aux trajectoires de ces points enve- 

loppeni une figure corrélative de cette courbe, c’est-à-dire 

une développable du quatrième degré. Ceci peut aussi se 

déduire de (31). 
Ainsi, quand plusieurs plans passent par une même 

droite, leurs caractéristiques forment un hyperboloïde à 

une nappe. Chacune de ces droites est tangente à la tra- 

Jectoire d’un de ses points ; tous ces points sont situés sur
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une courbe à double courbure du troisième ordre; et les 
plans normaux à leurs trajectoires enveloppent une sur- 
Jace développable du quatrième degré. 

33. Dans le cas particulier où la droite D est tangente à 
la trajectoire d’un de ses points, c’est-à-dire est elle-même 
une caractéristique, tout se simplifie. La conjuguée À de 
D est normale au plan R, dont D est la caractéristique (14). 
Soient F le foyer de ce plan, et O le picd de la perpendicu- 
laire abaïssée du point F sur D, c’est-à-dire le point à la tra- 
jectoire duquel D est tangente. Les normales aux plans qui 
passent par D, menées par leurs foyers respectifs qui sont 
sur À, sont toutes contenues dans le plan O À qui est ici un 
cas particulier du paraboloïde que ces droites forment en 
général (34), et elles coupent le plan R en des points qui 
sont tous situés sur la droite FO. Donc les caractéristi- 
ques , leurs conjugnées , doivent couper le plan R au point 
O (26) ; et ceci résulte également du n° 29, puisque, toutes 
les conjuguées étant dans un même plan, toutes les carac- 
téristiques doivent passer par un même point ; l'hyperbo- 
loïde du cas général (31) dégénère ici en un cône du second 
degré, ce qu’on voit d’ailleurs d'une autre manière , En re- 
marquant que ce point de concours O de toutes les caracté- 
ristiques est lui-même un point de la courbe à double cour- 
bure du troisième ordre sur laquelle chacune de ces dr oites 
s'appuie. Donc enfin, 

Quand une droite est tangente à la trajectoire d’un de 
ses points, les plans menés Par cette droite ont leurs ca- 
ractéristiques sur un cône du second degré. 

34. Si l’on remarque, dans le théor ème précédent > que 
tous les points aux trajectoir es desquels les Caractéristiques sont tangentes respectivement, se dirigent vers le point fixe O, on en conclut immédiatement que : 
.… Quand un corps solide est en Mouvement, si, à un in-
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stant quelconque, on demande quels sont les points du 

corps dont les directions tendent vers un point donné, 

c'est-à-dire dont les tangentes à leurs trajectoires passent 

par un point donné, ces points sont situés sur une courbe 

à double courbure du troisième ordre; les tangentes à leurs 

trajectoires forment un cône du second degré, et les plans 

normaux à ces trajectoires enveloppent une surface déve- 

loppable du quatrième degré. 

35. Les caractéristiques de ces plans normaux sont toutes 
situées (33) dans un même plan OA, qui a pour foyer le 
point O. On a donc immédiatement ce théorème : 

Les plans qui ont leurs caractéristiques situées dans un 
même plan fixe enveloppent une développable du qua- 
trième degré ; leurs foyers sont sur une courbe à double 

courbure du troisième ordre, et les normales à ces plans, 

menées par leurs foyers, forment un cône du second de- 

gré. Les plans dont ces normales sont les caractéristiques 

passent tous par une même droite, qui est la tangente à la 

trajectoire du foyer du plan fixe. 

36. En se reportant aux définitions du n°2 , on peut don- 
ner à ce théorème un autre énoncé, et cette variété d’expli— 
cations ne saurait être superflue dans ce sujet difficile et 

compliqué. 

À un instant quelconque du mouvement, tous les plans 

du corps touchent leurs développables trajectoires, chacun 

suivant une droite qui est sa caractéristique actuelle (2). 

St l’on demande comment sont réparlis dans l’espace, à 

cet instant du mouvement, les plans qui touchent leurs 

développables trajectoires suivant des droites situées dans 

un même plan donné, ces plans envelopperont une sur- 
face développable du quatrième degré. (Aperçu histo- 

rique, page 407.) | 
La position de ces droites n’est pas quelconque dans le
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plan donné; elles enveloppent une parabole. Nous démon- 
trerons ce théorème dans un instant. 

Mais, auparavant, remarquons que ce plan donné, quel 
qu’il soit, a lui-même pour caractéristique une de ces droites. 

IL est donc un plan tangent à la développable, et il la coupe 
suivant une courbe qui n’est évidemment autre chose que 

l'enveloppe de toutes les droites, suivant lesquelles il coupe 
les autres plans dont il contient les caractéristiques, c’est- 
à-dire qu'elle est l'enveloppe même de ces caractéristiques. 

Or on peut voir immédiatement que cette courbe est une 

conique ; car elle répond corrélativement au cône du second 
degré , qui a pour base la courbe à double courbure du troi- 
sième ordre (corrélative de la surface) et pour sommet un 
point de cette courbe (corrélatif du plan tangent). 

37. Pour déterminer ceue courbe plus complétemeni , 

rémarquons que les caractéristiques qui l'enveloppent jouis- 
sent de cette propriété qu’un de leurs points se meut dans 
leur propre direction. Tous ces points se meuveni donc 

dans le plan où se trouvent les caractéristiques auxquelles 

ils appartiennent. Or les points de la caractéristique de ce 
plan sont les seuls points de ce plan qui s’y meuvent (5); 
done la conique cherchée est la courbe enveloppe des tan- 
gentes aux trajectoires des points d’une droite qui se meut 
dans un plan, et le problème qui nous occupe est ramené à 
celui de savoir quelle est la nature de cette enveloppe. 

38. Quand une droite se meut dans un plan, elle est 
tangente à la trajectoire d’un de ses points, et elle est la 

caractéristique du plan; elle tourne autour du Joyer de ce 
plan. Prenons cette droite dans deux positions infiniment 
voisines L, L’. Les points a, b, c, d, elc., qui viennent se 
placer en a, b',«', d',eic., divisent homog raphiquement 
les deux droites ; donc les tr ous aJectoires aa’, bb', ce, ete., pro- 
longées, enveloppent une conique {Géométrie supérieure,
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u° 548 et suivants). Les points de division s'étendent à 

l'infini sur L et L/ à la fois; donc la courbe à une de ses 
tangentes tout entière à l'infini; c’est donc une parabole 

symétrique par rapport au point 4’, pied de la perpendicu- 

laire abaissée sur L/ du foyer du plan. Par construction, 

ce foyer est tel, que les droites Fa, Fb, Fc’, Fd',etc., 

sont perpendiculaires sur les trajectoires aa’, BB, cc’, 

dd', etc., (1), c'est-à-dire sur les tangentes à la parabole. 

Donc le foyer du plan est le foyer de la parabole; car on sait . 
que, dans cette courbe, les perpendiculaires abaïssées du 

foyer sur ses tangentes ont leurs pieds sur la droite menée 

par le sommet, perpendiculairement à l’axe. Ainsi, 

Quand une droite est tangente à la trajectoire d’un de 

ses points, les tangentes aux trajectoires de ses autres 

points sont toutes comprises dans un même plan, et enve- 
loppent une parabole, qui a pour foyer le point que nous 

avons appelé le foyer du plan. 

On voit que cette parabole est un cas particulier du pa- 
raboloïde du n° 30. 

39. D’après le théorème précédent, la conique dont il 

est question au n° 37 est une parabole qui a pour foyer le 

foyer du plan qui le contient, et qui est tangent à la sur- 

face développable. Or ce plan est normal à la trajectoire 

d’un des points de la courbe à double courbure du n° 34. 

Donc enfin 

Chacun des plans normaux aux trajectoires des points 

du corps qui se dirigent, à un instant du mouvement, 

vers un point fixe, coupe la surface du quatrième degré 

qu'ils enveloppent, suivant une parabole qui a son foyer 
sur la courbe à double courbure, lieu géométrique de ces 

points. 

40. Deux points de cette courbe à double courbure sont 

les foyers de deux plans tangents à la surface développable.



30 MÉLANGES 

Donc la droite qui les joint est la conjuguée de l’intersec- 
tion de ces deux plans. Or, dans le cas actuel, cette 

intersection est’ la caractéristique d’un certain plan (36). 
Donc sa conjuguée est' aussi la caractéristique d’un autre 
plan (14), et, par suite, elle est tangente à la trajectoire 
d’un de ses points. Réciproquement , la commune intersec- 

_ lion des deux plans est la caractéristique du plan normal à 
la droite de jonction des deux points de la courbe à double 
courbure. D'où il résulte que : 

Toute droite qui s'appuie en deux points sur la courbe 
& double courbure est tangente à la trajectoire d’un de 
ses poïnts, et la droite d’intersection de deux plans tan- 
gents à la développable est aussi tangente à la trajectoire 
d'un deses points. 

© M. Quand des plans passent par un méme point À, 
leurs caractéristiques s'appuient toutes sur une mémecourbe 
à double courbure du troisième ordre ; et les. points où ces 
droîtes sont tangentes à leurs trajectoires, sont situés sur 
une surface du troisième degré. 

En effet : r°: Les trajectoires de tous les points de l’une 
quelconque de ces caractéristiques sont situées dans le plan 
auquel elle appartient (5), et elles y enveloppent une pa-. 
rabole dont le foyer est le foyer mêine du plan (38). Par le 
point À situé dans ce plan, on peut mener deux tangentes 
à la parabole; l’une de ces deux tangentes est la irajectoire 
du point de la caractéristique qui, pendant le mouvement, 
se dirige vers le point fixe A. Or tous les points dont les tra- 
jectoires ont cette direction, sont situés sur une courbe à 
double courbure du troisième ordre (34); doric toutes les 
caractéristiques s'appuient sur cette courbe. 

2°. Pour démontrer la seconde parte du théorème, il 
suffit de prouver qu’une droite quelconque L ne rencontr 
la surface qu’en trois points. En effet, les tangentes au trajectoires des points de cette droite forment un par 

e 

x 

abo-
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loïde (30), et les plans dont ces tangentes sont les caractéris- 
tiques enveloppent une surface développable du quatrième 
degré (31). Par le point À on ne peut mener que trois plans 

tangents à cette surface (15); donc il n’existe sur L que 

trois points dont les trajectoires soient les caractéristiques : 

de plans passant par A. Or ces trois points appartiennent à 

la surface en question ; donc cette surface est du troisième 
degré. 

42. Si l’on mène les 1angentes aux trajectoires de tous 
les points d'un plan , ces droites seront les caractéristiques 
d'autant de plans ; et tous ces plans envelopperont une sur- 
face courbe jouissant de la propriété que, par une même 
droite quelconque L, on ne peut lui mener que trois plans 
tangents. ° | 

En effet, tous les plans menés par une même droite L ont 
leurs caractéristiques sur un hyperboloïde à une nappe (32), 
et tous les points où ces droites sont tangentes à leurs tra- 
Jectoires sont sur une courbe à double courbure du troi- 
sième ordre (32). Cette courbe ne rencontre le plan pro- 
posé qu'en trois points. Donc il n'existe sur.ce plan que 
trois points tels, que les plans dont les tangentes à leurs 
trajectoires sont les caractéristiques passant par la droite L. 
Or ces plans sont trois plans tangents à la surface en ques- 
tion ; donc le théorème est démontré. 

  

SECTION IT. 

RELATIONS MÉTRIQUES. 

43. Soient ( Jig. 2) r la plus courte distance d’une 
droite D à l'axe de rotation X ,et0 la plus courte distance 
de la droite conjuguée À au mème axe. Ces deux ligues
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se mesurent sur une même droite AB, comme il a été dit 

‘précédemment (21). 

Par un point O, menons Oe ct Od parallèles à À «D, 
respectivement. Les trois droites X, Od, Oe, sont dans 

un même plan, normal à la plus courte distance des deux 
droites. 

Coupons maintenant la figure par un plan M perpendi- 
-culaire à l’axe X, et soient a, e, p, d, b les points où ce 

plan est rencontré par les diverses lignes que nous avons 

iracées. Les points a, p, à sont en ligne droite (20) ; les 
lignes aO, bd sont parallèles et égales, respectivement, à 
OA et OB; ainsi les triangles pae, pbd sont semblables, 
et ils donnent 

pd _r. 
pe $ 

les triangles rectangles pOd, pOe donnent 

pd=pO.tanga, et pe—pO.tang $. 

Donc, en désignant par (D, X) et (A, X) les angles & 
et B que l’axe X fait avec les deux droites conjuguées D 
et À, il vient 

r.tang(A, X)—ptang (D, X). 

Considérons maintenant le mouvement du point À re- 

lativement à l’axe X , et soient v la rotation du corps autour 
de X ete la translation de cet axe dans sa propre direction, 
c’est-à-dire l’espace décrit par chacun de ses points. 

La trajectoire AL du point À se compose d’une transla- 
tion AT égale et parallèle à e, et d’une rotation IL égale 
à pv, perpendiculaire à AT et située dans un plan normal 
à X. Ainsi le triangle AÏL est rectangle en T, et son plan 
est normal à la plus courte distance des deux droites. Ce 
triangle donne 

pu — e.tang IAL. 

En second lieu, considérons le mouvement du corps
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comme effectué autour des deux axes de rotations simul- 

tanées D, À. Puisque À est sur l’axe À, son mouvement 

se réduit à une rotation autour de D. En vertu de cette 

rotation, ce point décrit un arc infiniment petit AL dans 
un plan BAL normal à D, et se transporte au point L où 

nous avous déjà supposé que l’amenaient sa rotation autour 

de X et sa translation suivant cet axe. Donc la trajectoire 

AL est perpendiculaire à l’axe D, et si, par le point À ,on 

mène AD’ parallèle à D, les angles IAL, TAD’ sont com- 

plémentaires ; on a donc , 
T ï 

AR AL = TD © Gang (D, X)’ 
et l'équation 

pv = c.tang IAL 
devient 

p.tang (D, X) = 

Donc, enfin, on a les relations suivantes, qu'il s’agissait 
d'établir, | 

r.tang (A, X}= o.tang (D, X) = £ 

Les deux droites D, À, sont deux axes conjugués de ro- 
tation, c’est-à-dire deux axes autour desquels on peut 
donner au corps deux rotations simultanées pour. opérer 
son déplacement. Nous pouvons doné dire qu'un premier 
axe de rotation étant pris à volonté, l'inclinaison du 
deuxième axe sur l’axe central X ne dépendra que de la 
distance du premier axe à cet axe central. 

44, Remarque. — Nous avons vu (29) qu’on peut con- 
Jjuguer, deux à deux, toutes les génératrices d’un hyper- 
boloïde à une nappe, de manière qu’elles jouissent des 
propriétés de deux axes conjugués de rotation d’un corps. 
On peut appliquer l’équation précédente à deux de ces 
génératrices, et l’on a cette propriété : 

3
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Les tangentes des angles que deux génératrices con- 

juguées font avec l'axe fixe que rencontre leur plus 

courte distance, sont entre elles comme les distances de 

ces deux droites à cet axe. 

45. St la droite D est dirigée suivant la trajectorre 

d’un de ses points, la droite À sera dans le plan normal 

à cette trajectoire (25), et l’on aura 

tang (D, X).tang(a, X)=—:, 

d'où 
? 

rp = n = constante. 

46. Soient ® et w les rotations autour de deux droites 

D, À. On a évidemment 

AL 

+ £ 
Q —   , ou fn? (r + pŸ = e + vu p°, 

, de même, 
w?(r + p} = €? + vtr, 

Afin d'obtenir ces valeurs en fonction de la position de 1 P 
la première droite D, remplaçons p par sa valeur 

e cos (D, X) 

v sm(D,X) 

tirée de l'équation du n° 43. On aura, après quelques ré- 

ductions faciles, 
e? v? 

% Tfrusin (D, X) + e cos{D, X)]° 
et 

v?(e + r'w)sin’ (D, X) 
fr. sin (D, X)+ e.cos (D, X jf 

#7. Le rapport de ces deux quantités a pour valeur 

ao E e 

# sn(D,X) ru
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Or, dans le iriangle BI’L/ (analogue à AIL), on a 

BT' = BL’. cos l'BL'— BL’. sin (4, X), 
d’où 

€? 

FER sin’? (A, X). 

Donc 
@ __sin(A,X) 

w  sin(D,X) 

Cette équation fait voir que, si par un point on mène 
deux droites parallèles aux deux axes conjugués D, À, 
ét proportionnelles aux rotations du corps autour de ces 
deux axes, la diagonale du parallélogramme construit 
sur ces deux droites sera parallèle à l'axe central de 
rotation X. 

Démontrons que cette diagonale est, en outre, propor- 
tionnelle à la rotation du corps autour de X., On a 

D = N° + w7+ 2Q.w cos (D, A), 

cos(D, A)= cos(D, X).cos(A, X)—sin (D, X).sin (A, X}. 
On a aussi (43) 

tang (A, X) = _— 

  

  

d'où 

v7 . € cos (A, X}) — — et sm(A, X) — —" . { 2 ) Ve + ur ( 2 ) , vtr 

substituant ces valeurs dans l'expression de d°? 
celles obtenues ci-dessus pour et w° 
quelques réductions, 

» ainsi que 
> On trouve, après 

D + 07 + 2 0.w, cos (D,A)= vu. 

48. Démontrons enfin que, si sur les deux droites D, À, 
On porte deux segments Proportionnels aux rotations du 
SOTpS autour de ces deux droites, le tétraèdre construit 
sur ces deux segments pris pour arétes opposées aura ur 
volume constant.
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En elet, le volume de ce tétraëdre (voir ci-dessous la 

démonstration de ce théorème) est proportionnel à 

| a.sin(D,A)(p+r). 

Or 

sin(D, A)=sin(D,X) cos(A, X)+ cos(D, X).sin (4, X). 

Si l’on remplace dans l'équation ci-dessus sin (D , A) par 

cette valeur, puis sin (A, X) et cos (A,X) par celles du 

n° 47,etQ, 6, p par celles du n° 46, on arrive à la relation 

Q.w.sm(D,A) {p+r)=ev. €. Q. F. D. 

Nota. — Quant au théorème de Géométrie en question, 

voici comment il se démontre : 

Soit (fig. 3) SABC un tétraëdre; achevons le parallélo- 

gramme ABCD; les deux tétraèdres SABC, SBCD sont 

équivalents, et celui-ci a pour mesure : SBD.CI, CI étant 

la perpendiculaire abaïsséc du point C sur le plan SBD. 

- L'arête AC est parallèle à ce plan, et, par conséquent, 

tous ses points en sont également distants. Or la plus 

courte distance PQ — S’ des deux arêtes opposées SB, AC 

est perpendiculaire à ce plan; donc elle est égale à CE. 

On à aussi 
triangle SBD — +SB.BD.sin SBD. 

Donc le volume du tétraèdre est égal à 

+-SB.AC.sin(SB, AC).S’, 

ou, en employant les mêmes notations que ci-dessus, 

volume du tétraèdre = + G.o.sin (D, A)(p+r). G@Q.r. 0. 

49. La quantité w.sin (D, À) (p + r) représente évi- 

demment la projection sur D de la trajectoire du point B 

qui est, sur cette droite, le pied de la plns courte distance 

de D et A. Appelons cette projection p; l'équation du 
n° 48 devient 

Q.p —=uec. 

Nous al 6 rer l pi | lons démontrer que, si l’on projette sur D les
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trajéctoires de ses différents points, toutes les projections 

sont égales entre elles, et, par suite, sont égales à p. 
L’équation qui précède s’appliquera donc à tous les points 

de la droite, et il sera prouvé que /a longueur commune 

de ces projections est en raison inverse de la rotation du 

corps autour de la droite D. 

Soient (fig. 4) ad, a'd' deux positions consécutives de 
la droite D; par les points a’, db, c', d', etc., qui se trou- 

vaient primitivement en &, b,c, d,eic., menons des plans 

perpendiculaires à D et qui coupent cette droite aux points 
À, B, C, D, etc. Ces plans parallèles passent par une même 

droite à l'infini; donc (Géométrie supérieure, n° 17) ils 

forment un faisceau qui est homographique avec la division 

formée sur a'd! par les points a’, b, c', d', etc.; les deux 
divisions À, B, C, D, ete., et a/, b!, c!, d', ete., sont donc 

homographiques (Géométrie supérieure, n° 48). Mais Les 

deux divisions a, b, e, d, etc., ei 4’, b, c!, d', eie., le sont 

par construction, puisque les segments correspondants sont 

égaux; et, par conséquent, les deux divisions a, b, c, d,etc., 

À ,B, C, D, etc., formées sur une mème droite sont homo- 
graphiques entre elles (Géométrie supérieure, n° 280). Or 

-elles ont évidemment leurs points doubles à Vinfini; donc 

(Géométrie supérieure, n° 169) le segment compris entre 

deux points correspondants quelconques est de même gran- 

deur, et lon a 
aA = dB = cC = dD —.... 

Ces segments sont les projections sur D des trajectoires 
aa', bb’, ce!, dd', etc. Ainsi le théorème est démontré. 

La projection commune p exprime la quantité dont 

chaque point de la droite D s'est déplacé dans le sens de 

la direction de cette droite ; de sorte qu'on peut dire que 

c’est le mouvement de la droite estimé dans sa propre 

direction. L'équation 
Q.p=ve
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exprime donc que la rotation du corps autour d'une droite 

quelconque est en raison inverse du mouvement de cette 

droite estimé dans sa propre direction. 

Cela établit une relation assez remarquable entre la ro- 

tation et la translation, ces deux mouvements dont se com- 
pose tout déplacement d’un corps. 

50. SE, sur différentes droites passant par un méme 

point, on porte, à partir de ce point, des segments pro- 
portionnels aux rotations du corps autour de ces droites, 
les extrémités de ces segments seront sur un plan perpen- 
diculaire à la trajectoire du point. 

En effet, par le même point menons des parallèles aux 
conjuguées de ces droites ; elles seront toutes dans un même 
plan (22). Prenons sur ces parallèles des segments propor- 
tionnels aux rotations du corps autour d'elles et achevons 
les parallélogrammes. [ls doivent tous avoir la même dia- 
gonale (47); donc toutes les extrémités des premières 
droites sont dans un même plan, mené, parallèlement à 
celui des conjuguées, par l'extrémité du segment qui, étant 
issu du point commun, représente la rotation du corps 
autour de l'axe X. 

La tangente à la trajectoire du point est normale à sa° 
conjuguée (25), qui se trouve, ainsi que toutes les autres 
conjuguées , dans le plan en question; donc ce plan est per- 
pendiculaire à cette trajectoire, ce qui démontre la fin du 
théorème. 

51. Il s'ensuit que a rotation minimum aura lieu autour 
de la trajectoire méme du point. 

Soit Q cette rotation minimum , et prenons la trajectoire 
du point pour la droite D. La projection p est ici égale à 
la trajectoire même. L'équation 

@.p = constante 

prouve donc que cette rotation, multipliée par la trajec-
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toire du point, forme un produit constant, quel que soit 
le point. 

Supposons qu’un point ait une étendue infiniment petite, 
que ce soit, par exemple, un petit globule; il aura une 

rotation autour de sa trajectoire, en même temps qu'il dé- 

crira cet élément rectiligne; il aura donc deux mouvements, 

l’un de rotation et l’autre de translation; /e produit de ces 
deux mouvements est constant pour tous les points du 
corps. 

52. Supposons que plusieurs droites D, D’, etc., soient 
situées dans un même plan. Du foyer F de ce plan, abaissons 

sur elles des perpendiculaires FO, FP, etc. ; les points O, 
P, etc., ont autour du foyer, dans le plan mème, un même 
mouvement de rotation & qui Les transporte sur les droites 

D, D’, etc., auxquelles ils appartiennent, en O’, P’, etc.; 
ils ont, en outre, autour de la caractéristique, un mouve- 
ment normal au plan (4). Les projections de leurs tra- 
jectoires sur les droïtes D, D’, etc., sont donc les segments 
eux-mêmes O0, PP’, eic. Or on a, en faisant FO — r, 
FP — 7", etc, 

00'=p=r.tangea, PP=p'=r'.tange; 

donc l'équation du n° 48 

Ÿ Il 8 $ 

donne 

©
]
 © 

Ainsi, 

Quand plusieurs droites sont situées dans un méme 

plan, les rotations du corps autour de ces droïtes sont en 

raison inverse de leurs distances au foyer du plan. 

33. Soit (fig. 5) un plan P faisant partie du corps en 
mouvement; il y à à considérer, relativement à ce plan, 

son foyer, sa caractéristique, sa rotation autour de cette



4o MÉLANGES 

droite, et sa rotation sur lui-même autour de son foyer. 

Soient II la distance du foyer à l'axe X; 7 la distance dela 

caractéristique à cet axe. Désignons par P l’angle que le 

plan fait avec un plan perpendiculaire à l’axe X, ou, si 
l'on veut, l’angle que X fait avec la normale au plan. 

Le point F se meut suivant la normale au plan (3). 

Soit FF’ sa trajectoire. FF’ est la résultante d’une transla- 

tion FF" — e suivant la parallèle FX’ à l’axe X , et d’une 

rotation F’F/=— Ilv, perpendiculaire à cetaxe; orona, 
dans le triangle FF’F/ rectangle en F”, 

FF'=FF". ang NEX/, ou lv—etangP, 

et, par suile, 

NM — Ÿ.tang P TZ -.tang Fr. 3 8 

Soit G le pied de la perpendiculaire abaissée du foyer 
sur la caractéristique. La trajectoire GG’ de ce point est 

sur la caractéristique mème (5); elle se compose d'une 
translation GG/—e suivant la parallèle GX” à l'axe X, 

et d’une rotation GG = ru perpendiculaire à cet axe. 

Le triangle rectangle GG/G/” donne 

€ 
Fr —=- tang G'GX”. 

u 

Or GG’ et GN' sont deux droites rectangulaires (25), et 

GX/ est située dans le plan de ces deux droites (43); 

donc l’angle 

G'GX’ = 90° — N'GX’— go° — P 3 

et l'équation devient 
I 

tang P 
«   

e 
R=+: 

v 

De ces deux expressions de Ietx, on tire immédiate- 

ment 
‘ et. il 

Nr —— = constante, et — — tang’ P. 
v° T
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54. Prenons un second plan perpendiculaire sur le pre- 
mier, ôn aura deux équations semblables; et si l’on re- 

marque que P'= go° — P, on aura 
2 

ON — — == constante, 
ÿ 

et, de même, 
#7 — constante. 

Ainsi, 
Quand, deux plans sont perpendiculaires, les distances 

de leurs foyers à l’axe de rotation ont leur produit con- 

stant; et les distances de leurs caractéristiques au méme 

axe ont aussi leur produit constant. / 

  55. La trajectoire FF” (fig. 5) est égale à —=; l'é- 

quation 
Q@,p —= ev 

devient 
Q = cos P; 

on trouve de même 
w—=v.sinP, 

donc . 
Q? + w? = v? = constante. 

© est la rotation du plan P sur lui-même autour de son 

foyer, et & est sa rotation autour de sa caractéristique. 

Ainsi la somme des carrés des deux rotations d'un plan 

est constante. 

On en conclut sans démonstration. que : 

Quand deux plans sont à angle droit, la somme des 

carrés de leurs rotations sur eux-mêmes est constante, et 

la somme des carrés de leurs rotations autour de leurs 

caractéristique est aussi constante. ° 

56. Que, dans le plan P (fig. 6), on mène une droite 

quelconque D, qui coupe la caractéristique en O. Menons 

la normale ON et la parallèle OX’ à l’axe X. Le triangle 

sphérique abc est rectangle en à (53), et il donne 

cos ac — cos ab.cos be.



42 MÉLANGES 
Or 

cos ab — sin NOX’ — P. 

Appelons w la rotation autour de la caractéristique et 
(w, D) l'angle que cette caractéristique fait avec la droite D 
l'équation 

; 

w —vsin P (55) 
devient donc 

&.c0$(w, D) = vcos(D, X). 

Le second nombre ne dépend que de la direction de D 
par rapport à X; donc, 

Pour chaque plan mené Par une méme droite D, on a 

&.c0s (w, D) = constante. 

  

SECTION III. 
ANALOGIE ENTRE LES ROTATIONS D'UN CORPS AUTOUR 

DE DIVERS AXES ET LES SYSTÈMES DE FORCES. 

  

ST. Quand un corps éprouve un déplacement infiniment 
petit, résultant de plusieurs rotations simultanées autour 
de plusieurs axes, si Von porte sur ces axes des lignes pro- 
Portionnelles à ces rotations respectivement, et qu'on con- 
sidère ces lignes comme autant de Jorces qui solliciteraient 
le corps, l'élément rectiligne décrit par chaque point du Corps, €n vertu de ce système de rotations simultanées, 
sera proportionnel au moment principal des forces relatif 
à ce point. 

En effet, soient M un point quelconque du corps; D, D’, D", etc., différents axes autour desquels sont imprimées des rotations 6, w', w’, etc.; et soient enfin r, r', r/, etc., les distances du point M à ces axes. En vertu de la rotation
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w, le point M tend à décrire un élément rectiligne propor- 

tionnel à ©. r, dans le plan mené par ce point normalement 
à l’axe D; et, de même, en vertu des autres rotations, il 

tend à décrire des éléments rectilignes proportionnels à 
w.r', @,.r", etc., dans des plans normaux aux axes D’, 

D”, etc. Donc l'élément rectiligne qu'il décrit réellement 
est une résultante de ceux que chacune deces rotations par- 
ticulières tend à lui faire parcourir. Or, si l’on regarde cha- 

cune de ces rotations comme une force imprimée suivant 
l'axe qui lni correspond, les produits w. r, oŸ.r',w”.r/, etc., 
représenteront les momenis de ces forces par rapport au 
point M; leurs actions pourront donc être remplacées par 
celle du moment résultant ou principal de ces forces rela- 

üves au point M, et ce point, sollicité par ce seul moment, 
décrira un élément rectiligne qui lui sera proportionnel. 

On peut encore présenter la démonstration sous une 

autre forme, en disant que chacun des produits w.r, 

a. r!, etc., représente la grandeur du couple qui serait 
produit par la rotation w, w’, etc., considérée comme une 
force, si l’on venait à la transporter au point M, et en ajou- 

tant que l'élément rectiligne décrit par ce point sous l’in- 
fluence de cette rotation isolée, étant proportionnel à ce 

couple et normal à son plan, peut en représenter l’axe. On 

a donc au point M autant d’axes de couples qu'il y a de 
rotations données. Ces couples, ou leurs axes, se composent 

entre eux à la manière des simples forces, et par consé- 
quent l’axe du couple résultant représente en direction et 
en grandeur (c’est-à-dire dans la même proportion que le 
font les autres axes) l'élément rectiligne réellement décrit 

par le point M. ‘ 
U suit de là que toutes les propriétés relatives aux rota- 

tions d'un corps autour de diverses droites, et aux espaces 

rectilignes décrits par les points du corps, donnent lieu 

à autant de propriétés d’un système de forces, relatives à
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ces forces elles-mêmes et à leurs moments par rapport 

aux différents points de l'espace; et réciproquement. 

58. En suivant les conséquences de cette analogie, soit à 

l'aide du Mémoire de M. Chasles, soit ef se reportant aux 

méthodes employées par M. Poinsot dans la Théorie nou- 

velle de la rotation des corps (F° partie, chapitre I°'), on 

arriverait facilement à voir « qu’il existe une parfaite sy- 

» métrie entre la composition des rotations et celle des 

» forces ; que ces compositions sont presque identiques, et 
» que si l’on avait primitivement donné le nom de force 

» à la cause capable de faire tourner sur un axe, on aurait 
» eu pour ces nouvelles forces une statique toute sembla- 

» ble, de telle sorte qu’un même livre, écrit sur la science 

» des forces, pourrait, sans cesser d’être exact et de traiter 
» régulièrement la même science, être entendu de deux 

» manières différentes, selon qu’on attacherait au mot force 

» l’idéé d’une cause de translation, ou l’idée toute difié- 
» rente d’une cause de rotation. » (Théorie nouvelle de 

la rotation des corps, chap. I°", VI, art. 20.) 

C'est assurément là une chose très-remarquable au point 

de vue philosophique; ajoutons que cette analogie parfaite, 

dont nous verrons plus loin de nouvelles confirmations, 
n'existe pas seulement dans la doctrine. Car, si le mouve- 
ment le plus général d’un corps solide peut être attribué 
uniquement à de simples forces qui lui sont appliquées, il 

peut l’être aussi et identiquement à de pures rotations au- 
tour de divers axes, puisque le mouvement du corps se ré- 

duit toujours en dernière analyse , et quelle que soit l’idée 

qu’on se fait de la cause première du mouvement, à celui 
d’une vis qui se meut dans son écrou, fait remarquable qui 
se trouve également démontré par M. Poinsot, dans le bel 
ouvrage que j'ai déjà cité (art. 36 du chap. [°). 

La science des forces offre donc, à son tour, un exemple 
frappant de cette loi de dualité qui embrasse toute la géo-
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métrie, et dont on trouve la démonstration générale et 

complète dansle Mémoire qui faitsuiteàl Æpercu historique. 

Au reste, la dualité particulière que nous remarquons 

ici avait déjà été signalée dans la Note 34 de l'Apereu 

historique, par M. Chasles, qui regarde « le dualisme uni- 

» versel comme étant la grande loi de {a nature, et comme 

» régnant dans toutes les parties des connaissances de l’es- 

» prit humain, » et qui, après avoir énoncé quelques-uns 

des pricipaux théorèmes reproduits dans le présent Mé- 

moire, faisait déjà pressentir « la possibilité de crécr de 

» nouvelles doctrines dans la mécanique rationnelle, en 

» substituant dans les anciennes théories, pour ce qui re- 

» garde le mouvement général d’un corps , les mouvements 

» de rotation aux mouvements rectilignes , et pour ce qui 

» concerne les corps eux-mêmes, considérés comme partie 

» de l'étendue, les plans aux poinis, comme on peut le faire 

» dans la géométrie pure et dans la géométrie analytique. » 

59. On conclut de ce qui précède que, de même que des 

forces, en nombre quelconque, peuvent toujours se réduire 
à deux forces non situées dans un même plan (Sratique de 

Poinsot, 78), et cela d’une infinité de manières , de même 

des rotations autour de divers axes peuvent être rempla- 

cées , d’une infinité de manières, par deux rotations autour 

de deux axes différents. 

Et ceci résulte d’ailleurs directement des théorèmes du 

présent chapitre. Car tant de rotations qu’on voudra don- 

neront au corps, dans le premier instant, un déplacement 

infiniment petit, qu'on peut toujours considérer comme 

une rotation autour d’un certain axe X qui glisse dans sa 

propre direction. Or ce glissement n’est lui-même qu’une 

rotation infiniment petite autour d'un axe situé à l'infini 

dans un plan normal à l’axe X. Ainsi le mouvement des 

corps se réduit toujours à deux rotations simultanées au- 

tour de ces deux axes particuliers , qui peuvent, à leur tour,
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être remplacés, et d’une infinité de manières, par deux 
autres axes conjugués D, À. Aïnsi 

Les différentes propriétés relatives à deux axes conju- 
gués de rotation D, À, s'appliqueront aux systèmes de 
deux forces pouvant remplacer un autre système quel- 
conque de forces. 

Aux deux axes particuliers X et » dont nous venons de parler, correspondra le Système particulier de deux forces, dont l’une, située à l'infini dans un plan perpendiculaire 
à la prémière, est infiniment Petite, et, par suite, est un couple (voir Statique, 26, et Mémoire sur Les aires de Poinsot), dont le plan est perpendiculaire à ]a première force, laquelle est précisément cet axe remarquable que M. Poinsot a nommé l'axe central des moments, « parce » qu’il est le seul qui n’ait absolument qu'une mème posi - » tion dans l’espace, et que, de plus, tous les axes qui ont » à son égard Les positions semblables, donnent les mêmes 
» moments. » 

60. Cette analogie donne lieu aux propositions suivantes : 1°. La droite qui mesure la plus courte distance des deux forces qui remplacent un système de forces données ; rencontre toujours l’axe central des moments et lui est per- pendiculaire ; 
2°. L’inclinaison de la seconde force sur l'axe central ne dépend que de la distance de ja première à cet axe, Les tangentes des inclinaisons des deux forces sur l’axe sont entre elles comme les distances de ces forces à cet axe; 3°. Deux forces ainsi conjuguées, et deux autres forces d’un système équivalent , sont toujours quatre génératrices d’un même mode de génération d'un hyperboloïde à une nappe ; 

4°. Si les premières forces de plusieurs s valents passent par un même point 
sont dans un même plan : celles 

ystèmes équi- 
> toutes les secondes 

ci enveloppent une co-
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uique , si les premières (supposées toutes égales) forment . 
la surface d'un cône du second degré; elles enveloppent un 
cercle situé dans un plan perpendiculaire à l’axe central, si 
les premières décrivent un cône droit ou un cylindre droit 
autour de cet axe; elles décrivent la surface d’un hyperbo- 
loïde de révolution autour de l’axe, si les premières décri- 
vent une surface du même genre : les cercles de gorge de 
ces deux hyperboloïdes sont concentriques et situés dans 
un même plan, etc.; 

5°. Si l’on joint, deux à deux, par des droîïtes, les points 
où deux systèmes équivalents de deux forces rencontrent un 
plan quelconque , ces droites passeront toutes par un même 
point, et si l’on projette orthogonalement tous ces sys 
tèmes sur un plan quelconque, les projections des forces 
se couperont deux à deux sur une droite fixe de ce plan; 

6°. Si l’on construit un parallélogramme sur les deux 
forces , ramenées à un même point, la diagonale sera pa- 
rallèle à l'axe central et égale à la résultante des forces du 
système : théorème évident par la statique et qui pourrait 
servir, par conséquent, à démontrer celui des rotations, 
d’où nous le tirons ici ; 

7°. Le tétraèdre construit sur deux forces d’un même 
système prises pour arêtes opposées a un volume constant, 
quel que soit ce système, pourvu qu'il soit équivalent aux 
forces données, etc. , etc. 

61. Avant de passer au dernier paragraphe du chapitre, 
démontrons encore un théorème relatif à la composition 
des mouvements de rotation, qui se trouve énoncé dans la 
Note 34 déjà citée de l”_ Aperçu historique, page 414. Cette 
démonstration nous présentera un nouvel exeraple du prin- 
cipe de dualité, et nous fournira l’occasion d'appliquer 
quelques-unes des relations métriques que nous avons don- 
nées dans la deuxième section. 

Supposons donc que les rotations d’un corps autour de



48 MÉLANGES 

divers axes appartiennent à des plans menés par ces axes, de 

même que l’on regarde les mouvements rectilignes imprimés 

à un corps, ou les forces qui sollicitent un corps, comme 

appliquées à l’un des points du corps qui se trouvent sur 

les directions de ces mouvements ou de ces forces. 

Chacun de ces plans, pendant le mouvement réel du 

corps, aura tourné sur lui-même autour de sa caractéris- 

tique et autour de son foyer. Appelons ce mouvement autour 

de la caractéristique la rotation effective ou virtuelle du 

plan, et nous dirons que la rotation partielle du corps au- 

tour de l’axe contenu dans ce plan est la rotation imprimée 

au plan. La première sera désignée par w, et la seconde 

par {. Ainsi la rotation effective d’un plan est le résultat 

de la combinaison de sa rotation imprünée avec les autres 

rotations imprimées à d’autres plans du corps. 

Ces dénominations, qui sont tirées de la Note déjà citée, 

étant admises , on parvient au théorème suivant, que nous 
allons démontrer : 

Tuéorème. — Quand un corps solide est soumis à plu- 

sieurs rotations simultanées autour de divers axes, si par 

ces axes on conçoit menés des plans dans le corps, ces 
plans éprouveront les mouvements effectifs sur eux-mêmes. 

Si l'on fait le produit de la rotation effective de chaque 

plan par sa rotation imprimée et par le cosinus de l'angle 

que font entre eux les axes de ces deux rotations, La somme 

de ces produits sera une quantité constante, quels que 

soient les plans menés par les axes de rotation. 

Ceite quantité sera égale à la somme des carrés des 

rotations imprimées, plus le double de la somme des pro- 

duits de ces rotations multipliées deux à deux et par le 

cosinus de l'angle que comprennent leurs axes. 

Démonstration.—Avant de démontrer le théorème d’une 
manière générale, démontrons-le pour le cas de deux rota- 
tions conjuguées @, (/, qui ont lieu autour des axes D, À,
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ct auxquelles le système entier des rotations imprimées peut 
toujours être supposé réduit. 

On a (56), quels que soient les plans menés par les axes 
De À, 

o.cos(w, D)=v.cos(D, X) et &,cos(», A)=v.cos(A, X). 

Q, (/ étant les rotations imprimées, la somme des produits 
indiqués par le deuxième alinéa du théorème est 

Q.w.cos(w, D) + Q',0/.cos (uw, A}, 

et l’on voit, par les relations précédentes, que cette somme 
est égale à 

v{Q.cos(D, X) + 0. cos{A, X)], 

quantité constante, Remarquons encore que, d’après les 
formules des n°° 43, 46, 47, on a ' 

  

ev 
Q. X) =" " 

cos(D, X) ru tang(D, X) + e° 

ru? . e a. À, X) =" t = — : cos(a, X) rv + ecot(D, X)° ang(D, X). pu” 
donc 

Q.cos(D, X) + a’ cos( A, X) — fe LT 

  

r+p Tr + p 

Ainsi la somme des deux produits est égale à 1°. Or on a (45) 
vx + 074 20.0'.cos(D, A); 

donc le théorème est démontré pour ce cas particulier. 
On pourrait dire encore que la constante à pour valeur 

la somme des carrés des deux rotations qui ont lieu, pour 
chaque plan, l’une autour de sa caractéristique et l’autre 
autour de son foyer, puisque cette somme est aussi égale 
à v° (55). 

62. En S'appuyant sur l’analogie qui existe entre les rota- 
tions et les systèmes de forces, on peut donner de ce théo- 
rème une démonstration plus prompte et qui a l’avantage 

4
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de s'appliquer, comme nous le verrons bientôt, à l’énoncé 

général. En effet, si { et Q! sont considérés comme des 

forces appliquées dans le sens des axes de rotation D, À, 

chacun des produits { cos (D, X) représente la projection 

de la force sur laxe central, c'est-à-dire sur la direction 

même de la résultante ; donc la somme de ces produits n’est 

autre chose que la résultante elle-même v. Donc, etc. 

SoientmaintenantQ ;(/, (/’,etc., des rotationsen nombre 

quelconque, imprimées autour des axes D, D’, D’, eic., et 

soient &, w, w/, etc., les rotations effectives de plans menés 

par ces axes. On aura, comme précédemment (56), 

#.cos(o, D) — v cos(D, X}, 

w’.cos(w’, D'}—= v cosD’, X), etc. 

Donc 

Q.o cos(w, D) + Q'.0 cos{w, D’) + 0°." cos(w”, D”) +... 

= v{0.cos(D, X] + &'cos(D',X)+..\=%; 

car la somme des termes compris dans la parenthèse est, 

comme plus haut, égale à v. 

Regardons ces relations comme des forces, et décompo- 

sons-les suivant trois axes coordonnés rectangulaires ; elles 

fourniront, respectivement , les composantes : 

Qcosæ, cos, Qcosy; 

a! cosx, Q’cosf", Q cosy; 

a" cos a”, Q”cosf”, A” cos”, etc., 

et l'on aura, pour l'expression du carré v* de la résultante 
de ces forces, l'équation 

v'= (Q cosx + Q cosa + 0” cose” +... 
+ (9 cos$ + &’ cosf” + Q° cosp” +...Y 
+ (@ cosy + 9 cosy” + Q” cosy” + ...Y. 

Développani les carrés, et remarquant qu’on a 

cos a + cos'f + cosy — 1, 

cos’ a + co$ @ + cosy — 1, etc.,
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et 

COS x COS a" 4 cosÿ cos f + cosy cosy" — cos(Q, a’), 
et ainsi pour les autres sommes semblables, on arrive à l’équation suivante qui démontre la dernière partie du théo- 
r'ème : 

= Q24 074 072. 
+ 2{0.0' cos(Q, Q') + 0.0” cos (a, a”) 
+ 07.0" cos(o/ Q") +... 

Sur le principe des vitesses virtuelles. 

63. « L’analogie qui a lieu entre un système de forces 
» sollicitant un corps solide libre et les rotations qui pro- 
» duisent un déplacement infiniment petit du corps, con- 
» duit naturellement à une démonstration du principe des 

vitesses virtuelles, qui montre comment la considération 
» du mouvement et de l'infini {*) dans ce principe corres- 

pond à des considérations Purement statiques. 
» Soient P, P’, etc., les forces qui sollicitent un corps » solide libre et qui se font équilibre, Soicnt Q, ©’, etc., » d’autres forces quelconques. Considérons chaque force P » et chaque force Q comme arêtes opposées d’un tétraëdre; » et représentons par Z. tétr. (P, Q) la somme des volumes 

» de ces tétraëdres. Cette somme conservera la même va- » leur (60, 7°), si à chacun des deux systèmes P, P, etc., 
&t Q, ©, etc., on substitue un autre système de forces 
équivalent; et, par conséquent, celie somme sera nulle; 
car les forces P, P’, etc., peuvent être remplacées par 

» deux forces égales et directement opposées qui donneront 
» lieu à deux sommes de tétraèdres égales et de signes con- 
» traires. Réciproquement, si la somme des tétr. (P, Q) 

S E 
>
 

  

©) On sait d’ailleurs que ce principe peut s'énoncér sans qu’il soil ques- 
on de ces mouvements infiniment petits qui lui font perdre une partie de 

sa clarté. (Voir la Note Il du beau Mémoire de M, Poinsot, sur l'équilibre et 
le mouvement des SYstèmes.) 

4 

ti
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» est nulle, quel que soit le système des forces Q, Q,cte., 

» on voit aisément que nécessairement les forces P, P', ctce., 

» se font équilibre. 

» Ainsi /a condition d'équilibre des forces P, P’, etc., 

» s'exprime par 
5.tétr. (P, Q) = 0, 

» Q,Q', etc., formant un système de forces pris arbitrai- 

» rement. Soit r la plus courte distance des deux forces P 

» et Q; l'équation devient (48, Note) 

5.P.Qrsin(P, Q) — 0. 

» Supposons que toutes les forces Q, Q’, etc., aient été 

-n remplacées par deux seules, dont l’une dirigée suivant 

» la force P; et soit Q l’autre force. La somme des té- 

» traèdres où entre P sera égale simplement à tétr. (P,q), ou 

» P.grsin(P, g).» Or grsin(P, q) est la projection sur 

un plan perpendiculaire à la force P, du moment de la force 

g par rapport à un point de la force P. Si donc on suppose 

que les forces Q , Q', etc., soient, en direction, les axes de 

rotations proportionnelles à ces forces, le moment relatif à 

un point de la force P sera égal (57) à l'élément rectiligne 

que ces rotations feront décrire à ce point. Soit p cet élé- 
ment rectiligne; la somme des tétraèdres où entre la force 

P sera donc égale à Pp cos (P, p), à cause de 

(P, P)= 90° —(P, q). 

N } 
Pour chacune des autres forces P'..., on aura une somme 

semblable; de sorte que l'équation d'équilibre deviendra 

E2.P.pcos(P,p)—0o. 

C'est l'équation des vitesses virtuelles. 
Ainsi, dans ce principe des vitesses vituelles, les élé- 

ments reclilignes qu'on appelle les vitesses virtuelles ex- 

priment les moments principaux d’un autre système de
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Jorces par rapport aux points d'application des forces 
proposées. 

64. On peut exprimer d’une manière semblable l’équi - 

libre d’un système de rotations qui solliciteraient un corps. 

Car ces rotations ayant, par hypothèse, une résultante 
nulle, la somme des produits 

Q cos (D, X} + Q’ cos(D', X} + Q” cos(D”, X) 

du n° 62 est nulle. Or cette somme est égale à 

E.Q.w cos(w, D) (60). > 

Ainsi, l'équation d'équilibre est D pas 

  

È2.Q.w cos(w, D) —0o, 
Es TS 

équation semblable à la précédente et qui exprime le théo- 
rème suivant, si l’on se reporte aux définitions du n° 64 : 

THÉORÈME PES ROTATIONS VIRTUELLES. — Quand diffe- 

rents plans d'un corps solide sont soumis à des rotations au- 
tour de différents axes contenus dans ces plans; pour que 
ces rotations se fassent équilibre, il faut que si l’on donne 
au COrpS uit mouvemerit infiniment petit quelconque, et 

qu'on fasse, pour chaque plan, le produit de sa rotation 
ünprinée par sa rotation virtuelle projetée sur l’axe de la 
première, à faut et il suffit que la somme de tous ces pro- 

duits soit égale à zéro. ( Apercu historique, page 414.) 

65. Autre équation d'équilibre d’un système de forces. « Si 

» lon conçoit que le corps auquel sont appliquées les forces 
» P, P', etc., qui se font équilibre, éprouve un mouvement 

» infiniment petit, il aura une certaine rotation autour de 
» chacune de ces forces ; cette rotation sera en raison in- 

verse de la projection de la trajectoire d’un point quel- 

conque de cette force sur cette force {à cause de l’équa- 
» tion Q.p = const. du n° 48). Soïent donc 0,0", etc., les 

S Y 
gs

 
Y
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» rotations autour des forces P, P”, etc.; l'équation des vi- 
» tesses virtuelles s’exprimera par l'équation 

X'5=e 9,» 

8 

Ainsi nous dirons que : 

Quand plusieurs forces qui sont appliquées & urr corps 

solide libre se font équilibre, si l'on donne au corps ut 
mouvement infiniment petit, par suite duquel il éprouvera 
une rotation autour de chacure de ces forces, la somme 
de ces forces divisées par ces rotations, respectivement, est 
nulle; et réciproquement, si cette somme est nulle, quel 
que soit le mouvement infiniment petit du corps, les forces 
se feront équilibre. 

Ainsi l'équilibre d’un système de forces s'exprime par 
la considération des rotations du corps autour de ces 
Jorces, de même que par la considération des éléments 
rectilignes décrits par des points de ces forces.
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CHAPITRE IL. 

SUR LES ARCS D'UNE SECTION CONIQUE DONT LA 

DIFFÉRENCE EST RECTIFIABLE. PROPRIÉTÉS DES ARCS 

ÉGAUX DE LA LEMNISCATE (), 

SECTION 1". 

DES ARCS ASSOCIÉS. 

1. On appelle arcs associés ou arcs semblables sur une 

section conique les ares dont la différence est assignable en 

ligne droite. L’angle circonscrit à un arc est l'angle formé 

par les deux tangentes menées par les extrémités de l'arc; 

les côtés de l’angle sont les longueurs de ces tangentes 

comptées depuis les points de contact jusqu’à leur point de 

rencontre au sommet de l'angle. 

Les arcs associés donnent lieu à plusieurs propositions 

importantes qui ont été énoncées dans un Mémoire inséré 

aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences (séance 

du 23 octobre 1843). _ 

Je me propose, dans ce chapitre, de donner Ja démonstra- 

tion géométrique de ces divers théorèmes, qui fournissent 

l'occasion de faire des applications variées des théories de 

la Géométrie supérieure. 

9. Tuéonëme Ï. — Deux arcs associés d’une section 

conique ont loujours les sommets de leurs angles circon- 

scrits situés sur une seconde conique décrite des mêmes 

foyers que la première; et la différence des deux ares est 

  

(*} Au sujet des communications faites par M. Chasles à l'Académie des 

Sciences, dans les séances des 23 octobre 1843 et 21 juillet 1845.



56 MÉLANGES 
égale à la somme des côtés de l'angle circonscrit au pre- 

mier, moins la somme des côtés de l'angle circonscrit au 

second. 

Démonstration. — Commençons par démontrer la pro- 
position réciproque. Soïent (fs. 7, PI. 1} deux coniques 
décrites des mêmes foyers Fet F”, MN m et SVs deux angles 
circonscrits à la conique intérieure et qui ont leurs som- 
mets sur la seconde; il faut prouver que les arcs interceptés 
Min, Ss ont leur différence reetifiable. Soit encore M le 
point de la conique qui est infiniment voisin de M, en 
allant vers l'extrémité s du second arc. Menons la tangente 
MM qui coupe la deuxième conique au point N’infiniment 
voisin de N (en allant vers V), et enfin menons la tangente 
Nm" qui touche la première courbe au point #7 infiniment 
voisin de #7. Des points M et m' comme centres, décrivons 
les arcs de cercle NP, N’P’. On a évidemment 

M'N'= MP — MM'-+ PN'— MN — MM + PN’, 

et de même, 
mN= mN + mm — P'N, 

d'où 

(MN + mN) — (MN +2 N°) + (PN' — PIN) = MM’ — mm". 

Les triangles rectangles infiniment petits NPN’, NP’N/ ont 
la même hypoténuse NN’, et, de plus, un angle aigu égal. 
En effet, d’après un théorème de M. Poncelet, qui est cité 
à la page 7 du Mémoire, et que nous démontrerons plus 
loin, on a 

angle FN’m» = angleF'Nn. 

Maïs on a aussi dans la conique homofucale NV, 

angle FN'L — angle F’ NI, 

puisque LNN'L/ est la tangente au point (N, N'}; done 
EN'L — FNM= PN'N=EFNL — F'Nw'— p’ NN. 

Donc, enfin, les triangles sont égaux, aux infiniment pelits
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du second ordre près, et ils donnent 

  

PN'—P'N, 

Donc on a, en désignant respectivement par T,c,'T’, 4’, 
les tangentes MN, »=N, M'N’, m/'N', la relation 

(T+Hr)—(T+ 2) = MM — mm; 

pour un autre point M” infiniment voisin de M’, on aurait 

(T+ 8) —(T"+ 8) = MM" nm", 

et en continuant de proche en proche jusqu’au po S, dont 
nous désignerons les tangentes SV etsV par T,,£, 

(T” + 1) _ (T” + æ”) — M” M”— m” m”, 

(Ta + a 8) — (Ta+ tr) = Mais — Myis. 

Faisant la somme de toutes ces équations, il vient 

(T+e)— (Tite) = MS — ms = Mm —Ss. 

C. Q@. F. D. 

Passons maintenant au théorème lui-même. Les arcs 
My, Ss, ont, par hypothèse, leur différence assignable en 

ligne droite, c’est-à-dire qu’en désignant par D une cer- 
taine droite, on a 

| Mm—Ss—=D,. 

Par le point N, faisons passer une conique homofocale à la 
conique MS ms; si elle ne passait pas aussi par le point V, 
elle couperait SV en un certain point V/, et, en menant la 

tangente V's", on aurait, par la démonstration qui précède, 

CMN + mN)— (SV'+ 5" V/) = D'= are Mme — arcSs'; 

D’ étant une autre droite. De ces deux relations, on déduit 

arcSs — arcSs = D —D'—0, ou arcss 0; 

on pourrait donc More ss, ce qu'on sail 
nr 

} Li faistors 5! . 
Î - 
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être impossible. Donc le point s’se confond avec le point s, 
et, par suite, le point V’ avec le point V. Done, etc., 

3. On pourrait croire , au premier abord, que l’arc ss est 
rectifiable , comme étant la différence de deux arcs d’ellipse, 
.qui pourraient être associés, el il en résulte que la fin 

de la dernière démonstration semble manquer de force et de 
justesse; mais celte difficulté n’est qu'apparente : car il est 
visible, d’après la construction même, que les tangentes Vs, 

V's! sont menées du méme côté de la courbe, ct, par con- 

séquent , que les ares ms et ms’ sont dirigés dans le même 

sens. Or, si deux arcs associés peuvent avoir une extré- 

mité commune, comme nous le verrons dans un instant, 

ëls sont toujours dirigés en sens contraire l’un de l’autre à 

partir de cette vrigine, et ils ne peuvent jamais se super- 

poser. Donc, s’il en est autrement, c’est-à-dire si leur dif- 

férence donne un are mème de l’ellipse, c’est une preuve 
qu'ils ne sont pas associés. Et ceci résulte d’ailleurs immé- 
diatement du principe fondamental de toute cette théorie, 
savoir, qu’un arc d’ellipse ne peut pas être assigné en ligne 
droite. 

4. La fig. 7, sur laquelle les raisonneimentis qui pré- 

cèdent sont établis, représente deux ellipses homofocales ; 

mais comme le théorème de M. Poncelet, sur lequel il 

repose, est également vrai pour l’hyperbole et la parabole, 
la démonstration est générale pour les trois courbes : on 
doit seulement ajouter que, si les deux coniques sont deux 
hyperboles, il ne peut être question que des tangentes 
menées par des points de lune des branches de l’ extérieure 
à Ja branche de l'intérieure qui s'ouvre du même côté; et 
si ce sont deux paraboles, il faut aussi qu'elles s’ouvrent du 
inême côté. 

5. Taéorëme Il (troisième du Mémoire). — Quand 
deux arcs associés ont une extrémité commune, leur difjé-
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rence est égale à la différence entre les tangentes me- 
nées par les deux autres extrémités et terminées à leur point 
de concours. 

Par ce point et l'extrémité commune des deux arcs, 
On peut faire passer une conique homofocale à la pro- 
posée. 

Démonstration. — Prouvons d’abord la proposition ié- 
ciproque, ainsi que nous l’avons fait dans le premier théo- 
rème ; supposons que la conique proposée soit l’ellipse aO & 
de la fig. 7, et que la conique homofocale soit l'hyper- 
bole CHI. | 

Soient I un point de l’hyperbole; IG, Is deux tangentes 
menées à l’ellipse par ce point, et Hle point d’intersection 
des deux coniques, intermédiaire aux points de contact G, s. 
Il s’agit de prouver qu’on a 

arcHG —arcHs —1IG— Ts. 

Raïsonnons comme dans le premier théorème. 
Si l’on prend sur l'hyperbole, de I vers H, un autre 

sominet d’angle circonscrit l'infiniment voisin de I (on n’a 
pas indiqué ces points pour ne pas surcharger la figure), 
et qu'on mène les tangentes L’7, l’o qui déterminent sur 
l’ellipse deux points de contact y et o, infiniment voisins 
de G et de s et compristous deux entre ces points en allant 
de chacun d’eux vers le point H, on verra sans peine (en 
prenant le même tour de démonstration que dans le 
théorème I, et en s'appuyant encore sur le théorème de 

M. Poncelet}, qu’on obtient la suite d’égalités 

(T—e)—(T'—#)—=Gy—s0, 
(T'— 8) (T'— 8) = yy — c0!, 

(Ts _ ta) — {T, — ta) = ‘Yn1 Yn 7 On Cry 

desquelles on tire, par l'addition, 

(T6) — (Ti hi) = Gyr — 5 6Gn
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c’est-à-dire une équation analogue à celle qu’on a déjà 

trouvée pour des coniques de même espèce, mais dans 
laquelle on fait la différence des côtés de chaque angle 
circonscrit, au lieu d'en faire la somme. 

Actuellement, supposons que le point I marche, de pro- 
che en proche, jusqu’en H. La dernière différence (T,—1,) 

sera nulle, puisqu’au point H on a 

T,=0o et 6, —=0. 
Donc enfin 

(T— +) = GH—5K; 

ce qu’il fallait d’abord démontrer. 

Cette démonstration s’applique naturellement aux deux 
arcs d’hyperbole interceptés entre deux tangentes menées 

par un point d’une ellipse homofocale, et comptés à partir 

du point d’intersection H des deux courbes. On verra sans 

difficulté qu'elle convient également au cas de deux pa- 
raboles inversement placées. | 

Démontrons maintenant le théorème tel qu’il est énoncé 
plus haut. 

Il s’agit de prouver que l'extrémité commune H de deux 

arcs associés HG, Hs et le sommet I de l'angle circon- 
scrit GLS sont sur une même conique homofocale, qui sera 
une hyperbole dans le cas de la figure. ‘ 

Par le point H, faisons passer une hyperbole homofocale 
à l’ellipse 408; je dis que cette courbe passera aussi en I. 
En effet, supposons que cela n’ait pas lieu ; elle coupera la 
tangente GI en quelque point I par lequel nous mènerons 
la tangente is’ du même côté que Is. On vient de démon- 
trer qu’on aurait alors 

| Gi—is —HG—KHSs", 
ou bien 

HG—Hs = D’, 

D’ étant une certaine droite. Mais on a, par hypothèse, 
UG—Hs = D 

3
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D étant une autre droite. Donc 

Hs — Hs — arcss — 5, 

ce qui est absurde, puisqu'il en résulterait qu’on pour- 

rail assigner en ligne droite à l’arc d’ellipse ss’; donc les 
points [, z se confondent et le théorème est complétement 

démontré. 

6. On voit sur la figure que, si deux arcs associés, de 
même origine, HG, Hs, peuvent résulter de l’angle cir- 

conscrit GÎs, on peut aussi les obtenir au moyen de deux 
angles qui s’appuient en V et R sur une ellipse homofocale 

à l’ellipse proposée. Tels sont les arcs Ss et SG. Mais cela 

n'empêche pas l’hyperbole homofocale de passer à la fois 

par les poinis Set Ï, car, si l’on mène le diamètre SOH, 

on a 
HG — Hs —Ss—$SG. 

Ces arcs associés supplémentaires ont donc la même dif- 

férence. Or il a été démontré que les points H et I sont sur 

une hyperbole homofocale; donc l'extrémité S du diamè- 
tre HS s’y trouve aussi, mais sur une branche différente. 

Par le point P, où l’asymptote 0 P rencontre l’ellipse, 

imenons la tangente PK à l’hyperbole. On a, par le théo- 

rème IT, 

arcHo — arcHK = Pc — PK, 

d'où 
arcH © — Po — arc HK — PK. 

Donc la différence entre l’arc infini de la courbe et l’asymp- 

tote, aussi infinie, est une quantité finie qui s’exprime, à 

une droite près, par un arc de la courbe, et, par suite, ne 

peut être assignée en ligne droite. ILesi évident que cette 

proposition est vraie pour tous les points H de l’hyperbole, 

car on pourra toujours faire passer une ellipse homofocale 

par ce point, quel qu’il soit. Donc, etc.
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T. Passons actuellement à quelques constructions qui 
dérivent naturellement des deux théorèmes démontrés ci- 
dessus. : 

1°. Si l’on demande de déterminer sur une conique , à 
partir d’un point donné, un arc associé à un arc donné, 
il suffit de faire passer une conique homofocale, de méme 
espèce, par le sommet de l'angle circonscrit à l'arc donné. 
Le point où cette conique coupe la tangente menée par le 
point donné est le sommet de l'arc circonscrit à l’are 
cherché. 

2°. En répétant plusieurs fois la mème construction 
bout à bout, on arrive à former un arc multiple, à une 
droite près, d’un arc donné. 

3°. Puisqu’on peut passer d'un arc donné à un are mul- 
‘ tiple, à une droite près, par de simples constructions géo- 
métriques qui peuvent se traduire en formules algébriques , 
il est clair que, réciproquement, la construction d’un are 
sous-multiple, à une droite près d’un arc donné, dépend de 
la résolution d’une équation algébrique. 

4°. Un arc étant donné, si l’on veut déterminer un are 
associé dont l'angle circonscrit ait son sommet sur une 
courbe donnée, on voit qu’il suffira de prendre pour ce 
sommet l’un des points d’intersection de cette courbe avec 
a conique homofocale qui passe par le sommet de l'angle 
circonscrit à l’arc donné. 

5°. Si l'on veut que cet angle soit de grandeur donnée, 
on prendra l’un des points d’intersection de la conique 
homofocale avec la courbe lieu géométrique des points d’où 
Ton voit la conique proposée sous l’angle donné. Cette 
courbe est du quatrième degré; on a donc huit solutions 
différentes de la question. 

8 rde B: 1 1 à |: £ 6°. Les cordes des angles circonserits à la Proposée sont 

polaire de celle que 
parcourt le sommet de ces angles. (Voir le Traité de 

tangentes à une troisième conique,
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M. Poncelet, page 278.) Donc, si l’on demande que la 

corde de l’arc associé cherché passe par un point donné, 
ou soit tangente à une courbe, il suffira de mener par ce 
point, ou tangentiellement à la courbe, une tangente à 
cette conique polaire ; ce sera la corde cherchée. 

7°. Si l’on veut que cette corde soit de longucur donnée, 

on prendra l'une des tangentes communes à celte conique 

polaire et à la courbe enveloppe des cordes égales à la lon- 
gueur donnée dans la conique homofocale de la proposée. 

8°. Enfin le théorème II donne un moyen évident de 
diviser un arc donné en deux parties dont la différence soit 

rectifiable. 

8. Tuéonème LL (deuxième du Mémoire). — De quel- 

que manière que soient pris sur une conique deux arcs 

associés, les tangentes menées par leurs extrémités for- 

ment un quadrilatère\circonscriptible au cercle. 

Ce théorème résulte très-simplement de ce qui précède. 

En effet, soient (fig. 8) ab, a'b' les deux arcs. Les quatre 
tangentes aM, BM, &’N, b'N donnent lieu à six points 

d’intersection, dont quatre (les seuls qu'il nous soit utile de 

considérer ici) sont situés sur deux coniques différentes 

d'espèce l’une de l’autre et homofocales à la proposée. 

Ainsi, dans la figure, les points M et N, qui sont les som- 

mets des angles circonscrits aux arcs donnés, sont sur une 

ellipse homofocale à l’ellipse donnée, et les points X et Ÿ, 

qui correspondent aux deux ares ab’, a'b, sont sur une hy- 

perbole homofocale qui coupe en i l'une des moitiés de V'el- 

lipse sur laquelle sont pris les ares associés. 

Le théorème Î donne la relation ‘ 

ab— ab = (Ma +Mb)— (Na + Né} 

Or on a 

ab — ab = (ait ib)— (ati bib}= (ie—ib) — (id — id),
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Actuellement, le théorème IT donne les deux relations 

ia—ib'=Xa—Xb" et ia '—ib= Ya — %Yb. 

Done on a 

(Ma+M6)— (Na + Né) —(Xa—Xb')—(Ya — Yb) 

d'où l’on tire, en supprimant les lignes communes, 

MY + NX = MX + NY, 

ce qui prouve que le quadrilatère MXNY est circonscrip- 
tible au cercle. 

9. Il est facile de voir que, réciproquement, si l’on a sur 
un plan un cercle et une conique, et qu’on trace les tan- 
gentes communes à ces deux courbes, ces tangentes forment 
un quadrilatère ACBD, dont deux sommets opposés À et B 
sont situés sur une deuxième conique homofocale à la pro- 
posée ; les deux auires sommets C et D sont situés aussi sur 
une troisième conique homofocale, et de méme espèce que 
la proposée; enfin les deux points de concours E et F des 

côtés opposés sont également situés sur une quatrième co- 

nique homofocale, d'espèce différente. Et il résulte de là, 
en vertu du théorème [, que les quatre tangentes communes 
à un cercle et à une conique déterminent sur la conique 
deux ares associés. 

10. On peut demander quelle est la relation qui a lieu 
entre Îles arcs déterminés sur le cercle, comme sur la co- 
nique, par les quatre tangentes communes aux deux courbes. 
Cette relation se trouve comprise dans le théorème sui- 
vaht: 

Si l’on décrit une ellipse dans le plan d’une section co- 
nique quelconque À, et qu'on mène les quatre tangentes 
communes aux deux courbes, les Points de contact mar- 
queront sur la conique À deux arcs qui jouissent de cette 
propriété, que la somme des éléments du premier divisés
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respectivement par les demi- diamètres de l'ellipse qui sont 
parallèles aux directions de ces éléments, moins la somme 
des éléments du second divisés respectivement par les 
demi-diamètres qui leur sont parallèles, forment deux in- 
tégrales dont la différence s'exprime algébriquement. 

En ellet, soient (fig. 7) My et Ss deux arcs de la co- 

nique interceptés par les tangentes communes à cette co- 
nique et à un cercle, dont le centre se trouve an point de 
concours T des tangentes en N et en V; les arcs Mm et Ss 
sont associés, et leur différence est égale à 

(NM + Na) — (VS + Vs); 

cette différence est aussi celle des deux ares MS et ms. 
Soient Ma, ax', a'x!,...,a,S les arcs élémentaires, dont 
la somme forme l'arc MS , et R, r, r’,r/, etc., les rayons du 
cercle qui sont parallèles respectivement à ces éléments. 
Soient également mf, BG, &B", ..., B,s et R', p,p, P' 
p”, etc, les éléments de l’arc ns et les rayons du cercle qui 
leur sont parallèles respectivement. La relation qui existe 
entre les deux arcs peut s’écrire comme il suit, puisque tous 
les rayons du cercle sont égaux entre eux : 

       
Ma aa aa + “$) 
rt . F 

m6 per BB” Ê Be) 
_ LE HE LL, + 
(+ p PT Pa 
NM N» VS Vs ed (ner 

Actuellement, faisons une déformation homographique de 
la figure , de manière que la droite à l’infini reste à l'infini 
(Géométrie supérieure, n° 534 et suiv.); au cercle cor- 
respondra une ellipse concentrique, et aux rayons R, 

r, etc., R/, p, etc., correspondront les demi-diamètres D, 

d, d',ete., D, 9,9’, ete., de cette ellipse, parallèles res- 
pectivement aux éléments My, pu, etc., mo, &9!, a'c/,etc., 

5
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de la conique À qui sera l’homologue de la conique donnée. 

D'après le théorème du n° 536 de la Géométrie supérieure, 

on aura 

M & M m me 

=D = nr ete, 

et l'équation ci-dessus deviendra 

M 1 pp” . 
(++ +... + ét) 

D d d’ dy 

(me Lors JL TS __ [NM Nm vs , Vs 

-(S st) D 5) (Ts) 

Le second membre est une quantité qui s'exprime algébri- 

quement , et le premier est égal à 

My mo 

D D’ 

Donc le théorème est démontré. 

11. Le théorème III offre un moyen très-simple de dé- 

terminer, à partir d’un point donné, sur une conique, 
un arc associé à un arc donné; car il suflit d'inscrire un 

cercle dans le triangle formé par les trois tangentes menées 

aux trois poinis donnés sur la conique, et de tracer ensuite 

‘la quatrième tangente commune aux deux courbes : son 

point de contact sur la conique est précisément l'extrémité 

de l’arc cherché. 

42. Quand les deux arcs associés ont une extrémité 

commune, deux des quaire tangentes, qui formaient le 
quadrilatère circonscriptible du théorème précédent, se 

confondent en une seule; le cercle, qui ne cesse jamais 
SA à E . ” 

d’être tangent à ces quatre droîtes, est. alors tangent à cette 

tangente, qui en représente deux, et il est tangent au point 
" ? # s ’ 

de cette tangente qui est l'extrémité commune des deux 
arcs. Ainsi on a ce nouveau théorème, qui est le quatrième 
du Mémoire de M. Chasles:
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Taéonème IV. — Quand deux arcs associés ont une 

extrémité commune, dans l'angle formé par les tan gentes 
mnences par leurs deux autres extrémités, on Peut inscrire 
un cercle qui touche la conique au point commun des deux 
arcs. 

Et réciproquement : 

Quand un cercle est tangent à une conique en un point 
quelconque, les deux tangentes communes à ces deux 
courbes déterminent, sur la conique, deux arcs compris 

entre leurs points de contact et le point de contact du 

cercle, qui ont leur différence rectifiable; et cette diffé- 
rence est égale à la différence des deux tangentes.. 

Corollaire. — Soit b l'extrémité commune des deux ares 
associés ab, a” L'; les sommets À, À! des angles circon- 
scrits à ces arcs sont, comme nous l'avons vu, situés sur 

une conique homofocale à la conique aba' sur laquelle 
sont pris les deux ares, et le théorème IV prouve qu’on 

peut décrire un cercle tangent à la conique au point b, et 

tangent en même lemps aux deux côtés Aa, A'a', Le centre 
de ce cercle se trouve, comme dans le cas général, au point 
de rencontre M des tangentes AM, AM, menées en A et 
A' à la conique AA’, lesquelles sont les bissectrices des an- 
gles extérieurs A'AB, AA/B. Or 8M est la normale à la 
conique proposée en son point b. Donc /a normale au 
point de contact du côté AAÂ' et les bissectrices des angles 
BAA', B'A'A, concourent toutes les trois en un méme point. 

Ce théorème nous sera utile plus loin pour démontrer les 
propriétés de minimum des portions de polygones inscrites 
à une conique et circonscrites à une seconde conique homo- 
focale, 

13. Ladémonstration élémentaire que j’ai donnée du théo- 
rème II serait suffisante si je n'avais pour but que de jus- 
tifier les énoncés de M. Chasles. Maïs je veux encore mon- 

5.
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trer qu'on peut arriver aux mêmes résultats en s’appuyant 

sur quelques propositions de la Géométrie supérieure. Si la 

marche que je vais suivre est moins prompte que la précé- 

dente, elle aura l’avantage particulier de mettre sur la voie 

de plusieurs autres propositions concernant les coniques 

homofocales, et d'indiquer, par quelques exemples, de 

quelle extension sont susceptibles certains théorèmes de la 

Géométrie supérieure, lesquels peuvent sembler, au pre- 

mier abord, fort étrangers à ce sujet. 

A4. Le théorème UI serait évidemment démontré si l'on 

prouvait que les côtés de deux angles circonscrits à une 

conique formentun quadrilatère circonscriptible au cercle, 

toutes les fois que leurs sommets sont silués sur une se- 

conde conique biconfocale à la première. 

C’est donc cette dernière proposition qu'il s’agit d'éta- 

blir. Deux moyens se présentent pour cela ; l'un direct, en 

s'appuyant sur les principes mêmes de la Géométrie supé- 

rieure; l'autre indirect, en ce sens qu'il repose sur la méthode 

de transformation par polaires réciproques. Je vais d’abord 

exposer celui-ci qui fournit un exemple intéressant de l’ap- 

plication de cette méthode. J’exposerai ensuite Vautre 

moyen. 

48. Établissons d’abord les éléments de cette transfor- 

mation, et supposons qu’il s’agisse de transformer une 

conique quelconque, en prenant pour conique auxiliaire 

un cercle dont le centre se trouve placé en l’un, F, des 

foyers de la conique donnée. 
A ce foyer F et à la directrice L qui lui est relative, cor- 

respondent, dans la figure polaire, l'infini et un point / 

situé sur l’axe À de la conique. L'autre foyer F’ et le petit 

axe, ou axe transverse B, ont pour réciproques une droite f”, 

perpendiculaire en 4 à l'axe À , et un point b de cet axe. 
Soit C le centre de la conique donnée; on a la proportion
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harmonique 
oF CF 
nr — 2 
co F’ CF’ 

et, par conséquent (Géométrie supérieure, n°585), la 

même proportion existe entre les quatre droïtes parallèles 

de la figure polaire, ou, ce qui revient au même, entre les 

quatre points où elles coupent l’axe A. Ces quatre points 
sont | 

F, ©, et b, 

et ils répondent respectivement aux quatre premiers points, 

o,F, F’ et C. 

On a donc 

Fo bœ Fo Fo 
ET be? ou a TT be? 

d'où l’on tire 
Fg = — by. 

Ainsi, en premier lieu , la droite corrélative du second foyer 
F divise en deux parties égales la distance du point F au 
point b. 

Par le foyer F, menons une transversale quelconque qui 

coupe la conique aux points m et n; les tangentes en ces 
poinis se coupent en z sur la directrice L, et si lon mène la 

droite Fi, qui coupe la conique en #7 et n', cette droite est 

perpendiculaire à la transversale mFn, et lui est conju- 

guée, c’est-à-dire que les tangentes en m/ et n! vont se cou- 
per au point ?’ où la transversale rencontre la directrice. 

Ce sont là des propriétés bien connues du foyer des sections 
coniques, et qu’il serait d’ailleurs facile de déduire de cer- 

tains théorèmes démontrés dans la Géométrie supérieure. 

Examinons ce que deviennent, dans la figure polaire, les 

constructions précédentes. Un point de la droite à l'infini 
correspond à la transversale; deux tangentes, parallèles 
entre elles, M, N issues de ce point, et deux points de con-
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act x et v sur la conique corrélative, correspondent res- 

pectivement aux deux points »2 et # ct aux deux tangentcs 
mi, nl; et puisque ces tangentes se coupent en £ sur la di- 

rectrice, la corde, ou plutôt le diamètre y, passe par le 

point fixe /, qui est ainsi le centre de la conique corrélative. 

Démontrons enfin que celte conique est un cercle. Le point 

I de infini qui répond à la corde mn , étant le péle de cette 
corde dans le cercle auxiliaire, se trouve sur la droite F7 

perpendiculaire à mn ; donc le diamètre D conjugué au 

diamètre pv est parallèle à F#; ct, de même, le diamètre 
D’ conjugué au diamètre p/v" est parallèle à F7, Mais ces 
deux diamètres D, D sont conjugués par rapport à la co- 

nique réciproque, parce que les points correspondants 

î, à sont conjugués par rapport à la conique donnée; et, 

de plus, îls sont rectangulaires, comme les droites Fi, Fr 
auxquelles ils sont parallèles. Donc la conique qui a son 
centre au point / est un cercle. 

Ceci résulte d’ailleurs directement de ce que, dans ce 
mode de transformation, « l’angle de deux droites, dans 
» une figure, est égal à l'angle des rayons menés d’un point 
» fixe aux deux points qui correspondent à ces droites dans 
» la figure polaire » (Géométrie supérieure, n°640). Mais 
il était bon de faire voir la chose d’une autre manière qui 
indique quel est le point fixe qui jouit de cette propriété 
remarquable. 

Ainsi toute conique qui a son foyer au centre du cercle 
directeur se transforme en un cercle qui a son centre au 
pôle de la directrice. 

16. En reprenant les mêmes raisonnements en sens in- 
verse, on démontrerait sans peine que, réciproquement, 

Tout cercle de la figure donnéé se transforme en une 
conique, dont le foyer est au centre du cercle directeur, 
et qui a pour directrice la polaire réciproque de son centre. 

Supposons enfin qu'on ait à transformer, dans les mêmes
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conditions, deux coniques biconfocales. Les deux coniques 

E, E', donnent lieu à deux cercles C, C', dont les centres, 
qui correspondent aux deux directrices relatives au foyer F 
(centre de la transformation polaire), sont situés sur l’axe 

qui joint les foyers des coniques. À ces deux foyers F, FF’, 
qui sont des centres d'homologie ou des points de concours 

des tangentes communes aux deux coniques, correspondent 

les deux droites de jonction des points de rencontre des 

deux cercles, et, puisque les tangentes communes sont ici 
nécessairement imaginaires, les points de rencontre des 

cercles le sont aussi, et les cordes communes sont : l’une, 

la droite à l'infini; c’est celle qui répond au foyer F: 

l’autre, l'axe radical des deux cercles; c’est la droite F", 
qui divise en deux parties égales la distance du point F 
au point D, corrélatif du petit axe B, et qui correspond au 

second foyer. Dans la figure proposée, les deux droites B 

et o sont telles, que le pôle de l’une, pris par rapport à 

l’une ou l’autre des coniques indistinctement, se trouve 
sur l’autre; donc les points correspondants & et F sont 

tels, que la polaire de l’un, prise par rapport aux deux 
cercles, passe par l’autre. Ainsi ces points ne sont autre 

chose que les points e et f'qui font l’objet du chapitre XXXI 
de la Géométrie supérieure, et l’on doit s’attendre, par 

conséquent, à ce que les diverses propriétés de deux cercles, 
relatives à ces points , donnent lieu à des propriétés corré- 
latives de deux coniques biconfocales. C’est, en effet, ce 

que je ferai voir dans un instañt. | 
Remarquons d’abord que si les deux coniques transfor- 

mées sont de méme espèce , l’un des points f ou b est inté- 
rieur aux deux cercles corrélatifs; c’est le point F, si ce 
sont deux ellipses , et c’est le point à si ce sont deux hyper- 
boles; l’autre point leur est extérieur. Si l’on a une ellipse 

et une hyperbole, le point F est intérieur au cercle qui 
correspond à l’ellipse, et le point b est intérieur-au second
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cercle qui correspond à lhyperbole et qui est lui-même 

tout à fait extérieur au premier cercle. Dans le cas de deux 

paraboles, directes on inverses, on aurait deux cercles 

tangents, intérieurement ou extérieurement, au point F 

qui serait alors le point de réunion des deux points « et f 
en question, et qui participerait à toutes leurs propriétés. 

17. Ce qui précède étant bien compris, il est bien facile 

de démontrer que si l’on prend { fig. 8) deux points N et M 
sur une conique, et qu'on mène par ces deux points quatre 
tangentes NB’, NA’, MA, MB à une seconde conique bicon- 

focale, le quadrilatère NXMY formé par ces quatre tan- 

gentes est circonscriplible à un cercle qui a son centre au 
point de concours T des tangentes NT, MT menées en N 

et M à la première conique. Ces tangentes divisent en deux 

parties égales, l’une l’angle YNX et l’autre l'angle YMX. 

IL suffit donc de prouver que la distance Tx du point T à 
la tangente MB est égale à la distance Ty du même point à 
la tangente NB’. 

Effectuons la transformation polaire détaillée ci-dessus ; 

nous aurons pour figure corrélative la fig. 199 de la Géo- 

métrie supérieure (qui se rapporte au n° 764 de cet ou- 
vrage), en supposant qu'il s'agisse de deux ellipses bicon- 

focales. Les deux points N et M, le point T', et les quatre 

tangentes de notre figure correspondent respectivement 
aux deux tangentes ab, a'b' de la fig. 179 (à laquelle le 
lecteur est prié de se reporter), à la corde de contact #7’, et 
aux quatre points &, b, a'; b". 

Cela posé, prenons l'équation du n° 706 de la Géométrie 
supérieure, SaVOir : | 

(m,A) (o,A) (M,a) __(M,a) (0,0) 
. . ? 

(m,B)  (9,B) ‘ (M,6) 7 (0,a) (M,6) 
  

+ \ s . # d’après le dernier alinéa de la page 494. La correspondance 
des poinis et des droites de cette formule s'établit. ainsi
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qu'il suit, avec ceux de notre démonstration. Le point O 

correspond au point F, centre du cercle directeur; les 

points a, b sont les points a, a’ de la fig. 179, et les 
droites À , B sont les tangentes MB, NB’; enfin la droite M 
et le point m sont la corde i# (fig. 179) et le point T de 

notre figure. Le premier membre de l'équation n’est donc 

autre chose que le rapport même des deux distances Tx, Ty, 

dont nous avons à prouver l'égalité. Quant au second mem- 

. 5e + . . ea aux 
bre, il peut s’écrire aïnsi : — :— > en adoptant les nota- 

? ax eu 

tions du n° 764 de la Géométrie supérieure. Or on démontre 

dans ce numéro que ce produit des deux rapports est égal à 

l'unité. Donc enfin Tx — Ty, ce qui démontre le théorème. 

Autrement. Les quatre points a, b, a', b' de la fig. 179 

sont situés sur une conique « qui a l’un de ses foyersene, 

et pour directrice correspondante la droite #7. » (Voir le 

Nota de la page 537.) Donc il lui correspond un cercle 
dans Ja figure polaire réciproque, c’est-à-dire dans notre 
figure; ce cercle doit être inscrit dans le quadrilatère NYMX, 

puisque sa conique corrélative ést circonscrite au quadri- 

latère réciproque a &/ bb; et enfin son centre est le point : 

T qui correspond à la directrice &ÿ’ de la conique. Tout 

ceci résulte de ce que nous avons dit ci-dessus sur la trans- 

formation polaire. 

18. On peut encore démontrer le théorème qui précède, 

en s'appuyant sur l’une ou l’autre des deux propositions 

du n° 822 de la Géométrie supérieure. En effet, il suffit, 

dans un cas, de supposer qu'on prend pour bases des deux 

cônes les deux coniques données, et pour sommet commun 

le point situé à l’infini sur la droite menée perpendicu- 

lairement au plan de ces coniques; et, dans le second cas, 

de supposer que le rayon de la sphère, sur laquelle sont 

tracées les deux coniques sphériques homofocales, est de-
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venu infini, de telle sorte que ces coniques deviennent des 

coniques planes homofocales. 

Mais, si l’on fait attention que M. Chasles arrive à la 

démonstration de ces deux propositions par une transfor- 

mation des cônes homocycliques en cônes homofocaux, et 

que les propriétés des premiers de ces cônes ne font que 

généraliser et reproduire (quelquefois avec des raisonne- 
ments identiques) celles qui sont relatives à deux cercles, 
et qui font l’objet du chapitre XXXI, on demeurera con- 

vaincu que ces deux démonstrations nouvelles du théorème 

qui nous occupe, rentrent au fond dans celle que je viens de 

développer en m’appuyant sur une ransformation polaire. 
Ces trois démonstrations ont le même défaut, si c'en est 

un, elles sont indirectes, et de l'espèce de celles que 

M. Chasles conseille d'éviter, quelque rigoureuses qu’elles 
soient d’ailleurs. Les principes de la Géométrie supérieure 
permettent d’en donner une entièrement directe, ainsi que 

je l’ai annoncé plus haut; mais celles qui précèdent n’en 
offrent pas moins un exemple intéressant des ressources 
que peut offrir l'importante théorie des polaires récipro- 

. ques, et elles ont aussi l’avantage de marquer des rappro- 

chements, bien inattendus pour les personnes peu familia- 
risées avec les merveilles de la géométrie moderne, entre 
des propriétés de l'étendue, qui sembleraïent au premier 
abord n’avoir aucun lien commun. En voici du reste de 
nouveaux exemples qui me semblent assez intéressants pour 
que je n’hésite pas à oublier un instant le sujet principal 
de ce chapitre. 

Propriétés diverses des coniques biconfocales. 

19. Les propriétés de deux cercles qui font l’objet du 
chapitre XXXI de la Géométrie supérieure donnent lieu 4 corrélativement à autant de propriétés d’un système de 
deux coniques biconfocales; il suffi, pour obtenir ces



DE GÉOMÉTRIE PURE. 79 

dernières, de transformer les théorèmes relatifs aux cereles, 

en employant la méthode des polaires réciproques, ainsi 

qu’on en a vu ci-dessus un premier exemple. Cette trans- 

formation ne pouvant plus offrir de difficulté, après ce qui 

a été exposé plus haut, je vais me borner à donner les 

énoncés de ces théorèmes corrélatifs. 

Celui du n° 760 de la Géométrie supérieure donne 

lieu au suivant : 

Taéorème À. — $;, par un point pris arbitrairement, 

on mène les deux droites qui sont conjuguées à la fois par 

rapport à deux coniques biconfocales, ces deux droites 

sont toujours rectangulaires. 

Je donnerai plus loin une démonstration directe de cette 

proposition, et l’on verra que ces deux droites conjuguées 

sont, l’une la tangente , et l’autre la normale à une troisième 

conique biconfocale aux proposées, et passant par le point 

donné. | 

Le théorème du n° 761 donne le suivant : 

Taéorème B. — Les angles sous lesquels on voit deux 

(ou plusieurs) coniques biconfocales, d’un point quel- 

conque pris dans leur plan, ont la méme bissectrice ou 

des bissectrices rectangulaires. 

Du corollaire I de ce numéro, on conclut que : 

Taéorkme C.— Les iangentes à une conique, issues 

d’un point quelconque d’une conique biconfocale, font 
des angles égaux avec la tarïgente menée en ce point à 

la première conique , et, par suite, avec les rayons vec- 

teurs qui aboutissent en ce point et aux deux foyers. 

C’est le théorème de M. Poncelet qui a servi à démontrer 

la première proposition du Mémoire de M. Chasles sur les 

ares d’une conique, etc. 
Le corollaire IL donne cette autre propriété connue :
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Tnéonëme D. — Deux coniques biconfocales qui se 
rencontrent, se coupent toujours à angle droit. 

Le n° 762 donne lieu au théorème suivant : 

Tuéorèue E. — Étant données deux coniques bicon- 
focales E, E’, si l’on mène une tangente quelconque À à 
la première, et une tangente A! à la seconde perpendicu - 
laire à À, ces deux tangentes se couperont en un point M. 

1°. Les deux tangentes B, B', menées du point M aux 
deux coniques respectivement, se coupent aussi à angle 
droit ; 

2°. Les droites qui joignent deux à deux les points de 
contact des tangentes À et A, ou B et B!, avec. leurs 
coniques respectives, enveloppent une troisième conique 
biconfocale aux proposées ; 

3°. Si l’on joint le point M au Joyer\, centre de la 
transformation polaire, par une droite J, on aura, quel 
que soit le point M, la relation constante 

sin(A,B) _sin(J,A).sin(J,A) 
sin(A,B7) — sin(J,A/).sin(J,B) — CONS 

. (Géométrie supérieure, n° G19) 
et, sil’on mène, parallèlement à la droite J, une trans- 
versale qui coupe les quatre langentes aux points &, £, 

a, B', on aura 

sb. = const. 
ap 

Le théorème du n° 763 donne celui-ci : 
Taéorème F. — Si, d'un point pris dans le plan de 

trois coniques biconfocales E, E!, E", on mène deux tan- 
gentes À, À’ à la première, et deux tangentes M et N 
aux deux autres respectivement, on aura le relation 

sin(M,A).sin(M, A’ x UD A) SMM A7) const, me É4, sm(N,A).sin(N, A‘ væ 
en désignant para, u et » les trois Points où le grand axe.
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commun des trois coniques coupe leurs directrices relatives 

au foyer transformateur F. 

Le corollaire du n° 763 donne ce théorème : 

Taéorème G.— 92 le point est pris sur l'une des co- 

niques E, les deux tangentes à cette conique se confon- 

dent en une seule À, et l’on a la relation 

sin (M,A œ 
NE = const. = Le 

Le n° 764 engendre le théorème H, dont j'ai développé 

plus haut la démonstration; pour abréger, je n’en répéterai 

pas l'énoncé. 
Enfin le théorème du n° 765 donne lieu au suivant : 

Tuéorëme 1. — Si une transversale quelconque O , me- 

née dans le plan de deux coniques biconfocales, rencontre 

l’une d'elles en deux points d’où l’on mène à la seconde 

quatre tangentes À, B et A’, B'respectivement, on aura 

la relation 

ange (A, 0) tang © {4”,0) 

  

=? 
I I 

tang= (B, O) tang — (B’, 0) 
2 2 

ou 

1 1 1,,, Los 
tang— (A, O0). tang- (B,O)— tang- (A”, O)..tang- (B’, O), 

2° 2- 2 2 

suivant que les deux coniques seront de même espèce, ou 

d'espèce différente. 

Remarque.— On peut supposer que l’une des coniques 

soit une ellipse infiniment aplatie, c’est-à-dire se réduise 

à la droite qui joint les deux foyers. Dans ce cas , les deux 

tangentes menées par deux points de l’une des coniques à 

l'autre se réduisent aux quatre rayons vecteurs qui abou- 

tissent à ces deux points, et le théorème H donne le suivant, 

qui a été énoncé, il y a longtemps, par M. Chasles, dans 

son Mémoire sur les coniques sphériques, page 30.
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Taéorkme. — Les quatre rayons vecteurs, menés des 

deux foyers d'une conique à deux quelconques de ses 

points, sont tangents à un même cercle, dont le centre 

est le point d'intersection des tangentes à la conique en 

ces deux points. 

Et ce théorème n’est lui-même, comme le théorème H, 

qu'un cas particulier des propriétés qui appartiennent aux 

coniques sphériques. 

20. Tous ces théorèmes relatifs aux coniques biconfo- 

cales ont été déduits corrélativement de ceux relatifs à un 

système de deux cercles qui ne se rencontrent pas. Je vais 

actuellement, ainsi que je l’ai annoncé, en donner des 
démonstrations directes, je veux dire des démonstrations 

qui ne s’appuieront que sur les théories fondamentales de 

la Géométrie supérieure, et non plus sur des théories 

accessoires et secondaires, telles que celle des polaires ré- 
ciproques. 

91. Établissons quelques propositions préliminaires. 

Une conique quelconque et un cercle décrit autour d’un 

de ses foyers comme centre ; sont deux courbes homologi- 

ques, qui ont pour centre d'homologie le foyer en question 

(Géométrie supérieure , n° 529). Menons par ce foyer une 

transversale quelconque. Son pôle, pris par rapport à la 
conique, est situé sur la directrice qui correspond à l'infini 
du cercle, et, pris par rapport au cercle, il est situé à 
l'infini sur le rayon perpendiculaire à la transversale. Or 
ces deux pôles sont deux points homologues; donc ils sont 
situés sur un même rayon d'homologie, perpendiculaire à 
la transversale, ce qui donne cette propriété des coniques. 

Deux droites conjuguées par rapport à une conique, et 
issues d’un de ses foyers, sont toujours rectangulaires. 

Deux telles droites seront donc conjuguées par c rapport à 
toutes les coniques qu’on déer irait des mêmes foyers que la
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proposée."Done , Si l’on a égard à l'observation qui termine 
le n° 736 de la Géométrie supérieure (page 513), on en 

conclura que : ° 
Chacun des deux foyers d'autant de coniques biconfo- 

cales qu'on voudra, est un centre d'homologie commun 

à toutes ces coniques, ou, si l’on veut, est le point de 

concours de deux tangentes (imaginaires) communes à 

loutes ces courbes. 

29, On peut, à ce sujet, remarquer que quatre tangentes 

forment, en général, uu quadrilatère complet qui a six 

sommets. Or il n’en existe ici que deux qui soient réels : 

ce sont les deux foyers ; les quatre autres sont imaginaires 

par couples, et deux de ceux-ci sont situés à l'infini. En 
effet, d'après le n° 693 de la Géométrie supérieure, la 
droite qui joint les points de concours des côtés opposés 
d’un quadrilatère circonscrit à une conique, a son pôle 

au point de rencontre des deux diagonales. Ce point de 
rencontre n’est autre que le centre même de la courbe; car 

l’une des diagonales est l’axe qui joint les deux foyers réels, 

et l’autre, sur laquelle se trouvent les deux courbes des 

foyers imaginaires, est le second axe de la conique. Donc 

la droite qui joint les points de concours des côtés opposés 

du quadrilatère, est à l'infini (1). Ces considérations peu- 

vent être utiles dans la théorie des coniques , ou dans celle 
des courbes du troisième et du quatrième degré. Revenons 

à nos coniques biconfocales. Parmi ces courbes, il en existe 

deux qui méritent d’être remarquées. L’une est l’ellipse 

infiniment aplatie ou la droite qui joint les deux foyers; 

l'autre est l’hypérbole infiniment aplatie réduite à ses 

asymptotes coïncidentes. 

  

(1) D'après cela , on peut dire que les coniques biconfocaies sont inscrites 
dans un mème parallélogramme imaginaire, dont deux sommets seulement 

sont réels. a
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23. Ce qui précède étant établi, le n° 736 de la Géomé- 
trie supérieure donne évidemment ces deux théorèmes : 

1°. Quand un quadrilatère est circonscrit à deux ou 

plusieurs coniques , si d’un point on mène les tangentes 
à ces coniques, et des droites à deux sommets opposés du 

quadrilatère, ces droites forment deux faisceaux en invo- 
lution. 

2°. Quand deux ou plusieurs coniques sont biconfo- 

cales, si d’un point on mène les tangentes à ces cour- 
bes, et des droites aux deux foyers communs, toutes ces 

droites forment deux faisceaux en involution. 

L'une des coniques biconfocales aux proposées passe par 

le point donné, et les deux tangentes qui lui sont relatives 
se confondent en une seule qui est ainsi l’un des. deux 
rayons doubles de Vinvolution (Géométrie supérieure, 

n° 244). Or cette tangente divise en deux parties égales 
l’angle formé par l’une des deux droites qui joignent le 
point donné à l’un des foyers, et par le prolongement de 
l’autre de ces rayons vecteurs. Donc l’autre rayon double 
divise en deux parties égales l’angle même des deux rayons 

vecteurs, et il est perpendiculaire sur le premier (Géomé- 

trie supérieure, 80 et 244). Or ces deux rayons doubles, 

qui sont conjugués harmoniques par rapport aux deux tan- 

gentes menées du point donné à chacune des deux coni- 

ques , sont deux droites conjuguées par rapport à chacune 
de ces coniques {Géométrie supéricure, 687). Donc on a 

_ce théorème, qui est le théorème A énoncé ci-dessus : 
Si, par un point pris arbitrairement, on mène les deux 

droites qui sont conjuguées à la fois par rapport à deux 
(ou à plusieurs) coniques biconfocales, ces deux droites 
sont toujours rectangulaires. 

Remarque.— Ne considérons ; pour un moment, qu'une 
seule quelconque de ces coniques. Toutes les droites qui 
lui sont conjuguées et qui sont issues du point donné, for-
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ment deux faisceaux en involution, dans lesquels il existe 

un système unique de rayons homologues rectangulaires 

(Géométrie supérieure , 249). On en conclut que tous les 

systèmes de deux faisceaux semblables, qui sont relatifs à 

toutes les coniques, sont placés de telle sorte, que leurs 

systèmes de rayons rectangulaires respectifs coïncident. 

24. Je viens de faire voir que ces deux droites conjuguées 

communes divisent en deux parties égales l’angle et le sup- 
plément de l'angle des deux rayons vecteurs issus du point 

donné, ainsi que l'angle des deux tangentes , confondues 

en une seule, menées par le point donné à la conique qui 

passe en ce point. Donc (Géométrie supérieure, 247) on 

en conclut que : 
1°. Les angles sous lesquels on voit deux ou plusieurs 

coniques biconfocales, d’un point quelconque pris dans 
leur plan, ont la méme bissectrice ou des bissectrices rec- 

tangulaires. C’est le théorème B. 
2°. Les tangentes à une conique, issues d’un point 

quelconque d’une seconde conique biconfocale, font des 

angles égaux avec la tangente menée en ce point à la 

première conique, et par conséquent aussi avec les 

rayons vecteurs qui aboutissent en ce point. 

C’est le théorème C, dont j'ai fait usage pour démontrer 

la première proposition du Mémoire sur les arcs d'une co- 

nique... , etc. Il appartient à M. Poncelet. 

3°. Deux coniques biconfocales qui se rencontrent, se 

coupent toujours à angle droit. C’est le théorème D. 

On peut démontrer directement ce dernier théorème, 

en faisant un raisonnement semblable à celui de l’alinéa 

autrement de la page 534 de la Géométrie supérieure. 

Car si le point donné est le point de rencontre de deux 

coniques biconfocales, les quatre tangentes ordinaires is- 

sues de ce point, et menées à deux coniques, se réduisent 

à deux, qui sont. par conséquent, les rayons doubles de 

‘ 6



82 MÉLANGES 
Pinvolution mentionnée plus haut, ct divisent harmoni- 
quement l'angle des rayons vecteurs qui aboutissent à ce 
point. Or l’une quelconque de ces tangentes divise en deux 
parties égales le supplément de l'angle formé par les deux 
rayons vecteurs; done (Géométrie supérieure, 80) l’autre 
rayon double, c'est-à-dire l’autre tangenie , est perpendicu- 
laire sur la première, ce qui démontre le théorème D. 

25. Soient données trois coniques biconfocales E, E, E”. 
D'un point quelconque P, menons deux tangentes À, À’ à 
la première, et deux tangentes M, N aux deux autres 
respectivement; soient encore B, B’ les droites menées du 
point P aux deux foyers. Par le point P, menons une trans- 
versale L perpendiculaire à l'axe commun de ces coniques 
sur lequel se trouvent les foyers, et soit x un point quel- 
conque de cette droite; menons les tangentes et droites 
analogues, et désignons-les par les lettres & ,œ5p v;B, BR. 
Le n° 737 de la Géométrie supérieure donne les équations 

sin(M,A).sin(M, A’) sin(L,A). sin(L, A’} 
sin(M,B).sin(M,B’) sin{L, B).sn(L,B) 
sin(u,æ).sin(u, a) sin(L,a).sin(L,x) const = — = D ST = FX = St. ; sin(p,f}.sin(p, 6’) sm(L,f).sin(L, 8") ? 

et, relativement aux coniques E et E”, 

sin(N,A).sin(N,A’) sin(L,A). sin(L, A’) 
sin(N,B).sn(N,B’) sin(L,B). sin(L,B’)} 
sin(v,æ).sin(v,æ} sin(L, a). sm(L, «\ 

7 Sn,5).sn(,f) sm(L,8).sm(L, g) — Const, 
quel que soit le point P pris sur la droite L. Si, de plus, on 
suppose que le point x est pris à l'infini sur L ; On pourra 
déplacer le point P sur des droites parallèles à L, c’est-à- 
dire le placer en un point quelconque, sans altérer la valeur 
du rapport diviseur du premier membre de chacune des 
deux équations, puisque la droite L n’entre que par sa 
direction dans les différents facteurs de ce rapport, On
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aura donc enfin l'équation 

sin(M, A). sin(M, A’) sin(M,B).sin(M,B’) À + TIR DT ETS 7? (9) sin(N,A).sin(N, A’) sin(N,B).sin(N,B) 
dans laquelle la constante À a pour valeur 

(2) sin(p,a).sin(p,a) sin(y,f).sin(u, 8) 
sin(v,a).sin(,æ) sin(v,B}).sm(, 8) 

Désignons par Fm, F’m'; Fn, F'n' les distances des 
foyers F et F” aux tangentes M et N respectivement; on a 
les quatre égalités 

Fm=—PF. sin(M,B); F'm2æPF. sin(M,B); 
Fr=PF.sin(N,B); F’r'-—pf .Sn(N,B}; 

donc 
sin(M,A).sin(M, À) _EFm.F'n 
sM(N,A).sin(N, AN  Fz.E/x 
  

Or on saitque, dans toute conique, le produit Fm.F'm'ou 
Fa.l'7'est constant et égal au carré 6? ou &'? du demi- 
petit axe. (Por, par exemple, pour la démonstration de 
cette propriété, le chapitre III relatif aux foyers des coni- 
ques, et les développements que j'en donne.) 

Donc enfin on a 

(3) sin(M, A) .sin(M,A’) _, 6° 
sin(N,A).sin(N, 4’) b"? 

c’est le théorème F. 
L'expression de la constante À > équation (2), peut être 

mise sous la forme de rapports anharmoniques; donc, si 
l’on coupe le faisceau de droites par une transversale paral- 
lèle au grand axe commun des coniques, et, par conséquent, 
perpendiculaire à leur commune direction L (L a été prise 
parallèle au petit axe), on aura, pour la valeur de À , l'ex- 
pression 

= const. ; 

(AT a)(A+a) (A—a'){a+«) ue 44. A A! 2 UT ot = : THE 

6. 

  9
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en désignant par À, a et a’ les demi-grands axes des trois 

coniques E, E’, E". (Géométrie supérieure, n° T, page 8.) 

Ainsi la constante de l'équation (3) est finalement égale 
2 qe 

Orladistancedechacune desdirectrices relatives au même 

foyer, au centre commun des trois courbes, est, comme on 
F 

sait, À T, =, c étant égal à ÿa*— b*?; donc la con- 

ele s À Le . 
stante est égale à gen désignant par d et d’ les distances 

de la directrice de E aux directrices de E’ et E/ respective- 

ment. C’est ce que nous avions déjà trouvé par la transfor- 

mation polaire. 

Corozzarre. — Si le point P est pris sur la première 

conique E, les droites À et A’ se confondent, et l’équa- 

tion (3) devient 
sin(M,A) 
sm(N, À) = const. 

C’est le théorème G, qui va nous conduire directement 

à la démonstration de celui que j'avais principalement en 

vue dans ces développements. 

96. Soient actuellement deux coniques biconfocales E, E 
(fig. 8); si, par deux points M, N de l’une, on mène à 

l’autre quatre tangentes A, Bet À’, B', ces quatre tangentes 

formeront un quadrilatère MXNY , et 11 s’agit de démontrer 

que ce quadrilatère est toujours circonscriptible au cercle. 

Concevons qu'une troisième conique biconfocale aux 
proposées soit tangente à la droite O qui joint les deux 
points M et N. Si l’on mène les tangentes I et l’en M et 
en N à la conique E, on aura, d’après le corollaire précé- 

dent, ° 
sin(A,l) __ sin(A,l'}) 

sin(O,1)  sin(6,1)
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qu’on peut écrire 
sin(A,l). _sin(O, 1). 

sin(A',l')  sin(O,l') 

Le triangle TMN donne d’abord 

sin(O,1) _ TN, 
sin(O,l') TM’ 

les triangles MTX , NTX donnent ensuite 

sin(A,1) __ TX L sin(A’,l} _ TX 

SaMxT TM © SnNXT TN’ 
donc 

sin(A,l) _ TN sinMXT 

sin(4,1) TM snNXT 

Égalant cette valeur de Sn(AT) ; celle obtenue plus 
sin(A’,1'} ‘ 

haut, il vient 
sin MXT 

SmNXT  ? 
ce qui prouve l'égalité des angles MXT et NXT. 

On démontrerait de même, en considérant les tangentesB 
et B’, que les angles MYT', NYT sont égaux, et l’on sait 

d’ailleurs (théorème C) que les angles TMX et TNX sont 

égaux, respectivement, à leurs adjacents TMY, TNY. 

Donc le point de concours T des tangentes I et T’ est le” 
centre d’un cercle inscrit au quadrilatère MXNY. 

C. Q. F. D. 

27. Soient E, E’ (fig. 9) deux coniques biconfocales , 
et À, B, À’, B' quatre tangenites à ces courbes, issues d’un 

même point P et telles, que l’angle (A, A) soit droit. 
Soient L, L’ la tangente et la normale à la conique bicon- 
focale aux proposées, qui passe par le point P, on a 

angle(B, B')—(A,A’)—(A,B')+(4,B). 

Or, d’après le théorème C, on a 

(L,A)=(L,B) et (L,B)—(L, A)



86 MÉLANGES 

done 
(L,B)—(L,A)=(L,A')—(L,B), 

c’est-à-dire | 
(A,B')— (4’,B), 

et, par conséquent, 

(B, B'}=—(A, 4’) = go degrés. 

C’est la première partie du théorème E. 

Les six droites L, E/, A, A’, B, B' forment un faisceau 

en involution (Géométrie supérieure, 246). On peut 
exprimer linvolution par la formule du n° 252, 2°, qui 
donne ici 

-sin(A, B).sin(A,B') 

sin(A’,B').sin(A/,B) 
= À. 

Or les angles (A , B') et (4’, B) sont égaux; donc on a 

sin(A,B) 
ASE) — const. 

C’est la troisième partie du théorème E. 
Cela posé, on peut démontrer directement, ou, pour 

abréger, déduire du n° 254 réciproquement (page 526), 
par la théorie des polaires réciproques, que : 

Si deux coniques biconfocales sont vues d’un point va- 
riable P sous des angles (A, B), (A', B') dont les sinus 
soient dans un rapport constant, les cordes aa, bE', qui 
joignent inversement les points de contact, sont tangentes 
à une troisième conique biconfocale, qui reste la même 
quand le point P change de position. 

Or nous venons de voir que , dans le cas actuel, le rapport 
sin(4,B) est constant. Donc la deuxième partie du thé sn(4’, 5) . : partie du théo- 

rème E est démontrée. Etc. 

28. Je ne pousserai pas plus loin l'étude des propriétés 
des coniques biconfocales , afin de ne pas être entraîné dans 
des développements étrangers à Vobjet de ce chapitre. Je
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désirais surtout donner une démonstration directe du 

théorème relatif au « quadrilatère circonscriptible au cer- 

cle. ..», et cet objet me semble complétement rempli par ce 

qui précède. Il en résulte que les quatre premières pro- 

positions du Mémoire de M. Chasles sur les « arcs d’une 

conique dont la différence est rectüifiable », propositions 

d'un ordre relevé, peuvent se démontrer avec le seul se- 

cours des méthodes élémentaires et purement géométriques, 

qui sont exposées dans la première section du Traité de 

Géométrie supérieure. Cet exemple, assez remarquable, 

vient à l'appui de cette assertion de l’auteur (page 269} que 
« ces méthodes fécondes farment les bases naturelles de la 
Géométrie ». En effet, une science peut être regardée 
comme réduite à ses vrais principes, quand..elle est assise 

sur un petit nombre de propositions claires et faciles, dont 
l'application s'étend indistinctement à toutes les questions 
qu’elle embrasse, quel que soit l’ordre des difficultés à vain- 
cre, et qui établissent entre les diverses théories dont cette 
science se compose, des liens qui leur prêtent une clarté er 
un appui mutuels. C’est, par exemple , ce qui arrive ici 
entre la théorie des cercles, ou plus généralement des co- 
niques qui ont les mêmes sécantes idéales, et la théorie des 
coniques décrites des mêmes foyers. | 

Le travail qui précède pourrait aussi contribuer, s’il en 
était besoin, à faire apprécier la justesse de cette autre 
pensée exprimée à la fin du Discours d'introduction : 
« Une vérité est-elle connue, que la Géométrie en cherche 
» la*démonstration par ses propres moyens ; soyez sûrs 
» que, daus cette recherche, elle rencontrera et fera con- 
» naître diverses autres propriétés qui se raîtachent au 
» sujet, l’éclairent et le complètent. » 

Ici la recherche d’une seule démonstration nous a fait ; 
sinon découvrir, du moins rencontrer plusieurs propriétés 
remarquables des coniques biconfocales, propriétés inci-
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dentes, il est vrai, mais qui se raltachent au sujet, et qui 
n’ont pu échapper à l’investigation géométrique , tandis 

que l'analyse, dans la rapidité de ses transformalions, eût 

peut-être glissé à côté d'elles sans s’en préoccuper, ou plutôt 

sans les apercevoir. 
Mais il est une autre remarque que je me permettrai de 

faire au sujet du Traité de Géométrie supérieure. Quelques- 
unes des théories accessoires exposées dans cet ouvrage, et 
qui sont des expressions diverses du principe de dualité, 

telles que la théorie des polaires réciproques et celle des 

figures corrélatives, permettent de transformer des vérités 
connues en d’autres vérités d’un genre différent; on en a 

vu plus haut un assez curieux exemple. Cette grande loi de 

dualité a done subitement enrichi la science d’une foule de 

théorèmes inconnus jusque-là, et de boiteuse que la Géo- 
métrie était en quelque sorte, elle l’a rendue complète, en 

rétablissant un équilibre impartial entre les deux ordres de 
spéculations qu’elle embrasse. Cependant cette loi, qui a si 

bien rempli ce but d'expansion et de généralisation, laissait 
à désirer au point de vue de la perfecuon de la doctrine. 

H restait encore à remonter à sa source première et à décou- 

vrir les principes sur lesquels elle repose. C’est Là le but 

que s’est proposé, sans doute, l’auteur de la Géométrie 

supérieure. Ce but est atteint, et il réaliseun progrès marqué 

dans la culture de la science. Grâce à ces principes faciles, 

qui s'appliquent avec une corrélation parfaite aux points 

ou aux droites (pour ne parler ici que de la Géométrie à 
deux dimensions), les théories géométriques qui se rappor- 
tent à ces deux ordres de spéculations marchent d’un pas 
égal ; et se développent parallèlement avec la même simpli- 
cité et la même rigueur, sans rien s’emprunter mutuelle- 
ment, comme cela arriveaux méthodes de transformations, 

et pourtant, ce qui est très-remarquable, en employant 
presque toujours le même tour de raisonnement , ainsi que
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le lecteur peut le remarquer à chaque page de la Géométrie 

supérieure, et dans ce petit écrit lui-même comparé au 

chapitre XXXI de cet ouvrage. 

Suîte des propriétés des arcs associés dans les coniques planes. 

29, Après cette digression , dont l'intérêt fera, j'espère, 

excuser la longueur, je reviens aux théorèmes du Mé- 

moire de M. Chasles. 

Tuaéorème V. — S: l’on divise un arc en m arcs asso- 

sociés, c’est-à-dire en m arcs ayant deux à deux des dif- 

férences rectifiables ou, ce qui revient au méme, en m arcs 

dont chacun ait avec la m®" partie de l'arc proposé une 

différence rectifiable, les points de division sont tels, que 
les tangentes à la courbe en ces points forment la portion 
de polygone de (m +1) côtés qui a le périmètre minimum, 
parmi toutes les portions de polygone du même nombre 

de côtés circonscriptibles à Parc proposé. 

Tuéorime VI.— Cette méme portion de polygone a ses 

sommets situés sur une seconde conique décrite des mêmes 

foyers que la proposée, et a, par rapport à cette courbe, 
un périmètre maximum, c’est-à-dire que de toutes les por- 

tions de polygones de w sommets inscriptibles dans le 

même arc de la seconde conique, cette portion de poly- 

gone est celle qui a le plus grand contour ou périmètre. 

Je vais démontrer ces deux théorèmes à la fois. 

Supposons qu'un arc af d’une conique E soit divisé en 
m arcs semblables contigus ab, bc, cd, de, ef (m sera égal 

à 5 par exemple), on a les égalités 

ab—bc=D, be—cd—D, cd—de—D”, de—cf=D", 

D, D’, D’... désignant certaines droites. 

En ajoutant ces égalités deux à deux, on en conclut que 
deux quelconques de ces ares ont entre eux une différence
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rectifiable. On a, par exemple, 

ab—«l—=D+D=6, 
et ainsi des autres, comparés deux à deux. Si l’on veut com- 
parer un de ces arcs, tels que be, À l’arc total &f, on écrira 
d’abord 

ab—be—D, bc—cd— D, bc—de=9, be — = À"; 

d’où l’on tire 

ab+bc—2be=D, ab+be+ cd — 3bc— D —p, 

ab + be + cd + de— fbc=D—D'—#, 

ab + be + cd + de + ff — 5bc=D—D'—S 5", 

ou bien 

af— 5bc—A et g_ bc = 4. 

Aïnsi l’on peut dire, comme dans l'énoncé du théo- 
rème V, que /es m arcs semblables, qui divisent l'arc af, 
ont deux à deux des différences rectifiables, et que chacun 
d'eux a aussi une différence rectifiable avec la m°" partie 
de l'arc proposé. 

Cela posé, considérons deux arcs consécutifs ab, dc; les 
sommets À, B de leurs angles circonscrits sont, d’après le 
théorème I, situés sur une seconde conique biconfocale FE’. 
Le sommet C de l'angle circonscrit à l'arc cd est, par la 
même raison , situé sur la même conique biconfocale que le 
sommet B, c’est-à-dire sur E’, et il en est de même de tous 
les autres sommets D, E, etc. 

Donc la portion de polygone de (m +1) côtés, circon- 
scrite à l'arc proposé, a tous ses sommets situés sur une 
seconde conique décrite des mêmes foyers que la pro- 
posée. 

Pour compléter la démonstration des théorèmes V et VI, 
il ny a plus qu’à prouver que « cette portion de polygone 
» a un périmètre minimum parmi toutes les portions de
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» polygone de #41 côtés circonscriptibles à l'arc proposé, 

» et maximum parmi toutes les portions de polygones de m 
» sommets inscriptibles dans le même arc de la seconde. » 

Or ces deux propriétés sont des conséquences immédiates 

de ce que les portions de polygones sont comprises entre 
deux coniques homofocales. La première, celle du mini- 
mum , résulte du corollaire du théorème IV, en vertu du- 

quel la normale à la conique intérieure, menée par le point 
de contact de chacun des côtés du polygone circonscrit, 

concourt au même point que les bissectrices des angles ad- 
jacents à ce côté, ce qui est la condition caractéristique des 

polygones de périmètre minimum circonscrits à une courbe 

quelconque; et la seconde, celle du maximum, résulte de 
ce que deux côtés consécutifs sont également inclinés sur la 

conique à laquelle ïls sont inscrits , ce qui est, pour les po- 
Iÿgones inscrits à une courbe quelconque, la condition ca- 
ractéristique du #aximum. 

30. On peut remarquer que chacun des arcs ab, be, cd. .. 
a une différence rectifiable avec la m°"° partie de l'arc pro- 
posé af; done, parmi l’infinité des angles circonscrits à la 
conique E et qui ont leurs sommets sur la conique E?, il doit 
en exister au moins un qui embrasse précisément sur la co- 
nique E un arc égal à cette m°"* partie (théorème I), et cela 
étant, la symétrie de la figure fait qu’il en existe un second. 

. , a . Pr4 Soit & cet arc égal à #, et soient r, t’ les deux côtés de 
ni . . . . 

# « | l'angle qui lui est circonscrit. On a, par le théorème I, lz 
suite d’égalités 

(GA + bA)—(r+r)= ab — x, 
(bB + CB)—(r+r)= bc —u, 
(eC + dC)— (r4+ 7) — cd — à, 

ci ainsi de suite. Ajoutant toutes ces équations et désignant D mère : : ; si 
par P le périmètre du polygone circonscrit a ABCDE /, il
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vient 
P—m(r+r)=af-— mao. 

Supposons qu’un autre are a" f” soit semblable à l'arc af, 

et qu'il se compose, comme celui-ci, de m# ares semblables, 

l'arc a! f' aura une différence rectifiable avec l’arc « (théo- 

rème V), et par conséquent (théorème I) les sommets des 

angles circonserits aux m: arcs semblables qui le composent 

sont situés, comme les autres, sur la conique biconfocale EF”. 

On aura done, en désignant par P’ le périmètre de ce nou- 

veau polygone, 
P—m(r+r)—=af"— ma; 

donc, en retranchant la seconde équation de la première, il 

vient 
P—P'— af — af. 

Cette équation est indépendante du nombre m des divisions 

de chaque are; donc on peut énoncer ce théorème, qui est 

le huitième du Mémoire de M. Chasles : 

Tuiorëme VII. — Quand deux arcs d'une section co- 

nique sont associés, si on leur circonscrit deux portions 

de polygones de m côtés dont les sommets s'appuient sur 

une méme conique biconfocale à la proposée, et qui sont, 

par conséquent, de périmètre minimum , la différence des 

deux périmètres sera toujours la même, quel que soit le 

nombre des côtés, et sera égale à la différence des deux 
arcs. 

81. Les théorèmes V et VI ont fait voir que « la même 

» portion de polygone, circonscrite à un arc d’une conique 
» etinscrite dans un arc d’une seconde conique homofocale, 

» jouit tout à la fois, quant à son périmètre, des deux pro- 
» priétés de minimum et de maximum, de mème qu’une 

» portion de polygone régulier circonscrite à un arc de 

» cercle et inscrite dans un arc de cercle concentrique ; de 

» sorte que, dans ces questions de périmètres, ce sont des
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sections coniques décrites des mêmes foyers, qui corres- 

»_pondent à des cercles concentriques. 

» Au contraire, si ce sont les surfaces des polygones que 

» l’on compare, au lieu des périmètres, ce seront des coni- 

» ques concentriques et homothétiques qui correspondront 

» aux cercles, » c’est-à-dire que : 

% ÿ 

Taéorëme VILL. — Si une portion de polygone est cir- 

conscrite à un arc de section conique et inscrite dans un 

autre arc de section conique, concentrique et homothétique 

à la première, cette portion de polygone aura une surface 

minimum par rapport à toute autre portion de polygone 

de même nombre de côtés circonscrite au premier arc, ct 

maximum par rapport. à toute autre portion de polygone 

inscrite dans le second arc. 

En effet, circonscrivons à un cercle une portion de poly- 

gone qui soit en même temps inscrite à un second cercle 
concentrique. Cette portion de polygone a, comme on sait, 

une surface minimum par rapport à celle de toute autre 

portion de polygone, du même nombre de côtés, circon- 
scrite au même arc, et maximum par rapport à celle de 

tout autre polygone, du même nombre de sommets, inscrit 

dans le même arc du cercle extérieur. 

Faisons une déformation homographique de la figure, 

en faisant que la droite à l’infini reste à l’infini (Géométrie 

supérieure, n° 534). On obtiendra deux coniques qui au- 

ront comme les deux cercles (Géométrie supérieure, n° T9) 

deux points communs imaginaires à l'infini, c’est-à-dire 

qui seront concentriques et homothétiques (Géométrie su- 
périeure, n° 412). La surface de chaque polygone déformé 

est dans un rapport constant avec celle du polygone d’où 
il dérive (Géométrie supérieure, n° 539). Donc elle jouit 
des mêmes propriétés de minimum et de maximum que 

cette dernière. Ainsi le théorème VII est démontré.
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32. Passons au théorème X. S£ l’on concoit une el- 
lipse divisée en un certain nombre m d’arcs associés, 

et le polygone cürconserit, formé par des tangentes aux 

points de division, 

1°. Les sommets de ce polygone seront tous situés sur 

une seconde ellipse décrite des mêmes foyers que la pro- 

posée. 

Cela résulte du théorème V démontré plus haut. Ajou- 
tons que cette ellipse passe par le sommet de l’angle qui 

intercepte sur l’ellipse l’arc & dont la longueur est la mème 
partie du périmètre de cette ellipse. 

. 2°, Pour un autre polygone pareil, répondant à un 

autre point de départ des divisions de l’ellipse, La se- 

conde courbe sera toujours la méme. 

Car cette courbe, qui est nécessairement une ellipse 

biconfocale à la proposée, passe, comme la précédente, par 
le sommet de l’angle circonscrit à l'arc &, et se confond 
par conséquent avec elle. 

3°, Ces polygones auront ious le méme périmètre. 

En effet, deux de ces polygones interceptent chacun, par 

hypothèse, le périmètre complet de l’ellipse; on peut dire 

qu'ils sont circonscrits à des arcs associés, puisque la dif- 

férence de ces arcs est nulle. Le théorème VIII est done 

applicable à ces polygones, et il prouve que la différence de 
leurs périmètres est nulle. 

| 49. Ce périmètre est minimum par rapport à tous autres 
polygones du méme nombre de côtés circonscrits à l’el- 
dipse. | - 

5°. Et ilest maximum par rapport à tous autres poly- 

gones du méme nombre de côtés inscrits dans la seconde 
ellipse. 

Ces deux paragraphes sont une conséquence évidente des 
théorèmes V et VI. 

£ 4 ? : Ce théorème ne s’applique pas seulement aux polygones
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convexes formés par les tangentes aux points de division de 
la courbe, prises conséculivement pour côtés; il a lieu pour 

les polygones étoilés de même espèce, formés par ces mêmes 

tangentes dont on prend les points de concours de trois en 

urois, de quatre en quatre, etc., pour sommets de polygone. 

Cela revient à dire que l’ellipse, qui est divisée en m arcs 

associés ab, bc, cd, de, ef consécutifs, peut aussi être re- 

gardée comme étant divisée en 772 autres arcs asssociés con- 

sécutifs ac, bd, ce, df, ea, ou bien en prenant les sommets 

de quatre en quatre ad, be, cf, da, eb, fe, ce qui est vrai; 
car les arcs primitifs étant associés, on a les égalités 

ab—cd=D, bc—de—=D', cd—ef = D”, etc; 

d’où l’ou tire 

(ab + be) —(bc+cd) =D, (bc+ed)— (cd4+ de) =D, etc, 

ou bien 
(ac— bd)—D, (bd—ce)—D, etc. 

Seulement il est clair que les sommets de ces nouveaux po- 

Îygones ne se trouvent plus sur l’ellipse E’; ils sont tous 

inscrits à des ellipses différentes £”, FE”, etc., qui sontbicon- 
focales à la proposée. 

33. Taéorèue XI. — Réciproquement , quand un poly- 

gone de m côtés est inscrit à une ellipse et en même temps 

circonscrit & une seconde ellipse décrite des mêmes foyers 

que la première, ce polygone est, par rapport à la pre- 

mière courbe, un polygone inscrit de périmètre maximum, 

et par rapport à la seconde, un polygone circonscrit de 

périmètre minimum. 

Ses m côtés marquent sur À ’ellipse inscrite les divisions de 

cette courbe en m ares ayant deux à deux des différences 
rectifiables. 

Une infinité d’autres polygones peuvent étre inscrits 
dans la Première courbe et circonscrits en même temps à 
la seconde.
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Tous ces polygones ont le méme périmètre. 

Le premier alinéa de ce théorème est une conséquence 

des théorèmes V et VI; le second résulte immédiatement du 

théorème I, et le troisième n’est qu’une expression diflé- 

‘rente du théorème suivant, démontré au n° 566 du Traité 
des propriétés projectives de M. Poncelet, page 361 : 

Taéorime. — Quand un polygone quelconque est à la 

fois inscrit à une section conique et circonscrit à une autre, 

il en existeuneinfinité de semblables qui jouissent de la 

méme propriété à l'égard des deux courbes, ou plutôt tous 

ceux qu'on essaycrait de décrire à volonté, d’après ces 

conditions, se fermeraient d'eux-mêmes sur ces courbes. 
Ce théorème auxiliaire peut également se déduire, par 

une transformation polaire, de celui qui est énoncé au co- 

rollaire du n° 758 de la Géométrie supérieure, page 532. Il 

suffit, dans le cas actuel, de supposer que toutes les coniques 
se réduisent à deux. 

Le dernier alinéa du théorème XT est une conséquence du 

théorème VIII. 

On pourrait ajouter, au sujet de ces polygones, et en 

s'appuyant sur les n° 570 et 572 de l'ouvrage déjà cité de 
M. Poncelet, que s'ils ont un nombre païr de sommets, 

toutes les diagonales qui joignent dans chacun d'eux les 
sommets respectivement opposés se croisent au centre com- 

mun des deux ellipses. Passons au théorème suivant : 

34. Tnéorèue XIF. — Soit ABCD..., un polygone 
quelconque circonscrit à une ellipse; par chacun de ses 

sommets faisons passer une conique biconfocale à la pro- 

prosée : il résulte du théorème auxiliaire cité plus haut, 
qu’on pourra circonscrire à l’ellipse E une infinité d’au- 

tes polygones, dont les sommets s’appuieront sur les el- 
lipses E’, E”, E”, etc. Prenons, dans deux de ces polygones, 
deux angles B, B', appuyés sur une même conique F/; les
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arcs interceptés sur E par leurs côtés respectifs sont asso- 
ciés (théorème I}; donc 

Tous ces polygones sont tels, que les arcs compris 
entre les angles de chacun d’eux étant comparés un à 
ur aux arcs compris entre les angles du premier, donne- 
ront des différences rectifiables. 

Tous ces polygones auront le méme périmètre, c'est-à- 
dire que la somme de leurs côtés Jormera toujours une 
méme longueur. | 

Prenons, en effet, deux quelconques d’entre eux. Le 
périmètre du premier, moins le périmètre du second, est 
égal (théorème I} à la somme des arcs interceptés par 
les angles du premier, c’est-à-dire est égal à l’ellipse en- 
tière moins la somme des arcs interceptés par les angles 
du second, c’est à-dire encore moins Vellipse entière. Done 
la différence des périmètres est nulle. 

Dans la construction d’un nouveau polygone, il n’est 
pas nécessaire que les arcs sous-tendus par ses angles aient 
entre cux le même ordre que les ares relatifs au premier 
polygone, auxquels ils correspondent. Car il résulte de la 
note de la page 532 de la Géométrie supérieure, tansfor- 
mée par la méthode des polaires réciproques, que ces po- 
lygones se formeront toujours, quelles que soient les coni- 
ques E/,E”", etc.; Hajon attri buera aux sommets consécutifs , 
un à un, respectivement. 

Ajoutons encore que le périmètre constant de tous ces 
polygones est maximum par rapport à celui de tout autre 
polygone de m côtés, non tangchts à l’ellipse E, dont les 
sommets s’appuieraient respectivement sur les m2 ellipses 
E’, E”, etc. C’est une conséquence du théorème VI. 

35. Les deux théorèmes XIII et XIV, qui terminent le 
Mémoire, sont une conséquence évidente de ceux qui pré- 
cèdent, en ÿ joignant le théorème C que j'ai démontré 
plus haut, et qui l’est du reste dans le Traité de M. Pon 

7
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celet, page 277. Il est donc inutile d'entrer à leur égard 

dans aucun détail. Ces théorèmes sont ainsi conçus : 

Tuéonème XIII. — Quand un rayon lumineux parti 

d’un point d’une ellipse se réfléchit sur la courbe et revient 

au méme point après un cerlain nombre de réflexions, 

le polygone formé par les directions consécutives de ce 

rayon & toujours le méme périmètre, quel qu'ait été sur 

La courbe son point de départ, le nombre des réflexions 

étant toujours le même. 

Taéonème XIV. — Plus généralement, m ellipses étant 

décrites des mêmes foyers, si un rayon parti d’un point 

de l’une se réfléchit successivement sur les autres et re- 

vient au méme point, le polygone formé par les m di- 

rections du rayon a toujours le méme périmètre, quel 

qu'ait été le point de départ du rayon. 

Ce périmètre est maximum par rapport à tous les au- 

tres polygones de m cétés, dont les sommets seraient 

situés respectivement sur les m ellipses. | 

Plusieurs ellipses peuvent se confondre. Une ellipse 

peut avoir son petit axe nul et se réduire au segment 

rectiligne compris entre les deux foyers. Toutes les tan- 

gentes à cette ellipse seront des droïtes passant par ces 

points. C'est le cas représenté dans la fig. 10. Le poly- 

gone est abcdefghika. 

Propriétés des ares associés dans les coniques sphériques. 

36. La plupart des théorèmes démontrés dans ce Mé- 

moire s'appliquent aux coniques sphériques, ainsi que 

M. Chasles en fait expressément la remarque. Cette ana- 

logie, qui west pas difficile à établir, demande cependant 

quelques explications. 

En premier lieu, il est évident que la démonstration du 
£ 4 : 

théorème 1, dans lequel on substituera des arcs de grand 

cercle aux simples lignes droites, subsistera sur la sphère,
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si la proposition de M. Poncelet, qui en fait la baise, est 
vraie pour les coniques sphériques. Or c'est précisément 
celle qui fait l’objet du n° 817 de la Géométrie supérieure, 
page 573; car cette dernière peut s’énoncer ainsi qu’il suit : 
Étant donnés deux arcs tangents & une conique 

sphérique, si, par l’un de leurs points de rencontre, on 
mène deux arcs passant par les deux Joyers de la co- 
nique, l'angle des deux arcs langents et l’angle des 
deux arcs vecteurs ont le méme arc bissecteur. 

87. D'où l'on conclut que Les deux arcs tangents sont 
également inclinés sur l'arc mené, par leur point de 
concours, tangentiellement à la conique sphérique homo- 
focale à la proposée et passant par ce point. 

38. D'après cela, Le théorème I subsiste pour les coni- 
ques sphériques, avec cette seule distinction que les arcs 
associés ont leur différence assignable en are de grand 
cercle, au lieu d’être assignable en ligne droite. 

Le théorème IT s’y applique par conséquent aussi. 
Quant au théorème IIL, relatif au quadrilaière cir- 

conseripüble, il est démontré n° 822, page 598, de la 
Géométrie supérieure, et, par conséquent, il donne lieu 
au théorème IV, comme dans les coniques planes. 

39. Les théorèmes V et VI s'appliquent aux coniques 
sphériques, par des raisonnements identiques à ceux que 
J'ai employés. Quant aux propriétés de maximum et de 
minimum, elles ont également lieu pour les polygones 
sphériques que l’on considère dans ces deux théorèmes 
par les mêmes motifs. En effet, soit abcd... un de ces 
polygones; puisque tous les sommets a, b,c,d,etc., sont 
situés sur une conique sphérique C’, homofocale à celle C 
que Le polygone enveloppe, deux côtés consécutifs quel- 
conques, tels que ab, bc, sont également inclinés sur l’are 
taugent en b à la conique C’ (37). Or c’est là précisément 

7
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la propriété caractéristique des polygones à périmètre 

maximum inscrits dans une courbe plane ou sphérique 
quelconque, ainsi qu’on le démonire très-simplement dans 

plusieurs ouvrages de Géométrie. La propriété de mani- 
mun, par rapport à la conique inscrite, résulte du théo- 

rème IV. Car, d’après cette proposition, l'arc normal à la 

conique C au point de contact d’un côté quelconque du 
polygone, de bc par exemple, passe par le point de con- 
cours des arcs tangents, en D et c, à la conique C, licu 

des sommets a, b, c, d, etc., puisque ce point de con- 

cours west autre chose que le centre du petit cercle in- 

scrit dans Île triangle sphérique formé par les côtés succes-. 
sifs ab, bc, cd du polygone. 

Or c’est là précisément la propriété caractéristique des 

polygones à périmètre minimum, circonscrits à une courbe 

donnée, plane ou sphérique. 

40. Des théorèmes qui précèdent découlent naturellement 
les théorèmes VIII, X, XI et XII, pour les coniques 

sphériques comme pour les coniques planes. On pourrait 
même diré que les propositions XIIE et XIV sont égale- 

ment vraies pour les ellipses sphériques, en supposant 
toutefois que le rayon lumineux se meuve dans un milieu 

qui infléchisse sa trajectoire suivant un arc de grand cercle 
de la sphère sur laquelle ces ellipses sont décrites. 

A. Toutes les propriétés qui viennent d'être démon- 
trées en engendrent de nouvelles, à cause de la dualité 
constante à laquelle sont soumises les propositions sphé- 
riques. 

On sait qu'à des coniques sphériques homofocales 
correspondent, sur la sphère, des coniques homocycliques, 
qui sont supplémentaires des premières. Le théorème I 
devient celui-ci : 

Quand deux ellipses sphériques, dont l’une enveloppe
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l'autre, ont les mémes ares cycliques, le segment qu'un 

arc de grand cercle tangent à la conique interne forme 

dans la conique externe, a toujours la méme surface. 

Ce théorème est démontré n° 813 de la Géométrie supé- 
rieure, page 57r. | 

42. Réciproquement : Si le segment qu'un arc de grand 
cercle, tangent à une conique sphérique, forme dans une 
seconde conique qui enveloppe la première, a toujours la 
même surface, cette seconde conique est homocyclique à 
la première. 

En effet, supposons que cela n’ait pas lieu. Soit ab l’un 
des arcs tangents à la conique C. Décrivons la conique È 
tangente à l’arc ab et homocyclique à la conique exté- 
rieure C'; cette conique est unique et déterminée. 

Considérons actuellement quatre autres arcs tangents à 
la conique C. Par suite de la condition à laquelle ils sont 
soumis par l'énoncé de la question, et en vertu du théo- 
rème précédent (41), ces arcs seront tangents à la co- 
nique 2; les coniques C et £ ont cinq arcs tangents com- 
muns; donc elles sont une seule et même courbe. Ainsi le 
théorème est démontré. 

43. Il résulte de ces deux propositions ce fait remar- 
quable que, à une différence d’arcs assignables en arcs de 
cercle, correspond une égalité de surfaces dans la conique 
supplémentaire, 

44. Le théorème Il (3° du Mémoire de M. Chasles) 
à pour correspondant celui-ci : 

Deux arcs tangents à une conique sphérique coupent 
une seconde conique homocyclique à la premuère, en 
quatre points situés sur un petit cercle qui a pour centre 
le pôle de l'arc de grand cercle qui passe par les points 
de contact des deux arcs langents.
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On en iroute la démonstration, sous un autre énoncé, 
au n° 812 de la Géométrie supérieure. 

45. Si les deux arcs tangents à la première conique 

ont une extrémité commune sur la seconde, le triangle 

sphérique qu'ils déterminent sur celle-ci est inscriptible 

dans un petit cercle qui lui est tangent en ce point. 

Car ce triangle n’est autre chose que le quadrilatère du 
n° 44, dans lequel deux sommets sont infiniment voisins 
l'un de l’autre. 

On peut remarquer l'analogie dé ces deux dernières 
propositions avec celle qui fait l’objet du n° 764 de la 
Géométrie supérieure (voir la note au bas de la page 535). 

Celle du n° 45 correspond au théorème IV. 

46. Si l’on divise un arc d’une conique sphérique en 

m arcs par des cordes qui retranchent des segments de 

surfaces égales, on forme ainsi une portion de polygone 

sphérique circonscrit à une seconde conique homoecyclique 

à la première. 

Cette portion de polygone a une surface maximum par 

rapport à toute autre portion de polygone de méme 

nombre de côtés inscrite dans le premier arc, et minimum 
par rapport à toute autre portion de polygone circonscrite 

au second arc, c'est-à-dire à l’arc intercepté dans la co- 

nique inscrite. 

Cette proposition, qui correspond aux théorèmes V et 
VI, est facile à démonirer. 

La première partie résulte immédiatement du théorème 
ci-dessus (42); et la seconde est une conséquence de ce 

que chaque côté du polygone touche, par son point milieu, 
la conique intérieure (Géométrie supérieure, n° 801). Or 
c'est précisément la propriété caractéristique des polygonces 
de surface minimum et maximum qui sont à la fois inscrits 
et circonscrits à deux courbes données, Ainsi le théorème 
est démontré.
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47. Le principe sur lequel repose ce dernier raisonne- 

ment, savoir : que chaque côté du polygone touche, par 

son point milieu, la conique intérieure, peut aussi se con- 

clure d’un principe général démontré par M. Ch. Dupin, 

dans son Mémoire sur la stabilité des corps flottants, et 
qui est ainsi conçu : « Le plan de flottaison d’un corps 
» flottant touche la surface enveloppe des plans de flot- 
» taison ou un point qui est toujours le centre de gravité 
» de ce plan, quelle que soit la position d'équilibre du 

» corps que l’on considère. » 

En effet, imaginons la portion de cône qui a son sommet 
au centre de la sphère et pour base la conique sphérique 
extérieure. On peut le regarder comme ur corps flottant ; 

les plans menés par le centre de la sphère et par les cordes 

du polygone, reiranchent dans ce cône des volumes égaux, 
puisque les cordes retranchent, par hypothèse, des seg- 

ments égaux sur la conique qui lui sert de base. Ainsi 

ces plans peuvent être regardés comme étant des plans de 

flottaison, et la surface enveloppe de ces plans est le cône 
qui a pour base la conique intérieure. 

Décrivons une sphère concentrique à la première et in- 
finiment voisine ; elle retranchera, des volumes successifs 
dont nous venoñs de parler, des parties équivalentes; donc 

les onglets restants sont aussi tous de même volume. Le 

plan de flottaison de chacun d'eux se réduit à une espèce 

de trapèze, mi-partie sphérique et mi-partie rectiligne, 

dont deux côtés sont des portions égales infiniment petites 
de deux rayons de la sphère, et dont les deux autres côtés 

sont, l’un la corde ab que l’on considère dans le poly- 
gone, et l’autre la corde semblable a‘b' du polygone situé 
sur la sphère concentrique. La base aba'b' de l'onglet 
touche la surface annulaire retranchée par la sphère con- 
centrique dans le cône intérieur (qui est la surface enve- 

Joppe des flottaisons), en un point qui est son œntre de
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gravité; donc le côté ab touche la conique intérieure par 
son point milieu qui est infiniment voisin de ce centre 
de gravité. C. Q. F. D. 

48. Si l’on conçoit une ellipse sphérique divisée en 
un certain nombre d'arcs tels, que les arcs de grand 
cercle qui joignent leurs extrémités, de proche en proche, 
retranchent de la surface de l’ellipse des segments égaux : 

1°. Tous les côtés du polygone sphérique ainsi déter- 
miné seront tangents à une méme ellipse homocyclique 
à la première. 

Ceci résulte immédiatement de (42). 
2°. On pourra décrire une infinité d’autres polygones, 

inscrits à l’une de ces ellipses et circonscrits à l’autre, 
qui se fermeront comme le premier. 

Car si l’on forme la figure supplémentaire, on aura 
deux ellipses homofocales auxquelles le premier polygone 
réciproque sera inscrit et circonscrit, respectivement, et 
qui en admetiront une infinité d’autres de même nombre 
de côtés, satisfaisant à la même condition (40). À ces 
polygones correspondront, dans la figure primitive, ceux 
que nous considérons; d’où l’on voit que ceux-ci se fer- 
meront comme le font leurs supplémentaires. 

Aïnsi l’ellipse donnée pourra être divisée comme elle 
l'a été une première fois, d’une infinité de manières dif- 
férentes. 

3°. La surface de tous ces polygones est la méme. 
Car elle est égale à la surface de l’ellipse diminuée de 

m fois la surface d’un des segments égaux retranchés dans 
cette surface par l’un quelconque des côtés de ces poly- 
gones. 

4°. Cette surface est maximum par rapport à tous au- 
tres polygones du méme nombre de côtés inscrits à l’el- 
lipse donnée. 

» Le. 
5°. Et elle est minimum Par rapport à tous autres
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polygones du méme nombre de côtés circonscrits à la se- 

conde ellipse. 

Ces deux derniers alinéa résultent évidemment de (46). 

  

SECTION II. 

DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DES ARCS ÉGAUX DE LA 
LEMNISCATE. 

49. Les propriétés des arcs semblables (ou associés) des 
sections coniques , donnent lieu à quelques propriétés cu- 
rieuses des ares d’une lemniscate qui ont même longueur. 
Celles-ci ont été énoncées, sans démonstration, par 
M. Chasles, dans le XXI° volume des Comptes rendus 
(année 1845, page 199). 

Je me propose de les démontrer ici. Maïs pour monirer 
comment elles dérivent de celles qui font l’objet du présent 
chapitre, il est nécessaire d’entrer d’abord dans quelques 
explications préliminaires au sujet de la courbe à laquelle 
elles se rapportent. 

30. La lemniscate est le lieu des pieds des perpendi- 
culaïires abaissées du centre d’une hyperbole équilatère sur 
les tangentes à cette courbe. 

Le rayon vecteur et sa normale, menés par un point 
de la lemniscate, déterminent sur 1 ‘hyperbole deux points 
qui sont situés sur une méme ordonnée. L 

En effet, l'hyperbole, rapportée à son centre et à ses, 
axes, à pour équation 

J—+e—o. 

La tangente au point (x', y") a pour équation 

= rd 

TS —-=x+ TO, 

J
e
 

J
S
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et la perpendiculaire abaïssée du centre O (*) sur cette tan- 

. gente a pour équation 
? 

N 
æ 

C’est le rayon vecteur de la lemniscate. On voit, par.un 

calcul facile, qu’il rencontre l’hyperbole en un point pour 

lequel on a 
LEZ Z'. 

Ce qui démontre le théorème. 
51. Pour trouver les coordonnées (x", y”) du point m 

de la lemniscate situé sur le rayon OM, qui aboutit au 
point (x, y’) de l'hyperbole, il faut chercher le point de 

4e Y . 
rencontre de la perpendiculaire Y —=;X, abaïssée sur 

T 

la tangente au point M'{(x'— y'} de l’hyperbole, avec 
cetie tangente, qui a pour équation 

æ! a? 
Y Fe YF = 0. 

On trouve facilement 

H a? x! # —. CR 

pi + zx ty pat 

On en déduit, pour la valeur du rayon vecteur p de la 
lemniscate, 

a? 

Le rayon vecteur de l’hyperbole a de son côté pour valeur 

R — Vz® + y. 

Donc 
R.p— a? — constante. 

Ainsi les rayons vecteurs, issus du centre commun des 

  

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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deux courbes, et de même direction, ont Leur produit 
constant, 

Ce résultat dérive immédiatement des équations polaires 
des deux courbes qui sont respectivement 

R=T— et p= a \/cos 20. 
Vcos28 

52. Le premier théorème (50) donne un moyen bien 
simple de construire la lemniscate par points : sur chaque 
double ordonnée de l’hyperbole, comme diamètre, décri- 
vez une circonférence de cercle; elle coupera les deux 
rayons vecteurs, qui aboutissent aux extrémités du dia- 
mètre, en deux points qui appartiennent à une lemniscate. 

Le second fournit un autre moyen également facile : sur 
le rayon vecteur OM comme diamètre, décrivez une demi- 
circonférence. Prenez, à partir du point O, une corde Or 
égale à a ; le pied de la perpendiculaire abaissée du point » 
sur OM donne le point m de la lemniscate. 

Ceite demi-circonférence coupe le rayon vecteur symé- 
trique OM’ au point de la lemniscate m!, symétrique du 
point m, puisque l’angle Omn!’M est droit. De plus, elle 
touche la courbe en ce point. Car la normale au point »/, 
infiniment voisin de #/, n’est autre chose que la tangente 
à l'hyperbole infiniment voisine de la tangente »#/M; elle 
aboutit donc aussi au point M; ce qui prouve que les deux 
points #/, n! sont sur la circonférence de cercle qui a OM 
pour diamètre. 

53. Cette dernière remarque fournit un moyen très- 

simple de mener la normale et la tangente en un point 2 

d'une lemniscate, sans que cette courbe soit tracée. En 
effet, joignez On qui coupe l’hyperbole en M; prenez le 

point M’, symétrique de M. La droite mu, qui joint le 
Pont m au point g, milieu du rayon vecteur OM’, est la 
normale.
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Autrement. Remarquons que l’angle 4mO, formé par 
la tangente mt avec le rayon vecteur Om, sous-tend, sur 
la circonférence tangentielle en question, un arc égal à 
celui que sous-tend l’angle OM'm. Celui-ci est le complé- 
ment du double de l’angle vecieur 9. Il suffit donc de 
mener, par le point m, une droite qui fasse avec On un 
angle égal à (90°— 26), dans un sens de rotation tel, 
qu’elle vienne couper l’axe transverse de l’hyperbole en un 
point situé, par rapport au grand axe, dans la même ré- 
gion que le point » lui-même. 

On peut aussi joindre M7, et faire l'angle 

Munt! — mMyn. 

94. Remarquons encore, en passant, que si l’on rabat 
tous les rayons vecteurs sur un quelconque d’entre eux, 
tous les segments, tels que M, y formeront une série 
de segments en involution. Cela résulte de l'équation du 
n° 1. O est le point central de l’involution. 

55. Voici une autre construction de la lemniscate. 

Que, sur le grand axe de l’hyperbole, on prenne, à 

partir du centre O, une distancé OC — à V2; si, de ce 
point comme centre avec le rayon a, on décrit un cercte, 
chaque rayon issu du point O déterminera, dans ce 
cercle, une corde égale au rayon de la lemniscate qui a 
la même direction. En effet, le cercle a pour équation 
polaire l _ nn 

r = a V2 cos 6 Æ Var a sin’ 6 

(voir Francœur, n° 385). 

La différence des deux racines de cette équation est égale 
à la corde interceptée ef; donc on a 

RSS ———— fr avi —-a2sin6—a cos 26, 

C’est précisément la valeur du rayon de la lemniscate sous
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l'angle vecteur 9. Cette construction remarquable est due à 
M. Chasles (voir le Mémoire cité). 

56. Voici enfin une autre propriété de la lemniscate, 
qui va nous être utile ; c’est que ceite courbe a, outre son 
point double réel, situé en son centre, deux autres points 
doubles, imaginaires, situés à l'infini sur un cercle; pro- 
priété qui appartient à toutes les courbes auxquelles on 
donne quelquefois, par extension, le nom de /emniscate 
lesquelles sont le lieu des pieds des perpendiculaires abaïs- 
sées d’un point fixe sur les tangentes à une conique. (Pour, 

- pour la démonstration de cette propriété, le Mémoire de 
M. Chasles, sur Les courbes du quatrième ordre. Comptes 
rendus de 1853, 2° volume, page 438.) 

Il en résulte qu’un cercle quelconque ne peut couper ia 
courbe qu’en quatre points; car, d’ailleurs, ce cercle passe 
toujours par les deux points doubles imaginaires situés à 
l'infini (Géométrie supérieure, n°% 651 et 652). 

Si le cercle passe par l’origine, il ne coupe la courbe . 
qu'en deux autres points; et si ces points sont infini- 
ment voisins, ce qui était le cas du cercle décrit ci-dessus 
(52, 3° alinéa), le cercle touche la courbe en ce point, el 
il ne la coupe qu’au point double qui est son centre. 

87. Passons actuellement aux propriétés des arcs égaux 
de la courbe. 

Il résulte de la proposition (50) que les rayons vecteurs 
menés aux extrémités d’un arc de la lemniscate, étant 
prolongés, comprennent un arc de l’hyperbole étçuilatère, 
et que les normales aux deux rayons vecteurs touchent 
lhyperbole en deux points qui déterminent un second arc 
égal au premier. Chacun de ces deux arcs peut être consi- 
déré comme correspondant à l'arc de la lemniscate. 

Cela posé, il y a, d’après M. Chasles, entre les arcs de 
la lemniseate et leurs Correspondants sur l’hyperbole, cette 
relation remarquable :
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A deux arcs égaux de la lemniscate correspondent, sur 
l’hyperbole, deux arcs dont la différence est rectiftable. 

C'est par suite de ce théorème, que les propriétés des 
arcs associés de l’hyperbole donnent lieu à des propriétés 
des arcs égaux de la lemniscate; et l’on a les théorèmes 
suivants : 

58. Quand deux arcs d’une lemniscate sont égaux, 
les normales aux rayons vecteurs qui aboutissent aux 
extrémités de ces arcs, forment un quadrilatère circon- 
scriptible au cercle. 

C'est une conséquence, évidente par ce qui précède, 
du théorème IT (8). 

59. Étant pris sur une lemniscate plusieurs arcs égaux 
entre eux, si par les extrémités de chacun d’eux on 
mène les normales aux rayons vecteurs qui y aboutissent, 
et qu'on prenne le point de concours de ces normales, 
tous ces points seront sur une hyperbole homofocale à 
l'hyperbole équilatère. 

Ceci résulte du théorème I, puisque ces normales sont 
tangentes en des points qui marquent, deux à deux, sur 
lhyperbole des arcs associés. : 

Ce théorème fournit une construction très-simple pour 
déterminer, sur la lemniscate, des ares égaux 
donné, et, par conséquent, des arcs multiples, et aussi 
pour déterminer un arc égal à la somme ou à la différence 
de deux arcs donnés. 

à un arc 

60. Si, à partir d’un Point de la lemniscate, on prend, 
de part et d'autre, deux arcs égaux entre eux, mais de 
longueur quelconque, et que, par les extrémités de ces 
deux arcs, on mène Les normales aux rayons vecteurs 
qui aboutissent à ces points, le lieu géométrique du point 
de concours de ces deux normales sera une ellipse homo- 
focale à l’hyperbole équilatère.
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Car, d’après le théorème IT (5), ce sera une conique 

homofocale d'espèce différente. Cette ellipse coupe l'hy- 
perbole au point de contact s de la tangente issue de l’ori- 

gine commune des arcs égaux; et, d’après le théorème IV, 
on pourra décrire un cercle tangent à la fois aux deux nor- 
males et à l'hyperbole en ce point s. 

61. Nous avons vu (36) que, par chaque point d’une 
lemniscate, on peut mener un cercle tangent à la courbe 
en ce point et passant par le centre de la courbe. Ces cer- 
cles donnent lieu à la propriété suivante : 

Étant pris sur une lemniscate plusieurs arcs égaux , st 
par les extrémités de chacun d’eux on mène les cercles 

tangents à la courbe en ces points, respectivement, et 

passant par le centre, le point d’intersection de ces deux 
cercles aura pour lieu géométrique une espèce de lemnis- 
cate qui sera le lieu des pieds des perpendiculaires abais- 
sées du centre de la courbe sur les tangentes à une h yper- 
Dole non équilatère. 

En eñlet, ces deux cercles se coupent en un point 7; ieur 

corde commune Of est perpendiculaire à la droite Ce’ qui 
joint leurs centres, et par conséquent aussi sur la droite 

MN qui joint les extrémités des diamètres OM, ON. Cette 
droite MN est une corde de l’hyperbole équilatère (52) ; 
c’est la corde de contact de l’angle circonscrit à l’are MN 
qui correspond à l'arc mn de la lemniscate. Le sommet de 

cet angle est constamment situé sur une hyperbole Z, ho- 
mofocale à l'hyperbole équilatère (59) ; donc elle enve- 
loppe une autre hyperbole Z’, qui est la polaire réciproque 

de Z par rapport à l'hyperbole équilatère. (Foir Poncelet, 

Propriétés projectives.) Donc le point à est le pied de la 
perpendiculaire abaïssée du centre O sur une tangente à 

cette hyperbole Z'. C. Q. F. D. 

62. Étant pris sur une lemnicaste deux arcs égaux, 
si par leurs extrémités on mène quatre cercles tangents
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à la courbe en ces points respectivement, ef passant tous 

par le centre de la courbe, ces quatre cercles sont tangents 
à un méme cercle. 

Ce théorème est une conséquence de la relation du 

n° 54, 
Rp=a. 

Quand deux courbes sont liées par une telle relation entre 
leurs rayons vecteurs de même direction, on dit quel- 
quefois que l’une est la réciproque ou l'inverse de l’autre. 

(Poir, par exemple, dans les Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques de 1855, une analyse intéressante des travaux 

de MM. Thomson et Liouville sur les courbes et Les sur- 
faces réciproques.) 

La lemniscate est donc l'inverse de l’hyperbole équila- 

ière, dont le centre est pris pour origine des rayons vecteurs. 
On sait, d’ailleurs, que l’inverse d'une circonférence est 

une ligne droite perpendiculaire au diamètre qui passe par 
l'origine , quand cette origine est prise sur Ja circonférence 
elle-même, et que c’est une autre circonférence quand 
l’origine est quelconque. 

Cela posé, si l’on conçoit une tangente au point M de 
l'hyperbole, l'inverse de cette tangente est un cercle tan- 

gent en m4 à la lemniscate, et passant par l’origine O. 

A deux arcs égaux de la lemniscate correspondent sur lhy- 

perbole deux arcs associés , et les tangentes aux extrémités 

de ces ares forment un quadrilatère circonscriptible au 

cercle. Les inverses de ces quatre tangentes sont quatre 
cercles tangents à la courbe inverse de ce cercle, c’est-à- 

dire à un mème cercle, dont le centre se déterminera aisé 
ment par celte théorie des figures inverses. Ainsi le théo- 
rème est démontré.
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CHAPITRE IL. 
GÉNÉRALISATION DES PROPRIÉTÉS DES FOYERS ET DES 

DIAMÈTRES CONJUGUÉS DES SECTIONS CONIQUES. 

SECTION EF. 

GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DES FOYERS. 

À. « Je me propose, dans cette Note (*}, dit M. Chasles, 
» d'indiquer le point de vue sous lequel on peut considérer 
» ces points remarquables, pour que leurs propriétés s’ap- 

» pliquent à tous les autres points du plan d’une section 

» conique, et qu’il résulte de 1à une théorie générale, dont 
» celle des foyers proprement dits ne soit plus qu'un cas 
» particulier ; et, par théorie, j'entends ici non-seulement 
» l’ensemble des théorèmes relatifs directement aux foyers 

» mais aussi de ceux non moins nombreux qui se rap- 

» portent aux coniques homofocales. » 

Ces divers théorèmes, dont l’auteur a donné les énoncés 
sans démonstration, sont, la plupart, des conséquences 
fort simples des principes exposés dans le Traité de Géo- 

métrie supérieure. Yndiquer ces déductions, ce sera donc 

donner un nouvel exemple de la facilité avec laquelle ces 

méthodes fécondes s’appliquent aux questions géométriques. 

S 

6 I. — Principes de cette généralisation. 

9. Taéorkmue. — Étant donnée une conique À, et 

étant pris un point fixe S dans son plan, on peut mener 

par ce point, d'une tnfinité de manières, deux droites 

telles , que le péle de l’une soit sur l'autre. Ces deux droites 
sont loujours, en direction, deux diamètres conjugués 
  

(9) Voir les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences; 

année 1846; tome XXII. 8
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d’une certaine conique Z (*), qui est relative au pointS, 

qui change de forme quand on passe à un autre joint , et 

qui devient un cercle, quand le point S est un des foyers. 

Au point S correspond un second point S' situé sur le 
méme diamètre de la courbe À, mais de l'autre côté et à 

égale distance du centre ; et la conique Z est aussirelative 
à ce point. 

Réciproquement , une conique E étant donnée, il existe 

deux systèmes de deux points S et}, réels ou imaginaires, 
âuxquels elle est relative. Ces points seront désignés sous 
le 10m de foyers de la conique À, relaufs à la conique E. 

Pour démontrer ces diverses propositions, soicnt (fig. 1, 

PI. II) O le centredela conique donnée A, etS le point fixe 

pris dans son plan. Si l'on mène une droïîte quelconque SZ, 

la droite Sp, qui lui est conjuguée, divise en deux parties 

égales, au point p, la portion RR' de la tangente parallèle 
à SZ, qui est comprise entre les tangentes ST, ST’ issues du 
point S. Cette droîte passe aussi par le point ?, où la po- 

laire TT’ du point S est coupée par le diamètre 12 conju- 

gué à SZ. Les quatre droites ST", S;, ST’, SZ formant un 
faisceau harmonique, on voit tout de suite que l'angle :S7 

- est variable; car les deux droîtes Sz et SZ s'approchent ou 
s'éloignent en mème temps de l’une des tangentes ST’. 

De ce que les tangentes {réelles ou imaginaires) issues du 

point S divisent harmoniquement l'angle de deux droites 

conjuguées quelconques, il s’ensuit que celles-ci forment 

deux faisceaux homographiques en involution (Géom. sup.., 
  

(*} Les surfaces du second degré donnent lieu à des considérations analo- 
gues. Quand trois droites, menées par un point fixe, sont telles, que la 

polaire de chacune d'elles, par rapport à une surface du second degré, 

soit comprise dans le plan des deux autres, on dit que ces droites sont 
des axes conjugués relatifs au point fixe. Et Von a ce théorème : 

Trois axes conjugués d'une surface du second degré, relatifs à un point fire, 

sont toujours, en direction, trois diamètres conjugués d'une autre surface du 

second degré, (Voir Aperçu historique; page 604.)
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n°% 689 ct 244). Il faut donc montrer d’abord que les 
rayons homologues de deux tels faisceaux sont toujours, 
en direction, les diamètres conjugués d’une certaine coni- 
que. Séparons les centres des deux faisteaux; plaçons, par 
exemple { fig. 2), l’un en C’ et l’autre en C; on aura deux 
faisceaux homographiques de centres différents, dont les 

rayons homologues Cm, C'm, parallèles aux deux rayons 
tels que SZ, Si, se couperont sur une conique passant par 
les points C et C’ (Géom. sup., n° 545 et suivants). Mais 
d’après la propriété caractéristique des faisceaux en involu- 
tion, tout rayon tel que SZ, étant considéré comme appar- 
tenant au deuxième faisceau, a encore le même homologue 
Si dans le premier. Par conséquent, au rayon C/m’ du se- 
cond faisceau (C') parallèle à Cm, correspond dans le pre- 
mier faisceau (C) un rayon Cr parallèle à C'm; de sorte 
qu'à chaque point m de la conique correspond un autre 
point »”' placé symétriquement par rapport au point O 
milieu de CC’. Les rayons Cm, C/m sont donc des cordes 
supplémentaires, et par conséquent ils sont, en direction, 
des diamètres conjugués. Or ces rayons sont respectivement 
parallèles aux droites conjuguées quelconques SZ, Si. Done 
le théorème est démoniré. 

3. On sait (Géom. sup., n° 249) que, dans deux 
faisceaux en involution, il existe toujours un système 
de deux rayons rectangulaires et qu'il n’en existe qu’un. 
Donc, en général, les droites conjuguées Sz, S7 feront 
entre elles des angles variables et différant d’un angle droit. 
Un seul couple de ces droîtes sera rectangulaire, et, dans 

cette position, elles seront parallèles aux axes principaux 
de la conique Æ, lesquels peuvent ainsi se déterminer par 
la construction du n° 249. S'il arrive que ces droites conju= 
guées soient rectangulaires daus deux positions différentes, 
elles le seront dans toutes (Géom. sup., n° 250). Oril 
est bien facile de voir, en suivant sur la figure les varia- 

8.
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tions de l'angle SZ, que ce cas ne peut se présenter que si 

le point S est intérieur à la conique A ; qu’il doit toujours 

se présenter , et que le point S doit être situé sur le grand 

axe de À si c’est une ellipse, et sur son axe réel si c’est 

une hyperbole. C’est ainsi qu'on se trouve naturellement 

conduit à constater l'existence des foyers véritables des sec- 

tions coniques et à en déterminer la position. Et c'est peut- 

être la manière la plus naturelle de les introduire dans la 

théorie générale des sections coniques. 

À. 1 est évident que Z n’est déterminée que de forme, 

et non de grandeur ni de position. Celles-ci varient en même 

temps que la position des points arbitraires C,C’ qu'on 

prend pour centres des faisceaux homographiques. Mais 

toutes les coniques ainsi obtenues sont semblables. Le rap- 

port des axes est donc seul déterminé. Pour l'obtenir, sup- 

posons d’abord que À soit (fig-1) une ellipse et que le point 

$ Jui soit extérieur. D’abord le diamètre S£' de Z conju- 

gué à Sa/ est évidemment parallèle à OB, c’est-à-dire à TT. 

De plus, comme ST et ST’ sont, dans le cas actucl, les 

asymptotes de l'hyperbole £, si l’on mène par un point D 

de ST’ une parallèle Da’ à TT", les droites Sa’, Da’ sont 

dans le rapport des axes de Z, en vertu d’une propriété 

bien connue des asymptotes. 

Done les triangles Sx'T', Sa'D sont semblables et 

donnent 

  

d'où 

Or, par les propriétés générales des courbes (Géom. sup., 

n° 480), on a 
——? 
zT _? 

xC.zxC 
s ?
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puis, par les propriétés harmoniques (art. 70, n° 13), 

zC.xC/=x0.x$ et OC’ —zx0.$0 (art. 69, n° 40). 

De ces équations on tire 

  

  

y 28.4 
aC.xC = 50 ” 

puis 
aG.zC æS.a? a 

ZT  SO.xT* bd 

d'où | 

zS __SO _ S x 

ab xl 

Multipliant de part et d'autre par Sx, il vient 

  

SO.Sz _ Sa _ SC-SC' 
be zT be ? 

à cause de 

SO.Sx — SC. SC’; 

puis 

Sa? _ S0— 
Tam EE? 

à cause de 

SC, SC’ = (SO + a) (SO — a)= SO — 4°; 

-donc enfin 

S x? a? — 50° a? 

a 

Pour que cette formule soit générale, il faut écrire 

fa 2 — 0? 
a _Hars0, 
E Fr 

En effet, si la courbe À est une hyperbole, ilarrive que 

æT est imaginaire si æC et xC’ sont réels, ou, réci- 

proquement, que x'T est réel tandis que x GC et xG'sont
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imaginaires. Il faut écrire alors 

zT Ÿ— T, 

ou bien 

æCV—7r et zCY—1; 

dans l’un et l’autre cas, l'équation 

zT? … 
zC x — res 

devient 

æ 4? 
— aCazc == 9 

et ce changement de signe entraîne celui de la formule 
finale ; ainsi se trouve expliqué le signe + de cette formule. 

5. Si le point S est intérieur à la courbe À, les tan- 

gentes ST, ST’ sont imaginaires. Donc Z est une conique 

dont les asymptotes sont imaginaires ; autrément dit, c’est 

une ellipse. Dans ce cas, pour avoir le rapport des axes, il 
faut prendre un autre tour de démonstration. Les rayons 

doubles des faisceaux en involution produits par les droites 

conjuguées $7,$7,sont alors imaginaires, et par conséquent 

on peut regarder les deux faisceaux comme la perspective 
de deux autres faisceaux dans lesquels les rayons homo- 

logues seraient tous rectangulaires (Géom. sup., n°5 180 

et 250). Sur le nouveau plan de projection la courbe X 

est devenue un cercle, et cela a lieu pour une infinité 

de centres de projection, qui sont tous distribués sur deux 

droites passant par le centre commun des faisceaux et qu’on 
peut déterminer par la méthode indiquée (n° 472) (*). 

  

(*) On peut aussi remarquer que, si autour de deux droites conjuguées 

Si, SL, on fait tourner deux plans rectangulaires, ces plans se couperont sui- 
vant la génératrice d’un cône du deuxième degré (Mémoire sur les surfaces 
engendrées par une ligne droite ; n° 89), Prenons le cône relatif à deux autres 
droités conjuguées Si’, 5 l'; ces deux cônes se couperont suivant deux généra- 
triçes qui seront les denx droites en question. Car, d’un point quelconque
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Prenons parmi ces points , celui qui, étant à l'infini (539), 

projette à l'infini la droûte à l'infini de la figure primitive, 

ou, en d’autres termes, faisons subir à cette figure la trans- 

formation indiquée au n° 534 dela Géométrie supérieure ; 

dans la figure transformée ou homographique, la co- 

nique A’ aura toujours son centre en O’, projection ou 

homologue de O3 sera devenue un cercle; ses rayons 

conjugués a” et b' seront devenus égaux entre eux (r et 7°) 

et rectangulaires. Les demi-diamètres a et b de À seront 

demeurés parallèles à r et r” (n° 534), et ils seront actuel- 

lement rectangulaires ; désignons-les par & et 6. Ce sont 

les axes principaux de A’ et le point F, homologue des, 

est le foyer véritable de A. | 

Si À et A’ sont des ellipses, on a 

. FO? ce = 0 —f?. 

Ecrivons 
g? a! — €? 

7? 
  

La transformation homographique ne change pas le rapport 

des segments parallèles (n° 536) ; on a donc 

B _b. œ 4, ce __ SO, 

Fr db Tr «a? r — «&? 

donc 

a? a — 50° 

m— Em 
Si A et A’ sont des hyperboles, on a 

c? En a? + g?, 

ce qui donne 
— 1 

a? a! — SO 
PE TT b? ? 

ainsi la formule est démontrée dans tous les cas. 
  

de chacune d'elles, on verra sous un angle droit les angles 1Si,PSi', etpar 

suite celui de deux conjuguées quelconques (n° 250).
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6. Passons à la discussion relative au nombre des foyers. 

Soient 4 et b! les deux diamètres de Z qui sont parallèles 
: . ,. 

aux diamètres a et b de A. Faisons, pour abréger F=m 

et supposons m1 [> 1, Ce qui est permis. Supposons actuel- 

lement que A soit une ellipse; l'équation ci-dessus devient 
—? 
SO — a? — m° b° 

si l’on prend le point S sur le diamètre a, et 
—? 
SO = 41 — m'a 

si on le prend sur le diamètre 6. Supposons que Z soit 

aussi une ellipse, m° est positif, et si l’on a a? >> m°b°, au- 

quel cas il existe deux points réels S et S’sur le diamètre a, 
on voit que b° < im°a* et qu'il n’en peut exister sur le dia- 
mètre b. Si c’est au contraire sur b quese trouvent les deux 
points S et S’, c’est une preuve que b° >> m'a*, et par suite 
il n’en existe point sur &, puisqu'on a à fortiori a? << m°b°. 

Ainsi À et À étant des ellipses, il n'existe que deux 
points S et S’ sur l’un des deux diamètres parallèles. 

Z étant toujours une ellipse, supposons que À soit une 
hyperbole ; la formule devient 

80° = a? + me b? 

ou 
80° — &° + m° &; 

mais ici b* est zégatif, on retombe donc sur les mêmes 

formules que ci-dessus et on arrive à la même conclusion. 

Mais de plus on voit que c’est sur le diamètre réel a que les 

points doivent se trouver ; car pour le diamètre imaginaire, 
la formule deviendrait | 

>? 

SO = — Em a 

et donnerait pour SO deux valeurs imaginaires. 
2 

a 
Quand Z est une hyperbole, Fa = né est négatif; si A
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est une ellipse, les deux équations ci-dessus deviennent 

SO = 4° + m'b!, 

ou 
SO — D? + m'a’. 

Les expressions de SO données par ces deux équations étant 
toujours réelles, on obtient quatre positions du points, 

deux sur le diamètre a et deux sur le diamètre b. Ces deux-c1 

ne sont autre chose que les points de concours des tangentes 

menées à la conique À par les deux premiers, qui sont exté- 

rieurs à À puisqu'on a SO 4. 
Si À est une hyperbole en même temps que Z, on ne 

peut faire que deux suppositions : ou bien le diamètre a, sur 

lequel on cherche les poinis S et S’, est un diamètre imagi- 

paire, ou bien c’est un diamètre réel. Dans le premier cas, 

me étant toujours négatif, on a | 

_ m— 50 ‘ + a? —— 

qui donne pour SO deux valeurs imaginaires. Dans le second 
cas,ona 

SO? = a? — m'b!, 

qui peut également donner des valeurs imaginaires pour SO 
si l’on a a << m°b?. Dans le cas où elles sont réelles, on 

a SO < a, et les points S et S/ sont extérieurs à l’hyperbole 

À , comme on a vu plus haut que cela doit être. 

$ II. — Propriétés relatives à un seul foyer (*). 

7. Concevons que la conique Z ait son centre au pointS. 

« Quand le point S est pris au dehors de la conique À , 

on peut mener par ce point deux tangentes à celte courbe; 

chacune de ces droites a son pôle situé sur elle-même, de 
sorte que chacune de ces lignes représente, à elle seule, un 
  

(*) Tout ce paragraphe est extrait textuellement de la Note de M. Chasles. 
11 ne demande aucune explication, et je ne l'ai reproduit que pour éviter 

au lecteur la peine de recourir aux Comptes rendus des séances de l'Académie 
des Sciences.
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système de deux diamètres conjugués de la conique E : ce 

qui montre que cette courbe est une hyperbole qui a ces 

deux tangentes pour asymptotes. Cette hyperbole se trouve 
donc inscrite dans le même angle que la courbe A. Donc le 

point $ est un centre d’homologie des deux coniques. 
» Cela a encore lieu quand le point S est situé dans l’in- 

térieur de À ; seulement les tangentes communes sont alors 

idéales. Aïnsi l’on peut dire que: 
» La conique E relative à un point S, est celle qui, 

ayant son centre de figure en ce point, & ce point lui 

méme pour centre d'homologie avec la courbe proposée À. 

-Cette propriété de la conique Z sufñlit pour la définir. 
Ainsi dans le cas des foyers véritables, un cercle décrit 

d’un foyer comme centre a ce point pour centre d’homo- 
logie avec la conique.-Propriété importante, due à M. Pon- 

celet. 
» 8. Voici plusieurs autres propriétés de la conique Z, 

dont chacune suffit, comme la précédente, pour déterminer 
et consiruire ceite courbe. 

» Concevons la polaire du point $ par rapport à la 

conique A. Soient m# un point de cette courbe, et m7! le point 

homologue de Z. Soit mp la perpendiculaire abaïssée du 
point "= sur la polaire du point S; on aura 

Sue Sm 
—— : Sm'— const. où — —À.S»" 
mp mp 

(Géom. sup., n° 529), c'est-à-dire que le rapport des 
distances de chaque point de la conique À au foyer S 

et à sa polaire D, est proportionnel au demi-diamètre 

de la conique Z, sur lequel se compte la distance au 
Jar er. 

» Quand le point S est un foyer véritable, on retrouve 

la propriété connue de la directrice. 

» 9, Soient n le second pointoù le rayon Sr rencontre À,
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n' le point qui lui correspond sur , et ng la perpendi- 

culaire abaïssée du point » sur la polaire du point S ; on a, 
comme pour le point #2, 

SR sr. 
ñq 

Or Sn! — — Sm', puisque le pointS est le centrede ©; donc : PUS P ; 

SR Sn. 
ñq 

Par suite, 

1 I I I x 

Sm Sr is (CE + aa} 

Or CE + =) est une quantité constante, quelle que soit 
mp ñnq 

la direction de la droite Sm (Géom. sup., n° 683); 
done 

1 1 _ constante 
Sm Sn — . Sen’ ‘ 

» Leslignes Sm, Sn ont des signes qui sont les mêmes ou 

sont différents, selon que le point S est au dehors ou dans 
l’intérieur de la courbe A. On peui donc écrire 

r I constante 
Sm Sn Sn 

ce qui exprime que si autour du foyer S on fait tourner 
une transversale qui rencontre la conique À en deux 
Points, la somme ou la différence des valeurs inverses des 
distances de ces deux points au foyer, est proportion- 
nelle à la valeur inverse du demi-diamètre de Z dirigé 
suivant la transversale. 

» Ce sera la somme quand le point S sera extérieur à la 
conique À, et la différence quand il Jui sera extérieur. 

» 10. Soit 4 le demi-diamètre de A parallèle à la corde 
mn, On aura ä 

#4 mn À 
= ——>) 
d Sr -
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c’est-à-dire que toute corde de la conique À , qui, prolon- 
gée au besoin, passe par le foyer S, étant divisée par le 

carré du demi-diamètre de À, qui lui est parallèle , donne 

un quotient proportionnel à la valeur inverse du demi- 
diamètre de la conique À de même direction. » 

Car l'équation du n° 9 donne 

SmÆESn 1. 

"Sm.Sr 7 Sn? 

or on a {Géom. sup., n° 478) 

Sm.Sn 
ET const. ; 

donc 5 

mn \” 

& 7 Sm! 

$ ILE. — Propriétés relatives à deux foyers. 

11. « Considérons deux points situés sur un même dia- 

mètre de la conique À , de part et d’autre et à égale distance 
du centre, ces deux points auront Ja même conique relative 
£. J'appellerai ces deux points foyers conjugués. 

» Les rayons menés de chaque point d'une conique À à 

deux foyers conjugués, divisés respectivement par les 

demi-diamètres qui leur sont parallèles dans la conique Y 

relative aux deux foyers, ont leur somme ou leur diffé- 
rence constante. 

» Ce sera la somme si la conique À est une ellipse, et 

la différence si c’est une hyperbole, quelle que soit la posi- 

tion des foyers, au dedans ou au dehors de la courbe. » 
En effet, soit mené Sz parallèle à S'm; on a 

Sn—S'm et 2q"—= mp". 

D'après cela, on a 

Sn D y, SM 
—r = À MD 5 —+ 

d 
I = Amp",
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d'où 

" + se = À (p" E mp") = 21.p"p" = const: 

On arriverait au même résultat en partant des propriétés 

connues des rayons vecteurs issus des foyers véritables des 

sections coniques et en employant, comme nous l'avons 

déjà fait, la transformation homographique du n° 534 dè 

la Géométrie supérieure. 
Pour appliquer le théorème, il faut, ainsi que le dit le 

texte, faire la somme ou la différence, suivant que À est 
une ellipse ou une hyperbole. Cela se voit aisément sur la 

fig. 1; car pour convertir mp" + mp" en p”p" (distance 

des polaires de S et S), il faut toujours faire la somme algé- 
brique de ces deux quantités si À est une ellipse, et la dif- 
férence algébrique si c’est une hyperbole, c’est-à-dire 
qu'on doit, dans la démonstration , faire attention au sens 

dans lequel les perpendiculaires mp" et 19” sont dirigées 

par rapport à la polaire TT”. 
12. « Les rayons menés des deux foyers conjugués à 

un point de la conique À forment, avec la tangente en ce 

point et une seconde droite parallèle au conjugué de cette 
tangente dans la conique =, un faisceau harmonique. 

» Quand les deux points S et S/ sont des foyers véritables, 

la coniqueZestun cercle, et le théorème exprimequelesdeux 

rayons vecteurs font des angles égaux avec la tangente. » 

Ce théorème se démontre sans difficulté. En effet (fig. 1), 
les quatre points m,n,1,/, sont en rapport harmonique. 

Donc les droites Sm, Su, Si, S1 forment un faisceau har- 
monique. Donc aussi les droites Sm, S'm, Si, RR', puis- 

que S’m est parallèle à Sx et que RR' l'est à SZ. OrSiest, 
dans la conique X, le diamétre conjugué à SZ. Donc, ete. 

43. « Side deux foyers conjugués on abaïsse sur chaque 

tangente à la conique À deux obliques parallèles au 
diamètre deY conjugué à cette tangente, le produit de ces
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deux obliques sera proportionnel au carré de ce diamètre. 
Les pieds de ces obliques seront sur une conique concen- 

trique à la conique À et homothétique à la conique E. » 
Démonstration. — Soit Sile diamètre de (£) conjugué 

à la tangente RR ou à sa parallèle SZ; l’oblique abaissée du 

point S’ sur la tangente, parallèlement à St, coupe RR! au 
point g. 

Prouvons d’abord que les points p et q sont sur une 

conique concentrique à À et homothétique à Z. Si, par 

l'extrémité 7 du diamètre #O 7, on mène la tangente rr” 

parallèle à RR’, les deux obliques Sp, S’7 coupcront cette 

nouvelle taugente en deux points p' et g', symétriques de q 
et dep, par rapport au centre O. Cette seule remarque 
prouve que la courbe des points p, p', q,q est concen- 
trique à À. Chaque tangente, telle que RR', ne donne 

lieu qu’à deux points p et q. De même, chaque rayon Sp ne 
coupe la courbe qu’en deux points p et}. Donc cette courbe 
est du second degré. Il faut actuellement niontrer que cette 

conique est homothétique à Z. Or, si l’on prend pour la 
tangente RR'l’üne ou l’autre des tangenies issues des points 

S etS/ (lesquelles sont les asymptotes réelles ou imaginaires 

de Z), on obtient pour p et g des poinis situés à l'infini 
sur ces tangentes. Or Z a elle-même des points à l'infini 

(réels ou imaginaires) sur ces droites. Donc les deux courbes 
sont homothétiques (Géom. sup., n° 472). 

Il est de plus évident que les points Cet C appartiennent 
à la courbe 2”, et qu'on a Sp = S'g et Sp — S'g'. Donc, 
en désignant par À le diamètre de qui est conjugué à la 
tangente RK', si l'on veut prouver que Île produit des obli: 
ques Sp, S’q est proportionnel à A°, il suffit de prouver 
qu'on a 

SP.Sp' = X.4!; 

or, en vertu des propriétés générales des courbes {Géom.
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sup., n° 480), on a l'équation 
; 

Sp.Sp' _ A” 

SC.SC  Gc'° 

A étant le demi-diamètre de À qui est parallèle à Sp. 
SC.SC' est une constante, et, à cause de l’homothétie des 

coniques ZetZ/, onaA' = wu.A. DoncSp.Sp' —2.A?. 
. C. Q. F. D. 

Il est à remarquer que les points £et S sont les points 

doubles de l'involution déterminée par les segments pp’, uu!. 
Ainsi, on pourrait arriver à la démonstration du dernier 

théorème en se servant d’une des équations d’involution 

convenablement choisie; mais la démonstration précédente 

sut. 

$ IV. — Propriétés relatives à un système de coniques décrites 

des mêmes foyers. 

14. Les premières propositions de ce paragraphe soni 

de simples définitions. Je vais donc simplement rapporter 

le texte de M. Chasles, afin de ne pas rompre la chaîne des 

idées et de bien les préciser. 

« Concevons deux coniques quelconques , maïs concen- 

-triques, et, pour fixer les idées, supposons d’abord qu'on 

puisse leur mener des tangentes communes, lesquelles for- 

meront un parallélogramme circonscrit aux deux courbes. 

Prenons pour foyers conjugués deux sommets opposés du 

parallélogramme. À ces foyers correspondra la même courbe 

Z dans les deux coniques, parce que cette courbe est une 
hyperbole qui a pour asympiotes les deux tangentes com 

munes aux deux coniques , issues du foyer que l’on consi- 
dère. Nous dirons que les deux coniques sont komofocales, 

parce qu'à l’un des deux foyers correspond , dans chacune 

des deux courbes , une méme conique relative Z. 
» Ces deux foyers sont deux centres d’homologie des deux
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coniques. Le parallélogramme circonscrit aux deux courbes 
peut devenir imaginaire; mais les deux sommets considé- 

rés comme deux centres d’'homologie subsistent et conser- 

vent toutes leurs propriétés. D’après cela, nous dirons (nous 
bornant aux coniques concentriques) que : 

» Deux coniques quelconques concentriques ont tou- 

jours deux foyers conjugués communs, C'est-à-dire aux- 

quels correspond, dans les deux courbes, une même conique 
relative. 

» En d’autres termes : 

» Deux coniques quelconques concentriques peuvent 

toujours étre considérées comme deux coniques homofo- 

cales. 

» Il est clair que pour une troisième conique, inscrite 
dans le même parallélogramme que les deux premières, ou 

ayant les mêmes centres d’homologie, ces deux mêmes 
points seront encore deux foyers conjugués, dont la conique 
relative Z sera la même. 

» Donc, Des coniques concentriques inscrites dans un 

méme quadrilatère, ou, plus généralement, ayant deux 

mémes centres d'homologie communs, forment un système 

de coniques homofocales, dont les Joyers sont les deux 
centres d’'homologte. 

» Ces coniques se rangent en deux séries : dans chaque 

série sont celles qui ne se rencontrent pas, mais qui ren- 

contrent toutes celles de la seconde série. » 

45. La considération de ces coniques donne lieu à plu- 

sieurs théorèmes intéressants. On a d’abord celui-ci : 

- « Étant données deux coniques concentriques, si on leur 

mène deux tangentes parallèles, et que du centre commun 

on abaisse sur ces tangentes des obliques parallèles au-dia- 
_ mètre qui leur est conjugué dans la conique X, la diffé- 
rence des carrés des deux obliques sera dans un rapport
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constant avec le carré de ce diamètre auquel elles sont pa- 
rallèles. » 

En eflet, soient (fig. 3) Pp, Qg deux tangentes paral- 
lèles menées à deux coniques concentriques , et Sg la direc- 
tion du diamètre qui leur est conjugué dans la conique Z. 
Si l’on mène OQ parallèle à Sq; et qu’on désigne par À le 

diamètre en question de À, ïl s’agit de prouver qu’on aura 
  2 ——1 2 

0Q — OP — 2.4. 

Menons les tangentes parallèles et diamétralement oppo- 
sées, lesquelles coupent Sgq en p' et g'; on a, comme il a 
été démontré ci-dessus (13), 

Sp.Sp'=ù.4 et Sqg.Sg'=\.a4. 

Mais, = étant le milieu commun des segments pp et gq',on a 

Sp=Sr<+rp, Sp =Sx— xp, 

Sqg—=Sr+rg, Sq'=Sr— mg. 

Donc 

Sp.Sp'= Sr?— np — Sr? — OP, 

et 

Sg.Sq' = Sr'— rq = Sr'— 00 , 

etenfin 

Sp.Sp'— Sq.Sag'— 0Q — OP — X7, A2. C. Q. F. D. 

Autrement. Appliquons aux coniques le théorème de 
l’art. 137 de la Géométrie supérieure. Deux coniques étant 
données, si l’on mène une tangente quelconque à la pre- 
mière ct les deux tangentes parallèles à la seconde, puis 
deux droites parallèles à cette tangente par les deux som- 

mets du quadrilatère circonscrit, ou centres d’homologie, 
on a la relation 

ma.ma 
nb:mb ZCconst., 

4 , . % : m,4@,@",b, b' étant les points où une transversale arbi- 

9
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traire coupe les trois tangentes ct les deux droites. La trans- 

versale étant Sg, les points en question sont, sur la figure 

précédente, q, p,p',6,s. On a donc 

LEA 
49.98 

Or, en vertu du théorème (13), 

== const. 

a5.9S =gS.qS = }X.4"; 

et l’on a d’ailleurs 
1 —: 

gp.gp = {ar —rp) (ar +rp) = OC -— OP. 
Donc 

— 2 — 7? 
OQ — OP —).4. €. Q. F. D. 

On voit que si les points $ et S’ sont les foyers véritables, 
le théorème devient celui-ci : 

Deux coniques homofocales étant données, si l’on mène 

une tangente à la première et deux tangentes parallèles 

à la seconde, le produit des distances de la première tan- 

gente aux deux autres est constant. Sr les coniques sont 

deux ellipses, ce produit est égal à la différence des car- 

rés des petits axes ou des grands axes. 

16. Passons au théorème suivant. Il s’agit de démontrer 

que quand deux coniques (concentriques et de mêmes foyers 

relatifs) se coupent, leurs tangentes en un point de ren- 

contre sont parallèles à deux diamètres conjugés de la 

conique 2. 

Soient (8. 4) at et at’ les iangentes en question issues 

du point commun a. Par le foyer S menons Sf parallèle à 

at, et soit Se la droite conjuguée à Sf, laquelle est, en di- 

rection, le diamètre de Z conjugué à 8 f ou at. I} sufhii 
de prouver que Se et at! sont parallèles. 

Le point e se irouve à l'intersection du diamètre aa/ con- 
jugué à at et de la polaire PP’ du point S; donc les quatre 

points a, €, a, f sont en rapport harmonique. Soit I le 

point de concours des deux sécantes communes ab, a'b'
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(ici ce point I est à l'infini); la polaire PP’ concourt au 
même point (ceci se déduit sans difficulté des théorèmes 716 : 
et 721 de la Géométrie supérieure}. Joignons I [f'; les quatre 
droites Ia, Ie, La’, Lf forment un faisceau harmonique, 
puisqu'elles sont issues du même point et passent par a, e, 
a'et f. Or on sait {voir ci-après la démonstration) que la 
polaire pp’ du point S relative à la deuxième conique passe 
aussi en f et forme un faisceau harmonique avec l’autre po- 
laire PP' et les deux axes de symptose. Donc [fse confond 
avec pp". 

Le point f'est donc le pôle [relauf à la deuxième co- 
nique À ] d’une droite passant par le foyer S et parallèle 
au diamètre de A! qui est conjugué à 44’, puisque ce point f 
se trouve aussi sur aa’. Il est donc le pôle d’une parallèle 
menée par le point S à la tangente at’. Or il est, par con- 
struction, le pôle de Se, relativement aux deux coniques. 
Donc Se est parallèle à at’. C. Q. F. D. 

17. Voici maintenant comment on démontre la propriété 
harmonique des axes de symptose et des polaires PP’, pp’, 
sur laquelle repose le raisonnement qui précède. 

Les deux axes de symptose et les deux polaires du centre 
d'homologie S concourent au même point {Géom. sup., 
n® 716 ct 724 appliqués aux coniques). Menons par le 
point $ une transversale quelconque qui coupe la pre- 
mière conique en &, a’, la seconde en b, b' et les deux axes 
de symptose en e, c’. Les six points &, a’; b,b';c, c'sont 

en involution {Géom. sup., n° 743, appliqué aux co- 
niques). Or, si la transversale devient une tangente com- 
mune aux deux coniques, les points & et &/ se confondent 
en un seul e, etles deux b, b' en un seul f; ces deux points 
e, f sont les points doubles de Pinvolution ; donc ils divi- 
sent harmoniquement le segment cc’, Or ils se trouvent sur 
les polaires du centre d'homologie S. Donc les quatre droites 
en question forment un faisceau harmonique. |
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$ V. — Propriétés des points correspondants. 

48. Soient », m/les points où deux coniques d’une série 

sont rencontrées par une conique de l’autre série; nous ap- 

pellerons ces points correspondants. Voici quelles sont 

leurs propriétés : 

Soient pris, sur deux coniques, deux systèmes de deux 
' points correspondants m,m'etn,n': 

1°. Les deux droites mn’, m’n, divisées respectivement 

par les demi-diamètres de la conique Z qui leur sont pa- 
rallèles, donnent des quotients égaux ; | 

2°, Ces deux droites sont tangentes à une méme conique 

homofocale aux proposées ; 

3°. Deux points correspondants étant pris sur deux co- 
niques homofocales, les carrés des demi-diamètres qui 

aboutissent à ces points, divisés respectivement par les car- 

rés des demi-diamètres de la conique Z qui leur sont paral- 

lèles, ont leur différence constante. 

Pour démontrer ces trois propositions , supposons qu’on 
fasse subir à la figure la déformation homographique déjà 

employée ci-dessus (5). La conique Z deviendra un cercle, 

et toutes les coniques deviendront véritablement homo- 

focales. X suffit alors de prouver : 

19. Que les cordes muet m'n sont égales; 

2°. Que ces cordes sont tangentes à une méme conique 

homofocale aux proposées ; 

3°. Que les carrés des demi-diamètres qui aboutissent à 

deux points correspondants ont leur différence constante. 

Soient | 

ep tbe =ab, ag + btp = ab, 

et y — bat = a" be, 

les équations de deux ellipses ‘et d’une hyperbole homofo- 

cales, pour lesquelles on a par conséquent 

ba —e, bat c, — bn ae,
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les points de rencontre de la première ellipse et de lhyper- 

bole ont évidemment pour coordonnées 

a” b” 

T—=— 4 = m'a ÿ   -b; 

celles relatives à la seconde ellipse ont pour valeurs 

" HW 

a b d'a, = tb; 

d'où 

# a Y b 

sx PTE 

C'est-à-dire que les coordonnées de deux points correspon- 
dants sont toujours proportionnelles aux axes suivant les- 
quels elles sont dirigées, propriété fondamentale qui sert 
souvent de définition aux points correspondants. 

D’après cela, on aura {f£g. 5) . 

aa"? + bb": ——< 3 
D) 12 BW. ES ét On = a"a"3+ bb"; 

2 
On = 2 + y = 

d'ou l’on tire 

2 a"? (a— a+ b(b— b:) …. (a+ b"2) (a"*— a) —— —? 
Om — Om — 

€? c? 
  

= 4" ?— a = const., 

en ayant égard aux expressions qui donnent la valeur de c?. 

La troisième proposition se trouve ainsi démontrée. 

Soient actuellement £, 7 les coordonnées d’un second 
point » pris sur la première ellipse et £”, »” celles du point 

n' correspondant sur la seconde. 11 s’agit de prouver que 

nm'= nm. 

On a, comme on l’a vu plus haut, 

el 

J
S
 

SI
 

&
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on a ensuite 

am — (E— a+ (: — y}, me (€ _ x)? + (n' — y}, 

AE a! 2 b 2 

am = É—x— + 1—J7 , 

ee) + (>) mr ={E- x) +{a-—7y]);: 
a b 

d'où | 

——? ——? ë? zx? ; 13 n° 2 2 à 12 

nm — mn =(i-5) (ae? — a) + G-5)e — b"), 

  

- D'ailleurs on a 

a — ab Bb"; 

done 

——? ——2 E? "° x? r° 

nm — mr =(a — e[(£ + 5) — (£ + &) | ; 

mais on a aussi 

ë? #°? ZT? , y° … 

ét! et at E 

parce que les points 7 et m sont sur la première ellipse; 
donc enfin 

  —? 
mm O0, Où rm —2'm: 

ce qui démontre le premier théorème. 
Il reste encore à démontrer la seconde proposition rela- 

tive à la conique homofocale que touchent les cordes mn' 

etm' n,et cela peut se faire de deux manières, soit au moyen 

d’une vérification analytique analogue à cellequi précède, soit 

par la Géométrie pure. Je vais exposer les deux solutions, 
dont la seconde, qui ne s’appuie que sur des théorèmes de 
la Géométrie supérieure, ventre plus particulièrement 

dans l'esprit général et dans le but du présent écrit. 
IL s’agit de prouver que les deux diagonales mn!, rm! sont
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tangentes à une conique homofocale aux proposées. Les 

coordonnées des quatre poinis m,m/,n,n', sont, comme 

il a été trouvé ci-dessus, 
a" b" 

pour lepoint m xz=—a; y=—#Ù; 
€ c 

LA 4 

$ J # né g=—@') =— b', 
c TT 

#1} b" 

n EZ—uas n—=—b) 
€ c 

Hit Hu & b 
no Ed, n=—b 

Les équauons des deux droites m7, nm sont donc 1 

aa _— a"a’. 

b'b _ b"b’ { 

aa — a"a 
(ex — a d) = rpg {ey — d b'): 

cÿ — bb), {er — a"a)= 

Soit 

x? La 
= + 
? 

l'équation d’une conique homofocale aux proposées. L’é- 

quation d'une droite tangente à cette courbe et dont la 

direction est donnée est de la forme 

  — ZT} 
gp —c 

r=gr Eve +g)— ec? 

Cette droite coïncidera avec la droite mn/, si l’on a 

bb _ LUE! 

Saad ° 
et . 

LU LRU 1 \2 
gag) ee (barb barbrany 

o — e (aa” = aa"? 

où 

g[(a”a _ aa ÿ + (8"b ee bb ÿ] __ €? (a”a nn ae 

… {aa” b'b" en a'e"bb" Y. 

€?
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Cette équation détermine le demi grand axe 9 de la conique 

tangente à la droite mn!. Développant, et mettant à la 

placedeb?,b"?, b'?, B"?]eurs expressions (a°— c?}, (a°*—c?}, 
(c° — a") ,(ct— a"), on a 

c?,ç° fe + a+ a + at — 2 aa'a"a" — 2 bb'D"D7 — 2e] 

= (a'a"a"? + atefa"? + aa"? + aa"ta"?) c? 

_— oaa' aa" (aa'a”a Hi + bb" b"b" + ct). 

Or, si l’on fait le même calcul à l’égard de la droite nn’, 

c'est-à-dire, si l'on cherche le demi grand axe de la conique 

homofocale aux proposées, tangente à cette droite, on 
trouve la même équation, et par conséquent ka même va- 

leur du demi grand axe ®. Donc les deux droiies mn et 

nm! sont tangèntes à une même conique. CG. Q. F. D. 

Pour démontrer la mème proposition par les seules 

ressources de la Géométrie, je remarquerai d'abord que, 
si l’on transforme le théorème qui fait l’objet du n° 757 
de la Géométrie supérieure par la méthode des polaires 

réciproques, en plaçant le centre du cercle directeur ‘en 

Pan des deux points e,f qui ont chacun même polaire 

dans les trois cercles donnés (air, pour cette transfor- 

mation, le n° 16 du chapitre IT, page 50), on obtient 
l’énoncé suivant, qui est le réciproque du premier et qui 

concerne, non plus des cercles de même axe radical, mais 
bien des coniques homofocales : 

Étant données trois coniques homofocales , si une corde 

de longueur variable se meut, de manière à rester tan- 

gente à l’une tandis que ses deux extrémités glissent sur 

les deux autres, respectivement, le point de concours des 

tangentes menées par ces extrémités à la première conique 
décrit une quatrième conique homofocale aux proposées. 

Cela posé, désignons ( Jig. 5\ par C, C' les deux ellipses 

mn,nmn, et par 2,2 les deux hyperboles mm!, nn'. Soit 

enfin Ü une cinquième conique homofocale aux proposées
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et tangente à la corde nn. Je dis que cetie conique U est 

aussi touchée par la corde mn. En effet, si l’on fait rouler 
la corde mn sur U, tandis que ses extrémités glissent d’un 

mouvement continu sur les deux coniques Z,Z/, on l’a- 

mènera nécessairement à passer par le point #7. Soit alors 

n/ le point où son autre extrémité s'appuie sur Z’. Il s’agit 

de prouver que 7" appartient aussi à la conique C’ et que, 

par conséquent , il se confond avec 7. 
Les cordes mn, mn" sont tangenties à une mème conique 

U homofocale avec les deux Z, Z' sur lesquelles leurs extré- 
mités s'appuient, respectivement. Donc, en vertu du théo- 

rème réciproque cité plus haut, les tangentes à U, menées 

par leurs extrémités, savoir vi, ni et mi, n"i!, se coupent, 

deux à deux, en ret #’ sur une sixième conique U’ homo- 
focale aux proposées. 

Âctuellement, considérons les deux cordes z7 et mu. Elles 
sont tangentes à Ü, et leurs extrémités s'appuient, respecti- 

vement, sur deux autres coniques C et UÜ’homofocales avecU. 

Donc, en vertu du même théorème, les tangentes à U, menées 

par ces extrémités, doivent se couper sur une conique dé- 
crite des mêmes foyers que C, U et U’. Ces tangentes sont 
nm, ün! pour la première, mn!, à n! pour la deuxième, 

et leurs points de concours sont m’ et 7". Or m’ appar- 

tient à la conique C’ homofocale aux coniques C, U et U’; 

donc le point n/ appartient aussi à C’, puisqu'il n’y a qu’une 

seule conique C’ qui puisse satisfaire à celte condition et 

passer par le point #°. Donc enfin le point 7”, qui se trouve 
à la fois sur Cet sur Z”, se confond avec le point n/, ce 

qui démontre que la corde mn’ est, comme nn, tangente à 
la conique U. 

Nota. — Si l’on faisait la transformation du théorème 

du n°757 de la Géométrie supérieure par la méthode géné- 
rale des figures corrélatives, et non plus par celle des po- 

laires réciproques, on obtiendrait un théorème corrélatif,
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analogue au précédent et facile à énoncer, concernant des co- 
niques inscrites dans le même quadrilatère, dont les coniques 
homofocales ne sont, comme on sait, qu'un cas très-parti- 
culier. La proposition elle-même que je viens de démon- 
trer s’appliquerait donc, sous un énoncé beaucoup plus 

général et par des raïisonnements absolument analogues, à 

de telles coniques. Maïs il me suffit d'indiquer ici ce nou- 
veau théorème qui m’entraînerait dans une digression trop 

étendue, et sur lequel je me propose de revenir ailleurs. 

19. Les trois propositions du n° 18 sont donc démontrées 

pour des coniques véritablement homocales, et même, 
d’après ce que je viens de dire, la seconde, qui d’ailleurs 

est projective, est aussi démontrée pour les coniques rela- 

tivement homofocales dont il s’agit dans les énoncés primi: 

tifs (page 131). Les deux autres propositions s'étendent 

aussi à ces coniques, comme on va le voir. 

En effet, avant de subir la déformation homographique, 
qui en a fait des coniques homofocales, les coniques don- 

nées étaient simplement concentriques et avaient les mêmes 

foyers relatifs, c'est-à-dire qu’il leur correspondait une 

même conique relative Z. Dans la déformation X est deve- 
nue un cercle, et si l’on désigne par retr’ les rayons de ce 

cercle qui sont parallèles, respectivement, aux cordes mn, 
m'n, où aux rayons On, Orm', on peut mettre les rela- 
tions exprimées par les propositions 1° et 3° sous la forme 

    2 7 

mx mn On Om 
— = —— e 5 — —— = Const. 

Fr r 7? r° 

Donc, quand on passera à la figure primitive, on aura, en 
vertu des relations métriques, qui ont lieu dans ce mode 
particulier de déformation homographique (Géom. sup. 
n° 534), les relations suivantes qu’il fallait démontrer : 

un 
MN_M'N OM OM 
ee —— € TS ——— = const, 
d d d"? a!
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dans lesquelles 4 et d’sont les diamètres de la conique Z 

qui sont parallèles, respectivement, à MN’ et M'N ou à 

OM' et OM. 

  

SECTION II. 

GCÉNÉRALISATION DES PROPRIÉTÉS DES DIAMÈTRES 

CONJUGUÉS. 

20. Nous avons ex à nous occuper, dans la première sec- 
tion de ce chapitre, des systèmes de deux droites telles que 
le pôle de l'une, par rapport à une conique, se trouve sur 
Vautre; ce sont les deux droites que l'on nomme droites 
coujuguées par rapport à la conique (Géom.sup.,n° 687). 

Ces droites jouissent de propriétés nombreuses, dont 
celles des diamètres conjugués des sections coniques ne sont 
que des cas particuliers. Je vais en exposer plusieurs, en 

suivant Ja marche tracée dans lApereu historique. Je com- 

mencerai par les relations descriptives, et je passerai en- 

suite aux relations métriques. 
21. Le point de concours de deux tangentes rectangu— 

laires qui roulent sur une conique S, déerit un cercle D 

concentrique à la conique. Faisons une déformation homo- 

graphique de la figure, et considérons les deux droites rec- 

tangulaires comme étant deux diamètres d'un cercle €, qui 
soient conjugués entre eux. 

Nous aurons dans la nouvelle figure deux coniques S, C’, 
deux droites tangentes à la conique S’, rencontrant la 

droite I qui correspond à l'infini de la première figure, em 

deux points conjugués par rapport à la conique C’ (Géom. 
sup., n° 687). Le point de concours de ces deux 
droïtes engendrera une conique D’ correspondante au 
cercle D (Géom. sup., n° BAT bis), et la droite I sera un
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axe de symptose des deux coniques C’, D’, parce que les 
deux cercles C et D de la première figure ont pour corde 

commune la droite située à l'infini (Géom. sup. , n° T9). 
Enfin cette droite I'aura même pôle dans les deux coniques 

S' et D’, parce que ce pôle correspondra au centre commun 
des deux courbes S et D. 

On a donc ce théorème : 

Étant données deux coniques quelconques, st, sur une 

droite fixe, on prend arbitrairement deux points conjugués 

par rapport à la seconde, et que, par ces deux points, on 

mène deux tangentes à la première, le point de concours 

de ces deux tangentes décrira une troisième conique qui 

aura la droite fixe pour axe de symptose commun avec La 
seconde; et le pôle de cette droite, par rapport à cette 

nouvelle conique, sera le méme que par rapport à la pre- 

mière des deux proposées. ° 
22. Si la droite Test à l'infini, on en conclut que: 

Étant données deux coniques, si l'on mêne deux tan- 

gentes à la première, qui soient parallèles à deux dia- 

mètres conjugués de la seconde, le point d’intersection de 
ces deux tangentes sera sur une troisième conique, homo- 

thétique à la seconde. 

Cette troisième conique est homothétique à la seconde, 

parce qu’elle a deux points communs avec elle à l'infini 

(Géom. sup., n° 472). 
23. Si la droite L est elle-même tangente à la première 

conique, il est clair que tout point de cette droite appar- 
tiendra à la troisième conique, parce qu’on pourra le con- 
sidérer comme l'intersection de deux tangentes à la pre- 
mière conique, menées par les deux points conjugués des : 
systèmes dont il fait partie, l’une de ces tangentes étant la 
droite I elle-même. Il résulte de là que la troisième conique 
est Le système de deux droites dont l’une est la droite fixe I. 
Donc,
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Étant données deux coniques et une droite fixe tan- 

gente à la première, si, par deux points de cette droite, 

conjugués par rapport à la seconde, on mène deux tan- 

gentes à la première, le point d'intersection de ces deux 

tangentes décrira une droite. 

24. Le théorème du n° 21, transformé corrélativement, 

donne le suivant : 

Étant données deux coniques quelconques, st, par un 

point fixe, on mène deux droites conjuguées par rapport 

à la seconde, la corde déterminée par deux des points de 

rencontre de ces droites avec la première conique, enve- 

loppera une troisième conique, qui aura pour centre d'ho- 
mologie avec la seconde le point fixe, et ce point aura 

même polaire dans cette troisième courbe et dans la pre- 

mière des deux proposées. 

.25. Le théorème précédent donne comme corollaires les 

deux suivants : ‘ 

1°. Vila seconde conique est un cercle ayant son centre 

au point fixe, la troisième aura son foyer en ce point, ct 

sa directrice, relative à ce foyer, sera la polaire du point 
fixe par rapport à la première. 

2°. Si les deux coniques ont le point fixe pour foyer 
commun, ce point sera aussi un foyer de la troisième, qui 
aura pour directrice correspondante la directrice de la 
première relative à ce foyer. 

Dans ces deux théorèmes, l'angle tournant, formé par 
les deux droites conjuguées, est un angle droit. . 

26. La somme des carrés des perpendiculaires abaïssécs 
des extrémités de deux diamètres conjugués d’une conique 
sur un diamètre fixe est constante. 

Si l’on applique à cet énoncé le principe des relations 
métriques du n° 543 de la Géométrie supérieure, on aura 
le théorème suivant : L 

Si, par un point fixe, on mène deux droites conjuguées
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par rapport à une conique, et qu'on prenne sur chacune 
d'elles un des deux points où elle coupe La conique, la 
somme des carrés des distances de ces deux points à une 
droite fixe menée par le point donné, divisés respective- 
ment par les carrés des distances des mêmes points à la 
polaire du point Jixe, sera constante. 

27. Sila droite fixe est parallèle à la polaire du point 
fixe, on en conclut aisément que : 

Si, par un point fixe, on mène deux droites conjuguées 
par rapport à une conique, la somme des carrés des seg- 
ments compris entre le point fixe et deux des points où les 
deux droites rencontrent la conique, divisés respectivement 
par des carrés des segments compris entre ces deux points 
et la polaire du point fixe, sera constante, quel que soit 
le système des deux droites conjuguées. 

Au reste, ce théorème n'est qu'un cas particulier du 
théorème suivant, qui a une grande généralité. 

28. Soient deux axes rectangulaires OX, OY, etunedroite 
quelconque menée par le point O. Que par le point m de 
celte droite on mène deux droites perpendiculaires respec= 
tivement aux deux axes et les rencontrant en A, B', on 
aura 

  

OA + OF. 

Ainsi le second membre est constant, quels que soient les 
deux axes rectangulaires qu'on aura choisis. Si A et B sont 
les deux points où ces axes rencontrent un cercle décrit du 
point O comme centre, on pourra mettre l'équation ci-des- 
sus sous la forme suivante : 

=——2 

Om — 

O\ OF 
(1) ZT + == = const. 

OA OB 

Faisons la figure corrélative. Nous aurons une conique; 
une droite Z, corrélative du point O, et sur cette droite
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deux points x, y, conjugués par rapport à la conique. Soient 

P, Q les polaires de ces deux points; elles seront deux 
droites conjuguées de la conique, relatives au pôle z de la 

droite Z par lequel elles passent toutes deux. Ce sont les 

droites qui correspondent aux points situés à l’infini sur les 

axes OX, OY de la première figure. Nous aurons encore, 
sur la droite Z, un troisième point correspondant à la droite 

Om, et si l’on mène par ce point une transversale M, elle 

correspondra au point». Aux deux perpendiculaires 714’, 

mB' correspondront les deux points p et g où la droite M 

rencontre les deux droites conjuguées dont nous venons de 

parler. . 

Donc, aux quatre points O, A, À et o de la première 

figure, situés sur OX, correspondront dans la nouvelle 
figure quatre droites passant par le point x, savoir : 1° la 

droite Z; 2° la droite xp; 3° l’une des deux tangentes me-. 

nées du point x à la conique, c'est-à-dire la droite qui joint 
ce point à l’un des points de rencontre de la conique par la 

polaire P du point x; et 4° la droite xr. 

Le rapport anharmonique de ces quatre droites est égal 

à celui des quatre points correspondants de la première 

, we OA’ : 
figure (Géom. sup., n° 578), lequel est ne Exprimons 

le rapport anharmonique des quatre droites par celui des 

quatre points où elles rencontrent la polaire P. 
Soient « , a', a les trois premiers de ces points, dont le 

quatrième est, on aura 

OA «aa! ia’ 

OA «a ‘ ia 

On aurait de même, pour la droite Q, l'égalité 

COB gb id. 
OB Bb ‘ 5°
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donc léquation (1) devient 

æa.ia’\! Bô" 4b’\? . L 
um K + 66 G = const. 

CELER 

») ia ia fib ie 
( m'a) + 56° BE = const., 

c’est-à-dire que : 
Étant données une conique et une transversale, si, 

autour d'un point i, pris arbitrairement, on J'ait tourner 
deux droites conjuguées par rapport à la conique, et qu'on 
désigne par «, Ê les points où elles rencontrent la polaire 
du point fixe; par a, b, deux des quatre pornts où elles 
rencontrent la courbe; et enfin par a!,b' les deux points où 
elles coupent la transversale, on aura toujours la rela- 
tion (2), quel que soit le système des deux droites conju- 
guées. 

Si la transversale est à l’infini, on retrouve le théorème 
du n°, 927. 

29. Si le point 7 est le centre de la conique, les points +, 
«pe . aa Bè’ ; SU 0 

6 sont à l'infini, les rapports za’ 86 sont égaux à l'unité, a 

et l’on a 
it it 

= const. 
ia"? ib"? 

Cette équation exprime que : 
La somme des carrés de deux demi-diamètres conju- 

gués d'une conique, divisés respectivement par les carrés 
des segments faits sur ces demi-diamètres par une trans- 
versale, est constante. 

30. Si le point £ est un des deux foyers, et qu’en même 
temps la transversale soit à l'infini, on aura ce théorème : 

Së, autour d'un foyer d'une conique, on fait tourner un 
angle droit, la somme des carrés des rayons vecteurs, 
divisés respectivement par les carrés des segments compré
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sur ces rayons entre le courbe et la directrice correspon- 
dante à ce foyer, est constante. 

31. Dans l'équation (2) du n°98 remplacons le rapport ©, q p'a6 Pport = 

par le rapport des perpendiculaires ap, a/p!, abaissées des 
deux points a& et a’ sur la polaire z du point #; et pareil- 

lement pour le rapport 8e : l'équation deviendra 
LE 

ia \t fiat\?  fib\i fit \r 
GG) Ga) + (oi) à Gr) = cons 
Actuellement, soit V le point de rencontre de la polaire Z 
et de la transversale; joignons ëV et menons, perpendicu- 
lairement à cette droite, une droite id qui coupe la trans- 
versale en d; enfin, abaissons la perpendiculaire de sur Z; 
on aura 

a . . : 7 TJ À.cos{a’ id), À étant une constante, 
ta 

et l’on aura pareillement 

b'q" . 
ss = À.cos (æ'id); 

de sorte que l'équation deviendra ‘ 

(£ | d Î ‘ à ) 
OS (a'i — os? {a’id) —= const. À (a t }+ ( C ( 

Dans cette équation la direction de la droite id est ar- 
bitraire, comme l'était celle de la transversale qu'elle a 
remplacée. Pour une seconde droite id perpendiculaire à la 
première, on aura une seconde équation qui, ajoutée à la 
première, donnerait 

ia? ibt 
mt bai == const. 

Donc, si, par un point fi xe, on mène deux droïtes 
conjuguées par rapport à une conique, et que Sur chacune 

10
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d'elles on prenne un des deux points où elle coupe la 

courbe, les deux points ainsi déterminés sont tels, que 

les carrés de leurs distances au point fixe, divisés respec- 

tivement par les carrés de leurs distances à la polaire du” 

point fixe, sera constante, quel que soit le système des 

deux droites conjuguées. 

32, Si le point  estun foyer, la propriété est évidente à 

priori, et il en résulte que l'équation (3)*se réduit à la 

suivante : 
# 1 ht 

ap"? bg"? ———— = nst. Far Tib cons 

Elle exprime que : Étant donnés un point fixe et deux 

droites sur un plan, si autour de ce pornt on fait tourner 

deux axesrectangulaires quirencontrent la première droite 

en deux points , la somme des carrés des distances de ces 

points à la deuxième droite , divisés respectivement par les 

carrés de leurs distances au poïnt fixe, sera constante. 

33. On sait que la somme des carrés des perpeudiculaires 

abaïssées des quatre extrémités des deux diamètres con- 

jugués d’une conique sur une droite fixe est constante. 

Donc on aura le théorème suivant, en vertu du prin- 

cipe dun° 5138 de la Géométrie supérieure : 

Si, par un point fixe, on inène deux droites conjuguées 

par rapport-à une conique, la somme des carrés des dis- 

tances des quatre points où elles rencontrent la courbe à 

une droite fixe arbitraire, divisés respectivement par les 

carrés des distances de ces points à la polaire du point fixe, 

sera constante, quel que soit le système des deux droites 

conjuguées. 

34. Si la droite fixe de la première figure est celle qui 

correspond à l’infini de la seconde, on aura ce nouveau 

théorème (Géom. sup., n° 514) : 

Si, par un point fixe, on mène deux droites conjuguées 

par rapport & une conique, la somme des valeurs inverses
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des carrés des distances des quatre points où elles rencon- 
trent la courbe à la polaire du point fixe, sera constante 
pour tous les systèmes de deux droites conjuguées. 

On voit ce que devient le théorème si le point fixe est le 
foyer de la conique. 

35. Si l’on applique successivement le théorème (33) à 
deux droites fixes rectangulaires, on aura deux équations 
qui, ajoutées membre à membre, donneront lieu au théo- 
rème suivant : 

Si, par un point fixe, on mène deux droites conjuguées 
par rapport à une conique, elles rencontreront la courbe 
en quatre points, dont les carrés des distances à un 

deuxième point quelconque , divisés respectivement par les 

carrés des distances de ces points à la polaire du premier 
point fixe, auront une somme constante. 

36. Soient deux diamètres conjugés d’une conique; si, 

d'un point fixe O, on mène des droites aux quatre points 
À, a, B, 8 où ils rencontrent la courbe, on sait que la 
somme des carrés de ces quatre droites est constante, quel 
que soit le système des deux diamètres conjugués, et l’on a 

OA? + O a’ -+ OB'+ O D? — const. 

Soient A’, a’, B', b' les points où les deux diamètres con- 

Jugués rencontrent un cercle décrit du point O corame cen- 
ire, on pourra écrire er équation ci-dessus de la manière sui- 

vante : 

$ . — 2 ——2 —— 2 2 

OA O4 OB Ob 
ts + + 
OA’ Ox'  OB Op 

= const.     

Faisons la figure homographique, et désignons par les 

mêmes lettres les points correspondants, dans cette figure. 
aux points O,A,a,eic., de la première. Soient de plus 

L, 1, M,m les poirits où les quatre droites OA, Oa, OB, 
O & dans la nouvelle figure, coupent la droite qui corres- 

10.
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pond à l'infini de la première; on aura, par la relation du 

n° 514 de la Géométrie supérieure , le théorème suivant : 

Étant données deux coniques et une droite fixe, si par 

le pôle de cette droite par rapport à la première conique, 

on mène deux droites conjuguées par rapport à cette co- 

nique , qui la rencontreront aux quatre points À ,a,B,b, 

et que par le pôle de la droite pris par rapport à la seconde 

conique on mène quatre rayons aboutissant à ces points, 

et rencontrant la seconde conique aux quaire points A’, 

a!, B', b', et la droite fixe aux points L,1, M, m, on 

aura l'équation : 

OA LA \? Oz la\° : 
(Sr en) +5 : 1m) «..— const. 

quel que soit le système des deux droites conjuguées pris 

par rapport à la première conique. 
37. Si le point O est le foyer de la première conique ct 

que la droite fixe soit sa directrice correspondante à ce 
foyer ; que le point O soit aussi le pôle de cette droite par. 
rapport à la seconde courbe, et qu’on remplace, dans l’é- 

. PT LA 
quation générale, chaque rapport; par le rapport des per- 

pendiculaires abaïssées sur des points À , A’ sur cette droite, 

on aura l'énoncé suivant : 

Si, autour d'un point fixe, on fait tourner deux droites 

rectangulaires , qui rencontreront en quatre points une 

conique aussi donnée, la somme des carrés des distances 

de ces points à la polaire du point fixe, divisés répecti- 

vement par les carrés des distances de ces mêmes points 

au point fixe, sera constante. 

38. Si, dans le théorème du n° 36, la première courbe 
est un cercle concentrique à la seconde, et que le point O 

soit le centre commun des deux courbes, on aura l’équation 
I 
      +=; —const., 

OA’ OB' : ‘
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quel que soit le système des deux axes rectangulaires pris 

dans la seconde conique. 

Si la deuxième conique est le système de deux droites, on 

retrouve le théorème déjà énoncé au n° 31. 

Celui du n° 32 en est aussi une conséquence; il suflit de 

faire, relativement aux données de la question, les mêmes 

hypothèses que dans le n° 31. 

39. La somme des carrés des perpendiculaires abaissées 

des extrémités de deux demi-diamètres conjugués sur un 

diamètre fixe est constante, quel que soit le système des deux 

diamètres. 

Dans la figure corrélative on aura une conique; une 

droite fixe et, sur cette droite, deux points conjugués par 

rapport à la courbe; on aura, de plus, deux tangentes me- 

nées par ces deux points respectivement; un point fixe pris 

sur la droite fixe, et correspondant au diamètre fixe de la 

première figure; et enfin un second point fixe, correspon- 

dant à l'infini de la première figure, qui sera le pôle de la 

droite par rapport à la conique. 

Appliquons le principe du n° 589 de la Géométrie supé- 

rieure, nous aurons ce théorème : 

Si, par deux points pris sur une droite fixe et conjugués 

par rapport à une conique, on mène deux tangentes à la 

conique, la somme des carrés des distances de ces tan- 

gentes à un point fixe arbitraire, divisés respectivement 

par les carrés des distances de ces tangentes au pôle de la 

droite fixe, sera constante. | 

40. Les droites menées du pôle de la droite fixe aux 

points de contact des tangentes sont les polaires des deux : 

points conjugués; donc elles sont deux droites conjuguées 

par rapport à la conique. Ainsi le théorème prend cet 

énoncé : 

Si, par un point fixe O, on mène deux droites conju- 

guées par rapport à une conique, les tangentes à la co-
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nique en deux des poënts où elles coupent cette courbe 
jouissent de cette propriété, que la somme des carrés de 
Jeurs distances à un point fixe pris arbitrairement sur la 
polaire du point O, divisés respectivement par les carrés 
de leurs distances à ce point O, sera constante, quel que 
soit le système des deux droites conjuguées. 

41. Soient ile point fixe pris sur la polaire, « le point où 
lune des tangentes rencontre la droite O5; le rapport des 
distances de cette tangente aux deux points z et O sera égal 

xt 

à — ; donc on aura . 
æO 

— 2 — 

æi Bé 
5 ++ = const. 

x O O 

    

  

42. Si la droite Of est parallèle à la polaire du point O, les 
segments «i, fi sont égaux comme étant infinis et comptés 
sur une même droite. Donc 

Si, par un point fixe, on mène deux droites conjuguées 
Par rapport à une conique, les tangentes menées par deux 
des points où ces droites rencontrent la courbe, feront 

sur une droite menée par le point fire parallèlement à la 

polaire de ce point deux segments dont la somme des va- 

leurs inverses des carrés sera constante, quel que soit le 
système des deux droites conjuguées. 

43. Si le point fixe est le centre de la conique, sa polaire 

est la droite de l'infini ; toute droite menée par ce centre 
peut être considérée comme parallèle à cette polaire. Il en 
résulte que : 

Les tangentes à une conique, menées par les extrémités 
de deux demi-diamètres conjugués, font, sur un diamètre 
Jixe, deux segments dont les carrés ont la somme de leurs 
valeurs inverses constante. 

44. De ce principe, que chaque système de deux droites 
conjuguées d'une conique, relatives à un point fixe O,
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forme, en direction, un système de deux diamètres con- 

jugués d’une seconde conique qui a son centre en ce point, 

et qui a ce point pour centre d’homologie avec la proposée, 

nous avons conclu , dans le courant du Mémoire, la rela- 

on suivante : 

Sa =? 22 , 
ap 

ap étant la distance du point a de la première conique à la 

polaire du point fixe. 

Crona 

Sa"+ Sb"— const., 

Sa! et Sb! étant deux demi-diamètres conjugués de la se- 

conde courbe; donc ‘ 

    

—? —2 
Sa sb 
> +; = const. 
ap bp 

C'est le théorème déjà démontré (31). 

45. Si l’on a deux systèmes de deux demi-diamètres con- 

jugués de la seconde conique, on sait que le parallélo- 

gramme construit sur les deux premiers ést égal en surface 

à celui qui est construit sur les deux autres. On en conclut, 

relativement à la première conique, que : 

Si l'on a, dans une conique, un système de deux droites 

conjuguées relatives à un point, la surface du parailélo- 

gramme construit sur deux quelconques de ces drottes, 

divisée par le produit des perpendiculaires abaissées des 

extrémités de ces droites sur la polaire du point fixe, est 

constante, quel que soit le système de ces deux droites 

conjuguées.
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CHAPITRE IV. 

DU PRINCIPE DE CORRESPONDANCE ANHARMONIQUE. 
APPLICATIONS AUX COURBES DU SECOND, DU TROI- 
SIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. 

  

SECTION. T°, 

SUR UNE MANIÈRE PARTICUEIÈRE DE CONSIDÉRER L’HO- 
MOGRAPHIE ET L’INVOLUTION. — APPLICATIONS DE 
CETTE MÉTHODE À LA GÉNÉRATION DES COURBES, 
ETC. (*). 

$ I. — Définitions. 

1. Les définitions des divisions ou faisceaux homogra- 

phiques, et des divisions ou faisceaux en involution, don- 
nées aux n° 99 et 182 du Traité de Géométrie supérieure, 
reposent sur la notion du rapport anharmonique, et elles 
ont leurs avantages propres, comme ik est aisé de s’en con- 
vaincre en suivant les belles conséquences qui en décou- 
lent, dans Pouvrage que je viens de citer. Cependant il est 
des cas où il est préférable de considérer lhomographie et 
l’involution sous un point de vue qui , bien qu'identique au 
fond avec celui qui précède, en diffère néanmoins dans 
la forme, et peut contribuer à faciliter beaucoup l'étude 
de certaines questions. 

  

{*) Depuis que ceci a été écrit, M. Chasles a publié » dans les Comptes 
rendus des séances de l'Académie des Sciences ,; une Note remarquable sur le 
même sujet (séance du 24 décembre 1855),
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2. Ainsi nous dirons que : 

Une propriété fondamentale et caractéristique des séries 

homographiques , et qui suñit à les définir complétement, 

c’est qu’à un point » de l’une ne correspond qu’un point 

m' de l’autre, et réciproquement. Et de même pour des 

faisceaux de droites (Géom. sup., n° 142). 

Nous dirons aussi qu'une propriété fondamentale et ea- 

ractéristique des séries en involution, c’est qu’un point (ow 

droite) quelconque de l’une, étant considéré comme appar- 

tenant successivement aux deux séries, a le même point 

(ou droite) homologue dans les deux vas (Géom. sup, 

n° 237 ei 248). 

3. M. Chasles, dans ses leçons à la Faculté des Sciences 

de Paris, a déjà rapidement indiqué les ressources singu- 

lières que présentent ces deux énoncés. C’est dans le but de 

les faire connaître aux jeunes gens qui se livrent à l'étude 

de cette branche de la science que j'ai écrit ee chapitre, où, 

après avoir donné quelques développements à la pensée de 

l’auteur, j'en fais l'application à certaines questions, et en 

particulier aux théorèmes énoncés sans démonsiration, 

dans le Mémoire sur la construction géométrique des ra- 

cines des équations du 3° et du 4° degré. (Comptes rendus 

de l Académie des Sciences, tome XLI, page 677 et suiv.) 

$ II. — Propositions fondamentales. 

4. Occupons-nous , en premier lieu, de l’homogra- 
phie, et supposons qu'en traitant une question de géomé- 

trie, étrangère d’ailleurs aux fonctions transcendantes, on 

soit conduit à considérer deux séries de points sur deux 

droites distinctes, ou sur la même droite, ou deux faisceaux 

de droites issues de deux sommets distincts ou d’un seul, ou 

bien encore une série de points en ligne droite, et un fais- 

ceau de droites convergentes en un seul point. 

Prorosirion À. — S'il arrive qu'à un point (ou à une
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droite) de la première série, il ne correspond qu'un point 

(ou une droite) de la seconde, et réciproquement, on peut 

en conclure, inmédiatement et sans plus de recherches, 

que les deux séries sont homographiques: propriété qui 

suffit souvent pour donner une solution intuitive de la ques- 

tion proposée. 
En effet, il est évident que la relation qui existe entre 

les deux séries peut toujours se traduire en une équation 
entre deux variables. Cette équation sera purement algé- 

brique, et ne contiendra aucune transcendante, puisque, 

par hypothèse, la question elle-même en est exempte, et 

ne comporte que des relations algébriques. Chacune des 
derix séries peut être regardée comme étant déterminée par 

la suite des valeurs données à chacune des deux variables, 

et comptées, à partir de deux origines fixes (ou d’une seule), 

sur la mème droite sil s’agit de points, ou bien autour 

d’un point fixe et à partir de deux axes fixes s’il s’agit de 

droites. 

Or, par hypothèse, à une valeur quelconque de l’une des 
variables il ne correspond qu’une seule valeur de l’autre, 

et réciproquement. Done la relation algébrique en question. 

ne peut être que de la forme 

Am, B'm' +. Amp. Bin +y= 0 

s’il s’agit de points , ou bien 

is (AM). tg (B,M')-+ À 18 (AM) + pu 18 (B',M')+ > — 0 

s’ils’agit de droites. 

Ces expressions, où il n'entre pas le produit de deux seg- 
ments relatifs au même point »: ou n# {ou à la mèmedroite 

M ou M'}), expriment l'homographie des deux séries de 
points ou de droites (Géom. sup., chap. VII). Donc la 
proposition est démontrée. 

Passous au cas de l’involution. 

5. Prorosrrion IT. — Si, dans la question de géomé-
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trie, telle qu'elle est posée au n° 4, es deux séries de points 

(ou de droites) qu’on est conduit à considérer, sont telles, 

qu'à un point (ou droite) de l'une il correspond toujours 

deux points (ou droites) de l’autre, tandis qu'à chacun 

de ceux-ci, indistinctement, il n'en correspond qu'un seul 
dans la première série, on peut en conclure immédiate- 

ment que la deuxième série se compose de segments {ou 

d'angles) en involution. 

En effet (supposons, pour abréger le distours, qu'il s’a- 
gisse de séries de points), soient 5, m']es deux points de 
la deuxième série qui correspondent au point M de la | pre- 
mière; m et m' étant, comme ci-dessus, déterminés par 

les valeurs des variables estimées sur une droite à parüs 
d’une origine fixe, et de même pour le point M. Les séries 
des poinis »21 et des points m/ seront homographiques entre 

elles, en veriu de la proposition I, parce que dès qu’on 

obtient un point 72, il lui correspond aussitôt un point, 

et que, réciproquement, si l’on obtient ce point 7», il lui 

correspond le point »#. Mais il y a ici plus qu'une simple 

homographie. Car puisque, par hypothèse, au point M 
correspondent simultanément les deux points #2 et m’, 

chacun de ces points, étant considéré comme faisant partie 

#de l’une ou de l’autre division, a le même homologue, ce 
‘qui caractérise l'involution des deux séries de points. On 
peut dire encore que, dans l’équation qui exprime l’ho- 

mographie des deux séries, on doit pouvoir changer les 

points m dans les points m/, ce qui exige que l’équa- 
tion soit symétrique en m et m/. Or cette condition im 

plique aussi l'involution (Géom. sup., n° 2H). Donc la 

proposition est démontrée. 

6. On sent tout de suite la fécondité de ces deux propo- 
sitions générales, et comment elles peuvent souvent ra- 

mener la solution de certaines questions à des considérations 

purement intuitives, En voici d’abord quelques exem ples.
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$ INT. — Applications des propositions précédentes. 

1. — Homograplie. 

7. 1°. Prenons deux points fixes O, O’sur une conique. 
Par le point O menons une série de rayons Oa, OO, Oc,...; 
chacun d'eux ne rencontre la courbe qu’en un seul point &, 
b,c,..., et, par suite, ne donne lieu qu’à un seul rayon 

correspondant O'a, O’b, O'c. Réciproquement, chaque 

rayon O’a,... ne doune lieu qu’à un seul rayon conju- 

gué Oa,.... Donc, par la proposition I, les deux séries de 

rayons sont homographiques. 

Soient L, L’ deux tangentes fixes à une conique. À 

chaque point «,... de L correspondra une seule tangente à 

la conique, et, par suite, un seul point &',... sur L’, et, 

réciproquement, a#pointa/,.… correspondra le seul point a. 

Donc les deux séries de points formées sur deux tangentes 
fixes à une conique, par une tangente mobile, sont homo- 

graphiques. 
Soient S, S', S”,... des coniques circonscrites au 

même quadrilatère. ABCD. Par le point À, menons une 

transversale arbitraire AL qui rencontre les coniques suc- 

cessives en une série de points 4, a’, a!,..., respective- 

ment. Chacun de ces points détermine la conique sur la- 

quelle il se trouve et lui correspond. Menons une seconde 
transversale AL/ qui rencontre les coniques en à, b’, b!,..…. 

Les points de cette seconde série correspondent, un à un, 
aux points #;, a',a",... de la première. Donc ces deux 

séries sont homographiques. : 

On obtiendrait, avec la même facilité, un théorème cor- 

rélatif du précédent pour des coniques inscrites au même 

quadrilaière. 

4°. Les coniques S, S',S/,... restant soumises à la mème 

condition que 3°, prenons, par rapport à chacune d'elles.



DE GÉOMÉTRIE PURE. 155 

la polaire d’un point quelconque de leur plan. Toutes ces 

polaires P, P’, P”,... passent par un même point (Géo. 

sup, n° 148, étendu aux coniques) , et, de plus, à chaque 

conique il n’en correspond qu'une seule. Donc ces po- 

laires, qui correspondent une à une respectivement aux 

points æ,a!, a!,..., forment un faisceau qui est homo- 

graphique avec cette division de points, et qui l'est aussi, 

par conséquent, avec le faisceau formé par Îles polaires 

relatives à un second point quelconque. 
C’est l'un des théorèmes sur lesquels repose la construc- 

tion dela courbe du troisième degré passant par neuf points. 

(Craszes, Comptes rendus, 1853.) 
On obtiendrait, de même, un théorème corrélatif de 

celui-ci. 

Dans l'exemple que je viens de donner, il n’est pas né- 

cessaire de s’appuyer sur le n° 748 de la Géométrie supé- 

rieure, pour démontrer que les polaires P, P’, P”,... pas- 

sent par un même point. Ce théorème, dû à M. Lamé, 

est lui-même une conséquence facile de la première des 

deux propositions fondamentales. 
En effet, menons dans le plan des coniques une trans- 

versale quelconque L, qui coupe les polaires respective- 
ment en une série de points m, m', m',.... Une seconde 

transversale L'les coupera, respectivement, en des points, 

n',n",.... Cela posé, à chacune des coniques il ne corres- 

pond qu'un point m sur L, et qu’un point x sur L'. Réci- 

proquement, à chaque point m il ne correspond qu'une 

seule conique, puisque toutes les courbes sont d'ailleurs 

assujetties à la condition de passer par les quatre mêmes 

points {réels ou imaginaires), et que la nouvelle condition 

: de couper harmoniquement chaque segment, tel que pr, 

achève de déterminer complétement chacune d'elles. Il ne 

correspond donc au point m qu’une seule polaire, et, par- 

tant, qu'un seul point z sur la seconde transversale. Il 
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résulte de là que la série des points 22 est homographique 
à celle des points 7; et, comme cette propriété subsiste 
pour toutes les transversales qu'on pourrait mener, il faut 
nécessairement que toutes les polaires passent par un même 
point. C. Q. F. D. 

5°, Quatre plans tangents à une surface gauche, menés 
par une même génératrice, ont leur rapport anharmonique 
égal à celui de leurs quatre points dé contact. (Cuasres, 
Mémoire sur les surfaces du 2° degré engendrées par une 
ligne droite, page 5.) 

En efñet, les quatre points sont en ligne droite, les 
plans passent par une même droite, et, de plus, les points 
et les plans se correspondent, un à un, respectivement. 
Donc, etc. | 

6°. On verrait de même que : 
Quatre plans étant menés arbitrairement par une même 

génératrice d'une surface gauche, les quatre points où ces 
plans touchent la surface ont leur rapport anharmonique 
égal à celui des quatre points où ces mêmes plans sont 
normaux à la surface (méme Mémoire, page 8). 

Passons au cas de l’involution. » 

2. — Involution, 

8. 7°. Dans le cas de l’exemple 3° ci-dessus, menons 
une seconde transversale arbitraire L', ne passant plus par 
l’un des sommets du quadrilatère inscrit. Elle coupe cha- 
que courbe en deux points d, d; d', 9’; d', 9:.... Ces 
points correspondent, deux par deux, et sans distinction 
de l'un ou de l’autre, aux points a, a, a",... de la trans- 
versale L, respectivement; et aux deux points d,9,.., de 
chaque couple correspond le seul point a de la première 
transversale. Donc, en vertu de la scconde proposition, les 
segments 40, d'0", d"d",.,. sont en involution. 

Si chaque conique se réduii à deux droites , On retrouve
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un théorème connu, concernant le quadrilatère et ses dia- 
gonales (Géom. sup., n° 339). 

Et l'on obtiendrait, par un raisonnement tout semblable, 
deux théorèmes corrélatifs. 

8°. D'un point O, on mène une série de cordes qui dé- 
terminent deux points chacune sur une conique située 

dans leur plan. Si on joint un point quelconque O’ de la 

conique avec les deux extrémités de chaque corde, on aura 

des couples de droites, passant par un même point et cor- 

respondants aux transversales, un à une respectivement. 

Donc les angles dont le point O’ est le sommet commun, 
forment une série en involution (Géom. sup., n° 700). 

Le théorème cesserait d’être vrai si l’on prenait, pour le 
sommet, un point qui ne fût pas situé sur le périmètre de 
la conique. A la vérité, à chaque transversale il ne cor- 
respondrait bien qu’une seule corde et qu’un seul angle, 
comme ci-dessus. Mais, à chaque angle ne correspondrait 
plus une seule corde, et l’on n'aurait pas cette réciprocité 
que est une condition indispensable de la proposition II. 

9°. Si plusieurs angles. circonscrits à une conique ont 
leurs sommets situés en ligne droite, leurs côtés marquent 
sur une tangente fixe une série de segments en involution 
(Géom. sup., n° 702). Car à chaque point de la droite 
il correspond un segment, c’est-à-dire deux points sur 
la tangente, et réciproquement, à chacun de ces points, 
indistinctement, il ne correspond qu’un seul et même point 
sur la droite. 

On voit encore ici que la réciprocité requise n’existerait' 
pas si la seconde droite, au lieu d’être tapgente à la coni- 
que, était quelconque. Car chaque point de ceite droite 
déterminerait deux points sur la première droite au lieu 
d'un seul. 

9. Je ne multiplierai pas davantage ces exemples. Ceux
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qui précèdent suffisent pour montrer les avantages de la 
méthode, et je vais passer à la démonstration des théorèmes 
énoncés par M. Chasles à la page 3 de son Mémoire sur la 
construction des racines des équations du troisième et du 
quatrième degré (Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences, second semestre 1855). 

$ IV. — Applications diverses. 

10. Taéorème Î. — Quand quatre segments Mm, 
M'm’,..., pris sur une méme droite, sont en involution, 
les pôles d’un point de la droite, relatifs à ces segments, 
ont leur rapport anharmonique constant, quel que soit ce 
point. 

Ce rapport constant s'appelle le rapport anharmonique 
des quatre segments. 

Démonstration. — Soient P, P; deux points de la droite 
par rapport auxquels on obtient respectivement les’ pôles 
T, m z', w',..., des segments correspondants M, 
M'm/,.... À chaque pôle x de la série x, r’,..., corres- 
pond un seul point & de la série &,w’,..., et réciproque- 
ment, Donc, en vertu de la proposition I, ces deux séries 
sont homographiques, ce qui démontre le théorème. 

Si le point P est pris à l'infini, les pôles +, z',..., de- 

viennent les points milieux æ&, «,..., des segments. Donc, 
quand des segments sont en involution sur une droite, 

_ Quatre quelconques d’entre eux ont leur rapport anhar- 
monique égal à celui de leurs points milieux. 

Autrement. Soit O le point central de l’ involution, 
soient aussi v, v',..., les points milieux des segments Pn, 
Pn',..., qui divisent harmoniquement les segments donc 
nés, à partir du point fixe P. 

À et px étant des constantes , on a les équations 

OM.Om = y
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(Géom. sup. , n° 197) et 

OM.Om+O.20P—20x.Ov 

(Géom. sup., n° 66). D'où 

p+02.0P—20%.0». 

Maïs on a (Géom. sup., n° 4) 

0» 
. 2 

donc il vient, en faisant OP — À, 

_07+0P. 

Oca.On +1(0x—07)+u=0o, 

équation d’homographie entre les deux points variables et 
correspondants & et 7. Donc, etc... 

Autrement. Décrivons une conique quelconque tan- 
gente à la droite donnée, «t, par les deux extrémités de 
chaque segment, menons deux tangentes à la conique. On 
obtiendra ainsi quatre sommets d’angles circonscrits situés 
en ligne droite (Géom. sup., n° 702) ct correspon 
dants, un à un, aux quatre segments respectivement. 
Les pôles et les sommets d'angles circonscrits se correspon- 
dent un à un; donc leurs rapports anharmoniques sont 
égaux. Or le second est constant; donc le premier l’est 
aussi. 

11. Taéonème IL. - Si d'un point fixe pris sur une 
conique, on mène des droites aux extrémités des quatre 
segments Mm, M'm’,..., les quatre cordes que ces droi- 
{es interceptent dans la conique, lesquelles, comme on 
sait, passent par un méme point, ont leur rapport anhar- 
Monique égal à celui des quatre segments. 

Démonstration. — À chaque segment correspondent une 
seule corde et un seul point milieu ; donc ces points et ces 
cordes se correspondent avec une entière réciprocité. D’ail- 
lcurs les uns sont en ligne droite et les autres passent par 

11
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un même point; donc il y a correspondance anharmonique. 
Mais il y a aussi correspondance entre les segments et leurs 

points milieux ; donc le théorème est démontré. 

Autrement. Soient O le point de concours des cordes 
Aa, A'«, Aa", A! a", qui rencontrent en & ,æ, at, a"la 

droite P«, menée, parallèlement à la droite donnée, par 

le point P de la conique; Pu, Pw, Py", Pu” les rayons 

menés du point P aux points milieux des segments donnés ; 
et v, y’, #, v” les points où ces rayons rencontrent res- 
pectivement les cordes correspondantes Aa, A'a!,...: ces 
points sont évidemment les conjugués harmoniques des 
points &, &, a, «”, par rapport aux segments Aa, À’4/, 
A"a”, Aa". Soit enfin Q le pôle de la droite Pa, par rap- 
port à la conique. | 

Les quatre droites Q v, Q v', Q v”, Q 1" sont les polaires 
des points &, &!, a", &"; leur rapport anharmonique est 
donc égal à celui de ces quatre points (Géom. SUP, 
n° 691), et, par suite, il est égal à celui des quatre 

cordes OA , O 4”, O 4”, OA”. Done lés points v, »’, y”, y" 

sont situés sur une conique qui passe en O et en Q 

(Géom. sup., n°% 5 et suivants). Or cette conique passe 
aussi en P; car, quand le point &« est en P, le point v 

ÿ est aussi. Donc (Géom. sup., n° 556) les quatre 
rayons Oy, Ov’, Ov”, Ov”, c’est-à-dire les quatre cordes, 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre 
rayons Py, Py', Pv”, Py, et, par suite, à celui des quatre 
points milieux u, p',u”,u", où à celui des quatre seg- 
ments. C. Q. F. D. 

12. Taéorëme IT. — Se, dans l'équation du troisième 
degré à deux variables 

& (ar +0) +a(d24 0) + (a's +07) = 0 ? 

les variables représéntent des segments comptés sur une 
droite indéfinie Ox à partir d’une origine OÔ, de manière
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qu'une valeur de z détermine un point n, et les deux 

valeurs correspondantes de x deux points M, m, formant 

un segment Mm : 1° tous les segments M m sont en invo- 
lution; 2° les paints n correspondent anharmoniquement 

à ces segments. 

Démonstration. — Ce théorème est une conséquence 
directe de la seconde proposition générale. Les segments 

sont en involution parce que les deux points qui forment les 
extrémités de l'un quelconque d’entre eux correspondent 
à la fois à un même point a, et qué, au contraire, à un 
de ces points ne eorrespand qu’un seul point #. Ce point # 
correspond avec le milieu du segment My, et vice versd. 
Donc il y a correspondance anharmonique entre la série 

des points n et celle des points milieux des segments, ou 
celle des segments eux-mêmes, en vertu du théorème I, 
n° 40. 

13. Tuéonëme IV — Si dans l'équation du quatrième 
degré à deux variables 

a (az? + bz+c)+x(a'z + hate )+ (az + b'3+ c')=0 

le déterminant des neuf coefficients est nul, ce qu'on 
exprime par la relation 

a(b'e"— be) + a {bte — bc”) + a“(bd — be) = 0, 

les racines conjuguées de l'équation sont doubles, c’est- 
à-dire que les deux valeurs de x qui correspondent à une 
valeur donnée de zcorrespondent aussi, toutes les deux à 

la fois, à une autre valeur de 13 et si ces couples de raci- 
nes conjuguées représentent des segments Mm et Nn sur 
une même droite, ces segments jouissent des deux pro- 
Priétés suivantes : 

1°, Les segments Mn sont en involution,et pareillement 
les segments Nn;
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2°. Ceux-ci correspondentanharmoniquement aux pre- 

nmuers. 

Démonstration. — Les deux valeurs de x sont données 

par une équation du second degré, dont les coefficients 
sont 

az + bz+e! az +b"z+ ec" 

ai + bz2+c $ ai + bz+e 
  

Pour que les deux valeurs de x répondent à la fois à une 

valeur z’ de z, il faut nécessairement que ces coefficients 

conservent la même valeur quand on y remplacera z par 

z', ce qui donne lieu aux deux équations 

a'B+bzte «+ by +e 

ar & bz+e TT ag? + bi + ec 
  

et 

at s+b'ztpe" a" +b'z te" 

a+ bz+z  az?+ br Le 
  

Faisons, pour abréger, 

b c CE 
dd, e—=- d'=—) etc. ; 

€ a a 

les deux équations deviennent, respectivement, 

, __2(e —e)+(e d— ed’) 

(A) F— z(d— d)+(e—e) 

et 
= z{e° — e)+ (e” d — ed”) 

1@— de — #7 
Si l'on égale ces deux valeurs de z', on arrive, après quel- 
ques réductions, à l’équation 

BU — à (a — d') {4 — 0 (a— 4”)] 
+ z [(e” d — ed”) (d — d\ __ (ed — ed”) (d— d”\ 

+ (éd — ed”) (ee) —(e à — ed)(e— eo) 0, 
laquelle, devant avoir lieu quel que soit z, exige que les 
coefficients de z° et de z et que le terme constant soient
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séparément nuls. On a ainsi trois nouvelles équations de 

condition, dont chacune se réduit, en développant, à la 
suivante : 

(B} a(b” c — b' c)+ a! (be” nn b"c) + a” (b'e _ bc‘) = 0. 

Donc, si ce déterminant est nul, les deux valeurs de x qui 

répondent à une valeur de z, répondront aussi toutes les 
deux à la fois à une autre valeur de z, età une seule, puis- 

que l’une ou l’autre des équations {A), qui donnent z’en 

fonction de z , est du premier degré. 

La première de ces équations (A) peut s’écrire 

23 (d—d)+(:+7) (e—e')+ (ed — e d) — 0, 

et, sous cette nouvelle forme, elle montre que les points N 

et 7 (qui répondent à z et à z/) forment deux divisions ho- 

mographiques en involution, puisqu'elle est du premier 
degré et, de plus, symétrique en z et z/. 

14. Ainsi il est démontré que quand l'équation de condi- 
tion(B) entre les coefficients de l'équation proposée a lieu, 
les valeurs de z se correspondent deux à deux, jouissant 
de la propriété, que deux valeurs correspondantes donnent, 
l'une et l'autre, les deux mêmes valeurs de x; et ces couples 
de valeurs correspondantes déterminent des segments z2N 
en involution. 

En outre, les deux valeurs de x déterminées par chaque 
valeur de z donnent lieu aussi à des segments 77 M qui 
forment une seconde involution. Car x et x” étant les deux 
valeurs de x déterminées par deux valeurs différentes z, z!, 
il s'ensuit que la valeur x mise dans l'équation donne les 
deux valeurs z, z', et de même la valeur x’; d’où l’on con- 
clut, en vertu de ce qui vient d’être démontré, que ces cou- 
ples de valeurs x, x’ déterminent des segments m3M en 
involution , de même que les couples de valeurs z , z’. 

I reste à démontrer que deux segments correspondants 

mA et nN se correspondent anharmaniquement.
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En effet, puisque les deux valeurs x, x’ correspondent 

tout à la fois à la valeur z et à la valeur z’, on a 

a+ bz+e" 
LH = | 
+ ai + bz+e 

et - | 
La a+ ba ee 

Æ EL = — 

a +bi + ec 
Donc, en faisant æ+x/—Àà, À étant une variable que 
déterminent les deux valeurs conjuguées de x, et par con- 
séquent le segment mM, puisque ces segments sont en in- 
volution, on peut dire que les deux valeurs z et z' sont les 
racines d’une même équation 

(a + a')z + (bA + d'}z + (ci + c')= 0. 

Or cette équation fait voir que les couples de racines 
donnent lieu à des. segments en involution qui correspon- 
dent anharmoniquement aux valeurs de la variable À. 
Mais les couples de valèurs de x correspondent aussi anhar- 
moniquement aux valeurs de À, en vertu de la relation 

T+z =). 
Donc, etc. 

Aünsi les diflérentes parties du théorème se trouvent dé- 
montrées. 

15. Je vais actuellement donner quelques applications 
des deux propositions qui font l'objet de ce chapitre, à 
la théorie des courbes du 3° et 4° ordre. On en déduit, en 
premier lieu , une solution très-simple de la question pro- 
posée sous le n° 306, dans les Nouvelles Annales de 
Mathématiques, et que j'ai déjà traitée par une autre 
méthode, dans la livraison d'août de ce recueil. 

$ V. — Applications aux courbes du troisième et dn quatrième 
ordre. 

La question est celle-ci : 
Par un point S, pris sur l’un des côtés d'un quatrila- 

tère, on mène des rayons à chacun des points a!, a/,a"...
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marqués sur une droite fixe, et on décrit la conique tan- 

gente à chaque rayon et aux quatre côtés du quadrilatère. 

Puis, par chacun des points b,b",b/,... appartenant, 
sur la même droite, à une série khomographique à la pre- 
mière, on mène deux tangentes à la conique correspon- 

dante. Ces tangentes, que j'ai nommées rayons tangen- 

tiels, coupent les rayons pivotants Sa, Sa’,... en des 

points situés sur une courbe du troisième degré. 
Je vais démontrer qu’une droite quelconque L rencontre 

la courbe en trois points. | 
En effet, les rayons pivotants marquent sur cette droite 

une série de points M, N,...; les rayons tangentiels y 

marquent une série de segments mun', nn',...; ceux-ci 
correspondent, respectivément, aux points M,N,...,et, 

réciproquement, chacun des points M correspond, à la fois, 

aux deux extrémités 7, m’ du segment conjugué. Done 

les segments sont en involution et ils correspondent anhar- 

moniquement aux points M,IN,.... 

D'après cela, et en se reportant au 3° théorème énoncé 

par M. Chasles dans son Mémoire sur la contrusction des 

racines des équations du 3° et du 4° degré (voir n° 12), on 

peut regarder ces points et ces segments comme représen- 
tant, à parür d'une origine fixe prise sur la droite, les va- 

leurs respectiveset conjuguées des variables d’une équation 

du troisième degré, telle que 

z'(az+ b)+x(az+b)+(a"z+b")—o. 

Quand un rayon pivotant rencontre sur la droite L l’un 

des rayons tangentiels qui lui est conjugué, ce point appar- 

uent à la courbe et il est l’un des points d’intersection de 
cette courbe par la droite L. Mais alors les valeurs de x et 
de z sont égales ; l’équation devient 

A+ Bz + C:+D=o,
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ce qui prouve que la droite L coupe la courbe en trois points. 

Cette courbe est donc du troisième degré.  c. @. F. 2. 
Quant à la détermination de ces trois points, elle s’ob- 

tient géométriquement par les constructions remarquables 
que M. Chasles fait connaître dans le Mémoire récent dont 
j'ai parlé ei-dessus. 

16. Je supposerai encore qu'on se propose de démontrer 
le théorème suivant: 

Taéorème.— Étant donnés sur un méme plan : 1° deux 

divisions homographiques a, b,ce,...,a!, b', c',..., sur 

une droite L; 2° une conique tangente à cette droite et un 

point S extérieur à la droite. On joint Sa, Sb,..., et, 
par les points homologues a!,b',..., on mène à la conique 
les tangentes ai, b't/,... qui coupent les rayons corres- 

pondants, chacune en un point. Le lieu de ce point va- 

riable est une courbe du troisième degré, qui passe deux 

fois par le point S. 

Démonstration. — Je vais prouver qu’une transversale 

quelconque L’ rencontre la courbe en trois poinis. Les 

rayons Sa,...,et les tangentes a'£,... coupent L’ en des 
pointsæ,f,7,...;a"fB';7",...; à chaque point « ,il ne cor- 

respond qu'un seul point &!; mais la réciproque n’est pas 
vraie, car le point «&' est l’intersection de deux tangentes 

distinctes &’ a’, ap", auxquelles correspondent sur L deux 

points a et p de la première division, et par conséquent 

aussi deux points a et x sur L'. Ainsi, aux deux points æ 

et x considérés simultanément il ne correspond qu'un 
seul point a’, et à ce point «/ correpondent à la fois les 
deux points 4,7, C'est-à-dire le segment 4x. On a donc sur 

L' une série de segments en involution correspondants 

anharmoniquement à une série de points. La relation qui 
lie ces deux séries peut s'exprimer par une équation du 
troisième degré à deux variables 

æ'(az+ b)+x (az +0) +{a"z+ b')=0o 
2.
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dans laquelle les variables représenteront des segments 
comptés sur la droite indéfinie L/ à partir d’une origine 

fixe O, comme ci-dessus dans le troisième théorème du 
Mémoire de M. Chasles. Si, dans cette équation, on fait 
x — 2, on exprimera que les rayons Sa et les tangentes 
correspondantes a/t se coupent sur L’. Les racines de l’é- 

quation du troisième degré en z répondront donc aux points 
de rencontre de L/ avec la courbe. On voit que ces points 
sont au nombre de trois, et la méthode de M. Chasles per- 
mettra de les construire. 

Ainsi la courbe est du troisième degré. 
Cet exemple fait voir le danger qu'il y aurait à ne pas 

bien s'assurer de la nature de la réciprocité qui existe 
entre les deux séries de points. Car ici il semblerait au pre-. 
mier abord que, puisqu’à un rayon Sa il ne correspond 
qu’une seule tangente, et qu’à une tangente a’ 1 il ne cor- 
respond qu’un seul rayon Sa, il semblerait, dis-je, que les 
points &, B, y,..., a’, B',y!,... devraient se correspondre 
aussi, un à un respectivement. Une étude plus attentive de 
la question fait voir que la réciprocité n’a pas lieu de cette 
manière ; et l’on en est d’ailleurs immédiatement averti 
dans le cas actuel. Car, si cette correspondance simple exis- 
tait, les deux divisions &, 8, y, ,a!, B', 7... seraient 
homographiques ; donc aussi les deux séries & > B', Vo, 
a',b', c'..., ce qui est impossible puisque la droite L' 
n’est pas une deuxième tangente fixe à la conique sur la- 
quelle roule la tangente mobile qui marque les points de 
division. 

‘Cette courbe du troisième degré passe par les points dou- 
bles des deux divisions homographiques &, b, c,.…., a, b!, 
c'..., et par le point qui, dans la première, est l’homologue 
du point de contact de la conique et de L, regardé comme 
faisant partie de la seconde. La courbe touche la conique et 
passe deux fois par le point S, où elle se noue pour jeter à
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droite et à gauche deux branches infinies ayant une asymp- 

tote commune tangente à [a conique. 

17. Les exemples qui précèdent suflisent pour donner 

une idée précise de la manière dont on doit appliquer les 

deux propositions qui ont été démontrées au début de ce 

chapitre. Mais je veux en donner d’autres plus généraux, 

qui montreront mieux encore toute l'étendue des ressources 

qu’elles présentent. Ainsi l’on verra avec quelle facilité elles 

conduisent à divers modes de génération des courbes du 3° et 

du 4° degré, et même comment elles sont susceptibles de 

s'étendre à celles d’un ordre supérieur. 

18. Je supposerai donc qu’on ait, sur une même droite, 

une série de segments en involution Mm, M'r,...,etune 

série de points n,7",..., correspondant anharmonique- 

ment à ces segments, comme par exemple leurs points mi- 

lieux, ou bien leurs pôles pris relativement à un point fixe 
quelconque de la droite sur laquelle ils sont décris. 

Si, d’un point fixe P pris dans le même plan, on mène 

des rayons aux extrémités M, m: de chaque segment , et que 

d’un autre point-fixe P’ on mène des rayons P# ,..., aux 

points homologues, ces derniers rayons rencontreront les 

premiers, respectivement, en des points situés sur une 
courbe du troisième ordre. 

En effet, si l’on mène une transversale quelconque L, elle 
coupera les rayons PM, pm,...,en des points formant une 

série de segments en inyolution, et les segments Pz2,...,en 

des points formant une division homographique à celle des 

segments. Si l’on prend pour variables x et z les distances 

respectives de ces points à une origine fixe O de cette trans- 
versale, on aura entre les variables une équation de la forme 

æ(az+b)+x(az+b)+(az+8")=0o (n° 12). 

Pour les points où L coupe la courbe, on à x — z, et Pé- 
quation devient du 3° degré en x seul. Ses racincs feront
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connaître les points d’intersection qui sont par conséquent 

au nombre de trois, comme il fallait le démontrer. 

Remarque. — Ceite courbe passe une fois par le point P?, 

deux fois par le point P, et une fois par chacun des points 

doubles de l'involution décrite sur la droite donnée. Dans 

le cas général, elle se compose de trois branches infinies, 

dont une seule traverse la droite donnée, et dont les deux 

autres ont une asymptote commune parallèle à cette droite. 

Les deux autres asymptotes sont aussi, l’une et lautre, 

communes à deux branches distinctes, et elles coupent la 

courbe en deux points qui sont, comme on sait, en ligne 

droite avec le point où la première asymptote la coupe elle- 
même. 

Dans le cas particulier où la droite PP' coupe la droite 

donnée en un point situé entre les deux points doubles de 

l'involution, deux des branches deviennent imaginaires, 

ainsi que leur point de croisement P, et il ne reste qu'une 

seule branche ayant une asymptote parallèle à la droite 

donnée. 
19. Les couples de droites (PM, pm), (PM, pm'},..., 

peuvent être remplacés par des coniques, qui auront, 
comme on sait, quatre points communs (réels ou imagi- 
näires). L’intersection de ces coniques par les rayons ho- 

mologues du faisceau P’#, P'7/,...,qui leur est homogra- 
phique, engendrera une courbe du 3° degré passant par le 

sommet P’ et par les quatre points communs aux coniques. 

C’esi l’un des deux modes de description employés par 
M. Chasles pour construire la courbe du 3° degré passant 

par neuf points. 
20. Prenons une série de coniques inscrites au même 

quadrilatère. Leurs centres sont en ligne droite, et forment 
une série homoyraphique à celle des coniques. Par un point 

quelconque P, menons deux tangentes à chaque conique. 

Nous aurons, autour de ce point , une série d’angles en in-
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volution, correspondant anharmoniquement aux centres 

des coniques, et par conséquent aux rayons qui joignent 

ces centres à un paint quelconque P’ du plan de la figure. 
Ces rayons couperont encore les côtés des angles correspon- 

dants sur une courbe du 3° degré passant par le point P’. 

Au lieu des centres des coniques, on peut prendre, pour 

la série de points, celle des pôles d’une droite quelconque 
pris relativement à elles, etc., etc. 

21. Qu'on prenne sur une même droite deux séries de 
segments en involution, se correspondant anharmonique- 
ment;puis, qu’onjoigneles extrémités des premiers Mm,.…, 
à un poini fixe P, et celles des seconds Nz,..., à un autre 
point P”’. Les rayons (P'N, P'n),..., couperont les rayons 
conjugués (PM, Pm),.….., en des points situés sur une courbe 
du quairième ordre. 

Car ces deux faisceaux, étant coupés sur une transver- 

sale L, y marqueront deux séries de points en involuton 

qu'on pourra rapporter à une origine fixe, et qui auront 
entre eux uue relation de la forme 

a'(ar + bz+e)+ aa + b'zt+e')+(a"z+b"z+c")—=0o 

dans laquelle Le déterminant des neuf cocfficients sera nul 
(Théorème IV, n° 13). 

Par conséquent, les points pour lesquels x — z, c’est-à- 

dire les points où L coupe la courbe, sont au nombre de 

quatre, puisqu'ils sont donnés par les racines d’une équa- 
tion du 4° degré. 

Remarque. — On peut se donner de bien des manières les 
deux séries de segments qui se correspondent anharmoni- 
quement. Par exemple, on pourra former une série de points 
homographiques à celle des points milieux de la série de 
segments , el regarder ces nouveaux points comme les 
points milieux de la deuxième série de segments, dont deux 
pourront être pris arbitrairement (Géom. sup., n° 232).
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On pourra encore couper deux coniques quelcoriques par 

un faisceau de transversales issues d’un point fixe de leur 

plan, et projeter ensuite les cordes interceptées datis cha- 

cune d'elles sur une droite quelconque, en prenant pour 

centres de projection respectifs un point de chacune de ces 

coniques. Les segments obtenus formeront deux séries ho- 

mographiques de segments en involution, ete., etc. . 

29. La série d’angles (PM, pm). peut être remplacée 
par une série de coniques ayant quatre points communs, 
et pareïllement la série (PN, pr),.…, pourvu que les coni- 

ques des deux faisceaux se correspondent aussi anharmoni- 
quement. 

On retrouve ainsi le mode de génération des courbes du 
quatrième ordre donné par M. Chasles. 

On peut prendre également deux séries de coniques in- 

scrites dans deux quadrilatères différents, et qu’on fera se 

correspondre anharmoniquement. Si, par deux poinis fixes 

P, P’, on mène des couples de tangentes à ces coniques, les 
taugentes de la première série couperont celles de la seconde 
série ou les points situés sur une courbe du quatrième 
ordre, etc., etc. 

Le second théorème général, concernant la généra- 

tion des courbes du quatrième ordre, qui est donné par 
M. Chasles {Comptes rendus, 1853, 2° semestre, page 375), 
est encore une conséquence fort simple des principes qui 
viennent d’être exposés. Il est ainsi conçu : 

Étant donnés deux systèmes de quatre points a, b, c, d 
eta’, b’, c’, d’, le lieu d’un point tel, que le rapport anhar- 
monique r des droites menées de ce point aux quatre 

a, b, c, d, et Le rapport anharmonique x’ des droites me- 

nées du même point aux quatre a’, W, c', d', aient entre 

eux la relation constante 

arr +B.r+y.r +0,
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est une courbe du quatrième ordre qui passe par les huit 
points fixes. 

En effet, chaque valeur de r détermine une conique S pas- 
sant par la base (a, b, c, d); de même chaque valeur de 
détermine une conique S’ reposant sur la base (a/, &!, c’, d'). 
Maïs, en vertu de l'équation, à une valeur de r il ne corres- 
pond qu’une valeur de 7’, et réciproquement. Donc le 
faisceau S correspond anharmoniquement au faisceau S’ , et, 
par conséquent, ces coniques se coupent sur une courbe du 
quatrième ordre. 

23. Les considérations qui précèdent peuvent être gé- 
néralisées ainsi qu’il suit :- 

Soit un faisceau de courbes du mi ordre, liées anhar- 
moniquement à des courbes du n°" ordre formant un se- 
cond faisceau, de telle sorte qu'à une courbe du premier 
J'aisceau il n’en corresponde qu’une seule du second Jf'ais- 
ceau, et réciproquement. Les courbes homologues se cou- 
Peront en mn points, appartenant à une courbe de l'or- 
dre m+n. 

En eflet, une transversale quelconque coupera le pre- 
mier faisceau en une série de points groupés m par m, et le 
second faisceau en une série de points groupés 7 par », 
correspondants aux premiers, groupe à groupe. Si l’on rap- 
porte tous ces points à une origine fixe, on pourra évidem- 
ment les lier entre eux par une équation à deux variables x 
et z du degré (m+n), qui deviendra du degré (m+n) 
en x seul pour tous les points communs aux deux séries de 
groupes, c’est-à-dire pour les points d’intersection de la 
droite et de la courbe, laquelle sera par conséquent du 
degré m+n. 

Dans chaque cas, la difficulté consistera à Zer anharmo- 
riquement les deux faisceaux, ce qui ne pourra se faire 
qu'en s'appuyant sur quelque propriété générale commune 
à toutes les courbes (en nombre infini) d’un même ordre
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ni (mi + 3). 

2 
m qui ont — 1 points communs, c'est-à-dire un 

point de moins qu’il n’en faut pour déterminer une courbe 

de cet ordre. Et de même pour les courbes de l’ordre n. 

C'est ainsi que, dans la génération des courbes du troi- 

sième et du quatrième ordre, on emploie des faisceaux de 

coniques, qu'on lie anharmoniquement en se fondant sur 

la propriété qu'ont quatre coniques, passant par quatre 

mèmes points, d’avoir le même rapport anharmonique 

que les polaires d’un point quelconque de leur plan prises 

relativement à elles. 

Mais on voit, en mème temps, que cette connaissance de la 

génération des courbes d’un ordre supérieur ne peut être que 
l'œuvre lente du temps; qu'on ne pourra s’y élever que de 

proche en proche, et en étudiant toutes les propriétés de 

celles qui les précèdent dans la hiérarchie, avec cette pa- 

tience et cette sûreté d'investigation que la géométrie sait, 

mieux peut-être que toute autre science, apporter dans ses 

recherches, parce que ne pouvant guère ni sauter ni courir, 

s’il m'est permis de parler ainsi, elle ne laïsse inaperçu aucun 

des détails de la route qu’elle parcourt. 

$ VI. — Démonstration de quelques théorèmes énoncés 

par M. Chasles, dans le Mémoire cité plus haut. 

24, Le paragraphe V du Mémoire de M. Chasles estainsi 

conçu : 

« Qu'on ait un faisceau de courbes du troisième ordre 
» passant toutes par neuf mêmes points, et qu’en un de ces 

» points a on mène les iangentes aux courbes, que nous 

» appellerons M, M’, M", etc. ; la corde qui joint deux 
» quelconques des neuf points rencontre chacune des 

» courbes en un troisième point, de sorte qu'on a sur 

» cette droite une série de points #7, n/, n”, etc. Ces



176 MÉLANGES 
» points correspondent anharmoniquement aux tangen- 

tes M, M,M',etc.....................,......... 

» D'où l’on peut conclure que si des points #, n',etc., on 

abaisse sur les tangentes M, M’, etc. , respectivement des 

» pérpendiculaires , ou, plus généralement, des obliques 

» sous un même angle et dans un même sens de rotation, 

» toutes ces droites envelopperont une parabole , et, par 

» conséquent, leurs pieds sur les tangentes seront sur une 
» courbe du troisième ordre, ayant-un point double en a, 

» point de contact de toutes les tangentes. » 

Il s’agit de démontrer ces deux conclusions. . 

Soient A, A’, A”,..., les pieds des obliques; les 
angles aAn, aAÂ'n',..., sont tous égaux entre eux, 
par hypothèse, et décrits dans le même sens de rota- 
tion. Donc { Géom. sup., page 461, n° 681) leurs côtés 
marquent sur la droite, à l'infini, deux divisions homo- 
graphiques. L’une de ces divisions est homographique au 
faisceau des côtés Aa, A'a,..., parce que tous ces 
côtés sont issus du même point a; donc elle est homogra- 
phique à la division formée par les points n,n/,.... 

Donc enfin celle-ci est homographique à la division for- 
mée, à l'infini, par les seconds côtés A7, A'n!,,.., des 

T
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angles A, A',.... Donc ces côtés, qui joignent, deux à 
deux, les points homologues de ces. deux divisions , enve- 
loppent une conique; et cette conique est une parabole, 
parce que l’une des deux droites fixes auxquelles elle est 
tangenie, est située à l'infini. 

Xl faut prouver actuellement que les points A, A' 
sont sur une courbe du troisième ordre. 

En effet, la circonférence de cercle, menée par les trois 
points a, À, n rencontre la droiteL , sur laquelle sont les 
points #,#',... en un point F, tel que l'angle a F 7 est 
le supplément de l'angle constant aÂn; donc toutes les 
autres circonférences menées , respectivement, par 

se. 

les au-
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tres points À’, n'; A”; n#";.:., et par le point a, passent 
par ce point F. Il résulte de là que les points A, A’,... se 
trouvent sur un faisceau de cercles passant par les deux 
points fixes & et F; ces cercles correspondent anharmoni- 

quement aux points z7,7/,... et par conséquent aux droi- 
tes aÂ, aÂ',.... Donc les points A, À/,... sont sur une 
courbe du troisième ordre, d’après le théorème général de 
M. Chasles sur la description de ces courbes. 

On sait que la courbe du troisième ordre, ainsi décrite, 
passe par les quatre points d’intersection des coniques du 
premier faisceau et par le sommet du faisceau de droites: 
Ici les coniques sont des cercles; deux de leurs quatre 
points d’intersection sont imaginaires et situés à l'infini 
sur un cercle (Géom. sup., n° 651). Donc, en premier 
lieu, la courbe du troisième ordre a deux points imagi- 
naires , à l'infini , sur un cercle, c'est-ïdire qu’elle a deux 
asymptiotes imaginaires, coïncidentes avec les asymptotes 
d’un cercle. Le point a est un point double de la courbe. Les 
tangenies en ce point sont les rayons doubles des deux fais- 
ceaux homographiques formés , l'un par les droites a, 
aÂ',...; autre par les tangentes en à aux cercles aÂAn, 
A'an,..., parce que la droite aA,, quand elle a l’une de 
ces deux positions, coupe le cercle qui lui correspond, et qui 
a cetie même droite pour tangente, en un point qui appar- 
tent à la courbe du troisième ordre, et qui est infiniment 
voisin du point & dans la direction de cette tangente aA,. 

On peut concevoir d’une autre manière la génération de 
la courbe du troisième ordre en question. 

En effet, menons par le point &« une tangente à la para- 

bole; les obliques #A, n'A!,..., ÿ maïqueront une 
série de points p,p',..., homographique à la division 

n,n,.... Faisons passer une série de cercles par les 
points a, À, p; @, A’, pl';..., respectivement. Tous ces 
cercles auront pour tangente commune en a la droïte aT'; 

12
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qui fait avec ap l'angle paT égal à l'angle constant sous 

lequel on abaisse les obliques. Chaque point p détermine 
un cercle , et réciproquement chaque cercle détermine un 

seul point p; donc la série de cercles est homographique 

à la série p,p',..., et par conséquent à la série de droites 

aÂA,aA!,.... Donc ces denx faisceaux se coupent sur 

üne courbe du troisième ordre, tangente en a à la droite T', 

que tous les cercles touchent en ce point. La droite aT'est 

donc une des deux tangentes à la courbe au point double. 

Pour trouver la seconde, il suffit de considérer l’autre tan- 

gente à la parabole issue du point a, et la série de points 
9:g93..-, qu'y marquent les obliques 2p A, »p'A’, 

n'p'Al,.... Si Von fait passer une nouvelle série de 

cercles par les points a, À,q; a, A!,q';..., respective- 

ment, tous ces cercles seront tangents en a à une nouvelle 

droite aT, qui fait avec ag l'angle qaT” égal à l'angle de ro- 
tation des obliques, et ils formeront un nouveau faisceau 

homographique au faisceau de droites & A, A'a,..., La 
courbe du troisième ordre résulte done aussi de l’intersec- 

tion de ces deux faisceaux, et par conséquent elle a pour 

tangente, en son point a, la droite aT”. Aïnsi elle admet 

deux tangentes distinctes aT, aT' au point a; donc ce point 

est double. 
On pourrait enfin démontrer que la courbe, lieu géomé- 

trique des points À, A',..., est du troisième ordre, en prou- 

vant, au moyen du raisonnement employé aux n° 15 et 16 

du présent chapitre, qu'une transversale quelconque ne 

la rencontre qu’en troïs points. Maïs il me semble inutile 

d'entrer à ce sujet dans de nouveaux détails. 

25. Le $ XI du Mémoire de M. Chasles exprime le 

théorème suivant : 

« Qu'on ait un faisceau de courbes du troisième ordre, 

» passant par les neuf mêmes points d’intersection a, b, 

» ce, etc. La corde bc qui joint deux de ces points rencontre



DE GÉOMÉTRIE PURE. 179 
» les courbes en des points 2, n’, etc., et une transversale 
» quelconqüe, menée par un des deux points &, c, ou par 
» unautre &, les rencontre en des couples de points m, M; 
» m',M,etc.; ces couples de points sont en involution 
» et correspondent anharmoniquement aux points n, 

» n’, etc. Car à un point m2 de la transversale ne corres- 

» pond qu’un point 7 sur la corde, mais à un point # de 

» cette droite correspondent deux points », M sur la irans- 
» versale, 

» Remarque. — On peut conclure de là que si l’on joint 
» chaque point z aux deux points correspondants m3, M 

par deux droïtes zm, nr M, toutes ces droites enveloppent 
une courbe de troisième classe quand la transversale est 

» menée par un des deux points b, c, et simplement une 
» conique quand la transversale est menée par un autre 

» pointa. » 

Ÿ 
Y
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IE s’agit de prouver ces deux dernières propositions. 

Supposons, en premier lieu, que la transversale soit 

menée par l’un des deux points ou c, par le point & par 

exemple. Il suffit de prouver que, d’un point quelconque P 
On ne peut mener que trois tangentes à la courbe. Proje- 
tons tous les segments Mm, M'm’, etc., en Qg; Q'g',etc., 
sur la droite bc, par des rayons issus du point P. On aura 
sur cette droite : 1° une série de points 7, 2, etc.; 2° une 
série de segments en involution Qg; Q'g', etc.; et ces seg- 
ments correspondrent anharmoniquement aux points 7, 
n', etc., ainsi que cela avait lieu pour les segments M, 

M'm', etc. I est clair que la droite variable P z sera une 

tangente de la courbe, quand le point z coïncidera avec 
l'une ou l’autre des extrémités Q, g du segment qui Jui 
Correspond. Or nous avons vu plus haut, n° 42, que cette 
coïncidence a lieu pour trois positions du point 7 seule- 
ment. Donc le théorème est démontré. - 

Mais si la transversale L est menée par l’un quelconque a 
12.
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des six autres points d’intersection des courbes du troisième 

degré, la question change de face. Dans le cas précédent, 

le point 7 ne pouvait jamais se trouver au point de ren- 

contre b de la transversale et de la droite bc, parce que, 

d’après l'hypothèse, le point b n’est pas un point double. 

Ici, au contraire, le point n peut être placé (dans une de 

ses positions particulières) au pont de concours # de la 

transversale aL et de la droite be. Quand il s’ÿ trouve, 

l'un des points M ou #2 du segment correspondant s’y 

trouve évidemment aussi. Donc, en faisant comme tout à 

l'heure la projection des segments sur la droïte be, on voit 

que, quel que soit le point projetant P, l’équation du troi- 

sième degré, d’où dépend la détermination des points de 

coïncidence cherchés, a une racine constante, ou nulle si 

l'on place l’origine des variables au point z lui-même. Cette 

équation se réduit donc d'elle-même au second degré. 

On peut dire encore que toute droite menée par le point ? 

est une tangente à la courbe, qui dés lors devient, abstrac- 

tion faite de ce point, une courbe de seconde classe, c’est- 

à-dire une conique. 

96. Le $ XI du Mémoire est ainsi conçu : 

« Autour d’un point P d’une courbe detroisième drdre à 

» point double, on fait tourner une transversale N qui 

» rencontre la courbe en deux points um, p4, et du point 

» double O on mène les droïtes Ou, Os que nous appe- 

» lons les droites m et M. On reconnaît immédiatement 

ns _. CT D 

» que les couples de droites M, m forment une involution 

» et correspondent anharmoniquement aux droites N. 

» Remarque. — Les deux tangentes à la courbe du 

» troisième ordre en son point double forment un couple 

» de droites appartenant à l’involution. Et réciproque- 

» ment, si l’on mène par le point double des couples de 

» droites en involution tels, que les deux tangentes à la
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» courbe en ce point forment un des couples, Les cordes 

» interceptées dans la courbe entre ces droites passeront 

toutes par un méme point de la courbe. 

» Si les deux tangentes ne forment pas un couple faisant 

parte de l’involution, les cordes sous-tendues ne passent 

plus par un même point, mais elles enveloppent une 

» conique. » 

Na
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Le réciproquement de la remarque se démontre comme 

il suit : 
Si les cordes interceptées dans la courbe ne passaient pas 

par un même point, on pourrait, par le troïsième point où 

l’une quelconque d’entre elles coupe la courbe, mener une 

série de cordes qui, en achevant la construction indiquée : 

dans le théorème, donnerait lieu à un faisceau de droites 

en involution dont ferait partie le couple des tangentes à la 

courbe au point double. Or ce faisceau aurait en commun, 

avec celui qui est donné, deux couples de droites, savoir : ces 

deux tangentes et les deux droites Pu, Py, déterminées par 

la corde np, que nous avons choisie. Donc les deux fais- 

ceaux se confondent, ce qui démontre la proposition. 

D’après cela, si les deux tangenies ne forment pas un 

couple faisant partie de l’involution, les cordes ne passent 

plus par un même point. Pour démontrer qu’elles enve- 

loppent une conique, il faut prouver que deux quelconques 

d’entre elles sant divisées homographiquement par les 

autres. 

Or chacune de ces deux cordes n’est coupée par une autre 

corde qu’en un seul point, et ces deux points se corres- 

pondent anharmoniquement, si réciproquement par cc 

point on ne peut mener qu'une seule autre corde ét non 

pas deux. En d’autres termes, il faut prouver que trois 

cordes ne peuvent passer par un même point. 

En effet, si trois cordes passaient par un même poiutP,on 
pourrait décrire une courbe du troisième ordre passant par
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leurs extrémités et ayant le même point double que la pro- 

posée, et cette courbe passerait aussi par le point P, en. 

vertu du théorème XII. D’aïlieurs eBke se confondrait avec 

la courbe donnée, comme ayant en commun avec elle six 

points et un point double. Donc les tangentes au point 
double feraient partie de l’involution, ce qui est contraire 

à l'hypothèse. Donc, ete. 

  

SECTION Il. 

CONSTRUCTIONS DIVERSES DE LA COURBE DU TROISIÈME 

ORDRE. — QUESTIONS CONCERNANT LES INTERSEC- 

TIONS DE CES COURBES. 

$ VIL. — Construction de la courbe du troisième ordre 

dans divers cas particuliers. 

27. La construction générale de la courbe du troisième 
ordre s’applique à différents cas particuliers que M. Chasles 
a indiqués rapidement dans le cours d’un Mémoire inséré 

aux Comptes rendus de année 1853 (premier semestre, 

page 947). 
Ce sont précisément ces cas particuliers que je me pro- 

pose d'examiner et de résoudre ici. On verra dans ce nou- 

veau travail des applications variées des théories de la 

Géométrie supérieure, dont les ressources sontinépuisables. 

Pour abréger le discours, j'appellerai base d’un faisceau 
de voniques les quatre points communs à toutes ces coniques; 

ainsi, B étant la base, (B , e) signifiera la conique qui passe 

par les quatre points de la base et par un cinquième pointe. 

La lettre P représentera toujours, comme dans le Mémoire, 

le sommet du faisceau des droites génératrices. 
28. Premier cas. — Deux des rteuf points donnés sont 

imaginaires :
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On donne, par exemple, une droite L sur laquelle se 

trouvent les deux points imaginaires, leur point mieu w 

et le rectangle me.m de leurs distances à un point fixe m 

de la droite L; ces données pouvant d’ailleurs être expli- 

cites, ou bien impliquées dans une équation du second degré 

à une inconnue (Géom. sup., n° 86, 87). | 

On comprendra ces deux points dans la baseB du faisceau, 

c'est-à-dire qu’en fera passer toutes les coniques généra- 

trices par ces deux points et par deux autres points réels a, b. 

La construction s’achèvera ensuite comme à l'ordinaire. 

La détermination de chacune de ces coniques exige quel- 

ques détails. 

Soit e un cinquième point par lequel doit passer une des 

coniques. Joignons ab, qui coupe L en M, et, parlepointc, 

menons, parallèlement à L, la droite cM' qui rencontreab 

en M’ et la conique elle-même en un point inconnu c'. 

Le théorème de Newton (Géom. sup., n° 480) donne 

Me.My _M'e.M'e 
Ma.M6  Me.Mé 

. 

Tout est connu dans cette équation , à l'exception de Mc’. 

Car le produit Me.M9 est égal à 

(Mn + me) (Min + m = Mn + Mm(me+ mo) mem PITUT, ? ? 

=Mm +2Mmimet+ mem, 

relation où tout est donné, par hypothèse. 

On connaîtra donc le point c’. On trouvera, sans plus de 

difficulté, le point a’ de la courbe, qui se trouve sur la 

droite aa’ parallèle à be, ce qui fait cinq points réels, au 

moyen desquels on pourra effectuer sur la conique toutes 

les constructions que la question réclame. 

Remarque. — Si, pour représenter les points imagi- 

naires, on donnait une conique T et une droite L, on ra- 

mènerait les données aux précédentes, en observant que le
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théorème de Newton fait immédiatement connaître le rec- 

tangle me.mo®, et que le point milieu w est précisément le 

point où L est coupée par le diamètre de T qui est conjugué 
à la direction de L. 

Ainsi la question esi complétement résolue. 

29. Deuxième cas. — Quatre des points donnés sont 

imaginaires, par couples. 

On prendra ces quatre points pour base du faisceau des 

coniques génératrices, et la construction suivra comme à 
l'ordinaire. 

1 reste seulement à faire voir comment on peut faire 

passer une conique par quatre points imaginaires et par un 
cinquième point réel. 

Je supposerai d’abord que le système des quatre points 
imaginaires soit donné au moyen de deux coniques tracées 

(ou simplement déterminées par cinq conditions), et qui 
ne se coupent en aucuns points réels. 

Par le cinquième point & menons une transversale, 
coupant les deux coniques en des points 2, k';#,3", et la 
conique, qu’on veut déterminer, en un point inconnu a’. 

Les trois segments kh, ', aa’, sont en involution { Géom. 

sup., n° 143). Donc on obtiendra facilement le point a! 
(Géom. sup., n° 23). 

On obtiendra de la sorte autant de points qu’on le voudra. 

L'une des coniques données peut être remplacée par l’en- 

semble de deux droites, qui seront par conséquent les axes 
de symptose de la première et de celle qu’on a à construire. 
La solution est encore la même. Car si jj/ est le segment 
intercepté par ces droites sur la transversale, il y a encore 
involution entre les trois segments 2A4 1" , aa (Géom. sup., 
n° 714, Corollaire). 

Enfin on peut ne donner que deux droites L, L' sur les- 
quelles se trouvent, deux par deux, Les points imaginaires 
2,95 7,0. Maïs alors il faut connaître de plus leurs points
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milieux w,%, et les rectangles de leurs distances à deux 

points fixes pris sur L et sur L', ou, ce qui en est une con- 

séquence, au point de rencontre m de ces deux droites. 
Ainsi Jon connaît me.m® et my.m0. 

Par le cinquième point a menons, parallèlement à L, 

une droite aan, qui coupe la conique cherchée en un 

point inconnu a’ et la droite L/ en 7. On aura, comme 
ci-dessus, 

na .Aa mEe.in 9? 

27 RE mym0 
équation où tout est connu, excepté a’. 

Ayant obtenu a’, on mènera par ce point une parallèle 

a'n'àL', etl’on obtiendra pareïillement un autre point b; 
et ainsi de suite, de proche en proche. 

Remarque. — Deux des points imaginaires peuvent être 

donnés à l'infini sur une conique ou sur un cercle. Dans la 
première hypothèse, toutes les coniques génératrices, pas- 

sant d’ailleurs par les deux points imaginaires donnés sur 

la droite L, seront homothétiques à la conique donnée 
(Géom. sup., n° 472), et, dans la seconde, elles seront 

toutes des cercles ayant pour axeradical avec le cercle donné 
la droite L elle-même (Géom. sup., n° 719). 

30. Troisième cas. — Six des points donnés sont ima- 
gtnaires, par couples. 

On prendra pour base quatre de ces points (e,ç), (7,6), 

comme dans le deuxième cas , et on construira la courbe du 

troisième ordre, non plus par la première construction où 

l’on cherche un dixième point générateur P, maïs par la 
seconde indiquée à la page 276 des Comptes rendus de 

1853 (deuxième semestre). En effet, rien n’empèchera de 

supposer que deux des trois points a’, b', c', par lesquels 

Passent toutes les coniques du second faisceau, sont imagi- 

naires ; et cela ne présentera aucune difficulté, en vertu de 

ce qui précède.
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31. Quarnième cas. — On demande que la courbe soit 

tangente à une ou plusieurs droites en des points donnés. 

Ce cas est traité par M. Chasles lui-même à la page 952 
des Comptes rendus. 

Soient, par exemple, À,B,G, D, quatre tangentes don- 

nées, et a, b, c, d, les quatre points de contact, pris sur 

elles, respectivement. x est le cinquième point donné pour 

compléter les conditions du problème. 
(a, b, c, d) sera la base du faisceau. Quatre des cinq 

coniques à déterminer pour trouver le sommet générateur 

P, le seront par la condition qu’elles doivent toucher les 

droites À, B, C, D, respectivement. La cinquième est 

(a,b,c,d,i). 

Pas de difficulté par conséquent. 

82, Cinquième cas. — On donne sept points a,b,c, d, 

e, f, 8, et l’on demande que la courbe aït un contact du 

premier ordre avec une conique donnée au point h. 

Où prend pour base (a, 8, c,d), et l’on mène la tan- 
gente en À à la conique dounée. Le problème est ramené à 

celui du quatrième cas. 
33. Sixième cas. — On donne six points a,b,c,d, 

e, f et trois points infiniment voisins (g, h, i) sur une 

conique S ; en d'autres termes, on demande que la courbe 

ait un contact du deuxième ordre avec cette conique. 

On prendra pour base [a,b,(g,h)l, c’est-à-dire que 

toutes les coniques génératrices seront tangentes, au pointg, 

à la tangente gkL menée en g à la conique S. On aura aïnsi 

immédiatement les quatre coniques 

(B,c) (B,@) (B,e)(B,/). 

Il reste à construire la conique (B, i). 

S et (B,1) ayant trois points communs (g: h,i) eng, 

n’en ont plus qu'un autre inconnu x. Leurs axes de symp- 
tose sont g Let gr. Soit m le point où g L coupe ab; soit y
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le point inconnu où gx coupe ab ; soient enfin €, o les 
points de rencontre (réels où imaginaires) de ab avec S. 

Les trois segments ab,€9, my, sont en involution. Il sera 

donc facile de construire le pointy (Géom. sup., n° 213). 

Y fait connaître x et par suite détermine (B, :). 

34. SepTième cas. — On donne cinq points a,b,c,d,e, 
et quatre points infiniment voisins (f, g, h, i) sur une 
conique S ; en d’autres termes, on demande que la courbe 

ait avec S un contact du troisième ordre. 
On prendra (f, 8, , #) pour base B, ce qui fournira les 

cinq coniques génératrices {B, a) (B, b),(B,c) (B,d),(B,c). 

Voici comment on détermine chacune d'elles, (B,4a) par 
exemple. ‘ 

Set (B, a) ont leurs deux axes de symptose confondus 
en un seul, suivant la tangente f L menée à S au point f. 

Par le point a menons une transversale quelconque qui 

coupe f Len m,Sene,o,et(B, a) en un point inconnu 

a’ qu’il s’agit de déterminer. 

m est le point double d’une involution dont &a/ et co sont 

deux segments. On aura donc facilement a’. Par exemple, 
—— ?} . 

l'équation Om — 06.0 9 fera connaître le point eentral O. 
——? 

. . = : Om 
Après quoi, l'équation Oa’ — 52° fera connaître a: 

A - 

39. Hurrièwe cas. — On donne quatre points a, b, c, à 
et cinq points infiniment voisins (e, f,g,h, i) sur une 
conique S; en d’autres termes, on demande que la courbe 
ait, en e, avec S un contact du quatrième ordre. 

On prendra (e, f, g, h) pour base (voër le septième cas). 

Les quatre coniques (B,a),(B,8),(B,c),(B,d) se construi- 
ront comme précédemment. La cinquième conique sera S 
elle-même évidemment. 

Remarque. — Dans ces deux derniers cas, le rapport 
anharmonique des quatre coniques (B, a), B, b),(B; c}»
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(B, d) ne pourra s’abtenir qu’en prenant, par rapport à 

elles, les polaires d’un point quelconque de leur plan, et 

encore faudra-t-il avoir le soin de ne pas prendre ce point 

sur la tangente g L, parce que, dans ce cas, toutes les po- 

laires se confondant en une seule et mème droite, il y au- 

rait indétermination apparente. 

36. Neuvième cas. — On donne six points a, b,c, 

d, e, f,et trois points infiniment voisins (g, h, i) en ligne 

droite; en d’autres termes , on demande que la courbe ait 

un point d'inflexion eng, dans une direction donnée gL. 

On prendra pour base [a, b,(g,h)], c’est-à-dire que 

tontes les coniques génératrices, passant en a et b, seront 

tangentes en £ à la droite gL. Les coniques (B,c),(B, d), 

(B, ce), (B, f} se détermineront sans difficulté; quant à la 

cinquième (B, r}, elle se réduit évidemment au système des 

deux droites ab et ghi ou gL’. 

Si l’on se sert des tangenies aux coniques en «a pour dé- 

terminer les rapports anharmoniques À, À’ des coniques 

auxiliaires Z, Z’, on remarquera que la tangente en a à la 

conique (B, £) est précisément 12 droite ab elle-même. 

37. Dixième cas. — On donne trois points a, b,c; 

trois autres points infiniment voisins et en ligne droite 

(d,e,f); et trois autres points infiniment voisins et en 

ligne droite (g,h,i); en d'autres termes, on demande 

que la courbe ait deux inflexions, l’une en d suivant dL, 

et l’autre en g suivant gL'. 

On prendra pour base[(d, e), (g, i} 1, c’est-à-dire que 

toutes les coniques génératrices seront tangentes en d'et g 

aux droites dLet g L'. On aura ainsi les coniques (B, a), 

(B,b),(B,c); puis (d,e,f,8, 1}, c'est-à-dire le sys- 
tème des deux droites dL, gL'; etenfin {(d,e,g,h,i}, 

c’est-à-dire encore une fois les deux droites dL, gL'. 
Pour obtenir ensuite les rapports anharmoniques à, 1’, 

on prendra les polaires d’un point quelconque par rapport 

e
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aux trois coniques et à l'angle (dL, g L'}, ce qui donnera 

évidemment À — À’, au moyen de quoi où construira Z et Z' 

sur les bases respectives (a, b,c,d),(a,b,c, g).Or ceci 

revient, en définitive, à placer le point P sur la droite dg, 

de manière que les quatre droîtes Pa, PB, Pc, Pd corres- 

pondent anharmoniquement aux quatre couiques (B, a), 

(B,b),(B, c)(dL, gl”. 
Autrement. 1 est aussi simple et plus général de regar- 

der les deux points d et g comme étant les points d’inter- 
section d’une droite donnée L avec une conique aussi 

donnée; car on peut ainsi supposer que ces pointssoientima- 

ginaires. Dans tous les cas, le pôle Q de la droite L, par 

rapport à la conique, est toujours réel et facile à détermi- 

ner, et les droites Q d, Q g sont les tangentes (réelles ou 
imaginaires) à la conique, en ses points d et g: Donc, si 
l’on décrit la courbe du troisième ordre qui touche la coni- 

que donnée aux points d et g, et qui de plus passe par les 

points f et À de Qd et de Qg; infiniment voisins de d'et 

de g respectivement, cette courbe aura, en ces points, 

deux inflexions (réelles ou imaginaires). 
Les droites Q d, Q g représentent la quatrième conique, 

comme dans la première construcuon. 
Corollaire TI. — $i le troisième point c est sur la droite 

dg, il suffit d’y placer le point P qui, dans le cas où c est 
quelconque, est lui-même sur cette ligne. 

Corollaire II. — Enfin, si le point D est lui-même sur 

cette droite et infiniment voisin du point c, on place le 
sommet P en ce point. On regarde les droites dgb, ehc ; 
qui coïncident en une seule dgb, comme formant la troi- 

sième conique, et l’on prend le rayon ba pour correspon- 
dre à la conique (B, 4). On résout ainsi cette autre question: 

Décrire une courbe du troisième ordre ayant trois in- 
flexions, de directions données, en trois points en ligne 

droite, et passant par un quatrième point a.
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38. OnziëmE cas. — On donne six points a, b,e, 

d,e, fet un septième point g qui doit étre un point dou- 
ble, ordinaire, conjugué ou de rebroussement. 

On prend pour base (a, b,c, g) et on place le point P 
en g. Les trois coniques (B, 4}, (B, €), (B,.f) correspon- 
dent anharmoniquement aux trois rayons P d, Pe, Pf. 
Cela suffit évidemment pour déterminer le FayOn COrres- 
pondant à une quatrième conique. La courbe décrite a un 
point double en P ou 8» et les tangentes en ce point sont 
les rayons doubles des deux faisceaux homographiques 
formés, l'un par les tangentés aux coniques en leur point 
commun P ou g, et l’autre par les rayons Pd, Pe, Pf..., 
correspondants à ces coniques. 

Si ces rayons doubles sont réels, le point g sera un point 
double ordinaire. 

S'ils sont imaginaires, le point g sera un point conju- 
gué ou fsolé. 

Enfin, s'ils se confondent en un seul, le point g sera un 
point de rebroussement. 

Si l’on veut que les tangentes aux deux branches de la 
courbe qui passent au point g aient des directions détermi- 
nées, il faut diminuer le nombre des conditions. Car ces 
tangentes {qui peuvent d’ailleurs être réelles > imaginaires 
ou coïncidentes) étant les rayons doubles des deux fais - 
ceaux homographiques, il ne faut plus qu'un seul point a 
pour achever de déterminer complétement ces faisceaux et, 
par conséquent, la construction de la courbe du troisième 
ordre. 

$ VITE. — Questions concernant les intersections de deux courbes 
du troisième ordre. 

39. Je continuerai, dans ce qui va suivre, à employer 
les mêmes dénominations. Les coniques génératrices se- 
ront désignées par les lettres S ou s; les letires Z , & dési-
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gneront des coniques auxiliaires que chaque question con- 
duira à considérer. Enfin U, U’ seront des courbes du 

troisième ordre. 

Cela posé, les intersections de deux courbes du troi- 
sième ordre donnent lieu aux cinq questions suivantes : 

40. PremiÈRE QUESTION. — Les deux courbes 

e,f,g,h,i, 

#,P,g, hi. 
v passent par les points a,b,c,d 

On demande de déternuner la conique Z sur laquelle se 
trouvent les cinq autres points d'intersection u , v, X, y, 2. 

U et Ü ne sont pas tracées, bien entendu. 

Solution. — Prenons pour baseles quatre points a, b, 

c, d, etdésignons cette base par (B). Cherchons le rapport 
anharmonique des quatre coniques génératrices (B,e), (B,f), 

(B,8), (B,h). [(B,e) représente la conique passant par les 
cinq points a, b,c, d,e,et ainsi des autres.] Soit À ce 
rapport. Cherchons aussi le rapport anharmonique V des 

quatre coniques (B,e), (B,/f), (B, g), (B,). Décrivonsles co- 

niques &, 6’ qui passent, l’une par les points e, f, g,h, 
l'autre par les points e, f, g, à, et qui sont capables, res- 

pectivement, des rapports À, \ (on sait que ces opérations, 

de même que celle qui va suivre, n’exigent pas le tracé des 
couiques). & et a’, ayant trois points communs €,f, g, se 
couperont en un quatrième point réel P, qui est le sommet 
générateur de la courbe U, et qui appartient à cette courbe. 

Cherchons de mème le sommet générateur P' de la 
courbe U’. 

Les cinq rayons générateurs inconnus Pu, Pv, Px, Py, 
Pz forment un faisceau qui est homographique avec le 
faisceau des cinq rayons Pu, PY, P'x, P'y, P'z, parce 

9. - . qu'ils sont, l’un et l’autre, homographiques avec le faisceau 
des coniques génératrices correspondantes (Bu), (B,v),
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(B,x), (B,r), (B,z). La conique cherchée n’est donc autre 
chose que le lieu géométrique de l'intersection de deux 
rayons homologues de ces faisceaux, qu’il suffit de former 
avec les donnécs de la question. Or Z passe en P et en P!, 
qui sont déjà connus ; on n’a donc que trois nouveaux points 
de cétie courbe à trouver. Voici comment. À la conique gé- 
nératrice (B,c) correspond le rayon Pe dans le premier fais- 
ceau; on cherchera le rayon P'e qui lui correspond , quand 
on la regarde comme faisant partie du second faisceau de 
coniques; ce qui est facile, comme on sait. On cherchera 
de même les rayons P'o, P'y qui correspondent, respecti- 
vement, à Pf, Pg. Les irois points E, F, G, où se coupent 
ces trois couplés de rayons homologues, sont les trois points 
qui, avec P et P', déterminent la conique cherchée X, 

Aïnsi la question est résolue. 
M. Deuxième Question. — On donne les courbes 

U |} . . 1 f,g,h,i y) passant par les points a,b,c, d, e| F. . n° ï. 

On demande de déterminer Les Quatre autres points com- 
nmuns aux deux courbes, v, x, ÿ:Z, ou bien deux droites 
Sur lesquelles ils se trouvent deux à deux. 

Solution. — Prenant, pour base des coniques génératri- 
ces, a, b,c, d, on détermine, comme ci-dessus , les som- 
mets générateurs P, P’, et par suite la conique Z passant 
pare,#, x, y, 2. ‘ 

Prenant ensuite les quatre points a,b,c,e pour base 
des coniques génératrices, on détermine deux nouveaux 
sommets générateurs Q, Q, et par suite une nouvelle coni- 
que? passant par les points d, y, LV 2 
Zet>se coupent aux quatre points cherchés 

connus, si l’on trace ces coniques. 
Mais si l’on veut simplement connaître deux droites sur 

> Œui seront
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lesquelles ils se trouvent deux à deux, on y parviendra de 
la manière suivante. 

On prendra une nouvelle base a, Bb, d, e, qui donnera 
lieu à deux riouveaux sommets générateurs R, R/, et par 
suite à une nouvelle conique Z” passant par c,v,«#,7, z. 

Et enfin une dernière base a, c, d, e, donnera lieu aux 
deux sommets générateurs T, T’et à la conique X/”’ passant 
parb,v,x, y, z. : 

Les coniques £, 2”, Z", Z" sont circonscrites au même 
quadrilatère », x, y, z (réel ou imaginaire), c’est-à-dire 
ont les mêmes axes de symptose vx, 72. Coupons la figure 
par une transversale L; les quatre coniques y interceptent 
respectivement les segments aa, GG", yy, dd’ et les axes de 
symptose y interceptent le segment o9. Celui-ci est in- 
connu , maïs les quatre autres sont aïsés à déterminer, sans 
tracer les coniques. Tous sont en involution. Le problème 
se trouve donc ramené à celui qui est résolu au n° 271 de la 
Géométrie supérieure. On connaîtra ainsi les points ® et y’. 

Une seconde iransversale fera connaître deux nouveaux 
points , d'des axes de symptose , qui seront ainsi détermi- 
nés, sans qu'on ait tracé aucune conique. 

Une troisième transversale fournirait, au besoin , deux 
points de vérification 8, 8’. 

Ainsi la question est complétement résolue. 
42. Troisième Quesrion. — On donne 

U ; | h,i vw passant par a,b,c,d,e,f, . W, ir 

On demande de déterminer, soit les trois autres points 
d'intersection x , y, z eux-mêmes, soit deux droites (dont 
l'une passant par l’undes points donnés) qui les contiennent 
deux à deux. 

Solution — En prenant les points a, b,c, d pour base 
a 

19
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des faisceaux de coniques génératrices, on obtiendra les 
points générateurs P, P’, et ensuite une conique Z pas- 
sant par les points e, f, x,y, z comme ci-dessus. 

Prenant ensuite &, b, c, e pour base, on aura deux som- 

mets Q , Q’, et une seconde conique Z’ passant par d, f, 
TL, V2: 

Ces deux coniques Z, Z’ étant décrites feront connaître les 
points cherchés x, y, z. . 

On obtiendra une vérification en prenant une troisième. 

base, a, b, c, f par exemple, qui donnera lieu à une 
troisième conique Z/ passant par les points d, e, x, 
F2, etc. 

Remarquons que l’un des trois points æ, y, z sera tou- 
jours réel. 

Si l’on veut seulement connaître les axes de symptose 
ex, YZ, on opérera comme dans le problème précédent. 
Mais on n'aura à se servir qu’une seule fois de la construc- 
tion du n° 271 de la Géométrie supérieure, si l’on a soin de 
mener l’une des transversales par le point e; car, dans ce 
cas, il ne s’agit que detrouver le sixième point d’uneinvo- 
lution dont on connaît cinq points {Géom. sup., n° 2 à). 

43. Quatrième QuEsTion. — On donne 

passant par les points a,b,c,d,e,f,g ne . 
,Ÿ. 

On demande de déterminer les deux autres points d'inter- 
section x, ÿ, Ou bien seulement la droite qui les joint. 

Solution. — On déterminera , comme ci- dessus, deux co- 
niques Z, 2’ passant par €, f, g, x, 7, et par d,f,g, ©) 
et qui se coupent aux points cherchés. 

Si l’on ne veut connaître que la droite xy, on mènera 
deux transversales, en employant la construction du n° 213 
de la Géométrie supérieure. On aura un grand nombre de 
vérifications.
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44. CinquIèME QuEsTIoN. — On donne 

,} passant par a,b,c,d,e, f,g g,h À 

et l'on dnande le neuvième point d'intersection x. 

Solution. — Prenant pour base a, b, c, d,on détermine 
le sommet générateur P, qui avec les quatre pointse, f, 

9, k communs aux deux courbes suffit à déterminer la co- 

nique Z qui passe par x. 

Une nouvelle base a, à, c, e fera connaître un second 

sommet Q qui , avec les quatre points d, f, g, h, détermine 

une autre conique 2’ passant par le point x. ZetZ/ qui 

ont trois points communs f, g, h se ? coupent au quatrième 
point x toujours réel. 

Remarquons que la courbe U' n'intervient en rien dans 

la détermination des coniques auxiliaires Z , Z’. On en con- 

clut ce-théorème déjà connu : 

Toutes les courbes du troisième ordre, qui passent par 

huit points, se coupent en un même neuvième point. 

45. Je terminerai ces premiers exercices sur les courbes 

du troisième ordre en donnant la solution du problème sui- 
vant: 

PROBLÈME. — Étant donnés neuf points d'une courbe 

du troisième ordre, déterminer les points de rencontre de 

cette courbe avec une traversale L aussi donnée. 

Solution. — Cherchez le sommet générateur P, etles seg- 
ments mm', nn', 00’ qui sont intercepiés sur L par trois co- 

niques génératrices quelconques. Marquez aussi les points 
M,N,O où L est coupée par les trois rayons générateurs COr- 

respondants. Les segments mm’, nn/!, oo! sont en involution 

et suffisent pour faire connaître tous les autres (*}). Ces 
  

(*) Ceci fait bien voir comment, dans toutes ces questions, on peut se 

passer de déterminer toutes les coniques génératrices pour obtenir le fais- 

ceau P, qui leur est homographique. Dès que trois d’entre elles ont fait 

connaître les trois segments mm’, nn’, 00!, tout est déterminé. 

13.
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segments correspondent anharmoniquement aux points M, 
N, O. La question est donc ramenée à celle qui est résolue 
à la page 4 du Mémoire de M. Chasles sur la construction 
géométrique des équations du troisième et du quatrième 
degré (Comptes rendus de l Académie, tome XLI, p. 677 
et suiv.). 

On a même plusieurs constructions différentes qui peu- 
vent servir de vérification.
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CHAPITRE V. 

TRADUCTION DU TRAITÉ DE MACLAURIN SUR LES 

COURBES DU TROISIÈME ORDRE, 

AVEC DES NOTES ET ADDITIONS. 

  

SECTION 1°. 

INTRODUCTION. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES 

GÉOMÉTRIQUES. 

Avertissement du traducteur. — J'ai réuni dans cette 
Introduction diverses propositions générales démontrées 
par Maclaurin dans la première partie de sôn Traité des 
courbes géométriques, et sur lesquelles il s'appuie dans la 
troisième , où il est question, en particulier, des courbes du 
troisième degré. Mais, afin d’abréger, j'ai quelquefois sup- 
primé les démonstrations de l’auteur anglais, et renvoyé à 
celles données par M. Chasles dans le tome I de sa 
Géométrie supérieure ; quelquefois aussi j’en ai donné de 
nouvelles. 

1. Tuforkwe I. — Si dans le plan d'une courbe géomé- 
trique, on mène uné série de transversales parallèles entre 
elles , et qu'on prenne sur chacune le centre des moyennes 
distances des points où elle rencontre La courbe, le lieu 
de ce point est une ligne droite. 

Ce théorème, dû à Newton, est démontré dansla Géo- 
mélrie supérieure, article 483 , page 35r. 

2. Taéorkme IL. — S par un point S on mène dans le
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plan d'une courbe géométrique deux transversales paral. 

lèles à deux axes fixes, les produits des segments, réels 
ou imaginaires, formés sur ces deux droites entre le 

point S et la courbe, ont un rapport constant, quel que 

soit le pointS. . 
Ce théorème est aussi i démontré dans la Géométrie supé- 

rieure, article 480, page 349. Voici la démonstration de 
Maclaurin, qu’il est nécessaire de donner pour l’intelli- 

gence de ce qui suit. 

Dans toute équation algébrique (divisée préalablement 

par le coefficient de la plus haute puissance de l’inconnue), 
le dernier terme, qui ne contient pas cette inconnue, est 

égal au produit des racines de l’équation. Ce principe d’al- 

gèbre donne lieu à la propriété importante des courbes géo- 

métriques qui vient d'être énoncée. 
Supposons, par exemple, qu’il s’agisse d’une courbe du 

troisième degré, dont l'équation générale est 

P—(ax + 6) + (cr — dr+e)y — fe + ge — hr + A—0; 

soit PM une droite (*) qui rencontre la courbe aux points 

M,m,u; on aura (en vertu du principe d’algèbre cité plus 

haut) 
PM.Pm.Pu— fe — gr + hx—#. 

  

(*} Cette démonstration suppose que la transversale PM, parallèle à l'axe 

des ordonnées, est issue d’un point P pris sur l'axe des abscisses. Mais il est 

aisé de voir qu’on peut prendre ce point dans toute autre position. Car, si 

l’on rapporte la courbe à deux nouveaux axes parallèles aux premiers, et 

tels, que celui des abscisses passe actuellement par Le point P, ce qui revient 

à changer dans léquation 7 et xen (y + x) et (x +R), le coefficient / de 

la plus haute puissance de x n’est pas changé, et’, comme c’est Le rapport de 

ce coefficient à l’unité qui exprime celui des segments dont il s ‘agit, on voit 

que ce dernier rapport demeure invariable, quel que soit le point P, pourvu 

que les deux transversales restent toujours parallèles à deux axes fixes , Ainsi 
que l'exige l'énoncé du théorème. (Voir à la fin de cette introduction, 
n° 14, comment le théorème actuel conduit très-simplement à la con- 
struction générale des tangentes aux courbes géométriques. ) 

(Note du traducteur .)



DE GÉOMÉTRIE PURE. 199 

Soient I, R, L les trois points où l’axe des abscisses AP 
rencontre la courbe, et À l’origine des coordonnées ; AÏ, 
AK et AL sont les trois valeurs de x qui répondent à y — 0, 

c’est-à-dire les valeurs qu'on déduirait de l'équation 
fx — gx + hx—k=—o,ou, en d’autres termes, les ra- 

cines de cette équation. On a donc la suite d’égalités : 

ele EG ane.) 
== (AP — AI).(AP — AK). (AP — AL) 

a — 

—IP.KP.LP 7 PM.Pm.Pp. 

Donc le produit des trois segments PM.P/.Py, termi- 
nés au point P et à la courbe, est au produit des segments 

analogues PI.PK.PL, dans le rapport constant du coeffi- 

cient f à l'unité. Ces raisonnements s’étendent à une courbe 

d'un degré quelconque, et, par conséquent, le théorème est 
démontré. 

3. Dans le numéro précédent, nous avons supposé que 

l'abscisse AP rencontre la courbe du troisième degré en 

trois points réels J, K, L. Afin de généraliser cet important 

théorème, supposons actuellement que la rencontre n’ait 
lieu qu'en un seul point réel À (et, pour plus de simplicité, 
prenons ce point pour l’origine des coordonnées). D’après 
cette hypothèse, x doit s’évanouir en même temps que y, 
et par conséquent le dernier terme de l’ équation! ‘est néces- 
sairement de la forme 

JS — ges + he = fe | s — ei) 

=AÎ( 5) +(É-£) { ° 2f ) F if 
* Prenons de À vers P (fig. 2, PI. IF) une longueur Aa — É 

et; au point &, élevons sur AP la perpendiculaire 

5 VAR S = ;
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il viendra 

y —— — — 7? 

FÉ— gr+ he f.AP. (a + ab) = f. AP. 6P; 

et puisqu'on a, par le théorème précédent, 

PM. Pre. Pu— fai — gr° + hix, 

on aura 

PM.Pm. Pu 
—— —/f—= constante. 

AP.0P 

D'ailleurs, la valeur de la perpendiculaire ab est tou- 

jours réelle quand la transversale AP ne coupe la courbe 

qu'en un seul point; car, dans ce cas, les racines de l’équa- 

tion du deuxième degré fx° — gx + h sont imaginaires 

et, par suite, on a 4fh >> g*, ce qui rend réel le radical 

V&fh—g. Donc on peut dire que si une transversale 
quelconque rencontre en un seul point réel une courbe du 

troisième degré, le produit des ordonnées PM. Prn. Pu est 

au produit de l’abscisse AP, multipliée par le carré de la 

distance du point P à un certain point déterminé b, dans 

un rapport constant. Et il est facile de voir: que ce point b 

ne change pas, lors même que l’angle des coordonnées varie, 
pourvu que l’origine À et la transversale AP demeurent 
invariables. 

4. Avant de passer à d’autres propriétés des courbes 

géométriques, rappelons le lemme suivant, qui résulte des 
premiers principes du calcul des fluxions. 

_ Lemme. — Les quantités x, ÿ, 1, u.. étant des variables 

indépendantes, ainsi que les quantités X, Y,Z, V,..., si le 
produit des premières est à celui des secondes dans un 
rapport constant, on a (en employant la notation newto- 
nienne pour représenter Îles variations différentielles des 
variables }
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x y Z où X YŸ Z YV x 
RE +zty+: * 
xtytatar FxTY Z (9 

appelons encore qu'on a coutume d'appeler quanTirés 

RÉCIPROQUES l'une de l’autre celles dont le produit donne 

2,7. 1 
l'unité; telle que + et x, etc. 

5. Tuéornème. — Que, par un point fixe pris dans le 

plan d'une courbe géométrique, on mène une tranversale 

qui la rencontre en autant de points qu’elle a de dimen- 

sions ; qu'en ces points on mène les tangentes à la courbe 

et que, par le point fixe, on tire une seconde droite de 

direction arbitraire, mais qui restera fixe : les segments, 
compris sur cette droite entre le point fixe et toutes les 

tangentes à la courbe, auront la somme de leurs récipro- 

ques (ou valeurs inverses) constante, quelle que soit la 

première transversale. 

Cette somme sera égale à celle des réciproques des seg- 
ments compris, sur la méme droite fixe, entre le point fixe 

et ceux où cette droite rencontre la courbe. 

On doit avoir soin, en faisant cette somme, d'affecter 

de signes contraires les segments situés de côtés différents 
du point fixe. 

Démonstration. — Soient (Zg. 3) Ple point fixe donné; 

PA, Pa deux transversales quelconques issues de ce point, 
qui rencontrent la courbe chacune en autant de points 

  

} Voici la démonstration du lemme : on a, par hypothèse, 

x.7.8... =f.X.Y.2...; 

donc, en prenant les dérivés, 

JETHX ZT HT. += f(Y. LÉ +X.ZYEX.Y.Z) 

et si l’on divise, membre à membre, cette équation par la précédente, 
il vient 

2, TZ os... Het... Il 

W
I
N
.
 

A
 

d
u
 

(
8
:
 

S
I
S
 

C, Q. F. D. 

{ Note du traducteur. }
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A, B,C,..., et a, b, c,..., que celle-ci a de dimensions. 
Soient PK, PL, PM,..., Pk, P/, Pm,..., les segments 
interceptés, sur la transversale fixe PE, par les tangentes 

AK, BL, CM,..., ak, bl, cm,..., on aura, disons-nous, 

la relation 

ï ï ï I 1 T 

PR CPL OP RUE pm"? 

et cette somme demeurera constante tant que le point P et 
la droite PE ne changeront pas. 

En éffet, supposons que les droites ABC, abc, se meu- 

vent parallèlement à elles-mêmes, de telle sorte que leur 
poini de concours P s’avance le long de la droite fixe PE. 
Comme on a, d’après le théorème du n° 2, 

AP.BP.CP... — f. aP.bP.cP..., 

on aura aussi, en vertu du lemme précédent, 

AP BP CP aP  6P  cP 
ap BP tot Gp + 4pt cp 5 

mais, puisque AP se meut d’un mouvement parallèle, il 

est facile de voir (*) que la fluxion AP de AP est à la 

fluxion EP de EP dans le même rapport que AP est à la. 

  

(*) En effet , les triangles semblables PAK , P°A’K donnent 

AP PK 
AP PK’ 

d’où 

AP — A’P' PK —P'K 

AP OK 
Or, le point A' (fig. 4.) étant infiniment voisin du point A , AP — A' P' n’est 

autre chose que la fluxion AP de AP , et PK — P’K est la fluxion EP de EP. 
Donc 

AP __ ÉP = = 
AP PK 

C. Q. F. D. 
(Note du traducteur.)
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sous-tangente PA; donc on a 

BP EP CP EP AP _ EP __EP, CP_ EP. 
BP PL’ CP PM 

AP PK? et, de même, 

Donc la relation ci-dessus se transforme en celle-ci : 

1 4 1 _ +L+ 

RE p7 
L ï 

PK PL PM P4 Pr T°" 

en divisant par le facteur commun EP. 
Les choses se passent ainsi quand les points K,L, M, 

etk,l,m,... sont tous du même côté du point P, parce 

.qu’alors toutes les fluxions sont de même signe; maïs si, 

toutes choses égales d’ailleurs , quelques-uns M, »: de ces 

points tombent de l’autre côté du point P, il arrive néces- 

sairement que certaines ordonnées décroissent pendant que 

les autres croissent, et qu’on doit prendre leurs fluxions 

négativement; on aurait, par exemple, 

I 1. 1 1 1 1 

Enfin , il est évident que si la droite fixe PE (qui peut re- 

présenter Pa) rencontre la courbe en autant de points D, 
E, I,... que celle-ci a de dimensions, on aura 

1 1 1 1 I 1 
— + = € ! = — + — ; PK PI Thu tr: (constante — 5 + FE TE 

ce qui achève de démontrer le théorème. 
6. Cette droite PE peut rencontrer la courbe en un nom- 

bre depoints moindreque ses dimensions. Supposons, pour 

fixerles idées, que la courbe soit dutroisième degré,etquePE 
la coupe er un seul point D (fig. 5). Déterminons le point b 
cormme plus haut, n° 3; menons perpendiculairement à bP 
la droite bd, qui coupe EP en «; puisqu'on a, n° 3, 

AP.BP.CP — f.DP.bP,
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on aura aussi, d’après le lemme, 

AP BP CP _ PD L 2bP 
.APŸ BP CP PD | GP ? 

et enfin, à cause des relations AP — EP, etc., 
‘ AP PK 

ï + t + 1 1 + 2 

PK PL PM PD  Pd 
Si PB se trouvait être perpendiculaire sur EP, Pd devien- 

drait infini, et le terme _ disparaîtrait de l’équation. 

7. Le théorème qui précède fournit un moyen simple de 
déterminer les asymptotes des courbes géométriques, c’est- 
à-dire leurs tangentes aux points situés à l'infini. 

Soit menée, parallèlement à l’asymptote, une droite PA 
(Jig. 6) qui rencontre la courbe aux points À, B,.... 
Menons une transversale arbitraire qui la coupe en D, 
E,1I,...,et prenons sur cette transversale une longueur PM 
déterminée par l'équation 

I T I I I I 
PM PTE tt . — (ets ….) 

l'asymptote passera évidemment par ce point M; et si le se- 
cond membre de l'équation est nul, ce qui donne PM—, 
l’asymptote passera à l'infini, et la branche de la courbe 
sera parabolique. 

8. Tréorkme.— Si autour d'un point P on fait tourner 
une droite PD qui rencontre une courbe géométrique en 
autant de points D, E, I, etc., qu'il est marqué par son 
degré, et si l'on prend sur cette droite un point variable M 
tel, qu'on ait constamment 

I Dr oi 
PM — PDTPRÉTR+ es 

en observant la règle ordinaire des signes, le lieu du 
point M sera une ligne droite.
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En effet, menons par le point P une droite fixe PA qui 
rencontre la courbe en autant de points A, B,C, etc., 

qu’il est marqué par son degré, et par ces points menons À 
la courbe les tangentes AK , BL, CN, eic., qui rencontrent 

la droite PD en K, L,N,eic. On aura (art. 5, section I, 
page 203) 

X 1 1 I 1 1 

PD CPE FE BR FPL FPNT 

ï s . 
pr Sr donc égal à ceute dernière somme, et comme la 

droite PA demeure fixe ainsi que les tangentes AK, BL, 

CN, ctc., pendant le mouvement de la transversale autour 
du pôle P, il s'ensuit que le point M décrira une droite, en 
vertu d’une proposition connue (voir, par exemple, 
le n° 439 de la Géométrie supérieure, page 321). 

Si l’on appelle moyenne harmonique entre n segments 
PD,PE, PI, etc., le segment Pm déterminé par l’équa- 
tion 

HI 1 _—_t _—_ 

Pm  PDTPETP FT" 

et que, sur la transversale mobile du théorème précédent, 
On prenne constamment Pr égal à la moyenne harmonique 

des segments PD, PE, PI, ete. le point 7 décrira une ligne 
droite. En effet, on aura 

1 n 

PM P# 0" 
m _ 

PM” 

Donc, puisque le point NM décrit une droite, il en scra de 
même du point m. : 

C'est le fameux théorème de Cotes. Il est démontré dans 
la Géométrie supérieure, n° 482. 

| Le lecteur trouvera une antre démonstration purement 
intuitive de ce théorème dans le Mémoire de M. le général
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Poncelet, sur l'Analyse des transversales (Journal de 
Crelle, 1832, page 31). 

+ 9. Pour définir, par une seule proposition générale, la 

courbure des lignes géométriques (fig. 7), soit CDR un cercle 

qui est rencontré en D & R par la droite PR, eten C et N 
par la droite PC. Soit M le point où la tangente CM coupe 

PD. Supposons actuellement, tandis que la droite DR de- 

meure immobile, que la transversale PCN se meuve paral- 

lélement à elle-même jusqu’à ce que les trois points P,D, 
€ coïncident, et cherchons ce que devient, à la limite, Vex- 

pression pr — 55 Pour cela, prenons sur PN un point 

quelconque qg; menons, parallèlement à à la tangente CM, 
la droite gv, qui coupe DR en », puis DQ parallèle à PN, 

et enfin, parallèlement à la tangente DT, la droite QV qui 

coupe DR en V:Onaura la suite d'égalités 

17 DM = (à cause de DM. MR=—CM ) - =-CML PM 

PM 7 PM.PD _ PM:PD.MR 
— 2 

… gv.PM 
ET 

Po.MR.PM + Pe MR.MD 
9 9 —3 ——2 

(a cause de la proportion ( CM :PM 7 :Pe ) 

C2 PM . 
7 —;—;) dont la valeur devient à 

7 MR.PM + gv.PM 

la limite (c'est-à-dire quand PM s’évanouit et que qv et Pv coin- 

‘ Ÿ 
cident avec QV et DV )= — w_. 

DY. DR 

Il est clair que ceite valeur limite de —— 1 est en- 
Pi — PD 

core la même si les points D et C appartiennent à une courbe 
quelconque dont CDR soit le cercle osculateur au point D. 
Cette remarque permet d'établir te sé orème fondamental 
suivant.
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10. Taéonkme. — D'un point quelconque D d’une courbe 
géométrique (fig. 8), soient menées deux transversales 
quelconques DE, DA qui la rencontrent, respectivement, 

en autant de points D,1,E,..., D, A, B,... qu'elle a de 

dimensions. Soient DK, DL, ..., les segments intérceptés 

sur la première transversale par les tangentes menées aux 

points de rencontre de la seconde. Soit encore QV une 

parallèle quelconque à la tangente DT au point D, et soit 
—? 

aussi m— W se Si l’on prend sur DE une longueur DR telle , 
DV 

  

> .. Im 1 E {x 1 | 
quonait = petite. Lx Fict-:: » Le 

cercle décrit sur la corde DR, tangentiellement à DT, sera 
le cercle osculateur au point D, c’est-à-dire le cercle qui 
a la même courbure que la courbe proposée en ce point. 

En effet, on a généralement (n°5, dernier alinéa), 

+ tn pe HE, PR PL PM PD FPE 
et, d’après le lemme précédent, quand les trois points P, 
D, C se confondent en un seul D, on a 

2 

1 Et _ QV  _m 

PM  PD DV .DR DR 

Donc on à 

ML LT fr DR © DE pt (get pce) C.Q F.p. 

Le sens dans lequel on doit porter la longueur DR est indi- 
qué par le signe final du second membre de l'équation. 

Si DA est la bissectrice de l'angle EDT, la construction 
devient un peu plus simple; QV =DV; m—1:1,etona 

(1,0! + 1 I 
DRO\DE D) (ok tnt) 

11. Les mêmes principes conduisent direciement à un
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autre théorème général qui sert à déterminer la variation 

de la courbure d’une ligne géométrique quelconque, c’est- 

à-dire la mesure de l’angle de contingence compris entre la 

courbe et son cercle osculateur. Mais avant d’aborder ce 

théorème, il convient d'expliquer ici, plus clairement qu'on 

ne le fait d'habitude, ce qu’on doit entendre par cette va- 
riation de la courbure. 

Une courbe quelconque { g. 9) s'écarte de sa tangente en 
vertu de sa courbure, dont la mesure n’est autre que celle 

de l’angle de contingence compris entre la tangente et le 

cercle osculateur. De même, elle se sépare de son cercle 

osculateur à cause de la variation de sa courbure, dont 

la mesure est précisément celle de l’angle de contin- 

gence compris entre la courbe et le cercle osculateur. 
Supposons que la droite TE, perpendiculaire à la tangente 

DT, rencontre la courbe en E et le cercle osculateur en r. 
La variation de la courbure, DT étant supposé donné, 
pourra être représentée, à la limite, par E7, qui sous-tend 

l’angle de contingence EDr. Cette variation est, à Le limite, 

: , E 
proportionnelle à —. (*) 

ee —— 
  

(*) Ceci peut se prouver de la manière suivante : Soient 

J=fz et Y=FX 

deux courbes quelconques. À partir de la même abscisse x—X, augmen- 

tons cette abscisse d’une quantité indéterminée A; les fonctions y et Y de- 

viendront 

D Ho he ge + Lo EE pape 
2 6 24 3 

et 
Tone 1 Lu, 

VAE URENUR E GNUR EN E., 
dont 1a différence 

. 1 n ï | 
Dr Y) + RG NT) + RO) ER OS 

exprime celle des crdonriées des deux courbes qui répondent à l'abscisse 
commune x +kh. Si les courbes se coupent au point pour lequel x =X,
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Le cercle définit d’une manière précise et naturelle la 
courbure des lignes géométriques , mais il ne saurait servir 

à exprimer la variation de cette courbure, puisque la sienne 

propre est nulle. On est donc obligé de recourir à la para- 

bole ou à toute autre section conique. Maïs, de même que 

dans le nombre infini des cercles tangents à la courbe au 

point donné, il n’y en a qu'un qui soit osculateur et qui 

ait avec la courbe un contact tellement intime, qu'aucun 

autre ne peut passer entre lui et la courbe ; de même aussi, 

parmi les paraboles en nombre infini qui ont la même 
courbure que la courbe au point donné, il n'y en a qu’une 

qui soit affectée de la même variation de courbure en ce 
point et qui ait avec elle une osculation telle, que tous les 

autres ares paraboliques qu'on peut imaginer passent né- 
cessairement ou en dedans ou en dehors, sans pouvoir se 
glisser entre les deux. J'ai fait voir dans d’autres ouvrages 

  

on a 

JI=Y; 

si elles se touchent en ce point, c’est-à-dire si elles ont en commun un se- 
cond point infiniment voisin, les premières dérivées y! et V’ sont égales, et 
l'on a 

F—Y'—=0 

{voir Lacroix ou Francœur, Calcul différentiel ); si elles ont même courbure 
en ce point, c’est-à-dire un troisième point infiniment voisin commun, 
on a 

x" = Y" 

Cest le cas du cercle osculäteur et d’une courbe quelconque. li vient 
alors 

1 
6 

en supposant k assez petit pour annuler tous les termes qui suivent dans le 
développement; d’où l’on voit que la différence des troisièmes dérivées qui 
exprime d’une manière intime la divergence de deux courbes a pour va- 
leur 

ê = k (>" _ x, 

è 
. 6 F° 

Ce qu'il s'agissait de montrer. 

{Note du traducteur.) 

1{
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que cette condition suflit pour la déterminer (*} (voir n°*14, 
45 et suivants). 

Soient (fig. 9) DE l’arc de la courbe, DT la tangente et 
TEK une droite, parallèle à la normale, sur laquelle on 

prend le point K tel, qu’on ait toujours ET.TK — DT. Le 
lieu géométrique de ce point K est une certaine courbe 

SKF qui rencontre en S la normale DS, et dont la tangente 

SV, au point S, vient couper en V la tangente DT. DS est 

évidemment le diamètre du cercle osculateur, et son point 

milieu S’ est le centre de courbure. Joïignons VS'; faisons, 

de l’autre côté de DS, l'angle SDN = S’VD, et soit N le 

point où le cercle osculateur est rencontré par le côté DN 
de l'angle SDN. La parabole qui a DN pour diamètre et 

pour paramètre de ce diamètre, et qui, de plus, touche en 
D la droite DT, est précisément la parabole osculatrice 

cherchée (**). Elle a, tout à la fois, la même courbure et 
  

(*) Pour le cercle osculateur, on a trois équations de condition, savoir 

l'égalité des ordonnées au point de contact et celle de deux premières déri- 

vées; et pour la parabole osculatrice, on en a une quatrième, savoir 1 ’éga= 

lité des troisièmes dérivées; en d'autres termes, le cercle est assujetti à pas- 

ser par trois points de. la courbe infiniment voisins; et la parabole par 

quatre. Cest ce qui fait que ces deux courbes osculatrices sont entièrement 

déterminées. (Note du traducteur.) ‘ 

(**) En partant de ce principe (qui sera démontré plus loin) que dans 
toute parabole, la variation de la courbure en un point quelconque est pro- 

c'. -portionnelle à la tangente trigonométrique de l'angle compris entre le dia- 

çmètre et la normale qui passent en ce point, divisée par le carré du rayon de 
‘courbure, il est facile de prouver que la parabole construite dans les condi- 
tions que Maclaurin vient d'indiquer est précisément la parabole oscula- 
trice de la courbe donnée. En effet, il suffit de prouver que la variation de sa 
courbure au point D, qui, en vertu du principe admis est exprimée par 

tangSDN, est la même que celle de la courbe en ce point, laquelle a 
DS’ ° 

. … TE 
pour valeur à la limite —- Orona 

TD 
mn _S'D’ 1 SD 1 SK’ 

tang SDN = tangS' VD= =: 55e (à la limite) = RE 

1S'K’ SK’ rE 
—— ? 3 5 

TD.SD TB 
” + TD
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la même variation de courbure, au point D, que la courbe 
proposée, tandis que les autres paraboles, qu’on décrirait 
dans les mêmes conditions, mais sur une corde du cercle 
gsculateur autre que DN, auraient simplement la même 
courbure (*), sans être affectées de la même variation de 
courbure, 

Au licu de considérer directement la variation de la 
courbure, Newion s’est plutôt occupé de la variation du 

. . Le r A rayon de courbure qu'il exprime par & (r étant le rayon de 

courbure et S l’are de la courbe). Mais on passe aisément 
de là à l'expression de la variation de la courbure; car la 
courbure étant inversement proportionnelle à son rayon, 

c’est-à-diré étant proportionnelle à —, sa variation, prise 
r 

par rapport à celle de l’arc de la courbe, se trouve naturel- 

  

orona 
— 2 
TD 

SD — FT” 

et par construction 

2? 
TD 

— 4 = — TK = K'D — TE 

Donc 

= 2 
fi 1 TD «rE SK’ — SD — K' = + = KD=TD ee vx) Tr.TE 

Par conséquent ‘ 

  

  

SK! TD'.7rE TD.rE rE rË 
= a = —; = er TD.SD DT.SD.Tr.TE SDINTE TD-SD.ÎE D 

Parce qu’à la limite on a 

| SD.TE = TD”. 
Le théorème est donc démontré, 

(*) Ceci sera également démontré plus loin. 
(Note du traducteur.) 

14.
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lement exprimée par — n'a elle est donc égale à la pre- 

"Je 1 . 
mière multipliée par et prise en signe contraire, 

Ajoutons que, dans une courbe quelconque DE, la va- 
riation du rayon de courbure est proportionnelle à la tan- 
gente trigonométrique de l'angle DVS'et que, dans une 
parabole quelconque, elle est proportionnelle à la tangente 
de l'angle compris entre le diamètre qui passe au point de 
contact et la normale en ce point. Ces dernières proposi- 
tions se déduisent du théorème suivant (*}, comme nous le 
ferons voir ci-après. 

12. Taéonkme. — Soient | fig. 10), D un point d’une 
courbe géométrique ; DS le diamètre du cercle osculateur 
au point D, diamètre qui rencontre la courbe en autant 
de points D, À, B, etc., qu’elle a de dimensions ; DT la 
tangente qui rencontre la courbe aux points I, etc., dont 
le nombre est plus faible de deux que ses dimensions, et 

- qui coupe en K, L, etc., les tangentes AK, BL, etc, 

La variation de la courbure peut s'exprimer par le 
produit 

1 1 L 1 

Démonstration. — En effet, menons la droite D qui 
coupe la courbe aux points e, ï,... et le cercle osculateur en 
R, et supposons que l'angle ADT soit aussi petit que nous 
Le voudrons. Soit encore Dab la bissectrice du supplément 
de cet angle, qui rencontre la courbe en D, a, b, etc., puis 
menons les tangeñtes ak, Bl, etc., qui coupent DK en k, 
l, etc.; on aura, en vertu du théorème précédent (n° 40), 

+ 1 I I 

DR De DT Dé Dr" 
  

(*) Cette déduction est indiquée à la suite du n° 45, note 2, etaux n°5 14, 
45 et suivants. (Note du traducteur.)
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d'où | 

I 1 Re I I 1 

DR De DR.De Di DK Di” 

Donc, à la limite, quand les droites DK et DA coincident, 

ce qui fait évanouir l’angle KDX, on a 

Re 1 I 1 

DR.De  DI DK DL 

Soit er T une perpendiculaire à la tangente DK, qui coupe 
cette tangente en T et le cercle osculateur en r; on a, à la 
limite, l'égalité, 

re eT | 

Re — De ‘3 

donc 
Re re. ___re.DS __re.DS. 
  

DR.De DR.eT DR.DI' DI ? 

car, à la limite, DR — DT. Or la valeur de l'angle de 
contingence r De, ou la variation dela courbure, est, comme 

nous l'avons vu (n° 11), proportionnelle à donc, en 
D ; 

vertu des égalités précédentes, elle est proportionnelle à 

1 1 1 1 \ c 0 

DS \DI DK DL, er 
13. On déduit aisément de là l'expression de la variation 

du rayon de courbure. En effet, si l’on joint SI, SK, SL, etc., 

cette variation est égale à l'excès de la somme des tangentes 

des angles DKS, DLS, etc., sur la somme des tangentes des 

  

(*) Le triangle eDT donne si =tangeDT. Le triangle erR devient, à 

la limite, rectangle en r et donne = = tangeRr; mais, , dansle cercle SDR, 
e 

on a angle eDT = angleeRr ; donc 

3
 3 » $ | l | 

S &
 

4 

o & 

{ Note du traducteur.)
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angles DIS (*). Le signe final de cette différence indique si 
la courbure augmente ou diminue. 

Qu'on prenne donc sur la tangente DT une longueur DV 
telle, qu'on ait L 

I 1 I I 

DV DR TD TT D" 

qu'on joigne VS’ et qu’on fasse l'angle SDN — DVS/ en 
menant la droite DN qui coupe en N le cercle osculateur. 
La parabole décrite tangentiellement à DT, avec un para- 
mètre égal à DN et dont DN serait un diamètre, aura, au 
point D, la même variation de courbure que la courbe pro- 
posée (*). 

  

(*} Ona 

Di DS-tang DIS; DK— DS.tang DKS...; 

on peut donc écrire l'équation du n° 49 de la manière suivante: 

— (tang 1 — tang K — tang L...) — variation de la courbure. 
DS ‘ 

Pour passer de là à la variation du rayon de courbure, nous avons vu qu’il 

faut multiplier par DS’ et changer ‘le signe; on aura donc pour cette va- 
riation 

tang K + tang L+ ...—iang1—... C. Q. F. D. 

ë : 1 : st Ds lieu de ps?’ °° introduirait les angles 

DIS’, DKS', DLS’,..., au lieu des angles DIS, DKS, DLS,..., sans altérer 
la valeur du résultat. 

  Il est clair qu’en écrivant 

(**) D’après la manière dont le point V èst déterminé, la variation du 
rayon de courbure s’exprime simplement par 

DS’ 
DV 

ce qui justifie la première des deux propositions énoncées à la fin du n° A5. 
Quant à la seconde de ces propositions, qui est relative à la variation de la 
courbure d’une parabole quelconque du second degré, elle n’est qu’un 
corollaire d’une propriété générale des courbes du deuxième degré, dé- 
montrée par Maclaurin dans la seconde partie de son Traité des courbes géo- 
métriques. Pour l’établir clairement, il est nécessaire d'entrer avec l’auteur 
anglais dans quelques détails nouveaux, dont la longueur sera justifiée par 
\'intérêt qui s'attache au sujet mème, et qui feront Vobjet des n05 45 et 
suivants. (Note du traducteur.) 

= tang DVS'— tang SDN,
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A4, Anoorrion bu Trapucreur. — Construction des 

tangentes aux courbes géométriques. — Les dernières 

propositions qui sont relatives à la détermination du 
rayon de courbure et de sa différentielle dans les cour- 
bes géométriques, supposent que l’on connaît la tan- 

gente au point de contact, et Maclaurin ne dit pas 

comment celte tangente est construite. « Nous nous éton- 
» nons, dit M. Chasles, page 148 de l’Æperçu histo- 
» rique, qu’il n'ait pas eu l’idée de construire aussi d’une 

» manière purement géométrique, et sans calcul, cette 
» tangente. Ce problème était du même ordre et plus facile 

» que celui du cercle osculateur. » En.effet, ce problème 

se résout très-simplement à l’aide du théorème de Newton , 

qui fait l’objet du n° 2 de cette Introduction. Nous allons 
donner, en.nous appuyant sur ce théorème, la solution 
.qui est indiquée dans une Note de l’Æpercu historique, 

page 221. Nous nous bornerons à y ajouter la déménstra- 

tion que M. Chasles a supprimée à cause de son éxtrème 

facilité. L 
Soit P un point pris arbitrairement dans le plan d’une 

courbe géométrique d’un degré quelconque; PA, Pa, deux 
transversales quelconques qui rencontrent respectivement 
la courbe aux points À, A’, A”, A/,...;a,a!,a", a",.... 

f étant un cocfficient consiant; on aura, en vertu du théo- 

rème de Newton (n° 2), 

PA.PA'.PA".PA",...=/f.Pa.Pa'.Pa”,Pa”,.. "2 

Pour un autre point IT et deux nouvelles transversales 

parallèles aux premières, on aurait de même 

Uc.fa'.a”... =fns.ns8.nfp". . 

Supposons que le point P soit infiniment voisin du 

point m de la courbe où l’on veut mener la tangenie; la 

droite infiniment pelite À a sera l’élément de la courbe eu
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de sa tangente, et on aura 

PA Pa'.Pa”... Pa'.Pa”... [Ha.Ha’.Ia”... 

Pa PAPA’... PA.PA’... CHf.nÿ.nr. 
en remplaçant f par sa valeur tirée de la seconde équation. 

Les quatre groupes de produits qui forment cetie expres- 

n À . PA . à 
sion sont connus ; On connaîtra donc —; c’est-à-dire ——: 

? Pa ma ? 

donc, si lon porte sur les transversales m À et ma deux 

longueurs finies qui soient entre elles dans ce rapport, la 

droite qui en joindra les extrémités sera parallèle à la 
tangente cherchée. Le problème est donc résolu. 

Le théorème de Carnot (Géom. sup., n° 476) 
donne également un moyen aussi simple que général, de 

déterminer le cercle osculateur en un point quelconque 
d’une courbe géométrique. En effet, soit ABC un triangle 

quelconque dont les côtés rencontrent respectivement la 

courbe aux points a, a',..., b,b!,..., c, c',..,; ce 
théorème donne la relation 

Aa.Aa'... Bb.Bé'... Cc.Ce’... ‘ 

Ace... Baba... Gb. tt 
Faisons passer par les trois points a, b', a!, un cercle qui 

coupe une seconde fois au point £ le côté PC du triangle ; 

on a, par les propriétés des sécantes dans le cercle, 
Ba.Ba'—BD'.B8B, 

de sorte que l'équation donne pour la valeur de BB, 

  

pp AA: Ba”... Cc.Gc'... 
Ac ae... 6.86"... Ch. CE... 

Actuellement, si les deux points a et a! sont infiniment 
rapprochés du point b", auquel cas le sommet B est lui- 
même sur Ja courbe au point D’, où l’on veut déterminer le 
rayon de courbure, le cercle ab'a'B est le cercle oscula- 
teur, dont l'équation précédente fait connaître la corde B 6 
interceptée sur lecôté BC du triangle, puisque tout est connu
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dans le second membrede cette équation. Le cercle est donc 

déterminé puisqu'on connaît d’ailleurs la tangente et, par 

conséquent, la normaleenb'sur laquelle setrouvesoncentre. 

Il faut seulement remarquer que cette solution suppose 

que la courbe donnée est entièrement tracée. 

{Poir la Note finale du Mémoire sur la dualité et l’ho- 

mographie, qui fait suite à l’Aperçu historique.) 
45. Soit (fig. 11) DT la tangente à une section conique : 

au point D; DE, DA deux transversales arbitraires issues 
de ce point, et K le point où DE rencontre la tangenteme- 

née par le point A. Menons EN et KM parallèles à DT; 

enfin prenons sur DE une ligne DR — RE . EN. Le point R 

appartiendra au cercle osculateur au point D. 

En effet, si l’on suppose ce cercle décrit et passant en R, 

on a (10) 

  

En = , 
DY.. DR T7 DE DK T DE DK 

d'où 

DE.DK pa = PAPE EE 
DV 

Mais, à cause des relations évidentes 

QV_KM_ EN   
, Le. Ÿ _KD ED 

il vient 
KM 

DRE" EN, 

ce qui est précisément la longueur indiquée, à priori, par 
la construction ci-dessus. 

Si la tangente AK (fig. 12) est parallèle à DE (c’est-à- 
dire si DE est la corde conjuguée au diamètre qui passe 
en À), il vient 

——1 

EN 
DR = — ; 

DE ?
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donc si DE est un diamètre, DR est le paramètre du dia- 

mètre DE, comme on le sait par la théorie des coniques (*). 

46. Par un point D d'une conique (fig. 13), menons la 

tangente DT et une sécante quelconque DE. Soit DA la 

bissectrice de l’angle EDT. Joignons AE qui coupe en V la 

parallèle DV à la tangente AK ; enfin menons VR parallèle 

à DA. Le cercle osculateur en D passera en R, et DR en 

sera le diamètre si l’angle EDT est droit. En effet, les tri- 

. angles semblables donnent 

YR__EV DR , EV _DE, 
AD EA DK © EA EK° 

donc 

DR DE 1 ï 
DK ER © PRE DR 

Donc DR est la corde du cercle osculateur (10). 
Si la tangente AK est parallèle à DE (Jig. 14) (les tan- 

gentes AK et DT sont dans ce cas également inclinées sur la 
droïie DA qui.est par conséquent parallèle à l’un des axes 

principaux de la conique), les points R et E coïncident, et 
le cercle osculateur passe par le point E. 
  

(*) Quand une conique est rapportée à deux diamètres conjugués, le 
paramètre du diamètre a’ (voir, à cet égard, Algèbre de Maclaurin, Par- 

: 12 

tie IL, chapitre I, $ 28, ligne 10) a pour valeur 12 - 
24 

diamètres conjugués en question. Or il est clair qu'ici on a 

DE — oc et EN — 2h". 

  38" et a! étant les demi- 

Le théorème prouve que : « Si en un point d’une conique on mène Le cercle 
» osculateur , la corde que ce cercle intercepie sur le diamètre de la coque 

» qui passe en ce point est précisément le paramètre de ce diamètre » et ceci 

explique pourquoi toutes les paraboles tangentes en D à la droite DV (n° 44 
Jig- 9) et décrites sur des cordes quelconques du cercle osculateur (dans les 

conditions indiquées à ce numéro) ont en commun ce cercle osculateur 

c'est-à-dire ont toutes la mème courbure que la courbe proposée. 

(Note du traducteur. }
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Remarquons encore que la relation DR — DE donne 4 4 DK KE 

DR—DE _DR—KE, , ER _ DE 
DE KE ? DE KE 

Donc DE est une moyenne géométrique entre ER et EK.. 

17. Soit DE (fig. 15) une transversale qui rencontre une 

conique aux points Det E, et soit V le point de concours 

des tangentes en ces points (c’est-à-dire le pôle de la trans- 

versale). Soit DOA le diamètre de la conique qui aboutit 
au point D. Faisons l’angle DVr — EDO; DR = 2 Dr sera 
la corde du cercle osculateur. En effet ; supposons ce cercle 

décrit et passant par le point R ; menons la tangente AK, 

qui coupe DE en K et EV en Z (point milieu de LK, 

comme on sait}, puis EN parallèle à DT. On a {n° 15) 

DR EN. 
KA TER 

Les triangles semblables donnent aussi 

KZ VD 
KE DE 

Donc 
DV __PR. 
DE - EN? 

les triangles DV7r' et ED r sont donc semblables, et l'angle 

DVr — angle EDO; ce qui justifie la construction énoncée. 

Â8. Taéorime. — La variation de la courbure est en 
raison directe de la tangente trigonométrique de l'angle 
compris entre le diamètre et la normale qui passent au 

point donné, et en raison inverse du carré du rayon de 

courbure en ce point. 

En effet, soit DR (fig. 16) le diamètre du cercle oscula- 
teur. La variation de la courbure est proportionnelle à 

: Dr _DE . 
DR. DV (12); M Dy EN (17). Donc cette variation est
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proportionnelle à 

EN, — = — ‘ tang EDO. 
ED DR DR 

Quant à la variation du rayon de courbure, elle est sim- 
plement proportionnelle à tang EDO (11, 5° alinéa). 

Prolongeons le diamètre DO jusqu'à la rencontre du 

  

cercle osculateur en 7. Si l'on décrit une parabole tangente 

en D à la droite DT et qui ait Dr pour diamètre en di- 

rection, et pour paramètre de ce diamètre en grandeur, 

ce sera la parabole osculatrice de la conique (*). 

49. Du point V menons la tangente VH au cercle oscu- 
lateur et joignons HD. L’angle RDH est le complément de 
DrV; donc 

RDH — DVr=— EDO. 

La variation du rayon de courbure est donc proportionnelle 

à la tangente de l’angle RDH, et cette variation s’évanouit 

quand les droites DR et DH coïncident. 

  

és 

SECTION IT. 

DES COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ. 

4. On a beaucoup écrit sur les sections coniques (**); 

mais peu d'auteurs ont abordé cette branche de la haute 

Géométrie qui traite des courbes du troisième degré. J’es- 

père pourtant montrer qu’elle n’est ni stérile ni dénuée de 

charmes. Les lignes du troisième ordre jouissent en effet 
  

(*) Car, d’après la présente proposition, elle a même sariation de cour- 
bure que la tonique, et, d’après le nota du n° 485, elle a aussi même cour- 
bure qu’elle, puisqu'elle a pour paramètre de son diamètre dirigé suivant 
D x la corde même D 7 du cercle osculateur. 

(Note du traducteur.) 
{**) L'auteur dit: « On a écrit jusqu’à satiété » usque ud fastidium fere ; il ne 

prévoyait pas les beaux travaux qui ont tant enrichi, depuis lors , la théorie 
des coniques.
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de propriétés nombreuses, très-différentes de celles que 

Newton fit autrefois connaître, et qui me semblent bien 

dignes d'attirer l'attention des géomètres. 
On sait qu'une courbe du troisième degré ne peut être 

rencontrée par une droite qu’en trois points; cela vient de 

ce qu’une équation du troisième degré n’a que trois raci- 

nes, qui peuvent être toutes réelles. Ainsi, toute droite qui 

coupe une courbe du troisième degré en deux points réels, 

la rencontre nécessairement en un troisième point, ou bien 

est parallèle à l’asymptote de la courbe, ce qui rentre 

dans le principe général, puisque dans ce cas le troisième 

point de rencontre est situé à l'infini. Cela vient de ce que 

si deux des racines d’une équation du troisième degré sont 

réelles, la troisième l'est également. Îl suit de là qu’une 

tangente à la courbe la coupe toujours en quelque autre 

point, car le point de tangence équivaut à deux points d’in- 

tersection. Si cetie tangente coupe la courbe en l’un de ses 

points d'inflexion, elle esten même temps sécante en ce 

point, Si deux branches se rencontrent, la courbe a un 

point double, et la tangente en ce point à l’une des branches 
coupe l’autre branche en ce même point. Enfin, toute au- 
tre droite menée par le point double coupe la courbe en un 

autre point , mais nécessairement en un seul. 

2. Prorosrrron I. — Soient deux parallèles qui ren- 
contrent, respectivement , en trois points une courbe du 

troisième degré ; si l'on prend sur chacune d'elles le centre 

des moyennes distances de ces points d'intersection , et 

qu’on joigne ces deux centres par une droite, cette droite 

passera par le centre des moyennes distances’ de toute 

autre transversale parallèle à ces deux-là (voir Géom. 

sup. ,n° 483). : 
3. Prorosirron II. — Étant donnéeune droite fixe qui 

coupe en trois points une courbe du troisième degré, st 

l'on mène deux transversales quelconques parallèles entire
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elles, les produits des segments compris sur chacune de 

ces transversales entre la droite fixe et la courbe, seront 

entre eux dans le même rapport que les produits des seg- 

ments compris, sur la droite donnée, entre la courbe et 

les parallèles (voir Géom. sup., art. 480). 

Ces deux théorèmes sont attribués à Newton. 

4. Prorosrrion IT (fig. r,P1. 1F).—Les données restant 

les mêmes que dans la proposition précédente, supposons 

que la droite fixene rencontre la courbe qu’en un point réel. 
Le produit des segments PM,Pm,Pu, compris sur l’une 

des parallèles , sera au produit des segments pN,pn,pv, 

compris sur la seconde, dans le même rapport que le pro- 

duit AP EP, formé par le segment AP et le carré de la dis- 

tance bP du point P à un certain point b (facile à déter- 

miner (*), est au produit Ap.bP, formé par le segment Ap 

et par le carré de la distance du point p au méme point b. 

5. Prorosirion IV (fig. 2). — Soient deux droites 
PD, PA, issues d'un point quelconque P; D,E,F et À,B,C 

les points oùelles rencontrent, respectivement, une courbe 

du troisième degré; soient menées les tangentes AK,BL, 

CM qui coupent la droite PD en K,L,M; /a moyenne har- 

monique des trois segments PK, PL, PM coïncidera avec la 

moyenne harmonique des segments PD,PE,PF (*#*). 

Si PD' ne rencontre la courbe qu’en un point réel D’, on 

cherchera un point d, facile à déterminer (***), et la 

moyenne harmonique des trois segments PK, PL, PMsera à 

la moyenne harmonique des segments PI) et ! P4 dans le 
rapport de 3 à 2 (**##). 

  

(+), (4), (*#*) Ces théorèmes se trouvent démontrés dans l'introduction. 

(****) Le point d est tel, qu’on a 

ï + I 1 Ï 2 

FR © PL PM PD'* pa’
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6. Prorosirion V. — $i autour d'un point fixe P on 

fait tournér une transversale PD, et qu'on prenne con- 

stamment sur elle PM égal à la moyenne harmonique des 

trois segments PD, PE ,PF, /e lieu du point M sera une li- 
gne droite. 

C’est le théorème de Cotes. Il a été démontré ci-dessus. 
7. Proposition VI. — Trois points d'une courbe du 

troisième degré étant pris en ligne droite, si l’on mène en 
ces points les tangentes à la courbe, ces tangentes rencon- 
treront la courbe en trois nouveaux points situés en ligne’ 
droite. 

Soit FGH (fg. 3) la transversale; FA ,GB,HC les trois 
tangentes ; À ,B,C leurs poinis de rencontre respectifs avec 
la courbe. Joignons AB; il faut prouver que cette droite 
AB passe par le point C. Supposons qu’elle rencontre la 
courbe en un autre point M, la tangente HC en N et la 
transversale en P. On a (Prop. IV) 

1 ï D OH I I 

Pa FPE PM PA TPE * PN: 
donc PN — PM, ce qui exige que les trois points N,M,C 
coïncident. Donc, etc. 

Remarque du traducteur. — Ce théorème est une con- 
séquence immédiate d’une proposition beaucoup plus gé- 
nérale, donnée par M. le général Poncelet dans son Mémoire 
sur l'Analyse des transversales (*) (Journal -de Crelle, 
année 1832, page 129). En voici l'énoncé : 

donc 

_ I 1 

NOÉ: 
Si PI et PI’ sont les moyennes harmoniques des deux membres de l’équa 
üon, celle-ci devient 

(Géom. sup. , n° 62), ce qui démontre Ia fin du théorème. 
(*) Je dois la connaissance de ce beau Mémoire à l’obligeance de
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Si parmi les neuf intersections d'une ligne plane du 

troisième ordre avec trois transversales arbitraires, six 

quelconques appartiennent à une méme ligne du second 

ordre, les trois intersections restantes seront à une simple 

ligne droite; et réciproquement, st trois quelconques de 

ces neuf intersections, appartenantes à des transversales 

distinctes, sont situées sur une même droite, les six inter- 
sections restantes seront à une simple ligne du second 

ordre. 

Le lecteur me saura gré, sans doute, de reproduire ici 
la démonstration de l’illustre auteur. 

Soit uñe courbe plane du troisième degré considérée 
comme transversale d’un triangle quelconque ABC tracé 

sur son plan et dont les côtés la coupent respectivement 
en a,a!',a!; b,b!,b"; c,c!,c". 

Le théorème de Carnot donne la relauon 

Aa.Aa'.Aa” Bb.Bb'.Bb" Ce.Cc'.Cc” 

Ac.Ac.Ac” Ba.Ba.Ba’ Cô.Cb.Cé” 
  = +1; 

supposons, en particulier, que le système des trois couples 

de points a,a'; b,b'; c,c' soient à une ligne quelconque 
du second ordre, on aura aussi 

Aa.Aa  Bb.Bb' Cc.Cc' 

Ac.Ae  Ba.Ba Cb.Ce tt 

ce qui réduit l'équation primitive à cette autre 

Aa” B b" C b" 

ET 
Ac” Ba” Cc” ? 

laquelle exprime que les trois dernières intersections 
a!,bl,cl! sont en ligne droite. La réciproque est évidente et 

le théorème est par conséquent démontré. 

  

M. Chasles, qui, en me l’adressant, m a fait particulièrement remarquer 
ces théorèmes intéressants.
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La ligne du second ordre peut être remplacée par le sys- 

tème de deux droites quelconques. Elle peut l’être aussi par 

le système de deux droites coïncidentes. C’est le cas de la 

proposition V de Maclaurin, qui n’est ainsi qu’une consé- 
quence du théorème démontré ci-dessus, ainsi que je l'avais 
annoncé. 

On en conclut encore {voir le Mémoire déjà cité) que: 

Les trois asymptotes d’une ligne du troisième ordre ren- 

contrent la courbe en trois nouveaux points qui sont en 
ligne droite. 

Car leurs six points de tangence sont sur une même 
droite, celle de l’infini. M. Poncelet en déduit ce nouveau 
théorème : 

Si par l'un des points d’inflexion d’une courbe du 
troisième ordre on mène trois transversales arbitraires » 
les six intersections nouvelles de ces transversales et de la 
courbe seront à une simple ligne du second ordre, de sorte 
que trois quelconques d’entre elles, appartenantes à des 
transversales distinctes, ayant été prises sur une même 
droite, les trois autres seront également à une autre droite. 

Le corollaire IIT de la proposition VII de Maclaurin 
découle de là naturellement, et M. Poncelet en conclui 
aussi que : 

Les trois points d ‘inflexion d’une courbe du troisième 
ordre sont toujours en ligne droite. C’est la proposi- 
tion X de Maclaurin. 

8. Corollaire. — On conclut dela proposition précédente 
que, si A,B,C sont trois points en ligne droite d’une 
courbe du troisième degré, qu’on mène les lignes AF et BG 
tangentes en F'et G et qu'on joigne FG qui coupe la courbe 
en H, la droite CH sera tangente en H. Supposons, en effet, 
que la tangente en H coupe la courbe en un point autre 
que C, ce point serait avec les trois À,B,C sur une mème 
ligne droite, qui couperait ainsi la courbe en quatre points; 

15



226 MÉLANGES 

ce qui est impossible. Cette conséquence peut aussi se dé- 

duire, quoique un peu plus péniblement, de la proposi- 
tion IE. 

De même, si À f est tangente en f, et que G f coupe la 

courbe en k, Ch sera tangente en À, et si par les points 

A,B,C, on mène à la courbe toutes les tangentes possibles, 

les points de contact seront, trois à trois respectivement, 

en ligne droite. 
9. Prorosrrion VII. — $7 d’un point d’une courbe du 

troisième ordre, on mène deux tangentes à la courbe, la 

corde de contact coupera la courbe en un second point, et 

les tangentes en ces deux points se couperont sur la 

courbe. ‘ 
C'est-à-dire que si AF et AG (fig. 4) sont les deux tan- 

gentes, FG la corde de contact et HC la tangente en H, CA 

sera tangenite en À. Ceci résulte du corollaire précédent ; 

car en y faisant coïncider les deux points À et B, la droite 

CBA devient tangente en A. 
10. Corollaire I. — Si du point C de la courbe, on mène 

deux tangentes en À et H, et du point À deux nouvelles 

iangentes AF, AG, la corde de contact FG passera par H. 

41. Corollaire IT. — Soient menées AC, tangente en À, 

sécante en C; AF et CH tangentes en F et H, ainsi que la 

droite de contact FH qui coupe la courbe en G; la droite 

AG sera tangente en G. Et si par le point C on mène CA 
tangente en 4, qu’on joigne ÀF et 2G qui rencontrent la 

courbe en f'et g, les droites À fet Ag seront tangentes en 

Jf'eteng. ' | 

12. Corollaire TIT. — Soient AF et AG (fig. 5) deux tan- 

gentes issues d’un point d'inflexion À , et FG la corde de 

contact qui coupe la courbe en H; la droite AH sera 

tangente en ce point. En effet, si la tangente en K cou- 

pait la courbe en un point autre que À , la droite menée de 

ce point de rencontre au point d'inflexion À serait tangente
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au point À {proposition VII), ce qui est impossible. On 
voit d’ailleurs que, d’un point d’inflexion À, on ne peut 
mener à la courbe que trois tangentes, sans compter celle 
qui est à la fois tangente et sécante en ce point, et que les 
trois points de contact sont en ligne droite. De plus, les 
points d’inflexion sont les seuls points de la courbe qui 
Jouissent de ceite propriété que les trois tangentes qui en 
sont issues ont leurs points de contact en ligne droite. Car 
soient F,G,H, trois points en ligne droite, et supposons 
que les tangentes en ces points concourent en un point de 
la courbe &, autre que l’un de ses points d’inflexion ; me- 
nons 4e langente en « et sécante en e ; la droite eH touche- 
rait la courbe en H, en vertu du théorème VIT; les droites 
eH et 4H seraient donc en même temps tangentes en H, ce 
qui est absurde. Done, etc. 

13. Prorosrrion VII. — D'un point quelconque d’une 
courbe du troisième degré soient menées trois tar gentes à 
la courbe; si l’on joint deux des points de contact, cette 
corde coupe la courbe en un point. Joignant ce point au 
troisième point de contact, on obtient une droite qui coupe 
la courbe en un nouveau point. La tangente en ce dernier 
point est précisément la droite qui le joint au point 
donné. ‘ 

Soient À le point donné (fig. 4); AF,AG,Af les tan- 
gentes en F, G, f; G fune des cordes de contact qui coupe 
la courbe en N; NF la droite qui joint le point N au troi- 
sième point de contact F et qui coupe la courbe en g. Il 
faut prouver que À g est tangente en £. En eflet, soit menée 
AC tangente en À et sécante en CG; les points G, N, f étant 
en ligne droite et les tangentes en G et f'passant par À, il 
résulte de la proposition VII que la iangente en N coupe la 
courbe en C, au même point que la tangente en À. Mais 
les points F,N, g sont aussi en ligne droite, et les tan- 
gentes FA et NC rencontrent la courbe en À et C; donc, 

15.
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puisque AC est tangente en À , la tangente en g doit passer 
par À (proposition VI, Coroll.). 

44. Corollaire. — On conclut de Jà que si l’on veut 
décrire la courbe, étant données trois tangentes concourant 

en un même point ainsi que leurs trois points de contact, 

on irouve immédiatement un quatrième point de contact, 
ainsi que la tangente en ce point, laquelle passe par le 

point de concours des trois autres. On en conclut aussi, 

que d’un point d’une ligne du troisième ordre on ne peut 

mener à la courbe que quatre tangentes, sans compter celle 
qui la touche en ce point même. Car, si l’on pouvait en 

mener une cinquième, on voit, par ce qui précède (*), 
qu’on en pourrait mener une infinité, ce qui est absurde. 

Au reste, on donnera plus loin, art. 27, une nouvelle dé- 
monstration de ce corollaire. 

45. Prorostrion IX. — Si d’un point d'inflexion on 
mène trois tangentes à la courbe, la corde des contacts 

coupera harmoniquement toute transversale menée par 

ce point et terminée à la courbe. 

Soit À le point d’inflexion (jig. 5); AF, AG, AN les 

tangentes en F, G, H. Menons par le point À une trans- 

versale quelconque qui rencontre la courbe en B et C, et la 
corde des contacts FH en P; on aura 

PB _ AB (+) 

PC 7 AC ° 

En effet, les trois tangentes en F, G, H concourant au 
  

(*) Supposons qu’on ait une cinquième tangente A f’ tangente en f'; en 

joignant /’G, on détermine un nouveau point N’ qui, joint au pointF, donne 

un nouveau point g' tel, que Ag” est tangente en ce point, d’après la pro- 
position même. Ce point g’ en fournirait un autre g”, et ainsi de suite à 

l'infini. 

(**) On nedoïit pas s’attendre à trouver dans Maclaurin le principe absolu 

des signes , tel qu’il a été établi par M. Chasles dans sa Géométrie supérieure. 

Néanmoins il y à souvent égard.
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mème point À, on a (proposition IV) 

1 I L 3 - ,,. I I 2 

PPTPA PC pa 0 PE PC PA’ 
ce qui prouve que (Géom. sup., art. 61) PA est la 
moyenne harmonique entre les deux segments PB et PC, 

terminés à la courbe. Donc, etc. 

Ce théorème exprime une propriété remarquablement 

simple des courbes du troisième degré. 
16. Corollaire T. — Toute droite qui divise harmoni- 

quement deux transversales quelconques issues d’un point 

d’inflexion et terminées à la courbe, divise de même toute 

autre transversale issue de ce point (*). 
17. Corollaire II. — Si une parallèle à l’asymptote, 

menée par un point d'inflexion, coupe la droite FH en R 

et la courbe en O, on aura ‘ 

| I 2 

RO RA’ 
Remarque du traducteur. — Les propriétés du point 

d’inflexion A et de la corde de contact FG offrent une ana- 
logie frappante avec celles du péle et de la polaire dans 

les courbes du second degré. Aussi M. Chasles donne-t-il 
à la droite FG la dénomination de polaire ( Aperçu his- 

torique, Note XX, page 349). 
Dans cette Note, l’auteur s'appuyant sur la proposition IX 

de Maclaurin , prouve très-simplement qu'une courbe quel- 

conque du troisième degré peut toujours être regardée 

d'où RA — 2R0. 

comme étant l’ombre ou la perspective d’une des cinq para- 

boles divergentes (théorème dû à Newton), ou comme 
  

(*) On peut conclure de là queles droites Ce, Bb, qui joignent deux points 

de sécance, se coupent sur GPF; car les rapports anharmoniques des points 

A,B,P,C,etA,b,p,c sont égaux; or deux points homologues coïincident 

en À; donc, etc. Donc GPF est le lieu du point de concours Q. Ce théorème 

est, du reste, démontré plus toin. 
(Note du traducteur.)
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celle d’une des cinq courbes du troisième degré qui ontun 

centre. . 

L'Apercu historique étant devenu fort rare, on sera sans 

doute bien aïse de trouver ici la démonstration textuelle de 
M. Chasles : 

On sait que toute courbe du troisième degréa un outrois 

points d’inflexion; qu’on la projette, c’est-à-dire qu'on 
en fasse la perspective, de manière que l’un de ses points 

d'inflexion passe à l’infini; sa polaire, à cause de la pro- 

position IX de Maclaurin, deviendra un diamètre de la 

courbe. C’est là l’origine des diamètres dans les courbes 
du troisième degré. | 

» Maintenant, que la perspective soit faite de manièreque 

nou-seulement le point d’inflexion, mais la tangente à la 

courbe en ce point, passe tout entière à l'infini, la courbe 

auraun diamètre et n’aura aucune asymptote, elle sera pure- 
ment parabolique. Il est donc démontré qu’une courbe quel- 
conque du troisième degré peut être projetée perspectivement 
suivant une des cinq paraboles divergentes; d’où résulte 

que, réciproquement, ces cinq courbes peuvent produire, 

par leur ombre, toutes les autres. C’est le théorème de 
Newion. 

» Actuellement, prenonsla polaire d’un point d'inflexion 

de la courbe proposée, et projetons cette courbe, perspec- 
tivement, de manière que cette polaire passe à l'infini; il 
résulte, de la proposition TX de Maclaurin, que le point 

d’inflexion sera en projection le centre de la courbe. Ainsi 

donc toute courbe du troisième degré peut être projetée 
perspectivement suivant une courbe ayant un centre; d’où 
résulte que, réciproquement, les cinq courbes qui ont un 
centre peuvent produire, par leur ombre, toutes les autres. 

» Ce théorème et celui de Newton peuveni être compris 
sous ce seul énoncé, savoir : 

» Ainsiqueles courbes du second degréne peuvent donner
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lieu qu'à une seule espèce de cône, de méme les courbes 

dutroisième degré ne peuvent donner lieu qu'à cinq espèces 

de cônes; 
» En coupant ces cônes d’une certaine manière, on 

forme les cinq paraboles divergentes ; 
» En les coupant d’une autre manière, on forme les cinq 

courbes qui ont un centre (Aperçu historique, page 349). » 
18. Prorosirion X. — Toute droite qui passe par deux 

points d’inflexion passe aussi par le troisième, ou bien 

est parallèle à l’asymptote des branches infinies de la 

courbe (dont le troisième point d’inflexion se trouve alors 

à l’infini). 

Soient (fig. 6) A et a deux points d’inflexion; la droite 
À a coupe la courbe au point à qui est aussi un point d’in- 
flexion; c’est là ce qu’il faut prouver. En effet, suppo- 

sons que la tangente en a coupe la courbeene, les trois 
poinis À , a, e seraient en ligne droite (*); maïs les points 

À, a, a sont en ligne droite, par hypothèse. Cette ligne 

rencontrerait donc la courbe en quaire points, ce qui est 

absurde. 
Menons , parallèlement à l’asympiote, la droite AO qui 

coupe la courbe en O, et la ligne OQ, tangente en O, sé- 
cante en Q. Si l’on joint AQ, cette droite passera par le 
point D où la courbe est coupée par son asymptote (+). 

  

(*) Ceci résulte de la proposition VI. Car les trois points étant en ligne 
droite, les tangentes en ces points coupent la courbe en trois points situés 

en ligne droite. Or les tangentes en À et-a coupent la courbe en À eta; donc 

les trois points À, a, e seraient en ligne droite. 

(**) AO coupe la courbe à l'infini, Les tangentes aux trois points A,0 

et o , coupent donc la courbe en trois points situés en ligne droite. Or l’une 

coupe en À, l’autre en Q et la troisième en D; donc, etc. 

Pour démontrer la dernière partie de la proposition X, que l’auteur passe 

sous silence, il suffit d'ajouter : si À « coupe la courbe en trois points, le théo- 

rème démontre que Le troisième point est un point d'inflexion , et sielle ne 

le coupe qu’en deux, c’est une preuve qu’elle est parallèle à V asymptoie. 
Donc, etc. (Notes du traducteur À
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19. Prorosrrion XI. — D'un point d ‘inflexion À (fig.5) 
on mêne à la courbe les tangentes AF, AG, AH et deux 
sécantes quelconques ABC, À bc. Si l’on joint Bb et Ce, 
ou Be et bC, ces droites se couperont sur la corde des 
contacts FH. 

Supposons, en effet, que Bb rencontre FH en Q et que 
BC la rencontre en P ; joigaons QA et QC; on a (propo- 
sition IX) . 

AB PB 

Ac Pc? 

les droites QA, QB, QP, QC forment donc un faisceau 
harmonique, d’où il résulte que 

Ab pb 

Ac pe 

c et p étant respectivement les points de rencontre de AB 
avec QC et FH; c sera donc un point de la courbe (propo- 
sition IX), et il en résulte que Bb et Cc concourent au 
même point Q de FH. On prouverait de même que Bcet 8C 
se coupent en g sur celte même droite. 

20. Corollaire T.—D'un point Q de la droite FH, soient 
menées les transversales QB, QC qui coupent la courhe aux 
points B, b, M et C, c, N. Les droïtes CB, cb, MN con- 
courent au point d’inflexion À, et les droites Bcet BC, 
McetNB,Bbet Ce, NB et MC se couperont, deux à deux, 
sur FH (*). : 

2. Corollaire IT. — Yes tangentes en B et C se coupent 
en un point T de la droite FH. Donc, réciproquement, si 
d’un point quelconque de FH on mène deux tangentes à la 
courbe, la corde de contact passera par le point d’inflexion, 
    

(*) Cet énoncé de Maclaurin est évidemment incomplet. 11 faut ajouter 
que les deux transversales QB, QC, au lieu d’être arbitraires toutes deux, 
doivent être choisies de manière à former un faisceau harmonique avec la 
polaire GE et avec la droite QA, qui joint le point Q'au point d'inflexion.
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Et si l'on prend un second point T’, duquel on mène deux 

nouvelles tangentes et qu'on joigne , inversement, les points 

de contact des tangentes issues de T avec les points de con- 

tact des tangentes issues de T”’, on aura de nouvelles cordes 

de contact qui se couperont sur la droite FH (*). 
22, Corollaire III. — Soient À un point d'inflexion; 

B, C, b, c, les points de rencontre de la, courbe par deux 

transversales issues du point A; la droite FH est, par cela 

même, déterminée. Car les droîtes Bb et Ce se rencontrent 

en Q, et les droites Bc et bC en ÿ. La droite Qg est préci- 

sément la corde des contacts FGH. Or, si, outre ces cinq 

poinis, on en donne deux autres M et m, la courbe du troi- 

sième degré assujettie à passer par sept points À, B, B,c, 

M et m et à avoir une inflexion en A, est complétement 

déterminée. Car les points M et m fixent (proposition IX) 
les points de rencontre N et n des sécantes AM et Am avec 

la courbe, et l’on a ainsi neuf conditions pour déterminer 

la courbe. Si l’on donnait, au contraire, trois nouveaux 

points M, mn, S, au lieu de deux, il y aurait surabondance 

. de conditions; car ces trois points en fourniraient trois an- 

tres N, n,5,ce qui ferait en tout onze conditions. De même 

encore, si l’on donne un point d’inflexion À , deux tangentes 

AF, AG; etleurs pointsde contact F, G et deux autres points 

M et, la courbe est déterminée. Car on connaîtla droite FG 

et par suite deux nouveaux points N et », en tout neuf con- 

ditions (**). US 

93. Corollaire IP. — Si les droites HB, HC (fig. 7) sont 
tangentes à la courbe en B et C, la corde de contact CB passe 
par le point d’inflexion À ; les droites CG et FB concourent 

en un point V de la courbe, et la ligne VH est tangente en V 

  

(*) Ceci se démontre comme on l'a fait plus haut dans un cas analogue 

(voir la note du n° 46). (Note du traducteur.) 

(x) ) On peut remarquer que, dans tous les cas, Je point d’inflexion 

dent lieu de trois conditions. ( Note du traducteur. )
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(proposition VIF). Maintenant, pour déterminer la tangente 

au point d’inflexion A, il suffit de mener AV qui coupe 
en L la ligne PL, menée par le point P parallèlement à AH, 

de prendre le milieu X du segment PL et de joindre AX. 

En effet, supposons que la tangente en À conpe en S la 
droite FH (proposition IV ; ici deux points de sécance de 
la transversale coïncident en H) ; on aura 

I 2 I , LE I 

PS PH PH * PG _pr° 
d'où ‘ 

x ï ï I 

PS PR PC PF | 
Mais AC est divisée harmoniquement aux points P et B; 

donc les droites VA, VF, VP et VG forment un faisceau 

harmonique , qui étant coupé par la transversale PHenF, 

P, G, K donne 
; I 2 

PG PF PK 

PK est donc la moyenne harmonique des segments PS et 

PH; donc, si l’on mène PL parallèle à AH, les droites 
AV, AS seront coupées en X et L, de telle sorte que 

PX=XL (*). Donc, etc. 

24. Prorosirion XII. — D'un point À d’une courbe du 

troisième degré (fig. 8), on mène deux tangentes en F et 
G; la corde de contact FG rencontre la courbe en H, 6€ 

la tangente en À coupe la courbe en M. La droite HM 

est coupée en L par la droite FLK parallèle à AH, 

et l'on prend FK — 2FL. Ceci posé, si l’on joint UK, 
toute transversale telle que AB, issue du point À, sera 
divisée harmoniquement par les droites HK et AF, en N et 
  

(*) Les droites AP, AH, AK, AS forment un faisceau harmonique; donc 
la transversale PL les coupe en rapport harmonique. Mais le point d’ 

section H et AH est à l'infini. Donc PX — XL( Géom. sup. , n° 57 {. 
inter-
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P, et par la courbe, en B et C; c’est-à-dire qu’on aura la 

relation 
NB _ PB 
NC PC 

En effet , soit T le point de rencontre de AB avec la tan- 

gente HM (*}, on aura (proposition IV), 

1 42 12,1 2 
PB PA PC PA PT PN 

_(par construction et harmoniquement). Done NC est di- 

visée harmoniquement en B et P, et l’on a 

NB _ PB cer. 
NC PC . @ Fe D. 

95. Corollaire 1. — Donc, si deux droites quelconques, 

issues du point À, sont divisées harmoniquement en N et 

n, de telle sorte qu’on ait 

PB _ BN pb br 
pG = NC et pe = 7° 

toute autre droite, issue du même point, sera aussi divisée 

harmoniquement par la droite HF et par la droite HK que 

déterminent les deux transversales données. 

26. Corollaire II. — Si la courbe n’a pas de point dou- 

ble, et si la droite HK la rencontre en deux points fetg, les 

droites A f et Ag seront tangentes en ces points. En effet, 
supposons que le point B coïncide avec le point N°, ce qui 
arrive quand N se trouve en f, point de rencontre de HK 

  

(*) HM est tangente en H à cause de la proposition VII. Ensuite les quatre 

droites HF, HL, HK, HA forment, par construction , un faisceau harmonique 

coupé en P,T;,N, À par la transversale PA; done on a la relation 

1j Le 
PA PT  PN’ 

comme l'indique le texte de la proposition. 
{ Note du traducteur.)
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° Ca . . I avec la courbe. Alors l'équation ci-dessus 5 F Fe = _. 

. 1 I . se devient — —.—. Donc les points B et C coïncident en un PC PN 

seul, et par conséquent la droite qui joint ce point au 
point À est tangente à la courbe en ce point même. D'autre 
part, si la tangente A f est donnée, la droite HK doit pas- 
ser par le point de contact f, car on a dans ce cas PB — PC, 
et, par suite, les poinis B, C, N coïncident. 

27. Corollaire IIT. — Si HK ne coupe la courbe qu'au 
point H, on ne pourra mener du point A que deux tangen- 
tes à la courbe. En général, d’un point A d’une courbe du 
troisième degré, on ne peut mener à la courbe quequatre tan- 
gentes telles que AF, AG, Af, Ag. Car si l’on pouvait en 
mener une cinquième Av, la droite HK devrait passer par 
ce pointo, et l’on aurait ainsi quatre points situés sur la 
même transversale : ce qui est absurde. | 

28. Prorosrrron XIII. — S: d'un point d'une courbe du 
troisième degré on mène quatre tangentes à la courbe, les 
cordes de contact se couperont sur la courbe, et toute 
transversale, issue du point donné, sera divisée harmoni- 
quement par la courbe et par deux quelconques des cordes 
de contact passant par les quatre points de tangence. 

Soient À (fig. 8) le point donné, AF, AG, A f, Ag les 
tangentes aux points F, G, f, 4. Joignons FG el fg, qui 
sont rencontrées en P et N par la transversale ABC, issue du 
point À; NC scra divisée harmoniquement en B et P,e 
Von aura la relation 

NC CP 

NB — PB 
  

(*) En effet, Fg coupe Ja courbe en R, point de contact de la tangente 
MR, issue du point M où la tangente en A coupe la courbe (proposition VID), 
et Gf coupe la courbe au même point, en vertu de la même proposition. 
Le même raisonnement s'applique au point L. 

(Note du traducteur. }
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Ceci est une conséquence du corollaire II de la proposi- 
tion XII (par la réciproque). Les cordes de contact FG, 

Jg se rencontrent en H sur la courbe, d’après le même co- 

rollaire, et de même les cordes Ff, Gg, Fg et Gfse coupent 
deux à deux sur la courbe aux points E et R {*). On voit 

aussi que MA, ME, MR, MH sont quatre tangentes aux 

points A, E, R, H, issues du point M. Donc, en vertu du 

théorème, les cordes de contact AE et HK, AR et HE, AH 

RE se coupent deux à deux sur la courbe. 
Remarque du traducteur. — La figure représente un 

quadrilatère complet, dont les six sommets s’appuient sur 
la courbe, et le théorème exprime que quand un quadri- 

latère satisfait à cette condition, les tangentes à la courbe, 

menées par deux sommets opposés, se coupent sur cette 

courbe. 
C’est la généralisation d’un théorème analogue dans les 

courbes du deuxième degré { Apercu historique, page 149). 
29. Corollaire. — Les droites HK, HB, HP, HC forment 

un faisceau harmonique. Donc, si les droites HB ei HC 

coupent la courbe en bet c, les points À, b, c seront en 
ligne droite. En effet, si Ab coupe la courbe en betc', HF 

en p et HK en n, on aura (proposition XII) 

ne pc 

nb — pb 

mais si b et c” sont les points où A coupe le faisceau har- 
monique, on a 

ne pe” 

6 = 
donc les points c, c’ et c” coïncident , et le corollaire est dé- 
montré. 

30. Proposition XIV. — D'un point quelconque À 
d’une courbe du troisième degré, qui a un point double 

en O, soient menées AF et AG tangentes en F et G, la
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corde de contact FG coupera la courbe en H ; qu’on joigne 
OH et qu'on mène par Le point À une transversale quel- 
conque ÂB qui coupe la courbe en B et C, la droite FG en 
P et la droite OH en N. La droite NP sera divisée harmo- 
niquement aux points B et C, et l’on aura la relation 

PB_BN 
PC NC 

En eflet, joignons AO qui coupe FG en p et la tangente 
HL en t; puisque O est un point double, l'équation de la 
proposition IV donne 

2 12 0 
PO  pA PA pt’ 

d'où | 
I 1 2 

PA pt  pO 
Ainsi p À est divisée harmoniquement en t et O. Donc les 
droites Hp, Ht, HO, HA forment un faisceau harmonique. 
Si PA rencontre la tangente LH en T, on a (proposition IV) 

ï | ï + I _ 2 + I 

PC PB PA PA PT 
d'où 

EE 
| PC PB PA PT 

Mais le faisceau harmonique, coupé par la transversale PA, 
donne la relation 

I E 2 . 

PA Ÿ PT PN 
donc on a 

‘ Li I _ ? 

| PC 7 PE PF 
et conséquemment, 

PB _BN' 
  

C. Q. F. D.
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31. Corollaire. — Si la tangente HL rencontre en Z la 

droite GZ parallèle à AH et qu’on prenne GV — 2G2, la 
droite HV passera par le point double de la courbe, si elle 
enaun (*). | 

Si une droite G ra coupe AH et HR en a etr, les droites 
r'A et Ra se couperont en » sur la droite Hm qui fait partie 
du faisceau harmonique et qui passe par le point double 

(Géom. sup.). 
32. Proposition XV. — S: d’un point d'une courbe du 

troisième degréçon mène deux tangentes, et que d’un 

autre point de la courbe on mène‘des droites au point de 
contact des deux tangentes, ces droites couperont la 

courbe en deux nouveaux points , et les tangentes en ces 

points se couperont sur la courbe. | 
Soient À (fig. 10) le point donné; AF et AG les tan- 

gentes en F et G; P un autre point de la courbe. 

Soïent menées les droites PF, PG qui coupent la courbe 

aux points K et L. Les tangentes en K et en L se couperont 

sur la courbe, en un point B, qu’on détermine en menant 
en P la tangente PC, sécante en C, et en joignant AC qui 

coupe la courbe au point cherché B. En effet, les points 

F, P, K étant en ligne droite, et les tangentes en F et P 

coupant la courbe en À et C, il s'ensuit que la tangente en K 
passe par B (proposition VI). Et, par la même raison, la 

tangente en L passe aussi par le point B. 

33. Corollaire. — Soient donc À et B (fig. 11) deux 

points quelconques d’une courbe du troisième degré; de 

chacun d'eux menons à la courbe quatre tangentes, savoir : 

AF, AG, Af, Ag, et, BK, BL, Bk, BZ. Joignons FK et 

LG, FL et gK, Flet Gk, Gl et Fk; ces huit droites se 
  

(*) Car la transversale GZ, étant parallèle à l’une (AH) des droites du 
faisceau harmonique qui a son sommet en H, doit être coupée par les trois 

autres en deux segments GV et VZ égaux entre eux. 

{Note du traducteur. }
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couperont, deux à deux, sur la courbe, aux points P,Q, 

9» p;3 et, si l’on mène les tangentes en ces quatre points, 

elles iront toutes concourir au point C où la transversale 
AB rencontre la courbe. Donc encore, si l’on a trois points 

d’une courbe du troisième degré en ligne droite, et que de 

chacun d'eux on mène quatre tangentes à la courbe, la 

droite qui joindra deux quelconques des points de contact 
coupera la courbe en l’un des autres points de contact, et 
l’on aura toujours quatre droites concourantes en un même 

poini de contact. . 

Remarque du traducteur.— 1°. I] résulte du corollaire, 
n° 33, combiné avec la proposition VI, n° 7, que les trois 
points P, #, fsont en ligne droite. On a donc ce théorème : 

Une courbe du troisième degré étant composée d’une 

branche infinie et d'un ovale, si, par trois points À, B,C 
pris en ligne droite sur la branche infinie, on mène les 

tangentes à l’ovale, on aura six points de contact distri- 

bués, trois partrois, dans deux régions distinctes de l’ovale; 
et si l’on joint par des cordes les trois points de contact de 

chaque région, on formera deux triangles qlG, FKp 

dont les côtés iront se couper, deux à deux, sur la branche 

infinie, en trois points f, K,P, situés en ligne droite. 

Ces triangles sont donc homologiques, et l’on en conclut, 

d’après une propriété bien connue due à Desargues, que 

leurs sommets sont placés, deux à deux, sur trois droites 

concourantes en un même point. Ces droites pq, LK, GF 
ne sont autre chose que les cordes de contact relatives aux 

trois points donnés À, B, C. On a ainsi une démonstration 

très-simple du théorème suivant, énoncé par M. Chasles 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, année 1854), et 
dont M. Padula a donné une solution analytique : 

Une courbe du troisième degré étant composée d’une . . , . . . branche infinie et d'un ovale, si par trois points de la
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branche infinie on mène les tangentes à l’ovale, les trois 
cordes de contact passent par un méme pornt. 

Je ferai remarquer qu’on pourrait encore déduire ce théo- 

rème du précédent, en s'appuyant sur la proposition 359 de 
la Géométrie supérieure. Le théorème de Maclaurin donne 

aussi, au moyen d’un raisonnement entièrement semblable 

à celui qui précède, un second théorème analogue à celui 
de M. Chasles, et qui est ainsi conçu : 

Une courbe du troisième degré étant composée d'une 

Branche infinie et d'un ovale, si l'on prend trois points en 
ligne droite sur la branche infinie, et que par l’un d'eux 
on mène deux tangentes à l’ovale, tandis que par les deux 

autres on mène, respectivement, deux tangentes à la 

branche infinie, les trois cordes de contact aïnsi déter- 

minées passent par un même point. 

2°. La fig. 11 représente un hexagone inscrit qLGpKF; 
on a donc ce théorème : 

Si un hexagone a ses sir sommets et deux des trois 

points de coñcours de ses côtés opposés sur une courbe du 

troisième degré, le troisième de ces points de concours est 
aussi sur la courbe. 

C’est une extension du théorème de Pascal sur l'hexagone 

inscrit aux coniques | Aperçu historique, page 149 (*) |. 

Mais il n’a pas, dans la théorie des courbes du troisième 

ordre, la même portée que dans celle des coniques. Car, si 

pour ces dernières il exprime une relation générale entre 
six points quelconques de la courbe, c'est-à-dire un de plus 
qu'il n’en faut pour la déterminer, ici il n’établit de liaison 

qu'entre des points dont le nombre est tout juste suffisant 

  

(*) Ce théorème a été présenté, pour la première fois, sous ce point de 

vue, par le général Poncelet dans le Mémoire déjà cité : Analyse des trans- 
veñsales appliquées à la recherche des propriétés projectives des lignes et surfaces 

géométriques, inséré dans le Journal mathématique de M. Crelle, tome VIII, 

année 1832, page 132. 

16
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pour déterminer la courbe, et qui sont, en outre, choisis 
dans des positions très-particulières. 

34. Prorosrrion XVI. — Soient F et G (fig. 10) deux 
points d'une courbe du troisième degré tels, que les tangen- 

tes en ces points se coupent en À sur la courbe. D'un autre 
point quelconque P de la courbe, qu'on mène les droites 
PF, PG sécantes en K etL; si l’on joint FL et GK, ces 

droites se couperont sur la courbe. De plus, les tangentes 
en K et Let celles en P et Q se couperont, respectivement, 

sur la courbe ën B et C, de telle manière que les trois points 

À,B, C seront en ligne droite. 

En effet, soient menées la tangente en P, qui coupe la 
courbe en C, et AC qui la rencontre en B; les droites BK, 

BL seront, en vertu de la proposition précédente, tangentes 
aux points K et L. Supposons que LF coupe la courbe en Q; 

si GK ne passe pas par ce point Q; elle coupera la courbe 

en un autre point g. Donc, puisque les trois points L, F, Q 
sont en ligne droïte, et que les tangentes en L et F sont sé- 
santes en Bet À , il résulte de la proposition VII que la tan- 
gente en Q passera par C. De même, les points G, K, q 

étant en ligne droite, et les tangentes en G et K étant sé- 

cantes en À et B, la tangente en g passera par C, Les deux 

droites CQ, Cg sont donc toutes deux tangentes à la courbe, 

et comme elles sont issues du même point C, les points Q 
et g coïncident. S'il en était autrement, on pourrait {pro- 

position VIII) mener du point C plus de quatre tangentes 

à la courbe. En effet, soient A f et Ag les tangentes en. f 

et g issues du point À ; joignons Lf et Lg qui coupent la 

courbe en met 73 les droites Cmet Cn seront tangentes en 

met n. On aurait ainsi cinq tangentes issues du point C, 
savoir: CP, CQ, Cm, Cn, Cg; ce qui est en contradic- 
tion avec le corollaire IT de la proposition XII. 

35. Corollaire I.—-Sïle point P estdonné , ainsi que deux 
points F et G, tellement choisis, que les tangentes en ces
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points se coupent sur la courbe, on connaît le point dela 
courbe Q où vontconcourir les cordes FLet GK. Si l’on mène 
par le point P une transversale quelconque PRV qui coupe 
la courbe en R et V, puis les droites QR, QV qui la rencon- 

trentenretv, les points P,r, v seront en ligne droite ; car on 
a vu que les tangentes en P et Q se coupent sur la courbe (*). 

36. Corollaire II. — Si l’on prend quatre poinis F, G, 

K, L sur une courbe du troisième degré, de manière que les 
tangentesén F et G et celles en K et L se rencontrent, deux à 
deux, sur la courbe, les'cordes de contacts inverses FK et 
GL, FL et GK se couperont aussi sur la courbe. 

37. Proposirion XVII. — Soient F et G deux points 

d'une courbe du troisième degré (fig. 10) tels, que les tan- 
gentes en ces points se coupent sur la courbe, et quatre 

autres points L, K, f,g, tels, que les droites LF et GK, 
Ffet Gg se coupent, deux à deux, sur la courbe. Les 
droites Lf et gK, Lg et Kf se couperont aussi, deux à 
deux, sur da courbe. 

En effet, les tangentes en f'et g et celles en K ét L sé 

coupent, deux à deux, sur la courbe, en vertu de la propo- 
sition XV (**). Donc, en appliquant le deuxième corollaire 
de la proposition XVI, le théorème est démontré. 

38. Lemwe.— Trois droites IC, Het CH (fig. 12, PI. V) sont 

  

{*) La démoristration peut être complétée éomme il suit. Quand le point 

À se meut sur la courbe, le point Q y demeure immobile, tant que P 

est ün point fixe, puisque le point Q est le point de contact de la tangente, 

menée du point C, léquel dépend uniquement de la position du point P. 

Si A se confond avec P, les lignes LF et GK coïntident entre elles et avec la 

corde de contact F'G' relative au point P: Ainsi les points Q et P de ja fig. 10 

réprésentént ici les points H et À de là fig. 8, et ils jouissent de toutes les 

Propriétés de ces dérniers , notamment de celle énoncée dans le corollairé 

dela proposition XITI, Cette propriété démontre le théorème du torollaire F, 

n° 55. 

(**) Le point Rjoue; à l'égard des déux et g, le même rôle que P à 

l'égard de K ét L. (Notes du traducteur.) 

16.
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données de position, ainsi que trois points F, G,S situés 

en ligne droite. On prend un point Q sur IC; on joint QF 

qui rencontre IH en L, et QG qui rencontre HC en P; on 

joint FP, puis SL qui coupe FP et QP en K et N. Ces 

points K et N seront sur deux droîtes déterminées. 

En effet, joignons IN, qui coupe GS en 77, et par le ; JOIS > 4 P ; P 
point N menons parallèlement à FS, une droite qui coupe 

IC, IHet LQ en x,u,r; FG rencontre IC, IHet HCena, 
b, h. Puisque 

Nx _Ga NY SF 

Nr GF ° Nu 56 
on aura 

Nx _ma _Ga.SF 
Nu = mb = GF. 86 — COnSt- 

Le point "est donc déterminé et par suite la droite IN». 

On prouverait de même que le point Æ est déterminé de 
position. . 

39. Corollaire. — Si les points S et G coïncident 
(fig. 12 bis), le point m se confond avec le point G. Joi- 
gnons donc IG qui coupe HC en D, et CF qui coupe HlenE,; 

la droite DE sera le lieu de K, point de concours des 

droites GL et FP (*). | 

40. Proposition XVIII. — Soit PGLFQK un quadri- 

  

(*) Voici une démonstration de ce corollaire, directe et indépendante du 

lemme. Quatre droites FQ (fig. 12 bis) issues de F, ont leur rapport anhar- 

- imonique égal à celui des quatre droites correspondantes GQ, issues de G, 

puisque ces droites se coupent, respectivement ; sur IC. Donc quatre points L 

ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points correspon- 

dants P. Donc le faisceau des droites FP, qui a son sommeten F, est homo- 

graphique avec le faisceau des droites GL, qui a son sommet en G. Or ces 
deux faisceaux ont un rayon commun suivant FG (ce qui arrive quand le 
point Q est en a). Donc l'intersection K de deux rayons homologues décrit 
une droite qui passe en P et E, parce que les deux points sont eux-mêmes 
les intersections des rayons homologues GE, FC et FD, GI. 

(Note du traducteur.)
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latère complet inscrit (fig. 13), dont les six sommets s’ap- 
puient sur une courbe du troisième degré dans les condi- 
tions indiquées à la proposition XVI. Qu'on mène les 
droites IC, CH, HI tangentes en trois des sommets ©, P,L, 

non situés en ligne droite. Enfin qu'on joigne IG, qui 

coupe en D la tangente CH, et HF qui coupe en E la tan- 

gente CI. Les points D, K, E seront situés sur une droite 

tangente à la courbe au point K.. 

En effet, supposons que les droites QEL et FKP pivo- 

tent autour du pôle F, et les droites LGP et QKG autour 
du pôle G, tandis que les points Q, L, P glissent le long des 

tangentes QI, LI et PC; alors le point K se mouvra sur DE, 
en vertu du corollaire précédent. Supposous que les points 

Q, D, P, soient précisément les points de contact des tan- 
gentes QI, LI et PC, le point K sera lui-même un point de 
la courbe, en vertu de la proposition XV. Si les points 

Q, L, P éprouvent alors un déplacement infiniment petit 

le long des tangentes, ils ne cesseront pas de se trouver sur 

la courbe ; le point K s’y trouvera aussi, et dans une posi- 

tion infiniment voisine de celle qu’il occupait. Il aura donc 
marché sur la courbe suivant la tangente : mais il n’a pas 

cessé d'appartenir à la droite DE; donc cette droite est pré- 

cisément la tangente au point K. 
M. Corollaire T.— De même, si les droites AF et AG, 

tangentes en F et G, rencontrent en .M et N la droite IH 

tangente en L, la droite MP coupera en 4 la tangente AG, 

et la droite QN coupera en e la tangente AF; la droite de 

passera par K et touchera la courbe en ce point. Les quatre 

points D, d, e, E seront donc sur une même droite. 

Remarque du traducteur. — Ce corollaire donne lieu au 
théorème suivant : 

Étant donné un quadrilatère complet, dont les six som- 
mets s'appuient sur une courbe du troisième degré, si l’on 
mène les tangentes en quatre de ses sommets, choisis de
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manière que trois ne soient pas en ligne droite, on for- 

mera un quadrilatère circonscrit dont les diagonales ren- 
contreront la courbe aux points où se croisent les côtés 
opposés du quadrilatère inscrit. 

C’est encore la généralisation d’un théorème relatif aux 

coniques. ° 

42. Corolleure IT. — Deux points quelconques C et B 

étant pris sur la courbe, si de chacun d’eux on mène deux 
tangentes, savoir : CQ et CP du point C, BL et BK du 

point B, tangentes qui se coupent deux à deux aux points 
LH, E, D; alors il arrivera que les droites LQ et EH, 

LP et ID se couperont deux à deux sur la courbe aux points 
F'et G. Et les tangentes en F et G se couperont aussi sur 
la courbe en un point A de la droite BC. ( Ceci résulte des 
propositions XVI et XVIIE.) 

43. Corollaire LIT. — Étant donnés trois points appar- 
tenant à une courbe du troisième degré et situés en ligne 
droite, ainsi que deux tangentes issues de chacun d’eux, on 

peut, en vertu de la proposition XVIIT, déterminer six 

points de contact. Soient À, B, C troïs points de la courbe 

situés en ligne droite, et AM, AN, BMI, BDE, CD, CE, 

six tangentes issues, respectivement, de ces, trois points, 
et se coupant mutuellement, comme l'indique la figure, 

aux points M, N,e, d; H, D, k,c; LE, n, im, Joignons 

Ne, Md, ID, EH, mh et nc; ces droïtes couperont, respec- 

tivement, les tangentes CI, CD, AN, AM, BH et BE aux 
points de contact Q, P,G, F,L et K. La construction de 
la courbe est donc déterminée. Cependant le problème ad- 
met plusieurs solutions, c'est-à-dire qu'il y a plusieürs 
courbes du troisième degré qui passent par les trois points 
A, B, C et qui touchent Les six droites données; ces courbes 
sont en nombre déterminé. En effet, qu’on mène les droites 
Ne, Md, ID, EH, #c et mh, qui coupent en Pr $ 8,1% 
les tangentes CD, CE, AM, AN, BM et BD. La courbe du
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troisième degré satisfera aux conditions du problème en 
touchant les droites CD et CE, soit en P et Q, soit en p et g; 
les droites AM et AN, soit en F et G, soit en f'et g; et les 

droites CD et CE, soit en L et K, soit en Z'et k. Il est donc 
prouvé qu'il y a plusieurs courbes du troisième degré qui 

satisfont aux conditions proposées, mais elles sont en nom 
bre déterminé, et par conséquent le problème est lui-même 
déterminé (*). 

44. Corollaire IF. — Étant donnés deux points À et B 

d'une courbe du troisième degré, ainsi que quatre tangentes 
AM, AN, BM et BD et trois de leurs points de contact F, 

G, L, on connaît tout de suitele quatrième K, où la tangente 
BD touche la courbe, En effet, les droites Ne et LF con- 
courent en Q et la droite QG coupe la tangente BD au point 
K où celle-ci coupe la courbe. On connaît aussi P, point de 

concours des droites LG et M4. Remarquons que ce point P 
est aussi le point de concours des droites Mdet FL, c’est-à- 

dire qu’il est nécessairement le point de concours commun 

des trois droites LG, Md4eiFK. En effet, soit MedN un 

quadrilatère circonscrit quelconque; soient pris les points 
Q et P sur les diagonales Ne et M4; la droite QFL coupera 

les côtés opposés Me et MN en F ei L; PL coupera le côtéN d 

en G, et QG coupera le côté de en K; et! il résulte de ce 
qui précède (proposition XVI) que les points F, L, P sont 

en ligne droite (**). Il est donc prouvé que la condition im- 
  

(*) Le problème admet huit solutions différentes. (Note du traducteur.) 

(**) On peut démontrer plus directement que les points F, K,P sont en 

ligne droite, ainsi qu’il suit, Soit Q le point de rencontre de la courbe par 

la droite LF qui joint deux points de tangence, pris dans les deux systèmes 

À et B. Si l’on joint QG, cette droite coupera en K 4a tangente donnée BK, 

et ce point K sera le point de contact de BK, puisque, d’après la propo- 
sition XVI, QG et BK doivent se couper sur la courbe au point de tangence 

de cette dernière droite, et la même proposition prouve que les cordes LG 

et FK se coupent en P sur la courbe, Done, etc. (Ici, c’est le point Q qui 
juue le rôle du point P dela proposition XVI, et réciproquement.) 

{Note du traducteur.)
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posée aux trois droites LG, Md et FK de passer par un 

même point n "implique aucune contradiction et qu'elle ne 

rend pas impossible la solution du problème. 

45. Prorosrrion XIX.— SoientD, E, F (fig. 14) trois 

points d'une courbe du troisième degrésitués en ligne droite 

et tels, que les trois tangentes menées en ces points sotent 

parallèles. Soit pris sur DF le point P tel, que 2 PF soit la 

moyenne harmonique entre PD et PE. Toute transversale 

issue du point P coupera la courbe en f, d, e de telle ma- 

nière qu'on aura toujours 2 Pf moyenne harmonique entre 

Pdet Pe. L’énoncé suppose d’ailleurs que les points d et e 
sont d’un méme côté du point P, et f du côté opposé. 

En effet, si les tangentes DK, EL, FM coupent df en 
K,L,M, on aura {voir l'Iatroduction , n°5) 

Soit menée Qg, parallèlement aux tangentes, par le point 
Q qui, avec le point P, divise harmoniquement le segment 
FD, de sorte qu’on ait 

PE _ PD 
EQ  DQ 

et supposons que Qg coupe fd en g, on aura 

J 2 1? + ï 

Pg PK ‘PL 

Le second membre de l'équation ci-dessus devient donc 
» , I 2 . 
égal à — Pg Mais on a 

PM 

—Pre, 
= PF” 

et, par hypothèse, 
2PF — PQ, 

2PM = Pg.
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Donc le second membre de l’équation est égal à 

PM — PM = 90; 

donc 

Li ï I 

PF pd t Pe 

donc 2Pf est moyenne harmonique entre P 4 et Pe. 

/ G. Q. F. D. 

46. Corollaire I. — Joignons DA et Ee qui se coupent 
en V; les droites VQ et Ffseront parallèles, et si r est le 

point de rencontre de VQ et de fd, on aura 

I 
Pf— sPr. 

En effet, PD est divisée harmoniquement en E et Q, par 

hypothèse ; donc Pd est aussi divisée harmoniquement en e 

etr; donc 

2 I 1 I I 

+ =; Pf— Pr; 
Pr Pda Pe  Pf’? F 2 

et, comme 

I 
PF= = PQ, 

il s'ensuit que F f est parallèle à VQ. 

47. Corollaire IT. — De même, si l’on prend sur la 
droite DF un point p tel, que 2pD soit la moyenne harmo- 
nique entrepEet pF, toute transversale , issue du point p, 

coupera la courbe en trois points tels, que le segment in- 

tercepté par la courbe sur cette transversale d’un côté du 

point p sera toujours égal à la moitié de la moyenne harmo- 
nique des deux segments interceptés del’autre côté dupointp. 

48. Lemme. — Par le centre de gravité d'un triangle 

soit menée une transversale qui rencontre en trois points 

ses trois côtés. Le segment intercepté sur celte droite d'un 

+
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côté du centre de gravité sera toujours égal à la moitié de 
la moyenne harmonique des deux segments situës du côté 
opposé. 
Soit P (fig. 15) le centre de gravité du triangle VTZ, dont 

les côtés sont coupés en F, D, E, par la transversale PF ; 
il faut prouver qu’on a 

11,0 
PF  PD PE 

En effet, par le point P menons, parallèlement au côté VZ, 
la droite MPL qui coupe les côtés VT et ZT en L et M et qui 
coupe en N la droite VN parallèle au côté ZT. On a 

MP—PL et TL= 2VL. 

Les triangles semblables TLM , VLN donnent donc 

LM—2£2N, 

d'où | 
LN—=LP et PN—2PAM, 

d'où 

PK = 2PF. 

Mais de ce qu’on a PL = LN et VE parallèle à PN, il en ré- 
sulte que les droites VP, VL, VN et VE forment un faisceau 

harmonique. Donc les points P, D, K, E sont en rapport 
harmonique, et l’on a la relation 

1 1 2 1 
PH TPE PK PF 

qu'il s'agissait de démontrer. 
49. Prorosirion XX.— Sorent données trois tangentes 

VT, VX, TZ (fig. 16) à une courbe du troisième degré, 

de telle manière que les trois points de contact se trouvent 

sur une même ligne droite passant par le centre de gravité 

du triangle VTZ formé par ces trois tangentes. Toute 

transversale menée par le centre de gravité, couper la
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courbe, d’un côté en c, et du côté opposé en a etb, de 
telle sorte qu’on aura toujours 2 P c moyenne harmonique 

entre Pa et Pb. 

En effet, supposons que P c rencontre les côtés du trian- 
gle VTZ en f, d, e, et coupe en # la droite VN parallèle 

au côté TZ; on aura 

2Pf—PE#, 

d'où 

t 2 Es ï I ï 
SR = tu du i — + — — — PF PA = {en vertu du emme) = + = tp pe 

1 , ’ 
+ Pf (en vertu du théorème démontré dans l’Intro- 

duction , n° 5). 

Donc 

1 x I 

Pc Pa Pb? 
c'est-à-dire que Pc est moitié de la moyenne harmonique 

des segments Pa et P&. C. Q. F. D. 

50. Prorosirion XXI.—Sorent V (fig. 17) un point dou- 
ble d’une courbe du troisième degré; VT et VZ les tan- 

gentes en ce point, qui sont coupées en T etZ par la 

droite TZ tangente au point F quiesttel, qu'on a FT—FZ. 

Qu'on joigne FV, sur laquelle on prend FP = 3EV. Une 

transversale quelconque issue du point P coupera la courbe 

en © d'une part, et en a et b de l’autre, et 2 Pc sera tou- 

jours la moyenne harmonique des segments Pa et Pb, 
c’est-à-dire qu ’on aura la relation 

I E 
+ 

I 

En effet, puisque Fest le milieu de TZ et que PF— 5 FEV, 

P est le centre de gravité du triangle VTZ. P se trouve
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d’ailleurs sur la droite des contacts FV. Donc le théorème 
résulte de la proposition XX. 

51. Corollaire I. —Si l’on joint Va, Vb, Fc, le point P 
sera aussi le centre de gravité du iriangle 2 V7, formé 
par ces trois droites , et aussi celui du triangle fx formé 

par les tangentes en a, b, c. Si Va et Vb coupent Fc 
enmetn, on aura donc toujours 

Fm=Fa(*). 

92. Corollaire IT.— La droite VE parallèle à Fcdivise 

la droite Pab harmoniquement au point k, et la droite kx, 

qui joint ce point À au point de concours x des tangentes 

ena et b, est parallèle à la tangente cy au point c (**). 

53. Corollaire III .— Etant donnés les deux pointsæerc, 

où la courbe est coupée par une transversale quelconque 

issue du point P, le troisième point à est déterminé. En 

effet, les droïtes Va et Fc se coupent en #2; si l’on prend, 

(*) En effet, si l’on mène VK parallèle à Fc; puisque PV = 2PF, on aura 

P4 = 9 Pc; donc PE = _ + Fr les droites VP , Va, VK, V b forment donc 

un faisceau harmonique , coupé en nFm et par la transversale Fc paral- 

lèle au rayon VK; done Fn = Fm. Ainsi P est le centre de gravité du 

triangle mn V. On voit aussi, par la réciproque de la proposition XX, que 

P est le centre de gravité du triangle formé par les trois tangentes en a,b,c; 

car, 19 ce point se trouve sur la droite qui joint les trois contacts, et 29 la 

transversale FPV, menée par ce point est telle, que 2 PF — PV, c’est-à-dire 

FE = 5v + sv ce qui exprime la propriété énoncée par la proposition XX. 

(Note du traducteur .) 

(**) Pour démontrer cette dernière proposition, considérons les quatre 

droites xP, ra, xk, xb, qui coupent la transversalé y ene, f,g,h. Ces 

quatre droites forment un faisceau harmonique, puisque les points P, «, 

k, b, sont en rapport harmonique. Donc les points k, e, f, g sont aussi 

en rapport harmonique. Mais ke = ef, puisque P est le centre de gravité du 

triangle fhr, formé par les trois tangentes en 4, b, e (Corollaire 1); donc 

le point gest à l'infini. Donc xk est parallèle à cy. C. Q F. D. 

(Note du traducteur.)
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de l’autre côté du point F, Fr— Fm, la droite Va cou- 
pera Pa au point cherché 8. 

54. Prorosirion XXII. — Par un point quelconque P 
soit menée une droite parallèle à l’asymptote des branches 

infinies de la courbe, et qui la rencontre en a et c. Soit 

menée par le méme point une transversale quelconque qui 

coupe la courbe en D,E, F', et qui rencontre respective- 
ment,enk,metl, les tangentes menées aux points a et c 

ct l’asymptote dela courbe. Si les points D,E, k,1,m, 

sont d’un méme côté du point P, et F du côté opposé, on 
aura 

I _ I + Ï I I 1 

PT  PD PE PF P4 Pr 

relation dans laquelle on devra changer les signes des 

segments, quand ils se trouveront, par rapport à P, dans 

des positions contraires à l'hypothèse qui est faite dans 
l'énoncé. 

Cette proposition est une conséquence du théorème dé- 

montré à l'Introduction ,n° 5. Ce théorème donne, en effet, 

1 Lt ï 

P 

1, 1, ! 

Pm É PF PA Pi Pm PD 

55. Corollaire I. — Si PD passe par le point de con- 
cours des tangentes ak et cm, et qu’on prenne sur cette 

droite le segment PM égal à la moyenne harmonique entre 

les segments PD, PE, PF, on aura 

3 2. 

PM  Pé4’ 
on! 

P! 

2 
donc 5 PM sera la moyenne harmonique des segments Pet 

1 . . 
5 Pk. Et s’il arrive que les tangentes ak et cm concourent 

au point M (auquel cas PZ — PM), lasymptote passera 

aussi par le point M.
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86. Corollaire LI. — Dans le cas de la proposition XIX 
(fig. 14), où les trois points de contact sont en ligne droite 

et les trois tangentes parallèles, que l’on prenne le point P 

comme il ést dit dans cette même proposition. Si aPc est 
une parallèle à l’asymptote et si les tangentes ak et cm ren- 
conirent PD en À et mn, on aura 

Lu 
PI  P4 Pm 

(parce que, dans ce cas, 

1 2 I LL or Le, 
PD PE PF ? 

en vertu de cette même proposition), c’est-à-dire que P 7 
est égal à la moitié de la moyenne harmonique entre P4 

et Pm. Mais si les tangentes À £ et Cm concourent (comme 
dans la figure) au même point de Pd, on aura 

P/— P4. 

» 

Enfin la relation de la propôsi tion XIX 

1 Lo 
Pf— Pad ‘ Pe’ 

. qui sera ici (pour la transversale a Pc) 

+ 

8|
- o 

I I 

PF. Pc 

prouve que Pa—=?Pe. 

57. Corollaire TIT. — On peut faire une remarque sem- 

blable dans le cas de la proposition XX où trois points de 

contact D, E, F (fig 16) sont sur une même ligne droite qui 

passe par le centre de gravité P du triangle circonserit VTZ. 

Si l'on preud là transversale aPc parallèle à l’asymptote, 

et s'il arrive alors que les tangentes en a et c soient toutes 

deux parallèles à La corde des contacts DP, l'asymptote sera
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à l'infini (*), et la courbe aura, par conséquent, une bran- 
che parabolique. 

58. Corollaire IP, —Lesdonnées étant lesmêmes quedans 
la proposition XXI, soient (fig. 19) c Pa une transversale 
parallèle à l’asymptote, ket m les points de rencontre de VF 
par les tangentes en & et en c; on a 

x L ï 

Po PAT Po 
Si la courbe a un diamètre, ce diamètre passe nécessaire- 
ment par le point double V et par le point F, milieu de la 
tangente TFZ. Prenons donc de F vers V, FP — LFV; me- 
nons cPa parallèle à l’asymptote, ainsi que la tangente ak 
qui coupe le diamètre en k. Puis, de l’autre coté du point P, 
prenons P!— + Pk; la droite menée par le point Z parallèle- 
ment à la tangente TZ, conjuguée au diamètre, sera l’asymp- 
tote de la courbe (**), Et si ak est parallèle au diamètre, 
la courbe à une brânche parabolique. 

  

(*) En effet, puisqu'on se trouve dans les conditions dela proposition XX, 
on a 

I D \ 

PD Ÿ PE PF 
et Ta relation générale de l’article 84 devient simplement 

— O0, 

1 1 1 
TPITFK Pr 

Or les points K et { sont, par hypothèse, à Vinfini: Donc 
PI . ' 

€. Q. F. D. 
(*} En effet, dans ce cas, les points K ét #3: coïncident, et la relation 

ci-dessus devient 

1 2 

PL PK? 
d’où 

Pi 2 pK, 
2 

Donc aussi, si la tangente aK est parallèle au diamètre, l’asÿmptote est à 
linfni, 

« 
L’asymptote peut se déterminer d’une manière plus générale par la règle 

suivante due à Newton. Supposons qu'une transversale quelconque PD,
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59. Proposirion XXIII. — D'un point quelconque D 
(fig. 20) d’une courbe du troisième degré, soient menées 
deux transversales quelconques DEL, DAB qui coupent la 
courbe en E ell, À etB. Soient menées les tangentes AK, BL 
qui coupent DE en Ket en L. Soit pris DG moyenne har- 
monique entre les segments DE, DI; puis DH moyenne har- 
monique entre les segments DK, DL. Soit encore pris DV 
moyenne géométrique entre DG et DH ; soit menée, paral- 
lèlement à la tangente DT, le droite VQ qui coupe DAB 
en Q. Soit enfin R le point où la droite DE est coupée par 
le cercle osculateur au point D; le segment QV sera une 
moyenne proportionnelle entre les segments HG et 2DR. 

En effet, on a, en vertu du théorème demontré au n° 10 
de l'Istroduction , 

QV? 1 I Lo 7 2 2 — = —© + — — 
DV:.DR DE DI DK DL D H 

__2DH—2DG 2HG * 

7 DG.DH  Dv:”? 

parce que DV? — DG.DH par construction. Donc 

QV = HG.2DR. C: Q. F. D. 

60. Corollaire I. — Supposons donc que sur DEon prenne 
Dr troisième proportionnelle aux segments HG et 5 QV: 
puis, qu'on mène par le point r une perpendiculaire à DE: 
cette perpendiculaire coupera la normale DO (menée à la 
courbe en D) en un point O qui sera le centre du cercle os- 
culateur. Si les points E, I, K, L, sont tous du même côté 
  

menée par le point P, coupe la courbe en D, E, I. PB étant parallèle à 
l’asymptote, et M étant le point où cette asymptote coupe la transversale PD, 
on a, en vertu du théorème cité à la proposition IV et démontré dans 
Plntroduction, 

L I ï ï ï I 

PR PL TPM PDt PE * pr 
relation qui détermine le point M. (Note du traduetcur. }
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du point D, DH sera plus grand ou plus petit que DG, selon 
que la moyenne harmonique entre les segments DK et DL 

interceptés par les tangentes, sera plus grande ou plus petite 

que la moyenne harmonique entre les segments DE et DI, 
interceptés par la courbe. 

61. Corollaire II. —Si DA est la bissectrice de l'angle 
EDT, on aura . 

QV—=DV et 2GH.DR = DV'=DG.DH. 

Donc on a, dans ce cas, 

HG_ DH 
DG 2DR 

62. Corollaire TII.—S; la transversale DA tourne autour 
du pôle D, la droite DE restant la même et par conséquent 

aussi le segment HG, la différence des moyennes harmoni- 

ques DH et DG augmentera ou diminuera comme le carré 
. . QYV? , 

de VQ. Car la quantité de demeure constamment égale au 

double de la corde fixe 2DR. 

63. Corollaire IF. — Si l’une des tangentes BL et AK 

(fig. 21), BL par exemple, est parallèle à DE ; qu’on mène, 
parallèlement à la tangente DT, les droites GX et KZ qui 

rencontrent AB en X et Z; on aura 

  

  

GX-RZ 1 1 1 _(*) 2 1 _2DK —DG 

DG.DK.DR DE Di DK PDG DK  DK.DK 

Donc 

GX.KZ # 2DK—DG GX 
DR = 2DK — DG et KZ EG 

(*) C'est l'équation ci-dessus QT = dans laquelle on prend 
DVi.DR 772 

GX Z 
CD et gn pour SE et où on fait SE = = = 0. 

{ Note du traducteur.) 
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Si la tangente AK devient, à son tour, parallèle à DE (ce 
qui peut arriver dans les courbes du troisième degré), il 
viendra 

DG GX 
GX  2DR° 

car, dans ce cas, 

GX __ 2 

DG'.DR  DG’ 

puisque 

ë …. E … 

RS = 
Donc 

GX'=DG.2DR. 

64. Corollaire P.— Si DE est parallèle à l’asymptote, et, 
par conséquent, ne coupe la courbe qu’en un seul point E 
autre que D, et si en mème temps la tangente DL est pa- 
rallèle à l'asymptote, on aura 

KE _EY 
KZ ER 

ÆEn effet, on a dans ce cas (fig. 22) 

2 1 1. 
DG DE 

donc 
DG=—2DE et GX —2EY. 

L'équation . 
2 DK — DG GX 
7 KZ TDR 

devient ainsi celle qu’il s’agit de démontrer. 
65. Corollaire VI. — Si D est un point d’inflexion , le point H coïncidera avec le point G, ceci résulte de la pro- position IX, corollaire 1; HG S'évanouissant, on aura DR infiniment grand. Donc la courbure au point d'in-
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flexion est infiniment petite, comme on le prouve par 
d’autres considérations. . 

66. Corollaire VII.—Soient V { fig. 23)un point double ; 
DA une parallèle à l’asymptote. 

Supposons que les droites VQ, HZ, parallèles à la tan- 
gente DT, coupent la droite DA en Q et Z ; que DV coupe 
l’asymptote en L, et que DH soit la moyenne harmonique 
entre DK et DL. On aura 

2VH  VQ 

EN DR . 

Si DA est bissectrice de l’angle TDV, on aura 

De (+) DV 2VH ” 
67. Prorosirion XXIV.— Soit D (fig. 24) un point quel- 

conque d'une courbe du troisième degré ; À le point où la 
tangente en D rencontre la courbe. Soient DS le diamètre 
du cercle osculateur, lequel diamètre coupe la courbe en A 
etB;K et L les points où DI est coupée par les tangentes 
en À et B. Qu'on prenne DH moyenne harmonique entre 

  

(*) L'équation 

. Q'V# 1 1 L) 

+ DV DR DE bi (5Kk Ÿ DE 

  

Lie : 
s, 

devient ici, "en remarquant que 

Lo … QV_QV _EN 
Pat cc DV DV DH 

et que : Fe. À 

DE=DI= pv, QEHN 1 ft 1 \_2(DH—DV)" HV. DV DH DR DV DH DV.DH DV.DH 
d’où 

2HV _ VQ 
EN DR 

Si DA est Ja bissectrice de l'angle TDV, QV = DV et HN = DH; l’'équa- 
tion devient . 

2VH DV 

DH DR 
(Note du traducteur.)
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DH et DL, puis DV tel, qu'on ait 

DV DH . 
DI 2D1 — DH? 

la variation de la courbure sera en raison inverse du rec- 
tangle SD.DV; et si l'on joint VS, la variation du rayon 

de courbure sera proportionnelle à la tangente trigono- 
métrique de l’angle DNS. 

En effet, d’après un théorème de l'Introduction, n° 42, 

la variation de la courbure est proportionnelle à 

1 Ë È ï I I 2 

Ds > (ox + w—m)=5#" (5-5) 
1 2DI—DH 1 

DS DH.DI — DS.DV 
Quant à la variation du rayon de courbure, elle est, en 
vertu du théorème (13) de l’Introduction, proportion- 

ps 
nelle à 5° © par conséquent, proportionnelle à la tangente 

de l’angle DVS. On à vu aussi dans l’Introduction comment 
‘on pourra déterminer la parabole osculatrice, c’est-à-dire 

la parabole ayant au point D même courbure et même va- 

riation de courbure que la courbe. 
68. Corollaire. — Si la tangente 

à la tangente DT, on a 

DI DK 

     
  

es 

    
(*) Car on a alors 

2 
Di = ÜK 

et la relation 

devient 

2%
 

C
S
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Si la seconde tangente AK est aussi parallèle à DT, on aura 
DV —DI (puisque DH est alors infini), et la variation de 

la courbure sera proportionnelle à . Si, dans ce cas, 
4 

DS.DI 
DT est parallèle à l’asympiote de la courbe (fig. 26), la 
variation de la courbure est nulle. Donc, de même que la 

variation de la courbure est nulle à l'extrémité des axes des 

sections coniques, de mème, dans les courbes du troisième 

degré, cette variation est nulle à l’extrémité. des diamètres 
qui coupent à angle droit leurs cordes conjuguées. 

Scolie. — Il existe encore plusieurs autres théorèmes rela- 
tifs aux tangentes et à la courbure des courbes du troisième 
degré. Soient, par exemple (fig. 27), F et G deux points tels, 

que les tangentes en ces points se coupent en À sur la courbe. 
Qu'on prolonge FG jusqu’à la rencontre de la courbe en H. 
Soit TAC la tangente en À .Qu'’on fasse l'angle FAN = GAT 
de l’autre côté des droites FA, GA. Soit enfin N le point de 
rencontre de AN et de FG. Si les cercles osculateurs en F 

et G coupent respectivement la droite FG en B et b, on 

aura 

= NF.FH 

TNG.GA 

Etc. 
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