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PRÉFACE. 

L'Ouvrage dont je publie aujourd’hui le premier Volume 

est consacré à l'exposition d’une théorie qui irouve son ori- 

gine dans les travaux de Lamé, mais qui, dans ces derniers 

temps, a été l'objet d’un assez grand nombre de recherches. 

Dans les Leçons sur la théorie des sur faces, j'avais déjà 

fait connaître, d’une manière incidente, différentes pro- 

priétés des systèmes triples orthogonaux et des coordon- 

nées curvilignes; mais j'avais réservé le développement 

régulier et systématique des théories qui se rattachent à 

ce beau sujet pour le nouveau Traité dont je commence 

aujourd’hui la publication. 

Mes collègues, MM. C. Guichard, professeur à l’'Univer- 

Sité de Clermont, et E. Cosserat, professeur à l'Université 

de Toulouse, ont bien voulu m'aider dans la correction des 

épreuves et me prêter leur dévoué concours pendant lim- 

pression; je tiens à leur faire agréer, cette fois encore, mes 

bien vifs et bien sincères remerciments. 

G. DARBOUX. 

Paris, 21 novembre 1897.   
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LIVRE [L 
L'ÉQUATION DU TROISIÈME ORDRE. 

CHAPITRE I. 
LES FAMILLES DE LAMÉ. THÉORÈME DE DUPIN ET SA RÉCIPROQUE. 

Équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les paramètres «, 8, y de 

trois familles orthogonales, considérés comme fonctions des coordonnées recti- 

lignes æ, y, s d’un point de l’espace. — Application du théorème de Cauchy : 

on peut déterminer un système triple orthogonal par la condition que les 

trois familles de surfaces qui le composent interceptent sur une surface donnée 

des courbes données assujetties à la condition de ne pas se couper mutuelle- 

ment à angle droit. — Élimination de deux des trois paramètres. L’élimination 

de Fun d'eux conduit immédiatement au théorème de Dupin : « Les surfaces 

qui composent un système triple orthogonal se coupent mutuellement suivant 

leurs lignes de courbure. » — Réciproque de ce théorème : « Si l’on a deux 

familles de surfaces $e coupant à angle droit, suivant des courbes qui soient 

lignes de courbure pour les surfaces de l’une des deux familles, il existe une 

troisième famille complétant le système orthogonal. » — Cetté réciproque permet 

d'établir que le paramètre de toute famille faisant partie d’un système triple 

doit satisfaire à une équation aux dérivées partielles du troisième ordre, qui 

est à la fois nécessaire et suffisante, c’est-à-dire dont toute solution conduira à 

un système triple. — On donne le nom de famille de Lamé à toute famille 

qui fait partie d’un système triple orthogonal. — Pour former l’équation aux 

dérivées partielles du troisième ordre, dont l'existence a été reconnue dès 1866 

D. 1
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par l’auteur, mais qui a été obtenue, pour la première fois, sous forme déve- 
loppée, par M. Cayley, on définit d’abord une opération différentielle 8,9, et] on 

établit quelques propriétés de ce symbole. — On établit ensuite, par un raison- 

nement nouveau, que toute la difficulté du problème des systèmes orthogonaux 

se ramène à l'intégration de l'équation du troisième ordre, que l’on écrit sous la 

forme d’un déterminant très simple du sixième ordre. — Vérification de résul- 

tats obtenus antérieurement par M. Bouquet, relativement aux familles repré- 

sentées par une équation de la forme u—o(x)+4(y)+7(s), et par 

M. V. Puiseux, relativement à un système d’axes particulier. — Forme nouvelle 
et irrationnelle sous laquelle on peut mettre l'équation du troisième ordre, en 

introduisant les dérivées de la fonction H, définie par la relation 

a Ve) + Go) + Ge) HV -\ox) “ \oy 93 

— Indications sommaires sur les caractéristiques d'une équation aux dérivées 
partielles ou d’un système d'équations aux dérivées partielles, dans le cas de 
trois variables indépendantes, et application au problème actuel. On peut tou- 
jours déterminer un système triple orthogonal par la condition que les sur- 
faces (A), qui composent une de ses trois familles, coupent une surface (=) 
suivant des courbes données (C) et aient, suivant ces courbes, un contact du 
second ordre avec certaines surfaces (S), qui contiennent ces courbes, à moins 
que les courbes (C) ne soient des lignes de courbure des surfaces (S), ou que 
les surfaces (S) ne soient orthogonales à la surface (=). Dans ces deux cas 
d'exception, le problème devient impossible ou indéterminé. 

1. Supposons les points de l'espace rapportés à un système 
d’axes rectangulaires Ox, Oy, Oz et considérons trois familles 
de surfaces obtenues en égalant à des constantes trois fonctions 
données &, 8, y de x, y, 3. Pour que deux surfaces appartenant à 
des familles différentes se Coupent partout à angle droit, il faudra 
évidemment que les irois fonctions 4, B, y, auxquelles nous don- 
nerons le nom de paramètres des trois familles de surfaces, satis- 
fassent identiquement aux trois conditions suivantes : 

08 dy 08 07 08 ày 
dx dx dy dy Ÿ 0 0: 
dy da dy da dy 04 T — — — —  ___— Co Où 0x dy dy de ds 
dx 08 da 08 dx 08 
0x 0x y dy dd — 

— O, 

qui constituent un système d'équations aux dér 
titu 

ivées partielles propres à déterminer les fonctions a, $, y 
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Ce système n’est pas de ceux que l’on peut intégrer d’une ma- 

nière complète. Nous en ferons connaître des solutions nom- 

breuses, contenant des constantes, des fonctions arbitraires d’une 

variable en nombre quelconque, ou même une fonction arbitraire 

de deux variables accompagnée de plusieurs fonctions arbitraires 

d’une variable. Mais, si l’on veut conserver une terminologie qui 

a quelque chose d’un peu indéterminé, un théorème général de 

Cauchy permet de montrer que la solution générale du système {1} 

dépend en réalité de trois fonctions arbitraires de deux 

variables. 

Remarquons, en effet, que, si l’on pose 

Kk,— 9 0 _0B dy, 
x 0x dy dy 

__ dy Ôx dy dx 
(2) = 7 Ge dy à” 

0x 08 da 08 

les formules (1) peuvent être résolues par rapport aux dérivées 
da 08 h 

03° 0z° 

eo 2_{/6kK, 4/58 WG dr 5. 
° Ô0z K: Ôz K: ? dz - Ka 

Ces valeurs seront finies et déterminées tant qu'aucune des 
quantités K;, K., K; ne se réduira à zéro. 

Cela posé, supposons que l’on donne les valeurs 3 Po; Yo fonc: 

Lions de deux variables æ et y, auxquelles se réduisent les fonc- 

tions 4, $, y pour une valeur déterminée de z, par exemple pour 
3 = 0; supposons que ces valeurs aient été choisies de manière à 
n’annuler aucune des quantités K,, K:, K: et satisfassent d’ailleurs 

aux conditions bien connues de continuité et d’uniformité que 

nous négligeons d’énoncer. Les équations (3) détermineront, pour 

et nous donnent 

    

. , ._, rs Jet + OX 3 — 0, des valeurs finies et déterminées pour les trois dérivées =’ 
Zz 

dB d, 32° je? ©t, bar suile, d’après le théorème général de Cauchy que 

nous venons de rappeler, il existera des fonctions &, 8, y qui satis- 

feront au système (1) et se réduiront respectivement à &, Bo» Yo 

pour 3 — 0.
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2. Cette proposition d'analyse s'interprète géométriquement 

de la manière suivante : donner les valeurs &o;, fo; Yo de a, 6, y’ 

pourz—0, c’est faire connaître les courbes suivant lesquelles le 

plan des æy est coupé par chacune des trois familles qui doivent 

composer le système orthogonal. Supposer qu'aucune des quan- 

tités K;, Ko, K3 n’est nulle, c’est admettre que ces courbes de 

section ne se coupent pas mutuellement à angle droit. On est donc 

en droit d’énoncer la proposition suivanle : 

On peut déterminer un système triple orthogonal par la 

condition que les trois familles de surfaces dont il doit se com- 

poser coupent un plan quelconque suivant trois familles de 

courbes, assujetties à la seule condition de ne pas se couper 

mutuellement à angle droit. 

3. En substituant à l’une des variables indépendantes x, y, 5 une 

fonction quelconque À de ces trois variables, on reconnaîtra que la 

proposition précédente peut être généralisée et qu’un système triple 
orthogonal est pleinement déterminé si l’on donne les sections, 

non plus par un plan, mais par une surface quelconque, des 
trois familles dont il se compose. Ici encore, la condition pour 

que le théorème de Cauchy soit applicable est que les courbes de 

section appartenant à des familles différentes ne se coupent pas 
mutuellement à angle droit. 

4. Les remarques précédentes, simples conséquences du théo- 
rème général de Cauchy, nous indiquent, d’une manière nette. 

quel doit être le degré de généralité de la solution la plus étendue ; 
et l'on voit que, s’il était possible d'obtenir la solution complète, 
elle devrait avoir le degré de généralité d’une expression, dépen- 
dant de trois fonctions arbitraires de deux variables. Cette solu- 
tion complète, nous l’avons déjà dit, est loin d’être connue ; mais 
l'étude du système fondamental (1) a conduit à différents résultats 
que nous ferons connaître successivement. | 

On peut d’abord, comme on le fait en Algèbre et en Analyse 
essayer de la méthode par élimination et tâcher de réduire l'inté- 
gration du système (1) à la détermination d’une seule fonction. 
Voici comment s'exprime à ce sujet J.-A. Serret dans un Mémoire
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sur les surfaces orthogonales paru; en juin 1847, au Journal de 

Liouville (1. XIT, p. 241). 

« D'ailleurs, si l’on différentie les équations (1) par rapport à 

x, Y, 3 autant que possible et de manière à n’avoir de dérivées 

que jusqu’à l’ordre p inclusivement, on aura, en complant les 

A : , : , +1) (p+2 
équations (1), un nombre d'équations marqué par pp+OGB<N 

et le nombre des dérivées des quanLités 8 et y sera 

+iXp+2)p+3) ,,. 
3 5 

pour que l'élimination de ces dérivées soit possible, il faut que le 

premier nombre surpasse le second, ce qui donne 

p=6 où > 6. 

» Si l’on prend p—6, on aura alors 168 équations entre les- 

quelles on pourra éliminer les dérivées de $, y, et il restera deux 

équations aux dérivées partielles auxquelles devra satisfaire le 

paramètre « de toute surface susceptible de faire partie d’un sys- 

tème triple. Cette dernière circonstance de deux conditions aux- 

quelles le paramètre « est assujetti permet de penser que le 

nombre des surfaces susceptibles de faire partie d’un système 

triple pourrait bien être assez limité. » 

* La phrase qui Lermine cette citation montre combien était peu 

avancée la théorie des équations aux dérivées partielles en 1847. 

Étant données deux telles équations que doit vérifier une même 

fonction, il peut se faire qu’elles n’aient aucune solution com- 

mune ou bien une solution plus ou moins étendue. Pour apprécier 

le degré de généralité de cette solution, il suffit de différentier 

jusqu’à un certain ordre et d'examiner si quelques-unes des équa- 

tions ainsi obtenues ne sont pas des conséquences de toutes les 

autres. Il y a là une étude qui a été entreprise dans ces derniers 

temps et a donné naissance à de nombreux travaux deMM. Méray, 

Riquier, Bourlet, Tresse et Delassus (1). Maïs il est curieux de 

remarquer ici que J.-A. Serret aurait pu corroborer en apparence 

  

    

(*) Voir en particulier : 

RiquiEr, Mémoire sur l'existence des intégrales dans un système différentiel 

quelconque et sur la réduction d’un semblable système à une forme linéaire



6 LIVRE I. — CHAPITRE I. 

sa conclusion en montrant que les deux équations du sixième 
ordre ne sont pas les seules auxquelles doive satisfaire la fonction «. 

Si l’on donne, en effet, à p la valeur 7, par exemple, on aura 
cette fois 252 équations entre lesquelles il faudra éliminer 238 dé- 
rivées, ce qui laissera 14 équations d'ordre égal ou inféricur à 3. 
Or les deux équations du sixième ordre différentices donncraientau 
plus 8 équations du sixième ou du septième ordre; de sorte qu'il 
faudrait leur adjoindre au moins 6 équations du septième ordre. 

Nous laissons de côté tous ces calculs; car, dans le cas actuel 
comme dans beaucoup d’autres, et par suite de la forme parti- 
culière des équations qui composent le système (1), la méthode 
d’énumération pure et simple conduit à 
ment erronés. Nous allons voir, en effet, 
l'intégration du système (1) à 
rivées partielles du troisième 
des trois fonctions à, 3) Y- 

des résultats complète- 
que l’on peut ramener 

celle d’une seule équation aux dé- 
ordre à laquelle doit satisfaire l’une 

5. Deux des équations (1) déterminent les r apports mutuels des dérivées de 8 et peuvent être mises sous la forme suivante : 

98 98 38 CE 07 93 Ov da dx 07 dy 0x du dy 97 0x dy da? D dy 0208 ÿs0r Je 3: 3 — 
de sorte que la condition nécessaire et suffisa 

“ 
nle pour que la fonc- Uon $ existe est que l'équation aux différentielles totales 

% “= dx 

(5) | a  E dy |=0 

À . dz | 

soit complètement intégrable. 

€t complètement inté 
| 

: 
egra 

, . . : 
moires des Savants étrangers, +. XXXI) (Académie des Sciences, Me- 

DELAssus CE), ‘ 
‘équations aux dérivées partiel 

*É 
t. XIII, 3e série, p. 421). PAAETE (Annales de TE 

Ces travaux Contienn > ent, d’ailleurs, cessaires, toutes les indications bibliographiques né- 

m
e
t
 

ee
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Cette équation est de la forme 

L dx + M dy + N dz = 0; 

et la condition pour qu’elle admette comme intégrales des sur- 

faces composant une famille est, comme on sait, que l’on ait 

identiquement 

oM oN oN oL ôL CA 

LE)" GG RG) = 

Appliquant ici cette condition, nous trouvons la relation 

  

  y da _ dy 04 \ [0x y, dy. da, dy da du y 
6 (& 03  0z dx 02? Oz 0%02 0x rs? Ôz, 0 ds Le 

(6) du y Op x | d a Oe 2) | 
dy Oxûdy 0x dy? + dy dx 0y F 0x 0y° 

  

5 
A UT 

les termes non écrits s’obtenant par des permutations circulaires : 

effectuées sur æ, y, 3. 

Les deux fonctions y, « doivent donc satisfaire uniquement à la 

deuxième des équations (1 1) et à la précédente (6). Si l’on ajoute 

à cette dernière la relation identique 

    da dy . dy D dy n 2 da D Da . da h h 

LC ge een 
elle prend la forme plus simple 

da Of à 2 x da 
J— 1 à — à 

dæ dx “0x Vox 

dx dy dy , dal 

a y w y ty |T 
da dy 5 d 3 da 

9z ds 03 \ôz 

où l’on a introduit, pour abréger l'écriture, le symbole à, défini 

par la relation 

(8) UP QU 5x 0x 07 dy ds dz 

On n’a done plus qu’à déterminer les fonctions &, y, satisfai-
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sant à l’équation (jet à l'équation 

(9) ra = day = o. 
Ceite dernière ne contient que les dérivées du premier ordre 

de « et de , tandis que l'équation (5) contient toutes les dérivées 
du second ordre de ces deux fonctions. Mais une propriété remar- 
quable du symbole &,6 va nous permettre d'éliminer de l’équa- 
tion (7), soit les dérivées de second ordre de #, soit celles de y. 

On a, en ellet, comme on le vérifie sans peine, l'identité 

2 4 s dd ou ° TZ — Tu 5 04, (ro) Dœ 49 — 0u x de 

et l’on déduit, par suite, de la différentiation de l'équation (9) les trois suivantes : 

  

s O4 dy 

Dom + Va gg 0 
da d Srgy += 0, 

dx + 0 
Sy Ge + da = 0, 

AuL permettent évidemment de faire disparaître les dériv condes de y dans l'équation 
la forme suivante 

ées se: 
(7) et de ramener cette équation à 

da dy 5 dx 
dx Ôdr Yo 

(Gr) 2x oL ô oz = 0. 9 dy 
0% dy | du 
dz ÿz °Y 0z 

Elle ne contient plus alors que les dérivées premières de Ia fonction y, et elle est homogène et du second degré par rapport à ces dérivées. 
| 

*£ ? 
‘ . 

6. Avant d'aller plus loin, nous allons donner l'interprétation géométrique de l'équation (ru). Remarquons qu’en vertu de l'équation (9) ou de la deuxième des équations (1), la direction



LES FAMILLES DE LAMÉ. 9 

définie par les formules 

dr dy dz 

ce D TX 
ox dy CES 

  

  

est celle d’une tangente à la surface de paramètre &. Nous allons 

montrer que celte direction est celle de l'une des lignes de cour- 

bure de la surface. 
dx x dx , .e 

En effet, comme dy” dy? dy représentent des quantités 

Le . _ Ôx Ox da , , 

proportionnelles aux variations de de dj’ ds’ lorsqu'on se déplace 

suivant cette direction, l'équation (11) peut se mettre sous la 

forme - “ 

dx ôx 
dx Se d== 

(13) dy © dÆ|=0: 
‘ Toy à] 

da dæ 
ds Fr d= 

  

et elle exprime que, lorsqu'on se déplace suivant la direction dé- 

finie par les formules (12), la droite, dont les cosinus directeurs 

. , da dx da ; Le « 

sont proportionnels à => =» => C est-à-dire la normale à la sur- 
.0x' Ôy 03 

face de paramètre «, engendre une surface développable. Nous 
P , ENS 

pouvons done énoncer les deux propositions suivantes, dont la 

première est due, comme l’on sait, à Dupin : 

Les surfaces appartenant aux trois familles d'un système 

triple orthogonal se coupent mutuellement suivant leurs lignes 

de courbure (*}. 

  

(:) Ge théorème célèbre a été énoncé et démontré par Dupin dans les Dévelop- 

pements de Géométrie parus en 1813. Voir dans le IV° Mémoire de cet Ouvrage, 

p. 239, l'énoncé et une première démonstration géométrique de la proposition. 

Voir aussi dans le V° Mémoire, p. 326, une démonstration analytique des plus 

élégantes où Dupin s'appuie sur sa théorie des tangentes conjuguées. 

Nous pouvons également renvoyer le lecteur à nos Leçons sur la théorie des 

surfaces (V° Partie, p. 209), où la démonstration du théorème de Dupin 

s'appuie sur une proposition générale relative aux systèmes conjugués. 
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Réciproquement, sé l’on a deux familles de surfaces se cou- 
pant à angle droit et si les lignes d’intersection des surfaces 
qui appartiennent à deux familles différentes sont lignes de 
courbure pour les surfaces de l’une des deux familles, il existe 
une troisième famille formée de surfaces coupant les précé- 
dentes à angle droit. 

Ces deux propositions peuvent être réunies dans l'énoncé sui- 
vant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles de surfaces qui se Coupent à angle droit admettent une troi- stème famille de surfaces trajectoires Orthogonales est que les lignes d’intersection des surfaces qui appartiennent à deux familles différentes soient lignes de courbure Pour les surfaces de l’une des deux familles. 

Cette proposition n’est Pas autre chose que la traduction, en langage géométrique, de l'équation de condition (13). Il en résulte implicitement que, lorsque les lignes d’inter de courbure pour les surfaces de l’une des familles, elles sont aussi lignes de courbure pour les surfaces de l’autre famille. Nous rencontrons ici, on le voit, une applicati ès particuliè 

section sont lignes 

£le constant, l'intersection ne peut être ligne de courbure de l’une des surfaces sans être ligne de courbure de l’autre (1), 

somélrie que nous venons d'établir 
au but que nous avions en vue et 

| > . .. nous permettent d'établir les conditions auxquelles doit satisfaire le paramètre « d’une famille de surfaces Pour que cette famille fasse partie d’un Système triple orthogonal. Considérons en effet un point quelconque (x il passe Par ce point une surface de la famille, face, les directions des lignes de courbure sero 

»3,3) de l'espace ; 
él, pour cette sur- 
nt déterminées par 

(*) Leçons sur la théorie des Surfaces (Ile Partie, p. 393).
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deux systèmes tels que les suivants 

dx d dz 

(14) TOME N 
ôæ OÙ 53 

(15) DM = N 

où L, M, N, L', M, N' désignent des fonctions assez compliquées 

des dérivées premières et secondes de &, fonctions qui dépendent 

d’ailleurs d’un même radical carré. D’après le théorème de Dupin, 

les tangentes aux lignes de courbure de chaque système doivent 

être les normales à l’une des familles de surfaces que l’on doit 

associer à la famille donnée. Il doit donc exister des facteurs }, 

W, tels que les deux expressions 

(16) A(Lde+Mady+Ndz), N(L'dr + M'dy + N'ds) 

soient respectivement des différentielles exactes. Je dis que si 

cette condition est vérifiée pour la première différentielle, elle le 

sera également pour la seconde. | 

Supposons, en effet, qu’il existe un facteur À tel que l’on puisse 

poser 

(17) À(L de + M dy + N dz) = dB; 

alors les surfaces de paramètres à et f se couperont mutuellement 

à angle droit et suivant des lignes de courbure des surfaces de pa- 

ramètre &. Donc, d’après la réciproque, énoncée plus haut, du 

théorème de Dupin, il existera une troisième famille de surfaces 

coupant à angle droit à la fois les surfaces de paramètre + et les 

surfaces de paramètre f; et les normales aux surfaces de cette 

troisième famille seront évidemment les tangerites aux lignes de 

courbure définies par le système (15). Il existera donc un fac- 

teur N tel que l’on ait 

(18) N(L' dx + M' dy + N'dz) = dy, 

et y sera le paramètre de la troisième famille qui complète le sys- 

tème orthogonal. 

Les conditions pour qu’il existe des facteurs À, X propres à 

rendre les expressions (16) des différentielles exactes s'expri- 

ment respectivement, nous l'avons déjà vu, par les deux rela-
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tions ON oL ôL oM OM ON _ 9L dL &) 0 
LE -R)+m 0 Fm) (S dx 

oM'  oN’ ON' AL ; ( dL’ me) = — — TU —— NE —— ) — 0. L'(S 7)" Ô0æ = )+ dy 0x 

Il résulte évidemment du raisonnement précédent que chacune 
de ces équations est une conséquence de l’autre, et, par suite, 
qu'elles se réduisent à une seule. Comme on passe de l’une à 
l’autre en changeant le signe d’un radical, on voit que l'équation 
finale à laquelle devra satisfaire le paramètre & sera nécessaire- ment rationnelle. | 

Cette équation unique en « est évidemment du troisième ordre. De plus, elle est linéaire Par rapport aux dérivées de cet ordre ; et l'on peut déduire, de l’analyse précédente, que toute solution particulière &, déterminant une famille de surfaces sur lesquelles il existera deux séries distinctes de lignes de courbure, fournira un système triple orthogonal dont on déterminera les deux autres familles par l'intégration de deux équati 
totales et à trois variables. 

Pour rappeler les immor 
nées curvilignes, 

ons aux différentielles 

tels travaux de Lamé sur les coordon- nous désignerons sous le nom de familles de Lamé toutes les familles de surfaces qui feront partie d’un sys- tème triple orthogonal, c’est-à-dire toutes celles dont le paramètre satisfera à ] équation du troisième ordre à laquelle nous avons été conduits. 

8. Les recherches 
la solution du problè 
pales se trouve r 

qe nous venons d'exposer, et par lesquelles me des systèmes triples de s urfaces orthogo- amenée à l’intégr ation de l’équation aux dérivées paruelles du troisième ordre à laquelle doit satisfaire le paramètre de chacune des familles qui Composent le système orthogonal, ont été développées et publiées pour la première fois en 1866 dans le Bulletin de La Société philomathique et dans la Thèse de doc- torat de l’auteur ('). Cette réduction du problème à l’intégration 
pe 16: 1866) faces orthogonales (Bulletin de La Société Philomathique, Sur les surfaces orthogon ales (Annales de u P- 97; 1866). Ecole Normale, 1" série, t, III,
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d’une seule équation offrait l'avantage de donner des notions pré- 

cises sur l’ordre de difficulté de la détermination des systèmes 

orthogonaux. Ce problème, exigeant l'intégration d’une équation 

aux dérivées partielles du troisième ordre à trois variables indé- 

pendantes, apparaissait ainsi comme étant beaucoup plus difficile 

que la plupart des autres questions de la Géométrie infinitési- 

male, dont la solution se ramène en général à l'intégration d’une 

équation du second ordre à deux variables indépendantes. 

Il convient de rappeler ici que, déjà dans un Mémoire publié 

en 1862, M. O. Bonnet avait obtenu, par une voie toute diffé- 

rente, la réduction du problème que nous étudions à l'intégration 

d’une équation aux dérivées partielles du troisième ordre (1). 

  

(1) Boxner (O.), Mémoire sur les surfaces orthogonales (Comptes rendus, 

t. LUV, p. 554 et 655; mars 1862). Dans ce Mémoire sur lequel nous aurons à re- 

venir, M. Bonnet propose une méthode de recherche des systèmes orthogonaux 

reposant sur les considérations suivantes : Décomposant le problème en deux; 

M. Bonnet cherche d’abord les directions des normales aux surfaces qui font 

partie du système triple orthogonal. À cet effet, il exprime les neuf cosinus déter- 

minant les directions des normales aux trois surfaces qui se coupent en un point 

au moyen des trois angles d'Euler 0, #, 4; et il trouve que ces angles doivent 

satisfaire aux trois équations 

. La 09 % 
singsing + csv = 0, 

: a 99 À 
(a) cosg sinQ er — SiRY TE 0 

de , 9% op 4 %, —? 

où p, ?, ?, désignent les paramètres des trois familles de surfaces qui composent 

le système orthogonal. 

Le système d'équations précédent est assurément trés simple. M. Bonnet prouve 

que, si l’on choisit comme variables indépendantes +, p, p,, la fonction 4 satisfera 

à une équation du troisième ordre dont l'intégration entraînerait celle du sys- 

tème (1). Il ne restera plus alors qu’à chercher les quantités désignées par Lamé 

sous le nom de H, H,, H,. Chacune d'elles doit satisfaire à trois équations aux 

dérivées partielles du second ordre dont l'intégration amènera trois fonctions 

arbitraires d’une variable. Cette intégration sera nécessaire à la solution com- 

plète du problème proposé; elle ne sera pas toujours possible, mais, il faut le 

reconnaître, elle sera incomparablement plus facile que celle du système (a), qui 

doit introduire trois fonctions arbitraires de deux variables indépendantes. 

On le voit, la méthode de réduction exposée dans le texte est tout à fait diffé- 

rente de celle de M. Bonnet, avec laquelle on l’a trop souvent confondue; il est 

mème intéressant, au point de vue de la théorie des équations aux dérivées 

partielles, de remarquer qu’elle n’en était nullement le corollaire. Un système
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L’équation du troisième ordre, dont nous avons démontré 
l'existence et indiqué le mode de formation, a été, pour la pre- 
mière fois, développée et calculée par Cayley (*). Les recherches 
de l'illustre géomètre ont donné naissance à une série de tra- 
Yaux, que nous allons maintenant exposer (2). Voici d’abord 
comment on peut former et présenter, sous une forme élégante, l'équation du troisième ordre, qui définit les familles de Lamé. Nous commencerons par étendre un peu une notation déjà em- ployée en définissant une opération différentielle et en indiquant quelques formules qui s’y rapportent. 

9. Considérons des fonctions U, V,#v, a, 8, ... de n variables indépendantes Lis La, ..., Hn; je désignerai par le symbole à, l'opération suivante 

(19) = 24 0 où 9 du à #7 Gr dm dB rs | Gen dan? 
, , 

. que l’on Peut écrire sous la forme plus simple 

Ô . d 20 du = ui + y, À -T 
(20) u = U; dz, Us de, He + Un 32” 

d'équations aux dérivées Partielles, servant à déterminer plusieurs fonctions, ne 
conduit Pas nécessairement, par l'élimination de toutes les fonctions moins une 
à une seule-équation. I] aurait pu se faire que le paramètre p de l’une des fa- 
milles, considéré Comme fonction de %:; J, 8, dût satisfaire à un certain nombre 
d'équations aux dérivées partielles d'ordre Supérieur au troisième. Pour rendre plus sensible, par un exemple emprunté à cette théorie, la 
remarque précédente, Supposons que, considérant >, V3 de 2 Par P» On se propose d'éliminer Y, & et de détermin très intéressant et qui n’a pas encore été résolu ; Mais, précisément arce qu’il 
N'a pas été traité, on ne Peut affirmer &q Priori que æ, considérée comme fonc- 
Uon de p, p,, p., sera déterminée par une seule équation aux dérivée rtiell 
On peut mème affirmer qu’il en sera autrement. 

pertes. 
«) CaYLEy (A), Sur La Condition pour Quune famille de sur le 

prise faire pre d’un système triple orthogonal (Comptes na. Cr 
Stre 1872, t. LXX 

É ; 

Papers, va NE Pr 116, 177, 246, 394, 381 eL 1800 ; et Collected mathematical (°) DarBoux (G.), Sur l’é ét troisié re £ d d Lt 70- 

( 
Quation du Oisteme ordr don é, en € a 

blème des Surfaces ortho onales Com tes 7; endus ° 18 3 t 1 VI ? ñ E 

83, 160). 8" ( np “ , 79, t. XX » P. , 

+ Comme des fonctions 
er +. C’est un problème 

LEvy CMAURICE), Sur une réducti , 

.Q ; 
uction de l'équation à diffé: partiell. 

D ce 1. DE " 7, " 
T 

er 
‘ 

du troisième or dre qui régit les familles de surfaces SUSCOpUbTe da Vans 

Partie d'un système orthogonal (Comptes rendus 1873, t. LX XVI N 135 Te 
> Fa le LAS > Per . 
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en convenant d’adopier les notations suivantes, qui seront em- 

ployées dans la suite, 

Ça) u— du ur = du un = du 

ET 0x; KT Xi 0x” ik T dr: 0% Ôæ; ‘ 

Il résulte immédiatement de là que l’on a 

d Sn 
0x, —= 0 

du = UiPit UaPatese + Un0n = dpl, (22) 

‘ du(aB) = dub + Bd, 

et, plus généralement, 

N OH | of , CJLEN 
(23) Ou (2 BY.) dut + gg + ut eee 

Remarquons encore l'identité suivante, qui nous sera très 

utile, 

à x 
(24) Su du? = Ju Vi dou. 

i 

Cétte formule contient des dérivées secondes : en voici une, 

plus générale et du même genre. Posons 

- p, œ, ? wi 
25 = = > > WU) 

(25) u u EVER à 
nr: 

on trouvera par un calcul facile 

- a Le CA ®) o,u 
dy du U = Ôy du W = + (26) Buse (A) (RE) 

et de même 
ù à æw, u w,9 
Owduv = | + w Ou ( 0 u ? 

u,® U, w 
ô ê æ = ? ) + ? ; HYY ( æœ © 2 

ce qui donne 

0, m . 

(27) Bd + duôgu — Bude = 2 ( : )=2Y Ÿ vcwruir. 
‘ à k 

(26) 

40. Voyons maintenant ce que deviennent ces formules tout à 

fait générales, lorsqu’on fait des hypothèses particulières.
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Supposons que les fonctions v, s satisfassent aux équations 

n SN 
(28) dx? — 0, du W = 0; 

alors nous allons établir que, si l’on a une relation quelconque 
z L 1 , "4 , N . entre les fonctions v, w, leurs dérivées premières et d’autres 

fonctions quelconques, «, 8, .…., 

(29) IT (oc, ..., x, 9, W, à, $B, ...) —o, 

on pourra toujours, par la différentiation, en déduire une relation 
du même genre, c’est-à-dire ne contenant que les dérivées pre- 
mières de v, w. On déduit, en appliquant la formule (23) à 
l’équation précédente, 

« oli OUT \ Oo = Ô4, I — nur + D one deu 

9) ao op + Ma. de ‘ dæ dx 

Les deux premiers termes du second membre contiennent seuls 
des dérivées secondes de », w; mais, en tenant compte des con- 
ditions (28) et appliquant la formule (24), on a 

Du VE = — vus, du Wk = — Êw Ux. 

La formule (30) devient donc 

… 0H | ÔN À on OIL C1LEN (31) o— ao Ga dur + D due + dut DO nc 

et, sous cette forme, toutes les dérivées secondes de », w sont éliminées. C’est ce qu'il fallait établir. 
En appliquant le même procédé à la nouvelle équation, on voit que, par des différentiations successives, on pourra obtenir 9 : autant d'équations qu'on le voudra, contenant seulement », w el leurs dérivées premières : Par Suite, on pourra éliminer ces fonc- . pe 2 . À uons et leurs dérivées par la combinaison des équations ainsi obtenues. 
Examinons en particulier 

tion de la forme 

(32) DS Atom 0, 
k Ë 

le cas où il existe entre ©, vw une rela-



  

A
P
 

0
 

« 
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où les coefficients A# sont des fonctions quelconques ne conte- 

nant pas #,w; nous obtiendrons, en appliquant la formule (31), 
la nouvelle relation 

(33) >> D: VE (uar-X Aih un Ÿ Mu) = 0, 

à k k k 

de forme semblable à celle d’où on l’a déduite. 

11. Nous allons appliquer ces remarques générales au problème 

que nous avons en vue. Pour cela, nous supposerons les axes rec- 

tangulaires ; nous mettrons x, y, 3 à la place de æ,, x, æ3, et nous 

désignerons. par w, ?, les paramètres des trois familles qui com- 

posent le système orthogonal. On aura ici 

(34) Ôy# = 0, du ® = 0, dy 0 = 0. 

Les fonctions y, satisfont donc aux deux conditions que nous 

avons admises précédemment 

(35) $uv = 0, Ou W — 0, 

et il y a entre leurs dérivées la relation 

(36) ÊpP = Pi Wy + Va Wok Vs W3= 0, 

tout à fait semblable à celle que nous avons donnée plus haut (32). 

Il suffit de supposer 
Aür,  Ak—o. 

En appliquant alors, avec ces hypothèses particulières, la for- 

mule (33), nous aurons 

(37 ) DT Vi Wk Uik = 0, 

à k 

Cette formule résulterait aussi de l'identité (25), où le premier 
membre devient nul en vertu des relations d’orthogonalité. 

Les équations (35), (36), (37) permettent de déterminer, en 
fonction des dérivées premières et secondes de w, les rapports mu- 

tuels des dérivées premières de », w ; et elles expriment, comme 

on l’a vu, que les surfaces de paramètres v, w coupent les surfaces 

de paramètre w suivant des lignes de courbure, 

D. 2 

TS
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De l’équation (37) déduisons encore une nouvelle équation ne 
7 ‘ , 34 . . 

contenant que les dérivées premières de s, «. L'équation (32) 

devient identique à la précédente (35) si l’on pose 

AE = u;g. 

L'application de la formule (33) nous donnera donc la nou- 
velle équation 

(38) D Dei (Eu 2Y vntun) = 0. 

Ë k k 

Les équations (35) à (38) suffisent maintenant à l'élimination des 
dérivées premières de », w. Elles vont ainsi nous conduire à une 

équation du troisième ordre à laquelle devra satisfaire le para- 

mètre w, considéré comme fonction de x, y, s; mais auparavant, 

pour montrer que cette équation, évidemment nécessaire, est 
aussi suffisante, nous substituerons au raisonnement donné plus 
haut (n° 7) le suivant, qui est moins élémentaire, mais qui s’ap- 
pliquera à des cas plus généraux. 

Les équations (35) et (37) déterminent complètement les rap- 
ports des dérivées premières de # et de w. Si on les supposail 
résolues, elles nous donneraient, par exemple, pour # un système 
de la forme 

de dv dv 

dæ à dz (39) T + T TN” 

L, M, N étant des fonctions des dérivées des deux premiers 
ordres de u. On peut dire qu’il faut et il suffit, pour que le sys- 
tème précédent ne soit pas impossible, que la relation, obtenue 
en différentiant les équations qui le composent 
J; 3, et en éliminant les dérivées secondes de e 
quence du système lui-même. Mais, à cett 
on doit ajouter la suivante : 

par rapport à +, 

, Soit une consé- 

e remarque évidente n doit : les six relations que l’on obtient en différentiant le système ne suffisent Pas à déterminer les déri- vées secondes de y en fonction des dérivées premières. En élimi- nant ces dérivées secondes, on obtiendra la condition bien connue d’intégrabilité 

oM ON ? LED) +n (2 +N (9 _0oM 3 DV 0x ds dy dœ }
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et il restera seulement cinq équations distinctes entre les dérivées 

secondes de », qui feront connaître loutes ces dérivées si l’on se 

donne arbitrairement l’une d'elles. Il était clair d’ailleurs, & priori, 

que l’on ne pouvait déterminer toutes les dérivées secondes 

puisque le système (39) ne change pas si l’on remplace » par w(v), 

ce qui permet, pour chaque système de valeurs de æ, y, z, de 

donner telle valeur que l’on voudra à l’une des dérivées secondes 

de la fonction ». 
Ce point étant admis, il est inutile, pour trouver les conditions 

d’intégrabilité des équations qui déterminent les rapports des dé- 

rivées de p, æ, de résoudre les équations (35) à (37), comme 

nous venons de le supposer. Il suffira de différentier successive- 
ment, par rapport à x, y, 4, ces quatre équations, et d'éliminer 

ensuite les dérivées secondes de + et de w. IL devra y avoir dix 

équations distinctes contenant ces dérivées secondes; les autres, 

d'où l’on aura chassé les dérivées secondes, devront être toutes 

vérifiées en vertu des équations (35) à(37). Or, en différentiant 
ces quatre équations, on obtient douze relations dont la combi- 

naison nous a déjà donné les formules (37) et (38). Les dix équa- 

tions restantes seront celles d’où l’on ne peut plus faire disparaître 

les dérivées secondes; cela résulte des remarques précédentes. 

Ainsi, les conditions d'intégrabilité seront données par les deux 

équations (33) et (38). L’une d'elles (37), faisant partie du sys- 

tème proposé, sera toujours vérifiée, et il suffit que l’équation 

(38) soit une conséquence du système des équations (35) à (37). 

‘Cette méthode montre bien pourquoi les deux conditions d’in- 

tégrabilité relatives aux fonctions », # se réduisent à une seule. 

L'une d'elles fait partie du système même qui sert à la définition 

de ces deux fonctions. 

12. Après avoir ainsi établi, par un nouveau raisonnement, la 

réduction du problème à une équation aux dérivées partielles du 

troisième ordre, voyons comment on peut obtenir cette équation 

et éliminer les dérivées de », w entre les équations précé-. 

dentes (35) à (38). Si l’on pose, pour abréger, 

À; = dut — 2 Vu; Ur 

(40) 4 
= Li lits + Mo lipa + Us Uihs — DU ai + Wia ka + Wih Us),



20 LIVRE IE — CHAPITRE I. 

on aura d’abord les trois équations 

| P1 V1 + Va Wo + P3W3 —0, 

(1) Pr Wii Ua ess + (Pi Wa + Dar) Uo +... 0, 

| Pia +. + (oiwa+ vai) Ajo +... = 0. 

Ces équations sont symétriques par rapport à » et à «et ne con- 
liennent que les six combinaisons PV, Per + ox. Nous pou- 
vons en former trois autres toutes semblables. Pour cela, nous 
emploierons les deux équations 

U191 + Ua + UsPa = 9; 

Hi W1 + UWi+ UxW3 = 0; 

et nous les ajouterons après les avoir multipliées respectivement 
par wi, vi, d recevant les valeurs 1, 2, 3. Nous obtenons ainsi le 
système 

| 291 Pa Mi + (O1 Vo + Dry) + Coima+ os Wi)Ug = 0, 
(42) & (oima+ oi )us + 2.92 Wo Ua + (Vo 3 + Vs Wo)Uz = 0, 

(Pia ps a) ui (0203 + Ds ue + 203 W3lU3 = 0. 
TE . . Éliminons maintenant les combinaisons », is PVR + Op 

considérées comme des inconnues indépendantes, entre ces trois équations et les précédentes (41); nous aurons l'équation finale 

Ain A2 As Ào3 Âs: ET 

Uii Ur Us Us Ua 2 
ï 1 I Oo o Oo (43) S — 

= 0 2U1 oo o o Uz Ua 
O0  AQUz3 0 Us o ui 

o O  QUz Us  Ui Oo 

Cette équation, rationnelle et entière, est linéaire par rapport aux dérivées du troisième ordre de u, du troisième degré par rap- port à celles du second, du quatrième par rapport à celles du pre- mier. Elle ne contient ni la fonction ni les variables indépen- dantes. Si l’on écrit à part et si l’on désigne par K l’ensemble des termes qui contiennent les dérivées du troisième ordre, elle est de la forme 
! 

3
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où K n’est plus que du premier degré par rapport aux dérivées du 

second ordre et où Q est du troisième degré par rapport à celles 

du premier ou du second ordre. Elle se reproduira évidemment 

lorsqu'on changera les axes coordonnés. L'emploi des substitu- 

tions élémentaires auxquelles se ramène toute transformation de 

coordonnées rectangulaires permet, en effet, de reconnaître que 

le déterminant S conserve dans tous les cas sa valeur absolue, et 

qu'il change de signe seulement si l'orientation n’est pas la même 

dans l’ancien système d’axes et dans le nouveau. 

43. Comme vérification, nous allons retrouver d’abord une 
équation donnée en 1846 par M. Bouquet (‘). Supposons que 

l’on cherche les solutions de la forme 

(45) u=X+Y +7, 

où X, Y, Z sont des fonctions de x, y, 3 respectivement; À;, uix 

seront nuls lorsque £ et £ seront différents. On aura 

Au=XX"— 2x2, .., ui=X", 

et l'équation se réduira à la suivante 

X'X"— 2 X’"2 L'A'LE 2Ÿ'"? ZL'Z"— 27/72 

(46) S — 2X'Y'Z x” : v! 7 

E I I 

Il LE 

ce qui est conforme au résultat de M. Bouquet. 

14. Comme nouvelle vérification, supposons que, considérant 

un point de l’espace, on choisisse un système d’axes formé par 

les directions principales et la normale à la surface de paramètre w 

qui passe en ce point. On aura, en ce point, 

(47) Us = 0, U3 = 0, Uz = 0. 

Il restera 

(48) S — 2u?(Upo — Uss)(Ui Was —2 Us is), 

  

(1) Bouquet (J.), Note sur les surfaces orthogonales (Journal de Liouville, 

re série, t. XI, p. 446; décembre 1846). C’est dans ce Mémoire qu'a été établi, 

pour la première fois, le fait important qu’une famille quelconque de surfaces ne 

saurait faire partie d'un système triple orthogonal.
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ce qui est conforme à un résultat obtenu en 1863 par M. Pui- 

seux (!). 

L'expression précédente donne la forme Ja plus simple à 
. . x V, 

laquelle on puisse, par un choix convenable des axes ct à l'égard 

d'un point déterminé de l'espace, réduire l'équation proposée. 

Les deux fonctions que nous avons appelées K et @ deviennent ici 

K = ouf (us — Us) Uios 
(49) Q — {uŸ(tias — Us) UWio Us. 

Sous cette forme réduite, on voit qu’elles ont une existence 

indépendante et que, si l’on remplace w par o(w), en Lenant compte 

des conditions (47), elles se reproduisent multipliées par v/6(w). 

Elles sont nulles toutes les deux si la famille de paramètre « est 

composée, soit de sphères ou de plans, soit de surfaccs parallèles. 

Dans le premier cas, en effet, on a 

U22— Ug3 = O0. 

Dans le second, on peut écrire d’une manière générale 

u?+ui+ ui = f(u). 

En différentiant et tenant compte des relations (45), il viendra, 
pour l’origine des coordonnées, 

k ! Ui2—0, U3— 0, Ui23 — 0; 
et, par suile 

K=o, Q — 0. 

n serait facile de déterminer toutes les familles satisfaisant à la 
fois à ces deux équations; mais je négligerai l'examen de celte 
quesuon pour m'attacher à une conséquence plus importante 
qu’on peut déduire de l'existence de la forme réduite (48). 

15. Posons 

ñ \ I ——© 2 —_—_— 
(50) np = Vuitui+ ui. 

L'expression 

(51) Seat, = (a) 

  
(1) Puiseux (V.), Note sur Les systé Puxs ystèmes de surface ‘thog 

de Liouville, » série, t. VIU, p. 335; 1863). free orthogonales (Journat
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se reproduit quand on change les axes coordonnés. Cela résulte de 
. ’ 2, . . 

l'expression (27) du symbole ( ’ ) en fonction des à qui sont 
u ” 

évidemment des invariants. Remplaçons v:w, vx ex par 

les quantités qui leur sont proportionnelles, obtenues au moyen 

des formules (42) et des deux premières (41), et nous obtiendrons 

un déterminant 

His H>> H33 Hs His EH: 

Uit Uoz Us as Us Us 

I I x 9 9 o 
(52) T = , 

2U; 0 Oo 0 Us Us 

O QU O  Ug © 

o O 2U3 Us WU © 

qui se reproduira au signe près et de la même manière que $, 
quand on changera les axes coordonnés. Au reste, on peut re- 

reconnaître directement cette propriété en remarquant que les 

trois premières lignes du déterminant sont formées avec les six 

dérivées secondes des trois fonctions 

a? + y? + 2° 
TT 

2 
H > LU; 

et que les trois dernières, si on leur ajoutait la seconde ligne 

multipliée soit par æ, soit par y, soit par s, seraient formées de 

même avec les six dérivées secondes des fonctions 

UT, UY, US. 

Voyons ce que devient ce déterminant lorsqu’on choisit le 

s ystème d’axes indiqué plus haut et pour lequel on a les condi- 

tions (47). On trouve alors 

T — QU (Us2 — Uz3) Has = 2U?(U22— U3)(2 Ua Us — WU u2s) H3. 

On a donc l'identité 

(53) T = —SHi, 

qui, une fois établie dans ce cas particulier, subsiste d’une ma- 

nière générale; et l'on voit que l'équation du problème peut aussi 

s'écrire 

GE) To.
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L'introduction des dérivées secondes de la fonction If, à la 
place des quantités A4, est due à Cayley. 

16. Nous terminerons ce Chapitre en examinant une question 
essentielle, et nous nous proposerons de déterminer les caracté- 
ristiques, soit de l’équation aux dérivées partielles du troisième 
ordre (52), soit du système fondamental (1). Commençons par 
l’équation du troisième ordre, que nous écrirons sous la forme (38). 
Pour obtenir les Caractéristiques, il suffit de se borner aux Lermes qui contiennent les dérivées du troisième ordre de & et d'y rem- placer chaque dérivée 7 par le produit PiPkPt Pi, Pr, pr dési- gnant les dérivées premières d’une certaine fonction 8 qui, égalée à une constante, définira les surfaces caractéristiques. 

En effectuant cette substitution, on trouvera sans peine que l’on a 

du ir = DiPkdu 6, 

et l'équation aux dérivées partielles qui détermine les caractéris- tiques sera 

Elle se décomposera ainsi en trois facteurs, et l’on r immédiatement que les trois séries c 
tiques sont formées de surfaces ass 
d’être trajectoires orthogonales 
posent le système orthogonal. 

On aurait PU prévoir ce résultat à énoncée au n° 3. Quand on essaye de déterminer les intégrale s 
, f s 

« ! . 
Fr . 2 

d’une équation ou d’un Système d'équations aux dérivées par- telles par les conditions initiales qui figurent dans le théorème de Cauchy, les car actérisliques sont les ensembles pour lesquels le problème devient indéterminé. Or nous avons vu (n° 3) qu'un système triple est déterminé lorsqu'on se donne les courbes sui- vant lesquelles les trois familles de surfaces Coupent une surface donnée (£), à moins que deux des trois familles de tracées sur (E) ne soient reclangulaires. Cette condition restrictive définit évidemment les Caractéristiques et conduit Par une autre voie au résultat obtenu plus haut. En effet, d’après les Propriétés élémentaires du trièdre trirectangle, les seules surfaces qui 

econnaît 
orrespondantes de caractéris- 
ujetties à l'unique condition 

de l’une des familles qui com- 

l’aide de la Proposition 

courbes
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puissent être coupées suivant deux familles de courbes rectangu- 
laires par les surfaces appartenant à deux familles du système 

orthogonal sont celles qui sont orthogonales aux surfaces qui 

composent l’une ou l’autre des trois familles du système. 

La proposition relative aux caractéristiques de l'équation du 

troisième ordre conduit au résultat suivant : on peut toujours 
déterminer un système triple orthogonal par la condition que les 

surfaces (A) qui composent une de ses trois familles coupent une 

surface (£) suivant les courbes (C) d’une famille donnée, et aient, 

suivant ces courbes (C), un contact du second ordre avec certaines 

surfaces (S) contenant ces courbes, à moins que les surfaces (S) 

ne soient orthogonales à (Z), ou bien que les courbes (C) ne 

soient des lignes de courbure des surfaces (S) sur lesquelles elles 
sont tracées. Dans ces derniers cas, le problème est, en général, 

impossible, mais il peut être indéterminé. 
Des considérations géométriques très simples permettent de 

confirmer ces résultats. Pour fixer les idées, prenons le premier 

cas d’exceplion et supposons que les surfaces (S) soient normales 

à (£) suivant les courbes (C). Les trajectoires orthogonales (C/) 

des courbes (C) sur la surface (E) seront évidemment des trajec- 

toires orthogonales des surfaces (S); et, par suite, chaque courbe 

(C’) sera ligne de courbure pour une surface appartenant à l’une 

-ou à l’autre des deux familles qui doivent compléter le système 
triple cherché. Il suit de là que si, en chaque point d’une courbe 

(C'), on construit les tangentes principales de la surface (S) qui 

est, en ce point, orthogonale à (C/), ces droites, étant aussi les 

tangentes principales de la surface (A) tangente à (S), devront 

envelopper deux développées de la courbe (C/) et, par suite, 

engendrer deux surfaces développables. Si cette condition n'est 

pas remplie, le problème sera impossible; si elle l'est, il sera 

indéterminé. 
Si l’on envisage ensuite le second cas d’exception, celui où les 

courbes (C) sont lignes de courbure des surfaces (S) sur les- 

quelles elles sont placées, on sera conduit à des conclusions ana- 

logues, mais moins simples. Le lecteur pourra s’en rendre compte 

en supposant que la surface (Z) se réduise à un plan.



  

CHAPITRE IT. 
SYSTÈMES TRIPLES COMPRENANT UNE FAMILLE DE PLANS 

OU UNE FAMILLE DE SPHÈRES. 

Recherche des systèmes triples orthogonaux qui comprennent une famille de plans. — On les obtient en traçant dans un plan deux familles de courbes rectangulaires et en faisant rouler ce plan sur une développable quelconque. — On peut aussi éviter toute considération de roulement et construire les systèmes sans aucune intégration. — Définition des Coordonnées curvilignes. — Forme de l'élément linéaire de l’espace dans le système précédent. — Équations qui permettent de définir ce système, débarrassées de tout signe de quadrature. — Si Ja famille de plans est donnée a Priori, la détermination des trajectoires orthogonales et, Par suite, celle des systèmes triples correspondants dépend de trois quadra- tures. — Systèmes orthogonaux comprenant une famille de sphères. — Défini- tion des familles similaires de sphères; ce sont celles Pour lesquelles le pro- hogonales conduit aux mêmes équations différentielles. 
€ famille de sphères on peut, sans aucune intégration, 
milaires. Parmi les familles ainsi déterminées, il y en es de sphères passant Par un point fixe; une simple Onstruire ces familles particulières si l’on connait une trajectoire orthogonale des sphères primitives. — Grâce aux théorèmes précé- dents on peut, sans aucune intégration, passer des systèmes triples contenant une famille de plans à ceux qui contiennent une famille de sphères. — Pro- priété particulière des courbes Sphériques : l'intégrale f'£ peut être explici- tement calculée. — Détermination des trajectoires orthogonales d'une famille donnée de sphéres; elle se ramène à l’intégration de deux équations de Riccati dont chaque trajectoire fournit une solution particulière, — Construction des Systèmes triples qui comprennent une famille de Sphères. — Extension des résultats précédents à l’espace à » dimensions. En donnant une forme conve- 

nable aux fonctions a., 23 -..,&, et r, on peut, sous forme réelle et sans aucun 
Signe de quadrature, assigner les intégrales générales du système 

  

d. Ti. _ dx, 7 , 
Tia Ti — Tia, 

y ..., @,, r étant des fonctions d’un Paramètre # liées à æ. Z, par la 
relation 

° _" (ti —a,}+ Ca) + (x, a y = 7? Rappel des » ésultats déjà obtenus sur ce sujet O. Bonnet. 
? Per M 

M. J.-A. Serret et 
= — 

17. Parmi les Propositions contenue S dans le Chapitre précé- dent, nous nous attacherons d’abord à 1 à Suivante : Toute famille
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de plans ou de sphères peut faire partie d’un système triple 
orthogonal. Nous allons, en premier lieu, déterminer et étudier 

tous les systèmes orthogonaux que l’on peut ainsi obtenir, c’est- 

à-dire tous ceux qui comprennent une famille de plans ou de 

sphères donnée a priori. 

Commençons par le cas Île plus simple et considérons tout 
d’abord un plan mobile dont les positions successives déterminent 

la famille de plans que nous supposons donnée. Si nous construi- 

sons les courbes qui sont les trajectoires orthogonales du plan 
mobile, deux quelconques de ces trajectoires couperont chaque 

position du plan en deux points dont la distance demeurera inva- 

riable; car la droite qui joint ces deux points est normale aux 

courbes décrites par ses extrémités. Donc, dans chaque position 

du plan mobile, les points qui décrivent les diverses trajec- 

toires forment une figure plane invariable. 
Le plan de cette figure roule évidemment sur la développable 

qu’il enveloppe, car tous les points de la figure ont leurs vitesses 

nulles ou normales au plan; et, par suite, les points situés sur la 

caractéristique du plan ne peuvent avoir qu’une vitesse nulle. On 

est donc conduit à la construction suivante : 

Pour obtenir tous les systèmes orthogonaux considérés, on 

fait rouler ur plan.mobile (P) sur la développable qu'il enve- 

loppe. Si l’on a tracé dans la position initiale du plan deux 
familles quelconques de courbes orthogonales (C) et (Ca), cha- 

cune de ces courbes, entratnée dans le mouvement du plan, 

engendre une des surfaces qui composent le système ortho- 

gonal. 

Les surfaces ainsi obtenues ont été déjà considérées par Monge(t); 
nous leur donnerons le nom de surfaces-moulures générales, 

réservant le nom de surfaces-moulures cylindriques pour le cas 

où la développable enveloppée par le plan (P) se réduit à un 
cylindre. Ainsi le système triple précédent se compose d’une fa- 

  

(*) Moxce, De la surface courbe dont toutes les normales sont tangentes à 

une méme surface développable quelconque (Application de l'Analyse à la 

Géométrie, 5° édition, p. 322).
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mille de plans ei de deux familles de surfaces-moulures, engen- 
drées respectivement par les courbes (C) et les courbes (Ci). 

Un css particulier de ce systéme est souvent employé en Phy- 
sique mathématique : c'est celui dans lequel les plans (P) passent 
par une droite (D). Alors lex surfaces-moulures deviennent des 
surfaces de révolution qui ont pour axe commun la droite (D). 

18. La conuruction géométrique précédente repose sur la 
considération du roulement d'un plan sur une surface dévelop- 
pable. I semble au premier abord qu'elle est de nature transcen- 
dante el ne pourrait être traduite analytiquement que grâce à 
l'emploi de relations différentielles ou de quadraturces, Il ne sera 
donc pas inutile de montrer comment, Par une suite d'opérations 
qui ne comporte aucune intégration, on peut former le système 
triple le plus général répondant à la définition qui vient d'être 
donnée. 

Étant donné un plan mobile (P), ceux de ses points M, M, AM°, ... qui décrivent des trajectoires orthogonales du plan forment, nous l'avons vu, une figure invariable, ct leurs vilesses, loules normales au plan, sont à chaque instant parollèles. D'après cela, si l'on mène, par un point fixe O, des droites Om', Om”, .… respectivement parallèles et égales à MM, MM", .., Ja figure formée par w°, m°, ... sera dans un plan (P’) passant en O «t paralléle su plan (P): «1, de plus, les vitesses de m', m°,... étant évidemment parallèles à celles de M, M°,... (1), les différents Points», m°, ... décriront des trajectoires orthogonales du plan (F7). Donnonsnous a priori l'une de ces trajectoires (y), te par le POteU #": il suffira, pour cela, de prendre une courbe sphérique quelconque tracée sur une sphère de centre O 

, re, da e nlavec O ct me’ un triangle iavariable ; #” décrire la trajectoire demandée, On aura ainsi construit sans talégration l'ensemble formé par le plan (P”) @lses Uajectoires. Pour Passer de L au plan (l), on remarquera 

C2 En cit, Le sueur de 2°, . Sans de 7 61 de M, qu con pt la diférence géométrique des    
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que la courbe (T} décrite par le point M de ce plan a, à chaque 
instant, sa tangente parallèle à celle de (y'). Les deux courbes ont 
donc aussi, à chaque instant, leurs plans osculateurs parallèles et, 
pour obtenir (T), il suffira de prendre l'arête de rebroussement d'une 

développable dont les plans tangents seront assujettis à l'unique 

condition d’être parallèles aux plans osculateurs de (y'). Si main- 

tenant on mène par chaque point de (T) des droites égales et 

parallèles aux lignes Om’, Om’, ..., on obtiendra les points 

M, M”, .…. qui sont dans le plan (P) normal à (T) et qui décrivent 
les trajectoires de ce plan. Aïnsi se trouvera réalisé, sans qua- 

drature, l’ensemble formé par un plan mobile et par ses trajec- 
Loires orthogonales. 

19. On peut vérifier très simplement les résultats que nous 

venons d'établir et déterminer la forme de l’élément linéaire de 

l'espace quand on emploie les coordonnées curvilignes corres- 

pondantes aux syslèmes orthogonaux précédents. Rappelons . 
d'abord quelques propositions élémentaires, mais essentielles. : 

Supposons les coordonnées rectangulaires d’un point de l’espace, 
fr, ÿ; 3, exprimées d’une manière quelconque en fonction de trois 

Variables indépendantes p, 01, pe, par les formules 

æ = f Ce, Pis P2); 

(1) ÿ = fi(p, Pis pa), 

2 = fa(ps ps Pa). 

Les variables p, p1, ps constituent ce que Lamé a appelé un 

système de coordonnées curvilignes des points de l’espace. Les 
surfaces de paramètres p, p1, p2 Se coupent généralement sous des 
ingles variables; si l’on veut qu’elles se coupent à angle droit, 

il sera nécessaire et suffisant que l’on ait 

d à 03 à 0x dx , 07 Or , 05 0z 
ps pi ps dr ri 
0x 0% dy Ôy 03 03 

2 dps * 06 dps Op a 
ox dx dy dy , dz Ôz 0 

ei dm 0 pi 0 
Ces trois équations fondamentales pourraient remplacer le sys-
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 tème (1) du Chapitre précédent. Elles conduisent évidemment à 

la conséquence suivante : 

Pour que le système de coordonnées curvilignes défini par 
les formules (x) soit entièrement orthogonal, il faut et il suffit 
que le carré de l’élément linéaire de l’espace 

dat+ dpi+ ds? = ds, 
exprimé en fonction des différentielles do, doi, dos, ne con- 
tienne pas les rectangles de ces différentielles, c’est-à-dire soit 
réductible à la forme 
(3) ds?= M? dp? + H? do? + H2 do2. 

Ce point étant rappelé, considérons un plan mobile (P) qui 
roule sur une développable et Supposons, pour fixer les idées, 
que ce plan mobile soit le plan des æy d’un trièdre mobile (T) (*). 
Si la position de ce trièdre dépend d’une variable P, qui Joue le rôle du temps, et si l’on désigne, suivant l'usage, par Ë, n, C les translations, par p, 9, r les rotations du trièdre mobile, un point tnvartable du plan des æy aura un déplacement dont les compo- 
santes seront 

  
| 

  

é—ry) de, (n+ræ)dpo, Œ+py—gz)de. 
Pour que le plan roule sur une développable, il faut que les vitesses de tous ses points soient normales au plan. Il faut donc que l’on ait 

E—n=7r—0, 

Alors un point variable du plan des ÆY aura pour composantes de son déplacement _ 

de, dy, (C+py —qz) de; 
71: 

» Z de sorte que l'élément linéaire de l’espace sera donné par la for- mule 

(4) PE AR + (+ py — ga) de. 

Si maintenant on substitue à x el 3 des coordonnées curvi 

() Pour la théorie du trièdre mobile, 
JE 

voir le Li er théorie des surfaces. Nou 
ue 

. de nos Z , $ y reviendrons d’ailleurs plus 1 S£0RS sur la oin.
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lignes orthogonales quelconques dans le plan, Pi €t Po, On aura 

T = 01(p, pa), J = La(P1; Pa) 
(5) 2 2 2 2. de? + dy? = HŸ dp? + H3 do?; 

et l'expression de l'élément linéaire prendra la forme 

(6) ds? = MH? do? + H3 dei + (C + pos — ge) dp?, 

qui met en évidence la proposition établie plus haut par des con- 

sidérations géométriques. 

20. Proposons-nous maintenant d'écrire les équations qui dé- 

terminent tous les systèmes orthogonaux précédents et commen- 
çons par écarter le cas où le plan (P) demeurerait parallèle à un 

plan fixe. Les deux familles qui complètent le système triple 
seraient alors composées de cylindres orthogonaux ayant toutes 
leurs génératrices rectilignes perpendiculaires au plan fixe. 

Si le plan (P) enveloppe un cylindre, on pourra, en supposant 
ce cylindre parallèle à l’axe des z, employer les formules sui- 
vantes : , 

Si l'équation du plan est mise sous la forme 

(7) —X sine + Y cosp = F'(o), 

les trajectoires orthogonales du plan s’obtiendront en adioisnant à J 5 ‘ P J015 

cette équation les deux suivantes : 

8 X coso + Ysinp = F(p) +A, 
(8) Z=B, 

où À et B désigneront deux constantes arbitraires. Si l’on fait 

varier ces constantes en même temps que p, on lrouvera 

(9)  dX?+ dY?+ d22 = dA?+ dB?+ [F(p)+ F'(p) + AJ? dpt. 

I! suffira ensuite, pour obtenir le système triple le plus général 

comprenant la famille des plans (P), de remplacer A et B par deux 

coordonnées curvilignes orthogonales telles que l’on ait 

(10) dA2+ dB? = H? do? + H2 dot. 

Supposons maintenant que le plan (P) enveloppe une dévelop- 
pable non cylindrique. Alors, si l’on mène par un point fixe O
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un plan (P”) parallèle au plan (P), ce plan (P’) coupera la sphère 

de rayon 1 et de centre O suivant un grand cercle variable qui 

demeurera orthogonal à une famille de courbes sphériques paral- 

lèles. 
, A . : 4 3 Ces courbes ne pourront certainement être planes ; soit (y!) l’une 

d'elles. 

Si l'on suppose que l’origine des coordonnées ait été placée en O, 
et si l’on désigne par æ, y, z les coordonnées d’un point de (y), 
on aura ici 

(1) +y+ sir. 

Désignons, suivant l’usage, par s l'arc de cette courbe, par 
a, da, a", b, b', L", c, c', c' les cosinus directeurs de la tan- 
gente, de la normale principale et de la binormale à cette courbe $ ; P ; 

I I 
. par > et - la courbure et la torsion. On aura, Comme on sait, 

ds (2) ,  da=b%, d=— (+2 ds,  de=b%, p Top 

se
 

Il S 

et les équations analogues en a’, b', c', a, D", c'. En différentiant successivement l'équation (11) ettenant compte des formules (12), on obtiendra les équations 

ax + ay + az —o, 
(13) br + by +b'z = — p, 

T do CR +c'y+c"z — 
} ds 

  

Comme on a l'identité suivante : 

(ax+a'y+a"z}+ (dx + b'y+b'zp+ (eœ + c'y + cs — I, 
dans laquelle le premier carré est nul, on peut toujours intro- duire une variable auxiliaire n telle que l’on ait 

b à 4 Fe : (4) PH by +3 = sinr, 
CE +c'y + cz = Cosn, 

9 à C'est-à-dire, en comparant aux deux dernières (1 3) 
3 

(5) 
P=sinn, dn=  
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Il suit de là que, dans toute courbe sphérique, on peut évaluer: 

en termes finis l'intégrale f À. L'explication de ce résultat est 

très simple : la courbe décrite sur la sphère par le pôle du plan 
«pe . ds + 2 osculateur, courbe dont l’arc a pour différentielle > est précisé- 

ment la développée sphérique de (y): 

21. Revenons au plan (P) et remarquons que, par construc- 

tion, il est, à chaque instant, normal à la tangente correspondante 
de (y). Son équation peut donc s’écrire 

(6) aX+aY+a"Z=u, 

u dépendant de la même variable que à, a!, a",.... Pour chaque 
trajectoire orthogonale on doit avoir 

dX  dY  dZ 
(17) RTS? 

(42 a «a 

ou, ce qui est la même chose Q) 4 

Us) \cdX +c'dY + c’dZ — 0, 15 
/ | b4X + B'dY + b'dL= 0. 

Posons, en introduisant une variable auxiliaire 0, 

(18) cX+cY—+c'Z—N. 

Nous aurons, en différentiant, tenant compte des relations (11), 

(15) et des équations différentielles (17) de la trajectoire, 

ro "7 — A _G9) DX+0Y+b L= 7 

our “7 _ _ À d dÿ 
(20) aX+aY+az= ff te . 

En comparant cette dernière équation à la première (16) et pre- 

nant n comme variable indépendante, on voit que l’on devra 

avoir 

d8 T 
(21) RL 

et celte équation différentielle déterminera 8. Elle pourra s’inté- 

D. 3
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grer si l’on a mis & sous la forme 

= — ÉLo(n)+ 9") (22) =— le e 

et nous donnera, avec deux constantes, 

(23) 0—Asinn + Bcosn + vo(n). 

Ainsi la trajectoire la plus générale sera donnée par les formules 
suivantes 

| CX +c'Y +c'Z = Asinn + Bcosn +o(n), 
EX +BY + DZ = Acosn — B sinn+o'(r), (24) 

9 AXH AY HAL = [e(n)+ 0" (1)]= u, 
è 

qui ne. contiennent aucune quadrature et qui conduisent, si l’on 
fait varier A, B, ñ, à la relation 

{ AX24+ dY2+ dI2— dA2+ dB? 
(25) 

  

+ [SE — 3 Le" (n)+ Acos7 —_ Bsinn] |'dr?. 

Ici encore, pour obtenir le Système triple Le plus général, il faudra substituer à A, B des coordonnées curvilignes orthogonales o, et ps, comme nous l'avons fait plus haut. 
Si l’on regarde, dans les équations (24), À et B comme des con- Stantes, elles représentent respectivement : la première, le plan osculateur de la irajectoire orthogonale, la seconde le plan passant par la tangente et la binormale, la troisième le plan mobile lui- même. 
Si la courbe (y) et la fonction ?(n)sont algébriques, il en sera de même de toutes les trajectoires orthogonales. 

22. Les développements précédents nous Pêrmettent de rame- “Étant donnée ep solution one der miner les trajectoires orthogonales de es ph de pans, ae 
8 ces plans et, Par suite, les Systèmes triples orthogonaux dont fait partie cette famille de plans. 

On peut, en effet, prendre l'équation d’un plan quelconque de 

  

D
E
E
E
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la famille sous la forme 

(26) az + a'y+a"z=u, 

où a, a), a" et u seront des fonctions d’un paramètre variable, 
ass ujetties à vérifier la relation 

(27) a+ a+ a": 

si main tenant l’on construit les grands cercles intersections de la 
sphère, de rayon 1, concentrique à l’origine, par les plans 

, He atz+ay+a"s=o, 

on devra prendre pour la courbe (y') une quelconque de leurs 
trajectoires orthogonales. Or la détermination de ces trajectoires 
orthogonales dépend d’une quadrature, celle qui détermine l’are 
de la courbe sphérique enveloppe de tous les grands cercles. Une 
fois connue la courbe (y’), il restera à intégrer l'équation (21), où & 
sera donnée; et cetie nouvelle intégration exigera encore deux 
quadratures. Ainsi : 

On peut toujours déterminer par trois quadratures les 
trajectoires orthogonales d’un plan mobile ou, ce qui revient 
au même, les systèmes triples orthogonaux dont fait partie 
une famille donnée de plans. 

23. Proposons-nous maintenant de trouver tous les systèmes 

orthogonaux qui comprennent une famille de sphères. Il faudra 
évidemment commencer par rechercher les trajectoires orthogo- 

nales d’une famille de sphères. 

Soit, en coordonnées rectangulaires, 

(28) (æ—aÿ+(y—b}+(z—-c}r—0 

l'équation d’une sphère mobile, a, b, c,r étant des fonctions d'un 
paramètre u. Les courbes trajectoires orthogonales seront définies 
par les équations différentielles 

dx _ dy dz 

T—a y—b  3—0c 
    (29) ? 

jointes à l'équation précédente (28).
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Si nous effectuons la substitution définie par les formules 

(30) æ—a—=rX, Y—b=rY, 3—c=rZ 
, 

les équations différentielles deviendront 

da + dX db + dY de —+ dZ 
LA * * 

(31) OX Ty Z ? 

avec la condition 

(32) 
X2+ X24 72, 

Il résulte immédiatement de cetie première transformation qu'il y a une infinité de familles de sphères pour lesquelles la solution dépendra des mêmes équations différentielles en X, Y,Z; ce sont celles pour lesquelles les fonctions 

1 da 1 db 1 de 
ru’ . ru’ T du 

auront la même valeur. Nous dirons que toutes ces familles sont stmilaires (1). 
Aünsi, si di, bi, Gr, désignent les valeurs que prennent @, b, c, r pour une autre famille de sphères, celle- ci sera similaire de la première si l’on a 

(3) dm, db _ db de de r Fr Fr ri r ri 

Étant données deux fami]l les similaires, on Passe des trajectoires de la première famille à elles de la seconde Par la substitution 
FA Li—a; — b — D —_ OR se ES-rcb, <= 49; 1 

7° T1 

3 
Z et l’on peut, en effet, vérifier Par un calcul direct que si l’on effectue cette substitution en tenant compte des conditions (33) 

, . . . 
; 

les équations différentielles (29) se transforment dans les sui- 
D
 

(*) Cette définition est empruntée à M, V. Rouquet. Voir à j 
LT 

‘ . ces sur la théorie des surfaces (re Partie, Note de la page 1: jet les Lesons 14). 

  pi i ï 
Ê 
È ; 
g 
; 
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vantes : 

dx d dz 35 1 — V1 _ F1 

(35) Li di Ji bi Æi— C1 

où l’on a 

(36) (ti— eh} + (ya bi} + (a c}= ri. 

Étant donnée une famille dont on connaît les trajectoires 

orthogonales, on peut employer la construction suivante pour 

trouver les trajectoires orthogonales de toute famille similaire : 

Sur deux sphères correspondantes des deux familles on associe 

les points dont les coordonnées satisfont aux relations (34), 

c’est-à-dire les points pour lesquels les rayons des deux sphères 

sont parallèles. La correspondance ainsi établie entre les deux 

sphères est une homothétie, qui est directe sir et r,sontde même 

signe, inverse s'ils sont de signes différents. Au reste, on peut 

obtenir très aisément le centre de cette homothétie. 

Désignons par (T), (Ti) les courbes lieux des centres des 

sphères appartenant à deux familles similaires. D’après les for- 

mules (33), les tangentes à ces deux courbes sont à chaque 

instant parallèles; par suite, la ligne des centres des deux sphères 

demeure tangente à une courbe (K). Comme on a, d’après les 

formules (33), 

r, ds 
(37) | +=? 

ds et ds, désignant les arcs élémentaires de (T') et de (T,}, on voit 

que le point de contact de la ligne des centres des deux sphères 

avec son enveloppe (K) sera précisément le centre d’homothétie 

cherché. On peut encore remarquer que ce centre d'homothétie 

sera à l’intersection de la ligne des centres des deux sphères et de 

la droite qui joint les centres de courbure de (T} et de (Ti). 

Quand on connaît une famille particulière de sphères, on 

peut, sans aucune intégration, déterminer l’ensemble des fa- 

milles similaires. 

: AN. 
Supposons, en effet, que l’on connaisse la courbe {T); la 

courbe (T,) pourra être construite sans difficulté; ce sera l’arête 

de rebroussement d’une développable dont les plans tangents
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A seront assujettis à l’unique condition d’être parallèles aux plans 
osculateurs de (T). Connaissant (Ti), nous aurons aussi, grâce à a 5 . » ss l’une des propriétés précédentes, le centre d’homothétie des deux 
sphères correspondantes, et, par suite, nous pourrons construire les sphères ayant leur centre sur (T1). Analytiquement, on peut encore employer la formule 

EI
 

1 _ da; 

T7 da 

qui fait connaître 7, , En grandeur et en signe, lorsqu'on connaît r et les courbes (T), (T,). 

24. Parmi les familles similaires à une famille donnée, il y en a toujours une infinité qui sont composées de sphères un point fixe. 
Si l’on considère, en effet, dans 1 

comme données, et 1, Di, 
seulement trois 
la suivante : 

Passant par 

es équations (33) a, db, c,r 
G13 71 Comme des inconnues, on aura équations auxquelles on pourra Loujours ajouter 

(38) ai+ b?+ oc pe — 

qui exprime que la sphère passe à l’origine des coor aura alors quatre équations pour Quatre inconnues. La démonstration suivante est plus précise. Supposons que l’on connaisse une irajectoir famille donnée, c'est-à-dire des fonctions Lo; aux équations 

données, On 

€ orthogonale de la 
Po; So satisfaisant 

  

_Uo_ _ dy ds (39) To— «a Fo— Bb 3? 

(ro— a+ (yo pp + (39 — ce}? — r?; 

et voyons si, dans 
dante peut se » 
faudra, d’apr 

la famille similaire, la tr 
La fa 

aJecioire Correspon- éduire à un point, l'or 18in€ des coordonnées. Il ès les formules (34), que l'on ait 
To— a __& Jo— db b; Zo—e SE 

ri , TT 
Fi ri= a+ be,
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On tire de là 

(40 de = da — ai d = — T das. 
ri ri 

En portant cette valeur de dr, et les valeurs analogues de dyo, 

do dans les premières équations (39), il viendra 

da [da db_dh de da 
r ri r ri r r4 

CA bi Ci 

Comme les rapports seuls de &1,b1,01,r, sont déterminés parles 

formules (40), on pourra supposer que le numérateur du premier 

rapport soit nul, ce qui entraîne, comme il était facile de le pré- 

voir, les relations 

(42) T1 LE = — 

d’où l’on déduira, par exemple, 

(43) des da _ da—æ) | d2£ 

(221 æ— 0 Œ — Li a — Lo 
  

En intégrant, il viendra 
s - f dXs 

a=(a— re 9 7" 

de sorte que la solution complète s’obtiendra par les formules 

. dx 

ri 1 CA … Ct —e Lo — 4 

(44) TT ar b—Y €—% 

  

3 

  
  

Ainsi, dès que l’on connaît une trajectoire orthogonale 

d'une famille de sphères, une simple quadrature permet de 

déterminer la famille similaire dans laquelle cette trajectoire 

correspond à un point, qui est évidemment le point fixe par 

lequel passent toutes les sphères de la nouvelle famille. 

95. Les propositions précédentes nous permettent de montrer 

comment on pourra, sans aucune quadrature, construire les fa- 

milles de sphères les plus générales accompagnées de leurs trajec- 

toires orthogonales. | : 

En effet, toute famille de sphères passant par un point fixe O
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peut toujours, par une inversion dont le pôle est O, être trans- 
formée en une famille de plans. On aura donc une telle famille accompagnée de ses trajectoires orthogonales en soumettant à une inversion une famille de plans et leurs trajectoires orthogonales. De cette famille on pourra, par les constructions indiquées plus haut, passer aux familles similaires qui sont Lout à fait générales. Les calculs correspondants sont tout indiqués. On remplacera soit dans le Système (8), soit dans les équations (24), X, Y,Z 

2 291 235 res eclivement D —— 3 ————, ; ce qui P PURE oies ares 1 donnera, si l'on se borne, par exemple au système le plus gé- néral (24), 

2(aTi+a'yi+ a"z;)— UT? + y? + 32) — 0, (45) La(bri+ by &"x1)—[A cosr— B sinn +v'(n)] a?+y?i+s 2(CTi+c'yi+ cas) — [A sinn + B COS o(n)](G?+y?+s 
Puis on passera à la famille la plus générale Par les relations 

(46) ua(?)= £a, “a(e = da, e af) = dei 1 

  

ri u ; uw] 7° 
# 

# a a Pis Vi — Hi — 
, 

& æ u 1 (47) RS = Ts . Lo — Ya —a' Z2— a} ur) 

Le système (8), que nous avons négligé, donnerait les familles de sphères pour lesquelles le lieu des centres est une courbe plane. On peut résoudre les équations (46) de deux manières diffé- rentes, soil en se donnant arbitrairement ri suite &,, a!, a; par des Quadratures, soit en courbe décrite par le Point de coordonnées ii, &,, a est l’arête de rebroussement d’une développable dont les plans tangents sont parallèles aux plans Osculateurs de la courbe décrite par le point , GO a" de coordonnées u” %° y’ Ce Qui permet d'écrire les valeurs de &i, 4i, &\ sans aucun signe d'intégration. L'une équations (46) fera ensuite Connaître 7. 

et déterminant en- 
remarquant que la 

quelconque des 

26. Il ne nous résle plus qu’à indi 
| | | 

quer Comment On pourra 
déterminer effectivement les 

P 
trajectoires orthogonales d’une
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famille de sphères donnée. Voici le procédé qui nous a paru le 

plus simple. Soit 

(48) (X— a} +(N —bÿ+(Z—c}= rt 

l'équation de la sphère variable dont il s’agit de déterminer les 

trajectoires. En introduisant les variables imaginaires qui sont les 

paramètres des deux séries de génératrices rectilignes ('), on 

pourra poser | 

  

. X=arr?ŸY, 
ÆY F1 

, _ JTE - (19) Y=b+ri 

Z= enr TT", 
&y +1 

En substiluant ces expressions de X, Y, Z dans les équations 

différentielles des trajectoires 

dax dY dZ 

(0) X—a Y=5 Z—c 

on trouvera que x et y doivent satisfaire aux deux équations 

‘ dx = 2° dis— 2 dn — dE, 

6 dy = y? dé — 2 din — déc, 
où l’on a posé 

(52) da + db = di, da — db = db, de _ dn. 

En d’autres termes, + et y devront être solutions de deux équa- 

tions de Riccati. On voit donc que, si l’on connaît une seule tra- 

jectoire orthogonale, on aura, par cela même, une solution par- 

ticulière des deux équations, et la détermination des autres 

trajectoires orthogonales sera ramenée aux quadratures. | 

Le résultat précédent peut s'expliquer par des considérations 

analogues à celles que nous avons développées ailleurs (?). Si l’on 

considère d’abord une famille de plans et si l’on fait se corres- 

  

) Leçons sur la Théorie des surfaces (He Partie, p. 37 et suiv.). 

) Leçons sur la Théorie des surfaces (Livre I, Chap. IH). 

: (: 

(°
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pondre, sur deux quelconques des plans, les points où ils sont 
rencontrés par une même trajectoire orthogonale, la correspon- 
dance ainsi établie est, nous l'avons vu (n° 17), celle qui existe 
entre deux figures égales. Si nous transformons par inversion, 
nous aurons la famille la plus générale de sphères passant par un point fixe; la correspondance établie entre deux des. sphères, 
à l’aide des trajectoires’ orthogonales, sera, par suite, celle qui résulte d’une inversion, d’un déplacement et d’une inversion , c'est-à-dire, en définitive, d’un nombre pair d'inversions. Cette Proposilion s'étend immédiatement à une famille quelconque de sphères, Puisque, dans deux familles similaires, les pieds des tra- Jectoires orthogonales dessinent, sur les sphères correspondantes, deux figures homothétiques. Ainsi : 

Lorsqu'on considère comme Correspondants, sur deux sphères d’une famille quelconque, les Points où ces deux sphères sont Tencontrées par une même trajectoire orthogonale, la correspon- dance ainsi établie équivaut à un nombre pair d’inversions. C’est donc une Correspondance avec similitude des éléments infiniment pelts et il est facile de voir que c’est aussi une homogra- phie (1). Pour toutes ces raisons, elle transforme les génératrices rectilignes de l’une des sphères dans les génératrices rectilignes de l’autre, et elle conserve les rapports anharmoniques de quatre Sénératrices quelconques. Supposons donc que l’on connaisse trois lrajcetoires orthogonales qui coupent une sphère déterminée (So) de la famille en trois Points &, Do, Co et une sphère variable (S) CA rois points a, b, c. Pour déterminer la trajectoire orthogonale qui coupe (Ss) en un Point 9, il suffira de déterminer le point m de (S) par la double condition que les rapports anharmoniques des génératrices r ectilignes du premier et du Second système qui Passent en a, b, c, m soient égaux à ceux des Sénératr SYSlème passant en 0; Los Co, Mo, C'est-à-dir constants. En éliminant par différ ainsi introduites on doit trouver, de Riccati. 

TT 
C1) Toute inversion appliquée homographie. 

ices du même 
€ soient des nombres | 

entiation les deux constantes 
comme on sait, deux équations 

à une sphère peut être envisagée comme une  
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27. L’explication que nous venons de développer nous per- 
mettra de donner rapidement la solution du problème principal 
que nous avions en vue, c'est-à-dire la détermination de tous les 

systèmes triples orthogonaux comprenant une famille de sphères. 
Après avoir construit l’ensemble formé par ces sphères et leurs 

trajectoires orthogonales, il suffira, pour obtenir les deux familles 
qui complètent le système orthogonal, de choisir une sphère par- 

tüiculière de la famille (S,) et d'associer les trajectoires de telle 

manière qu’elles rencontrent sur cette sphère les courbes (CG) et 
(D,) qui appartiennent respectivement à deux familles orthogo- 

nales quelconques. Il résulte en effet des remarques précédentes 
que la correspondance établie à l’aide des trajectoires entre la 
sphère (S,) et l’une quelconque (S) des sphères de la famille, a 

lieu avec similitude des éléments infiniment petits. Aux courbes(C) 
et (D,) de (S,) correspondront des courbes (CG) et (D) de (S) 
se coupant à angle droit et, par suite, les deux familles de surfaces 

construiles avec les trajectoires qui rencontrent respectivement 
les courbes (C,), (D,) se couperont partout à angle droit. 

28. La question que nous venons de rencontrer et de résoudre 

à propos des trajectoires orthogonales d’une famille de sphères 
n'est qu’un cas particulier d’un problème plus général que nous 

allons examiner en terminant ce Chapitre. 

Considérons, dans un espace à x dimensions, les sphères va- 

riables représentées par l’équation 

(53) Cri — M} + (tr aa) +e (an an) = 77, 

Où Gp, «+ @n, r sont des fonctions données d’un même para- 

mètre. Si nous nous proposons de déterminer leurs trajectoires 
orthogonales, nous serons conduit au système d'équations diffé- 

rentielles 
dx àx. dx 

(54) 1 ER, 
: Ti — di T2 — A Tr An 

qui se rencontre dans différentes recherches de Géométrie. 

M. J.-A. Serret (1) a eu à l'intégrer, pour r — 4, dans la recherche 

  

() J.-A. SERRET, Sur les surfaces dont les lignes de l’une des courbures 

sont sphériques ( Comptes rendus, t. XLII, p. 109; 1856).
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des surfaces à lignes de courbure sphériques. Au Chapitre suivant, 

nous le rencontrerons pour #7 —5. Dans une Note publiée en 1867, 

M. O. Bonnet (!) a montré que l’on peut mettre les fonctions 

Gi, A2, ++, An, F SOUS une forme telle que l'intégration du sys- 
ème puisse s'effectuer par de simples quadratures. Nous allons 
compléter ce résultat en montrant que l’on peut obtenir le même 
résultat sans aucun signe d'intégration et sans introduire des 
imaginaires, comme l’a fait M. Bonnet. 

Notre méthode est identique au début à celle que nous avons 
suivie pour les sphères aux n° 23 et suiv.; si l’on pose Ici 

(55) TE 2x; 

le système des équations (53), (54) prend la forme 

XI + XI +... HR X2 7, 

      

(56) | de + dx; de +dX: dan ax, 
= = = Lx; Ko TX, 

| , . . . . de sorte que l’on Pourra, 101 encore, introduire la notion des fa- 
milles similaires. Deux familles qui correspondront respective- 
ment aux fonctions a;, r et a;, r', et pour lesquelles on aura 

_ da; da! . (57) Te (ê=1,2,...,n), 

conduiront au même Système (56); et, par suite, les trajectoires orthogonales de l’une des familles se raltacheront à celles de l’autre, à l’aide des formules 

. ’ , (58 Ti dj Li — A; . ) Tr Sr (Œ=1,2,...,n) 

; outes F5 Propositions établies plus haut Pour les familles simi- aires subsistent ici sans 1 1 1 l i 
en dei 58 motiheation. Si l’on connaît une famille ractérisée par 1 , 7 1 i 
nr ner ÉrEs par les fonctions à;, r, il sera possible de a . . ; InLégralion, toutes les familles similaires. Il suf- 

(7) O. Boxxer, Note sur l'intégration d’une . o . . 
c ” 1 " L 

différentielles simultanées (Comptes rendus t. L Lo classe d'équations , À. 
UE p. 971; 1861).



SYSTÈMES TRIPLES COMPRENANT UNE FAMILLE DE PLANS. 45 

fira d'introduire 7» fonctions À; dont les rapports seront déter- 

minés par les équations 

LL n # 

(59) SG Ardai=o, Gaidai=o, Nadia 0, 

1 1 1 

puis de déterminer les a; en joignant à l'équation 

# 

(60) Arai = 0, 
1 

où est une fonction arbitraire, les 7 — 1 équations 

(61) S aid* A; = d#0 (Æ=1,2, nn —i). 
4 

La comparaison de toutes ces équations et de celles qui s’en dé- 

duisent par différentiation nous donnera les relations 

da da: da, 
(62) 1 = 2 _ _ 2 

Tr 7 = 7 Tr) 
da, da, dan 

  

auxquelles il faudra joindre, pour déterminer 7’, une relation 

telle que la suivante 

dai Tr 

+ (63) = daï 7 
  

En appliquant sans modification les raisonnements du n° 24, 

on démontrera que, parmi les familles similaires d’une famille 

donnée, il y en a une infinité composées de sphères passant par 

un point fixe. De sorte que, si l’on peut écrire sans aucun signe de 

quadratare les équations qui déterminent une famille de plans et 

l'ensemble de ses trajectoires orthogonales, on pourra d’abord, 

par une simple inversion, obtenir, sans aucun signe de quadra- 

ture, la famille la plus générale composée de sphères passant par 

un point fixe et l’ensemble de ses trajectoires orthogonales, puis 

passer de là à une des familles similaires, c’est-à-dire à la famille 

la plus générale de sphères dans un éspace à 7 dimensions. Ainsi, 

nous sommes ramené à déterminer, dans cet espace, les trajec- 

toires orthogonales d’un plan mobile.
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Soit 

(64) dbiti+...+<b,æ,=u 

l'équation de ce plan (P). Les trajectoires orthogonales devront 
satisfaire aux équations différentielles 

(65) 
IT rie —° 

Ici encore, on pourra reproduire la méthode employée pour le 
cas de trois variables. Si l’on a résolu le problème pour la famille 
de plans (P'), parallèles aux proposés et passant par l’origine, 
définis par conséquent par l'équation 

(66) biti+...+ brx, = 0, 

On pourra, en mettant & sous une forme appropriée, le résoudre 
aussi pour la famille définie par l'équation (64). Car soient x, 
To, +, æ° les valeurs correspondantes à une trajectoire du 
plan précédent (P'); on pourra toujours, comme nous venons 
de le faire, déterminer, avec une fonction arbitraire et sans aucun 
signe d'intégration, les solutions du système 

dy: dy dy 6 
—— — 22 — = En (67) deÿ des" drs? 

et en prenant 

(68) u = biyi+...+ EnVn, 

on voit qu’une solution du système des équations (64), (65) sera fournie par les valeurs 

= Ji 

des incon ; e à ituti 
nconnues æ;, [l ne restera plus qu’à effectuer la substitution 

(69) Te Yi+ oi, 
pour être ramené aux plans (P'). 

Dans ce cas, les équations (65), Jointes à celle du plan, n donnent 

pounors . ST; dx; — O0, 
et, par suite, 

9 

Sax? = const,
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Toutes les trajectoires sont done sphériques, et elles sont homo- 
thétiques à celles qui sont situées sur la sphère de rayon 1, et 
qu’il suffira de déterminer. 

I suffira donc de supposer la constante égale à 1, et l’on aura 
à la fois 

(70) Sæ?= 1, Sb;%;— 0. 

Pour continuer, effectuons une inversion dont le pôle sera sur 
cette sphère et qui, par conséquent, la transformera en un plan. 

On verra facilement que cela revient à employer les formules sui- 

vantes : 

2Vr . 
di — 5 7 (£=1,2,...,R —i), 

_ 1+y7?+...+ y, 
(7 { 9 ° 

1+7?+..+yi 

de sorte que la première des deux équations (70) sera vérifiée 

identiquement, et que la seconde deviendra 

Gé 

(72) Pr+pite+yhn ie rie 0. 
1 

Quant aux équations différentielles (65), elles se transforment 

dans celles qui définissent les trajectoires orthogonales de la fa- 

mille de sphères représentée par l'équation précédente dans 

l'espace à r — 1 dimensions. 

29. Nous pourrions nous arrêter là si cette famille était la plus 

générale dans l’espace à 2 — 1 dimensions. Mais il n’en est pas 

ainsi; car, pour continuer à employer le langage géométrique, la 

puissance de l’origine des coordonnées, par rapport à toutes les 

sphères précédentes, est constante et égale à — 1. En d’autres 

termes, elles sont orthogonales à une sphère fixe, ayant pour 

centre l’origine et pour rayon ÿ— 1. Pour continuer notre re- 

cherche, nous allons démontrer la proposition suivante : 

On peut toujours, sans aucune intégration, déterminer 

dans un espace donné la famille la plus générale formée de 

sphères (S) orthogonales à une sphère fixe donnée (E), et si-
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milaire d’une famille de sphères (S') passant par un point 
fixe. 

Soit » — 1 le nombre de dimensions de l’espace donné, et soit 

(73) Li+ai+...+æ , = A? 

l'équation de la sphère (Z), 4? pouvant être positif ou négatif. 
Soit, de même, 

(74) Cri) +... + (trs an} = r? 

l'équation de la sphère variable (S); Gi, 2, ..., an 1 et r étant 
des fonctions d'un paramètre. Pour que la sphère (S) soit ortho- 
gonale à (£), il faudra que l'on ait 

(75) ai +ai+... + ai ;—r2— }2, 

Soit, d’autre part, 

(76) Cri ai) +. + (ann ah Ye 7°? 

l'équation de la sphère (S') similaire à (S). On peut supposer que 
le point fixe par lequel elle passe soit l’origine des coordonnées, 
ce qui donnera 

(37) AÉ ++ air 0. 
, LE 0 « 

. Désignons par æ°, ..., æ}_,, les coordonnées du point de (S) qui, dans la correspondance entre (S) er (S'), est homologue à l’origine des coordonnées. On aura 

0 ! Ti — Qi — . . (78) ———" = TE 1,2, 7 — 1); 

et, à ces équations, il faudra Joindre les suivantes : 
_ da: da; . (79) 7 er (Ë= 1,0, ss 2 —1), 

par lesquelles on exprime 
En ürant de l'équation (5 
on déduira des relations P 

que les deux familles sont similaires. 
8) la valeur de æ}? et en différentiant, 
récédentes les suivantes 

(80) dat =—aa(r), 
7 

dont nous aurons à faire usage.
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On déduit.encore de la comparaison des équations (38), (39), 

la relation 

da da; Aie) | dæ 
— = 0 ? 7 
ai aa a— ax} Ta — x 

qui donne par l’intégration 

J dx$ 
F f a 

Œ; 7 x 
(81) ———, = mer Mi 

Ai — TT; F 

La quadrature qui figure dans cette formule demeure évidem- 

ment la même pour toutes les valeurs de ;; remarquons qu’elle 

peut ici s'effectuer, car on a 

o 0 m0 deg dx; __ Sax} dx; 

di — % An-1 — Zh-1 S(a;— x? TT 

ou encore, en lenant compte des équations (58) et (75), 

dr? _ 2Szx}.dx} 
———_—]{° © = — & 0\2— X21]. 

ax? k—S(x?} dLos[S(æ2) #1 

En effectuant l'intégration et portant dans la formule (81), il 

viendra donc 

8 di 2 2 2 
(82) Pa Fr S(a) AR  Sa(at—&) 

C désignant une constante introduite par l'intégration et que l’on 

pourrait d’ailleurs réduire à l’unité. 

On déduit de l’équation précédente 

(83) Sax} = Q. 

Si l’on remarque que l’on a d’ailleurs, en vertu des formules (80), 

dr dx$ _ den EP R—1 
7 7 

&i do An 1 

  — Tr) 

on voit que la courbe (C) lieu du point (æ?,...,æ,_,) sera l’une 

des trajectoires orthogonales du plan (P), défini par l’équation 

(83), plan qui est l'inverse de la sphère (S') par rapport à Ll’ori- 

gine des coordonnées. Admettons qu’il soit possible d'écrire, sans 

aucun signe d'intégration, les formules qui déterminent, daus 

D. 4
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l’espace considéré, un plan mobile et toutes ses trajectoires or- 
thogonales. On voit qu'alors il sera possible d'écrire, sans signe 

de quadrature, l’ensemble des valeurs des #% et des a;. Cela posé, 

on passera du plan (P) à la sphère ($') par une inversion, puis 

de la sphère (S') à la sphère similaire (S) à l’aide des formules 
précédentes qui nous donnent 

S(a/} +205 = 4, 
(84) 

r 
# 

ai = æ9 + di 

Ainsi, ilsera possible, comme nous l’avons énoncé, d'écrire, sans 
aucun signe d'intégration, les formules qui déterminent la sphère 
mobile (S), orthogonale à (£), et ses trajectoires orthogonales. 

Toutes les opérations que nous avons successivement effectuées 
sont réversibles et purement algébriques ; de sorte que l’on saura 
résoudre le problème proposé pour un espace à n dimensions dès 
qu’on saura le résoudre pour un espace à 2 — 1 dimensions. Nous 
avons d’ailleurs donné la solution pour le cas de trois dimensions ; 
nous pourrons donc l’étendre progressivement aux espaces d’un 
nombre de dimensions aussi grand qu’on le voudra. 

Comme nous l’avons déjà indiqué plus haut, nous aurons à ap- 
pliquer, dans le prochain Chapitre, La proposilion générale que 
nous venons d'établir. Elle permet aussi, il est facile de le re- 
connaître, de déterminer, sans aucun signe d'intégration, toutes les surfaces à lignes de courbure sphériques dans un système, quel que soit le nombre de dimensions de l’espace auquel appar- Uenneont ces surfaces.



  

CHAPITRE II. 
ÉTUDE D’UNE INTÉGRALE PARTICULIÈRE DE L'ÉQUATION 

DU TROISIÈME - ORDRE. 

L'équation aux dérivées partielles du troisième ordre qui détermine les familles 

de Lamé admet des solutions particulières définies par l'équation du premier 

ordre 

(a) H=n(u)(e+y+s)+ ou) +e(u)y +e(u)s + pie). 

Le Chapitre actuel est consacré à l’étude de ces solutions. — L'équation précé- 

dente comprend d’abord, comme cas particuliers, celle qui caractérise Les sur- 

faces parallèles et aussi celle qui caractérise les familles dérivées par inversion 

d’une famille de surfaces parallèles. — Les trajectoires orthogonales des sur- 

faces sont, dans le premier cas, des droites, et, dans le second cas, des cercles 

passant par un point fixe. — Pour éclairer la discussion du cas général, on 

commence par étudier celui où les rapports mutuels des 5 fonctions w,(u) se ré- 

duisent à des constantes. — Les familles de Lamé correspondantes sont alors 

définies par la construction suivante : on construit les cercles normaux à une 

surface quelconque (2) et à une sphère fixe (S); tous ces cercles sont nor- 

maux aux surfaces (Y’) qui composent la famille cherchée. — On construit 

par points chaque surface (£'’), en déterminant sur chaque cercle le point où 

il est normal à (£), les deux points où il est normal à (S), et en construisant 

le quatrième point qui forme, avec les précédents, pris toujours dans le même 

ordre, un rapport anharmonique constant. — Les deux autres familles qui com- 

plètent le système sont évidemment formées de surfaces à lignes de courbure 

circulaires dans un système. — En appliquant cette construction à une cyclide 

de Dupin, on obtient un système triple exclusivement composé de cyclides. — 

Étude géométrique du cas particulier signalé par M. W. Roberts, où les cyclides 

sont toutes du troisième degré. — La construction générale précédente donne une 

transformation de contact des surfaces avec conservation des dignes de cour- 

bure. Détermination de toutes les transformations de ce genre; analytique- 

ment elles équivalent à une substitution linéaire orthogonale effectuée sur les six 

courdonnées d’une sphère. — Retour à l'étude de l’équation (a) dans le cas le plus 

général. — On peut en donner l'intégrale générale sans introduire aucun signe de 

quadrature. — Pour interpréter géométriquement la sélution, on donne quelques 

propriétés fondamentales de la fonction H qui, multipliée par du, représente la 

plus courte distance de deux surfaces infiniment voisines, dans une famille quel- 

conque. Il revient au même de se donner H en chaque point d’une surface, ou de 

se donner en ces points les cercles osculateurs des courbes trajectoires orthogo- 

nales de la famille. — Relation entre H et les cercles osculateurs. — Propriété 

caractéristique des familles étudiées dans ce Chapitre : les cercles osculateurs des 

trajectoires orthogonales aux points où elles rencontrent une des surfaces sont 

orthogonaux à une même sphère, qui varie d’ailleurs avec la surface. — Énoncé 

de la génération de ces familles à l’aide de transformations infinitésimales,.
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30. Après avoir donné la construction générale des familles de 
Lamé composées de sphères ou de plans, et avant de commencer 
l'étude de léquation du troisième ordre à laquelle nous avons 
ramené la solution du problème que nous nous étions proposé, 
il nous reste encore à indiquer et à définir certaines solutions par- 
ticulières de cette équation, que met presque immédiatement en 
évidence la forme sous laquelle elle s’est présentée au Chapitre I. 

Nous avons vu en effet (n° 15) qu’on peut l’obtenir en égalant 
à zéro le déterminant formé avec les six dérivées secondes par rap- 
port à æ, y, 3 des six fonctions 

u, H, a+ yi+ st, ux, UV, uz. 

Un calcul facile montrera que l’on peut substituer à l’une quel- conque de ces fonctions la suivante 

HER ES) Qu) ou) — y ou) — 3 gu(u)— o,(u), 
de sorte que toutes les solutions de l'équation aux dérivées par- üelles du premier ordre 

ï = 

du \? du \? du \? l —) +(— — op VE -G)- 6 
= q(u)(a?+ y2+ #)+co(u)+ y pr(u)+ z os(u) + o(u) 

appartiendront aussi à l'équation du troisième ordre et feront, par Suite, connaître des familles de Lamé. En remplaçant le para- métre & par une fonction convenablement choisie de ce paramètre, 

uent, en réalité, que quatre fonctions arbitraires de w. Elles 
© 

ÿ: # s A Er 
: : . 

figureront dans] Intégrale, à côté de la fonction arbitraire de deux variables, introduite Par l'intégration. 

31. Un Premier cas particulier de l’équation Précédente est Connu depuis longtemps : c’est celui qui correspond à l'équation op 
et pour lequel les surfaces de Paramètre # sont parallèles entre
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elles. On sait que, pour compléter le système triple, il faut 
adjoindre aux surfaces parallèles les deux familles de surfaces 

développables entre lesquelles on peut distribuer les normales 

communes à loutes ces surfaces. On obtient ainsi un premier sys- 

tème triple dont peut toujours faire partie une surface quelconque 

donnée à l’avance. On démontrera sans difficulté que ce système 
est le seul pour lequel une des trois familles orthogonales soit 

composée de surfaces développables. 

En transformant par l’inversion le système précédent, on en 

obtient un autre qu'il est aisé de définir. À la famille de surfaces 

parallèles, l’inversion fait correspondre une famille de surfaces 

dont les trajectoires orthogonales sont des cercles passant par le 

pôle de l’inversion, c’est-à-dire par un point fixe de l’espace. Si 

ce point fixe a pour coordonnées a, b, c, un calcul facile montre 

que le paramètre w de la famille doit satisfaire à une équation aux 

dérivées partielles de la forme suivante : 

(3) H = 9 (u){(r— a+ (y — Da — 0). 

Cette équation est encore un cas particulier de celle (1) que nous 

nous proposons d'étudier. Ici encore, on pourrait réduire la fonc- 

lion o(u) à une constante, par exemple à l’unité. 

932. Les denx hypothèses que nous venons d’envisager rentrent 
évidemment dans la suivante : on peut supposer que, dans l’équa- 

tion (1), les rapports mutuels des fonctions o;(4) ou, ce qui 

revient au même, que ces fonctions elles-mêmes se réduisent à 

des constantes. Nous allons d’abord faire l'étude de ce cas parti- 

culier ; elle est extrêmement intéressante en elle-même; et, d’ail- 

leurs, les résultats qu’elle nous fournira nous sont indispensables 

dans la discussion du cas le plus général. 

Soit donc l’équation 

(4) H = co(2? + + 22) + u1T + GoY +438 + dr 

OÙ Go, Gr, os Us, à, sont des constantes. Effectuons une inversion 

dont le pôle soit sur la sphère obtenue en égalant le second 

membre à zéro ; puis choisissons comme plan des æy le plan 

dans lequel a été transformée cette sphère. On pourra ainsi, le 

lecteur le vérifiera aisément, réduire l'équation précédente à la
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forme simple u 

ou, cn remplaçant H par sa valeur, 

du\? me) + (5) - 1. a Ge) + (+) \ 

Cette équation admet évidemment l'intégrale complète 

(6) u=ar+fy+ [(/L 2 pas 

où figurent trois constantes, à savoir «, B et celle qui sera intro- 
duite par la quadrature. Les équations des caractéristiques seront 

a — © —© | æ + api ECE+FSE 20, 
(7) 8 

| + avi B)= Yo, 

To; Yo étant deux nouvelles constantes. Comme on peut les rem- 
placer par les deux suivantes 

(8) 2 LT a 6 » CR — Lo) + (y — yo} + 32 = ï 

a? + gr? 

Un Voit que ce sont des cercles assu] ettis à couper à angle droit le 
plan des xy (*). 

D'autre part, pour l'équation générale (1), comme pour toutes les équations particulières (2), (3)et(4) que nous en avons dé- duites, les caractéristiques sont, d’après les théories générales, définies par les équations différentielles 

dx dy dz (9) où Qu — Qu” 
0% dy 03 

et représentent, 
de paramètre y. 

En rapprochant cette r 

par suite, les trajectoires orthogonales des familles 

emarque de la construction que nous 
ET ———————— 

() Pour avoir la représentation com 
| 

plète de la caractéristi à chaque point du cercle les valeurs d 
que, il faut adjoindre e uet de ses dérivées.
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venons de donner pour les caractéristiques, dans le cas particulier 

de l'équation (5), on peut évidemment énoncer le théorème sui- 

vant : 

Pour construire les familles de Lamé définies par l’équa- 

tion (5), on se donnera une surface quelconque (£), et l’on 

construira les cercles normaux à la fois à cette surface et à 

un plan (le plan des xy). Tous ces cercles seront normaux à 

des surfaces qui formeront une famille de Lamé. 

Au reste, on peut construire individuellement les surfaces qu'il 

faut associer à (Z). En effet, en retranchant de l'équation (6) les 

équations (5) respectivement multipliées par & et $, on verra que, 

sur chaque caractéristique, on a, en désignant par y une con- 

stante nouvelle, 

—4(:) : ———— 

(10) re = Y+ Log 1/2 =). 

— 2 
Z2 

—_ af? 

Désignons par &, le paramètre de (), par w' le paramètre d’une 

des surfaces associées à (E), par set z' les des points d’inter- 

section M, et M' de ces deux surfaces par le cercle qui est la carac- 

téristique ; nous aurons, d’après la formule précédente, 

  

  

I 1 
Lu — 2 af 

(11) et —o — . 

I 1 = —w— f? 
Z9 2 

Soient P et Q les points où le cercle coupe le plan des æy, en 

introduisant (fig. 1) les angles 

M,OP =0%,  M'OP=8" 

des rayons OM,, OM’ avec le plan des æy et se rappelant que 

7 est le rayon du cercle, on aura 
va + g? 

sin0s ur sin 
(12 = = E=-———? 

2) ° Vers Var+ 82
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et il viendra 
, 

19 uns — 

(13) Er =: 
0 

tang — 
59 

Le second membre représente sur le cercle le rapport anharmo- 

nique des quatre points M’, Ms, P, Q et l'on voit qu'il est tout à 

  

  

9 0 P 

fait indépendant de la caractéristique considérée. On obtiendra 

donc toutes les surfaces (#) en construisant, sur chacun des 

cercles orthogonaux à (Z), le point M' qui, avec M,, P, Q, pris 

toujours dans le même ordre, donne un rapport anharmonique 

constant. 
En transformant par inversion et en se souvenant que le rap- 

port anharmonique de quatre points sur un cercle n’est pas changé 
par cette transformation, on est conduit à la proposition suivante, 
qui est due à Ribaucour : 

Etant donnée une sur face quelconque (È) et une sphère(S), 
réelle ou imaginaire, on construit tous les cercles normaux à 
(S) et à (©). Tous ces cercles sont orthogonaux à une famille 
de surfaces (?'), dont (©) fera évidemment partie, et qui sera 
une famille de Lamé. On peut construire Par points chaque 
surface (©'}en déterminant sur chaque cercle le point où il est 
normal à (©), les deux points où il est normal à (S) et en con- 
struisant le quatrième point qui forme avec les trois précé- 
dents, pris toujours dans le même ordre, un rapport anhar- 
monique constant. 

Il résulte évidemment de cette construction que ler 
: 

apport 
anharmonique des points où quatre surfaces déter minées de la 
famille sont normales à un même cercle est toujours constant.
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33. La proposition précédente nous montre que, soit par des 

constructions géométriques, soit par des calculs purement algé- 
briques, on pourra obtenir une infinité de familles de Lamé dont 

fera partie une surface donnée à l'avance. Nous venons de donner 

la construction des surfaces (Ÿ'}; pour engendrer les deux autres 

familles qui complètent le système triple orthogonal, il faudra 

évidemment associer tous les cercles normaux à (S) et à (E) qui 

rencontrent une même ligne de courbure de (£). Aux deux familles 

de lignes de courbure correspondent évidemment deux familles de 
surfaces qui compléteront le système orthogonal. Ces surfaces, 

qui auront leurs lignes de courbure circulaires au moins dans un 

système, seront les enveloppes des sphères assujetties à la triple 
condition d’être tangentes à une même ligne de courbure de {£)et 

de couper à angle droit à la fois la surface (Z) et la sphère (S). 

Lorsque le rayon de la sphère fixe (S) grandit indéfiniment, les 

surfaces (Z') se réduisent à des surfaces parallèles les unes aux 
autres. Lorsque ce rayon est nul, les surfaces (£') deviennent les 

inverses, par rapport au centre de la sphère, d’une famille de 

surfaces parallèles. 

34. La proposition de Ribaucour conduit évidemment à une 
méthode de transformation des surfaces avec conservation des 

lignes de courbure. Cette transformation appartient à la classe de 
celles que M. Lie à nommées transformations de contact. Repre- 

nons en effet la relation définie plus haut entre les surfaces (£), 

('). Si l’on se donne un point M de (5) et le plan tangent en ce 

point, on pourra construire le cercle (C) normal à (£) en Met 

orthogonal à la sphère fixe (S), puis prendre sur ce cercle le point 

M' qui forme avec M et les deux points d'intersection de (C) et 

de (S) un rapport anharmonique donné. On pourra done, con- 

naissant le point et le plan tangent de (£), construire le point 

correspondant M' de (%}; mais on aura aussi en M le plan tan- 

gent à (Z’), puisque ce plan tangent est normal à (Z). Ainsi, les 

éléments qui déterminent le point et le plan tangent de l’une des 

surfaces dépendent des éléments analogues de la surface corres- 

pondante. C’est cette propriété qui caractérise les transformations 

de contact. 
On voit d’ailleurs immédiatement que la transformation précé-
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dente fait correspondre aux lignes de courbure de (£) les lignes 
de courbure de (£'). En d’autres termes, elle conserve les lignes 
de courbure. 

Nous l'avons étudiée ailleurs avec les détails nécessaires (*}; 
nous nous conlenterons ici de faire remarquer que, puisqu'elle 
conserve les lignes de courbure, elle doit nécessairement faire 
correspondre aux sphères et aux plans, surfaces dont les lignes 
de courbure sont indéterminées, des sphères ou des plans. C’est 
ce que l’on peut d’ailleurs vérifier par un calcul direct (2). 

35. On sait que la cyclide de Dupin est la seule surface dont 
toutes les lignes de courbure soient circulaires, ou qui puisse être 
regardée de deux manières différentes comme une enveloppe de 
sphères dépendant d'un seul paramètre. La transformation de 
Ribaucour, étant une transformation de contact el conservant les 
sphères, fera nécessairement correspondre une cyclide à une 
cyclide. 

D’après cela, si l’on suppose que la surface (Z) soit une cyclide 
de Dupin, et si l’on emploie une sphère quelconque (S), on en 
déduira, par la construction du n° 32, une famille de Lamé com- 
posée de cyclides de Dupin; mais nous voyons de plus que les deux autres familles de Lamé qui composent Le système orthogonal 
auront toutes leurs lignes de courbure circulaires et seront, par 
suile, elles aussi, des cyclides de Dupin. 

On obtiendra done ainsi un Système triple orthogonal exclusi- vement formé de cyclides de Dupin. Nous laisserons au lecteur le soin de rechercher s’il est le plus génér 
priété, et nous ferons connaître un cas 
signalé par M. William Roberts 
entièrement géométriques. 

EE ———— 
(') Leçons sur la Théorie des sur faces (Livre 11, Ch. VIIL, et Livre IV Ch. XV). (?) On pourrait objecter au raisonnement qu’il y a, en dehors des sphères et des plans, des surfaces à lignes de courbure indéterminées : ce sont Îles dévelop- pables circonscrites au cercle de l'infini. Le lecteur fera disparaitre aisément cette difficulté en tenant compte du degré de généralité de chacune de ces sur- faces. 

(5) W. RoBErTs, Application des coordonnées 
surfaces orthogonales (Journal de Crelle, 

al qui possède cette pro- 
Spécial très intéressant 

(3). Nos dé rali ” . emonstrations seront 

clliptiques à La recherche des t LXI, p. 5; 1863).
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36. Considérons un système de quadriques homofocales défini 

par l’équation 

x? 72 2? 

(5) at 5-1 27 — {= 0. 

On sait que le lieu des pôles d’un plan par rapport à toutes ces 

quadriques est une droite perpendiculaire au plan; celte droite 

coupe les plans principaux aux points qui sont les pôles du plan 

par rapport aux trois focales des surfaces. Une seule des qua- 

driques homofocales est tangente au plan, et cela au point où il 

est rencontré par la droite précédente. 

D'après cela, considérons un plan quelconque ABC (/g. 2), et 

Fig. 2. 

  

supposons qu’il tourne autour de son intersection par un des plans 

principaux, autour de AB, par exemple. Dans chacune de ses posi- 

tions il touchera une des quadriques homofocales. Nous allons 

montrer que le lieu des points de contact sera un cercle situé 

dans un plan normal à AB. 

Soit, en effet, P le pôle de AB par rapport à la focale ab située 

dans le plan des æy. Le point de contact M du plan ABC avec la 

quadrique qui lui est tangente sera au pied de la perpendiculaire 

abaissée de P sur le plan; et, si l’on abaisse du point P la perpen-
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diculaire PQ sur AB, l'angle PMQ sera droit. Par suite, lorsque 
le plan tournera autour de AB, le point M décrira un cercle ayant 
PQ pour diamètre et situé dans un plan perpendiculaire à AB. 

Il est aisé d’ailleurs de déterminer par une construction les deux 
points que ce cercle a dans le plan principal des æs par exemple. 
Si l’une des surfaces homofocales se réduit à la focale située dans 
le plan des xz, les points de contact des plans tangents menés par 
AB à la quadrique se réduisent évidemment aux deux points de 
contact des tangentes menées par À dans le plan des æ3 à la focale 
située dans ce plan. Ces deux points de contact ne dépendent 
que de À et demeurent invariables quand la droite AB tourne autour de À dans le plan des ay. 

Cela posé, prenons .un point fixe sur l’un des lrois axes de symétrie et menons de ce point des plans tangents à toutes les surfaces homofocales. Nous allons démontrer que le lieu des points de contact est une cyclide de Dupin. 
Prenons, Par exemple, le point À sur Ox et considérons tous les plans ABC passant par À. Si l’on considère tous les plans pas- Sant par une même droite AB du plan des æy, leurs points de Contact sont sur un cercle qui coupe le plan des +3 en deux Points toujours les mêmes, puisqu'ils ne dépendent que de À. Ainsi, la surface est engendrée par un cercle dont le plan est normal au plan des ÆY et qui passe par deux points fixes. Elle est donc l'enveloppe d’une famille de sphères à un par centres de ces sphères étant situés dans le plan des Comme les mêmes raisonnements s'étendent au pl reconnait immédiatem 

amètre, les 

Æy. 
an des xs, on 

ent que la surface est, de deux manières dif- férentes, l'enveloppe d’une sphère, et, par suite, qu'elle est une cyclide de Dupin. 
Au reste, il est très aisé de trouver son équation. Soit +! l’ du point A, et désignons Par &, y, 5 les coordonnées d’un point d’une quadrique homofocale de Paramètre p. Pour que le plan tangent à la quadrique homofocale en ce Point vienne Passer par le point À, il faut que l’on ait 

G5) 
Té'= a —p; 

Joignant cette équation à celle de la quadrique 
a? 2 22 (16) a ed LE CR b--6 C—p T=o,
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et éliminant p, il vient 

  

(15) r a +E _, 
‘ b—a+rx ca xx x ° 

C’est l’équation d’une cyclide du troisième degré. 
Cela posé, on à évidemment trois familles de cyclides qui cor- 

respondent respectivement aux points situés sur les trois axes 
de symétrie. Il est aisé de démontrer que les trois familles de sur- 
faces ainsi obtenues se coupent mutuellement à angle droit. Con- 
sidérons en effet (fig. 2) les cyclides relatives aux trois points 
A, B, C. Elles ont en commun le point de contact du plan ABC 
avec la quadrique qui lui est tangente. Les cyclides dérivées de 
deux de ces points, par exemple de À et de B, se coupent suivant 
le cercle lieu des points de contact des plans passant par AB. 
Ainsi les trois cyclides se couperont mutuellement suivant des 
lignes de courbure communes ; donc elles seront orthogonales les 
unes aux autres en tous les points de ces lignes communes. 

Il résulte de la formule (15) que sio, oi, g2 sont les coordonnées 
elliptiques, et x, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point 
de l’espace, les paramètres des trois familles de cyclides sont 

    
  

On vérifie ce résultat par un calcul direct. Si l’on ne veut intro- 
daire que les coordonnées elliptiques, on aura, pour les para- 
mètres des trois familles, les expressions suivantes : 

(a— pla — 02) (b— pb — pa) (ce —pi)(c—pr) 
(18) , B , . 

a —p — P c—p 

On voit que l’on aura érois systèmes orthogonaux différents 
suivant que p désignera le paramètre des ellipsoïdes, des hyperbo- 
loïdes à une nappe, ou des hyperboloïdes à deux nappes du système 
homofocal. 

37. Revenons à la transformation de Ribaucour. On connaissait 
déjà différentes transformations qui conservent les lignes de 
courbure, l’inversion, la dilatation, c’est-à-dire l'opération par 
laquelle on passe d’une surface à la surface parallèle, une trans-
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formation due à O. Bonnet (‘). M. Lie s’est proposé de déter- 

miner toutes les transformations de contact qui conservent les 

lignes de courbure. Nous allons indiquer rapidement les résultats 

obtenus par l’éminent géomètre, parce qu’ils éclaireront la discus- 
sion dans la suite de ce Chapitre. 

Remarquons d’abord que toute transformation de ce genre doit 

faire correspondre à une surface dont les lignes de courbure sont 

indéterminées une surface dont les lignes de courbure soient 

aussi indéterminées. Or on ne connaît que deux classes bien dis- 
tinctes de telles surfaces : la première comprend les sphères et les 
plans qui dépendent au plus de quatre constantes ; la seconde 
comprend les développables isotropes, développables qui dé- 
pendent d’une fonction arbitraire. Donc la transformation cher- 
chée doit nécessairement transformer une développable isotrope 
en une développable isotrope et faire correspondre une sphère à 
une sphère (en considérant le plan comme une sphère de rayon 
infini). Comme la transformation est une transformation de con- 
tact, elle doit faire correspondre à deux sphères qui se touchent 
deux autres sphères qui se touchent également. Par suite, si nous 
employons la transformation de M. Lie, qui fait correspondre à 
une sphère une ligne droite (2), et si nous soumettons la figure 
tout entière à cette transformation, on voit que, dans l’espace qui 
contiendra les droites, les transformations cherchées feront cor- 
respondre une droite à une droite, et deux droites qui se coupent 
à deux droites qui se coupent. Cette double propriété permet de 
les définir sans calcul ; car, si l’on considère toutes les droites qui 
passent en un point quelconque, ces droites doivent être trans- 
formées en droites se Coupant mutuellement, c’est-à-dire en droites 
passant par un point ou situées dans un plan. Il y a donc deux cas 
à distinguer : dans le premier, aux droiles passant par un point 
correspondront des droites passant par un autre point ; la trans- formation sera done Ponctuelle, elle fera nécessairement corres- 
pondre un plan à un plan, une droite à une droite, et sera, par 
suite, la transformation homographique la Plus générale. 
Dans le second cas, un plan correspondra à un Point, mais on 
  

() Voir Leçons sur la théorie des surfaces (I Partie, Livre IL, Ch VII) (*) Voir Leçons sur la théorie des surfaces (n°* 157, 168, 978 et suiv ) |
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ramênera ce Cas au premier, en effectuant une transformation 
quelconque par polaires réciproques. On n'obtient donc, en ré- 
sumé, que deux transformations : l’homographie ou la corrélation 
la plus générale. 

Dans l’une et dans l’autre, les coordonnées de la ligne droite () 
subissent la transformation linéaire la plus générale qui respecte 
la relation quadratique entre les coordonnées ; elles se distinguent 
seulement par le signe du déterminant de la substitution. 

Si nous revenons maintenant à l’espace qui contient les sphères, 
nous savons que les coordonnées de chaque sphère sont égales à 
celles de la ligne droite correspondante (?). Nous pouvons donc 
énoncer le résultat suivant, qui résume les recherches de M. Lie. 

Les transformations de contact Les plus générales qui conservent 
les lignes de courbure sont celles qui soumettent les six coor- 
données homogènes d’une sphère à la transformation linéaire la 
plus générale qui conserve la relation quadratique entre les coor- 
données. 

Supposons, par exemple, que, Z1, ..., æ, désignant des coor- 
données pentasphériques (?)} d'un point, on prenne l’équation de 
la sphère sous la forme | 

(19) Mi Ti + Mali Mala + Milit Msls = O0. 

La sixième coordonnée de cette sphère sera définie par la rela- 
tion 

(20) mi+mi+ mi+ mi+ mi+ mio; 

et les transformations avec conservation des lignes de courbure se 
réduiront à des substitutions linéaires orthogonales effectuées sur 

  

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (I Partie, n°139). 

(?) Leçons sur la théorie des surfaces, n° 156, 137. Pour que Ia relation 

énoncée dans le texte soit tout à fait exacte, il faut prendre les coordonnées de la 

droite employées par M. F. Klein, c’est-à-dire celles pour lesquelles la relation 

quadratique entre les coordonnées est ramenée à la forme 

i=6 

ê=I 

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (1°° Partie, n° 150 et suiv.).
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les six coordonnées. On voit que, dans l’étude de la Géométrie des 
sphères, elles doivent jouer le même rôle que les rotations et les 
transformations par symétrie dans l’espace à trois dimensions. 

38. Ces résultats étant rappelés, revenons à l’équation (1) et 
mettons-la sous la forme 

  

2 +y?+ +R? e+yt+st—R? (21) He a — RE — + AT+ AY +2 + as KR ; 

ce qui revient à employer un système de coordonnées pentasphé- 
riques spéciales. R désigne une constante, @i, @2,..., a; des fonc- 
üons de w. Pour intégrer cette équation aux dérivées partielles 
du premier ordre, nous allons en chercher une intégrale complète ; 
et, pour cela, nous allons examiner si l’on pourrait la vérifier en 
Prenant une famille de sphères dont nous écrirons l’équation sous 
la forme 

  

| A+ pire Re _ + yi+ 5°—R? C2) HE Fee + by bec + fs IE 

  

= ©, 

Si, -.., Ë; désignant des fonctions de u. 
Si l’on introduit la sixième coordonnée de la sphère précédente 

définie par la relation 

(23) É?+E3+...+E2— 0, 
un calcul facile montre que la famille de sphères satisfait à l’équa- Uon aux dérivées partielles 

H=2[dia+p+msR le © + EE é6Lau 2Ri du 

dé: de, dés + y? 222 Ro Fa + ge s+ CS TR — |, & du 2R 
et cette équation se réduir 
2, ..., 5, 

4 dE . (24) LE tag. 

à à la proposée, si l’on a, pour # = 1, 

: 

En différentiant la relation identique ( 
| re 

23), on reconnaitra que l’on Peut joindre à ces équations la suiv 
L 

ante 

& 25 dés = — ; e ) du Th + abs. Lot),
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de sorte que Îles équations (24), (25) constituent maintenant un 
système linéaire admettant l'intégrale quadratique 

(26) ë m
9
 

+ À k
o
 +...+Ëi = const. 

La solution générale de ce système sera donnée, comme on sait, 
par des formules telles que les suivantes : 

(27) Ep Cuti+ Cobi+...+ CEt (Æ=1,2,...,6), 

où Cu, GC, ..., GC désignent six constantes arbitraires. En por- 

tant ces expressions dans l’équation (26), nous aurons la relation 

Y Ci Cr DE = const. 
ï à * 

qui devra avoir lieu pour toutes les valeurs des constantes C;. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que l’on ait 

(28) Dur = air, 
k 

a, désignant une constante. On aura donc, si l’on veut satisfaire 

à l'équation (23), la condition 

(29) Dair GiCr = 0, 

i, 

Cette relation entre les constantes peut toujours être ramenée, 

par une substitution linéaire à coefficients constants, qui ne change 

pas la forme de la solution générale, à une somme de carrés. Nous 

pourrons donc supposer que l’on ait 

(30) J'té=o, ip, 

et ‘ 

(1) DE = 5 
k 

de sorte que la relation entre les constantes deviendra 

(32) C?+ C2 +.,..+C? = 0. 

Ainsi, la solution générale du système des équations (23), (24) 

D. 5



66 LIVRE I. — CHAPITRE III. 

et (25) sera définie par les formules (25), où Ci, Co, ..…, Ci seront 
des constantes liées par la relation précédente. Nous pouvons 
remarquer que les fonctions £} sont, d’après les formules (30) 
et (31), les coefficients d’une substitution orthogonale, et, par 
suite, satisfont aussi aux relations 

(33) DE 0, Der =. 

Si nous portons maintenant les expressions générales. de 
1,..., E; dans l’équation (22) de la famille de sphères considérée, 
cette équation prendra la forme 

(34) GS1+ CSo+...+ CS — 0, 

où l’on aura 

= a+ y?+ x? +R? a+ y?+ st —R? GS) ST bob y + Eh a + E 

  

eL il résulte des relations (33) que l’on aura identiquement 
ot 6 6 

(36) DSi 0, DES A = 0. 
4 1 

39. L’équation générale (34) de la famille de sphères qui satis- fait à l'équation aux dérivées partielles proposée contient six constantes qui y entrent d’une manière homogène et sont unique- ment assujetties à la condition (32). Toute intégrale complète de cetle équation doit contenir trois constantes. Nous avons doncici une de ces intégrales à constantes surabondantes qui se pré- sentent quelquefois dans les intégrations. On Pourrait, pour ren- trer dans la théorie ordinaire, réduire d’une unité le nombre de ces Conslantes, en établissant entre elles une nouvelle relation homogène, en annulant lune d'elles, Par exemple. Il nous paraît préférable de raisonner comme il suit : 
Considérons les six Constantes Cz, liées par la relation (32), comme les coordonnées homogènes d’une sphère (C). Pour chaque valeur du paramètre w, les formules (29), Qui font connaître les coordonnées E; de la sphère (S) définie Par l’équation (34), Peuvent être envisagées comme Consliluant une substitution
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linéaire orthogonale par laquelle on passe des coordonnées Cz 

aux Ëx. Elles définissent donc, d’après ce que nous avons établi 
plus haut, une transformation de contact avec conservation des 

lignes de courbure. 

D'après cela, procédons comme nous ferions avec une intégrale 

complète ordinaire. Exprimons que toutes les sphères (S,) cor- 

respondantes à une valeur #, de w sont tangentes à une surface 

donnée (3); nous obtiendrons une certaine relation 

(36 bis) . o(Cu, .. G)=o, 

exprimant que la sphère (C) définie plus haut est tangente à une 

certaine surface (A). Donc, en répétant le raisonnement en sens 

inverse, on verra que toutes les sphères correspondantes à une 
valeur quelconque w' de x sont tangentes à une surface (£') qui 

correspondra, point par point, à (A) ou à (2) avec conservation 
des lignes de courbure. La famille des surfaces (Z'), dont fera 

partie (3%), donnera la solulion la plus générale de l'équation aux 

dérivées partielles proposée (1). 
La méthode, on le voit, ne diffère en rien de celle que l’on au- 

rait à suivre avec une intégrale complète ordinaire. Ici seulement 

il y a une infinité de sphères tangentes en chaque point des trois 

surfaces (A), (%5), (2). Par exemple, il y a une infinité de 

sphères (C) tangentes en un point de (A). Cela résulte immédia- 
tement de ce que la condition (36 bis) laisse encore subsister trois 

constantes arbitraires dans l'équation de la sphère (C). 

En réunissant les résultats précédents, on peut énoncer la pro- 

position suivante : 

Étant donnée une surface (E), appliquons-lui les transfor- 

mations de contact qui conservent les lignes de courbure et qui 

dépendent de quinse constantes. En intégrant des systèmes 

d'équations différentielles, tels que celui formé par les équa- 
tions (24) et(25), on pourra former avec ces surfaces une inf- 

nité de familles de Lamé, qui dépendront de quatre fonctions 

arbitraires d’une variable et pourront comprendre la surface 

proposée. | 

39. On peut compléter cette proposition à l’aide des remarques 

suivantes.
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Reprenons le système des équations 

| déx 
(35) du 

HER HE HE? LE + tro, 

= ctar, (Æ=1,2,...,5), 

qui déterminent les fonctions &;. En effectuant un changement de notations, posons 

L (38) 
Ær = Fr T7 9 

r'et bx désignant de nouvelles fonctions de &; puis substituons aux fonctions 4 les inconnues 3x définies par les formules 

(39) ré = Ee(dx — vx), (Æ= 1,0, ..., 5). 

En différentiant, on trouvera que les nouvelles variables satisfont aux équations différentielles 

(40) re = dr rs Ji bi yat, Js—B:? 

  

qui, jointes à l'équation en termes finis déduite de la seconde (37), 

(41) Qi bi). + (ps bye = r2, 

suffiront à la détermination des inconnues Vé Nous sommes ramené à un problème que nous avons étudié dans le Chapitre précédent, et qui revient à déterminer les tra- Jectoires orthogonales d’une famille de sphères dans un espace à cinq dimensions. Nous savons que nous pouvons mettre les fonc- 

On peut Toujours, sans aucun signe de Juadrature et en tntroduisant quatre fonctions arbitraires lerminer une famille de Lamé dont fer & partie une surface quelconque donnée à l’avance, et dé terminer en méme lemps 8 Jaces qui composent cette Jamille.
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40. En terminant ce Chapitre, nous donnerons l’interprétation 

géométrique de l'équation aux dérivées partielles à laquelle satis- 

font toutes les familles précédentes. Cette interprétation repose 

sur la considération des cercles osculateurs aux trajectoires or- 

thogonales. 

Considérons, d’une manière générale, une famille quelconque 

de surfaces définie par l'équation 

(42) u = f(æ,7;2) 

et désignons encore par H l’invariant différentiel du premier ordre 

T 
(43 =  ________——— — 

) Qu \? ou PL ou\? 

‘ %) dy oz 

dont la signification géométrique est évidente. Les cosinus 
directeurs de la normale à la surface de paramètre w, prise dans 

un sens convenable, sont 

du du du 45 —, = (45) Ho Ho Ho 

et, si l’on se déplace suivant cette normale, on a 
1 1 

. _ dn 

(46) He 

dn étant le chemin infiniment petit parcouru sur la normale 

quand & prend l’accroissement du. H du est donc, en chaque 
point, la distance de deux surfaces infiniment voisines, de para- 

mètres «w el u + du respectivement. 

Si l’on se donne une surface (E) de la famille et, en chaque 

point de cette surface, la valeur de H, c’est donc comme si l’on 

se donnait la surface infiniment voisine (£’). On conçoit dès lors 
que l’on pourra déterminer, en quelque sorte, deux éléments 

consécutifs des courbes trajectoires orthogonales de la famille 
sans introduire d’autres quantités que les valeurs de I et leurs 

dérivées relatives à des déplacements effectués sur (£). Il sera 

donc inutile de connaître les dérivées de H suivant la normale à 

(£). C’est ce que confirme le calcul suivant.
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. . . dx dy dz En chaque point de (), les cosinus directeurs Te S & de 
la tangente à la trajectoire orthogonale seront définis par les 
équations suivantes : 

dæ du dy 90% dz pr 04 

l'arc s étant compté dans un sens convenable. Différentions ces 
dæ dy  d?z équations pour avoir  ——. q P ds?” ds? ds? 
  Nous aurons, par exemple, 

d'> 9 ou\ dx 0 ou\ dy 9 du\ ds 8 re = (He) + (HE), 0 f[,çou\d: (48) ds? 0x dm) ds dy (a 0x] ds * 0 (u a) ds”? 

dx dy dz ou; en remplaçant De D) gs Par leurs valeurs, 

dx . 1 0H du 
£ 

= TE 2 27 N (49) dE ge He H. 

Cette formule met en évidence la propriété annoncée. Si b, b', fr : : 
. + 

6" sont les cosinus directeurs de la normale principale, et p le rayon de courbure de la trajectoire orthogonale, nous en dédui- sons les équations suivantes : 

b 1 OH du. 
8 Ho HS 04H, 

b' oH du (5o 
_ = À 9H ou x 

) e E a +45 4H, 

è” 1 CH ou 
e Hot HS, 

qui nous conduisent à Ja relation 

(50) De + bay + vas © 
= — 

£ 
Ë 

ëH, le
 

n n Lo ” Fes apportant à un déplacement quelconque sur la sur- ace (Æ). Cette relation peut mêm êti € revêtir une forme 1è géométrique ; et si ds désiene la gr $ nt Glass 

g men que; signe la grandeur du déplacement, 6 l'angle ul fait avec la n rinci ] 1 

q ormale Principale de la trajectoire orthogonale,
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elle nous donne 

cos0 1 
(52) SH 5"   

On voit ainsi que la normale principale des trajectoires est ortho- 

gonale aux courbes de (£) pour lesquelles H demeure constante; 

et que, si l’on se déplace normalement à une de ces courbes, on a 

D 1 0H 
(53 Lei —. 
$ ) p H Ôs 

Ii est ainsi établi que les éléments du second ordre dépendent 

exclusivement des valeurs que prend H sur (£), et nullement de 

la dérivée de H suivant la normale. 

AA. Inversement, si l’on connaît les cercles osculateurs des 

trajectoires, H sera défini à un facteur constant près. Car il ré- 

sulte de la formule (51) que l'expression 

db dx + b' dy + b" ds 
5 (54) s 

devra être une différentielle exacte lorsqu'on se déplacera sur 

(£) et que l’on aura 
‘ M pdx+ b'dy+b'as 

(55) H = Hoe In g , 

l'intégrale étant prise entre deux points M, M de (£), suivant 

une courbe quelconque reliant ces deux points, et H, étant la 

valeur de H pour le point M,. 

On voit même que les cercles osculateurs ne sauraient être 

pris arbitrairement; ils doivent satisfaire à la condition que l’ex- 

pression (54) soit une différentielle exacte, relativement aux dé- 

placements qui se font sur (Z). L'interprétation géométrique de 

cette condition ressort des formules précédentes. 

42. Nous aurons à faire usage de ces résultats. Si nous les ap- 

pliquons, dès à présent, à la question que nous avons étudiée 

dans ce Chapitre, nous voyons que l'équation aux dérivées par- 

ielles (1), qui définit une famille de surfaces (Z), fait connaître,
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pour chacune d’elles, la plus courte distance H du entre la sur- 
face et la surface infiniment voisine, et celte expression de H du est la même que si les fonctions Gi(u) étaient remplacées par des constantes égales aux valeurs qu'elles prennent respectivement pour la surface (X). Par suite, les cercles osculateurs des trajec- toires orthogonales demeureront les mêmes en tous les points de (E) après cette substitution; et comme, après celte substitu- ton, les trajectoires se réduisent à des cercles, qui sont orthogo- naux à une sphère dont l'équation s'obtient en égalant le second membre de l'équation (1) à zéro, on voit que nous sommes con- duit à la Proposition générale suivante : 

Les familles de Lamé étudiées et déterminées dans ce Cha- Pttre sont caractérisées Par la propriété suivante : es cercles Osculateurs des trajectoires orthogonales aux Points où elles rencontrent une des surfaces de La famille sont orthogonaux à une même sphère qui peut varier d'ailleurs quand on passe de la surface à toute autre de la famille, et qu’on obtient en égalant le second membre de l’équation (1) & séro. 
Nous verrons plus loin qu'il suffirait, Pour obtenir les mêmes 

. > 
. . 

familles, d'exiger que les: plans osculateurs des trajecloires aux Points où elles rencontrent une des surfaces de la famille aillent à . . . . Passer par un même POI, qui pourra varier d'ailleurs avec la sur- face considérée. 

43. La notion des transformations infinitésimales permet de se représenter géométriquement les Opérations par lesquelles nous avons obtenu tous les résultats établis dans ce Chapitre. Appe- lons, pour un instant, transformation de Ribaucour celle que POouS avons étudiée plus haut aux n% 39 et suiv.; elle se définit entièrement à l’aide d’une sphère (S), que nous appellerons la sphère Principale de la transformation, et d’un rapport anhar- monique. Étant donnée une surface (X), on Construit le cercle normal en un point M à (E) et orthogonal à (S); puis on fait correspondre à M le point M, tel que le rapport anharmon: ue 
des points M,, M, et des deux Points où le cercle rencontre (S) 
SOIt un nombre donné. [1 est clair que cette transformation de- 
Yiendra infinitésimale si le rapport anbarmonique est infiniment
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voisin de 1. Ce point étant admis, voici comment on construit 
toutes les familles de Lamé précédemment obtenues. On prend 
une surface quelconque (£) et une suite définie de sphères infi- 

niment voisines (S5), (Si), (S>), .... Cela posé, on effectue, à 

l’aide de la sphère principale (S,), une transformation infinitési- 

male sur (£), ce qui donne une surface (5,); puis, à l’aide de la 

sphère (S,), une transformation infinitésimale sur (£,) qui donne 

une surface (X,), et ainsi de suite. On engendre ainsi une série de 

surfaces (E), (31), (3), ..., qui forment précisément la famille 
de Lamé dont nous avons fait l’étude.



  

CHAPITRE IV. 
FORMES DIVERSES DE L'ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU TROISIÈME ORDRE. 

On peut obtenir l’équation aux dérivées partielles du troisième ordre en exprimant 

que la plus courte distance d’une surface de la famille à la surface infiniment 

voisine est une solution particulière de l'équation ponctuelle relative au système 

conjugué formé par les lignes de courbure. — Théorème de Ribaucour : les cercles 

osculateurs des trajectoires orthogonales aux points où elles rencontrent une sur- 

face déterminée de la famille forment un système cyclique. — Démonstration de 

la proposition réciproque. — Rappel des études antérieures sur les systèmes 
cycliques et étude de deux problèmes nouveaux : 1° détermination des familles de 
Lamé pour lesquelles les plans osculateurs des trajectoires orthogonales aux 
points où elles rencontrent l’une des surfaces de la famille concourent en un 

même point ; 2° détermination des systèmes cycliques formés de cercles dont les 
plans enveloppent une développable. — Forme remarquable de l'équation du troi- 
sième ordre donnée par M. Maurice Lévy ; on prend comme variables indépen- 
dantes le paramètre w de la famille et deux des coordonnées rectangulaires. — 

Application de cette équation à la détermination des surfaces invariables de 

forme qui peuvent, en se déplaçant, engendrer une famille de Lamé. — Quand 

le mouvement de la surface est unique et déterminé, il est nécessairement héli- 
coïdal. — Applications particulières. — Étude du cas où la surface peut, dans 
plusieurs mouvements différents, engendrer une famille de Lamé. — Indication 

de divers résultats. — M. J. Bertrand a montré, par la Géométrie, que, si ces 

mouvements comprennent toules les translations, la surface est une sphère ou 

un cylindre. — M. Adam a établi, par l'analyse, que le résultat subsiste si les 
mouvements se réduisent à deux translations distinctes. — Interprétation 
géométrique élégante due à M. Petot. L'équation aux dérivées partielles qui 
caractérise la surface cherchée exprime la propriété suivante : la droite du plan 
tangent qui joint les centres de courbure géodésique des deux lignes de cour- 
bure appartient à un complexe linéaire. — Théorème de M. Cosserat. — Retour 
àl équation générale du troisième ordre. — Formation de cette équation quand la 
famille est déterminée par une équation implicite @(æ,y, 3, u)—0o. Dévelop- 
pement de l'équation en vue des applications ultérieures. 

  

44. Après les applications particulières développées dans les 
deux Chapitres précédents, nous allons revenir à lPéquation du 
troisième ordre, à laquelle doit satisfaire le paramètre # de toutes 
les surfaces faisant partie d’une fami 5 amille de L P amé. Nous avons vu,
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au n° 15, qu’elle peut se mettre sous la forme 

(Gi) | Pi + (oi w2+ 02#1)His +... = 0, 

où H désigne la fonction 

(2) BL —————_—_——— 

Si donc nous nous rappelons la signification de 63, ..., 4, ..., 

et qu’au lieu de ces dérivées des fonctions ?, w, nous inlroduisions 

des différentielles par les formules 

dx _ dy  dz ôæ Ôy èz 
T— UT TT — 3 

4 Vo 37 wi Do 3 

dx, dy, ds et dx, dy, dz définiront respectivement les deux dé- 
placements infiniment petits qui peuvent se produire suivant les 

deux lignes de courbure de la surface de paramètre w ; et l’équa- 

tion du problème pourra s’écrire 

H,1 dx de + Hio(dr dy + dy ôx)+...—=0, 

ce qui équivaut, comme on sait, à la forme plus simple 

0H à oH ,, 
TT — dès o 0H ,, 

(3) d oH — 5x dx — 

La signification géométrique de H est d’ailleurs évidente et a 

déjà été rappelée : Hdw est, pour chaque point, la distance de deux 

surfaces infiniment voisines admettant pour paramètres «w el 

u + du. 

45. Le résultat que nous venons d'obtenir peut s'énoncer sous 

une forme diflérente. Prenons, sur les surfaces de paramètre 4, 

un système de coordonnées curvilignes formé par les lignes de 

courbure, et soient p, p2 les paramètres de ces deux familles de 

lignes. Nous savons que æ, y, 5, considérées comme fonctions de 

O1, 92, seront des solutions particulières d’une équation linéaire 

de la forme 

020 dû où 

Se Trop dpi ds 3



56 LIVRE I. — CHAPITRE IV. 

qui admettra d’ailleurs aussi la solution particulière 

0—=2?+y2+ 2. 

Avec ces variables 94, p2, l'équation (3) prendra évidemment la 

forme suivante : 

22H oU dx ou y . oil Ps 

dp100z 0x 0p10ps OV 021 da 0Z 091092 
  

  

x y d?z 
3, —— par rs que four- Sox dns” dm ds” dar das Pa? les valeurs que 

nit l’équation (4), elle devient 

Si l’on y remplace 

PH 7) 
dde ( di dy dpi _ 03 dpi 

(TS dx oH 9y . oH =)= 0. 

| dx 0p3  0ÿ do 07 dp2 
c'est-à-dire 

2H 0H oIl 5 a 
G pi dp2 de: dp2 

Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille 

de surfaces fasse partie d’un système triple orthogonal est 
que la plus courte distance de deux surfaces infiniment voi- 

sines soit une solution particulière de l'équation ponctuelle 
relative au système conjugué formé par les lignes de cour- 
bure. 

Rappelons que cette équation peut être formée (*) dès que l’on 
À Ve: s 41" . connaît l'élément linéaire de la surface de paramètre u;silona 

(6) ds? = H? do? + H? dot, 

elle est ‘ 
a? .G) ô 1 OH: 00 1 OH, 00   

46. La proposition précédente, rapprochée des résultats obtenus 
aux n°% 40 et 41, doit nécessairement conduire à une propriété de , . . l’ensemble des cercles osculateurs aux trajectoires orthogonales 
  

(*) Leçons sur la Théorie des surfaces (°° Partie, n° 149),
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des surfaces de la famille, aux points où elles rencontrent une de 
ces surfaces. Cette propriété, qui est due à Ribaucour, s’énonce 
comme il suit : 

St l’on construit, pour chaque trajectoire orthogonale, le 
cercle osculateur au point où elle rencontre une surface dé- 
terminée (E) de la famille considérée, tous les cercles ainsi 
obtenus forment un système cyclique, c'est-à-dire sont ortho- 
gonaux à une nouvelle famille de surfaces comprenant (©) et 
faisant aussi partie d’un système triple orthogonal. 

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer cette proposi- 

ton par l'analyse, et nous allons reproduire ici les considérations 

géométriques très simples par lesquelles on l’établit {1}. 

Soit M un point de{£); désignons par (5,),(22)les deux surfaces 

orthogonales qui passent en M, se coupent suivant une ligne de 

courbure commune (C) et coupent (£) suivant deux lignes de cour- 

bure (C,), (G:). Soient P, et P, les centres de courbure principaux 

de (3, ) et de (22) relatifs à la ligne de courbure (C). La ligne P,P, 
est l’axe du cercle osculateur en M à (C), et ce cercle lui-même 

est, d’après le théorème de Meusnier, l'intersection des deux 

sphères (S,), (S2), qui passent en M et ont pour centre respecti- 
vement P, et P:. Déplaçons-nous à partir de M suivant la ligne (Ci); 

le centre de courbure P, décrira un élément de courbe tangent à 

l'axe P, P; (2); et, par suite, la sphère (S;) aura une enveloppe 

qu’elle touchera suivant un cercle passant en M et situé dans un 

plan normal à P, P,, c’est-à-dire suivant le cercle osculateur de(C). 

Déplaçons-nous, de même, suivant la ligne de courbure (C:); la 

sphère (S:) touchera aussi son enveloppe suivant le cercle oscu- 

lateur de (C). Il suit de là que les cercles osculateurs des trajec- 

toires (C) appartiennent à deux séries d’enveloppes de sphères 

qui se coupent mutuellement à angle droit, suivant ces cercles. 

  

(*) Leçons sur la Théorie des surfaces (IV° Partie, n° 972, p. 165). 

(?) Leçons sur la Théorie des sur faces (INI° Partie, n° 752, p. 334). La proposi- 

tion établie dans ce numéro peut s’énoncer aussi comme il suit : Construisons, en 

chaque point d’une surface, les cercles osculateurs aux deux lignes de cour- 

bure qui se croisent en ce point. Chacun d’eux engendre une enveloppe de 

sphères lorsqu'on se déplace sur la ligne de courbure à laquelle il n’est pas 

osculateur.
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Comme ces cercles sont des lignes de courbure communes, il ré- 
sulte de la réciproque du théorème de Dupin (n° 6) qu'ils admet- 
tront une famille de surfaces trajectoires orthogonales. Cette troi- 
sième famille, jointe aux deux précédentes formées d’enveloppes 
de sphères, complètera le système triple orthogonal. 

T'elle’est [a démonstration géométrique du théorème de Ribau- 
cour ; il convient maintenant d'établir la réciproque : Si une. 
Jamille de surfaces est telle que les cercles osculateurs des tra- 
jectoires orthogonales aux points où elles rencontrent une 
quelconque (E) des surfaces de la famille forment un système 
cyclique, cette famille de surfaces fera partie d’un système 
triple orthogonal, c'est-à-dire ce sera une famille de Lamé. 

Nous avons vu, en effet, que la connaissance des cercles oscula- 
teurs des trajecloires entraîne celle de la plus courte distance de 
deux surfaces infiniment voisines (n° 41). Cette plus courte dis- 
tance sera la même pour la famille proposée que pour le système 
cyclique formé par les cercles osculateurs des trajectoires ; et, par 
suite, elle devra nécessairement satisfaire à l’équation aux dé- 
rivées parlielles (7) ; ce qui montre bien que la famille de surfaces 
proposée sera une famille de Lamé. 

À4T. Dans an Ouvrage antérieur (*), nous avons longuement 
étudié les systèmes cycliques. Nous aurons l’occasion d'y revenir 
encore. Pour le moment, nous mous contenierons d'étudier les 
deux questions suivantes, relatives à ces systèmes. 

Proposons-nous d’abord de rechercher les familles de Lamé pour lesquelles les plans osculateurs des trajectoires, aux points où elles rencontrent l’une des surfaces de la famille, sont tous con- courants en un même point, qui peut varier d'ailleurs avec la surface que l’on considère. En d’autres termes, pr'oposons-nous 
de trouver tous les systèmes cycliques composés de cercles dont les plans vont passer Par un point fixe 

Pour résoudre cette question, r 
que le plan osculateur d'une tr 

emarquons que, si l’on exprime 
ajectoire va Passer par un point 

———— 

(') Leçons sur la Théorie des surfaces (n° 477-482, 761-769 961-970 ). 
! 

  

806-807, 936-953,
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fixe (4, B, y), on sera conduit à l'équation 

Da y—B 2—Y 
dx dy dz 

(8) ds ds ds |—o. 
dx dy d?z 

de dt ds | 

dx 

?” ds?? 

Jectoires et obtenues au Chapitre précédent, n° 40. En conservant 

dx . 
Remplaçons => --. --. par les valeurs relatives aux tra- 

les notations employées, nous serons conduit à l'équation 

Lea y—8 2-7 
du du du 

  

(9) 0x dy 03 |=0, 
oH 0H 0H 

| dr dy ‘0 

dont l'intégration s'effectue immédiatement et nous donne 

U = f(u, w), 
où l’on à posé 

(16) w=(r—a}+(y —$BY+(s— 7». 

Il importe de remarquer que, le point («, $, y) pouvant varier 

avec la surface considérée, il faut regarder «, 8, Y comme des 

fonctions de w. 
Si nous substituons la valeur de H dans l’équation (7) et si 

nous remarquons que w est solution particulière de cette équa- 

tion, nous trouverons 

. Ve y à ’ . 
Si aucune des dérivées mL de n’est nulle, il viendra 

I 2 

ce qui donnera 

H=ô[(c—a}+(y —B}+(z— Ye, 

Set< étant de nouvelles fonctions de w. Cette équation aux dé-.
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rivées partielles est précisément celle qui a été étudiée au Cha- 
pitre précédent. 

. ‘ re, dw  dw 
S1 l’une des dérivées ©, © 

dp1 092 

ses lignes de courbure d’un système situées sur des sphères ayant 
pour centre commun le point (x, 8, y). Les lignes de courbure de 
l’autre système seront donc situées dans des plans passant par le 
centre commun des sphères. Ces plans couperont la surface à 
angle droit : elle sera donc une sphère si les deux dérivées sont 
nulles, où une surface-moulure conique si une seule dérivée est 
nulle. Si elle est une sphère, 1l est clair que les plans osculateurs 
des trajectoires orthogonales passeront tous par le centre de la 
sphère et satisferont à la condition posée ; si elle est une surface- 
moulure conique, c’est-à-dire une surface-moulure (£) pour la- 
quelle le plan du profil de la moulure enveloppe un cône ayant 
pour sommet le centre de la sphère, les plans osculateurs des tra- 
jectoires orthogonales en tous les points du profil se confondront 
évidemment avec le plan de ce prof 

est nulle, la surface considérée a 

l; et, par suite, le plan de ce 
profil sera tangent en tous les points du profil à une surface (8) appartenant à l’une des deux familles qui doivent compléter le système triple orthogonal. Cette surface sera donc développable. Elle se réduira nécessairement au plan du profil, si ce profilestune ligne courbe ; car une surface développable ne peut être touchée que suivant une droite Par son plan tangent. Le système triple orthogonal correspondant sera donc un Cas particulier de celui que nous avons étudié aux n° 17 et suiv. On l’obtendra en tra- Gant dans un plan (P) deux séries de courbes orthogonales (C) et (Gi), puis en faisant rouler le plan (P) sur un cône: Dans ce cas, en effet, les plans osculateurs des trajectoires orthogonales des surfaces-moulures engendrées par les courbes (C) et (C;) Vont passer par le sommet du cône. 

Si le profil considéré plus haut est une ligne droite, le lecteur arrivera aisément à la même conclusion. Les développables (6) seron! alors engendrées par les normales à une certaine surface (U), qui aura une famille de lignes de courbure Sphériques et une autre famille de lignes de courbure à la fois planes et géodésiques ; : le systë ni de sorte que le système triple orthogonal COMmprendra encore une famille de plans.
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En résumé : 

Siune famille de Lamé est telle que les plans osculateurs 

des trajectoires aux points où elles rencontrent une des sur- 
faces de la famille aillent passer par un même point, qui 

pourra varier quand on changera de surface, cette famille 
est une de celles que nous avons étudiées au Chapitre précé- 

dent et pour lesquelles les cercles osculateurs des trajectoires 

orthogonales aux points où elles rencontrent une des surfaces 
sont orthogonaux à une même sphère ; ou bien c’est une famille 

de surfaces-moulures pour lesquelles les plans des profils en- 

veloppent un même cône. 

De là il résulte encore que 

Si un système cyclique est formé de cercles dont les plans 

passent par un point fixe, ces cercles sont orthogonaux à une 

sphère fixe, ou bien ils sont distribués dans les plans tangents 

d’un cône. 

48. Ce dernier résultat nous amène à étudier maintenant le 

second problème que nous voulions traiter et à chercher tous 

les systèmes cycliques formés de cercles dont les plans, au lieu de 

former une suite doublement infinie, enveloppent une surface 

développable. Il faudra évidemment, dans ce cas, qu’il y ait une 

famille de cercles dans chaque plan de la développable. Soit (U) 

une des surfaces normales aux cercles ; il est clair que cette sur- 

face aura pour lignes de courbure ses sections par les plans tan- 

gents de la développable, sections qui la couperont à angle droit. 

Ce sera donc une surface-moulure. De là le résultat suivant, dû à 

Ribaucour (!) : 

Pour obtenir le système cyclique le plus général formé de 

cercles dont les plans enveloppent une développable, on con- 

struira une famille quelconque de cercles dans un plan et l’on 

fera rouler ce plan sur une développable quelconque. 

  

  

(!) Rimaucour (A.), Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes 

(Journal de Liouville, 4° série, t. VII, p. 264 ; 1891). 

D. 
6
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Ce résultat complète ceux que nous avons donnés dans notre 

Ouvrage relativement aux systèmes cycliques. 

49. Revenons à l'équation générale (7). On peut en faire 

d’autres applications et retrouver, en particulier, un résultat très 

simple et très élégant, donné par M. Maurice Lévy, au t. LXXVN 

des Comptes rendus (!). 

Supposons que l’on choisisse comme variables indépendantes 

deux des coordonnées rectangulaires x, y et le paramètre w de la 

famille considérée. Voyons à quelle équation devra satisfaire 3, 

considérée comme fonction de ces variables. On aura d’abord 

Ôz 

du 
(ri) H — nn } 

Vip qg? 

P: 4 7,5, t désignant, suivant l’usage, les dérivées de 5 par rap- 
port à x et à y. Et il restera à exprimer que cette fonction H, une 
fois calculée, satisfait à l'équation aux dérivées partielles en 4. 

Cette équation, il est vrai, est écrite avec les variables indé- 
pendantes p1, p2, qui sont les paramètres des lignes de courbure. 
al L] . " 4 

* » Si l’on substitue æ, y à P1, P2, elle prendra évidemment la forme 

920 226 926 00 06 
2 À +B—— CD EF = (2) 0x? B 5x7 STE ‘ Da Es s 

Pour déterminer les rapports des coefficients A, B, C, D, E, nous 
nous appulerons sur sa propriété caractéristique, et nous écrirons , . 1e qu’elle admet les solutions particulières 

T, V2, 2+ y1+ 23°, 

: . . .. . Nous obtiendrons ainsi les conditions suivantes : 

D=E—o, Ar+Bs+Cit—o, 

AGHPi+ ar) + B(pg +25) + C1 g+ 54) = 0 
—————— © 

CO) Lévy (MAURICE), Sur une réduction de l'équation à différence . tielles du troisième ordre qui régit les familles de surfaces susce ptibles de Jaire partie d’un système triple orthogonal (Comptes rend DL «x ° 
D. 14535; 18:38). 

endus,t. LXXVII,
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qui permettent d'écrire l’équation sous la forme (:) 

020 
[QG + g?)s— pgt]=— (3) ox 

° 26 22 
+lG+pr Ge gr) + Logr— (+ pr) = 0. 

Il suffira d'y remplacer 0 par la valeur (11) de H, pour obtenir le 
résultat de M. Maurice Lévy. 

En désignant, pour abréger, par A8 le premier membre de 

l'équation (13), À étant un symbole d'opération, l'équation du troi- 
sième ordre deviendra 

(x4) AH = 0. 

50. Il importe de remarquer que l'équation précédente, où 

l'expression seule de H changera, s'applique au cas où x, y, z 

seraient des coordonnées relatives à des axes qui seraient les 
mêmes pour tous les points d’une même surface, mais varieraient 

avec u; car ces coordonnées relatives sont des fonctions linéaires 

des coordonnées absolues, dont les coefficients dépendent simple- 

ment de w; et, par suite, elles conservent toutes les propriétés des 

coordonnées absolues sur lesquelles nous nous sommes appuyés. 

Nous allons appliquer cette remarque à la détermination des 
surfaces invariables de forme qui peuvent, en se déplaçant, en- 

gendrer une famille de Lamé. A cet effet, nous prendrons des 

axes mobiles invariablement liés à la surface et par rapport aux- 
quels elle aura toujours la même équation, et nous choïsirons 

comme variables indépendantes & et les coordonnées relatives x, 
y- L’équation du problème sera alors l'équation (14), l'expression 

seule de H changera, et nous devons la calculer de nouveau. Il 

nous suffira, pour cela, d'appliquer la formule (46) du Chapitre 

précédent (n° 40), d'après laquelle H du est égal à la grandeur 

du déplacement, quand ce déplacement s'effectue suivant la nor- 

male à la surface considérée. 

Dans le cas actuel, si », du, », du, v, du désignent les projec- 

tions sur les axes mobiles du déplacement du point de coordon- 

  

(:) Leçons sur la théorie des surfaces, n° 108 (1°° Partie, p. 137).
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nées æ,Y,3,0na 

v.du = de +(4+8Bz—7Yy) du, 

(15) 9, du = dy +(Po+yx—us) du, 

| v. du = ds +(yo+ay — Pr)du, 

4, 8, Y> Gos Pos Yo désignant les composantes des trois rotations 

et des trois translations par lesquelles on passe du système d’axes 

mobiles aux axes infiniment voisins. La surface de paramètre # 

ne variant pas de forme, on aura d’abord 

ds = p dx + q dy, 

et il faudra joindre à cette équation les deux suivantes : 

PxHPVz2=0,  PyFt:=0, 

par lesquelles on exprime que le déplacement a lieu suivant la 

normale. Si dn désigne la grandeur de ce déplacement, on aura 

an = ÿei + vi +voidu=v.Vi+pt+ q?du = H du. 

Cette équation, jointe aux précédentes, nous donne 

G6) H= 102 %P—fog +a(y+gs)—$(#+ps) —y(ge—pyr), 

  
  

  
  

Vri+p?+ g? 

et l'équation (14) deviendra 

[ga TEA ga __T+PS ya IT PY 
(3) Vi+pi+ gi Vi+p+g Vi p?+ q? 

P q I 
— %o À ———— —$,A a ———© + 0 À — 0, 

Vip g? Vi+p'+g? Vi pi+g? 

On peut l'écrire sous une forme plus élégante en introduisant 
les cosinus directeurs de la normale, définis par les relations 

c' c” I 

q —i Virp+g 
(18) 

Elle devient ainsi 

{ aA(c'y—c's)+ BA(czs — c'x)+ YACcæ—cy) 
+ Ac + fBoac' + Yo Ac” = 0. 

(9)  
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Comme elle doit être satisfaite pour toutes les valeurs de w, 

elle se décomposera généralement en plusieurs autres. 

Par exemple, si l’on veut une surface qui, dans un déplacement 

quelconque, engendre une famille de Lamé, il faudra satisfaire 

aux six équations oblenues en égalant à zéro les coefficients de 

2, BY; Gos Bo, Yo. C'est ce qui a lieu pour les sphères et les 

plans. Si l’on ne veut considérer que des translations quelconques, 

il suffira que l’on ait 

AC = 0, Ac'= 0, Ac" = 0. 

Dans tous les cas, on voit que, si l'équation est vérifiée pour deux 

déplacements, elle le sera pour tous ceux qui résultent de leur 

composition. Cela résulte de sa forme, linéaire par rapport aux 

rotations et aux translations. 

51. La surface la plus générale sera évidemment celle qui n’en- 

gendre que par un seul mouvement une famille de surfaces fai- 

sant partie d'un système triple. Pour une telle surface, les rap- 

ports de &o, Bo; Yos 8, y doivent être des constantes. Le mouve- 

ment de la surface sera done hélicoïdal. Supposons que l'axe de 

ce mouvement ait été pris pour axe des 3, on aura 

a=Bo—a—=f$—o, 
vo= — ÀY, 

k désignant une constante, et l'équation aux dérivées partielles de 

la surface deviendra 

A gæ—prt [A 

Vi+p?+g? {20} 

D'ailleurs l'équation aux dérivées partielles du second ordre 

Au = 0 

admettant toujours l'intégrale 

u = a(r+yt+s)+ ar + y + 438 + Gi 

ù 
oi ? s solu- 

OÙ Ag, ++) x SONL des constantes, on voil qu on aura de 

:  auliè ; : Spivé rt du troi- 

tions particulières de l'équation aux dérivées partielles
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sième ordre (20) en intégrant l'équation du premier ordre 

gz—py+k (21) 
Vi+p?+g? 

Si l’on se borne, en particulier, à l'équation 

= AR? + p+ 8?) + GT + Go Y + a32 + Qu. 

(22) gz—py +k=avi+p+g?, 

on obtiendra des surfaces remarquables que l’on peut caracté- 
riser par la propriété suivante : elles sont superposables aux sur- 
faces qui leur sont parallèles ; leur équation aux dérivées partielles 
s'intègre d’ailleurs sans difficulté. Prenons, en effet, comme va- 
riables indépendantes les coordonnées semi-polaires 

p=yrt+ y?, w=arctang ?, 

l’équation (22) deviendra 

oz 2 03\? a? /0z\? — f: _ 2 ÉA __ + — —. (23) (a +4) PTE (x) p? (a) ? 
et sous cette forme on aperçoit immédiatement qu'elle admet 
une intégrale complète, somme d’une fonction de et d’une fonc- 
tion de w. Elle a pour expression 

(24) shori fV/u+b-e LE, 

het C étant deux constantes. De cette intégrale complète, qui re- 
présente un hélicoïde développable, on pourra déduire, par les 
procédés connus, l'intégrale générale. 

  

  

92. Il reste maintenant à déterminer toutes les surfaces qui peuvent, en prenant plusieurs mouvements différents, engendrer une famille de Lamé. Cette question, qui avait été posée dans notre Cours de 1890-91, à fait l’objet d’un assez grand nombre de travaux; mais elle n’a pas encore été résolue d’une Manièr pléte. M. Lucien Lévy a d’abord démontré, en 1891 (1) sultat suivant : 
| 

e com- 

le ré- 

€) LEvVY (LUGIEx), Note sur le déplacement d’une figure de forme inva- riable (Bulletin des Sciences Mathématiques, x série, t. XV, P- 76; mars 1891) 
s 2 .
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Les seules surfaces qui puissent, en prenant tous les dépla- 

cements parallèles à un plan donné (P), engendrer une fa- 
mille de Lamé sont les sphères, les plans et les cylindres dont 

les génératrices rectilignes sont perpendiculaires au plan (P). 

Et de là on peut évidemment déduire que : 

Les sphères et les plans sont les seules surfaces qui puissent, 

dans tous les déplacements possibles, engendrer une famille 

de Lamé. 

En 1895, M. P. Adam a étendu la première proposition de 
M. Lévy au cas où, parmi les déplacements parallèles au plan 

(P), on se borne à considérer les translations (1). À cette occa- 

sion, M. Goursat a publié une démonstration géométrique très 

simple par laquelle on peut établir que les sphères et les plans 

sont les seules surfaces qui puissent, dans tous les déplacements 

possibles, engendrer une famille de Lamé (2). Enfin, M. J. Ber- 

trand a montré de la manière la plus simple, par la Géométrie, 

que la proposition précédente subsiste encore lorsque, au lieu de 

tous les déplacements possibles, on considère seulement des 

translations (3). Voici la démonstration de M. Bertrand. 

Soit (S) la surface cherchée qui, en prenant un mouvement 

de translation quelconque, fait naître une famille de Lamé. Si 

l’on prend un point À sur cette surface, et si l’on imprime une 

translation arbitraire parallèle à la normale en A, cette normale 

sera une trajectoire orthogonale de la famille ainsi engendrée; 

elle devra être, par conséquent, l'intersection de deux surfaces 

appartenant aux deux autres familles qui composent le système 

triple. Ces deux surfaces seront évidemment des cylindres engen- 

drés par la translation des deux lignes de courbure de (S) qui 

passent en A. Et de là, il résulte immédiatement qu'en tout 

point de chacune de ces lignes de courbure le plan principal de 

  
    

(:) P. Apam, Sur les systèmes orthogonaut (Comptes rendus, t. CXXI, 

p. 812). 
(2) E. GouRsAT, 

p- 883). 

(3) 3. BERTRAND, Note sur 

1. CXXE, p. g2i). 

Sur les systèmes orthogonaux (Comptes rendus, t. CXXI, 

un théorème de Géométrie (Comptes rendus,
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la surface (S) est parallèle à la normale en A. Ainsi la surface (S) 

doit être telle que, si l’on prend deux quelconques de ses points 

sur une même ligne de courbure, la normale en l’un des points 

doit être parallèle au plan principal relatif à l’autre. Donc : 

Les normales en tous les points d’une même ligne de courbure 

de (S) sont parallèles à un même plan. 

Comme ces normales doivent former une surface développable, 

il faudra nécessairement que la ligne de courbure soit plane et 

située dans un plan normal à la surface. 

La notion de la représentation sphérique montre immédiate- 

ment que cette condition ne peut êlre réalisée, pour toutes les 
lignes de courbure, par aucune surface à lignes de courbure dé- 

terminées. Car il n’existe sur la sphère aucun système formé de 

familles de grands cercles se coupant à angle droit. La surface, 

si elle n’est pas développable, est donc nécessairement une 
sphère. 

Si elle est développable, on reconnaît immédiatement, en pre- 
nant une de ses lignes de courbure curvilignes, qu’elle se réduit 

à un cylindre; et, en effet, la translation d’un cylindre quelconque 

fait naître une famille de Lamé. Mais, dans ce cas, une rotation 
autour d’un axe perpendiculaire aux génératrices du cylindre ne 
donne plus naissance à une famille de Lamé, à moins que le cy- 
lindre ne se réduise à un plan. 

On le voit, jusqu'ici le résultat le plus étendu est celui que 
l'on doit à M. Adam, et qui fait connaître toutes les surfaces qui, 
pour deux translations différentes, engendrent une famille de 
Lamé. 

53. Pour compléter ces indications, Je signalerai différentes 
recherches de MM. Lucien Lévy et Petot (‘) relatives aux surfaces 

  

4 F . de : . { ) LücteN Lévy, Sur les systèmes triplement orthogoñauz où les surfaces 
d’une même famille sont égales entre elles (Journal de Liouville, fe 
t VIII, p. 351; 1892). — Sur Les systèmes de sur 
(Mémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers de l’Académie 
royale de Belgique, t. LIV; 1896). — Peror (A.), Sur certains systèmes de 
coordonnées sphériques et sur les systèmes triples orthogonaux correspon- 
dants (Comptes rendus, 1. CXII, p. 1426; juin 1891). — Sur Les surfaces sus- 
ceptibles d’engendrer, par un déplacement hélicoïdal, une famille de Lamé 
(Comptes rendus, t. CXVIEL, p. 1409). 

série, 
faces triplement orthogonaux



FORMES DE L'ÉQUATION DU TROISIÈME ORDRE. 89 

qui, par une simple translation ou par un seul mouvement héli- 

coïdal, engendrent une famille de Lamé. On doit en particulier à 

M. Petot une interprétation géométrique élégante de l'équation 

fondamentale (15). Voici l'énoncé du résultat obtenu par M. Petot : 

La congruence engendrée par la droite qui, pour chaque 

point de la surface cherchée, joint les deux centres de cour- 

bure géodésique des lignes de courbure appartient à un 

complexe linéaire. 

Pour établir cette proposition, nous raisonnerons comme il 

suit : ‘ 

Considérons un point particulier M de la surface cherchée, 

et prenons pour axes des x, des y et des £, les tangentes princi- 

pales et la normale en ce point. Le symbole Aÿ prendra la forme 

simple | 

(& _r) 20, 
ox dy 

et si l’on remarque que p, g, s sont nulles pour le point M, on 

verra facilement que l'équation (17) se réduit à la suivante 

x Ne ds 80 7 — 0 

(25) yC—7r)- Lo + 0 — . 

Or, un calcul facile donne les coordonnées des centres de cour- 

bure géodésique des deux lignes de courbure et, par suite, les 

équations de la droite qui réunit ces deux points. Ces équations 

sont les suivantes : 

ds CH 
Z = 0, X5 Yo 

La condition (25) exprime que le point de coordonnées 

— Bo, + %, 0 se trouve sur la droite précédente. Or ce point, on 
+ 

le reconnaîtra aisément, est le foyer du plan tangent dans Le mou- 

vement hélicoïdal qui engendre la famille de Lamé. Ainsi se 

trouve établi le résultat de M. Petot : 

  

Le foyer du plan tangent à ta surface dont le mouvement 

hélicoïdal engendre une famille de Lamé se trouve en ligne
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droite avec les deux centres de courbure géodésique des deux 
lignes de courbure relatifs au point de contact du plan tan- 
gent. 

En d’autres termes 
? 

Siune surface (S)engendre, dans un mouvement hélicoïdal, 
une famille de Lamé, la droite qui, dans chacun de ses plans 
tangents, joint les deux centres de courbure géodésique des 
lignes de courbure pour le point de contact de ce Plan appar- 
tient au complexe linéaire des droites qui, dans le mouvement 
hélicoïdal considéré, sont normales aux vitesses de tous leurs 
points. 

Si l’on revient aux axes primitifs, on pourra énoncer Ja con- clusion suivante : Les six quantités 

Ac, Ac', Ac’, ACC" y —c's), A(cs — c"æ), A(c'x — cy) 

sont liées, dans tous les cas, par la relation identique 
(26) Ac A(cy— cs) + Ac'A(cz— ex) + AC"A(c'æ — cy) —0; 

par suite, il existe une droite, déterminée par les trois équations, toujours compatibles, 

ZAc'— Y Ac" — A(c'z — c'y), 
(25) X Ac" Zac = A(c"z — cz), 

YaAc —XaAc— ACCY — c'x), 

où X, Y,Z désignent les coordonnées courantes. Cette droite, située dans le plan tangent de la surface, y joint les centres de courbure géodésique des deux lignes de courbure qui se croisent au point de contact du plan tangent. L’équation aux dérivées partielles (19) exprime simplement qu’elle appar- ent à un complexe linéaire déterminé (1 )- 
TT 

(*} Au moment où s’imprime cette 
Munique à l’Académie des Sciences juin 1897) un élégant théorème qui peu 

partie de mes Leçons, M. E. Cosserat com- (Comptes rendus, t,. CXXIV, p. 1426; t s'énoncer comme i] suit : 
La cyclide de Dupin peut engendrer une famille de Lan 

Up 
1é dans une infinité 

de mouvements différents; ces Mouvements résultent de la composition de
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54. Dans les développements qui précèdent, nous avons sup- 

posé que l'équation de la famille de surfaces était résolue, soit par 

rapport à &, soit par rapport à 3. Nous considérerons maintenant 

le cas où cette équation est de la forme générale 

(28) op(æ,y, su) —=0 

et ne peut être résolue par rapport à l’une des variables qu’elle 

contient. La quantité que nous avons désignée par H aura ici 

pour valeur 
00 
ou 

VE 
deux rotations autour des droites D, À, par lesquelles passent les plans des 

deux séries de lignes de courbure de la surface. 

  

(29) 

  

On peut rattacher la démonstration de ce résultat aux remarques suivantes : 

Considérons une famille de sphères (S}) ayant leurs centres sur une ligne 

droite D. Leurs trajectoires orthogonales sont situées dans des plans passant 

par D. Si, sur une des sphères (S,),on trace une courbe quelconque ( C,), toutes 

les trajectoires orthogonales qui rencontrent (CG) engendreront une surface (J,) 

dont elles seront des lignes de courbure planes. Les autres lignes de courbure 

de (J,) seront situées sur les sphères (S). Cette surface appartiendra donc à la 

classe de celles qui ont été déterminées par Joachimsthal et dont il est question 

aux ne 92 et suiv. des Leçons sur la théorie des surfaces (I Partie, Livre IT, 

Chap. I). 

Faisons tourner autour de D la surface (,}; ses positions successives (J), étant 

coupées à angle droit et suivant des lignes de courbure par les sphères {S), 

engendreront une famille de Lamé, en vertu de la réciproque du théorème de 

Dupin. 

Pour obtenir la troisième famille qui, avec les sphères (S) et les surfaces (3), 

complète le système triple, il faudra construire sur la sphère (S,) toutes les 

courbes (D,) qui coupent à angle droit les diverses positions de la courbe (C,) 

lorsqu'elle tourne autour de D. Les trajectoires orthogonales des sphères qui ren- 

contrent une même courbe (D,) engendrent des surfaces (K) qui formeront la 

troisième famille cherchée. 

Parmi les courbes (D,), quelques-unes se réduiront à des cercles; ce sont celles 

qui partent des points où la tangente à (C,) est située dans un même plan avec D. 

Toutes les autres seroni identiques de forme et se déduiront de lune d’elles par 

une simple rotation autour de D. On les déterminera par une quadrature. 

Il y aura des propriétés analogues pour les surfaces (K). Quelques-unes seront 

de révolution ; les autres seront identiques et se déduiront de l’une d'elles par une 

rotation autour de D. … L 

La cyclide de Dupin pouvant, de deux manières différentes, ètre regardée 

comme une surface de Joachimsthal, on retrouve ainsi la proposition de M. Cos- 

-serat.
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à : La 6 ou, en posant À —= o! et conservant les notations précédentes, 

(30) 
H=— —_%9 

52 2 D 
Ver+eiLoe S 

Toutes les équations qui nous ont servi de point de départ 

o {y (31) Su = 0, Swu — 0, ( u )=o, 

subsistent sans modification quand on y remplace w par », en 
traitant, dans les dérivations, #4 comme une constante. En effet, 
Comme ces équations sont celles qui déterminent les directions 
principales, et comme # demeure Constante pour chaque surface, 
il importe peu que l'équation de la famille soit résolue, ou non, Par rapport à w. Ainsi on aura 

(32) 899 = O0, Sp — 0, DY 95 WME£Qir = O0. 

Quant à l'équation du troisième ordre, elle est toujours la même 

(33) D avr O0; 

et comme on peut la mettre sous la forme 

(34) OH — Hd 5œ — Hd ày — Hyd Dz — 0, 

qui ne contient que des différentielles prises en laissant # con- Slant, on pourra supposer que les dérivées de H ÿ Soient prises € Supposant & constant. En éliminant fi, x, On trouvera comme précédemment 

| His He H; Hs Hs He 
| Pii Ver Os 23 is Oro 

Î L y 1 I o o o (35) | 0; 29 o o 0 63 2 
O0 26 o Y3 Oo gi 
o O0  2%3 Ge © 0 

mais ici toutes les dérivées doivent être prises en laissant y con-
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stant. On voit qu’en définitive l’équation exprime une relation 

entre les dérivées partielles par rapport à æ, y, = des deux fonc- 

. dv . . , . 

tions o et v'— 5e D'ailleurs, cette relation n’est pas nécessaire- 

ment identique, et il suffit qu’elle soit une conséquence de la 

relation qui lie u à x, y, 3. 

L'équation précédente, étant mise sous forme irrationnelle, ne 

peut toujours être employée utilement. Aussi allons-nous la cal- 

culer dans sa forme rationnelle et entière. A cet effet, reprenons 

l'équation 

(36) D WxVik = 0; 

et appliquons-lui la méthode déjà suivie plus haut (n°5 10 et suiv.). 

Prenons le à, du premier membre; on aura évidemment 

LAS Suns Errue 
(37) 

+ D'Or MX +<YY Vi WE ÈS OQike 

D'autre part, la différentiation des deux équations 

(38) 599 —0; ôpw —0 

nous donne les relations 

\ Spb + doQi + WidvP —0, 

(39) | Sox + dw LE + Ur dw®' = 0. 

Remplaçant wi, ux par leurs valeurs, on trouve 

dl a LS Ên £ 
OnVi + O0pPi —— —00® —O0 | oTE evr œ vY 3 . 

(40) « a Dkn or 
Sp Wx + wok — <7 0w0 — 0. 

On a, d'autre part, 
# wo"... 

doBik = > Onikh + Dr êQu = D envi a Lt of 
(41) ei TRY ik TRS © ve 

k hk ‘ 

Çenant compte de ces dernières relations, on ramènera l’équa-
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tion du troisième ordre à la forme 

(42) 2'dp ÿ vrwroix = ÿ D Bros = 0, 

où l’on aura 

Bix= cv’ Sonor —2oinorn) 
FT. . 

(43) 

+9; TETE A > PAPER — Dig D 62. 
à k - 

On obtiendra ainsi l'équation finale 

Bi B22 B:3 Bo B;: Be 

D11 Paz Uss Os Vs P12 
1 I 1 o o o (44) 

= 0, 2% oO Oo ?3 PL 

8 2% 23 o 1 
0 0 293 2 Ci oo 

qui n’est pas beaucoup plus compliquée que celle où figure la fonction u. Ce résultat offrira quelque intér 
nombre de termes qu'aurait pu introduir 
secondes et troisièmes de u, 
de æ, y, z. 

En développant le déterminant, on trouvera 

êt si l’on songe au 

e le calcul des dérivées 
considérée comme fonction implicite 

DEL B23 (020 — 033) + Pa3(B33 — B2)] + 
PI L2l2 Baez — 2 Bag Doi + (Br — Bss)@1s + Bis (pa3 — 092)] +... 

Da[2B;3 903 — 2B23 Pat + (Bs3 — B3)o 
_— G 

122. + B;2 (029 — ©33)] +... 

P10203[ Bi (o22 — Ps3) + Bo:(o3z — Eu) + Ba3(@11 — ?22)] = 0, 
les termes non écrits se déduisant de ceux des trois premières lignes par des Permutations circulaires.



  

CHAPITRE V. 
LES FAMILLES DE LAMÉ FORMÉES AVEC DES QUADRIQUES. 

On cherche d'abord la condition pour que des quadriques à centre unique, ayant 
les mêmes plans principaux, forment une famille de Lamé, et l’on est conduit, 

en appliquant la méthode générale du Chapitre précédent, à une relation dif- 

férentielle entre les axes, qui a été obtenue dès 1867 par M. Maurice Lévy. — 

On fait aussi connaître la méthode suivie par M. Maurice Lévy, ainsi que l’in- 

terprétation géométrique qu’il en a donnée : la relation différentielle exprime 

que l’une quelconque des lignes ombilicales, c’est-à-dire l’une quelconque des 

lignes décrites par les ombilics, est normale aux surfaces qui composent la fa- 

mille. — IL résulte de 1à que les familles de quadriques cherchées sont déter- 

minées dès que l’on se donne & priori une ligne plane quelconque qui servira 

de ligne ombilicale. — C'est ce que permettent d’ailleurs d'établir quelques 

considérâtions de Géométrie pure relatives aux ombilics des quadriques. — Le 

cas particulier où l’une des lignes ombilicales se réduit à une droite a été ren- 

contré par M. G. Humbert. Alors les onze autres lignes ombilicales sont des 

droites, et les surfaces qui composent la famille, tangentes à huit plans iso- 

iropes, font aussi partie d'un réseau ponctuel; on peut déterminer les deux 

autres familles qui complètent le système triple. — Cas où l’une des lignes 

ombilicales est un cercle, une conique, etc. — Revenant au problème général, 

on remarque qu’on peut encore le résoudre sans employer la ligne ombilicale 

et par une méthode direcle qui peut se rattacher à un principe général. — 

Applications particulières de cette nouvelle méthode. — La proposition relative 

aux lignes ombilicales ne s'applique pas seulement aux familles composées de 

surfaces du second degré; on peut établir qu'elle est vraie pour des surfaces 

quelconques formant une famille de Lamé; la démonstration repose sur la con- 

sidération de la forme des lignes de courbure dans le voisinage d’un ombilic. 

— Cette proposition générale, une fois établie, conduit à la conséquence sui- 

vante : si des quadriques à axes inégaux forment une famille de Lamé, les plans 

principaux de ces surfaces coïncident nécessairement ; par suite, les recherches 

précédentes n’ont pas un cäractère aussi particulier qu'on aurait pu le supposer, 

et elles font connaître toutes les familles de Lamé composées de quadriques à 

axes inégaux. — D'une manière générale, on peut énoncer la proposilion sui- 

vante : si une famille de Lamé est composée de surfaces ayant chacune des 

plans de symétrie, les plans de symétrie de ces surfaces doivent coïncider, 

excepté dans certains cas particuliers qui sont nettement indiqués.— Démons- 

tration de cette proposition générale; son application aux surfaces du second 

degré; son interprétation géométrique. Simple énoncé d'une proposition ana- 

logue relative aux surfaces anallagmatiques. — Le Chapitre se termine par 

Vétude d’un problème qui doit conduire encore à des familles de Lamé formées 

de quadriques : on sait que les surfaces lieux des points tels que la somme 

ou la différence de leurs distances à deux surfaces fixes (A), (B}) soit con-
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stante forment un système double orthogonal, c’est-à-dire se distribuent en 
deux familles distinctes de surfaces orthogonales : on demande dans quel cas on peut compléter le système et adjoindre aux deux familles différentes une troi- 
sième famille composée de surfaces coupant les précédentes à angle droit. — 
Mise en équation du problème; on démontre par la Géométrie que, si l’on né- 
slige des solutions déjà étudiées, cette troisième famille doit être composée de surfaces du second degré dont les génératrices rectilignes seront les normales aux surfaces (A) et (B}).— Les axes de ces quadriques doivent satisfaire à des équations différentielles qui se rencontrent dans la théorie des fonctions ellip- tiques et qui ont été, pour la première fois, intégrées par Halphen. — Intégra- tion nouvelle de ces équations. — Cas particulier des surfaces dépourvues de centre, trailé par une méthode directe; les fonctions elliptiques sont remplacées par des logarithmes, sauf dans un cas spécial où la solution devient algébrique et a déjà été donnée par M. J.-A. Scrret. — Démonstration géométrique simple relative à ce cas spécial. — Indication d'un sujet de recherche relatif aux lignes de courbure de la surface lieu des points pour lesquels la somme ou Ja différence des distances à deux droites fixes est constante. 

  

55. Nous allons faire des applications de l’équation démontrée . à la fin du Chapitre précédent, et nous chercherons d’abord tous les systèmes orthogonaux qui comprennent une famille formée de surfaces à centre du second degré, ayant toutes les mêmes plans principaux. 
Soit 

(D AŸFTor! 
24 : x 

. . l'équation de ces surfaces, où A, B, Csont des fonctions inconnues du paramètre & de la famille. En exprimant que l'équation (45) du Chapitre précédent est vérifiée, on trouvera 
2 2 ae? 2? 

| 
ays(e + à + G)I(B— Ga aa +(G— A)B4B +(A — B)C4C]= 0. 

On devra donc avoir, entre les trois fonctions A, B, C, la rela- tion différentielle 

(2) (B— CJA d'A +(C— A)B dB +{A — B)G dC — o. 
C'est l’équation obtenue par M. Maurice Lévy en 1865 (‘). Nous TT 

(1) Lévy (Maurice), Mémoire sur les coordonnées Curvilignes orthogonales ct en particulier sur celles qui comprennent une famille quelconque de sur- faces du second degré (Journal de l’École Polytechnique, 43° Cahier, p. 157). 
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allons reproduire d’ailleurs le raisonnement direct par lequel 
l’éminent géomètre a établi cette condition. 

Les surfaces orthogonales à la famille définie par l’équation (1) 
peuvent évidemment être déterminées de la manière suivante : 
comme, d’après le théorème de Dupin, elles coupent les surfaces 
données suivant leurs lignes de courbure, elles sont individuelle- 
ment engendrées par ces lignes de courbure, et l’équation de 

chacune d’elles (Z) résultera de l'élimination de w entre l’équa- 
tion (1) et la suivante 

æ? 2 2? 

6) Ai TB rt C5" 

où £ sera une fonction de & à déterminer. D'ailleurs, pour une 

valeur donnée de w, cette dernière équation représente une sur- 

face homofocale et orthogonale à celle qui est définie par l'équa- 
tion (1); il faudra donc que, lorsqu’on considérera à part les 

surfaces représentées par l’équation précédente (3), leur enve- 

loppe coïncide avec la surface (£). Donc l'équation 

d(A—t).,, d(B—t) d(G—t) 2 
(4) QE PT Ben À TO © 

obtenue en différentiant par rapport à & la précédente (3), devra 

être une simple conséquence des équations (1) et (3). 

Or, en retranchant ces deux équations membre à membre, on 

obtient la suivante 

x? y? 22 

(5) AA =D BÈ—0 CCD 0 

3: " n . , .. « 3, . 

qui est homogène et doit, par suite, se réduire à l'équation (4). 
En écrivant donc que les deux équations ont leurs coefficients 
proportionnels, on trouvera 

A(dA — dt) __ B(d4B — dt) _ C(dC — de) 

(6) AE Be CE 

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les qua- 

driques définies par l’équation (1) forment une famille de Lamé. 

Ces conditions résultent de l'élimination des fonctions arbi- 

D. 7
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traires m et »# entre les équations suivantes 

AdA=(mA+n)du, 

(7) BdB=(mB+n)du, tdt=(mt+n) du; 

CdC=(mC+n)du; 

de sorte que À, B, C seront trois solutions particulières d’une 
équation différentielle de la forme suivante : 

(8) J dy =(my+n)du, 

où 7» et n désignent deux fonctions arbitrairement choisies de u; 
t en sera la solution générale, et la constante arbitraire qui entrera 
dans cette solution sera, suivant les limites entre lesquelles elle va- 
riera, le paramètre de l’une ou l’autre des deux familles qui com- 
plètent le système orthogonal. 

En remplaçant & par une fonction convenablement choisie, on 
peut toujours réduire à l’unité l’une des fonctions m,n. Ainsi la 
solution précédente ne comporte qu’une fonction arbitraire d’une 
variable, 

56. Si l’on élimine m» et n entre les trois premières relations (5), 
on retrouve, comme il fallait s’y attendre, la condition (2). 
M. Maurice Lévy a donné une interprétation géométrique de 
cette relation différentielle. Désignons sous le nom de ligne om- 
bilicale la ligne engendrée par l’un des ombilics des surfaces qui 
composent la famille donnée : {a condition (2) exprime que cette ligne ombilicale est normale à toutes les surfaces. 

On peut, comme il suit, confirmer celte interprétation. Consi- dérons, par exemple, les ombilics définis par les équations 

à 

7, I a, AB 7 ACT BR C1. 
(9) & =0, 

Pour que la ligne ombilicale soit normale à la surface, il faudra que l’on ait 

(0) ?dy _ydz 
A TE 

L’élimination de x, YJ entre ces équations conduit précisément à la relation différentielle (2).  
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Les équations (9), (10) peuvent être résolues par rapport à À, 
B, C et nous donnent 

. æ(x de + y dy) 

T dx 

_ Y(x de + ydy) (ir) : {B=  &. 

_ ty{(drt+ dy?) 
= dz dy ° 

À 

  

3 

Q 
Ces expressions de À, B, C donnent évidemment la solution de 

l’équation générale (2). On voit que la famille de quadriques est 
déterminée dès que l’on connaît une de ses lignes ombilicales. 
Quelques remarques de pure Géométrie vont nous permettre de 
rendre compte de ce fait intéressant. 

97. Rappelons d’abord quelques résultats très simples, relatifs 
à la disposition des ombilics sur une quadrique. 

Ces ombilics sont évidemment les points où se croisent deux 
génératrices rectilignes isotropes de la surface. Or, comme il y a 
quatre points d’intersection de la surface avec le cercle imaginaire 
de l'infini, il y a sur la surface huit génératrices isolropes, qui se 
coupent d’abord en ces quatre points, puis en douze autres points, 
à distance finie, qui sont les ombilics. Ces huit généralrices 150- 
tropes forment six quadrilatères gauches dont les sommets sont 
des ombilics, et chacun de ces quadrilatères est situé sur une 
sphère, qui est tangente à la quadrique aux quatre sommets du 
quadrilatère. On a ainsi trois couples de sphères qui ont leur 
centre sur les axes. Quatre au plus des ombilies sont réels. 

D'après cela, soit (L) une ligne ombilicale et M un de ses points. 
Construisons les deux droites isotropes situées dans le plan 
normal à (L) en ce point. Ces deux droites (d), (d') seront évi- 
demment symétriques par rapport au plan de (L), et elles devront 
appartenir à celle des quadriques qui est normale en M à (L). 
Cette quadrique, dont Les plans de symétrie sont donnés, sera évi- 
demment déterminée par la condition de contenir trois points de 
(d), et alors elle contiendra aussi (d') pour raison de symétrie. 
Donc, les axes À, B, C devaient s'exprimer, comme nous l’avons 

: . d 
trouvé, en fonction de x, V3 A
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Si une sphère de rayon nul décrit la ligne (L), elle a pour 

enveloppe une développable isotrope (A) qu’elle touche à chaque 
instant suivant les droites (4), (d'). Comme ces droites sont des 
génératrices isotropes des quadriques, on peut conclure : 

1° Que la développable (A) est tangente à toutes les quadriques 
de la famille qui admet (L) pour ligne ombilicale ; 

2° Que les sections de (A) par les autres plans principaux sont 
des lignes ombilicales situées dans ces plans. 

Cette proposition nous conduit immédiatement à une intéres- 
sante conséquence, signalée par M. G. Humbert (*). Si l’une des 
lignes ombilicales est une droite, la développable (A) se réduit à 
deux plans isotropes; les quadriques sont langentes à ces deux 
plans; et, par suite, elles sont aussi tangentes à six autres plans, 
symétriques des premiers, soit par rapport au centre, soit par 
rapport aux deux plans principaux qui ne contiennent pas la 
droite ombilicale. Les onze autres lignes ombilicales sont donc des 
droites. 

De même, si l’une des lignes ombilicales est un cercle, la dé- 
veloppable isotrope passant par ce cercle se réduit à deux sphères 
de rayon nul ; toutes les autres lignes ombilicales sont des cercles 
silués sur ces sphères de rayon nul, ou sur d’autres sphères symé- 
triques des premières, soit Par rapport au centre, soit par rapport 
à des plans principaux. 

En particulier, si quatre ombilics situés dans un même plan 
principal sont fixes, les autres lignes ombilicales sont des cercles, 
et les quadriques forment une famille de Lamé. 

Les surfaces homofocales ordinaires sont caractérisées par cette 
propriété que l’une des lignes ombilicales est une conique admet- 
tant les axes de symétrie des surfaces elles-mêmes. 

58. Le cas signalé par M. Humbert donne lieu à des formules particulièrement intéressantes. Supposons que l’un des ombilics, celui, par exemple, qui est donné par les formules (9), décrive 

    

() G. HuuBErT, Sur les normales aux guadriques (Comptes rendus, t. CXIY, p- 965; décembre 1890).
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la droite définie par les équations 

T—iu+ cose (2) ( 6) 05? 
7 =(u+a)sine, 

où 4, B, © sont des constantes et & un paramètre variable. 
L'application des formules (11) nous donnera, pour les axes, 

des expressions très élégantes 

G3) A=(u+Bh(u+y), B=(u+a)(u+y),, G=(u+aj(u+$), 

la constante y étant déterminée par la relation 

(14) a sinto + B costo = y. 

Les quadriques auront pour équation 

Q5) (u+a)et+(u+$By?+(u+y)a=(u+a)(u + $)(u +). 

Elles feront partie à la fois d’un réseau ponctuel et d’un réseau 
tangentiel. Leurs huit points communs se confondront, deux par 

deux, avec les quatre points fixes où elles rencontrent le cercle de 

l'infini, et elles seront toutes tangentes aux droites qui joignent 

ces quatre points au centre. 
L'équation qui déterminerait les surfaces trajectoires orthogo- 

nales serait ici [a suivante 

(16)  iGu+ a+ B+ y) (u+a)(u + BY + y). 

On en connaît trois solutions particulières : 

Gg7) t=(u+Bj(u+y), t=(u+a)(u+y),, t=(u+a)(u+$). 

M. Humbert a montré qu’on peut l'intégrer par l'application 

d’une méthode que j’ai fait connaître autrefois (1), et qui permet 

d'obtenir l'intégrale générale, quand on connaît un nombre suffi- 

sant de solutions particulières. 

  

(*) Voir différentes Communications dans les Comptes rendus (t. LXXXVI, 

1e semestre 18-8) et le Mémoire sur les équations différentielles algébriques du 

- ; d . . ; 
premier ordre et du premier degré en a (Bulletin des Sciences mathéma- 

tiques, 2° série, t. Il).



102 LIVRE I. — CHAPITRE V. 

. . z 2 2 19 Lo LL L’application de cette méthode donne ici l'intégrale générale 
suivante 

Le — Cu + B)Cu + NIET LE —(u + a)(u + fre 
XTE—(u + a)(u + 8)]2-8 — const. 

(18) 

de l’équation (16). 

59. Revenons au cas général ; la relation différen Lielle entre les 
carrés des axes appartient à la classe de celles qui ont été l’objet 
des recherches de Pfaff. Nous en avons donné une première solu- 
on générale en employant le théorème de M. Maurice Lévy, 
relatif à la ligne ombilicale. On peut encore la résoudre de la 
manière suivante : 

Mettons-la sous la forme (1) 

B(C— A)d(B — A)= C(B—A)a(C — À). 

Si l’on pose, en excluant le système des surfaces homofocales, 
(19) C—A=u, B—A = ut, 

elle deviendra 

B d(ut)— Ct du, 

(*) Cette solution nouvelle peut se ratiacher à un principe général : Supposons qu'on veuille trouver les fonctions d’une variable les plus générales satisfaisant à une équation telle que la suivante 

L' dt + M dy +N ds — 0, 

où L, M, N sont des fonctions connues de x, y, z. Si l'on connait une solution particulière fournie par les équations 

= o(z, y, 2), P=Y(z, y,s), 
où £ et v désignent deux constantes arbi 
variables, à x et à ÿ par exemple, 
prendra la forme 

traires, il suffira de substituer à deux des les fonctions # et 0. L'équation à résoudre 

L'dt+ M' dv +N 3=0; 

mais, comme elle doit être vérifiée par les hypothèses dé — 0, do = 0, N' sera nul et il viendra simplement 
L' dt + M' do — 0, 

équation qui fournira z et permet de prendre pour v une fonction quelconque de £. Ici on peut prendre pour £ et v les différences B — À, C— A.
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ou encore 
Bu dt =(G—B})tdu = u(i—t)t du. 

Cette équation, jointe aux précédentes, permet d'obtenir les 
valeurs de À, B, C, et l’on trouve ainsi 

A = e ÉLuG— Es 

  

du. 
(20) B=(i—t)t 

C—=(r-t) ac), 

Ces formules résolvent la question proposée ; il suffira d’y 

prendre pour w une fonction quelconque de 4. De même que la 

précédente, cette nouvelle solution montre qu’il ÿ aura une infi- 
nité de familles de Lamé algébriques, formées avec des quadriques 

à plans principaux communs. 

Comme application, proposons-nous de rechercher si toutes les 
quadriques de la famille peuvent faire partie d’un réseau tan- 

gentiel, c'est-à-dire sont tangentes à huit plans définis par des 

équations telles que les suivantes : 

Emaxtny +tpz=g. 

I faudra que À, B, C satisfassent à la relation 

(25) m'A + nB + p?C= q?. 

Si l’on substitue les valeurs (20) de A, B, C et si l’on pose 

s?=m+n?+p?, 

il viendra l’équation 

(22) - eur) D +[p?—(m+p?ilu = q?. 

Si s? est nul, on se trouve dans le cas spécial signalé par 

M. Humbert et auquel correspondent les expressions (13) de A, 

B, C. Sinon on obtient une équation linéaire dont l'intégrale gé- 

nérale sera 
2 _rmà _pi me, 

(23) u= Lay ses [a+ fon fs ta}, 

C, désignant une constante arbitraire.
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60. En terminant ce qui concerne les systèmes orthogonaux 
précédents, nous présenterons les deux remarques suivantes : 

D'abord, la proposition relative à la ligne ombilicale qui nous 
a été utile dans l'étude de ces systèmes se rattache à la proposi- 
tion plus générale suivante, que le lecteur trouvera dans le Mé- 
moire déjà cité de M. Maurice Lévy. 

St l’on construit les lignes ombilicales pour toutes les sur- 
faces qui forment une famille quelconque de Lamé, chacune 
de ces lignes est une trajectoire orthogonale pour toutes les 
surfaces dont elle contient ur ombilic. 

Pour établir cette proposition, il importe de rappeler une pro- priété caractéristique des lignes de courbure dans le voisinage d’un ombilic (1). Si l’on prend d’abord un point ordinaire M sur une surface, il passe en général deux lignes de courbure par ce point ; et si l’on trace (fig. 3a) une petite courbe fermée con- vexe (C) autour de M, les ares de ces deux lignes de courbure situés à l’intérieur de (C) ont, pour chacune d'elles, des tangentes faisant un angle infiniment petit avec la tangente en M ; ou, si l’on veut, les droites qui joignent chaque point d’une ligne de cour- bure à M font un angle infiniment petit avec la tangente en M, tant que le point considéré est à l’intérieur de (C). Les trajec- toires orthogonales qui partent des différents points de (C)forment un tube, et ce tube est partagé en quatre cloisons par les trajec- toires orthogonales qui rencontrent l’une ou l’autre des deux lignes de courbure qui se croisent en M. 
Au contraire, Pour un ombilic, il y aura, à l'intérieur de la courbe (C), des parties de lignes de courbure jouissant de pro- priétés toutes différentes la tangente en chaque point de l’une de ces lignes tournera d’un angle fini Quand le point se déplacera sur la ligne elle-même sans sortir de la région limitée par la courbe (C) (Ag. 3b). Cette Propriété se conserver demment sur toutes les autr 

du point où elles sont co 
issue de M; et, par 

a ÉVI- 
es surfaces de la famille, aux environs 
upées par la trajectoire orthogonale 

conséquent, ce point sera aussi un ombilic. 
22 

(") Lecons sur la Théorie des surfaces (IV° Partie, 

    

Note VII, p. 448).
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Ainsi se trouve démontrée la proposition de M. Maurice Lévy. 

Dans le cas des surfaces du second degré, on en déduit immé- 

diatement le corollaire suivant : 

Si des surfaces du second degré à axes inégaux forment 

une famille de Lamé, les plans principaux de toutes ces sur- 

faces coincident nécessairement. 

En effet, soit (£) l’une de ces surfaces et M un de ses ombilics, 

situé dans un des plans principaux (P). Puisque la ligne ombili- 

cale décrite par M est normale à (£), il faudra que sa tangente 

Fig. 3a. Fig. 30. 

{c) 

{c) 

en M soit située dans le plan (P). Donc, si l’on considère les po- 

sitions successives du plan (P), il faudra, ou bien qu’elles coïn- 

cident, ou bien que la caractéristique de (P), c'est-à-dire son 

intersection avec le plan infiniment voisin, passe par M. Or,ilest 

impossible que la caractéristique de (P) passe par les quatre ombi- 

lies situés dans le plan (P). Donc, ce plan de symétrie devra 

étre commun à toutes les surfaces. 

Gl. On voit ainsi que la recherche des familles de Lamé 

formées avec des quadriques à centre unique et à axes inégaux se 

ramène à l'étude du cas, en apparence si particulier, que nous ve- 

nons d'examiner, Au reste, ce résultat peut se rattacher à une 

proposition plus générale et plus large que nous allons établir. 

Nous allons montrer que, si une famille de Lamé est composée de 

surfaces ayant chacune un plan de symétrie, les plans de symétrie 

de toutes ces surfaces doivent coïncider, excepté dans certains
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Cas particuliers qui sont nettement indiqués par la démonstration 
elle-même (1). 

Pour établir cette proposition, nous ferons usage d’une pro- 
priété, déjà signalée au n° 54, de l'équation aux dérivées partielles 
du troisième ordre qui définit le paramètre d’une famille de 
Lamé. Cette équation peut être considérée comme établissant une 

. re . . do relation entre les dérivées partielles de deux fonctions pete — 5? 
prises par rapport à z, y, z seulement. On pourra donc, dans 
l'étude du problème, rapporter les surfaces à des axes qui seront 
variables quand on passera d’une surface à une autre, à la seule 
condition de calculer exactement g/. 

Alors les coordonnées æÆ,Y, 3 d’un point fixe de l’espace seront 
des fonctions de & dont les dérivées par rapport à cette variable seront données par des équations de la forme 

(24) SE = w@+$s—}y, = Bo YT — x, _ = Yo+ ay — 8x, 

a, B, y; co, Bo, Yo étant les composantes, changées de signe, des trois rotations et des trois translations par lesquelles on passe du système d’axes choisi à celui qui se rapporte à la surface infini- ment voisine de Paramètre & + du. Soit donc 

(25) P(&, ,3 u)= 0 
Ve : 

, a 
s Z" 4 

1 équation de la surface rapportée à des axes mobiles. La dérivée du premier membre Par rapport à w sera 

dp dp d% de dy do 0z 
du 0x ou : dy du  dz du’ ou 

du + Pid+Bzs—7y)+ PaCBo+ x — 43) + Ls(Yo+ ay — Bæ). 

Telle est l'expression qu’il faut mettre dans H à la place de w, 

(') Le lecteur réconnaîtra aisément 
existe pour chaque surface, non plus un plan de symétrie, mais seulement un ou Plusieurs plans AuI Coupent partout la surface à angle droit.
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ce qui donne 

do 
St Gif +Bz— 77) + pa Bo+yr —as)+os(yo+ay —Bæ) 

(26) H — = > 

Veirei+g 

formule que l’on pourrait encore obtenir en suivant la méthode 

développée au n° 50. 

Cela posé, reprenons l'équation du troisième ordre, sous Ja 

forme donnée au n° 44, 

2H 

0x? 
  (25) dx dx +...—=0; 

et supposons que les axes mobiles aient été choisis de telle ma- 

nière que le plan des xy soit le plan de symétrie de la surface. Si 

l’on affecte le symbole d à la ligne de courbure suivant laquelle 

ce plan de symétrie coupe la surface, on aura 
x 

dz — 0, 8x — 0, 8y — 0; 

de sorte que l'équation précédente se réduira à la forme simple 

_[H oH (HN 
ds (se dx + rad) = a(%) = 0. 

On aura donc, en tous les points de la section (K) par le plan 

de symétrie, 

9H 
(28) 5 — const. 

a °H 
Il reste à calculer —- 

Ôdz 

Or on peut évidemment supposer que l'équation (25) de la 

surface ne contienne que les puissances paires de &. Il en sera 

À 0 : AR 
donc de même de w,, &, 2» w?; et, par suite, les dérivées de 

1 127 Qu 13 

ces fonctions par rapport à s s’annuleront avec £, c'est-à-dire 

pour tous les points du plan de symétrie. | 

Cette remarque bien simple nous montre que, pour tous les 

points de ce plan, l'expression de H donnée par La formule (26) 

aura pour dérivée, par rapport à z, l’expression | 

(29) MH _ gi agrt ou(yoray — Re), 
v: EX
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de sorte que l'équation suivante 

(30) LBqi— ag psa(vo+ ay — Bæ)]? = C2(02 + v?), 

où C désigne une constante, devra être vérifiée en tous les points 
de la section (K). 

Si oc, B, Yo et C ne sont pas nulles, cette équation ne se réduira 
pas à une identité. Supposons que la forme des surfaces choisies 
la rende impossible : il faudra que l’on ait 

(3r) æ=$B = Yy=0, G—=—o. 

Or les trois premières équations expriment que, lorsqu'on passe 
d’une surface à la surface infiniment voisine, le mouvement du système d’axes choisi est tel que le plan des æy glisse sur Jui- même. Donc ce plan de symétrie demeurera invariable et res- tera le même pour toutes les surfaces. 

62. Appliquons ces remarques aux surfaces du second degré. La section par le plan principal ayant pour équation 

on devra avoir la relation (30) où 633 sera nécessairement une Constante. Si C n’est pas nulle, l'équation (30) représentera donc une conique qui devra être identique à la section de la sur- face par son plan de symétrie. On déduit de là, et de la compa- raison des deux équations (30) et (32), que les droites représen- tées par les équations 

Pi Po ÿ—1 — 0 

sont tangentes à la section principale; ce qui ne peut arriver, on $ en assure aisément, que dans le cas où cette section se réduit à un cercle, ou bien à deux droites, c’est-à-dire lor se réduit à un cône ou à une surface de révolution. On sait, en. ? 5 
! 

: 

effet, que, dans l’un et l’autre cas, les quadriques peuvent faire 
en . , 

. 
parte d’une famille de Lamé sans que leurs plans de symétrie coïncident. Laissons è ôté i 

< donc cette hypothèse de côté, et faisons C=o. 
Supposons, en outre, pour embrasser tous les cas, principale rapportée à un de ses axes de symétrie et à 1 

sque la quadrique 

la section 

à langente
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au sommet, de sorte que l’équation de la surface deviendra 

hat+ous + ky?+ lez 0. 
2 

Alors on devra avoir, pour tous les points de la section principale, 
« 

B(hæ+u)—aky + l(yo+ ay —Bæ) —0, 

ce qui entraîne nécessairement les conditions 

B(h—1)=0, a(k—1)=0, lyo+ Bu = 0. 

Si l’une des quantités ?, h — 1, k — l'est nulle, la surface est, 

ou cylindrique, ou de révolution. Écartons ces deux hypothèses 

et nous retomberons sur les équations (31). Nous pouvons donc 

énoncer le théorème suivant : 

Toutes les fois qu’une famille de Lamé est composée de 

surfaces du second degré qui ne sont ni coniques, ni cylin- 

driques, ni de révolution, les plans principaux de toutes ces 

surfaces coïncident. 

   
   
     

63. Revenons au cas général. On peut donner une interpré 

tion élégante de l'équation (30). Considérons la surface ref 

sentée par l’équation ET 

(35) or: 7; 3u) 0; 

et admettant le plan des æy pour plan de symétrie ; menôüns-lûila !” 

normale en un point quelconque (æ,7, 5). Cette droite aura pour 

équations 
X—æ _ Y—y _L—s 
      2 

1 22 93 

et le point où elle coupera le plan de symétrie sera défini par 

les formules 

Z ®i 

3 Z=0o X=&— ï Y=y— T2. 
(34) 3 © ? Y gs   

Si le pied de la normale se rapproche d’un point M de la section 

(K) par le plan de symétrie, 3 tendra vers zéro, + aura pour 

limite 634 et le point (X, Y), défini par les équations précédentes,
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deviendra le centre de courbure principal relatif à la section nor- 
male en M au plan de symétrie. 

En appelant z’, y’ les coordonnées de ce centre, p le rayon de 
courbure principal correspondant, on aura donc 

4 

9 92 Ver + ei 72 

  

# 4, 1 _ 

(35) Pre P33 > Y 33 P33 

et la formule (30) prendra la forme suivante : 

(36) Chp= ay —82 + yo; 

ce qui veut dire que le rayon de courbure doit, ou bien être con- 
Stant si & et B sont nuls, ou bien être proportionnel à la distance du centre de courbure à une droite du plan. Cette droite, repré- sentée par l'équation 

ay —$Pr+y=0o, 

est d’ailleurs le lieu des points du plan de symétrie dont la vitesse est parallèle au plan; c’est-à-dire c’est la Caractéristique du plan, ou l'intersection du plan avec sa Position infiniment voisine. Si C devait être nul, le centre de courbure serait sur cette droite. On peut encore, pour, interpréter la condition précédente, remarquer que la sphère admettant Pour centre le centre de cour- bure et pour rayon le rayon de courbure, c’est-à-dire la sphère osculatrice en M à la surface suivant la direction normale au plan de symétrie, doit Couper sous un angle Constant tout plan fixe Passant par la caractéristique, ou bien avoir son rayon constant si cette caractéristique est rejetée à l'infini. Nous avons donc le théorème suivant : 

Pour que des surfaces qui forment une famille de Lamé et ont toutes des plans de symétrie soient disposées de telle manière que ces plans de symétrie ne coïncident pas, il est nécessaire que toutes les sphères osculatrices à chacune de ces surfaces, en tous les points de la section par un plan de symé- trie et suivant la direction normale à ce P
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64. Appliquons cette proposition à la recherche des familles 

de Lamé composées de surfaces de révolution. Alors tout plan 

passant par l'axe de révolution sera un plan de symétrie. Si l'on 

a choisi cet axe pour axe des æ, on aura ici 

— 
ÿ = 0, 

et po sera la portion de la normale à la section méridienne com- 

prise entre l'axe et le pied de la normale. L’équation (36) de- 
viendra donc ici 

(35) Co = yo — Br. 

En général, il n’y a pas une relation aussi simple entre la nor- 
male à la méridienne et l’abscisse du point où elle coupe l'axe. Il 

faut donc que l’on ait 

(33) C=o, Yo — 0; B=—o, 

et ces relations devront avoir lieu pour tous les méridiens. Les 

deux dernières expriment done que ni la translation, ni la rota- 

tion infiniment petite du système d'axes choisis ne peuvent avoir 

de composante normale à l’axe de révolution. En d’autres termes, 

l’axe doit demeurer fixe et rester le même pour toutes les 

surfaces. Cette condition est d’ailleurs suffisante, nous l'avons 
vu (n° 17). | 

Mais supposons qu'il existe, entre p et x’, une relation de la 

forme (33). Alors, si C—0o, on a une sphère; si f—0o, on a, 

soit une sphère, soit un cylindre de révolution. Dans tous les 
autres cas, la méridienne se réduit, soit à une droite, soit à un 

cercle. Les surfaces correspondantes sont donc, soit des sphères, 

soit des cylindres ou des cônes de révolution. Ces cas d’exception 

étaient à prévoir : on sait, par exemple, que l’on peut former une 

famille de Lamé avec des cônes assujeltis uniquement à avoir le 
même sommet, ou avec des cylindres assujettis seulement à avoir 

leurs génératrices rectilignes parallèles à une droite fixe. 
Nous nous contenterons seulement d’énoncer une proposition 

analogue à la précédente, et pour la démonstration de laquelle 

nous renverrons le lecteur à un travail déjà cité (‘). 

  

(‘) Mémoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des systèmes or-
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Si une famille de Lamé est composée de surfaces anallag- 

matiques (\), les sphères par rapport auxquelles les diverses 

surfaces sont anallagmatiques doivent coïncider, à moins que 
la condition suivante ne soit remplie. 

Considérons la section (K) de chaque surface par la sphère 
(S) relativement à laquelle elle est anallagmatique, et con- 
struisons, en chaque point M de cette section, la sphère oscula- 
trice à la surface suivant la direction normale à (K). Cette 
sphère osculatrice devra couper sous un angle constant, quel 
que soit le point M, le plan radical de (S) et de la sphère ana- 
logue relative à la surface infiniment voisine. 

65. Nous terminerons ce Chapitre en développant ici une ap- 
plication, qui s’y rattache naturellement, de la méthode indiquée 
aux n°% 10 er 11. Proposons-nous la solution du problème suivant. 

On sait qu'il existe une infinité de systèmes doubles orthogo- 
naux définis de la manière suivante : la première famille est for- 
mée des surfaces (£), lieux des points pour lesquels la somme des 
distances à deux surfaces fixes (A) et (B) est constante; la 
deuxième est formée des surfaces (2), lieux des points pour les- 
quels la différence des distances aux mêmes surfaces (A) et (B) 
est constante. On demande si l’on peut compléter le système et 
adjoindre aux deux familles de surfaces (£), () une troisième 
famille, formée de surfaces (S) qui les coupent à angle droit. 

Comme les courbes d’intersection des surfaces (), (2) sont 
les mêmes que celles des surfaces parallèles aux deux surfaces 
fixes (A) et (B), il est clair que le problème posé est identique 
au suivant : 

Etant données les surfaces parallèles à deux surfaces fixes 
(A) et (B), y a-t-il une troisième famille de surfaces les cou- 
pant à angle droit? 

thogonaux (Annales de l’École Normale, »° série, t. VIL, p. 136-138 ; 1838). On déduit de celte proposition la détermination de toutes les familles de Lamé for- 
mées avec des cyclides générales. 

(1) Voir, pour la définition des surfaces anallagmatiques, . Leçons sur la théorie 
des surfaces (1°* Partie, p. 258, n° 172).
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Appelons » et w les paramètres des deux familles données de 
surfaces parallèles, et x le paramètre de La famille cherchée. Les 

conditions du problème s'expriment par les relations suivantes : 

(39) v2+e2+e? 1, mr 2 + wii, ôu — 0, Ôu = 0 

qui rentrent dans le type déjà examiné au n° 10. En appliquant 

la méthode que nous avons fait connaître, on en déduira les rela- 

tions 

(40) Dir + 2010e Ua... = 0 

puis ‘ 

4 Ÿ + à . aû _ (41) 2 ir Cu Uik — 2 Ou) = 0; 

ë Ok 

et des équations semblables pour #, ce qui conduira à deux équa- 

üons du troisième ordre pour la fonction w. 

66. Mais la question se simplifie beaucoup si l’on emploie des 

considérations géométriques. Les surfaces de paramètres v, 

étant parallèles et orthogonales aux surfaces de paramètre w, 

leurs normales, qui sont, pour elles, des trajectoires orthogonales, 

doivent être nécessairement siluées sur les surfaces de para- 

mètre «. Ces surfaces doivent donc pouvoir être engendrées de 

deux manières différentes par une droite, ce qui exige qu'elles 

soient, ou des plans, ou des surfaces du second degré. 

Le cas où elles sont des plans a été déjà traité (Chap. IT) et 

fournit la solution la plus générale du problème. 

Le cas véritablement intéressant est celui où l’on suppose que 

les surfaces de paramètre w sont du second degré; nous allons 

l'étudier en détail, en nous bornant au cas où leurs axes sont 

inégaux. 

Comme les surfaces forment une famille de Lamé, elles devront 

avoir les mêmes plans principaux. Commençons par supposer 

qu'elles aient un centre et que leur équation soit 

(42) am?+ by? cs=1,
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a, bd, c désignant des fonctions de w. On devra avoir ici 

ue joe 4 
4 | axvi + byvs + czv3 —0, 

4) { mi @i + 2 —i1, 

n amwi+byW+CEw3—0, 

et, en appliquant l’équation (40), 

(45) 
avi + 06? + cv3 — 0, 

-aw? + bwi + cw2 — 0. 

Ces équations sont d’ailleurs géométriquement évidentes : elles 
expriment que les normales aux surfaces de paramètres », sont 
les génératrices rectilignes de la surface. En écrivant que la 
deuxième équation (43) et la première (45) sont compatibles, 
c’est-à-dire que leur crochet est nul, on trouvera ‘après quelques 
réductions 

6 (a?b'+ Ba')(ævi— yo) +(bte +ceb')(yv3— 30, 
{48) +(ea'+ atc)(zv—2v;ÿ = 0, 

et une équation semblable pour sw. Or en combinant les équa- 
tions (42), (43), (45), on obtient la suivante : 

(45) ab(ror— yo )+ be(yos— 302) + ac(zt1— 203) = 0. 

Ces deux dernières équations (46), (47) devant être vérifiées 
aussi quand on y remplace 6 par w, il faut qu’elles soient iden- 
tiques l’une à l’autre; ce qui donne comme conditions 

(48) a?b'+ ba’ Btc'+ c?b a+ a2c' 4 
= = . ab EH bc ac 

Si l’on revient aux notations primitives et si l’on écrit l'équation 
des quadriques cherchées sous la forme déjà employée 

æ? 2 22 

les équations précédentes deviennent 

(50) C(dA + dB)= B(dA + dC)= A(4B + dC),
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et elles définissent complètement le système cherché. On verra 

sans peine qu'elles entraînent, comme cela devait être, la rela- 
tion (2). 

67. Les équations (5o) ont été intégrées pour la première fois 
par Halphen (1). 

Voici une méthode nouvelle et très simple pour elfectuer cette 

intégration. Portons dans les équations (50) les valeurs de A, B, C 

définies par les formules (20). Nous obtiendrons l’unique équation 

d du , du? 
(51) au F[eu—e) F]-e-to-0 = 

Cette équation n’est pas linéaire, mais elle se ramène à une 
équation linéaire si l’on effectue la substitution 

(52) u — 0?; 

elle se réduit, en effet, à la suivante : 

ô RO. dû 
(53) Gt) HG) 7; 

qui est bien connue et qui est celle à laquelle satisfont les inté- 

grales elliptiques complètes K et K’ pour lesquelles le carré 42? 

du module est égal à &. 

En faisant donc 

(54) t=#, 

on aura, «& et b désignant deux constantes, 

(55) _ O=aK+bK, u—=(aK+6K'}. 

La solution est ainsi obtenue, mais elle ne se présente pas sous 
une forme qui permette de l’utiliser en Géométrie. 

68. On aurait pu employer une autre méthode, que nous allons 
simplement appliquer au cas des surfaces dépourvues de centre. 

  

(*) HALPHEN (G.), Sur un système d'équations différentielles (Comptes 

rendus, t. XCIL, p. rro1, 1° semestre 1881).
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Considérons une famille de paraboloïdes, dont les plans princi- 
paux coïncideront nécessairement et qui sera représentée par 
l'équation 

22 

(56) + =2r+7, 

C
R
 

où p, g, r sont des fonctions d’un même paramètre u. Les géné- 
ratrices reclilignes d’un même système seront définies par les 

  

  

équations 

27 _ À(G2r+r)+ _ 
: v? 

(57) , 
= A(2æ+ r)— S; 

V—g x 

où À désigne un nouveau paramètre variable; et nous avons à 
exprimer que ces droites, dépendantes en réalité de deux para- 
mètres 4 et }, sont normales à une même surface. 

Or on sait (1) que la condition nécessaire et suffisante pour que 
la droite définie par les deux équations 

J=art+a, z2=bx+8, 

soit normale à une surface, est que l’on puisse intégrer la relation 
différentielle 

a dy + b ds + dr — 0, 

qui, lorsqu'on y substitue les valeurs de y, 3, prend la forme 

dx bi) + 2 da + 6 ap = 0. 
Ver Br 

    

en . = 
. S1 l’on remplace ici &, b, a, $ par leurs valeurs, l'équation pré- cédente deviendra 

24[e +39] 

afin) era) + © —— 
Vi+ Xp 9) —= 0, 

  

(*) Lecons sur la théorie des surfaces, n° 449 (Ile Partie, p. 277).



FAMILLES FORMÉES AVEC DES QUADRIQUES. 117 

Posons 

(58) p+g=2h, p—-q=iu uX=u, 

l'équation deviendra 

du dh+ ou dr + k 
‘ ( =) r— = 

\ H — (59) d(æyi+au)+ rer = 0.   

Pour que l'intégration puisse se faire, il faut que le second 

terme soit une différentielle exacte, ce qui donne la condition 

d 
dh + 2p dr + h 

dh uw 
dr + — = ———————— 

me 1+2kH 

Cette équation ne peut être vérifiée, quel que soit a, que si 

l’on a 
du. 

u ? 
dh =, dr=h 

et l'équation (59) admettra alors pour intégrale 

(60) Gest fÉ
 

uvVi+2k 

On aura, 2 étant une constante, 

(61) __ p=h+u, g=Rh—u, r= hLogu, 

et l'équation des paraboloïdes deviendra 

2 2 2 Z? 
(62) Fa + —2æ+hLogu. 

Les surfaces parallèles qui sont normales aux génératrices seront 

définies par l’équation (60), jointe aux deux équations (57) de la 

génératrice rectiligne. 

69. La famille des paraboloïdes n'est algébrique que si Von a 

Rk—o. Dans ce cas, en faisant tourner de 45° autour de Ox les 

plans des æy et des xz, on ramènera son équation à la forme simple 

(63) JE = UT. 

Les deux familles qui complètent le système triple orthogonal
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seront alors représentées par les équations 

Vr2+ RH Vat+ 2? = 9, 

VIP + 2? — Var + 23 = y, 

dont l'interprétation géométrique est évidente (*). 
Le résultat précédent est le plus élégant de la théorie ; on peut d’ailleurs l’établir par la Géométrie. 
Considérons, en effet, deux droites OA, OB qui se coupent et sont rectangulaires ; les surfaces (Z}) et (X), lieux des points tels. que la somme ou la différence de leurs distances à ces deux droites soit constante, se Coupent mutuellement à angle droit. Pour chaque point M de l’espace, les normales à ces surfaces sont les bissectrices de l'angle PMQ formé par les normales MP, MQ abaïssées respectivement de M sur OA, OB. D'autre part, si l’on considère la famille des paraboloïdes (S) qui contiennent OA, OB et ont leurs plans directeurs normaux respectivement à OA et à OB, celui de ces paraboloïdes qui passe en M contiendra nécessairement les droites MP, MQ et sera, par suite, normal à celle des surfaces (£) ou (#) qui passe en M. On a donc ainsi Conslitué un système triple orthogonal. 

La proposition précédente fait connaître les lignes de courbure de la surface lieu des points pour lesquels la somme ou la diffé- rence des distances à deux droites qui sont rectangulaires et qui $€ Coupent est constante. On a jusqu'ici essayé vainement de généraliser ce résultat et de déterminer les lignes de courbure de la surface lieu des Points pour lesquels est constante la somme algébrique des distances à deux droites qui soient dans une rela- lion moins particulière que celle de l'énoncé précédent. 

(*) Voir, au sujet de ce Système, Leçons sur La théorie des surfaces (n° 140, 
I Partie, p. 198). 

° 

(64) 

 



  

CHAPITRE VI. 
SYSTÈMES ORTHOGONAUX À 7? VARIABLES. EXTENSION DES MÉTHODES 

PRÉCÉDENTES. 

Système des coordonnées elliptiques générales. — On peut de même généraliser 

le système des cyclides orthogonales et homofocales et employer, pour le cas 

de nr dimensions, des variables analogues aux coordonnées pentasphériques. — 

Définition des systèmes complètement orthogonaux à n variables : puisqu'il 

existe de tels systèmes, l’objet de ce Chapitre sera d'appliquer à leur recherche 

la méthode déjà employée pour le cas de trois variables, — Problème fonda- 

mental : étant données » fonctions formant un système complètement ortho- 

gonal, éliminer toutes les fonctions moins une et former les équations aux 

dérivées partielles, à la fois nécessaires et suffisantes, auxquelles doit satisfaire 

cette dernière fonction. — Exposé de la méthode : une des fonctions w étant 

supposée connue, un premier groupe de (r —:}? équations permet de déter- 

miner les rapports mutuels des dérivées premières des 7 — 1 autres fonctions 

v, w,.... — Ce premier groupe d'équations est identique à celui que l’on ren- 

contre lorsqu'on veut réduire à des sommes composées des mêmes carrés deux 

formes quadratiques à » variables, ces variables étant d’ailleurs liées par une 

relation linéaire. — Les équations que l’on obtient ainsi pour chacune des fonc- 

tions v, , ..., étant au nombre de 7 —1, donnent naissance à des conditions 

d’intégrabilité qui contiendront évidemment les dérivées de u jusqu’au troisième 

ordre. — En essayant de former de la manière la plus simple ces conditions, 

on est conduit à deux groupes bien distincts d'équations du troisième ordre 

(mn —:)(n — 2) 
2 3 

l'équation formée dans le cas de trois variables et jouissent, comme elle, de la 

propriété de s'écrire sous une forme simple à l’aide des dérivées secondes de 

pour w. — Les premières, au nombre de sont analogues à 

la fonction 

H=(u+ui+...+ui) Se
 

— — — 3 : 
Les secondes, au nombre de 0-2 0, wapparaissent que lorsque 

n est supérieur à 3. — Si l’on veut interpréter en langage géométrique les 

résultats précédents, on peut d’abord généraliser la notion de normale à une 

surface, ce qui conduit naturellement à l'extension de la définition des direc- 

tions principales et des lignes de courbure. — Dans un espace à x dimensions, 

il y a n—: directions principales, et par suite R2 — 7x systèmes de lignes de 

courbure, pour chaque surface. — Deux directions principales différentes sont à 

la fois orthogonales et conjuguées. — Cette notion des lignes de courbure une 

fois introduite, le théorème de Dupin se généralise immédiatement : si une 

surface fait partie d’un système complètement orthogonal, les surfaces qui appar- 

tiennent aux autres familles admettent pour normales en chaque point de la
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surface considérée les directions principales de cette surface; par conséquent, 

prises a — 2 à n —2, elles coupent cette surface suivant une de ses lignes de 

courbure. — Mais il faut prendre garde ici à une propriété tout à fait nou- 
velle : une surface quelconque prise dans l’espace à r dimensions, n étant 

supérieur à 3, ne saurait faire partie d’un système complètement orthogonal: 

pour qu'il en soit ainsi, il faut que ses lignes de courbure soient coordonnées. 

— On dit que les lignes de courbure sont coordonnées lorsqu'on peut choisir 
ñn— 1 fonctions dont une seule varie sur chaque ligne de courbure de la 
surface. — Lorsque les lignes de courbure d’une surface sont coordonnées, la 
surface peut faire partie d’un système complètement orthogonal : on le reconnaît 
en généralisant la théorie des surfaces parallèles. — Application des résultats 
précédents aux surfaces définies par l'équation X,+X,+...+X, — 0. — Condition 
pour que leurs lignes de courbure soient coordonnées. — Systèmes orthogonaux 
comprenant une famille définie par l'équation u = X,+...+ X,. — Générali- 
sation des propositions dé MM. Bouquet et J.-A. Serret. — Systèmes orthogo- 
naux comprenant Ja famille u=æm...x". — Détermination simple des 
autres familles. — Étude de différents systèmes orthogonaux, détermination 
des lignes de courbure de différentes surfaces, parmi lesquelles on peut signaler 
les surfaces tétraédrales de Lamé. — Les résultats obtenus dans ce Chapitre 
donnent notamment les lignes de courbure d’un grand nombre de surfaces du 
troisième ordre, dans l’espace à trois dimensions. 

70. On sait toute l'importance que présentent en Mécanique la 
méthode du changement de variables et l'emploi d'un système de 
coordonnées analogues aux coordonnées elliptiques dans le plan 
et dans l’espace. Dans ses Vorlesungen, Jacobi, étendant à un 
nombre quelconque de variables les méthodes employées par 
Lamé, a fait de belles et de nombreuses applications du change- 
ment de variables suivant. 

Étant données n variables indépendantes Li, Lay.) En et 
7 constantes quelconques &, &, ..., &n, désignons par p:, 

_P2»--., On les n racines de l'équation en o 

(@) æ? æ3 T2 
+ 2 +... 

-— p A2 — p An— 90 

  

  

racines qui sont réelles et distinctes toutes les fois que les con- stantes ax et les variables +, sont réelles. Il est aisé dé montrer 

  

, 
. An — . 

que ces 2 fonctions Pis +.., Pr Satisfont aux ( 1) équations 
. 2 suivantes : 

d9; d2}. 2 Ô,.Dr —= = UE — ’ . @) ec PA 02h 0 95 CZ A). 
2
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Toutes les fois que des fonctions satisferont à ces équations 
simultanées, nous dirons qu’elles forment un système complète- 
ment orthogonal à n variables ou un système complètement 
orthogonal dans un espace à n dimensions. 

À l’exemple précédent, étudié par Jacobi, il est aisé d’en 
ajouter un autre, en généralisant la méthode qui a été suivie dans 
nos Leçons (1) pour la définition et l'étude des coordonnées pen- 

tasphériques. Désignons par R une constante quelconque et 
substituons aux x variables +,, æ2, ...,#, les n + 2 variables y, 
définies par les relations 

  

  

frn=a[eatersete, Le + aa 

(3) ‘ : æ2 2 An Pie taiR? 7 æiH...+ai +R? 
Qi R t R+2 R d 

où les constantes &?, ..., «*.. sont les coefficients d’une substi- 

tution orthogonale et satisfont par suite aux relations 

(4) CGR CP. + (is) =D 
abat +.......... +ah,, ah, —o. 

  

Les variables y;, au nombre de nr + 2, constitueront, dans l’es- 

pace à x dimensions, un système de coordonnées homogènes 

surabondantes liées par la relation 

(5) Sri=e 

et analogues aux coordonnées pentasphériques de l’espace à trois 

dimensions. Si 

(Vis Ya ..., VYnt2) = 0, 

6 
( ) DV, Passer Pre) — 0 

  

représentent les équations de deux surfaces écrites, dans ce sys- 

tème de coordonnées et homogènes, il suffira de répéter les 

  

(1) Leçons sur la théorie générale des surfaces (Livre II, Ch. VI, T° Partie, 

p. 213).
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raisonnements relatifs aux coordonnées pentasphériques pour 
reconnaître que la condition d’orthogonalité des deux surfaces 
précédentes prend, avec les nouvelles variables, la forme sui- 
vante 

h=n+2 

G) y %œ 0 
/ F dYr dYh ? 

=1 

tout à fait pareille à celle que l’on aurait à écrire avec les Lh, Mais 
contenant deux variables de plus. Il suffira, bien entendu, que la 
relation précédente ait lieu en vertu des équations (6) des deux 
surfaces. 

L'emploi des variables précédentes nous permet d’adjoindre au système des coordonnées elliptiques de Jacobi un système plus général formé avec des équations du quatrième ordre. Intro- 
duisons, à cet effet, 2 + 2 constantes ax et considérons l'équation 
homogène 

n+2 o 

Ya > _+ = 0, 
— Œh 

1 

qui est, en général, du quatrième ordre en x,, Laye. ne Elle définit seulement x valeurs pour À; car, après que l’on a chassé Les dénominateurs, le coefficient de A7F1 est nul en vertu de la relation identique (5) entre les coordonnées. Soient 21) Per --.; Pr Ces nr valeurs de À. Elles satisfont, pour les mêmes raisons que dans le cas précédent, aux équations 

  

duo, (124) 
et forment, par conséquent, un système orthogonal, | De ces systèmes orthogonaux, on Peut en faire dériver une infinité d’autres par des méthodes sur lesquelles nous aurons à revenir (!); on Peut donc affirmer que, si l’on considère les n(n —31),, . 

équations 

  

k=n 

(8) Suar = Ÿ 2 dE 
£ OX 07h ? 
RE 

(1) Voir, en particulier, la Note : Sur une nouvelle série de systèmes ortho- oraux algébriques, insérée, en 1869, aux Comptes rendus (t. LXIX, p. 892).
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auxquelles devront satisfaire x fonctions a!, «?, ..., «7, ces équa- 

tions, bien qu’elles soient, à partir de #2 — 4, en nombre supérieur 

à celui des fonctions inconnues, admettent néanmoins, quel que 
soit n, un nombre illimité de solutions particulières. Il y a donc, 

d’après toutes ces remarques, intérêt à les étudier et à leur appli- 
quer les méthodes que nous avons employées dans le cas parti- 
culier de trois variables. Nous rencontrerons ainsi des problèmes 

d'Analyse qui méritent en eux-mêmes d’être examinés; et d’ail- 

leurs les applications au cas de trois variables se présenteront à 

chaque pas. C’est par cette étude que nous terminerons le premier 

Livre. 

71. Je considère donc À fonctions 

al, æ?, ..., an 

satisfaisant aux équations (8) et je conserve les notations déjà 
employées au Chapitre EF. Ainsi, af désignera la dérivée de of par 

rapport à æ4. Du reste, pour éviter autant que possible des nota- 

tions compliquées, chaque fois que nous aurons à considérer un 
nombre limité de fonctions &, nous les désignerons par les lettres 

u, v, #, &, « sans indice. Rappelons aussi que nous avons posé 

comme définition 

f ww 

(9) ( u ) DATI 

et il résulte de la formule (27) (n° 9) que ce symbole est nul 

toutes les fois que w, v, w désignent trois fonctions ai différentes. 

Le premier point que nous avons à traiter, etle plus important, 

est le suivant : 

Éliminer des équations (8) par des dérivations toutes les 

fonctions, moins une que nous désignerons par la lettre u, et 

rechercher toutes les équations nécessaires et suffisantes aux- 

quelles doit satisfaire cette fonction u pour que le problème 

ait une solution. 

Aux équations (8), qui peuvent s’écrire 

(to) 8pu — 0, dpW = 0,
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nous aurons à ajouter les suivantes 

(ni) (7), Le, 

qui, jointes aux précédentes, constituent un système de (n —1)2 
équations ne contenant que les dérivées premières des fonctions ?, w, .… et, d’ailleurs, Aomogènes Par rapport aux dérivées de chaque 
fonction. Elles déterminent donc complètement les rapports mu- 
tuels de ces dérivées en fonction des seules dérivées premières et secondes de w. Du reste, la résolution de ces équations équivaut 
à la solution du problème d’Algèbre suivant : 

Ramener par une substitution linéaire les deux formes quadratiques 

it yi+...+ Fè, 

DY Ur ViVk 

à des sommes composées des mêmes carrés au nombre de n—1, sous la condition que les variables Ji soient liées par la re- lation 

(12) 

(13) Mi Ua a+. + Un Yn = 0. 

En effet, si l’on se propose de résoudre ce dernier problème, il faudra poser 

Yi Mais... +, 
(4) Pr si+fsz+...+iz,_, 

| PR = An + Pur 3 +. + Ân&n1; 

#49 $23++., Zn_1 étant les variables dont les carrés figureront seuls dans les deux formes quadratiques, et l’on devra avoir d’abord les relations 

MU +... + ann 0, 
5) Pit +... + fur = 0, 

sn neue ss... 

l Mk + hou = o 2 

déduites de la formule (13). Puis, en exprimant que les formes 

n
e
 

AU 
e
e
n
 A 

m
e
c
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quadratiques (12) ne contiennent pas les rectangles des variables, 
on obtiendra les deux systèmes suivants : 

dB... + anfr = 0, 

(6) MY... + An fn — 0; 

D Uk Br = 0, 

(7) SS uk ÿh=> 0, 

Ce sont, aux notations près, les équations (3), (9) que nous 
avons à résoudre; c’est ce que nous voulions prouver. 

On sait que la solution du problème précédent est donnée par 
les formules suivantes : 

Les dérivées de l’une quelconque des fonctions », w, ..., de 
par exemple, satisfont à des équations telles que les suivantes : 

k=n : 

8) D'une ot pus (=u2,n) 
A=1 

(19) UPi+... + UnVn = 0. 

En éliminant les dérivées v; ainsi que pu, on obtiendra pour À 
l'équation suivante : 

Us — À Ua Us Un ui 

lei Ugo — À Us ... Un U2 

(20) our eus. ous ee .. .. | —0, 

Unt Un2 de ee Un —À Un 

U Ua due ee Un o 

de degré n —1 en À, et qu’il faudra résoudre si, supposant la 

fonction & connue, on veut trouver les rapports des dérivées des 

n—1 autres fonctions. Comme x demeure arbitraire, ces rapports 

seuls sont, en effet, connus. 

Pour déterminer les fonctions p, æ ..., elles-mêmes, on aura 

donc à intégrer des équations aux différentielles totales de la forme 

Ai dri+...+ An dtn=0.
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Pour que des équations de cette forme soient intégrables avec 
une Constante arbitraire, qui sera ici égalée à la fonction + corres- 
pondante, il faut que certaines relations entre les coefficients Ajet 
leurs dérivées premières soient vérifiées identiquement. Comme 
ces coefficients À; dépendent des dérivées premières et secondes 
de &, on voit que cette fonction & devra satisfaire à certaines 
équations aux dérivées partielles du troisième ordre. Ce sont ces 
équations, à la fois nécessaires et suffisantes, que nous allons 
d’abord rechercher. 

72. Mais, auparavant, nous avons à établir quelques identités 
qui nous seront indispensables. Désignons, en général, par Gi 
l'expression 

(21) Gui = Voie = Vip + GPL FE, 

il est clair que les quotients 

(22) bix = É 

sont les coefficients d’une substitution orthogonale; car on a, par la définition de Gr, 

(23) Dh +bi +... +82 ir, 

et les équations (8) donnent 

(24) bn brs + Bio by... + binbyn = 0. 

On aura donc aussi, d’après les propriétés des substitutions orthogonales, 

(25) Dir b +. + Dr, 
(26) Diibix +... + Did — 0 A2. 

Cela posé, si l’on désigne par &, v, €, U, £ cinq fonctions du groupe considéré, on aura, par définition, 

a, «w = un a, 9 (LISE (7) SIanu 
et, en multipliant membre à membre et divisant ensuite par
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oÿ+.,.+ ai que nous désignerons par Gé, 

I &ä, w Ÿ ra; CN) -ZEXE Ecran Gÿ u t GÈ 

la somme devant être étendue à toutes les valeurs de £, j, k, d. Si 
nous remplaçons la fonction « successivement par toutes Les fonc- 
tions a',a?,...,a® el que nous fassions la somme de tous les ré- 

sultats obtenus, alors, en vertu des formules (25) et (26), tous les 
termes du second membre, dans lesquels ?, 7 sont différents, 
donneront une somme nulle et, pour les autres, le coefficient de 

  

abrutis sera l'unité. On aura donc 

on DE) SE 
la somme du premier membre se composant de » termes obtenus 

en remplaçant & par a!,a?,...,a7. 

Le second membre peut s’écrire 

> dw U dot. 

HA 

Nous adopterons, pour le désigner, la notation 

(28) DÉTLTET RS ) 

Supposons d’abord les quatre fonctions w,v,w, £ différentes les 
. Lu, © : 

unes des autres. Comme on sait que ( D ) est nul toutes les fois 

que les fonctions sont différentes, on verra facilement que tous 

les termes du premier membre de l'équation (27) sont nuls; car 

le premier facteur est nul si & est différent de vet de£;et, si est 

y ou #, le second facteur est nul. On a donc 

(29) (ur) 

si 4,0,#, t sont différents. 

On pourrait faire beaucoup d’autres hypothèses. En voici une 

qui nous conduira à une formule que nous aurons à employer.
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Supposons que l’on fasse {= u, v demeurant distinct de w et 
de u; le premier membre de l'équation (27) se réduira au seul 
terme pour lequel on à & = 4; et l’on aura, par suite, 

u, 9\/u, æ 2/w, 0 = GÀ ; 
ut & u; Lu 

ou, en ordonnant par rapport aux dérivées de v, sv, 

(30) DE Pig ( GE duug — Duty Bu ux) = 0. 

Ces deux identités (29) et (30) suffisent pour les résultats que nous voulons obtenir, et nous allons chercher maintenant les équa- tions du troisième ordre auxquelles satisfait la fonction w. 

73. Remarquons d’abord que l’équation 

« ) ZE —= ViWgüig = 0 
( u ) IWklüik 

est de la forme de l'équation (32) du n° 10. En lui appliquant la formule (33) du même numéro, nous aurons 

(31) DD 280) = 0. 

Si, dans cette équation, on remplace les dérivées de 9, æ par toutes leurs valeurs possibles, on aura un premier groupe de (R—1)(n— 0) 
2 

Ce sont les équations analogues à celle que nous avons formée dans le cas de trois variables, 
Je dis d’abord que, si l’on pose 

équations auxquelles devra satisfaire la fonction u. 

I . 
H — G, =(ui+... + ug) 

ces équations peuvent être mises sous la forme irrationnelle 

2H 3 
. — (32) 22° PAG dæx 0" 
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On a, en effet, 

CI 

Hix = 0%; 0Tk 
= — H5(G2 du Uk + Gi 7 3% Ui ê, uk), 

et par suite 

D Pix Hix = — Hs SY V5 (du Uk — 2 dus Uk) 

— 3 H5 D D Pa (GE Guy — Ju Ui du Uk); 

ou, en tenant compte de l'identité (30), 

(33) — mdrr Dir Guui— 28m), 

ce qui justifie le résultat annoncé. 
. n—1 —0), . 

Mais les mot équations (31) ne sont pas les seules 

auxquelles doive satisfaire la fonction w. Appliquons l’opération à, 

& désignant une des fonctions du système, différente toutefois de 

u, », #, au symbole 

e, 
u = Pi Velike 

Cette opération, appliquée sur les lettres v,w, donne les termes 

> de 03 dy Us + > De 0x dy Ui 3 

appliquée à la lettre w, elle donne 

SD ti WRVIUikI 

somme qui est symétrique par rapport à £, 4, 6. On a donc, en se 

rappelant la notation (28), 

co M ")- (LE) SE Bari 
Done, toutes les fois que €, #, æ seront différents, on aura, en 

D. 9
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se rappelant les formules (11) et (29), 

(35) JT hr WI Us = 0; 

ce qui constitue un nouveau type d'équations du troisième ordre 
auxquelles doit satisfaire la fonction w. Remarquons que l'équation 
précédente peut être obtenue de trois mantères différentes, par 
la différentiation des trois équations distinctes 

f», » ( °) (° ‘) { = 0, = 0, = 0. u u u 

Elle est le type de DCE PR — 8) équalions nouvelles du 
troisième ordre qui ne se présentaient pas dans le cas de trois 
variables et auxquelles devra satisfaire la fonction u. Nous obte- 
nons ainsi deux groupes tout à fait différents d'équations du troi- 
sième ordre pour cette fonction w. 

74. Avant de continuer l’exposilion, je vais montrer que ces équations, qui sont nécessaires, sont aussi suffisantes, et que, lorsqu'elles sont salisfaites, on peut trouver les A — 1 autres fonctions complétant le Système orthogonal. En effet, ces fonc- tions sont définies, nous l'avons vu, par des équations de la forme 

(36) ==... 

Pour que ces équations soient compatibles, il faut et il suffit, on le sait, que toutes celles qu’on en déduit en les différentiant soient des conséquences des précédentes et se réduisent à 

An(n +1) i 
2 ? 

qui ne pourront même Pas complètement déterminer les dérivées secondes ; car, si les équations (36) sont vérifiées, elles ie seront D ? pe D 
» : 

encore lorsqu'on ÿ remplacera par 9(#), ce qui permet, pour chaque système de valeurs des variables indépendantes, de donner une valeur arbitraire à l’une des dérivées secondes de +.
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Au lieu de résoudre les équations 

? œ 

( » )=e dou = 0, pu —0, .., 

pour obtenir les systèmes tels que (36), nous allons les diffé- 

rentier par rapport à toutes les variables et voir si les équations 

qu'on obtient en éliminant toutes les dérivées secondes sont vé- 

rifiées. Or les équations précédentes sont au nombre de (7 —:1}?; 
en les différentiant, on en déduira n(n—1)? équations. Si l’on 

retranche de ce nombre celui 
x 

[CE 1] -0- (n—1#Y(n +2) 

2 2 

des équations qui doivent conserver les dérivées secondes, on 

trouve un nombre total 

(n—1)(n—2) 

2 

d'équations qui ne contiendront plus que les dérivées premières 

et qui devront être vérifiées en vertu même des équations qui dé- 

terminent ces dérivées. Or nous avons déjà : 

1° Les (ir — 2) équations 

0, w 
—= 0, 

Lu 

qu'on obtient en différentiant les équations 

et en effectuant des combinaisons qui font disparaître les déri- 

vées secondes des fonctions », æ. Ges équations sont vérifiées 

puisqu'elles servent à définir les fonctions v;, #4; 
—i)(a—2), : . 4 pe 

2° Les (2 UC?) équations (31) qui devront être vérifiées > 

par la fonction u; 
3e Les (n—1(R2 —2)(n —3) 

6 

cune être comptées pour trois, puisqu'on les obtient de trois ma- 

nières différentes, chacune par la différentiation de trois équa- 

équations (35). qui doivent cha-
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tions distinctes. On a donc en tout 

(a—1)(n—2)(n—3) + (R— 1)(n —0) + (n—31)(n 2) n— 1} (n—) 
2 2 2 2 

équations ne contenant pas les dérivées secondes des fonctions 
?, #, ce qui est bien le nombre que nous devions trouver. Ainsi 
nos équations du troisième ordre sont à la fois nécessaires et suf- 
fisantes. 

75. Avant de passer aux applications, il ne sera pas inutile de présenter quelques remarques sur les résultats précédents, de montrer comment ils donnent la généralisation du théorème de Dupin relatif aux lignes de courbure, et aussi de mettre en lu- mière les différences essentielles qu’ils présentent avec ceux que nous avons obtenus dans le cas de trois variables. 
Étant donnée une surface représentée par l'équation 

(37) PCT, de, ...,œn) = 4, 

appelons normale à cette surface en un de ses points(æ,,... > Zn) le lieu des points (X,, ..., X») définis par les équations linéaires 
(38) Xi, — X2— … Xn— Zn, 

ü Uz Un 

et cherchons dans quelles directions il faut se déplacer sur la surface pour que cette normale soit rencontrée par la normale infiniment voisine. Pour cela, nous désignerons par 0 la valeur Commune des rapports précédents, et nous aurons à Joindre aux équations ‘ . 
X;— Li u;0 

les suivantes, obtenues par différentiation 

— dr; = uw; d8 + dus. 
. | . ï Si, changeant un peu de notations, on remplace — ÿ Par À et do . | % Par — du, les directions cherchées Seront déterminées par le 

Système d’équations 

(39) du; = } dri+ u; dy (= :,2, ..., A),
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qu’on peut aussi écrire 

(40) > Uik dx = À dx; + üi du. 

k . 

Il suffit de comparer ces équations à celles que nous avons don- 

nées plus haut (n° 70) pour reconnaître qu’on passe des unes aux 

autres en changeant dx; en vx. On a donc la proposition suivante : 

Étant donnée une surface quelconque dans l’espace à n di- 
mensions, elle admet n —1 directions principales en chacun 

de ses points et elle a, par conséquent, nr —1 systèmes dis- 
tincts de lignes de courbure. Chacune de ces directions, chacun 

de ces systèmes, correspond à une racine déterminée À de 

l'équation (20). 

Si l’on désigne par à,, 02, ..., d»_1 les différentielles relatives sne p 45 02) s On 

aux différentes lignes de courbure, il suffit de répéter les remar- 

ques présentées au n° 70 pour reconnaître que les formules 

(41) Vi 0 Pit 2202 He + Ent Ôn Pr 

réduisent les deux formes quadratiques 

FÎ+..+ y, 

SErur 
à À 

à des sommes composées uniquement avec les carrés de %, 

oy se) En On a donc 

(42) D'inrône= o (kZÆ h). 

È 

En langage géométrique, cette équation exprime la propriété sui- 

vante : es lignes de courbure qui se croisent en un point de 

la surface s'y coupent mutuellement à angle drott. 
Admettons cette définition et ces propriétés des lignes de cour- 

bure ; il suffit de comparer les équations (18) et (40) pour recon- 

naître immédiatement la propriété suivante :
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St la surface considérée appartient à l’une des familles 
d’un système complètement orthogonal, les surfaces apparte- 
nant'aux autres familles admettent pour normales, en chaque 
point de la surface considérée, les directions Principales de 
cette surface; par conséquent, prises R— 2 à n—9, elles 
coupent celte surface suivant une de ses lignes de courbure. 

C’est bien là une généralisation du théorème de Dupin; mais il faut prendre garde que cette généralisation apporte ici des pro- priétés et des Conséquences nouvelles. Considérons dans l’espace à r dimensions une surface quelconque ; elle a bien, nous l'avons démontré, ? — 1 familles de lignes de courbure déterminées par A — 1 systèmes distincts d'équations différentielles. Mais deux quelconques de ces systèmes n’ont Pas, en général, d'intégrale Commune, en dehors de u; c’est-à-dire il n'existe pas, en général, de fonction bien déterminée, différente de U, qui demeure con- stante à la fois sur les lignes de courbure appartenant à ces deux Systèmes. Pour qu'il en fût ainsi il faudrait que, si les équations différentielles relatives à ces deux systèmes sont 
des _ dTx des Th À; TA, ? B, UT, 

il y eût une fonction y différente de w et satisfaisant à la fois aux deux équations 

de de 
> Fox; — > B: dr, °° ë 

ë 
, . . . Cest ce qui n’a pas toujours lieu, nous le montrerons sur un exemple particulier, 
Ici, au contraire, pour toute surface faisant Partie d’un système complètement orthogonal, ël existera une intégrale commune non seulement & deux sysièmes, mais à n — » systèmes quel- conques de lignes de courbure; ce sera le Paramètre de la famille de surfaces normales au système de lignes de courbure qui a été laissé de côté. Nous Pouvons donc conclure : 
Une surface quelconque, prise dans l’espace à n dim n étant supérieur à 3, ne saurait 

complètement orthogonal. 

ensions, 
faire partie d’un système
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Pour qu’elle puisse faire partie d'un tel système, il faut 

qu’il existe une intégrale commune à n— 2 quelconques des 
n — 1 systèmes d'équations différentielles qui déterminent les 

lignes de courbure. 

Quand une surface remplira la condition précédente, nous 

dirons que ses lignes de courbure sont coordonnées. 

76. Cette condition est nécessaire ; mais il est aisé de voir qu'elle 

est aussi suffisante. Pour établir cette importante proposition, 

nous allons, en quelques mots, généraliser la théorie des surfaces 

parallèles. 
Étant donnée une surface quelconque (Z), conservons toutes les 

notalions précédentes, et faisons correspondre à celui de ses 
points qui a pour coordonnées æ1, ..., æ, le point nouveau 

(Ku, -.., Xn) défini par les formules 

Uj 
(t=1,2,...,n), 

où R désigne une constante et où l’on a 

(44) G= ui +...+ ui. 

Pour chaque valeur de R, on aura une surface (Sr) décrite par 

le point de coordonnées X5. Nous dirons que cette surface (X) 

est parallèle à (E), et l’on reconnaîtra facilement que toutes les 

surfaces (3) ont les mêmes normales que (&). Donc, d’après 

la définition des lignes de courbure donnée plus haut, leurs lignes 

de courbure correspondent, point par point, aux lignes de 

courbure de (È).- 

Supposons maintenant que les lignes de courbure de (E) soient 

coordonnées : il en sera évidemment de même des lignes de cour- 

bure des surfaces (34), qui sont définies par les mêmes équations 

différentielles. Soit M un point de l’espace par lequel il passera une 

surface (34) parallèle à (£). Les # — 1 directions principales de (Z;) 

et la normale en M à (34), qui est aussi normale à (3), formeront 

évidemment n directions deux à deux orthogonales. Cela posé, 

désignons par o, par exemple, la fonction qui demeure constante 

sur n —2 des lignes de courbure de la surface (Zr), choisies 

comme on voudra ; les points de l’espace pour lesquels cette fonc-
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tion demeurera constante lorsque R variera formeront ce que nous appelons une surface, c’est-à-dire un lieu (9) défini par une seule équation, et d’ailleurs engendré par les normales à (E) en tous les points de cette surface pour lesquels e demeurera con- stante. D'après la remarque faite plus haut, la normale en M à ce lieu sera précisément la tangente à la ligne de courbure de (Ex) sur laquelle b varie; car cette tangente est perpendiculäire : 1° AUX 2 — 2 autres directions principales de (Er) ; 2° à la nor- male de (3%); et, Par suite, étant orthogonale à 7 — 1 tangentes distinctes et linéairement indépendantes de (9) en M, elle sera orthogonale à toutes les courbes tracées à partir de M sur (8). On voit donc que, si l’on adjoint à la famille des surfaces (Er) les » — 1 familles formées des surfaces lieux des points pour les- quels les variables telles que p demeurent constantes, on aura constitué ainsi un Système complètement Orthogonal dont fera partie la surface (&). 
Au reste, nous reviendrons au Livre suivant, Chap. I, sur cette théorie, 

T7. On verra facilement que les C0 — 2)C2 5) équations aux dérivées partielles du second groupe (35), obtenues pour le Paramètre 4, expriment simplement que les surfaces de para- mètre & ont chacune leurs lignes de courbure coordonnées. Ces Équations peuvent, en effet, s’écrire sous la forme 

(45) ÿ > > Uri 0; d'æy d"æy = 0, 
ë & 1 

S Sy 4 Le pe . - « . . . 

0, 0, 9" désignant les différentielles relatives à trois directions Principales quelconques. Or on a les relations 
L + ‘ (46) ÿ Ur; = 0, DV 8x; d'œp — o, ë a 

op op PORTE - d’où l’on déduira, par la différentiation, les suivantes : 
Le 

nt a ‘ (47) Yu 0T; Yu d'dr;= 0, 
ë 

(18) ô" > u;ô ôr; = Vo, d'or; + > U; 2"0'8e; = 0. 
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Si l’on remarque maintenant que l’on peut écrire 

> > > Ujÿki dx; d'æx d'æy 

__ ô" \ S Sr 9" S NF Su Nr 

= Uk Ti Ÿ LR — Ur d'0L; 0 Æp — Uk dT: Ÿ d LT, 

on voit qu’en tenant compte des équations (47) et (48), on sera 

conduit à la relation 

> DY Uiïki ds d'æx Sy = > u;(È'0" dT; + 09 d'æ), 

ce qui permet d'écrire l’équation (45) sous la forme nouvelle 

(49) Du d"8ms + ddr) = 0. 

Les à se rapportant à des déplacements qui s'effectuent sur la sur- 

face, et les rapports mutuels des dérivées uw; ne dépendant que 

de la direction de la normale, on voit immédiatement que les 

équations (45) expriment une propriété, non de famille, mais 

de surface individuelle. Comme les équations du premier groupe 

(31), mises sous la forme (32), sont toutes vérifiées quand on sup- 

pose que les surfaces de paramètre w soient parallèles (auquel cas 

on peut supposer H—1), on voit que les équations du second 

groupe (35) donnent la condition nécessaire et suffisante 

pour que les lignes de courbure de la surface de paramètre u 

soient coordonnées (). 

78. Pour donner au moins une application des résultats précé- 

dents, nous considérerons les surfaces définies par l’équation 

(50) Xi Kat... X,=u, 

u désignant une constante arbitraire et X; une fonction de la seule 

variable æ;. 

  

une famille appartenant à un système 

écessaire que ces équations aient lieu 

rtu de l’équa- 

(*) Si la surface ne fait pas partie d’ 

complètement orthogonal, il ne sera pas n 

identiquement; il suffira évidemment qu’elles soient vérifiées en ve 

tion de la surface.
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Si nous appliquons les méthodes développées dans les numéros Précédents, nous verrons que les différentes lignes de courbure d’une telle surface sont déterminées par les formules 

(5r) dr; = Er (E=1,2,...,2) 

où À sera une racine de l'équation 

x? (52) 
5 = ©. 1x 

Appliquons la condition donnée plus haut Pour que les lignes de courbure soient coordonnées: nous verrons qu'elle se réduit ici à la forme suivante 

> X? 0x; Ê'æ; 0"; = 0, 

à, à’, 0’ désignant les différentielles relatives à trois directions principales quelconques : de sorte que la relation 

| X!X5 53 

FA £ 
= 55) Ze ps ° 

devra être vérifiée Par trois racines quelconques, mais distinctes, À, À, À de l'équation (52). 
Si l’on multiplie le Premier membre de la relation 

X° EE Dre 
par lexpression 

a+ bhko+e 
(o— hi) À)” 

. . , et si l’on ajoute les résullais obtenus en effectuant des permuta- Hons circulaires sur les trois indices % 1, 2, on obtiendra la rela- tion suivante 

X2 (ax! + EX; +0) (55) DE (ax + 0x; = Do XX) RES ® 
et l’on démontrera aisément que cette relation entre les trois ra 
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cines est la plus générale parmi celles qui sont de la forme 

0; G5) Da 9; 

@; étant indépendante de },, 1, A2 (1). 

On devra donc pouvoir identifier terme à terme les deux rela- 

tions (53) et (54), ce qui donnera, pour toutes les valeurs de ë, 

(56) XX} = aX +bX;+e. 

Les fonctions @&, b, c seront déterminées par trois quelconques 

de ces équations ; elles ne pourraient donc dépendre que de trois 

quelconques des variables æ1, ..., æn prises au hasard ; et, par 

suite, dès que n sera supérieur à 3, elles se réduiront nécessaire- 

ment à des constantes. Aïnsi les différentes fonctions X;, où l’on 

remplacera æ; par +, devront être des solutions particulières 

d’une même équation différentielle 

(57) X'X"= aX"+ bX'+0, 

dont l'intégration ne présente d’ailleurs aucune difficulté et s’ef- 

fectue par l'application des méthodes régulières de l'Analyse. 

Cette équation, sous sa forme la plus générale ou sous des formes 

particulières, se rencontrera dans les différents problèmes que 

nous alloris maintenant étudier. 

79. Proposons-nous, tout d’abord, de généraliser le problème 

que se sont proposé MM. Bouquet et J.-A. Serret, et de chercher 

tous les systèmes orthogonaux à 7 variables pour lesquelles une 

des familles sera déterminée par une équation de la forme 

(58) u = Xi Xotee+ Xn 

X; dépendant toujours de la seule variable x:. 

  

  

(‘) En retranchant, en effet, de l'équation (54) l'équation (55), on obtient une 

relation de mème forme et l’on peut disposer de a,b,c, de manière à annuler 

trois des nouvelles fonctions 6,. Mais alors toutes les autres doivent s’annuler ; 

car sans cela il resterait une équation de degré n —4en à; qui devrait admettre 

toutes celles des racines de l'équation (52) qui sont différentes de À, et de À, ce 

qui est évidemment impossible.
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Les équations qui déterminent toute autre fonction du système seront les suivantes 

un _ nu X! 
Pi = se 

où À sera racine de l'équation 

x? 

Il faudra donc que les équations aux différentielles totales 

X; dx; 
5 L_yr —0,, À— X; 

où À sera l’une quelconque des racines de l'équation (59), soient complètement intégrables, On sait exprimer les conditions d'inté- grabilité qui, Pour une équation 

Da dr; — O0, 
sont de la forme 

.[2A% 0À/ JA; AA, OA; 04% 
A (Et Ps) (ont DA) + a, (280), 

En les écrivant ici et remplaçant les dérivées de À par leurs va- leurs déduites de l’équation (59) différentiée, on trouve sans dif- ficulté des équations de la forme suivante 

XX; — 2x" X; (6o) AXRX | XEXE XXE Le 
XIX/ — 0x" XY 1 

x ! , 

A 
Fr 

Ces équations Peuvent donc être remplacées par d’autres de la 
forme suivante 

(6r) XXE — XD AX! B, £ 

où À et B devront nécessairement être des constantes ; ces équations mêmes, elles ne Pourraient dépendr quelconques des variables +;. C'est le résultat obte 

car, d’après 
e que de deux 
nu en 1845 par
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J.-A. Serret, mais seulement pour le cas particulier de trois va- 
riables (1). 

80. Comme il fallait s’y attendre, l’équation différentielle (61) 

appartient au type défini par la formule (57). 

Le cas particulier le plus intéressant, celui qui a été examiné 

avec le plus de détail dans l'hypothèse où le nombre des variables 

se réduit à trois, est celui où l’on suppose À — B — o et où l’on 

prend 

u = nulogæ + mlogæ:+...+mrlogæ,h, 

Mi, -.., Mn désignant des constantes quelconques. 

, : 1214 = t 
Alors si, pour plus d'élégance, on change w en loguet xen >, 

on a 

at As My e 
—= Fee. #, (62) u—=2xi'æ%r HR" 

l'équation (59) devient 

m mt mn 
(63) EE © 0, 

À + 1 2 À + 
mA M2 Mn 

et les équations aux différentielles totäles qu’il s’agit d'intégrer 

sont les suivantes 

Ti d7: . LndEnr . 
5, ++ 5 = o, 

. æÆi ss. Th 
TT À HT 

M Mn 

où il faut remplacer À par chacune des racines de l’équation (63). 

Cette équation ne pouvant être résolue en général, il semblerait 

que l'intégration des équations aux différentielles totales ne 

pourra être effectuée. Il y a donc quelque intérêt à effectuer cette 

intégration ; on y parvient comme il suit. 

Intégrons comme si À était une constante et posons 

æ?\ f CALE #), 
‘ — + À —. {1 + (64) ? (a+ #) ( + mo mi) ©   

  

(1) J.-A. SERRET, Mémoire sur les surfaces orthogonales (Journal de Liou- 

ville, xre série, t. XIX, p. 241; 1845).
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nous trouverons 

  

  

ds Tidr: LL Tr ÂÎT à 
= ———— +  ) 20 æT? TÀ A+ À + 7 mn; Mn 

et le coefficient de d\ sera nul en vertu de l’équation même 
quisert à déterminer À. Nous obtenons donc le curieux théorème 
suivant : 

Les R— 1 familles qui complètent, avec la fonction u, le 
Système orthogonal, s'obiiennent en éliminant entre l’équa- 
tion (64) et sa dérivée par rapport à À. 

Par exemple, dans le cas de trois variables, si l'on prend la 
famille 

(65) 
U — TMYNR SP, 

les deux autres familles de surfaces qu’on doit lui associer s’ob- 
tiennent en éliminant À entre l'équation 

(66) e= (a+ =) (+ 2) (a+ =) ne ra P 

et sa dérivée par rapport à }, c’est-à-dire en cherchant l'enveloppe des surfaces représentées par l'équation précédente quand À varie (!). 

81. Mais on peut faire beaucoup d’autres applications du résultat général que nous avons trouvé. Rappelons-nous les re- marques relatives aux coordonnées Pentasphériques (n° 69) (2). Nous avons vu que les conditions d’orthogonalité dans ce système s'expriment comme dans le système ordinaire; æ,, Los ..…., Æ3 dé- signant les coordonnées Pentasphériques d’un Point, nous con- sidérerons encore La famille 

(67) u=afxR., gts, 

RAS, pour que l'équation précédente Soit homogène quel que 

(*) Leçons sur la Théorie des surfaces (1° Partie, n° 140). (?) Voir aussi Leçons sur la Théorie des surfaces (°° Partie, Livre IE, Chap. VI).
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soit U, nous posel'ons 

(68) Gi A+... + As = O0. 

Avec cette hypothèse, nous allons obtenir de nouveaux systèmes 

orthogonaux. 

Les deux familles complétant le système seront les enve- 
loppes des surfaces représentées par les équations 

Chr nu Ve (ar y" (69) o= (a+ 1) (+ a) (+ mi) ; 

et il est facile de vérifier : 1° que l’équation déterminant À 

&i ds 
D + x = 0 

Æi LE + — À+ = 
& as 

se réduit, comme cela doit être, au second degré en vertu de 

la condition (68) et de la relation horñogène 

di+...+wi=0 

entre les coordonnées ; 2° que l’équation (69), après qu’on y a 

substitué à la place de À une de ses deux valeurs, devient 

homogène par rapport aux cinq quantités &i. 

Le nouveau système ainsi obtenu est assez général, puisqu'il con- 

tient, en dehors des exposants, les dix constantes qui figurent 

dans les équations de cinq sphères orthogonales. Le système le 

plus simple de ce genre est celui pour lequel l’équation (67) prend 

la forme 
Li To 

(70) LR.   

On verra facilement que les équations des deux familles de 

surfaces algébriques qui complètent ce système peuvent se mettre 

sous la forme 

. Var ri . Vri+ai = : V1 8 + arc sin ——< = const. (75) arc sin i a iÆ= 
T5 5 

Si, par exemple, on prend pour les cinq fonctions x; les
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expressions suivantes 

a+ yi+ z2— R? a+ y?+ 32 R° +++ R PP TR — >: 2Rè ’ 
On aura le système triple défini par les équations 

ur = u (2 +pi+ 3 Re) 

2RVa? + 2 

  

2RYy2+ 2 2 arc sin APE Sin "2 (72) LH YI+ZE RIT ++ BER T 
. 2Ryzr? + 2? . 2RYY2T 32 arc sin —— va = 3 — arc sin — Vr ; 5 = W. 2+y?+ +R TH VIH 2H R 

Pour R — «, on retrouve le système, comprenant une famille de paraboloïdes, qui a été étudié au n° 69. 

82. La forme très symétrique des résultats que nous venons d'obtenir conduit à différentes généralisations que nous allons signaler, 

Considérons d’abord les n fonctions des n variables Lies Æn obtenues en éliminant À entre l'équation 

(73) CE +) pen) 

mi mo mn 

et sa dérivée par rapport à x 

    

M: Mn & (74) TH. + = +<—o æ? æÀ À. À + =1 À + A mi Mn 

On aura n fonctions Li, Us, ..., Un qui COrrespondront aux n racines de l'équation précédente. Nous allons montrer qu’elles forment un système orthogonal. 

En eflet, pour deux fonctions Li, us relatives à deux racines différentes À, À, la condition d’orthogonalité sera 

me 
2 u 3 = ©. 

A+ 2 Ti ( 1 m)Ce+ me) 
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Or cette relation est vérifiée; on l’obtient en exprimant que À, À 

sont des racines de l'équation (74) et en éliminant « entre les deux 

équations ainsi obtenues. 

Dans le cas de trois variables, on a le théorème suivant: 

Les enveloppes des surfaces représentées par l'équation 

. æ2\m , YF? R | zg?\P 
(75) u= (+ ) (+ ) (a =) À9, 

\ 

où l’on fait varier À, forment un système triple orthogonal. 

On voit que ce système triple jouit toujours de la propriété 

si remarquable de celui qui est formé avec les surfaces homo- 
focales du second degré : les trois familles qui le composent sont 

représentées par la même équation, et elles sont d’ailleurs 
formées de surfaces algébriques, lorsque les rapports mutuels 

de m,n, p, qg sont commensurables. 

Toutefois, il y a un cas singulier qui se présente quand la 

somme 
Mm+n+p+g 

est nulle. Alors on a seulement deux familles orthogonales com- 

posées de cônes ayant pour sommet commun l’origine des coor- 

données. La troisième famille est évidemment formée de sphères 

ayant pour centre le sommet commun des cônes. 

83. On peut aussi appliquer la proposition générale au cas de 

cinq variables eLen déduire, en employant les coordonnées penta- 

sphériques, des théorèmes qui conviennent à l’espace à trois dimen- 

sions. ll suffira de disposer des constantes de telle manière que les 

équations obtenues soient homogènes. 

Appelons encore æ, Z2, +. Æ3 les coordonnées pentasphé- 

riques d’un point et considérons l’équation 

æ? M; À = æ? 75 | 

(76) u= (+ À) LT ms ? 

où les quantités ms sont cinq constantes quelconques. 

Si l’on élimine À entre cette équation et sa dérivée par rapport 

10 
D.
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à À 
: mi Ms Me 

(77) Dar tt st z =0, 
2 1 --5 
mi ns 

on obtiendra une fonction « qui sera homogène et de degré zéro 
toutes les fois que Pon aura 

Mi + Mk. + Ms= 0. 

A D'ailleurs, avec cette hypothèse, l'équation (55) sera du troi- 
sième degré par rapport à À. En substituant les trois racines dans 
lPéquation (56), on aura les paramètres de trois familles qui com- 
poseront un système triple orthogonal. Ces systèmes orthogonaux 
Jouiront, comme les précédents, de la propriété remarquable que 
les trois familles seront représentées par une même équation. 

84. Les propositions que nous venons d'établir s'étendent, 
avec les modifications convenables, aux fonctions les plus géné- 
rales qui satisfont à l’équation différentielle (57). Pour ne pas 
développer outre mesure ces applications, nous établirons tout de 
suite le théorème le plus général. 

Considérons l’équation 

n 19 

; XS : _ (58) D Une Xe EX) A0 
À — X; 

1 

où la fonction X; dépend de la seule variable +; et salisfait à l’é- 
quation différentielle 

(79) XX = 2k(X;— a)(X}— 6); 

À désigne une constante qui peut être réunie à l’une des fonctions 
X: et, par conséquent, supprimée toutes les fois que k est diffé- 
rent de l’unité. Multiplions le premier membre de l’équation (78) 
par &(À) d}, &(À) étant une fonction à déterminer, et intégrons 
en considérant À comme seule variable. En prenant pour }4 cha- 
cune des » racines de l'équation (58), nous aurons » fonctions w définies par les quadratures 

t 

42 7 X? 

(30) us [ w(À) Dig Une x 4 di, - t  
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la limite inférieure & étant une constante dont il y aura lieu de 

disposer. La dérivée partielle de la fonction w ainsi obtenue par 

rapport à À; est nulle, et, par conséquent, sa dérivée relative à x: 

se réduit au seul terme | 

dt; 

dur : [" XX! 2X; | 
I ok — À) dÀ. La + 20/70 2 

En remplaçant X” par sa valeur tirée de l'équation (39), on trouve 

  
dun ns LEÇTAQ— a)(X — b) GED Ke hr] ox! _ À) dÀ. 
Di x [ RS 1 X #04 

Cela posé, définissons la fonction &(}) par l'équation 

(81) KT — a)(à — b}m(À) = [(24—1X — (a+ Bb) (), 

et La constante « par la condition 

m(a)(a— a)(a—b) _ 
7H 

x — X} (82) 0; 

. . . CLAA , : 
l'intégrale qui exprime _— pourra être déterminée, et l’on aura 

È 

. dun BA) — a) — b) 
(83) D 

IL suit de là que les n fonctions &i, Us, ..., un correspondantes 

aux À racines y, ---, y de l’équation (78) forment un système 

orthogonal; car, pour les deux fonctions &,, #2, par exemple, la 

condition d’orthogonalité 

Zoe (ui— Xi) Xi) 

est identique à celle qu’on obtient en substituant À, À: à la place 

de } dans l'équation (38), et retranchant les deux relations ainsi 

obtenues. 

La fonction æ(}) se détermine sans difficulté au moyen de 

l'équation différentielle (81). On peut prendre, en général, 

b 

(84) BQ)= (Aa) 54 — 0 He,
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La constante « est ensuite délerminée par la condition 

14 ,, 1,8 ,; _ KR at _ K a—6 (a— a) (a ) … 
æ—X; 7 TT AG 

Si l’un des exposants du numérateur 
%—4 Ou a—b; s'ils sont négatifs tous 
a —= TE 0». 

est positif, on prendra 
les deux, on prendra 

En résumant tout ce qui précède, nous obtenons le théorème suivant : 

Considérons n fonctions X,, X3, 
chacune de la variable de méme 
tions différentielles 

.., X», qui dépendent 
indice et satisfont aux équa- 

XXE = 2 (KE — a )(X! — 8). 
SE nous appelons };,}e, .. . Àn les n fonctions de Dir Lay se, Xn racines de l ’équation 

D TDi Xe EX, + A 20 

€t st nous définissons n fonctions par les quadratures 
% 1e 1 0 Un = (i— a D—a(X —DY ab 

œ 

x, nr. x [3 À X7 —2(k TG ++ x) + A] d}, 

Où « est un des trois nombres 
indiquée plus haut, ces n fon 
gonal. 

a; D, ©, choisi par la condition 
ctions forment un Système ortho- 

Si l’on a a = b, les formules précédentes sont illusoir es; mais on se reportera à l'équation différentielle qui déter mine m(À). 
85. La proposition Précédente admet différ liers; nous examinerons seulement l'hypothè laquelle elle tombe en défaut et devient incom Supposons que l’on ait 

Ents Cas particu- 
se Suivante, dans 

plète.
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Alors l’équation en À (38) se réduisant au degré nr —7+1, on n’a 

plus que 2 — 1 fonctions w, orthogonales. Mais on reconnaît aisé- 

ment, d’après l'expression (83) donnée plus haut de la dérivée 

dUR Que le système d foncti tét lété par 
di q ÿS éme de ces 7 — I onctions peu étre comp elé par 

l’adjonction de la fonction 

(85) u— X1+ Xe... + Xu, 

ce qui permet d'énoncer le théorème suivant : 

On a vu que la condition nécessaire et suffisante pour que 

la fonction 
u = X1+ Xo +. + Xn 

fasse partie d’un système complètement orthogonal est que les 

fonctions X; vérifient une équation de la forme 

(86) XX = 2(X"— a)(X'— D), 

où à et b désignent deux constantes quelconques. Pour déter- 

miner les n —1 fonctions qui complètent le système orthogonal, 

on formera l'équation suivante en À: 

x? | 

25 x 

les n — 1 fonctions cherchées seront déterminées par les for- 

mules ; ; 
h La D x . 

— nb a _ a—b LE un [ (A aÿ-a (À — 8) ( >; ) dx, 

où À, désigne une des n —1 racines de l’équation précédente 

et où « désigne l’un des nombres à, b, choisi par la condi- 

tion que l'intégrale précédente ait un sens. 

Dans le cas de n—3, on obtient ainsi les systèmes dont 

J.-A. Serret avait seulement établi l'existence dans le Mémoire 

cité plus haut (p. 141), et l'on démontre de plus que les lignes 

de courbure des surfaces dont il se compose s’obtiennent par de 

simples quadratures. 

86. Revenons au théorème général, et supposons k quelconque
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et différent de l’unité. On reconnaitra aisément que, en employant le langage de la Géométrie, une des familles dont il se compose comprend la surface 

2(k—1)(Xi+...+ Xn)— À = 0, 
dont il est possible, par Conséquent, de déterminer les lignes de courbure. On est ainsi conduit, en SUpposant À — 0, au théorème suivant, qu'il sera facile d’ailleurs de vérifier directement (1). 
Les lignes de courbure de la surface définie par l'équation 

(87) Li+Xi+ ee X, 0, 
où X,, X,,.. ss Xy satisfont aux équations différentielles 
(88) . XX = 2 (XV — a)(Xi— b), 
se déterminent de la manière Suivante. On recherchera les R— 1 fonctions }} racines de l'équation 

Qt X!2 (89) > = 
| 

PUS, déterminant une fonction (À) par l'équation 
90) FO — a) 5) 2150), 

el une constante & par la condition 

(gr) B(a)(a— a)(a— 5) a =, 
On calculera les nr — ; fonctions 

  

(92) un = BOY KE : À ; 

lignes de courbure cherchées ; et, par suite, on obtiendra toutes ces lignes en égalant à des CORStantes arbitraires n 2 quel- } 
Conques des fonctions Précédentes. 

| (") Voir, pour plus de détails, le Mémoire sur La théorie des Coordonnées curvi- 
dignes, cité plus haut, P. 117.
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Ce cas est le seul, nous l'avons vu (n° 77), dans lequel les lignes 

de courbure des surfaces représentées par l'équation (5o) soient 

coordonnées. 

87. Indiquons quelques applications du théorème précédent, 

relatives à trois variables æ, y, z. Nous supposerons d’abord que 

les constantes & el b soient nulles, c’est-à-dire que l’équa- 

tion (88) se réduise à la forme simple 

X'X"— 2 kX"2. 

L'hypothèse k — 1 a été examinée. Si on l’écarte et si l’on sup- 

pose 24 —1 #0, l'intégrale de l’équation précédente sera 

(93) X=a+f(z—xo)", 

a, 8, æ étant trois constantes, el 7? étant déterminé par l’équation 

2—2k m—2 
—— <> ? =2k. 

1—24k m—Ii 
  

Mm — 

L'hypothèse 2k —1 nous donnerait (!) 

X—a+fpeyr. 

En la laissant de côté, on pourra revenir à la formule (93) et 

supposer To — 0: La surface correspondante sera représentée par 

une équation de la forme 

æT HE y L12 Z nt 

(2) 5 (3) F (4) Te a ë € ° 

a, b, c étant trois constantes el 7? étant quelconque positif ou 

négatif, entier ou fractionnaire. On sait que Lamé (2), dans son 

opuscule sur les méthodes en Géométrie, a, le premier, étudié 

ces surfaces auxquelles M. de la Gournerie, qui en a fait connaître 

diverses propriétés, a donné Le nom de tétraédrales symétriques. 

On peut prendre ici 

(94) 

2—2%im 

m(À)=— Xm—2, 

A ——————————— ee —————— 

(*) Dans l'un et Pautre cas, nous négligeons l'intégrale linéaire X=æ+Px 

qui correspond à l’hypothèse X"= 0. 

(2) LAMÉ, Éxwamen des différentes méthodes employées pour résoudre les 

problèmes de Géométrie. Paris, Bachelier ; 1818.
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: 214 = MM —I) 
et si, pour plus d'élégance, on change À en TT, — > Onaura, en faisant entrer dans # un facteur constant, 

H — æm 

an LL Pal En) 
2 

Zn ER y ne 
. 

+ bnÇu bn y2-m) + Cu — cm 32m L 

Chaque ligne de courbure s’obtiendra en donnant à 4 une va- leur constante et éliminant k entre l’équation précédente et sa dérivée 

mn 

7H 

sn 
(96) an ( U— am gèm) + br (ue — bm 2m) + cu — cz?) T0: 

La constante # Pourra être prise égale à zéro si m n’est pas Compris entre 1 et 2; elle pourra être prise égale à o si m est Compris entre o et 2. 
Les équations des lignes de courbure contiendront toujours des . logarithmes et une partie algébrique. Par exemple, pour la surface 

_ 
æ\3 y\5 z\3 (87) (à) + (3) je 

0 aura, en effectuant les Intégrations, 
up? 

u = FT Fr + pre #2) + Ba + by + cz) 

o mæ\ my \& mz\ct 
+ls(i—#e) (27 ' » 

eLil ÿ aura à éliminer # entre cetie équation et sa dérivée par apport à a. Cette dérivée est algébrique. Quoi qu’il en soit, on voit TE NOUS saurons déterminer les 
lignes de courbure de deux surfaces du troisième ordre, l’une 
représentée par l'équation (97), l’autre par la Suivante 

(98) 

«a C 

Cette dernitre surface est la transformée homo &raphique de la 
Surface la plus générale à quatre points doubles.
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On saura de même déterminer les lignes de courbure de deux 

surfaces du quatrième ordre dont les équations seront 

LG) +) 
DEA 

La seconde est la transformée homographique de la surface de 

Steiner la plus générale. ° 

(100) 

88. Pour étendre un peu ces applications, on peut remarquer 

qu'il est permis d'ajouter des termes aux équations déjà données 

et de traiter les surfaces représentées par l'équation plus générale 

(to1) am bymæczm+a(e+pi+r)= C, 

où a, b,c, a, G désignent des constantes quelconques. Cette re- 

marque, que le lecteur vérifiera aisément, nous permet d'ajouter 

aux surfaces du troisième et du quatrième ordre déjà données, 

celles qui sont représentées par les équations suivantes 

azi+ byi+csi+a(at+y+s)= C, 

= + ; +a(a+y?+z})= CO, 

azi+byi+ cat+a(at+pi+s)= C. 

Au reste, on peut trouver toutes les surfaces auxquelles s’ap- 

plique le théorème du n° 83 et déterminer l'intégrale générale de 

l'équation 

(102) X'X" = 2 (X"— a)(X"— D). 

Cette intégrale sera donnée par les formules 

a b 

X'= C(X'— a }Aia— bi (X"— bPAÈ TE, 

C — —1 ” D — # 

(103) gg feat (X— DE aK", 
2 

X I 

, a __b 
CC Pogr GNa=d (X"— Ya) "ax", 
2k ( ) ( ) 

où figurent des quadratures que l'on peut effectuer dans un grand 

uombre de cas.
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89. On peut se demander si les surfaces du troisième ordre dont nous avons appris à déterminer les lignes de courbure sont les transformées homographiques de la surface la plus générale de cet ordre. Il est aisé de répondre à cette question. 
L’équation 

- 
(104) HR ++ a+ +) 0 
Peut toujours, par une simple translation des axes, être ramenée à la forme | 

(105) RÉ HR + + ar + By +yz+ 80, 
ou, si l’on rend l'équation homogène, 

A+ DS + ca + (ar + BY +y3+ 06) 0. 
Cette équation montre que les plans tangents menés de Pori- gine à la surface sont tangents à deux cônes cubiques, dont l’un a Pour équation 

AL + bYS+ c38 — 0. 

L'origine est donc un des dix points doubles de la hessienne, et la seule particularité que présente la surface est la suivante : l'un des cônes, celui qui est représenté par l'équation précédente, ést'un cône {riangulaire. Dans la surface générale, l'équation de ce cône ne pourrait être ramenée par un choix convenable des axes qu’à la forme suivante 

ALI + by cz 3kæyz = 0. 
Ici 2 — 0 ; nous avons donc le théorème suivant : 

ton plane est un céne triangulaire Peut être transformée ho- MOgraphiquement en une autre dont on détermine les lignes de courbure. 

Pourra employer les coordonnées Pentasphériques, Pourvu que les équations soient homogènes. On Saura donc déterminer les lignes



SYSTÈMES ORTHOGONAUX A A VARIABLES. 155 

de courbure des surfaces représentées dans ce système de coor- 

données par l’équation 

(106) aa+ bat+czx}+ drÿ+exi =0, 

où » est quelconque, ainsi que les constantes &, b, c, d,e. Si 

l’on ramène par une inversion trois des sphères coordonnées à des 

plans, l'équation précédente deviendra 

  

22 + + g2\rmn 

axm+ bym+ cam+a(r— FR ) 

(107) 8( PERLE" 

+ LH ——"—— = 0. R2 

Pour R—+% on peut obtenir comme cas limite les surfaces 

représentées par l'équation (101).



  

LIVRE IL. 
LES COORDONNÉES CURVILIGNES. 

CHAPITRE L. 
SYSTÈMES ORTHOGONAUX A 7/4 VARIABLES. 

On se propose de faire connaître les formules que Lamé a données dans ses 

Leçons sur les coordonnées curvilignes en appliquant et étendant sa méthode 

aux systèmes complètement orthogonaux à 7 variables. — Définition des élé- 

ments d’une substitution linéaire orthogonale par les formules xf = H; de — 
k 

Relations différentielles auxquelles ils donnent lieu. — Introduction de gran- 

deurs nouvelles B,, qui doivent vérifier deux systèmes différents-d'équations aux 

dérivées partielles du premier ordre. — Indication sur la méthode de recherche 

d'un système orthogonal. — Généralisation d’un théorème de M. Combescure : 

« À tout système orthogonal on peut en rattacher une iafinité d’autres qui dé- 

pendent de 7 fonctions arbitraires d’une variable ». — Application de la méthode 

générale de recherche à la solution d’un problème fondamental : résolution la 

plus générale de l’équation 

2 dui+...+ den ps (dpi+e.+ dpi). 

Cette solution est toute semblable à celle qui est connue depuis longtemps pour 

le cas de trois variables, et elle est fournie par une inversion généralisée, suivie 

ou précédée d’un déplacement. — Cas spécial signalé par M. Cremona. — Indica- 

tion de différentes méthodes qui permettent de faire dériver de tout système 

orthogonal à # variables d'autres systèmes orthogonaux contenant le mème 

nombre ou un moindre nombre de variables. — C'est ainsi qu’au système des 

coordonnées elliptiques on peut faire correspondre une suite illimitée de systèmes 

orthogonaux algébriques. — Théorème de Géométrie qui donne une généralisa- 

tion de la notion, due à Gauss, de représentation sphérique. — Application des 

résultats précédents à la recherche des surfaces de l’espace à 7 dimensions dont 

les lignes de courbure sont coordonnées. — Gette recherche exige en premier 

lieu la détermination de tous les systèmes complètement orthogonaux dans un 

espace à » —1 dimensions. -— Cette détermination une fois effectuée, des mé- 

thodes analogues à celles que l'on suit dans la recherche des surfaces ayant une 

représentation sphérique donnée permettent d'achever la solution du problème. 

— Quelques propriétés des lignes de courbure des surfaces. — Équations d'Olinde 

Rodrigues. — Générälisation de la théorie des systèmes cycliques et son extension 

à l'espace à r dimensions. 
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91. Après avoir exposé dans le Livre précédent les principaux travaux relatifs à l’équation aux dérivées partielles du troisième 
ordre dont dépend le problème des Systèmes triples orthogonaux, nous allons étudier la méthode que Lamé a fait connaître, dans les Leçons sur les coordonnées Curvilignes, pour la recherche et l'étude des systèmes orthogonaux, ainsi que pour l'emploi des coordonnées curvilignes qui se rattachent à chacun de ces sys- tèmes. Nous nous Proposons de reprendre d’abord toute cette recherche en l’étendant au cas de nr variables et en étudiant d’une manière plus complète les propriétés et la signification géomé- trique de chaque groupe d'équations. Les résultats que nous allons donner ont été déjà exposés en Partie dans deux Mémoires publiés en 1866 et 1878 (1). 
Considérons » fonctions Pis Pa; +, Pn de r variables Li Lay, Zn, formant un Système complètement orthogonal, c'est-à-dire 

  

telles que l’on ait les 2(R— 1) équations 

(D) ppr=o (ik). 
Introduisons les quantités H; définies par la formule générale 

D de; \? de; \? | (2) me = (SE) ++ (ie) … (1, 2, -.., A): 

2 se dPs « Le lés n°? quantités Ho formeront les coefficients d’une substitution z 
! linéaire orthogonale. 

Si l’on pose en effet 

di ve (3) Ho = XF, 

les relations précédentes Pourront se mettre respectivement sous Ja forme suivante 

(4) CXERP + (RP + + (EN à, 
(5) XEXE + XFXE +... + XEXEE 0, 
qui met en évidence la Propriété annoncée. 

(7) Sur les surfaces Orthogonales (Annales de l’École Normale, 1° série, t. UT, p. 97; 1866). Mémoire sur la théorie des Coordonnées Curvilignes et des Systèmes orthogonaux (Annales de l’École Normale, 2° série, t. VII, p. 101-150 “ , 
227-260, 255-348; 1878).



\ 
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Il suit de là que si l’on considère les équations qui donnent les 

différentielles totales des fonctions 04, 

dpx d0% dp# ‘ 
der= SE dei + SE der + _ dr (Æ=1,2,...,n), 

2 d& 

  

ces équations pourront être résolues d'une manière élégante par 

rapport à dx, .…, dæh. Car si l’on exprime les dérivées des fonc- 
tions ox à l’aide des variables X°, elles prennent la forme suivante 

(6) Hx dor = Xidr,+ X?dro+...+ XÉdtn; 

d’où l’on déduit immédiatement, par les propriétés des substitu- 

tions orthogonales, 

(3) des = XE MH dos + XÉ He dos +... + XÉHndpn. 

D'ailleurs, si l’on suppose la variable xx exprimée en fonction 

de p4, pas +, Pr ON à évidemment - 

ÔTx dr 

(8) dre 
ÔTx 

0p2 +. + don 

En comparant ces deux expressions différentes de dx, on est 

immédiatement conduit aux équations bien connues de Lamé 

OS Xf= 

qui, comparées à l'équation de définition (3), donnent 

1 ÔTx d9z 

Go) He dr lors 

A ces relations on peut ajouter les suivantes, qui sont une 

simple conséquence des propriétés connues des substitutions 

orthogonales, 

an (RÉ (MP = 

(12) XI XF... + X,XE = 0, 

{a3)  dei+dri+...+dai= H? do? + H?dp3+...+ Hi dpi. 

Adoptant toutes les notations de Lamé, nous conviendrons de
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désigner par & l'une quelconque des variables Ti, &n, et de 
poser, quand on la considérera seule, 

(14) Ue= pr D = He é. 

Les sommes désignées par la lettre S seront obtenues en rem- 
plaçant & successivement PAT Li, Lo, ..., æy. Dans le cas de trois 
variables, U,, U:, U; sont les cosinus - des angles que font les 
normales aux trois surfaces coordonnées avec l'axe des u. On a, 
dans tous les cas, 

(15) | i+Ui+.. + Ur, 

92. De la formule (10) il résulte que l’opération désignée par 
le symbole de et définie par la formule 

» __ dr de; . de Op; (16) D nn eee 0 0&r, 

peut aussi s’écrire 

\ a Lo (x 0% . .. dP Fe) 
x 

2 
pl +, — —— PU HE Gr ds 7 den dp 

c’est-à-dire, en supposant # exprimée en fonction des coor- 
données p;, 

: 
I (7) ph + 

Par exemple, si l’on différentie, par rapport à w, la relation 
x 
GpxOk = 0, 

On aura, nous l’avons vu (n°9), 

n dpx N d0k 0x (3) + Sox (SEE = ©. 

En tenant compte de la formule (17), cette dernière relation deviendra . 
1 À /dpy 1  d fdpx ms (SE) + 0 (2e) H? dpx | ou HË dprr | du 

1 pk or . . 9% en rempraçant 5 5 par leurs expressions tirées de la for-
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on (te)+ma Ua 
HE 006 He) HE de (x)? 

OU; Hz 0H y 
18 Hy = + Hy — Ur — Uy 5 — (18) Ron dE Ge Ur Dr Uz x —° 

mule (14), 

c’est-à-dire 

  

Cela posé, reprenons la formule (7}, qui peut servir de défini- 

üon aux U;, 

(19) du = HU; des + Ha Üodos +... + HyUndo», 

et écrivons les conditions d’intégrabilité. On devra avoir 

, du à à 
(20) Red — So He Ur) = Re He U); 

ce qui donnera 

OUx OUy dx dy 
Hz "© — Hz 7 — te" —= (21) Er ET + Ur dr Uz dk 

Il suffit de comparer cette formule à la précédente (18) pour en 

déduire les relations bien plus simples, qui sont contenues dans 

le type suivant 

1 0Hy r  oUz 
(22) Hz de = Ur dr” (KZ), 

et Liennent lieu à la fois des relations (18) et (21). 

Si, au lieu de garder comme Lamé les fonctions Hz, nous intro- 

duisons les variables auxiliaires 8,4 définies par la double relation 

  

1 Oz . 

(23) Br=0, Bu jy Ge (ZA), 

on voit que l’on aura ‘ 

OUx , 
(24) — = UyBre, (AAA). 

Îk' 

La formule précédente ne nous donne pas toutes les dérivées 

des fonctions U;. Nous aurons celles qui nous manquent en diffé- 

rentiant, par rapport à px, la relation 

(25) U?+U+...+Ui=tr, 

Il
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ce qui nous donnera 

oUz 
dpx = — Bix Ur — Bar UÜr —. — Bar Un. 

(26) 

Ainsi, les formules (24) et (26) font connaître toutes les 
dérivées des fonctions Uz. 

93. Ce point étant obtenu, nous aurons des relations entre les 
fonctions Pix en exprimant que les différentes valeurs obtenues 
pour une même dérivée seconde de U; sont égales. On aura, par 
exemple, en supposant £' et £' différents de k, 

ŒUz … Br OB rm dope — dgpr Ve Par Bee Ur per Ve + Brkr Pre Ur 
Cette équation doit avoir lieu pour À systèmes différents de 

valeurs des U;; il faut donc qu’elle soit vérifiée identiquement, ce 
qui donne deux relations comprises dans le type suivant 

By - r # ape Pare, (LA RER"). 
(27) 

Cherchons de même les deux valeurs que l’on peut obtenir pour 
Uz 

d9x dpxr 

précédentes, 

ne 3. ue (fu xx 
dpx 7 dope ufr. + fubue) = 9; 

et égalons-les; on trouvera, en tenant compte des relations 

  

ce qui donne le nouveau système de relations aux dérivées par- 
Uelles entre les Bix 

  

Br 034 
(28) fu + De + Be Brar+ Bon Bar Bar Bnx = 0, (CE T0) 

distincts de relations (27) et (28). Puis les U; seront déterminés par les équations 

Les quantités Pix doivent donc satisfaire aux deux groupes bien 

AU»: 
| — = Br Ur, pa 

(29) Us, (Æ=1,2,3, .…., AR), 
| dx = fra. BU,
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qui seront évidemment compatibles et formeront un système com- 

plet si les relations (25), (28) sont toutes vérifiées. 

94. D’après cela, supposons que l’on ait trouvé des fonctions $yy 

satisfaisant au système des équations aux dérivées partielles (25), 

(28). Nous allons voir qu’on pourra toujours en déduire une infi- 

nilé de systèmes orthogonaux. En effet, les conditions d'intégra- 
bilité étant vérifiées, le système (29) déterminera les fonctions U; 

et il est facile de voir avec quel degré de généralité. Les valeurs 
initiales seules de ces fonctions pourront être choisies arbitraire- 

ment, puisque les équations (29) déterminent toutes leurs dérivées 

premières. 

D'autre part, il résulte de ces équations mêmes que si l’on a 

trouvé deux systèmes différents U; et V; de solutions de ces équa- 

tions, la somme 
ÜUiVi+...+ UV, 

demeure constante. On vérifie ce point essentiel en prenant la dé- 
rivée de la somme précédente par rapport à p4 par exemple, et en 

. JU; OV; 4: , . 
substituant les valeurs de dx ; T° --., déduites des équations (29); 

#  0pk 
on obtiendra ainsi un résultat qui sera toujours nul. Cette re- 
marque s'appliquant évidemment au cas où les deux systèmes 

coïncident, on aura 

Ui Vi+. + Us Vr= const. 

U?+...+ U; = const. 

V?+...+ Vi = const. 

Admettons cetle propriélé : nous avons à obtenir x syslèmes 

différents de valeurs pour les U;, et ces n systèmes différents 

doivent nous fournir les n coefficients d’une substitution linéaire 

orthogonale. D’après la propriété précédente, 1l suffira que les 

valeurs initiales de ces fonctions, c’est-à-dire les valeurs qu'elles 

prennent lorsqu'on donne à p1, P23 +. On des valeurs constantes 

choisies comme on voudra, vérifient des relations telles que les 

suivantes : 
U?-+...+ Ur =1, 

UiVi+...+ Ur Va =0;
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c’est-à-dire soient elles-mêmes les coefficients d’une substitution 
linéaire orthogonale. 

Il n’y a donc au fond qu’un système de solutions pour les n°? 
fonctions U;; tous les autres s’en déduiront par des transfor- 
mations linéaires orthogonales à coefficients conslanis qui trans: 
formeront en elle-même la forme quadratique 

de? +... de}, 

et qui équivaudront à des changements d’axes coordonnés dans le cas où 7 sera égal à 3. 
Il n’en est pas de même pour les équations (23) 

qui déterminent les H; quand les 8; sont connus. À la vérité, ces équations sont compatibles; elles forment aussi un système com- plet en vertu des relations (27). Mais elles ne déterminent pas 
les dérivées 5 et différentiées, elles ne donneront pas non plus k 

2H 

px 
solution qui contiendra n fonctions arbitraires d’une variable in- dépendante. Il sera possible de choisir arbitrairement la fonction de px à laquelle se réduit H3, quand toutes les variables fi, autres 
que 0x, prennent des valeurs constantes. 

Il suit de là que, si l’on connaît un système orthogonal, on pourra d’abord former les valeurs des fonctions Bix, qui satisferont nécessairement aux équations (27), (28). Si, prenant ensuite ces quantités B;; comme connues et données, on veut en déduire tous les systèmes qui y Correspondent, les U;, à la vérité, seront com- plètement déterminés, ils seront les mêmes que pour le système proposé (en négligeant une substitution linéaire orthogonale à coefficients constants); mais les fonctions H; Pourront recevoir de nouvelles valeurs qui dépendront de nr fonctions arbitraires d’une variable. Cette remarque a déjà été faite, pour le cas de r—3, par M. Combescure (*). ‘ 

  

pt pe à les dérivées d’ordre supérieur + Elles admettront donc une 

    

(1) E. CoMBEScURE, Sur Les déterminants fonctionnels et les coordonnées cur- vilignes (Annales de l’École Normale, ze série, t. IV, P. 93; 186). »
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‘Dans le cas de trois variables, l'interprétation géométrique est 
bien simple : si l’on considère l’un quelconque des systèmes or- 

thogonaux ainsi déduits du proposé, les surfaces qui le composent 

correspondent une à une à celles du système proposé, les normales 

aux trois surfaces de chaque système aux points correspondants 

sont parallèles; par suite, les surfaces correspondantes auront 

une même représentation sphérique de leurs lignes de courbure. 

Nous reviendrons plus loin sur ces propriétés. 

95. On le voit, dans notre méthode, on peut faire reposer la 

recherche d’un système orthogonal sur trois opérations distinctes : 

d’abord l'intégration des équations aux fonctions B;x, puis celle 

du système aux fonctions H;, enfin celle du système qui détermine 

les U;. Cela fait, l'intégration des expressions 

du = HiUidpi+...+ Ho Un don 

donnera les fonctions æ,, &o, ...,Æn, et la solution du problème 

sera achevée. 

Nous avons dit que Lamé n’employait pas les fonctions fx; on 

peut, en effet, remplacer ces fonctions par leurs expressions à 

l’aide des Hz, expressions qui leur servent de définition. Il est fa- 

cile de voir qu’alors les deux équations 

dB Br 

02 
De = Bye Brer   = Par Barr, 

se réduisent à une seule, qui est de la forme suivante 

2H} I 0H4 OH 7 ! 0H OH y" 

2) dpx px Hx pe 0pk Ile 0px Opar 

. _ 92) , 
On a ainsi n(n—1)(n —2) équations du second ordre que 

2 . 

doivent vérifier les # fonctions H4. Il faudra leur ajouter les 

rt —n) équations qu’on obtient ‘en remplaçant les B;x par leurs 
2 

valeurs dans le système (28), c'est-à-dire les suivantes 

  
9 (x Sn) 9 ( ; me) 1 Hz 0H _, AK). 

D Gi UHe 0x / ope Ve dpx / TA RT Opi oi
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la sommation relative à 1 s'étendant à tous les indices, sauf k et k'. 

Il y a aussi quelquefois avantage à former les équations aux 
dérivées partielles auxquelles satisfont les fonctions Liyday se, 
Æn, lorsque les H; sont donnés. Il suffit, pour les obtenir, de sub- stituer dans les équations (29) aux B;4 et aux U; leurs expressions (23) et (14). On obtient ainsi les relations 

(32) du _1 0H4 du CI Hz du 0 
‘ px ox Hz dy px He dpx pr ? 

Ô 1 du 1 0H du (85) ape (ire me) Dr DE 2 Lo 
£ 

la sommation relative à ë s'étendant à Lous les indices sauf #. Mentionnons encore l'équation 

1 /du \? 1 fdu\? 1 du \2 34 En) + ss) +... Le Lou (39) n} (x) F2 (x) THE (35) Î 
simple conséquence des équations (14) et (15). 

96. Pour montrer, au moins par un exemple, la marche des calculs, traitons le cas où l’on veut que toutes les quantités H; soient égales et posons 

35 = (35) His :; 
On aura 

2 I 9 
- (36) + dei = EE (dor+.. + dpe) 

La solution complète de cette équation nous donnera évidem- ment toutes les transformations de l’espace à r dimensions qui s’effeciuent avec Conservation des angles ou similitude des éléments infiniment Petits. On connait déjà une solution par- ticulière de ce problème, celle qui est fondée sur les formules généralisées de la transformation Par rayons vecteurs réciproques. Nous allons montrer qu'il n’y en aura Pas d’autre. On aura ici 

(37) Be = L OÙ
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et les équations (27) nous donneront d'abord 

Ah : 
drôpe 0, (GA) 

ce qui exige que X soit de la forme 

R=Ti+Ta+.. + Tr 

ri dépendant de la seule variable 5;. En substituant les valeurs 

des 8;4 dans le groupe (28), on trouve 

2 hr 2} ,\2 S 

(38) (re pe)= (5) r+(5) 
px  0pk dpi pr 

Le second membre étant toujours le même, il faut donc que 

re à A . , . 

Loutes les dérivées © soient égales, ce qui donne 
Jp} ' 

ri = rR=...= ln 24, 

a ne pouvant être qu'une constante. On aura, par suite, 

(39) h= a(p2+...+p?)+2@pitee+24npn + b, 
va 

b et les a; étant de nouvelles constantes. En exprimant que la 

relation (38) est vérifiée, on obtient 

(40) a?+...+ ai = ab, 

unique relation à laquelle doivent satisfaire a, b et les &i. 

Examinons d’abord le cas où toutes les constantes sont nulles, 

sauf b que Pon prendra égal à l’unité. Alors toutes les fonctions $;4 

sont nulles, les quantités H, et U; sont constantes. Ainsi la solu- 

tion la plus générale de Péquation 

du?+...+ dei = dp?+...+ dp, 

s'obtient en prenant pour les x; des fonctions linéaires des oi. 

Îl suit de là, comme nous l’avions déjà établi, que si deux sys- 

tèmes orthogonaux donnent la même expression pour l'élément 

linéaire 
dr? +...+ dr}, 

ils ne différent pas essentiellement; on passe de l’un à l’autre par
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une substitution orthogonale à coefficients Conslants ou, pour le cas de »2—3, par un changement d’axes coordonnés. Cette remarque peut, dès à présent, recevoir son application et nous dispense des calculs relatifs à l’expression la plus générale de k. Nous savons en effet que l’on à une solution de l’équa- tion (36) où l'on a substitué la valeur (39) de 2 en prenant 

  

  

di 
An BEST Pate 

, LT o æi= ——-Ÿ, , Zn = (40) 1 ñ “ À 
On obtiendra done la solution la plus générale en employant ces formules après avoir effectué, sur les variables +; ou sur les variables Pë, une substitution linéaire orthogonale à coefficients constants. En particulier, dans le Cas de 7 —3, on oblient la solution la plus générale de l'équation (36), en effectuant une inversion ou une transformation homothétique et en la faisant suivre, s’il y a lieu, d’un déplacement. 

97. Ilyaun cas Particulier de la transformation précédente que l’on néglige d'habitude, Parce qu’il ne peut se rapporter qu’à des points imaginaires, mais dont ;] QOuS paraît bon de dire quelques mots; c’est celui où & est nul sans qu’il en soit de même de toutes les constantes Li, -.., An. 
Alors X a Pour expression 

(41) R= agit apr. anon + ë, 
avec la condition 

(42) ai +...+ a — 0. 
Cette dernière relation exige que l’une au moins des constantes soit imaginaire, M. Cremona a, le premier, attiré l'attention sur ce Cas spécial de l’inversion, qui se présente lorsque le pôle de l’inversion va se placer sur le cercle de l'infini. Les formules qui s’y rapportent ne se déduisent pas immédiatement de celles qui sont relatives au cas général, mais on les trouve sans difficulté. D'abord on Peut, à l’aide d’une substitution linéaire ortho- gonale effectuée sur les Pi, réduire À à la forme 

(43) 
R = pi+ ps;
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on pourra prendre alors 

| mt Pat RitrtPati 
2h 

(44) 
| TE = E, (Æ> 2). 

98. Les résultats precédents donnent lieu à ane remarque dont 
nous aurons à faire l’application. Supposons que, considérant le 

cas de 72 —3, on ait trouvé un système orthogonal pour lequel on 

ait 

ds? = de? + dy? de? = M? do? + HŸ do? + H; doi, 

et que l’on cherche s’il en existe un autre, pour lequel l’élément 

linéaire sera donné par la formule 

dx'?+ dy"i+ dz"?= ds? = ds À M2 qu CF de? + Hi doi + H3 dpi). 

La valeur la plus générale de M sera, d'après ce qui précède, 

M=mf(z—-a}+(y —b}+(3—c}], 

a, b, c, m désignant des constantes, ou encore 

M=m(x+ + z)+oax+oby+ecs+m", 

avec la condition 
a+ b2+ c2— mm'= 0. 

99. En dehors de leurs applications à la Physique mathématique 

et à la Mécanique, les systèmes orthogonaux à » variables peuvent 

servir à la recherche des systèmes orthogonaux à trois variables. 

Nous développerons d’abord une première méthode fondée sur la 

généralisation de la représentation sphérique (). 

Reprenons les formules qui donnent les dérivées des fonc- 

tions Ü. On en déduit que l’on a 

(45) dÜr=—(BirUi+ Por +. + Bne Un) dox+ D Br Ur der, 
k 

  

() Sur une nouvelle série de systèmes orthogonaux algébriques (Comptes 

rendus, t. LXIX, p. 392; 1869).
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OU, En Supposant o; constant, 

(46) aui= Ÿ Bar Ur dopr. 
k 

2 h Remplaçons dans cette formule Ux par X}, X?, ..., X; et 
faisons la somme des carrés; nous aurons, en tenant compte des 
relations d’orthogonalité, 

(47) XPH (AXE. + (AXES Bi de. 
Fe 

Cette équation exprime que des n fonctions X}, ..., %; COR- sidérées comme dépendantes des n — 1 vartables pi, 02, ..., Pts Okpis --., On, forment un Système orthogonal. Il est vrai que ces fonctions sont en nombre trop grand d'une unité et qu’elles sont liées par la relation 

(48) CRE + + (KE) 1, 

Mais il est facile de ramener ce Système au type ordinaire. Pour nous rendre compte de l'opération analytique que nous allons exécuter, voyons quelle est la signification des résultats précé- dents pour le cas de n — 3, 
Alors, les quantités X}, X?, X? ou, avec les notations habi- tuelles, X3, Yx, Zy sont les cosinus-directeurs de la normale à Ja surface de paramètre Pa, C'est-à-dire les coordonnées du point de la sphère qui sert de représentation sphérique au point corres- pondant de la surface. Notre résultat équivaut alors à cette proposi- tion bien connue que les représentations sphériques des lignes de courbure de chaque surface forment un Système orthogonal. De ce Système sphérique on peut déduire, par inversion, un système plan orthogonal, et l’on a ainsi, d’un système orthogonal à trois variables, déduit un Système orthogonal à deux variables seule- ment. C’est une opération analogue que nous allons exécuter avec un nombre quelconque de variables. 
À cet effet, effectuons la substitution définie par les formules suivantes : 

x! x? xZ-1 4 = = _ . (49) 1 1 X4° Ÿe 1 XE” ... Paie TG 
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En tenant compte de la relation (48), nous trouverons d'une 

manière générale 

I 
50) dy?+dy?+...+dy1, = ———— 

( ) y 4 à ni (i—X%) 
[AXE + (AXÉ) +... + (dXE)]. 

L'emploi de l'équation (43) nous permet ici d’écrire la formule 

particulière 

l 
(51) dy?+.. + dy? = ———— 

7 TG XX (BA doi B2, doi +...+ fi, dpi), 

où le second membre est privé du terme en doi. Nous obtenons 
ainsi un système orthogonal ordinaire; car les fonctions y1, ..., 

Vas, au nombre de 2 —1, dépendent du même nombre de 
variables 94, ..., Pa_1 Pxpis +.) Pn et ne sont liées par aucune 

relation; les formules (9) et (49) le définissent complètement. 

Ainsi, d’un système complètement orthogonal à x variables, nous 

avons déduit un autre système à 7 — 1 variables, contenant d’ail- 

leurs une constante arbitraire, le paramètre px. 

On peut résoudre les équations (48) et (49) par rapport 

à X}, ..., X£ et l’on aura 

; 2Vi . 
KE = ——"" —  ———— ; (ê=1,2,...,n—1), 

(5 ) Jite Hp Ti : 

2 ‘ 
| x!— PH + Tia! 

2 2 ° 
JiTt- . + Fu Ti 

Ces formules permettent de reconnaître très simplement que si 

l’on prend comme point de départ le système de coordonnées 

elliptiques à n variables, on obtiendra ainsi celui des cyclides 

homofocales dans l’espace à 7 —1 dimensions. 

Écrivons, en effet, les équations qui définissent le système 

des coordonnées elliptiques 

x? 
(53) Dax" 

L'une des surfaces qui le composent sera déterminée par 

l'équation 

2} 
(54) | Dax" 
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et l’on aura ici 

Ti 

ai px 
(55) X4= 4 

Àx étant un facteur de proportionnalité qui se déterminerait, s’il 
était nécessaire, à l’aide de la relation (48). 

En retranchant les deux équations (53), (54) l’une de l’autre, 
on aura 

æ 0 

> Cai—pn)(ai— px) 

Ou, en remplaçant x; par son expression tirée de (55) en Xi, 

À &i— 0x 
XXE ÉE Ds, \ XX 4) = 

t 

Cette dernière relation peut aussi s’écrire 

  

(56) (Xi.y : l 
2 lip} EkA— PR 

€ 

et si l'on y remplace les X4 par leurs valeurs déduites des for- mulcs (52), il viendra l’équation 

  

47? 472; 
di —P} TT ni — 9} , 

(57) 
2 ? 2 2 2 ? 

+ Ci yt) LOHyI+...+ y) _o 
An Ph PA — PA ? 

où l’on pourra donner à toutes les valeurs différentes de k. On obtient ainsi les formules qui conviennent au Système formé des cyclides homofocales dans un espace à n —1 dimensions. Dans cel cspace, les variables Proportionnelles aux quantités 
DJs es Jus, Ji. —y2.,, ÉO+yi+. + pe) 

forment un système de Coordonnées tout semblable à celui des coordonnées Pentasphériques dans l’espace à trois dimensions. Oa pourra transformer Par inversion le nouveau Système ortho- gonal, puis Jui appliquer la même méthode qu’au précédent, et l’on obtiendra encore un Nouveau système algébrique, qui sera,
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lui aussi, à un nombre quelconque de variables. En répétant in- 

définiment ces opérations, on déduira du système primitif une 
suite illimitée de systèmes orthogonaux algébriques, à un nombre 
quelconque de variables. 

400. Mais on peut indiquer d’autres procédés bien plus généraux P £ 
par lesquels on déduit, d’un système orthogonal donné, d’autres 
systèmes orthogonaux. 

Considérons, dans le système proposé, p4, Pays; --., px Comme 

des constantes, et définissons n fonctions y; par les formules 

(58) Ji Ti+ Ah X},+ An+1 Xhy Em AnXp 

Le, dont le type général est 

(59) J=u+AAU;+...+A,U;, 

et qui dépendent, par conséquent, des #2 variables 

Pts es Ph-ts À; +, ÂÀne 

Si nous différentions l'équation (59), nous aurons 

dy = du + Ah dU +. «+ À x dU:+ Uz dAn+...+ÜU, dA,, 

et, en substituant à du, dU; leurs valeurs 

Ê=h—1 

dy = > U;(Hi+ An Brit AnriBrai te. + Anar) dpi 

i=l 

+ Uz dA y + Ur: dA 7-1 ++ U» dAn. 

Remplaçons & et les U; par les 2 systèmes de valeurs xx, XF, et 

faisons la somme des carrés des équations ainsi obtenues. Nous 

trouverons 

dy?+...+ dy? 

i=h—1 . 

(69) | = Y (Hi+ An Brit. + An Bni)? do? + dAÿ+...+ dAÿ; 

ë=1 

et, comme celte formule ne contient que les carrés des différen- 

tielles, elle montre par cela même que y1, Ya, +.., ns COn-
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sidérées comme fonctions des variables Pis Pas -.., 081, A, 
Age. A», forment un système orthogonal. 

Remarquons, d’ailleurs, que la proposition subsiste si l’on rem- 
place les ? — } +1 variables A; par d’autres variables », 
P, donnant naissance à la relation 

# 

Paris te) 

(6r) dAÿ +... dAË = HR do. + HS? do, 

qui caractérise un Système orthogonal dans un espaceàn —h+1 
dimensions. 

Dans le cas de ñ — 3, la signification géométrique des systèmes 
ainsi obtenus est des plus simples. Le premier, celui où l’on ne 

prend qu’une fonction À, est formé des surfaces parallèles à l’une 
des surfaces du système proposé et des développables formées par 
leurs normales; le second, celui où l’on prend deux fonctions À, 
est formé des plans normaux à la courbe d’intersection de deux 
surfaces du système et de deux familles de développables, ortho- 
gonales à ces plans. Ces développables sont engendrées par des 
droites parallèles aux normales des deux surfaces du système qui 
se Coupent suivant la courbe considérée. 

101. Revenons au cas général. Les formules (58), (59), (60) conviennent à un système orthogonal à x variables. Mais on peut, de bien des manières, diminuer le nombre de ces variables. Supposons, pour prendre le cas le plus simple, qu’on établisse les relations 
Ap=Yy; …..s An = Ya, 

qui déterminent À3, -.., A, en fonction de Pas <.., 031. La for- mule (60) deviendra 

= h—1 

(6) dit. dyz = (Het AnBar+...+ Ann) do, 
kK=1 

et elle montrera que les fonctions Jar +2, Yr_1, considérées comme dépendantes de Pis Pa +.., p4_1, forment un système orthogonal à  — 1 variables seulement. 
Nous allons faire une application des plus simples. Supposons que, pour ñ = 3, on ait constitué un Système triple comprenant



SYSTÈMES ORTHOGONAUX A A2 VARIABLES. 135 

une famille de surfaces parallèles, on aura 

(63) dr?+ dy?+ ds= dAt+(H + A) dot + (Hi -+ À Bi) dot, 

À désignant dans cette formule la distance à la surface (E) de para- 
mètre p2. Si nous faisons z — À, ce sera prendre sur la normale 

à la surface (£) un point à égale distance de la surface (Z) et du 

plan des zy. Ce point sera donc le centre d'une sphère (S) tan- 
gente à la fois à (2) et au plan des xy. D'ailleurs les coordonnées 

du point de contact de cette sphère (S) et du plan des æy sont 
évidemment x, y, et l’on aura, d’après la formule (63), 

(64) de?+ dy? = (MH + A Bo)? do? + (Hi+ À far)? dp?, 

d’où résulte ce théorème : 

Si l’on mène des sphères tangentes à une surface fixe (ZX) 

et à un plan, on établira ainsi une correspondance entre les 
points du plan et ceux de la surface qui sont les points de 

contact de la même sphère. Aux lignes de courbure de la sur- 

face correspondront sur le plan deux systèmes de lignes 

orthogonales. 

En transformant par linversion, on obtient la proposition 

suivante : 

Si l’on mène des sphères (U) tangentes à une surface fixe (X) 

et à une sphère fixe (S), on établit une correspondance entre 

les points de la surface (E) et ceux de la sphère (S) qui sont 
les points de contact de la même sphère (Ü). Aux lignes de 

courbure de la surface (Z) correspondent sur la sphère (S) 
deux systèmes de lignes orthogonales. 

4 

Si l’on suppose que le rayon de la sphère (S) augmente indéfini- 

ment, on retrouve le mode ordinaire de représentation sphérique 

des surfaces. 
La proposition que nous venons d'établir se rattache très aisé- 

ment à celles par lesquelles on justifie la transformation de 

Ribaucour (n° 32). Nous avons vu que, si l’on mène des 

cercles (C) normaux à la fois à (S) et à (£), ces cercles sont 

orthogonaux à toute une famille de surfaces faisant partie d’un
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système triple orthogonal, famille qui comprend évidemment la 

sphère (S). Si M est le point où le cercle (C) est normal à (©), 

si M, M; désignent les points où il est normal à (S), il est clair 

que les sphères tangentes en M à (£) et passant, soit par M, soit 

par M:, seront aussi normales à (C) en ces points, et, par suite, 

seront tangentes à (S). Or la correspondance établie entre M 

et M}, par exemple, est bien telle que des courbes orthogonales 

de la sphère (S) correspondent aux lignes de courbure de (5). 

Au reste, on pourrait très aisément étendre les résultats précé- 
dents. Revenons, en effet, à l'équation générale (60). Toutes les 
substitutions linéaires à coefficients constants qui transformeront 

en elle-même la forme quadratique 

dæ?+...+ di dAÎ—...— dA?, 

plus généralement toutes celles qui la transformeront en une autre 
de la forme 

dyi+...+ dy — Ki def —...— K? ds? 

nous donneront de nouveaux systèmes orthogonaux à x variables 
auxquels on pourra appliquer les méthodes que nous venons 

d'exposer. 

102. C'est ici le lieu d'aborder une question qui présente un 
vif intérêt et de montrer que la détermination des surfaces tra- 
cées dans un espace à 7 dimensions et pour lesquelles les lignes 
de courbure sont coordonnées se ramène, en première analyse, à 
la détermination de tous les systèmes orthogonaux dans un espace 
à 2 — 1 dimensions. 

Soil, en effet, (£) une telle surface et désignons par C4, C2, ..., 
Cr les cosinus directeurs de la normale en un de ses points, c'est- 
à-dire des fonctions définies par les deux relations 

(65) C1 dTi+...+ C» AT = 0, 

(66) C++ Cÿ =. 

En répétant le raisonnement du n° 75, on verra que les lignes 
de courbure seront déterminées par des équations telles que les 
suivantes : 

(67) der+ À dy = cy du, (A=1,2,...,n).
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Multiplions l'équation précédente par cx et ajoutons toutes les 

relations ainsi obtenues. 

En tenant compte des relations (65), (66), il viendra 

du —0, 

de sorte que les équations différentielles (67) se réduiront à la 

forme 

(68) der + À dry = 0, 

qui est une généralisation des formules d'Olinde Rodrigues (1). 
On déduit de là, en particulier, la conclusion suivante : 

Soient d et 5 Les différentielles relatives à deux lignes de cour- 

bure différentes ; on aura les équations différentielles 

(69) der + À dzx = 0, dcp+ À drg = 0. 

D'autre part, pour deux déplacements quelconques s’elfectuant 
sur la surface (E), la relation 

N (der Tr — ÔCx dxz) = 0 

est toujours vérifiée. Si l’on remplace dans cette identité les dif- 

férentielles dex. dex par leurs valeurs déduites des équations (69), 

il viendra 

(70) A —X) arr ërr= 0. 

Ainsi, sur une surface quelconque, deux directions principales 

qui correspondent à des valeurs différentes de À sont toujours 

rectangulaires. C’est un point que nous avions déjà établi (n° 75); 
- . S . S 

mais si l’on remplace dxx, Ôxrx en fonction de dcyz, ôcx, on aura 

aussi 

(71) (x 5) Saxe. 

En langage géométrique, cette nouvelle relation peut s’énoncer 

comme il suit: Les représentations sphériques des lignes de 

courbure sont rectangulaires. 

  

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (X°*° Partie, n° 141). 

D. 12
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103. Cela posé, supposons que les lignes de courbure de la sur- 
face (X) soient coordonnées. On pourra choisir # — 1 fonctions 
Pis P2s ++, 01 telles qu'une seule d’entre elles varie sur chaque 

. . [ 

ligne de courbure. Par suite, en remplaçant À par > On pourra 
" 

È 

donner aux équations (68) la forme suivante : 

dæp à | 
(72) De + gu  0 (=1,2,3,...,rR—1), 

et comme les lignes de courbure ont des représentations sphé- 
riques perpendiculaires les unes aux autres, les x fonctions Ci, 
Cas +.) Cn de Pis Do +. °n_1 définiront un système orthogonal 
appartenant à la sphère de rayon 1. Donc, en premier lieu, pour 
définir (), il faudra trouver dans l’espace à 7 dimensions un sys- . 
tème sphérique orthogonal. | 

Un tel système peut être obtenu (n° 99) comme l'inverse d’un 
système complètement orthogonal, défini dans l’espace à r —1 
dimensions ; de sorte que nous aurons d’abord à déterminer le sys- 
tème le plus général de ce genre, dans l’espace à 2 — 1 dimensions. 

Supposons ce premier problème résolu; nous pourrons, par 
inversion, constituer, dans l’espace à x dimensions un système 
orthogonal tracé sur la sphère de rayon 1, c’est-à-dire trouver n 
fonctions cx satisfaisant à la condition 

(73) ci+ci+...+ci—1, 

et donnant lieu à la relation 

(74) dei+...+ dcÿ= hi de?+...+ Al, dpi. 

Plus généralement, si l’on pose 

(75) Yi Cilns 

on aura. 

(76) dyi+...+ dy = pi dpi+...+pih?., dp?_, + de, 

et les fonctions y; forment cette fois un système orthogonal com- 
plet à n dimensions. Nous pourrons donc appliquer à ce système 
toutes les propositions établies plus haut. Si nous écrivons en par- 
üculier que les fonctions y; vérifient le système (32) obtenu au
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n° 95, nous reconnaîtrons que les fonctions ex doivent être des 

solutions particulières du système de Gun) équations aux 

dérivées partielles comprises dans la formule générale 

026 1 dhy 08 1 dhx 08 

(7) Gp op — x dx dpe he vpe ok 
où et k’ doivent recevoir deux valeurs différentes comprises dans 

la suite 1,2,...,72 —1. 

Supposons donc connues les fonctions ex. Îl est aisé de généra- 

liser les principes de la théorie des enveloppes et de montrer que, 

lorsqu'on connaît les cosinus directeurs de la normale à une sur- 

face, cette surface peut toujours s’obtenir en adjoignant à l’équa- 

tion 

(58) C1T1+ Cala tt... + CnEn + 0 = 0, 

où © est une fonction convenablement choisie, ses dérivées 

dc: PE dcr. + 08 
(79) Se #1 TS Te y dP# der T 0; (Æ=1,2,..., 2 —1), 

par rapport à chacune des variables px. En effet, quelle que soit la 

surface considérée, on peut toujours déterminer une fonction @ 
par l'équation (78). Si l’on tient compte de la relation 

(80) Ci Ati+...+ Cn dtn—=0, 

relative à tout déplacement effectué sur la surface, la différentia- 

tion de cette équation (78) entraîne évidemment toutes les rela- 
tions (79); et toutes ces relations, jointes à la précédente, per- 
mettent d'obtenir æ,, æ2, ..., æA en fonction de p,, 0», ..., bus: 

Ce point étant admis, nous allons montrer que, pour obtenir 

la surface cherchée (E), il sera nécessaire et suffisant de 

prendre pour @ une solution quelconque des équations (77). 
Différentions en effet l'équation (79) par rapport à px, k' étant 

différent de #; nous aurons 

d? ec; dc; 07; : 6 : 

Dre“ + Lo dx ‘ dpk dpx re 

Le 2 dc; 1e 
Remplaçons les dérivées = par leurs valeurs, qu’on déduira G ï dx dp
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de l'équation (73) dont les c; sont des solutions parüculières. En 
ayant égard aux équations (59), on trouvera 

  8 dei dei _ 0 1 dx 00 1 De 2 
GED px Opx dpkdpw Rx Op Op — le Opk 0pr 

z 

Rapprochons les conditions d’orthogonalité 

dc; de; … (82) > Ja De — © 
z 

des équations (72); nous verrons immédiatement que, dans la 
relation (81), le premier membre est toujours nul; il eu sera donc 
de même du second, et, par conséquent, 6 sera bien une solution 
particulière du système des équations (55). 

Réciproquement, supposons que © soit une solution particu- 
ère de ce système. La relation (81) nous donnera maintenant 

dc; 0x; : 
Se z— = 0 k k). dpr dpg — CET S) 

En rapprochant toutes les équations de ce genre pour lesquelles 
% a une même valeur des relations d’orthogonalité 

dc; dc; ii. dpx dk 

on verra que l’on a trois systèmes distincts de solutions des 
équations linéaires et homogènes par rapport aux inconnues z; 

2; CE = 0 

> É dpxr , 

de; dt; 
Bi — ou Zi —. 

dx 

  

si l’on prend 

#i Ci ou 

Ces trois systèmes ne pouvant être linéairement indépendants, 
il faudra que l’on ait, pour toutes les valeurs de #, 

Ôri D} dc; ns = 0 

don dog PAG 

À et ux étant des arbitraires. On verra, comme plus haut, que LA 
doit être nulle et l’on retrouvera ainsi la généralisation des équa-
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tions d’Olinde Rodrigues. Donc la surface correspondante aura ses 

lignes de courbure coordonnées; et, sur chacune d'elles, une seule 

des quantités p; demeurera variable, ce qui achève d’établir notre 

proposition. 

104. Le système des équations aux dérivées partielles 

ax R du 
9; 

qui admet, d’après ce que nous avons vu, les solutions particu- 

lières 
À = Ti) B = Ci, 

et aussi, comme il est aisé de le vérifier 
? ? 

Àz= Sr}, m= 280, 

est analogue à celui que l’on rencontre dans la théorie des sur- 

faces (*) lorsqu'on veut approfondir les propriétés des lignes de 

courbure et des systèmes cycliques de Ribaucour. Cette remarque 

conduit presque sans effort à la proposition suivante, qui fait 

connaître l'extension à un nombre quelconque de dimensions des 

propriétés des systèmes cycliques. 

Donnons-nous, dans l’espace à n dimensions, une surface (E) 

dont les lignes de courbure soient coordonnées. Si l’on désigne 

PAT Dis Par es Pat les paramètres des lignes de courbure, les 

coordonnées x; d’un de ses points et les cosinus-directeurs ci 

de la normale en ce point satisfont à des équations de la 

Jorme 

0%; dc; (xzra x ) 
8 — + Rj— =0o 

. 

(84) dk # px ? k=1,2,..., 7 —1 

Si l’on aintégré d’une manière générale les équations aux 

dérivées partielles 

dx ôp 
(85) one LE Gpr — (k=1,2,..., 8 —1), 

  

(:) Leçons sur la théorie des surfaces (AI° Partie, n° 481 et suiv.).
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et que l’on résolve par rapport à Pis Pa -.., On les n équations 

EE Pr EG 29° + S (Xi x)= 0, 
(86) du 

ue Se en + Gr = 0, (AÆ=1,2,...,n —1), 

où À et ph désignent un Système quelconque de solutions des 
équations (85), les expressions de 13 Par «.., Pr en fonction 
de X;:,X:,...,X, définiront un système complètement ortho- 
gonal pour lequel on aura 

k=n—1 à 2 
2 2 ° ° Pk (87) AXP +... + AX2 = Oo > so exde?, 

k=1 px 

les fonctions ex étant celles qui sont définies par la relation 

kA=n—1 
(88) de? + de +... + de? = > ex do 

k=1 

et la fonction 0 étant donnée par la formule 

=R—1 k 
2À 1 fou \? —— + ! 2 _— = 

(39) ÿ +(p + Pr)? + > x (5E) oO. 

k=1 

Si l’on convient, pour uninstant, d'appeler cercles, dans l’espace à À dimensions, les intersections d’une sphère par 7 — 2 plans, le système obtenu est le plus général parmi ceux pour lesquels les trajectoires orthogonales de l’une des familles sont des cercles.



  

CHAPITRE I. 
LE TRIÈDRE MOBILE. 

Dans ce Chapitre, on étudie les propriétés des systèmes triples orthogonaux en 

les rattachant à la considération du déplacement du trièdre trirectangle (T) 

formé par les normales aux trois surfaces coordonnées qui se croisent en 

chaque point de l’espace. — Rappel des résultats déjà obtenus dans nos Leçons 

relativement aux divers mouvements d’un trièdre qui dépend de plusieurs 

paramètres. — Équations aux dérivées partielles qui relient les rotations et les 

translations. — Détermination d’un trièdre dont les rotations et les translations 

sont données a priori, — Système linéaire dont l'intégration fait connaitre les 

cosinus-directeurs des axes de ce trièdre. — Formules générales qui déter- 

minent le déplacement d’un point défini par ses coordonnées relatives au 

trièdre mobile. — Application de cette théorie générale aux coordonnées cur- 

vilignes orthogonales; on prend pour Île trièdre mobile (T} celui dont les 

arêtes sont les normales aux trois surfaces coordonnées. — Trois des rotations 

sont nulles, les autres s'expriment en fonction des coefficients H, H,, H, de 

Vélément linéaire et de leurs dérivées. — Introduction des quantités $4. — 

Double système de relations différentielles auxquelles doivent satisfaire ces six 

fonctions. — Démonstration nouvelle du théorème de Dupin. — Expression des 

rayons de courbure des surfaces coordonnées. — Système linéaire déterminant 

les cosinus-directeurs des normales aux surfaces coordonnées lorsqu'on connaît 

les 8,4. — Représentation sphérique, lignes asymptotiques de chacune de 6es 

surfaces. — Lois de variation des six courbures principales découvertes par 

Lamé. — Définition du paramètre différentiel du premier ordre AU d’une fonc- 

tion quelconque U; son expression en coordonnées curvilignes; définition et 

expression de AÇU, V). — Formule de Stokes et de C. Neumann; définition 

du paramètre différentiel ou invariant linéaire du second ordre; son expres- 

sion en coordonnées curvilignes. — On peut rattacher Pintroduction de cet in- 

variant à l'étude de certaines propriétés des transformations ponctuelles les 

plus générales. — Pour toutes les transformations de ce genre, il y a en général 

trois éléments linéaires partant d’un point auxquels correspondent des éléments 

parallèles. Si l’on veut que ces trois éléments linéaires forment toujours un 

trièdre trirectangle, il sera nécessaire et suffisant que la transformation soit 

définie par les formules ‘ 

oÙ oU oU 
= — = — Z= — x LE Y oÿ” 3? 

où U désigne une fonction quelconque de #, y, &. li existe alors une équation 

du troisième degré faisant connaître les dilatations des éléments dont la direction 

n’est pas altérée, et les racines de cette équation sont des invariants. Le para- 

mètre du second ordre de Lamé n'est autre que la somme des racines de cette 

équation. — Détermination des transformations de la nature précédenie pour
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lesquelles les éléments dont la direction n'est pas changée en chaque point de l’espace sont normaux à trois familles, qui détermineront nécessairement un système de coordonnées curvilignes triplement orthogonales. — 11 y à une in- finité de transformations de ce genre qui correspondent à un système triple or- thogonal, donné & priori. — Leur détermination se ramène à l'intégration de : Ttrôiséquations linéaires aux dérivées partielles auxquelles doit satisfaire une même; fonction. — On termine le Chapitre en donnant un complément à la théorie d'aéblagement d’un trièdre mobile, Si l’on considère le système le plus général ‘detoôrdonnées curvilignes obliques, l’élément linéaire de l’espace . préndra la forme” 

    

“à 
\ 

| Ei ds?= Dr Ax dp;dp,, 

et l’on peut se Proposer de trouver toutes les relations différentielles qui existent entre lés quantités A, relations différentielles analogues à celles que Von doit à Lamé, pour le cas où les coordonnées sont orthogonales. — On Pourrait résoudre cette question en Prenant un trièdre (T) occupant une posi- ion particulière relativement aux plans tangents des surfaces coordonnées. — I paraît plus élégant d'employer une méthode toute différente, qui repose sur la considération des différentes décompositions en carrés de la forme quadra- 
tique précédente DY Aa dp;dp, et qui conduit à six équations à la fois 
nécessaires et suffisantes. — Retour au trièdre mobile pour. établir les équa- tions aux dérivées partielles entre les rotations et les translations. 

105. Dans le Chapitre précédent, nous avons établi les princi- pales relations qui se rapportent aux systèmes orthogonaux dans Un espace à n dimensions. Dans le cas de l’espace ordinaire, on Peut employer une autre méthode, fondée sur la considération d’un trièdre trirectangle mobile (T) dont la position dépend de trois paramètres que nous désignerons ici, pour conserver la notation de Lamé, par les lettres P; Pi 02, l'indice o étant supprimé toutes les fois qu’il sera seul. 
Si l’on adopte les notalions que nous avons déjà employées dans nos Leçons (*) pour le cas de deux variables, et si l’on désigne par E;, à Gi Pi, qi ri les trois translations et les trois rotations relatives AU Cas où p; varie seule et joue le rôle du temps, On aura trois groupes différents de rotations et de translations. Les formules que nous avons déjà établies nous donneront ici les "22 

(") Leçons sur la théorie des surfaces (Ie Partie, Livre 1).
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suivantes : 

     
    

     

% _ x _,, rm don do — LéR— Ghbi rene Fans, 

On:  Onx . 
Qu) Dr di — riËx — rrêi— pit + prb. RETRT 

der Lu D 
dpx doi = Pink — Phi Qibr + Qh 

dpi _ pr 
de — dpr =GirkT Qkri 

dg: gx 
(2) De DR PEPR= RP 

Ori _ 0re _,, . 
Ok — dos —Piqk— Prqi 

applicables toutes les fois que # et k prendront deux valeurs diffé- 
rentes dans la suite o, 1, 2. Réciproquement, toutes les fois que 

les relations précédentes seront vérifiées, le raisonnement donné 
au Livre I, Chap. V, de nos Leçons montrera qu'il existe un 

trièdre mobile (T}, et un seul, admettant les rotations et les trans- 
lations données a priori. Si l’on désigne par Ü, U;, U: les cosinus 

des angles que font les axes de ce trièdre avec une droite fixe de 

l’espace, ces cosinus seront déterminés par les équations 

  

| OÙ 
di = U;r;— Ug:, 

: OÙ . 
(3) Go = Vi Uri (é=o, 1,2), 

£ 

OU: 
d = Ugi — Uipi; 

de sorte que, pour avoir les cosinus des angles que font les axes 

du trièdre (T)avec ceux d'un trièdre fixe, 1l sufbra de déterminer 

trois systèmes de solutions des équations précédentes 

X, X1, X:; 

Y, V1, Ye; 

Z, Zi; Z:: 

dont les valeurs initiales, c’est-à-dire relatives à un système donné 

de valeurs de p, 04, p2, vérifient les relations entre les neuf co- 

sinus.



186 LIVRE II. — CHAPITRE II. 
. , . 2: 2! Puis, pour déterminer les coordonnées x’, y’, z! du sommet du 

trièdre (T) par rapport au trièdre fixe, on aura les formules 

CEA r = KE Xami+ XoËr, Pi 
d t 

(4) 
LA = VE Yins+ Yo, dpi 

VE ZE + Line Zots di Gi 10 2<b 

qui feront connaître x’, y', 3! par des quadratures. 
Tous les développements que nous avons déjà donnés (1) rela- 

tivement à l'intégration du système (3) subsisteront ici sans modi- 
fication. En particulier, si l’on exprime Ù, U,, U, en fonction de 
deux arbitraires en posant 

;_ T— af . (5) US U; = à   

  
  2 U: —= z T B, 

a —$ a—$ 

æ et B seront des solutions particulières des trois équations de 
Riccati comprises dans le type suivant : ‘ 

ds Tps LEE, JR PL, (6) do — ES + - ——<— 5 2 , > 7 (Æ=0,1,2); 

et les propositions que nous avons fait connaître relativement à 
l'intégration simultanée de deux équations de cette nature s’éten- 
dront d’elles-mêmes au système précédent de trois équations. 

Ajoutons encore que, si l’on considère un point dont les coor- données relatives au trièdre mobile soient æ, y, z, les projections 
D:, D,, D, du déplacement infiniment petit de ce point sur les axes du trièdre mobile auront pour expressions 

De= de + Y (E+qis — r:y)dpr, 

(7) D = dy + Ùui+ rie — pis), 

D, = dz + Di piy — giæ)dp;. 
, 

  

(*) Lecons sur la théorie des surfaces (Livre I, Chap. VI).
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Ces expressions sont de la forme 

D; A do + A; doi + Ados, 

(8) D,=B do + B; dpi + Bodo, 

D,=C ds + C do: + C2 dos, 

où l’on a 
dx 

Ai ++ gis —riy, 

dy - 
(9) Be Hat rie — pis, 

pi. 
93 

CG= do: + Gi Piy — Qi; 

et il est clair que, si l’on transportait l’origine du trièdre (T) au 
point considéré, les translations E;, n;, G: seraient remplacées 

par A;, B;, C:. Ces nouvelles fonctions doivent donc satisfaire aux 

mêmes équations aux dérivées partielles que les translations : c’est- 

à-dire que l’on doit avoir 

j OA; A x 
dx — hr = qiOr— gr riBx+ rxBi, 

, 0B: dB 
(10) dr — Fe = rjAÂz—rxÀ; — piGr+ prCi 

T 

dCi; dCz 
dx — do = piBx— paBi- qgiAr+qrAi 

Telle est, la théorie générale du déplacement d’un trièdre qui 

dépend de trois variables, théorie entièrement semblable à celle 

que nous avons développée pour le cas de deux variables, et qui 

s’appliquerait encore si le mouvement du trièdre dépendait d’un 

plus grand nombre de variables indépendantes. Voyons comment 

on peut l'appliquer à la théorie des systèmes triples orthogonaux. 

406. Nous désignerons alors par p, p:, o2 les paramètres des 

trois familles qui composent le système; et, si l’on considère les 

surfaces des trois familles qui se croisent en un point M de l’es- 

pace, nous prendrons le trièdre mobile dont les axes Mx, My, 

Ms sont respectivement normaux aux surfaces de paramètres p, Ps 

et p2. Alors, six des neuf translations seront nulles. Si l’on fait 

varier, par exemple, le seul paramètre p, la trajectoire sera lan-
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gente à l’axe des æ du trièdre; on pourra donc poser 

(1) t=H, n —o0, C =, 

en désignant par H do, conformément aux notations précédentes, 
le chemin accompli suivant la normale. On aura de même 

| Éi=0, d1= Hi, Ü1=0, 

Ë2=0; 20; Ce = Hz. 
ciy 

Si l’on porte ces valeurs des translations dans le groupe (1), on 
aura un premier système de relations 

0H; 
—— = — —— =} = H dpi rh, d r1H, o—=pH;i+g;H, 

d’où les autres se déduiront par des permultations circulaires. Les 
trois équations 

o=pl; + g1H, = Gio+ 72 Hi, o=7:H+pE, 

déduites de la dernière, nous donnent d’abord 

(12) P=gi=r2—0; 

les autres relations nous feront connaître les valeurs des diffé- 
rentes rotations; et si l’on pose, conformément à une notation 
déjà employée, 

I Hz 
(A) PRE Tu CZ k), 

on aura 

Po; 9 = Bo; = —$, 
(3) P1=—$u, gi=o, ra = Bot, 

Pa — Bio, 2 = — Bos, T2 = 0. 

Ce système de formules nous donne la signification géométrique 
des quantités Bix qui se présentent dans notre première solution : ces quantités sont, au signe près, les six rotations du trièdre (T) 
qui sont différentes de zéro. 

Si l’on porte les valeurs des rotations dans les formules (2), on
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obtiendra les neuf relations suivantes : 

  

  

  

  

  

Fu — B10 Pos; Fe — Bo Bo, 

(B) fe = Bar Bio, de — Bo Brz, 

pe = oz Bo1, _ = Bi2 Bo; 

+ ue + Bo Br = 0, 

(B') Î 2e + _. + Bor Bor = 0, 

en + DE + Guns 0, 

qui sont des cas spéciaux des formules (27),(28) établies au Cha- 
pitre précédent. 

107. Le système (3) nous permet encore d'écrire les projec- 

tions du déplacement d’un point, projections qui, par application 
des équations (11) et (13), deviennent ici 

Le = dr + (H +7 Bio + 2820) do — ÿ Boi dpi — 2 oz dp, 

(C) D, = dy — x Bio do + (Hi+ 3 Bar + æ for) doi — 2 Bi2 dos, 

D; = di — 220 do — y Bar dpi + (Hi + æ fBoz +} Bio) dpe. 

Ces formules permettent d’ailleurs de démontrer immédiatement 
le théorème de Dupin. En effet, un point de la normale à la sur- 

face de paramètre o est caractérisé par les équations 

ÿ — 0; Z =0; 

les projections de son déplacement, lorsque o1 varie seule, sont 

donc 

D oi, di £ (Hi + 2Bo1) doi, O0. 

Le plan tangent en tous les points de la surface réglée décrite par 

la normale est donc le plan des æy; et, par suite, la normale en- 

gendre une surface développable, ce qui estle théorème de Dupin. 

Mais on voit de plus que le point où elle touche l’arête de rebrousse-
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ment est défini en égalant à zéro le second déplacement, ce qui 
donne 

Hi 
T——-—; 

Bot 

æ est donc, en grandeur et en signe, le rayon de courbure prin- 

cipal de la surface de paramètre p, relatif à la ligne de courbure 

sur laquelle 5, varie seule. Si donc on convient de désigner par 

Ra le rayon de courbure principal pour la surface de para- 
mètre pi et pour l’arc Hz dozr, on aura 

  

H H H 
Roi=— +, Rio0=— —» R20 = 72 

Gé) Bot Bo B2o 
pi 

H; H, A, 
R 2 —=—— — + R 3— — —— R = — 

v2 Bo 1 Gia” #1 Bar 

Ces expressions sont bien définies en grandeur et en signe ; de 
rayon de courbure est celle des trois coordonnées du centre de 
courbure correspondant qui n’est pas nulle, ces coordonnées 
étant relatives au trièdre (T). 

108. Le système (3), qui établit les relations différentielles entre 
les cosinus-directeurs d’une droite fixe relativement au trièdre 
(T), prend ici la forme 

oU; 
03 = Üyfr— U,6;;, 

(D) < QU. (GCZÆkZAL), 
dx = B;kUz, 

en parfait accord avec les formules déjà établies (29) (n° 93). 
Si l'on prend un point fixe O de l’espace pour sommet d’un 

trièdre (T') dont les axes soient parallèles à ceux du trièdre (T), 
les translations de (T') seront nulles, mais ses rotations seront 
égales à celles du trièdre (T); de sorte que les projections du dé- 
placement d’un point dont les coordonnées relatives à ce trièdre 
seraient &', y’, 3! auront pour valeurs 

| Di = de + (y'B10+ 3" fo) do — y Bo dos — 3 Bon des, 
(c') | D, = dy'— 2" Bio do + (2 Boi + 2 B51) do, — 2" fie dp>, 

D: = dz'— x" fB20 do — J'$ai dei + (y' Bio + æ"$o2) dps. 

Par exemple, le point de la sphère de centre O et de rayon 1 qui
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sert de représentation à la surface de paramètre £ aura pour coor- 
données “ 

a 
æ'=1, J'=0, 3 —=0. 

Les projections de son déplacement sur les axes de l’un quel- 
conque des deux irièdres seront 

0, — Bio do + Por dpi, — Pro do + Bos do2. 

Lorsque p demeurera constante, elles se réduiront à 

(5) 0, Boidp1, Bose dos. 

Donc la représentation sphérique de la surface de paramètre p 

aura pour élément linéaire 

do?= fi; dpi + fé: doi. 

En général, l'élément linéaire de la représentation sphérique, pour 

la surface de paramètre p;, sera donné par la formule 

(6) dit = pr dpi +pt dpt, (AR). 
En exprimant que le déplacement défini par les formules (15) est 
orthogonal à celui qui s'effectue sur la surface, on aura l'équation 

différentielle 
H: Bot dpi + H Bo dp?=0 

des lignes asymptotiques de la surface de paramètre p (*). Celles 
de la surface de paramètre p; seraient de même 

(15) Hz Brx de + Hfa do} = ©. 

Au reste, il est inutile de poursuivre ces applications; il suffit 
de remarquer que le trièdre (T} occupe, par rapport aux surfaces 

de paramètre 9,, exactement la position que nous avons adoptée 
dans nos Leçons sur la théorie des surfaces (?); toutes les for- 

mules et tous les résultats que nous avons donnés dans cet Ouvrage 

seront donc applicables aux surfaces de paramètre p,; il suffira 
ensuite d'effectuer des permutations circulaires, pour les rendre 

applicables aux surfaces de paramètre p ou de paramètre p1. 

  

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (fe Partie, n° 142). 

(2) Leçons sur la théorie des surfaces (AI° Partie, Liv. V, Chap. IT, Tableau V).
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109. Dans ses Leçons sur les coordonnées curvilignes, Lamé a 
remarqué que les équations aux dérivées partielles (B), (B') peu- 
vent être transformées de manière à ne contenir que les rayons de 
courbure principaux et leurs variations quand on se déplace sui- 
vant les directions des lignes de courbure. Voici comment on 
peut établir ces lois de la variation des courbures. 

Désignons avec Lamé par variation ou dérivée d’une fonction 
des trois coordonnées x, y, z, relative à une direction donnée, le 
quotient de l’accroissement infiniment petit que prend la fonc- 
ton, quand on se déplace suivant cette direction, par le chemin 
parcouru; et désignons aussi par ds, dsi, ds: les arcs Hp, 
H; das, H3 dos que l’on décrit lorsqu'on se déplace infiniment 
peu sur une des lignes d’intersection. Si l’on porte les expressions 
des quantités f;x, déduites des formules (A), dans les systèmes (B), 
(B') et si l’on remarque qu’en vertu même des formules (14) et de 
la définition des £;;, on a 

9H:  H;:H, 
(8) pe Rx 

  3 

on pourra remplacer toutes les dérivées des fonctions H; par ces 
expressions en fonction des rayons de courbure, et l’on obtiendra 
ainsi les relations suivantes : 

  

  

  

  

  

  

Ô K-) 
=): ()_ 7: Eh 

ds Ro Roi Ro2 052 E Ro (= T Rio ? 

1 
0( — TL 

(19) (x) — ( = RS) o(r) LT 1 T \ 
ds Roz \ Ris Rio 8 Ru (Re Rx)’ 

I ï 
(x) = _) 2(r) 1 fu ï | ds; Rio R Ro ? os; _ Re ( _ Re): 

  
  

  

Se
 

—
—
 

  

  

  

9 
ds 

| 9 
(20) { Si 

2 
d59
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{ 
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qui ont été données par Lamé (1) et où la notation x 2 dési gne une 
dérivée relative à la diréction de l’arc ds;. 

110. On sait comment Lamé a rattaché à cette notion dela 
dérivée prise dans différentes directions la définition du para- 

mètre différentiel du premier ordre. Étant donnée une fonction U 

des trois coordonnées æ, y, 3, la dérivée de U relative à une 

direction quelconque est la projection, sur cette direction, d’une 

grandeur géométrique qui est dirigée suivant la normale à la sur- 
z x , + + OU . 

face Ü — const. et est égale à la dérivée 5 Suivant cette nor- 

male. Il résulte immédiatement de là que si l’on porte, suivant 
trois directions rectangulaires quelconques, des longueurs égales 

aux dérivées prises suivant ces directions, la résultante de ces 
. oÙ ; | 

trois segments est le segment => porté sur la normale à la sur- 

face U — const. et, par suite, que la somme des carrés de ces 
: 2 £ aÙ 

trois longueurs est constante et égale au carré de =. C’est cette 

somme des carrés à laquelle Lamé a donné le nom de paramètre 

différentiel du premier ordre, en le désignant par AU. Si l’on 

applique la propriété que nous venons de rappeler, on voit que 

l’on aura, en coordonnées rectangulaires, 

oU 2 AU \? oU \? 

0 0) +) +): 
et en coordonnées curvilignes, 

im (OU) QUE OU) 
(22) au= (5) +) TE ds 5 

les trois termes représentant les dérivées prises suivant les trois 

lignes d’intersection. 

L'invariant différentiel précédent est relatif à une seule fonc- 

tion, maisilest aisé d’en déduire un autre relatif à deux fonctions 

distinctes U et V. À cet effet, il suffira de remplacer, dans les 

deux expressions précédentes de AU, U par U + AV, À désignant 

  

(*) Las, Leçons sur les coordonnées curvilignes, p. 79 et Suiv. 

D 
13
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une constante, et d’égaler les coefficients de À dans ces deux ex- 
pressions. On est ainsi conduit à un nouvel invariant simultané 
AÇU, V), défini par la double expression 

OÙ oV AU ÔV oU oV 

e? LOU OV , 1 OU OV | 1 OU oV 
HP 09 09  H? pi pr H? 06: 0pr 

On reconnaît presque immédiatement qu’il a pour expression 
L , 

géométrique 

- AU AV 
(24) ACU, V)=s Si COS nn). 

OÙ av 
n°7 désignant, pour chaque point de 1 espace, les dérivées de 

U et de V prises respectivement suivant les normales aux sur- 
TS . 

faces U—const:, V— const., et »n° désignant l’angle de ces deux 
normales. 

111. L'invariant AU ne contient que les dérivées premières de 
U;il yen a d’autres qui contiennent les dérivées du second ordre. 
Nous allons définir d’abord le plus important, celui qui est li- 
néaire par rapport aux dérivées de la fonction U. À cet effet, nous 
établirons d’abord une formule générale, analogue à l’équation de 
Stokes et de C. Neumann. 

Étant donné un système de coordonnées curvilignes orthogo- 
nales, considérons une portion de l’espace assez petite pour que 
les surfaces coordonnées y forment un réseau tout pareil à celui 
qui est constitué par un système de plans rectangulaires; de telle 
manière que l’un des réseaux puisse se déduire de l’autre par une 
déformalion dans laquelle les longueurs seront altérées, sans que 
la situation relative des parlies soit changée. A l’intérieur de la 
portion de l’espace ainsi constituée, Imaginons une surface fermée 
quelconque (£); et, bien que cela ne soit pas nécessaire, suppo- 
sons, pour plus de simplicité, que cette surface () soit rencontrée 
en deux points seulement par les lignes d’intersection des surfaces 
coordonnées. Cela posé, considérons l'intégrale triple 

: /oA dB  eC | 
! = SJ +R + 5) de ea,
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où À, B, C désignent trois fonctions quelconques, et qui est 
étendue à tout l’espace intérieur à (£). On peut la transformer 
comme il suit : 

Considérons son premier terme seulement 

JS. Sp do do, 

et intégrons par rapport à p. Îl résulte des hypothèses faites que 

toute ligne d’intersection des surfaces de paramètres o1 etp: coupe 

la surface (£) en deux points seulement; que, sur cette ligne, o ne 
cesse de varier dans le même sens. On a donc 

do = A"— A", 

A'et A” désignant les valeurs de À pour les deux points M’, M’ où 
la ligne suivant laquelle on intègre coupe (£). On déduit de là 

Îf. F do do; d: pa ff dei dei (A”— A’). 

Mais on peut remarquer que si l’on désigne par & l’angle que P q Sne F $ 

fait la normale extérieure à la surface (£) avec la normale à la 

surface coordonnée de paramètre p, on a, au point M", 

Hi H: doi do: = do cosa,. 

et au point M’, 
H, H doi dpa =— do COS%, 

ds désignant l’élément de la surface (£). On peut donc écrire 

oÀ À 
JT edit [fr cosa do, 

la seconde intégrale étant étendue à toute la surface (£). 

En appliquant des iransformalions analogues au second et au 

troisième terme de l'intégrale J, on obtient la formule générale 

. 2B CG HUIT ame ï 

B C 
= ff(nhe M, 052 + pp, CSP + He cosy) de 

(25) 
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où «, , y désignent les angles de la normale extérieure à (&) avec 
les normales aux surfaces coordonnées. Si 2; 91 pa se réduisent 
aux coordonnées rectilignes rectangulaires, ôn retrouve la formule 
de Stokes et de C. Neumann. 

Pour appliquer la formule précédente, introduisons deux fonc- 
uons arbitraires U et V et adoptons les valeurs suivantes de 
À, B, C, 

  
  

y Hi: OÙ _, HB: oU _, HH, oU 

L'intégrale triple contenue dans la formule (25) prendra la 
forme suivante : 

Si l’on pose 

- 1 [9 /H:H OU\ 0 /HH,OU\ 0 /HH, oU 6) Au [9 x) (HS) 9 /HH QU), (6) nn [x ( H 6/0 Hi on) op M on 

elle deviendra 

JS frac ve va vin, 2 apian. 

Quant à l’intégrale double, elle sera 

  

JS (rs cosa + PU 008 oU Vd H 9 Hop; T Hop; cosy) F 

La quantité qui multiplie V de est évidemment la somme des 
projections des dérivées de U relatives à trois directions rectan- 
gulaires (les normales aux surfaces coordonnées) sur la normale 
extérieure à la surface (£). C’est donc la dérivée T de U relative 

Z 

à cette normale extérieure, et l'intégrale double précédente peut 
ainsi s’écrire 

‘ f V D de. 

Si l’on remarque enfin que 

HH:H, de doi de: 

est l'élément de volume dm de l’espace, on verra que la formule



    

Î 
Î 
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de Stokes et de Neumann nous donne ici 

(25) JSF sc am + [fau am = [[V a. 

Tous les termes, sauf celui qui contient A,U, ont une signifi- 

cation géométrique indépendante du choix des coordonnées, nous 
l'avons établi. Il doit donc en être de même pour A, U. Il est ainsi 

démontré que cette fonction, définie par la formule (26), est un 
invariant. 

Si l’on prend les coordonnées rectilignes, on a 

AU  ŒU . ŒU AU = + — . 
? ox? dy? 7 ds? 

112. On est encore conduit à l’invariant linéaire du second 

ordre par une autre méthode que nous allons exposer. 

Considérons une transformation ponctuelle définie par les for- 

mules 

(28) X = f(z,7,5), Y= fie, 72), Z= fie, y,3), 

où X, Ÿ,Z, æ, y, désignent les coordonnées rectangulaires des 

deux points qui se correspondent, points que nous désignerons 

par Met. Aux différentielles dx, dy, dz des coordonnées de m 

correspondent des valeurs des différentielles dX, dY, dZ définies 

par les formules 

_%# 9% A ax — dx dx + Fr dy + 32 da, 

of _ %i of da 7e 
(29) AY = de + Sd + dz, 

an = 8 ax + E dy + 2 a, 

qui peuvent être considérées comme établissant la correspondance 

entre deux points m', M, respectivement voisins de m1 et de M. 

Cette correspondance est une transformation homographique, 

dans laquelle les points à l'infini auraient pour homologues des 

points à l’infini et dont l'étude permet de diviser en deux classes 

les différentes transformations. L’homographie définie par les



(32) 
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formules (29) résulte, en effet, de l'addition ou de la composition 
des deux autres, définies par les formules suivantes : 

dx — 1 de + 2 dy + 13 dz, 

(30) AY = as1 dr + Goo dy + ass ds, 

dZ = 3] dx + 32 dy + 33 da; 

aX = bi ds — b, dy, 
(31) dY = b, dx — b dz, 

di = b dy — b; 4x. 

où l’on a posé 

dfi | de as 
A + A3? 

a, -1{9% ,ofi - 1/0f\. fe s fof df an ane (ir + 2%), ass ane (9 +22), as an= x (U +) 

of _%) (Ye 1% 2) 2\0y 0:/? 17 2\0z ox /’ 27 2\or dy 

et qui, loutes deux, conservent leur forme lorsqu'on fait un changement d'axes coordonnés. La seconde disparaîtra lorsqu'on aura 

3 s . 
. . » 

C'est-à-dire lorsque f, fi, f, seront les dérivées, prises respecti- vément par rapport à x, y, z, d'une même fonction. Ainsi, les transformations définies par des formules telles que les suivantes 

(33) oÙ Y oÙ u oÙ X—=—, = — 3 ox dy Z= 03° 

forment un groupe spécial, se séparant nettement par des pro- PRétés qui ne dépendent nullement du choix des axes coordonnés rectangulaires. On les retrouve encore en étudiant le problème suivant.
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suivant : si l’on pose 

dX _dY _dZ 
dx dy di  ? 

on devra avoir, en remplaçant ZX, dY, d2 par leurs valeurs, 

of of of 
(£- ) de + 07 Ÿ + 5e 45 = 0, 

; of a ..  % _ 
(34) SE de + (2) dy+ ds =o, 

dfs df2 dfa _ 
de dE + a © + (52) dz = 0. 

L'élimination de dx, dy, dz entre ces trois équations conduira 

bien à une équation du troisième ordre en À. À chacune des ra- 

cines de celte équation correspondra, en général, une seule direc- 

tion. 

Proposons-nous de rechercher toutes les transformations pour 

lesquelles les trois déplacements précédents sont deux à deux 

rectangulaires. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que, si d'et à dési- 

gnent les différentielles relatives à deux de ces déplacements, on 

alt 
dx dæ + dy dy + dz03 — 0. 

Joignons à cette équation les suivantes : 

Lam df,  Xdy=dfn  Xd=dfs 

Vôv=of, oy=än  Nôs= fa 

d’où l'on déduira l'identité | 

(A — X')(dx dx + dy y + ds 82) 

= dfèx — Ôf dx + dfi y — df1 dy + dfa03 — Ôf: ds, 

qui conduira à l’équation : 

df èx — Ôf dx + dfi dv — dfi dy + dfiôz — àf: dz = 0, 

ou encore | 

af _à à s CRUE 5 5 
(22) (ax y — dy 8e) + (gi -E) (dy ès — ds ôy) 

fa 
+ (-) (dzdæ—dxôz)=0.
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Si l'on désigne par le symbole ©’ la différentielle relative au 
troisième déplacement, qui doit être rectangulaire aux deux pre- 
miers, l'équation précédente peut s’écrire 

fi _ r\n fr _df\n DU)». - Ceres (EE) (EH) re 
Comme elle doit être vérifiée pour les trois déplacements rectan- 

gulaires, il faut nécessairement que l’on ait 

of _ dfs fa LS Pdf 03 oy dx 23 dy de 2 

  

  

, 

c’est-à-dire que la transformation soit définie par les formules sui- 
vantes : 

k oÙ oÙ oÙ (35) X= Y=5r 225 

où U désignera une fonction quelconque de æ, y, z. 
L e dérivées 9U. OU oU lus < U..U,.U es trois dérivées =, 37” oz °U» plus simplement, U;, U;, Us 

sont évidemment Les composantes de la grandeur © dirigée sui- 
Zi vant la normale à la surface (U) définie par l'équation U — const. Cette remarque donne l’interprétation géométrique de la transfor- mation à laquelle nous sommes conduits : le rayon vecteur OM représente, en grandeur et en sens, la dérivée de U suivant la normale à la surface qui Passe au point correspondant 7m» et pour laquelle U conserve une valeur constante. 

On voit quel intérêt il Peut y avoir, soit en Géométrie, soit en Physique mathématique, à associer à l'étude d’une fonction U des Lrois variables +, y, z celle de la transformation qui lui correspond et qui est définie par les formules précédentes (35). Sans entrer dans cette étude détaillée, nous allons montrer 
obtenir linvariant linéaire et deux autres inv 
ordre. 

Comment on peut 

ariants du second 

Il suffit, pour cela, de former l'équation en À qui prend ici la forme 
U: — À Us Ü;: s 

(36) Ui U22— À Us: = 0 
Us Us Us: — À
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et dont les racines sont évidemment des invariants. En prenant 

leur somme, on retrouve l’invariant linéaire de Lamé 

AU = Uni + Us + Us; 

mais il y en a encore deux autres, formés par la somme des pro- 

duits deux à deux ou par le produit des trois racines et qui sont 
respectivement du second et du troisième degré par rapport aux 

dérivées secondes. 
Ces invariants peuvent être tous formés en coordonnées curvi- 

lignes orthogonales. 
Si l’on rapporte, en effet, les points m de l’espace à un système 

de coordonnées curvilignes po, p4, 02, la grandeur géométrique OM 

a pour composantes relatives aux axes du trièdre (T) les dérivées 

de la fonction U suivant ces trois axes, c’est-à-dire les quantités 

aÙ 1 dU 1 OÙ 
(37) - 2H Mon ‘Mo 
U étant exprimée en fonction de p, p1, 92. Si donc on construit 

le trièdre (T’} dont l’origine est le point fixe O et dont les axes 

sont parallèles à ceux de (T), les valeurs de æ, y, s données par 

les formules précédentes seront les coordonnées du point M rela- 

üves à ce trièdre (‘L'). 

Par suite, lorsque p, p1, 92 varieront, les projections du dépla- 

cement de M sur les axes du trièdre (T’) ou du trièdre parallèle 

(T), seront définies par les formules (C'), déjà données au n° 108, 

D;= dx + (Bi0Y + Bo) de — 7 Boi doi —"2 Bos do, 

(38 D, = dy — x Bio de + (Bais + Bois) doi — 3 fie do. Y Y 

D, = da — x 820 de — y Ba dpi + (æ Por +7 Bi) da. 

En exprimant qu’elles sont proportionnelles aux projections 

H do, Hide, M dps 

du déplacement du sommet m du trièdre (T}), on aura l'équivalent 

des équations (34), c’est-à-dire 

d ‘ ox 

(ee + Broy + Bros — AH) de + CE — 78) doi + (GE — su) do = 0, 

Pl 

à à Von el 58e) do = 
(39) (Labo) de + (9 + Bna + Be —H ) dors (Z af) dos 0; 

dz 03 ( 93 — 1H ) do3 = 0. 
CE 7 — os do +i— + Æ + bi9Y 2 p2 
( vêu) do + (SE Ba) ei ds Bo2 fi
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En éliminant do, dpi, dos, on retrouve l’équation (36) en X 
dont les racines sont des invariants. On pourra donc retrouver 
l'expression en coordonnées curvilignes des trois invariants définis 
plus haut. : 

En particulier, si l’on prend la somme des racines, qui doit être 
A UÙ, on trouvera 

1 fox 1 fr 
AU = EC + Bio + Bass) + a (SE + Bars + fur) 

+ ef 7 

dz \ 
55: + Borx + Buy} 

2 p2 

et un calcul facile, où l’on remplacera les Bi et les +, y, 3 parleurs 
valeurs (A) et (33), donnera immédiatement l’expression déjà 
obtenue plus haut. 

114. Les formules précédentes nous permettent encore de ré- 
soudre une question intéressante relative aux transformations dé- 
finies par les formules (35). 

Nous avons vu que, pour chaque point m, les trois déplace- 
ments qui sont parallèles aux déplacements correspondants de M 
sont rectangulaires. Mais on peut demander, de plus, que ces trois 
déplacements s’effectuent suivant les normales à trois familles de 
surfaces orthogonales données. Cette question peut se résoudre 
comme il suit : ‘ 

Rapportons les points de l’espace au système de coordonnées 
curvilignes déterminé par les surfaces normales aux trois déplace- 
ments et cherchons à déterminer U en fonction de 9, P1, 22. Les 
équations (39) devront être vérifiées lorsqu'on ÿ annulera deux 
des ditlérentielles de, de,, das 

Cela donnera les équations 

dx dy oz Go) dx —J Boi = 0, d — *Pw=o, 95 — Pro —0, 
CE dy dz 33 “Pa —o, ds — “Be æo, 97, 7Pu—o, 

auxquelles devra satisfaire U. Si l’on y remplace z, y, 3 par leurs
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expressions, elles se réduisent aux trois suivantes : 

ŒU 1 OH OU 1 He OÙ 
Op10p2 Hi Opa Os Ho dpi pr 

(E) aU 1 OH» OU 1 0H OÙ 
—— — a © —— nm — — 0 

dp dp2 H> 02 do H dp: dp ? 

aU 1 OH AU 1 0Hi OÙ 
dpon — Hom 6 IE 

que nous rencontrerons plus loin. Contentons-nous de rappeler 

maintenant qu’elles admettent une solution dépendant de trois 

fonctions arbitraires d’une variable (1). Il y a donc toujours une 

infinité de transformations jouissant de la propriété requise, rela- 

tivement à tout système triple orthogonal. 

448. Nous allons terminer ce Chapitre en donnant à la fois une 

nouvelle application et un complément de la théorie du déplace- 

ment d’un trièdre mobile qui dépend de trois variables. Nous mon- 

trerons que cette théorie permet d'étendre aux coordonnées curvi- 

lignes obliques les systèmes (B) et (B!) de formules que l'on doit 

à Lamé. | 

Considérons trois familles de surfaces définies respectivement 

par les paramètres p, p1, P2- Si ces trois paramètres ne sont assu- 

jettis à aucune condition, ils peuvent être considérés comme des 

coordonnées curvilignes, aussi générales que possible, qu’il pourra 

y avoir avantage à introduire dans certaines recherches. 

En chaque point M de l’espace, faisons passer trois droites rec- 

tangulaires formant un trièdre trirectangle (T}, dont la position 

relativement aux plans tangents des trois surfaces coordonnées 

qui se croisent en ce point sera définie d’une manière arbitraire. 

Par exemple, l’une des arêtes du trièdre pourra être tangente à 

l'intersection de deux surfaces coordonnées, et l’une des faces 

qui passent par çelte arête sera tangente à l’une des deux surfaces 

auxquelles l’arête est tangente. En général, la position du trièdre 

trirectangle relativement au trièdre formé par les plans tangents 

aux surfaces coordonnées dépend de trois paramètres pour lesquels 

  

(') Leçons sur la théorie des surfaces (IV° Partie, Livre VII, Chap. XI).
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On pourra choisir des valeurs qui seront des fonctions quelconques des coordonnées curvilignes. Dans le cas des coordonnées rectan- gulaires, nous avons supposé que les deux trièdres coïncidaient. Cette hypothèse ne saurait être introduite dans le cas général ; mais on peut toujours supposer, par exemple, que les arêtes du trièdre (T') ont été choisies parallèles à trois droites fixes, de sorte 
que le trièdre n'aurait alors aucune rotation. 

Conservons les notations précédentes et désignons par ds l’élé- ment linéaire de l’espace, c'est-à-dire l’arc décrit par le sommet du trièdre (T) lorsque », o,, f2 varient et deviennent respective- ment p + do, p; + dei, 92 + de: ; on aura 

ds? =(E do + E, doi + bo do: } 
(0 Ci de + ai dpi + 2 do) (€ do +4 dpi + Le de2}?, 
et si l’on pose S 

(42) ds = D»XT do do, 
il viendra LL 

(43) Ai = bËr+ mine Cite = NE 

Nous allons montrer que les quantités À;4 satisfont à des équa- tions aux dérivées partielles du second ordre analogues aux équa- tions (B) et (B'). 
À cet effet, nous reMarquerons que le système (1), où l’on donnera à £ et à toutes les valeurs possibles, nous fournit neuf équations du premier degré, d'où l’on Pourra déduire les valeurs des neuf rotations Pi Qi, li exprimées en fonction des translations. Si l’on porte les Expressions ainsi obtenues des rotations dans les formules (2), on aura neuf équations du second ordre auxquelles devront satisfaire les translations. Ces équations du second ordre, dont le nombre se réduira à six, nous Le verrons, ne se présen- taient pas dans le cas où le déplacement dépendait de deux va- riables seulement. C’est grâce à elles que la théorie relative aux déplacements qui dépendent de trois variables présente quelque intérêt nouveau. Nous allons d’abord montrer qu’elles peuvent nous fournir les relations différentielles entre les coefficients de
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la forme quadratique (42), relations que nous avons principale- 

ment en vue (1). 

Supposons, par exemple, que le trièdre (T) ait été choisi de 
telle manière que son axe des æ soit tangent à l'intersection des 

surfaces de paramètres 0, et op: et que son axe des y soit normal à 

la surface de paramètre 94. On aura alors 

ñ —0, É—o, M2 = 0. 

Les équations de définition (43) donneront toutes les autres 

translations exprimées en fonction des coefficients de l'élément 

linéaire. On aura, par exemple, 

?2— Àoo, ki = Ac, &£ = A, 

et ainsi de suite. On tirera de là 

  A Aoi ÂAçe = ÿA = 2 Es — : 
Ë ÿ 00) 1 VA YA” 

v’A 
(44) < a —o, Ge 2 = 0; 

VA 22 À 00 — AË9 

t=o € 2 A9 À 00 — Ans Ac 5 Le = VA A00— Aa, 

nn YA 05 V A2 00 — A; ‘ VA 00 

A désignant le déterminant 

Aoo Ai A2 

(45) A—=| Ai Au Az 

Azo Aa As 

On pourrait done utiliser les valeurs précédentes (44) des trans- 

lations, et en les portant dans les relations différentielles du se- 

cond ordre dont nous avons signalé l’existence et indiqué plus 

haut le mode de formation, on aurait toutes les relations différen- 

Lielles qui doivent exister entre les quantités A;x. 

  

ec) On sait que la théorie des formes quadratiques de différentielles, sur laquelle 

nous avons l’intention de revenir, pour lui donner tous les développements qu’elle 

comporte, a été inaugurée par les travaux de MM. Christoffel et Lipschitz parus 

à la suite Pun de l’autre, en 1869, dans le Tome LXX du Journal de Creile.
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Le calcul que nous venons d'indiquer serait dépourvu d’élé- 

gance et de symétrie ; on peut l’éviter comme il suit. 

116. Désignons par à le déterminant 

£ n € 
(46) ô—lE 1 &, 

bo 2 Co 

qui, par l’emploi des relations (43), conduit presque immédiate- 
ment à la formule 

(47 ÿ—A, 

et introduisons les neuf quantilés À;x; définies par les formules 

Er, dx dnx Ex z Au = EE ONE LS, (48) a QUE = Er + ne QE + Gi F 
Nous allons chercher d’abord les conditions nécessaires et suf- 

fisantes pour qu’il soit possible de tirer des.équations (43) et (48), 
où l’on regardera comme connues toutes les fonctions Aix, Ait 
au moins un système de valeurs des fonctions E, ni Ge. 

En différentiant l'équation (43), on obtiendra immédiatement 
la condition 

dA;r 
(49) F2 

dy ï 

  = Ari + Ass, 

où les indices i, #, { peuvent recevoir toutes ies valeurs possibles. 
Ce premier système de formules est nécessaire, mais il n’est pas 
suffisant. Il exprime simplement, en effet, que les équations 
oblenues en joignant au système (48) les équations dérivées du 
système (43) sont algébriquement compatibles et ne fournissent 
qu'un système de valeurs pour Les dérivées En, One Ex, 

dps pr” dos 
on peut résoudre les 

1# Ask et l’on sera conduit 

Pour obtenir les valeurs de ces dérivées, 
trois équations qui définissent An, À 
au système suivant : 

  

s dx où où où 7 = Aout + Ait og + Aaet 0 

> On où où dè 50 Go — = À yy — J — Ô ( ) 04 A ok dr, Fur Feu 

Ne: ad 93 08 
°on dort y + Aix of; Aer
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d’où l’on déduira, par un calcul facile, la relation 

[a S dx DE ‘ 
| dr Oprr : 

(51) 4 
LL QfOËx Ex Onx dnx dr OC 

| = s( TG + ) =Ù Samar, des don Or pr der or 
h 

  

la somme du dernier membre étant étendue aux valeurs 0, tr, 2 

des deux indices h, h', et Az désignant le mineur qui est le coeffi- 

cient de A2 dans le déterminant A. 

Cela posé, en différentiant les équations (48), nous serons con- 

duits sans difficulté à la formule suivante : 

OAikr  OAkr _ Q Or dr dE: dËx 
(52 = 4 © 

) der CE dos dpr 051 dpr” 
        

où les indices à, k4, {, l' peuvent prendre toutes les valeurs 

possibles; et il est clair que toutes les équations ainsi obtenues 

tiennent lieu de celles que l’on obtiendrait si l’on égalait les deux 

valeurs distinctes des dérivées telles que AT HE ET 

peuvent fournir, par différentiations, les formules (50). 

On peut évidemment, soit à l’aide des formules (50), soit plus 

l'aide de la relation générale (51), éliminer de la re- 

les dérivées premières des fonctions £;, 

duit aux équations fondamentales 

> que 

simplement à 

lation précédente toutes 

n: Gi, et l'on se trouve ainsi con 

comprises dans le type suivant : 

. pr App 

(53) 2Aikr _ OA > ÿ (Air An Ant Ar) 27, 

91 vo k x : ; | 

  
  

s précédents, constituent, avec les 

relations (49), les conditions, à la fois nécessaires el suffisantes, 

pour qu'il y ait des fonctions £;, ni, G vérifiant, à la fois, les 

équations (43) et (48), où l'on considérera les Az et les Aix 

comme des fonctions données et connues. On peut donc énoncer 

le théorème suivant : 

qui, d’après les raisonnement 

Étant donnée une forme quadratique de différentielles 

ds? = > DAT doi do,
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st l’on à déterminé les valeurs les plus générales des fonc- 
tions Aix vérifiant les relations (49) et (53), l’intégration du 
système complet fourni par les équations (43) et (48) fournira 
tous les systèmes de valeurs des fonctions &, n:, (; permettant 
de décomposer la forme en trois carrés, de telle manière que 
l’on ait 

ds? (E dp + E1 dpi + ts dp»}? 

+ (a do + n1 dpi+ re do P+(E do +t doi+ €: dp:}. 

Il est évident que ce théorème purement analytique s'étend de 
lui-même au. cas de r variables, et, de plus, que les différentes 
décompositions en carrés de la forme qui répondent au même 
système de valeurs des A;x, mais à des solutions différentes des 
équations (43) et (48), se déduisent les unes des autres par des 
substtutions linéaires orthogonales à coefficients constants. 

117. Supposons maintenant que la forme quadratique con- 
sidérée soit l'élément linéaire de l’espace. On pourra la ramener à 
la forme 

dr? + dy?+ da, 

et il y aura une de ses décompositions en carrés (*) pour laquelle 
on pourra prendre 

dr à | d 5 = — DL 4 = Te, (54) Ex do ” A4 dr Cr = der 

On peut alors calculer très simplement les quantités A;y; on a, 
dans ce cas 

dr dx 55 Au = À gp = —— ———— ( ) êAË êtle 0; d5% dpr 

et des formules 

Aix = 7 Ar 07 = dx ox tk di 0° AT 6 , 2 Au= Ne Dr 

  

(') Si nous revenons au point de vue géométrique, 
carrés correspond au cas où le trièdre (T) aurait ses 
droites fixes. 

cette décomposition en 
arêtes paralléles à des
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on déduira, par différentiation, la suivante : 

dAix As OAxr dx dx 
dpr + px EE doi T? dpi d04 doy — 2 Air. 

    

Si donc on introduit le symbole de MM. Christoffel et Lipschitz 

défini par la relation 

  (56) [7] — I OA; JL I dÂ;r ï JA 

t 2 do 2 dk 2 d9; 

qui conduit à l'identité 

6 (= [4 
nous aurons 

| kt 
(58) Asrr = [ Û |: 

Toutes les quantités A; s'expriment donc exclusivement à 

l’aide des coefficients de l'élément linéaire et de leurs dérivées 

premières. Si l’on transporte leurs valeurs dans les formules 

générales (49) et (53), les premières sont vérifiées, les autres nous 

donnent la relation générale 

à TA o FAT WTA il MIEZ 

(0 molle EXT I-LITe 57 

qui résout le problème proposé. Elle ne change pas, on le re- 

connaît aisément, lorsqu'on échange soit £ et #, soit Z et ”, soit 7, 

k et L, l'; et elle tient lieu de six équations entre les coefficients 

-de la forme et leurs dérivées des deux premiers ordres. Ces 

équations appartiennent à deux Lypes différents : l’un qu’on obtient 

en supposant {= ë, Uk, i<k; l’autre, en supposanti <k |, 

l— à. 

La méthode suivie montre d’ailleurs que ces relations nécessaires 

  
sont encore suffisantes; car, si elles sont remplies, les relations 

générales (49) e1(53) sont vérifiées par les valeurs (58) des quan- 

üités A;x. Comme ces valeurs sausfont aux relations 

Ausrr= Autk 

les dérivées correspondantes des quantités Es, ne, Ge, qui sont dé- 

D 
14
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finies par les équations aux dérivées partielles (50), seront telles 

que l’on aura, pour tous les indices k et / 

Œx 2, One On, x _ 0, 
dpr do” do  dpk” 004 do” 

  

ce qui permettra d'exprimer &x, nx, Gx par les formules 

0x _ Ôr CES 

der” NAT dx” dpx” 
     b=   

Æ, , 2 étant trois fonctions convenablement choisies. 

118. L'analyse précédente aurait pu aisément être détachée de 
la considération du trièdre RE voici quelques remarques qui 

nous ÿ ramènent. 

D'abord si, entre les équations (1) et (2), on veut éliminer les 
rotations, on sera évidemment conduit aux relations (53). Mais, 
sans éliminer les rotations, on est conduit à quelques formules 
qui méritent d’être signalées. 

Reprenons les équations (1) entre Les translations et ajoutons-les 
après les avoir multipliées respectivement par &, 1, L:. On ob- 
tiendra une équation ne différant que par les notations de la sui- 
vante 

lé: Ex pr & Er pe 
Ai Au | on 9x qi — ln nv gx 

Le Lx 7 G Eorr 

Si donc on pose, pour abréger, 

&: Er pr 
(59) Ski | Qi Nk Gr |, 

& Ex re 
ce qui entraine les relations 

(Go) Éikt + Epit = O0, Eiit = O, 

On aura, pour toutes les valeurs des indices, 

(61) Ain An Sin esp. 

On à, d'ailleurs, 

JA5k il ÆI 
6 —— = A} GE = { 2) | dpr Acki+ Ait [x] + [ £ l
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et cetle équation, jointe à la précédente, permet d'obtenir l’ex- 
pression générale suivante 

kl 
(63) Aix = [ ; | + Ski 

des quantités À;y7. 

En substituant ces valeurs des A; dans les formules (53), 
on obtiendra un système de relations différentielles entre les 
coefficients de la forme quadratique et les déterminants e;y. 
Ces déterminants seront tous nuls si, comme nous l'avons 
supposé d’abord, le trièdre n’a pas de rotations. Mais, dans 
les autres cas, quelques-uns au moins seront différents de zéro. 
Leur emploi permettra de traiter les différents problèmes que 
l’on peut se poser et qui concernent la relation entre le trièdre 
mobile et celui qui est formé par les plans tangents aux surfaces 
coordonnées. Si, par exemple, on annulait les trois détermi- 
nants &;x pour lesquels les indices sont différents, on exprimerait, 
par cela même, que la rotation dont les composantes sont D4, Gr. 
ra son axe situé dans le plan tangent à la surface de paramètre 5x 
‘et cela pour les trois valeurs o, 1, 2 de 4.



  

CHAPITRE TEL. 
RECHERCHE D'UN SYSTÈME TRIPLE PARTICULEER. . 

Avant de poursuivre la théorie, on veut indiquer des applications des équations 
fondamentales à la recherche d’un système triple particulier. — Dans ses 
Leçons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications, Lamé 
a attaché une importance toute particulière aux systèmes composés de trois 

familles isothermes. — Définition d’une famille isotherme. — Condition d’iso- 
thermie; elle est vérifiée pour le système des ellipsoïdes homofocaux. — Il 

existe donc au moins un système triple, à la fois orthogonal et isotherme. 

— Lamé s'est proposé de déterminer tous les systèmes de ce genre. En met- 

tant le problème en équation, on reconnaît que ces systèmes particuliers ont 
une première propriété signalée par M. J. Bertrand : les surfaces qui les com- 

posent sont isothermiques, c’est-à-dire sont divisibles en carrés infiniment petits. 

par leurslignes de courbure. Mais cette propriété n’est nullement caractéristique; . 

elle appartient, par exemple, au système des cyclides homofocales, qui n’est 

pas isotherme. — Par suite, en se proposant la recherche de tous les systèmes 

triples composés de surfaces isothermiques, on est assuré d'obtenir non seule- 

ment tous les systèmes isothermes, comme le désirait Lamé, mais d’autres 
systèmes plus généraux. — Pour accroître encore l’intérêt qui s’attache à ce pro- 

blème général, on remarque que l’on sera encore conduit à le poser si l’on 

approfondit une belle découverte de Lamé. — L’illustre géomètre a montré 

que, si p, ps, p, désignent les coordonnées elliptiques d’un point de l’espace, 

l'équation de la chaleur admet une infinité de solutions de la forme suivante : 

F(e)fi(p:).f202). — Si l'on cherche tous les systèmes triples orthogonaux 

pour lesquels on peut formuler une proposition analogue, on reconnaît encore 
qu’ils doivent être composés de surfaces isothermiques. — Toutes ces re- 
marques nous conduisent donc à entreprendre l’étude du problème le plus 
général : détermination des systèmes triples composés de surfaces isother- 
miques. — Mise en équation; forme des valeurs de H, H,, H,. — On exprime 
d’abord que ces valeurs satisfont au système (B}, ce qui conduit à préciser 
leur forme. — On obtient ainsi trois types différents de solutions. — Pour 
étudier ces trois types et achever la solution, on exprime que les valeurs de 
H, H,, H,, vérifient le système (B'). — Forme générale des équations qui en 
résultent, — Conditions pour qu’elles soient compatibles avec celles que l’on a 
déduites du système (B}). — Application aux trois types précédemment obtenus. 
— Le premier type nous conduit à trois systèmes triples comprenant, soit une 
famille de plans parallèles et deux familles de cylindres isothermes; soit une 
famille de sphères concentriques et deux familles de cônes isothermes; soit 
une famille de plans Passant par une droite et deux familles de révolution 
ayant cette droite pour axe, et dont les méridiens forment un système à la 

fois orthogonal et isotherme. D'une manière générale, il faut joindre à ces 
systèmes leurs transformés par inversion, qui jouissent évidemment de la 
mème propriété. — Le second type ne fournit aucune soJution du problème et 
doit être rejeté. — Quant au troisième, il sera étudié dans le Chapitre suivant. , 
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119. Nous avons établi maintenant les équations fondamentales 
qui se présentent dans la théorie générale des systèmes orthogo- 
naux. Avant de poursuivre le développement de cette théorie, il 
convient que nous indiquions quelques applications de la méthode 
de recherche qui a été développée dans les Chapitres précédents. 

Nous étudierons tout d'abord un problème célèbre que Lamé 

s’est proposé dans ses Leçons sur la théorie des coordonnées 

curvilignes et leurs diverses applications. 

On sait que, dans un milieu solide homogène en équilibre de 
chaleur, la température stationnaire V doit satisfaire à léquation 

aux dérivées partielles 

7 VV DV 
@) AV — dx: un op D 02 —= 0; 

      

et, récipgfquement toute fonction finie V satisfaisant à celte 
équationNMéfini un état de température pour lequel le milieu se 

trouve en équilibre de chaleur. Les surfaces pour lesquelles la 

température conserve la même valeur sont ce que Lamé a appelé 

les surfaces isothermes du milieu relatives à l’état d'équilibre 

considéré. 

Pour qu'une famille de surfaces représentée par l'équation 

(2) 
o(æ,ÿ, 3, À)=0 

soit isotherme, il faut évidemment que l’on puisse prendre pour V 

une fonction de À, 
V = (à), 

satisfaisant à l'équation (1); ce qui donnera la condition 

07 A \?. A? [ex 22 à]. 
Fo) (G) Gros + T0 

d’où résulte la règle énoncée par Lamé : Pour que la famille de 

surfaces représentée par l’équation (2) soit isotherme, il faut 

et il suffit que l’on ait 

(3) A = f(X). 

Du reste, quand la condition sera remplie, la températare V, rela 

tive à l’état de distribution de la chaleur pour lequel les surfaces
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sont isothermes, se calculera par la relation 

dv dv 
ae T/O) 7 =, 

dont l'intégrale est donnée par la formule 

(4) V = perf7e d}; 

elle est, par rapport aux constantes arbitraires C, C' introduites 
par les quadratures, de la forme 

(5) V= CVi+ €, 

de sorte qu’à une même famille isotherme correspondent une inf 
# nité d'états stationnaires différents. . 

120. Considérons, par exemple, l’une des trois familles de qua- 
driques homofocales définies par l'équation 

x? » : 4? : 

(6) ai 5 gs — 10, 

où À désigne le paramètre de la famille. Si l’on pose, pour abréger, 

a _ÇQ_ 7 … 22? 
Sp PS 

on aura d’abord 

2% 9À 
. a — } +ÀS 05 

ce qui donnera 

AQ) = à 

puis, en prenant les dérivées secondes, 

CR æ où 0 \? o?X a tie pat (SE HAS 0. 
  

En ajoutant cette équation aux deux équations analogues en y 
et 5, et lenant compte des précédentes, on trouvera 

LI I , Ï } 

AG) (trs +). 
  

La condition de Lamé est donc remplie et la température V cor-
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x 
respondante à chaque famille sera déterminée par la formule 

(4), qui donnera ici 

dÀ 
7 V=c EE ———— , 

(7) ÎR € 

Ainsi, les quadriques homofocales et orthogonales définies par 
l’équation (6) constituent un système composé de trois familles 

isothermes. En d’autres termes, il existe dans un milieu homo- 

gène trois états différents d'équilibre de chaleur pour lesquels la 
température demeure constante, soit sur des ellipsoïdes, soit sur 
des hyperboloïdes à une nappe, soit sur des hyperboloïdes à deux 

nappes, homofocaux. 

On peut démontrer ce résultat par une méthode toute diffé- 
rente. Étant donné un système triple orthogonal, nous savons 
(n° 411) qu’en gardant toutes les notations précédentes, on a 

à (8) BH = E (     
HiMe OV\ à (Hi) ô (un. 

H ) ) on Ce où) * où (in 
Cette relalion nous permet d'écrire en coordonnées curvilignes 

l'équation aux dérivées partielles qui régit la température. Et, en 
particulier, elle nous permet de reconnaître immédiatement si la 

condition d’isothermie est vérifiée pour l’une ou l’autre des 

familles qui composent le système orthogonal. 

Si l’on veut exprimer, par exemple, qu’il existe un état station- 

naire de distribution de la chaleur dans lequel les surfaces de pa- 

ramètre p sont isothermes, il faudra exprimer que l'équation 

A3V =0 

est vérifiée quand on y remplace V par une fonction F(p) de p, 

ce qui donnera 
2 TH:H,, 
3 [er @)| = 0; de H 

ou, en intégrant, 

H;H., 
(9) —n F()=S, 

S désignant une fonction qui ne dépendra que de p, et de pa.
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Appliquons cette condition au système triple formé par les sur- 
faces homofocales (6). On sait (‘) qu'avec ce système l'élément 

linéaire de l’espace est donné par la formule 

à _(P—P1)(P — pa) 02 

= Je) # 
(p1—PXRI— pe) 7 2 

FT JD PT fi) 
Go) 

où l’on a posé 

(1) Je) = 4(a— p}(b —p}(e —p). 

Onaici 

V ft) 

(2) nm, — VPN: — pe), 
Vfte1) 

VCp2 — p}(p2 — pa) H, = V2 PAPE Pr), 
Vf(p2) ‘ 

et la condition (9) devient 

V— f{p1)f(p2) 

Elle sera vérifiée pourvu que l’on ait 

p) —S. 

Vf(e)F'(p)=20, 

C désignant une constante, ce qui donnera 

(13) | V=rcf +. 
p) 

    

Nous retrouvons la formule déjà obtenue plus haut. 

(pa— pHpa— Q 

D de, 

121. On voit qu'il existe au moins un système triple, à la fois 
orthogonal et isotherme, c'est-à-dire un système triple composé 
de trois familles isothermes. Lamé s’est proposé de déterminer 
tous les systèmes de coordonnées curvilignes qui satisfont à cette 

  

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (+ Partie, p. 158). 
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double condition. Il est aisé de trouver tout d’abord les relations 
différentielles que doivent vérifier alors les fonctions H, H,, H. 

Supposons que p, 91,02 aient élé choisis de manière à étre, 
selon l'expression de Lamé, les paramètres thermométriques des 
trois familles isothermes, c’est-à-dire vérifient les équations 

Me —o, A2p1—0, A3p2= 0. 

En substituant pb, p,, p2 dans l'expression générale de A(V), 
on aura tout de suite les équations aux dérivées partielles 

    9 fHiH\ à /HH; 0 Fe (Re. _o 

x ( H /—° a ( ne dP2 H) = 

qui expriment la propriété cherchée. Elles donnent, en intégrant, 

Hi HH HHi 
(4) RS RS   = Sa, 

S; désignant, pour abréger, une fonction qui ne contiendra 

pas la variable 3. 

On déduit des équations précédentes les valeurs 

(15) H=VSS, Hi=ySS,  Hi=ySS 

de H, H,, H,; de sorte que l’on aura, pour l’élément du sys- 

tème triple cherché, l'expression suivante 

(16) ds? = S1S2 do+ SS; de? + SS; do?. 

Cette formule permet de vérifier immédiatement une propriété 

des systèmes triples isothermes, qui a été signalée par M. J. Ber- 

trand (1). Chacune des surfaces qui les composent peut être 

divisée en carrés infiniment petits par ses lignes de courbure. 

Si l’on suppose, en effet, do: — 0, l'élément linéaire de la surface 

de paramètre p, sera défini par la formule 

(47) ds? = Sa(S1 do?+ S dp?). 

    

  

(1) J. BERTRAND, Mémoire sur les surfaces isothermes orthogonales (Journal 

de Liouville, L. IX, p. 11735 1844).
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Le paramètre p, étant constant, S, deviendra une fonction de p, 

S une fonction de 0, ; par suite, le rapport des coefficients de dp? 

et de dp? sera le quotient d’une fonction de p par une fonction 

de p,. Cette relation caractérise, sur une surface quelconque, les 

systèmes de coordonnées jouissant de la propriété annoncée (1). 

192. Ainsi, tous les systèmes triples, à la fois orthogonaux et 

isothermes, sont nécessairement composés de surfaces qui peuvent 

être divisées en carrés infiniment petits par leurs lignes de cour- 

bure. Mais la réciproque n'est pas vraie, et l’on connaît au moins 

un système orthogonal, celui des cyclides homofocales, qui, sans 

être isotherme, jouit de la même propriété. On sait, en eñet () 

que, si l’on considère les cyclides homofocales définies en coor- 

données pentasphériques par l'équation 

x? « Se ë 
1 

  

il passera trois de ces surfaces par chaque point de l’espace; et, 
+ 1 La! > : 
si l’on désigne par p, 91, p2 les paramètres de ces trois surfaces, 
9212 er , y . 
l'élément linéaire de l'espace sera défini par la formule 

M2 ds? — @— e1)(P — P2) do? 

  

(9) | (er pp) (ea p)(pa— pi) 
HU en PAT Je) 

où l’on a posé 

(20) Jp) =(p—ai)(p — @2)...(p — a) 

et 

@n) M D DE RE 0, 

Rx étant le rayon de la sphère coordonnée (S;). Quant aux coor- 
£ . ee? . . , 

données x:, elles s'expriment en fonction des coordonnées curvi- 

  

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (1° Partie, n° 115). 

() Leons sur la théorie des surfaces (°° Partie, n° 154). Voir aussi plus lois, 

n° a
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lignes par les formules 

ji — (ai p (a; — - \ (22) Ti = DC EUTE AN (E=1,2,...,5). 

La formule (19), en même temps qu'elle met en évidence l'or- 
thogonalité du système de coordonnées curvilignes ainsi constitué, 
montre aussi que chaque cyclide peut être découpée en carrés 
infiniment petits par ses lignes de courbure, car si l’on fait, par 
exemple, p2— const., on obtient, pour l’élément linéaire de la 
surface de paramètre 02. l'expression 

mt nt PI P2 po 23 ds = PR PUR gp 8 LL? (23) [ni ee]. 
d’où résulte immédiatement la propriété annoncée. Nous avons 

déjà exprimé cette propriété en disant que la surface est isother- 
mique (1). 

123. Proposons-nous, d'une manière générale, de rechercher 
tous les systèmes triples orthogonaux, nécessairement plus nom- 
breux que les systèmes isothermes, pour lesquels toute surface 
de chacune des trois familles peut être divisée en carrés infini- 
ment petits par ses lignes de courbure, c’est-à-dire est isother- 

mique. Il est facile de trouver quelle doit être, dans ce cas, la 

forme de l'élément linéaire de l’espace. Posons toujours 

ds? H?d>?+ H° do? + H° do. 

Sur la surface de paramètre Pa, l'élément linéaire aura pour ex- 

pression 
ds? = H?do°?+ H? ds? ; 

el, pour que le réseau des lignes de courbure soit isotherme, il 

faudra que l’on ait 

MH _ J{e). 
1 Jfi(ps) 
  

mais, p2 étant constant sur la surface, les fonctions f et f; peu- 

  

(') Lecons sur la théorie des surfaces (1° Partie, n° 434).
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vent contenir p», et l’on doit écrire 

MH f(e.p2). 
Hi fier, p2) 

Dans tout ce qui va suivre, nous désignerons par une grande 

lettre affectée d'indice, À; par exemple, une fonction ne conte- 

nant pas la variable oi, et par une petite lettre affectée d'indice, . 

a; par exemple, une fonction de la seule variable p;. L'indice 

zéro correspondant à la variable os sera supprimé. L’équation pré- 

cédente pourra donc s’écrire 

H _A 
H, A 

On devra avoir de même, en considérant les deux autres familles, 

H, RP: LE G 

H,  B; H C 

La multiplication des trois équations nous donne 

CAB 
AB 
  

Il est facile de voir que la solution la plus générale de cette équa- 

tion est fournie par les formules 

C C2 A: a B La
 &i 

À — ,, ? ‘ — 2 A = T2 À & B; 3 C2 a [ 

qui donnent, en introduisant les fonctions S, S,, S; de même dé- 
finition que À, À,, .. 

? 

S = Aa; Ca, Si Ait = aB;, S2 = Ba = Cia. 

On déduit de là les relations 

HS, HS, IS 
H,  S H, S,’ HS,’ 

, . . et l’on pourra adopter les expressions suivantes 

  (24) ne Se, y, SS: SS M TM” B= = 

4 N Lio . ù . . où M désignera une fonction quelconque de Ps Pis 0e. Pour la
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commodité des calculs, nous prendrons 

(25) H — gere, H;, — LeR+R. ,— L'eh+R M , H= ;çe +k, 

R,R,, R: étant de même définition que S, S4, S, c’est-à-dire 
ne contenant chacune que les deux variables d'indices différents. 
On obtiendra les expressions données plus haut relatives aux 
systèmes isothermes en faisant 

M=—1. 

124. On est encore conduit à rechercher les mêmes systèmes 
orthogonaux si l’où se propose une question très intéressante 
dont l’origine remonte à la plus belle découverte de Lamé. 

Si l’on applique l'expression (8) de A, V au système de coor- 
données elliptiques pour lequel l'élément linéaire est défini par la 
formule (10), on reconnaît immédiatement que l’on a 

ave VB [ro = Gen à VO &] 
: Vfip:) APFSSN 

(26) (pi —p)(pi— pa) dpi [7e] 

en 2 ea]; ( (pa — p)(p2— p1) 0p2 

et de là il résulte que l’on aura des solutions de léquation de la 

chaleur 
AV =, 

si l'on peut satisfaire aux trois relations 

re 2 [V7 Sr] = (ae +mv, 

  

_ - OV (27) Len [Pen EE] = tas Bi, 
— -—— OV 

Vftp2) _ [ VF) | = (Ap:+B)V, 

où A et B sont deux fonctions quelconques. C'est ce qui aura 
"1? 

lieu si l’on suppose À et B constantes, et st l’on prend 

(28) V= o(b)œ1(p1)92(93), 

les fonctions d’une seule variable ©, #,, ©, étant déterminées par
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les équations linéaires 

    

VFe) ñ [7 #] = (A? +B)e, 

VO 2e [Ven A] = CAp1+ Byer 

es rs] = (A pa+ B)g. 

Il y aura, en définitive, pour trouver la solution particulière 

définie par la formule (28), à intégrer l'unique équation linéaire 

_—_— 4 — À \ . 

(29) _ OGM )=(Ae+8) 

où À et B sont des constantes quelconques. 

On sait comment l'emploi des solutions par ticulières (28) a 

permis à Lamé de résoudre le beau problème de la distribution 

de la chaleur à l’intérieur d’un ellipsoïde, et comment l'étude de 

l'équation linéaire précédente, faite par M. Hermite, a été l'oni- 

gine des plus importantes découvertes analytiques. Il était donc 

naturel de se proposer la recherche de tous les systèmes orthogo- 
naux auxquels on pourra appliquer la méthode de Lamé, et avec 

lesquels on pourra trouver une infinité de solutions de l'équation 

de la chaleur, en prenant pour V une fonction de Ja forme 

(30) . V=Pf(p)fitoi)fapa), 

où P désignera une fonction tout à fait déterminée de 0, Pis Pa 

mais où les fonctions f, 1, f: pourront être choisies d'une infi- 

nité de manières différentes et devront satisfaire à des équations du 

second ordre. La forme précédente, un peu plus générale que 

celle (28) de Lamé, la comprend comme cas particulier el s'y 
réduit pour P = 1. Voyons comment on pourra traiter Le problème 

ainsi posé. 

Si, pour abréger, on pose 

  
HR __ HR HH, 
TO AK, 2H 

  

l'équation de la chaleur prendra la forme 

2) LL w 
da de d5i (es a) + _ D) T9:
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Si l’on y substitue la valeur (30) de V, elle devient 
"Co dP da ’ 9 oP Greg (ere) (jee 

les termes non écrits s’obtenant par des permutations circulaires, 
effectuées sur l’indice. Les fonctions f, f,, f: doivent donc satis- 
faire à des équalions linéaires. Par exemple si, dans l'équation 
précédente, on donne à 91 et à p2 deux valeurs constantes quel- 
conques, on trouvera pour f une équation de la forme suivante : 

af"+bf + cf =, 

  

  

où &, b, c sont des fonctions quelconques de 0. 
Réciproquement, së l’on veut que les deux solutions d’une 

telle équation puissent être associées aux fonctions fi, f: pour 
donner une intégrale de l’équation de la chaleur, comme cela 
a lieu dans le cas des surfaces homofocales du second degré, il 
faudra que l’équation (31) soit identiquement vérifiée par l’em- 
ploi de trois équations de la forme précédente, l’une pour f, la 
seconde pour /;, la troisième pour f:. Écrivons ces trois équations 
sous la forme suivante : 

{ Fe) + e(b)f(e) + Lp)f —o, 
(32) Pie) + pipi (or) + bip) fi = 0, 

l 2 (92) + &a(p2)f2(p2) + bpa) fa = 0, 

il faudra que, si l’on en tire Les valeurs des dérivées secondes 
F'(e); fier); fa(e2) pour les porter dans l'équation (31), celle-ci 
soit vérifiée au moins pour deux valeurs différentes des rapports 

JF, di, fa, Comme elle est linéaire par rapport à ces rapports, F° F° À 

il faudra égaler à zéro le coefficient de chacun de ces rapports 
ainsi que l’ensemble des termes qui ne les contiennent pas. On 
obtient ainsi les conditions 

/ dP dx ve T +P UE = Pao(p 
9P Ôx 

a PT = Pa vi(pi), 

{ oP az 
(33) 2m +PTE = P Ea(p2), 

d / dP\. à f dP »( oP 
AGE (3) Ta (3) 

— Paÿ+abi+ ad) =o,
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qui devront être satisfaites grâce à un choix convenable des fonc- 

üons ?, Yi, Da € d, d,, L,. Réciproquement, toutes les fois 

qu’elles seront vérifiées, on pourra affirmer que l'équation de la 

chaleur admet huit solutions particulières, linéairement distinctes, 

de la forme suivante 

P f(p)f1(p1) f2C02) 

où f(9), fi(pa), fa(p2) désignent respectivement des intégrales 

particulières des équations linéaires (32). 

Il nous reste maintenant à examiner les conséquences des rela- 

tions (33). 

La discussion se simplifie beaucoup si l’on remarque que les 

équations (32) sont linéaires; on peut donc, en remplaçant res- 

pectivement p, p1, pa par des fonctions convenablement choiï- 

sies de ces paramètres, les ramener à une forme nouvelle pour 

laquelle seront nulles les fonctions ©, #1, 6. Alors les trois pre- 

mières équations (33) se réduiront aux suivantes : 

(34) O(aP2) _ (a P?) _ d(aP?) 
9 dpi dpa ’ 

et donneront, en intégrant, 

aP2= 5$S?, a P?= S?, 23 P2= S2, 

S; ne dépendant pas de p;. Si l’on se rappelle la signification de «, 

41, 4, cela donne, pour H,H,, H;, des valeurs de la forme suivante 

_ S1S2 (35) n = Si$e ss, ss, 
> H= 5 > B= 5 

identiques, aux notations près, à celles que nous avons obtenues 

plus haut. 
« - 3 _ FL À x : Ainsi, l'on est encore ramené à la recherche des systèmes triples 

pour lesquels H, H,, H, sont donnés par les formules (25). Pour 

ces systèmes, on aura 

(36) a; =— JL eh 

de sorte que les équations (34) nous donneront 

" à /P? 

on (sr) = 
P? et, par conséquent, le rapport = sera une constante, On pourra
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prendre 

L 
P — M?. 

Si l’on substitue cette valeur de P ainsi que les valeurs de «, «, 
42 dans la dernière équation (33), elle deviendra 

=: 
2 2 1 - 

en Ce M +d né) 
dp? ‘ 

1 . {M -1 . [9'M > _ + en (: Ts + di M s) e?k: ( _ + d M ) = 0. 
DL f LE] 

  

C
E
 

1
9
 

  

  

Mais nous ne ferons pas usage, au début tout au moins, de cette 
condition supplémentaire pour M. 

125. Proposons-nous donc de déterminer tous les systèmes 
orthogonaux pour lesquels les valeurs de H, H,, H; sont données 
simplement par les formules déjà écrites 

I I T — L eheR, = LyR+R = LyReR, (37) H ii‘ 1 ; H; ui‘ > EH; n° +R, 

Il faudra former les fonctions Br, exprimer ensuite que ces 
fonctions vérifient les systèmes (B) et (B’) du Chapitre précé- 
dent. Calculons d’abord ces fonctions Bi. On aura 

j enr, /_ #0. JR = er (M1, 0 Bou—e ( M 7 ‘ ? Pro = ef M To ? 

= el Ÿ1 5m) nerf #2, 0R (38) Pise ( M 92)? Pu=e N À 5 /° 

3, — gr (22, OR 820 = € ë ( Ai + dp2 ,   
Pre = eR—R: (— Ze + D) 

À \ M | dp 

Nous avons, pour abréger, désigné par 4, æ,, æ, les dérivées 

premières de M; nous adopterons une notation analogue pour les 
me 

dérivées d’ordre supérieur. 5 

Les fonctions 8; doivent d’abord satisfaire aux équations (B) 
du Chapitre précédent 

031% 

dp 
    

03; à 
— Bio 892; dr = Bar 810; ne — Boz2 Base 

En substituant leurs expressions dans ces équations, on ob- 
D. 15
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uendra le système 

  

0R oR 
Pres, F1 90 + MU, 

oR ôRi 
(39) ° TT 20 FT + MU:, 

2R3 2 
Toi = T1 do + æ 0 + MU, 

où l’on a posé, pour abréger, 

A(R— Ra) O(R—R;) OR OR 

  

= dpi pa 7 dpi 0ps° 

À O(Ri—R) 0(Ri—Re) OR Ou 
40) UÜU; =  d  dœ — pr dœ ° 

y, — Re Ra) 0(Ro—R) Re 0Rs 
2 -dp dpi Jp ‘091 

Pour que les équations (39) soient compatibles, il faudra que 
les trois valeurs différentes de 

M 

dp dpi 092 
= Lo12 

que l’on peut en déduire par la différentiation soient égales. Or, 
en différentiant la première équation par rapport à o et remplaçant 

Lo) Lio par leurs valeurs déduites des deux autres, on trouve 

    
ox OR; 9P> Le oR OR 2 ôR, 0R 

27 0 d2 pr 100» dp ? > dpi 

aU JR oR 

Les valeurs que l’on trouvera en “opérant de même avec les deux 

autres équations (39) ne différeront évidemment de la précédente 

que par le coefficient de M. On doit donc avoir 

      

{ AU à Ô 
+ Ü: Fm + U: JR 

an ° 93 
dU: oR: oR: a: aR: dR: 

= — + U, ——— = — 2 2, 

| dpi top» do — pp * Ù ‘de +U di 

Or il est aisé de vérifier les identités 

oR y po: 1 0 
U + U à + U —— = U =? 2, ‘9 7 20% dp œ US
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Les équations (41) se réduisent donc aux suivantes : 

dU _ él dUe. 

0p — dm — 062 
  

Comme un caleul direct permet de constater que l’on a identi- 
quement 

oU ôU: oU: 
— + + 
dp pi de 

    = 0, 

on voit que les équations (41) peuvent être remplacées par les 
suivantes : 

dÙÜ __dU,  dU, 
= —-—— = 0 

09 7 de: 22 
(42) 

Chacune des trois fonctions U; ne doit done pas dépendre de la 
variable de même indice. Par suite, en désignant par K, K,, K: 
irois fonctions de deux variables telles que K; ne dépende pas 
de gi, On pourra toujours écrire 

92K 9R OR 

et de même pour U, et U,. Nous mettons une dérivée seconde 
pour la commodité des calculs qui vont suivre. 

Nous aurons ainsi Le système suivant : 

ÔR> oR 9Ri . 0R __ _®K 

(os 7 dpr] À Op2 092) dos da” 

! oR dRi\/OôR; . ÊR __ æK; 

(43) Ge — 7e "œ — œ) pop; 
9R;: 0R2 7) ôR 5) L #K 

(— pi pr] don” 

qui devra être vérifié quand on choisira pour K, K,, K, des 
fonctions convenables des variables dont elles dépendent. 

Quant aux équations auxquelles doit satisfaire M, elles pren- 
dront la forme 

  

  

AK oR 0R 

  

! oR R y ER R) 
| RSA, 29, der 09 — 071 0) 

| LEE Ki ORy OR; 
(414) É Fo 2 + Po de + M (Z de; Gp æ J 

Loi = Lo     

#1 do 02! do dn /? 
Re OR n(Eke K, 0R 2e), 

dd _ 

dp1 9?
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crelles deviendront compatibles, c’est-à-dire elles admettront une 

solution dépendant de trois fonctions arbitraires d’une variable, 
si le système (43) est vérifié. 

126. Nous allons d’abord chercher la forme des fonclions R, 

R;, R:; K, K,, K2 qui peuvent satisfaire aux équations (43). Ces 

équations, différentiées respectivement par rapport à 9, 94, 9»: 
nous donneront les suivantes : 

        
(5 9m _ êhe) Œ®R _/0R _0R\ @Ri = (it OR; \ d°R> 
18) (gr 0p des = (os dpi / 0p 2 a des ) ar 0e 

Supposons d’abord que l’un des binomes | 

} U6) ORy OR Re OR OR OR: j 
0p Op? Opi dpi pr Op 

  

soit nul et que l’on ait, par exemple, 

oR,  oôR, 4e — — = (47) op op 0;   

ce qui donne, en différentiant, | 

dR; Re | 
= O — = 0. 

Alors les équations (45) seront vérifiées. Nous avons ainsi un€ 

première solulion du problème proposé. On déduit facilement des 

trois équations précédentes que l’on a 

4 

(48) Ri= «+ @, R= «à + ai, \ 

ai ne dépendant que de la variable gi Quant à R, comme il ne 
doit satisfaire à aucune condition, ce sera une fonction quelconqu€ 
de 91, 92. Mais on peut simplifier cette première solution. 

Remarquons en effet que, si, dans les expressions (35) de H: 
4, 12, on remplace R, R,, R; respectivement par 

R'+aita, Rita, Rita, 

a; ne dépendant que de p;, R', R', R' scront des fonctions de 

même définition respeclivement que R, R,, R.. Remplaçons 

maintenant M par M'extata; les nouvelles expressions de H>
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H,, H; seront 

4 
I 

M' 
, T , eR+Ri+a, H: = — eR Rio 

M 
H — _ eR+Ri+e ff 

et ne différeront des anciennes que par la présence des facteurs 
e%, eh, e%. Mais on pourra faire disparaître ces facteurs en substi- 
luant aux coordonnées curvilignes o, p,, e2 de nouvelles coordon- 

» F # { £ ! 

nées 0’, p,, 22, définies par les quadratures 

p= Jet de, 2, = | e% dpi, p, = | et dps. 

On voit donc que, sans diminuer la généralité du système 

cherché, on peut remplacer les fonctions R, R,, R: par les sui- 
vantes : | 

R+ta, Ritter, Rita, 

où w, %1, &, désignent trois fonctions quelconques qui dépendent 

chacune de la variable de même indice. 

Appliquons cette remarque générale à notre première solution, 

définie par les formules (48). Nous voyons que les fonctions R,, 

R: pourront être ramenées à zéro pourvu que l’on prenne 

a+a—o, a+ = 0; XL + A = 0. 

Ainsi cette solution est caractérisée par les deux relations 

(49) R=o, R=— 0. 

127. Supposons maintenant qu'aucun des binomes (46) ne soit 

nul, mais que l’une des dérivées secondes 

OR dR 02 
(50) dp1dp2” 00 dpdn 

Je soit. Alors, d’après les équations (45) et l'hypothèse précé- 

dente, ces trois dérivées seront nulles en même temps, ce qui don- 

nera 
R= a+ b:, Ri= G+ 0, Ro a + b1, , 

ai, bi désignant des fonctions de la seule variable 9;. En introdui- 

sant comme précédemment des fonelions «, «,, 2, On pourra ra-
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mener les valeurs précédentes à la forme plus élégante 

(51) R = a; — @, Ri= @2— a, Ra — a; 

mais, pour qu'aucun des binomes (46) ne soit nul, il sera néces- 
saire qu'aucune des fonctions a;ne se réduise à une constante. 

Tel est le type de notre deuxième solution. 

128. En dehors de ces deux premières solutions, il n’en existe 
aucune pour laquelle l’un des binomes (46) ou l’une des dérivées 
secondes (50) soit nulle. Par suite, la comparaison des équations 
(43) et (45) nous conduira, pour toutes les autres solutions cher- 
chées, aux relations suivantes : - 

  
  

  
  

œK ®K, 2K 

09 1 dP2 : dp dpz __ dp dp1 . 

OR dR,  dR, 
    

  

dpi de 0p d02 de des 

La valeur commune de ces trois rapports, le premier ne dépen- 
dant pas de p, le deuxième de e, et le troisième de p2, ne peut être 
qu’une constante k, différente de zéro. Ï1 suit de là que les équa- 
tions (43) se changeront dans les suivantes : 

(SE —) ( me) k d2R   
dei dpi) \ops Gps] 7 aprops” 
OR 0R\/0R OR, 02R (5 dE ——— (2 TON 132) Ge Ts) (Ce dp ) Topos” 

(Re on (or. R\ y Re 
d op / Vox x) Ton” 

où ne figurent plus les fonctions K,K,, K°. Nous allons voir qu’on 
peut aisément les intégrer. 

Prenons, par exemple, la première et effectuons-y la substi- 
tution 

| R = Ri+ R;— 4 logb, 
elle deviendra 

920 

On aura donc 

0. — Sa + So, R = R; + R2— k log{ Si + S>),
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S1, S2 étant des fonctions de même définition que R;, R:, c’est- 
à-dire ne contenant pas respectivement ps et 9e. 

Comme R ne doit pas dépendre de p, on pourra, dans la formule 

précédente, donner à p une valeur constante qui transformera R;, 

S, en des fonctions de o;, R:, S: en des fonctions de p;. On a 

donc pour l'expression. générale de R 

(53) R=Gi+ a2— hlog(a; — a}, 

«;, &i dépendant seulement de p;. Aucune des fonctions &, &, &2 

ne peut se réduire à une consfante; car, sans cela, deux des trois 
dérivées secondes (50) seraient nulles, contrairement à l'hypo- 

thèse qui caractérise celte troisième solution. 

Cela posé, prenons la première des équations (52) et rempla- 

çons-y R par la valeur précédente. Elle pourra se mettre sous la 

forme 

  

    

ha’ La ha, La 

Re y OR 
05 : d. 

Les deux mémbres de l’équation précédente sont indépendants, 

l’un de p», l'autre de p,. Ils sont donc égaux à une même fonction 

de o, que nous désignerons par 4. On aura donc 

0R2 , ha oRi , ha, 
= I — = 
CN &— &: CEPR AG 

  

ce qui donnera en intégrant 

i R: = + a — hlog(a — &); 

(55) LR = 0 + BA É Ris + B—ilog(a— 2), 
et B désignant des fonctions de o. 

Substituons ces valeurs, ainsi que celle de R, dans la seconde 

équation (52); si l’on se rappelle qu'aucune des fonctions a; ne 

peut se réduire à une constante, il viendra 

a = 8" 

On peut supposer, sans restreindre la généralité, 

— 8: 
a —ÿ;
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car on peut, sans changer la valeur (53) de R, remplacer «,, &» 
par &; + X', ao — h', h' dési gnaut une constante quelconque. On 
obtient donc, pour la forme définitive de la troisième solution, 
les expressions suivantes 

R = a+ a — hlog(a; — &), 

Ra + 

de R,R,, R.. 

129. En résumé, nous av 

Ri=a +a— hlog(a:— a), 

a —hlog(a —a;) 

ons les trois types de solutions carac- 
térisés respectivement par les formules (49), (51) et (55). Nous 
allons les examiner successivement. Mais auparavant indiquons 
d’une manière précise le point où nous sommes parvenus. 

La fonction M devra satisfaire aux trois équations aux dérivées 
partielles (44), qui seront compatibles; mais il nous reste à 
exprimer que les fonctions Ba satisfont encore au système (B') du 
Chapitre précédent 

  

  

| de CRE 
dpi + der + Boi Bo = 0, 

_ Bee dur (56) | pe + do bof o, 

9801 Mo à . 
op pr + PPet 0 

ce qui va nous donner trois nouvelles équations aux dérivées par- 
tielles pour M. Or, ces équations ne contiennent, outre les dé- 
rivées premières, que les d érivées secondes Zoo Li1, Æo> de M, 
el il est aisé de les résoudre par rapport à ces dérivées. Si on les 
ajoute, par exemple, après 
par — H, H, et H,, on aura 

  

  

Les équations que l’on 

les avoir multipliées respectivement 

  

OR; 2" dR; OR, ŒR, %R; 

DR) dt de 
2R  ®R. 
  

  Eu 2 (à _ me) 
dpi (dpi dpi dp? 

Lo a) R;, : PR + 0R, /0R OR; \ 

dpz Op op: GC — &.)] 7° 
obtiendrait en Permutant les indices 

donneraient de même les dérivées secondes x,, et os.
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Ces nouvelles équations ne sont pas nécessairement compatibles 
avec les équations (44). Cherchons d’abord quel est le degré de 
généralité de la solution commune qu'elles doivent avoir. 

S'il existe un système orthogonal répondant à la question, ses 
lransformés par inversion donneront aussi des solutions pour 
lesquelles les rapports mutuels de H, H,, H, seront les mêmes ; 
Mais M sera remplacée (n° 98) par 

AM((e— a+ (y —5P+(z— c)] 4 
æ, J, 5 étant les coordonnées rectilignes et «, b, c, k quatre con- 
stantes arbitraires. Il faut donc que la solution commune des six 
équations (44), (53) contienne au moins quatre constantes, c’est- 
à-dire que l’on puisse prendre arbitrairement, pour un syslème 
donné de valeurs de 8; 21, £2, la fonction M et ses trois dérivées 
premières. Or, comme ces équations font connaître toutes les 
dérivées secondes de M, on reconnaît immédiatement qu'elles ne 
peuvent admettre une solution plus générale. Pour exprimer 
qu'elles sont compatibles, on les différentiera, ce qui permettra 
d'obtenir deux ou trois expressions différentes pour les dérivées 
troisièmes de M relatives à deux au moins des variables 9, 15 22) 
ces expressions d’une même dérivée, qu'on pourra ramener à ne 
contenir qué les dérivées premières z4,x,, æ:, devront être égales 
pour toutes les valeurs de ces dérivées, c’est-à-dire qu'elles devront 
être les mêmes, terme pour terme. | 

On a déjà exprimé, en étudiant le système (44), que les trois 
valeurs obtenues pour 2ç12 par la différentiation de ces équations 
sont égales; il resterait à exprimer que, si l’on calcule de deux 
manières différentes une dérivée telle que Zyo:, soit en différen- 
tiant par rapport à p la troisième équation (44), soit en différen- 
tant par rapport à p, l'équation (35), les deux expressions 
obtenues sont égales terme à terme. Cela fait, les six équations 
auraient une solution commune avec quatre constantes arbitraires 
el formeraient un système complet. 

130. Le calcul indiqué n’est pas impraticable; mais on peut 

l’abréger beaucoup et le faire sous une autre forme en remarquant 

que les six équations (B), (B') offrent des combinaisons inté- 
grables.
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Considérons, en effet, les deux équations 

0B10 ô 

  d 2 dè 

4 + Pa + Bio812 = 

du groupe (B'), et multiplions-les respectivement par Bio ds; 

B20 do. En vertu des équations (B), elles pourront s’écrire 

    

  

3 n 

Bio 7 doi + Ban DE dou + Bio “us dei=0, 

1 

0810 ” 039 0 0302 L 

Bio dp dp2 + P2o do dis + P20 D Pr 0. 

En les ajoutant et supposant constante la variable p, on 

trouve 

(58) a fie + fie +810 “ ds +-Pao D d di = 0.   

Or on a, dans tous les cas, en vertu des équations (B), 

(re 2 (nt) 
et, par conséquent, si l’on regarde toujours p comme une con- 

stante, la différentielle 

  

B10 Ps dat 820 —   

peut être exactement intégrée. 

Dans le cas particulier que nous avons à traiter, ce point peut 

être vérifié comme il suit. On a, en se servant des expressions (38) 

des fonctions 4, 

D . ORi. Ti 0R Ô 0 __ 9% 
Bio TT œ 01 Bio + ( - Re) dp ( NW — dp ) 

: R | 1 d fo  dPs\? 
= 10 Bo + 7 (BioBar)— Lam) . 

On trouve, d'autre part, en tenant compte de la troisième équa- 
tion (44), 

à. æ oK o? 
Babe (+) = dx (Ke — Log M);
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ce qui permet d'écrire 

8 Por _ 9 OR fan  0K2 
de — op op \M -T) 

+ Ce Log) (- me) 
T9 2 Ôpi dp 

En intégrant, on lrouve 

dBo1 oR; To 0K2\ 
Jr de 21 — D (ii — R ) 

+ 06 LogN)— À (Re — ne) 

M d2 

L K; dR1 Ô0K:; 

F7 dpt 09 

L, désignant une fonction qui ne dépend pas de p,; quant aux 
deux termes qui suivent et qui ne dépendent pas non plus de p,, 
ils sont ajoutés pour la symétrie des calculs. On trouverait de 
même 

ICE y _ 9/0 _ 0Ki 
30 2 Go \M — 

Lo ôR, \? (Ki — Log) — = (Re Fr _ 

Ur x, OR: 0K 
FT dpt — 03 do | 

‘ 

    

L, ne contenant pas p,. Les deux fonctions L,, L: doivent être 

telles que ces intégrales soient égales, ce qui donne, en retran- 
chant, 

  Go) Li CE 2e) (Ke Ke TOR 1 OR: 
A1 52 = a 

%P D Up 2% 2 d / 

ILest facile de vérifier que la dérivée seconde du second membre, 
prise par rapport à p1, p2, est nulle comme celle du premier. Le 

second membre est donc de la forme A,;— A,, A; ne contenant 
pas p:; et, comme l'équation pourra s’écrire 

L, _—_ À: =: L, — Az, 

la valeur commune des deux membres ne pourra dépendre que
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de +; on aura donc 
; 

{ Li = A+ f(o), 

(60) Üla= As+f(o), 

ce qui détermine L,, L, à une fonction près de o. 

En intégrant la formule (58), on obtieadra la relation 

  
089 

sta f(au DE du + Ban À 2 22 des ) = 0: 

et, en substituant la valeur de l'intégrale que nous venons de cal- 

culer, on trouvera 

  ex [2e T8 2%Æ9 ( 5) 

  

M OM M (œ * à 
,R ( F 0K2 ŒK: » ®K; L me) 
Fo \d op "op ht 

em (A Re on, (22 AR? 
M7 0 M 6m) — 

ce qui donnera une nouvelle équation aux dérivées partielles à 
laquelle devra satisfaire la fonction M. Si l’on compare celle équa- 
tion à la première (53) qui donne aussi Æ90, On trouve qu’en éli- 
minant celte dérivée on fait disparaître toutes les autres, et il 
reste l'équation de condition 

  er Ë dK; do dK, _ 1 » OR, /0K; 9K: 

* on op 7 7 do op 
. (FR) +3 3 JR OR: dR, 0? ne] 

7) dd dpt 
Len [a LR, OR (% L 2] 

dp? dp? dpi \ 051 GER 

dR ŒR ôR, /0R oR em [TR PR, OR; OR: À) _ 
: ( 06 F 092 ( 0p2, ® 

  

(61) 

Cette formule, où L, est défini par les équations (59), (60), 
conslilue une condition nouvelle à laquelle doivent satisfaire les 
fonctions R, R,, R:. En permutant les indices dans les for- 
mules (39), (Go), (61), on aurait deux autres conditions de même 
nature ent 2 les mêmes fonctions.
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131. Maintenant, toute difficulté relative à la fonction M a dis- 

paru. Nous avons à reprendre nos trois types de solutions, à 
exprimer que les valeurs correspondantes des fonctions R, R;,R;, 
vérifieut l'équation (61) etles deux équations semblables. Si elles 
peuvent satisfaire à cetle nouvelle et triple condition, il ne res- 
tera plus qu'à intégrer les six équations simultanées du second 
ordre, formant un système complet, auxquelles doit satisfaire la 
fonction M. 

Appliquons cette méthode à nos trois types de solutions (49), 
(51) et (55). Pour le premier, on a 

R,= R:=0, Ki = K:= £ 

Les valeurs de H, H,, H, sont les suivantes 

ï eR ek 

M’ Hi= B= ;;- (G2) ll = 

L'élément linéaire du système triple orthogonal correspondant 
est donné par la formule 

L (63) di x Lap?+ ex (do? + do2)]. 

La forme même de cette expression montre immédiatement que 
les surfaces de paramètre 9 sont des sphères ou des plans; car on 
peut changer les variables 21, 92 en d’autres 0 0, qui dépendent 
seulement de p,, p2 et obtenir, d’une infinité de manières, la re- 
lation É , 

2 2 9 2 A1? do? + dp? = }°(dp'2 + dr 2). 

Par conséquent, les surfaces de paramètre 9 ont une infinité de 
systèmes de lignes de courbure et ne peuvent être, par suite, que 
des sphères ou des plans. On voit même que les autres surfaces les 
coupent suivant des lignes formant un système isotherme ou iso- 
métrique. 

Ici l'équation (59) devient 

Li—E2=0 

et donne 

Li = f(o).
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La condition (61) se réduit à la suivante 

2R  dR 
— 2f(p)eR + ee + 0; f(e) me Ÿ op 

et comme R ne contient pas p, il faut que f(p) soit une constante, 
. , + — © 

ce qui donne, en désignant cette constante par —— 

R R 
, 2R ne —_—— (64) Ce?R + de ET 

Cette équation nous apprend (!} que les surfaces dont l’élément 
linéaire est donné par la formule 

ds? eR(do?+ do2) 

ont leur courbure constante et égale à C. 
Supposons d’abord C— 0. Alors, en remplaçant p,, p> par de 

. ; t : ce nouvelles variables 9°, 9, et, sans changer p, on pourra toujours 
ramener 

‘ eR(doi + doi) 
à La forme 

dp"? + do}; 

nous aurons, par suite, pour le système orthogonal formé avec les 

variables p, 9, o, un élément linéaire dont l'expression sera 

(65) . dst= (de dpi +de). 

Or, nous avons vu (n° 96) que cette forme de l'élément li- 

néaire ne peut convenir qu’au système formé de trois familles de 

plans rectangulaires et à ses transformés par inversion. Si l'on 

tient compte de la substitution opérée sur p,, p2, on voit que ce 

premier cas nous donne les systèmes triples orthogonaux formés 

d’une famille de plans parallèles, de deux familles de cy- 
lindres isothermes, et les systèmes qui en sont les transformés par 

inversion. 

  

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (11° lartie, n° 499, p. 331).
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132. Traitons maintenant le cas où la constante C est positive 

’ SI et égale à ru Alors on pourra ramener 

ER (dpi + dpi) 
à la forme 

a?( dB? + sin?8 des?) 

par un simple changement des seules variables Ps étpo, ce qui 
donnera, pour l'élément linéaire du système triple cherché, l’ex- 
pression suivante 

ds? — E (dp?+ a? di? +-a? sin? de?), 

ou, en remplaçänt p par a logs et Mo par aN, 

(66) dsi= — (de?+ p? db? + ptsin? 8 de?). L 
N° 

On reconnaît, dans la parenthèse, la forme de l'élément li- 
néaire qui convient aux coordonnées polaires. Si l’on tient 
compte de la substitution effectuée sur les variables Pis Po, on 
voit que notre seconde hypothèse nous conduit aux systèmes 
formés d’une famille de sphères concentriques, de deux Jfa- 
milles de cônes isothermes et à leurs transformés par inversion. 

| . x 4 . 4 os I 133. Enfin, supposons la constante C négative et égale à — —. 

On pourra alors ramener 

eR(dp?+ dp?) 
à la forme 

& dr? ar”. 

PE 

U A: aN . « . I x en remplaçant © par aw et M par 7” °n aura, pour le système 
orthogonal, 

(6 dt Os de) 
Cette forme convient au système de coordonnées semi-polaires 

constitué avec une famille de plans parallèles (de paramètre x),



: 
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avec une famille de cylindres de révolution (de paramètre y) et 

une famille de plans passant par une droite (de paramètre w), 

ainsi qu'à ses Lransformés par inversion. En tenant compte du 

changement des variables p1, 52, on voit que nous obtenons ici 

tous les systèmes triples formés d’une famille de plans passant 

par üne droite, de deux familles de surfaces de révolution 

ayant cette drotte pour axe et dont les méridiens forment 

dans le plan un système à la fois orthogonal et isotherme, 
ainsi que leurs transformés par inversion. 

134. Tels sont les résultats auxquels nous conduit l’étude de 
notre première solution. Envisageons maintenant la seconde, 
pour laquelle on à 

R = «j— @>, Ri=&@— a, R;=a—a;. 

On peut prendre ici 

K—=— aa, Ki=—/facz, Ko=— faa 

et l'on a 
Li—l=—8a(a; a) 

a’ désignant la dérivée de a, ce qui permet de prendre 

Liz—8a?a;+ f(o). 

L'équation (61) à vérifier devient donc 

(68) | a+ aa (ad at)ar+ 4fi(p) 
L + eta-2atas (a + a )— 24 Fete (at — a?) — 0. 

Â.f1(p) désignant une nouvelle fonction de ? provenant de la réu- 
ion à — f(p) de tous les termes qui ne dépendent que de o. 

Si l'on prend la dérivée seconde par rapport à 61,92, On trouve 

  a’, e?@ eta;,   d etai + af )+ ai e2e-ta, 7 
c s 

da Ettai(ar, — a?)= 0. : A 

Comme la fonction & ne peut être Constante, cette équation ne 
sera vérifiée que si les coeflicients de e?*, 6-2 sont nuls, ce qui 
donne 

ea; +ar)={C, ea —a2)=4C,
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C et C' étant des constantes. L’équation 68) devient donc q 

—(a"+ a'?)ai —(a"— a?)a2+ fi(o)-+ Ceïti-te — C'eta-ta, = 0, 

Prenant les deux dérivées du premier membre par rapport à », 
et à pe, nous trouvons 

a+ a= 4{C'era-te, 

a'— a'2— 4G etai—2a, 

Comme aucune des fonctions &, 1,3 ne peut se réduire à une 
Constante, il est évidemment impossible de satisfaire à ces condi- 
uons : donc le second type de solution doit étre rejeté.



  

CHAPITRE IV. 
RECHERCHE D'UN SYSTÈME PARTICULIER (SUITE). 

EXAMEN DU TROISIÈME TYPE DE SOLUTION. 

Le troisième type de solution du problème que l’on a commencé à étudier dans 
le Chapitre précédent correspond aux valeurs suivantes 

Cpi— eg)" (o — PT 
H — = 

MVa 

nu, = @=P) ie), 
! MVa, 

np, PI (er BIT 
MVaæ 

de H, H,, H,. Dans ces formules, M désigne une fonction quelconque, À une 

constante, a, une fonction de la seule variable p,. En écrivant que les équations 
de condition données au Chapitre précédent sont vérifiées, on obtient les solu- 

tions suivantes. — Pour la première, on a = — 35 a(p}), ai(p), &(p) sont 

des polynomes identiques du 5° degré ; ces hypothèses correspondent au sys- 

tème formé par les cyclides homofocales et à ses variétés. — La seconde solution 

correspond à l’hypothèse 2 = 55 a(p), ai(p}), a, (o) sont des polynomes iden- 

tiques du 3° degré. — La troisième solution correspond à la valeur À — 1; æ(p), 

d;(p), a.(p} sont des polynomes du second degré qui doivent salisfaire à 

l'identité 

a(p)+a(p}+a(p)}=o. 

La quatrième solution correspond à la valeur k 2 ; les fonctions a, @,, a, se 

réduisent alors à des constantes dont la somme est nulle. — Remarques générales 
sur la manière dont on pourra déterminer la valeur de M correspondant à 
chaque solution. — Étude détaillée du cas pour lequel on à A —1. — Le sys- 

tème correspondant est exclusivement formé de cyclides de Dupin. — On dé- 

montre qu'il est identique à ceux qui ont été étudiés au Livre I, Ch. III. — 
14 . : 1 . 

Pour l'étude des systèmes qui correspondent aux valeurs 2 — 2, k = - et qui 
2 

n'apparaîtront pas, d’ailleurs, dans le Chapitre suivant, il est renvoyé à un 

Mémoire de l’auteur. 

135. Il nous reste maintenant à étudier la troisième solution, 
celle qui est donnée par les formules (55) du Chapitre précédent. 
Comme, dans ces formules, 4, &,, &, qui ne dépendent respecti-
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vement que de 6, 61, 02, ne se réduisent Jamais à des constantes, 
nous prendrons @, &i, 2 pour les valeurs même de ces para- 
mètres, ce qui nous permeltra d'écrire, en changeant les nota- 
tions, 

I 1 R — — 3 log ai — 3 logas— hlog(pi—p2), 

(1) Ri=— loge — = loges — A log(pa— p), 

L 1 Re = — ;logai— ;loga —hlog(s — Pi). 

En modifiant un peu la fonction M et la remplaçant par 

M 
2 

= 7 (2) Vaaias 
  

il en résultera, pour H, H,, H,, les expressions suivantes : 

H (p1—p}7#(9 —p3}-# 
En ——— 

M Va 

(pa— o1) (91 — 5-4 Hi = EE, 6) ‘ M Ya 

un, = Pape pi) A 
. M Va; 

que nous adopterons désormais. Il importe de remarquer que ces 
expressions ne sont pas éypiques et qu’elles subsisteraient, moyen- 
nant des modifications convenables de M, &; &, &, si l’on effec- 
tuait sur p, pi, po une méme substitution linéaire à coefficients 
constants. Nous ferons plus loin usage de cette remarque. 

Si nous tenons compte de la modification (2) que nous avons 
fait subir à M, les équations (44) du n° 125, auxquelles devait sa- 
uisfaire celte fonction, se changeront dans les suivantes : 

CP —pi)Tor= ho — x), 

(4) « (pi po)tio = R(ri— 2), 

( (p2— p)æi0 = h(ar— x). 

Quant à la relation (61) du n° 430, si l’on remarque que l’on 
peut prendre ici 

(5) K;= AR;
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+
 

on trouvera qu’elle devient 

(| r 2h SR « in) ( 1 __T ) 

(pa— pi) (p) (p1—p}(p —p2) a © 1) Pie  P—P2 

+ hA—h2 L h—kh? | 

. (pi—p}  (p—p:2Y 

ai(p1) | ha P — 22 : k L h—h2 k2 ] 

Œ@—p)ñl va (pa—piXei—p) (pe—p  (a—p} (1 —p}Xp2 — pi) 

ce(e) ler pie ___ À le 
\ Gil 22 (pe —pilo—p:) (pr— pi (p—Pp2)* (pa — pi}? — Pa) 

    

(6) 

  

On a réuni dans F(9) à la fonction arbitraire 2f(9) de l’équa- 

tion (60) du Chapitre précédent tous les termes qui ne dépendent 

que de p. On obtiendrait deux équations semblables à la précé- 

dente en permutant les indices. 

Voyons comment on pourra satisfaire à cette équation. Rempla- 

çons-y d'abord p; et p. par les expressions 

Ppi=p+au, Pa=p+u, 

et multiplions tous les termes par w?##?, Il viendra 

3. — 2 " 

Er LOre 2 (one h) (ii) + ca (1+)] 
Q—ap# 

&i(p1) ha’ u k h—R? k2 ] 

() | + Sul 24; iQ a) Gap gt  a(I— 2) 

a2(p2) [- has au k he? J=e   + RD —© + 
24 H—1 a —a}? 1—@ 

  
L a2/e 

Si maintenant nous faisons # — 0, o, et pe deviendront égaux 

à p, quel que soit &, et l’équation précédente deviendra 

a(o) 2hk5—3k , 
| +(k — 2): + à) 

  

  

æi(p) [h—h? k2 k 

(8) ES a? sc | 

ao(p) h ke? 
Fa [rw Ga + | 0. 

Cette nouvelle relation ne contiendra plus que les deux va- 

riables p, « et devra être vérifiée pour toutes les valeurs de ces 

variables.
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136. Supposons d’abord k < 1. Multiplions par (1— a)? etfai- 
Sons ensuite & — 1, on trouvera, À n'étant pas nul, 

ai(p)=(—i)htias(p). 

Multipliant par &? et faisant ensuite à — 9, on à de même 

d(p)=(—i)htia(p). 
On a, par suite, 

a(p}= &(p), 

et, en permutant les indices, 

. a(p)= &(p); 
ce qui donne 

(— 1244121, (— ri. 

Ainsi les symboles a, &;, a: représentent une même fonction. 
En les supprimant dans l'équation (8), il reste une relation qui 
pe contient plus que « et qui doit être vérifiée pour toules les va- 
leurs de cette variable. Si on développe le premier membre sui- 
vant les puissances ascendantes de «, on obtient un résultat de la 
forme suivante 

(9) R(2h+I)CR— x )(R — 2)+(R2—2h)ai-2h +, = 0, 

les degrés des termes non écrits surpassant d’une unité au moins 
le degré de l’un des termes précédents. 

Si l’on a 24 > 1, le premier terme du dévelo ement est 2 

ai} (R2— 2h), 

et il ne peut être nul, 2 étant supposé inférieur à r. Donc l’équa- 
tion ne sera pas vérifiée. 

Si l'ona2h—1, il est aisé de reconnaître que l'équation (8) 
sera, au contraire, vérifiée. Voilà donc une première solution pos- 
sible : 

Rk — 

D 
l
m
 

. Silona2h <1,le premier terme du développement (9) devant 
être nul et k étant différent de zéro, on aura nécessairement 

h= — -. 
a
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Et, en eflet, däns cette hypothèse, l'équation (8) est encore 

vérifiée. 

137. Jusqu'ici nous avions supposé que À était inférieur à 

l'unité. Nous avons donc à considérer les cas où À est égal ou su- 

périeur à l’unité. Commençons par le supposer supérieur à l’unité. 

Si l’on multiplie le premier membre de l’équation (8) par (1— x)°# 

et que l’on donne ensuite à « la valeur & — 1, il restera 

2R3— 5ht+oh= h(2hk—1)(R—2)= 0. 

Il faut donc que l’on ait 

kB = 2. 

En introduisant, en effet, cette hypothèse dans l'équation (8), 

elle se réduira à la forme simple 

(ro) a(p)+ &(p)-+ &(p)= 0 

et sera vérifiée si cette relation a lieu entre Les trois fonctions à, 

is Ao. 

Enfin, la dernière hypothèse à examiner, 

h=1, 

nous conduit à la même conclusion : l'équation (8) sera encore 

vérifiée, pourvu que les fonctions &, a,, a: soient liées par la re- 

lation (10). 

138. En résumé, l'équation fonctionnelle (8) admet quatre so- 
lutions distincies qui correspondent aux valeurs suivantes de , 

I 1 
h=— -, R=— -; h = 1, h = 2. 

2 2 

Pour les deux premières, a, a, a: sont les valeurs que prend 

une même fonclion quand on y remplace la variable indépendante 

successivement par p, 9, eto:. Pour les deux dernières valeurs 

de h, les trois fonctions doivent satisfaire à la condition (ro). 

Mais il faut bien remarquer que c’est l’équation (8), et non 
97 ! . . * . , l'équation plus générale (6) dont elle est une simple conséquence, 

qui se trouve vérifiée. 

Une remarque très simple va nous permettre d’achever la dis-
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cussion. Si l’on admet que les fonctions 4, a,, a: soient des poly- 
nomes, il est aisé de déterminer leur degré & priori. Reprenons, 
en effet, les valeurs de H, H,, H;, l'expression de H, par exemple, 

H — (p1— e)-A(e — par 

M ya 

Supposons que a soit un polynome de degré p et effectuons la 
substitution 

o T p ï T 

— 57? 1—= 75 2—= T9 
P re Pr 

la nouvelle valeur H/ de H sera 

H'— Cp —p'} (pp) rh Pipe 
! TI T p? ? 

M'ya(p) 

a'(p") étant ce que devient le polynome a(p) lorsqu'on y remplace 

o par 5 en multipliant par 9'?, et M'étant égal à M multiplié par le 

facteur (2'p40,) #. Pour que l'expression primitive de H soit con- 
servée, il faudra que l’on ait 

£ +-hk— 270, pE4—2h. 

Ainsi si la fonction a(p) est un polynome, ce polynome sera 

au plus du degré p = 4— 2h. Cette remarque nous servira de 
guide dans la suite de la discussion. 

439. Commençons par l'hypothèse 4 — — De Nous aurons ici 

n = VE=POE—R) 
M ya(p) 

VCp1—p)(p1— pa) = ii , 
qn) 1 M ya(ei) 

, H VCpa— p)(pa— p1) 

\ ? M Va(p2) 

Il reste à déterminer M et la fonction a(o). 
A cet effet, reprenons l'équation (6); remplaçons-y À par sa
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valeur — 25 multiplions-la par (61 — p}2(01 — 02)? et prenons la 

dérivée sixième par rapport à p,. Il viendra 

D pr < 301 — 
Jos LaiCpi— p}(pi— pa) + @i(—5Spi+2p +3p)]=0, 

V1 

ou, en développant, 

d' ds er Ci P)Ceu— pe) + DE (7p1— 66 — 392) = 0. 
? vi 

Cette équation devant être vérifiée identiquement, il faudra que 
lon ait 

da: 

do$ 
Ÿ 

  = O, 

ce qui donne, pour la fonction a(x), un polynome du cin- 
quième degré. 

Il est inutile de continuer la recherche et la question peut 
être considérée comme résolue. On sait, en effet, qu'il existe un 
système triple de cyclides homofocales pour lequel l'expression 
de l’élément linéaire sera donnée par la formule 

ds? — ge [DE 80) ds 

(12) ECO 
Ce1— pp — pa) (pa— p)(p2— pr), 

+ a(p:) di+ a(p2) æ] 

Si on le compare au système cherché, on aura donc 

M"? ds"? — M2 ds?, 

ce qui exige, comme on l’a vu au n° 96, que les deux systèmes 
soient semblables ou se déduisent l’un de l’autre par inversion. 
Ainsi notre première solution 

h=— 

D
i
m
 

nous donne le système des cyclides homofocales et ses variétés, 
au nombre desquelles il faut compter le système des surfaces 
homofocales du second degré.
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140. Examinons maintenant l'hypothèse 

h = 

C
R
E
]
 

Nous savons qu'ici encore &, 4, a) sont trois valeurs diffé- 
rentes de la même fonction. En chassant les dénominateurs dans 
l'équation (6), on obtient la suivante, 

Car ap — pi} (20 —3pa+ p1)+ (ar 4)(p— pr) (3 pi — 20 — ps) 
+ Æi(pa— pipi — p}C — pr)2+ a, (9 — p2)(p1— pa)(pa— 0)? 

+4 F(R)(pa— p1)(p — pa} (p — prP = 0, 
Si l’on prend la dérivée trois fois par rapport à p, et trois fois par 
rapport à pe, on aura 

d'a da 
(13) Ge) F2 — (Pre) 

V1 

d'a dia: 
—2—— 

4 3 

de: de, 
  = 0. 

Cette équation ne peut être vérifiée, quel que soit o, que si l'on a 

d'a; d'& o 
TR = = ; 

dei dy, 

et, par conséquent, si la dérivée quatrième de &, est nulle, ce 
qui exige que a; soit un polynome du troisième degré au plus. 
On aura donc ici 

a=mMmRÈ+np+pe +q, 
(14) ‘ ME MPI+RpÈ+ppi+g, 

| A2 Mpi+np?+ppi + g. 

Avec ces hypothèses, et quelles que soient les constantes m,n, 
P; 4» l'équation (6) sera vérifiée ; il suffira de faire 

F(p)=o 

441. Examinons maintenant l'hypothèse 

h=1. 

Après quelques réductions, l’équation (6) se réduira à la sui- 
vante, 

ES 

0 =(a;— a, )(ps— p1)+2(a+ a+ &) 
GS) +a' (pi + Pa — 2p)—2a(p1— p}(pa—p)F(p}=0.
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Différentions deux fois par rapport à p,; il viendra 

ai (pa — pi)= 0. 

Il faut donc que &/ soit nul et, par suite, que &, soit un poly- 
nome du second degré. On aura donc ici 

—_ 2 a= ME+ 2n9 +p, 

G6) = Mp?+ 221 p1 + Pi, 
A = Map? + 2 2 Po + Po. 

D'ailleurs, si dans l’équation (15) on prend P = pi = pr, il reste, 
conformément à un résultat déjà établi, 

a+ Gi + A2 = 0. 

Il faut donc que l’on ait 

M+ Mi+ Mao, 

(17) R+ + Re = O0, 

P+ Pi + Ps =, 

et ces conditions sont d’ailleurs suffisantes, car l’équation (15) est 
nt alors vérifiée si l’on y prend F(o)=— —— =" 

142. Examinons enfin l'hypothèse 

h = 2. 

Reportons-nous à l'équation (6), remplaçons-y par 2 et mul- 
uplions par (oi — 22)*. En faisant ensuite 91 — 90, il restera 

Ga ï 
@}+— P—n   

9; 

équation qui ne peut être vérifiée Pour toutes les valeurs de p et 
de pi que si l’on a 

a —0, F(p)— 0. 

Par suite, les trois fonctions d, &, &, se réduisent ici à des 
constantes, ei l'équation (6) fournit entre ces constantes l’unique  
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relation 

(18) ’ a+a+a;—0. 

143. Ainsi nous sommes, dès à présent, assurés qu'il existe 
trois systèmes triples orthogonaux, correspondants aux trois hypo- 
thèses 

I 
hk= h=1, h = 2. 

Mais aussi nous nous trouvons en présence d’une difficulté nou- 
velle. Jusqu'à ici nous n'avions rencontré que des systèmes connus 
et nous n'avions pas eu à achever les calculs qu’exige l'application 
de la méthode générale. Maintenant, au contraire, nous devons 
intégrer d’abord les six équations aux dérivées partielles du se- 
cond ordre auxquelles satisfait la fonction M, et qui doivent 
donner, nous le savons, une solution avec quatre constantes arbi- 
traires. Ensuite, quand M aura été obtenu, il faudra chercher les 
expressions des coordonnées rectangulaires +, y, 3 en fonction 
de p, 24, »2. Nous allons montrer, tout d’abord, que ce second 
problème sera complètement résolu toutes les fois qu’on aura dé- 
terminé la valeur la plus générale de M. 

Nous avons vu, en effet (n° 98), que si l’on a obtenu une valeur 
particulière de M et les expressions de x, y, 5 en fonction de s, 

21, pe dans le système orihogonal correspondant, les autres valeurs 

de M, correspondant aux systèmes qui dérivent par inversion du 
proposé, sont de la forme 

EME(æ— af +(y —b}+(z—c}], 

a, b, c, k désignant quatre constantes quelconques. Si donc on 
pose 

M, = M>x, M: — My, M3 — Mz, 

(9) 2 24 32 

p=n I, M;= M, 

on voit que la valeur la plus générale de M sera 

M—=—2akM;—2bk#M;—2ckM;+2kAM,+(a?+ b2+ c)A M, 

ou, sous une forme plus élégante, 

(20) M = @Mi+ apMo-+t a+ a M as Ms,
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les constantes «&; étant liées par la relation quadratique 

(21) a?+ai+ aè—2a,a;=0. 

Remarquons d’ailleurs que les cinq fonctions M; seront, elles 
aussi, liées par la relation quadratique homogène 

(22) Mi+MS+ Mi— 9 M, Ms =0, 

et que cette relation homogène du second degré est la seule qui 
puisse exister entre les cinq fonctions. 

De plus, un calcul facile montre que, si l'élément linéaire du 
système cherché est donné par la formule 

(23) ds? — ar (A GP? + Ai dei + As dpt), 

on a identiquement 

(24) AMP + AM? + AM? — 2 4M, dM, = À de?-+ A; do? + À, do?. 

Il résulte de toutes ces remarques que la solution la plus géné- 
rale des six équations aux dérivées partielles qui déterminent M et 
forment un système complet se présentera sous la forme 

(25) M= a Mi+ a + a; M3 + a, M,—+ as Ms, 

les six fonctions M; n’étant pas nécessairement celles qui sont 
définies par les formules (19), mais pouvant s'y ramener par 
une substitution linéaire à coefficients constants. De là et des 
propriétés élémentaires des formes quadratiques résulte la con- 
séquence suivante : 

La valeur la plus générale de M satisfaisant aux six équations 
aux dérivées partielles se présentera sous la forme (25), les six 
fonctions M; étant liées par une relation quadratique homogène à 
coefficients constants 

(26) o(M,, M, ..., M;) — 0, 

et les six constantes à; par une autre relation homogène 

(25) (ai, @s, .….., s)= 0. 

Les deux formes quadratiques ® et Ÿ seront adjointes l’une à
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l’autre et l’on aura 

(28) eCdMi, M, ..., dM,) = (A de? + A; de? + À; de?), 

À désignant une nouvelle constante. 
Si, par une substitution linéaire quelconque, on ramène la re- 

lation (26) à la forme (22), ou, ce qui est la même chose, la rela- 
tion (27) à la forme (21), il existera un système orthogonal pour 
lequel on aura 

| _ M; …. M: z— M3 a+ 24 72— 2e (29) TM 7, TM? T M,” 
M= AM. | 

7 

On obtient un résultat plus élégant encore en ramenant les 
deux relations quadratiques à ne contenir que les carrés des va- 
riables, de telle manière que l’on ait 

ES È 

(30) DAT a? = 0.. 

i=1 Ê 

! 
ll 

Les M;, étant des fonctions linéaires de æ, PT LH V4 22, 
représenteront alors les coordonnées pentasphériques du point 
(æ, y, 4) relatives à un système quelconque de sphères ortho- 
gonales; et l'expression de l’élément linéaire de l’espace dans ce 
système sera donnée par la formule 

DE 

M;\2° 
( R; 

Ri, Rs, ...,R; désignant les rayons des cinq sphères coordon- 
nées. Comme on a alors, en vertu de la relation générale (28), 

(31) ds? = 

2 I 2 9 9 (32) D'dM= |; (A dot+ Ai de? + A; do), 

on: voit bien que l’on obtiendra la formule 
# 

A do?+ A; do? + À de? 

NEUTRE 

OX 
(33) ds?



254 LIVRE If. — CHAPITRE IV. 

C’est l'élément linéaire du système qui correspond à la valeur sui- 
vante de M (1) 

M; (34) M — 1Ÿ RE 

144. Nous allons appliquer la méthode précédente à la re- 

cherche de l’un des trois systèmes triples qui restent à déterminer. 

Nous choisirons le cas où l’on a 

= 1, 

parce que le système auquel il conduit se retrouvera au Chapitre 

suivant. 

Les valeurs de H, H,, H, sont alors les suivantes : 

T 
=, 
MVa(? — p1)(o — pr) 

1. 
à 

MY (pa— p}(91— 92) 
I 

Ma: (pa— p)(pa— pi) 

(35) Hi — 

3 et l'on a 
_— 2 * 

Œ = mo 2H — D, 

5 — 2 (36) = NUp?+2RiQi+ Pis 

\ A Ma95 + 2202 + Da, 

  

(') En vertu de la relation bien connue 

entre les rayons de cinq sphères orthogonales, on voit bien que les coefficients 
_des M; dans la formule (34) satisferont à la seconde des relations (30). 

Il n'est pas inutile de remarquer qu’un système de coordonnées pentasphé- 
riques est pleinement déterminé, si l’on donne les rayons des cinq sphères ortho- 
gonales; car la distance d,; des centres de deux sphères coordonnées quelconques 
(S.) et (S;) est immédiatement donnée par la formule 

dij;= Ri+ R$, 

el il est clair qu’on peut’ construire l’ensemble des cinq sphères si l’on connait 
à la fois leurs rayons et les distances mutuelles de leurs centres.
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avec les conditions 

M + Mi + MO, 
(37) R+R+ M TO, 

P + Pi + P2 = 0. 

Quant à la fonction M, elle satisfait d’abord aux trois équations 

| CP — pit = Fo — Ty, 
(38) (Pi Pr)Tia= di — 2, 

L (p2— P }To= 2 — 20, 

déduites des formules (4) où Ponafait Ar. 
Dans ce cas particulier, le système (B) peut être complètement 

intégré et les équations (38) admettent pour intégrale générale 
la valeur suivante de M 

r . ri Te | 
(9) EEE TE O0 Ce: 
où chacune des fonctions 7; ne dépend que de la variable de même 
indice. Tout se ramène donc à la détermination de ces trois fonc- 
LIONS 75. 

Posons 

(40) N= (pi pa) + ri(p2—p)+ r2(p — pi). 

Les quantités H, H,, H, prendront la forme plus simple 

H=RCR, He E, pe P=. (4r) H — Na 3 1 Nya 2 NY 

Si nous calculons les valeurs des fonctions Bix, nous aurons, 
par exemple, 

  

  

Boi = Rte — Pa)+ra—r], 
(42) 

Poe VE (pe pu)+ mr] N ya 

Ces formules nous permettent d'établir immédiatement une 
propriété géométrique fondamentale du système cherché.
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Appliquons la relation (18) du n° 109 

Ï x 0H; … Bot 

(43) Ra Hi ®& 

qui fait connaître le rayon de courbure principal pour la surface 

de paramètre p relativement à l'arc H, doi; nous aurons ici 

  
h 1 FT) (48) ms = af). 

On voit que ce rayon de courbure ne dépend pas de p, et de- 

meure, par conséquent, le même quand on se déplace sur la ligne 

de courbure. pour laquelle 9, varie seule. Cette ligne de cour- 

bure est donc ur cercle et notre système triple est, par suite, 

exclusivement formé avec des surfaces à lignes de courbure 
circulaires, c’est-à-dire avec des cyclides de Dupin. 

145. Or nous avons déjà rencontré deux systèmes formés 

exclusivement avec de telles cyclides. Pour l’un d'eux notamment, 

celui qui à été étudié au n° 36, nous avons vu qu'il est formé avec 
des cyclides du troisième ordre. Si l’on désigne par p, 01, 02 les 
paramètres des trois familles de quadriques définies par l’équa- 
lon 

æ? 72 22 
45 DEN © + — — = (45) ax + er 179 

nous avons montré que les paramètres des trois familles ortho- 
gonales sont 

Ca pil(a— pr), (b— pb — pr)  (e—pi)(e— ps) 7 
a—$R b—» C— 

Si donc nous désignons par «&, 8, y les paramètres de ces trois 
familles, nous pourrons les définir par les équations 

(a — p1)(@ — p2) 
= a—a, 

a—P 

b—p;)(b—0, (46) Zee) 5 8, 

RE mer
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Un calcul facile nous conduit à la relation 

(a—a)(a—p). (b—B)(8— 0) Ce—y)(e—p) | 
(a—b)(a—c)" (babe) + (c—a)(c—4) Tr 

  

qui fera connaître e et donnera 

(47) = 1—ca+b(c—a)8+e(a — by 
7 n (b— cha +(c—a)8+(a 6) ‘ 

De là, on déduira aisément les expressions des coordonnées 
rectangulaires +, y, 3 en fonction des coordonnées curvilignes @, 
8,7. On a, par exemple, 

  

a — x LD 4 ) GB) ram = TG—Da+ CEE (ad) 
et les expressions analogues en y et z. 

Mais l'essentiel est d'obtenir l'expression de l'élément linéaire. 
En différentiant les formules (46), on a 

. da do d3 ds (49) at a— «a Pi—«& Q2— & p—a 
  

En multipliant cette éqnation par +, en l’élevant au carré et 
ajoutant ensuite les deux équations analogues, on aura 

  
  

> — x? da? y? y dp2. : 2? ds? 
(50) 4 ds ai tt Gr 

ou encore 

- ds? = ï (B— y}? dr? (y— a} 482 L (a— 8» dy ] 
RSS: C TEE CET (B—Bje—a) (e—yXa— 06) 

M ayant la valéur 

  

" __2(6—ca+o(c—a)8 Pta(a—b)y 

6?) M= VTa— b)(a — c)(b —e) 

C'est bien là un cas particulier de la forme que nous étudions. 
celui où les polynomes &, &,, & seraient du premier degré et au- 
raient les valeurs suivantes 

(æ—a)(b=c), (b—£B){(c—a). (e—y}(a—b). 

D. ‘
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En effectuant une même transformation homographique sur &, 

8, y, on obtiendrait le cas où les trois polynomes du second 

degré a(p), a;(o), a2(0) sont assujettis à l'unique condition 

d’avoir une racine commune. Mais on ne parvient pas ainsi au 

système le plus général de la forme (35). 

146. Ilest vrai que nous avons fait connaître, au n° 85, un autre 

système lriple orthogonal, exclusivement composé de cyclides et 

plus étendu que le précédent. Nous pourrions procéder pour ce 

nouveau système comme pour le précédent et vérifier qu’il nous 

donne cette fois l'élément linéaire le plus général défini par Îles 

valeurs (35) de H, H,, H,. Mais il nous paraît plus intéressant 

d'aborder le problème directement et de le résoudre par la déter- 

mination effective de la fonction M. Nous nous contenterons seu- 

lement de remarquer, pour simplifier la recherche, que les poly- 

nomes &, @;, @2 étant liés par la relation 

a(p)+ai(s)+a(p)=0, 

c'est-à-dire étant en involution, ils pourront toujours, excepté 

dans le cas, déjà examiné au numéro précédent, où ils auraient 

une seule racine commune, être ramenés par une même substitu- 

on homographique à ne plus contenir les termes du premier 
degré. Nous pourrons donc supposer, dans ce qui va suivre, 

R—= Ni —= No = O. 

Par suite de la forme de N, les équations du système (B) sont 

toutes vérifiées et il reste seulement à salisfaire aux trois équations 

du système (B'), telles que la suivante 

Bot , OP10 
+ ee + Boo Bas = 09 ds; P20 P21 9, 

. 

Si nous substiluons dans cette équation les expressions des 
quantités f;x fournies par les formules (42) et celles que l’on en 
déduit à l'aide de permutations circulaires, elle devient 

ŒN[r"(p —p2)+r2—r]+2a Nr'(o — 2) 

+ NE (pa pi)+ri—rl+2aNri(o—p;) 
(53) { —oa [r" (6 —pr)+r2— JL" (pa pa) + rar] 

—2@{ri(pa— pi)+ ri re][r4 (pa — B)+r—7r] 
Harpe e)+ mire — pri Jo.
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Pour trouver les valeurs de r,r,,r2 qui peuvent vérifier cette 
équation, prenons deux fois la dérivée par rapport à p et deux 
fois la dérivée par rapport à 9,. Nous aurons 

  

#4 d? # ! gel eee )Er Ce — e)+ ri r] 
— 247" (p— pe) + 2ar'(o — ps)+oars— 2ar| 

92 , 
ge deu pa) (ee) + ri ra] , 

, 
— 24iri(pi—p2)—2@ri(p2— pi) 

+2 Pa —2@iril—2asr"ri=o. 

Si nous remarquons que F2 disparaît de cette équation et que. 
en vertu des formules (35), on peut écrire 

d2 . d? - 

arret ICE pl [Grue + pu), 
è UL 

  

t 

l'équation précédente prendra la forme 

; 

  rigalr are — 02) + ra/(p — 92) 52 
i 

— 2407" (p — pa) + 2@r"(p-— pr2)— ar +a(mpi +p}r] 

a ; . 
+ Le di pi pa + rap 22) — 2 @i ri (pi — p2)? dpi 

+2 i(pi— pa) — 2471 +2(nup?+pi)ril=o. 

En égalant à zéro le coefficient de b?, celui de p: et le terme 
indépendant de 6», on trouvera les trois relations 

2 , 
7 , ri L (—ar—2ar"+omr)+7" = (— air —92@i7)+2mur)= 0, 

1 do? do? 
T 

d' J 
1 (2a'r"o — ra + 4ar"p —2ar) 

do? 
  

d " fy— re (aa roi — ra, +4&iripi—2@7)= 0, 
9 < d. 
Ù1 

  

d = rs ar pt+roa —2anr"+aoapr—2ar+2pr) 
‘ f 

d? . , 
+7" (—air! DH TP —- 2 PTT 2M PT 2 Ti HP) = 0. 

0 

Or la forme de ces équations indique comment on pourra y sa-
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tisfaire. Chacune d’elles, divisée par 7”7*, prend la forme 

B(p)+ mi(p1)= 0; 

et, par des permutations circulaires, on peut lui adjoindre les. 
suivantes 

Di(pi)+ mr(p2)= 0, , 

B:(p2)+ © (p)—0; 

il faudra donc que l’on ait à la fois | 

m(p)= 0, mi(p1)= 0, G2(p2) = 0. 

Ainsi nous pouvons écrire ici : 

d? 
Te (— ar —2ar"+amr)=o, 

à 

2 ‘ M f f f alias” —2ar +a(2r"po—r)]=0o, 

d # F f F le 24r pf+2arp -—2ar+ a p(r—r p)+2pr]l= 0, 

et des formules semblables pour 74, Fos 
En intégrant les équations précédentes, on a 

—2ar"— ar +omr=u, 
(54) 2a(2pr"— 7)+ a'(ar eo —r)=», 

2 pr p+r)+ap(r —r'o)+ 2pr = (, 

U, 6, v étant des polynomes du premier degré en p. En éliminant 
r" entre les deux premières, on trouve 

(55) —2ar+ar=aup+p, 

ce qui donne, en différentiant, 

—2ar—a'r+re"=ou+opu +, 

Retranchons de cette équation la première (54), il viendra la 
relation 

u+aou+s=o, 

d’où l’on déduit que le polÿnome w doit nécessairement se réduire 
à une constante. On est ainsi conduit à reconnaître, en reprenant 
l'équation (55), que 7 doit satisfaire à une équation de la forme
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suivante 
tp al ar—2ar = 0 + fo, 

où 9 et Po désignent deux constantes arbitraires. 
On pourrait aussi remarquer que l’on a identiquement 

up?+vp + —o, 

ce qui exige encore que le polynome du premier degré u se ré- 
duise à une constante. 

L'intégrale de l'équation en r est de la forme suivante 

(56) re pp a+ ya, 
4, B, y étant des constantes. On aura de même, «;, B;, yi dé- 

signant de nouvelles constantes, 

{ r1= Bipi— + ya, 

Ta aps — dy + Ya Va. 
(55) 

En portant ces valeurs dans l’équation de condition (53), on 
trouvera entre ces constantes les trois relations 

MA + Mir + Mo = O0, 

PB+ pils + paie = 0, 

— MP — Ma PAYi — MPa 
+ mat pf?+ miut+pi8?+miat+prfi=o, 

(57) 

qui seront, à la fois, nécessaires et suffisantes. 

On peut résoudre ces équations comme il suit. Écrivons la pre- 

mière sous la forme 

Mit à) + Ma(aa— 4) = 0. 

On pourra poser 

di = a — À Ma; G=a+ÀmM,. 

De même on pourra écrire 

Bi = $ — pp, B= 8 + up, 

et il viendra alors 

N= y pr)Va + pni(pa— p) Var te —p1)Va 

+A(ME + mu pi + Mapa) + B(PPRIPa+ PaPP2 + P2PP1),
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1 4 . . 3 les cinq constantes y, y, ÿ2, À, 1e étant liées, comme il fallait S'y 
attendre, par une équation homogène du second degré qui est 

MPYÈ + PU Pi + Ma Pa? + MM Mo 2 + pp1pP2 p?= 0. 

Si donc on pose 

  

  

  

  

x _ (i=p)va d= (ea e)Vas La= C@—pi)Ve 
(58) V— mp ÿ— M1 Pi ÿ— MoP2 

MO + Mi 01 + Mo Poe P P102+ P1001+ Do90i Ti = À i ; Br = ——— © —_—— 
= INA Te V— ppp? 

et 

y = _H, = 2, 
v— mp ÿ— Ma Pi 

n= — ts > X= u=—  , 
V— MPa ‘ ÿ— MM Ms V — PP1pP2 

on aura 

(59) N = Vi PH Po Ys Ca + Ve ta+ VS s 

les constantes y, étant liées par la relation quadratique 

(60) dre 

Donc, d’après la remarque du n° 443, les valeurs des x; données 
par les formules (58) seront les expressions des coordonnées 
pentasphériques en fonction de > 01, Ps. On vérifiera, en effet, 
conformément à la théorie du numéro cilé, que ces coordonnées 
vérifient l'équation 

(Gr) Det = 0, 

et qu’elles donnent la relation différentielle 

2 9 ; do? dp? d, 5 (62) Zéri = Gr 0 + (ou pe + (po LE. 
Les formules précédentes mettent en évidence toutes les pro- priétés du nouveau système. On voit d’abord que les intersections mutuelles des surfaces qui le Composent sont des cercles. Si l’on donne, par exemple, des valeurs constantes à p, et à 02, les quatre 

coordonnées æ2, #3, 3,3 deviennent des fonctions linéaires de 9 et sont, par suite, reliées par deux équations linéaires et homo- gènes. Donc les surfaces qui composent le système sont des
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cyclides de Dupin. De plus, puisque les cercles d’intersection des 
surfaces de paramètres p1 et op: sont définis par deux équations 

linéaires où ne figure pas æ,, ils sont tous orthogonaux à la sphère 
coordonnée (S,) représentée par l’équation 

Li — 0. 

Ces cercles seront donc orthogonaux à une cyclide fixe (l’une 

quelconque de celles de paramètre 5) et à une sphère fixe (S, ). Ils 
forment donc le système le plus général défini au n° 35. C'est ce 

que nous voulions établir. . 

Au reste, ce résultat aurait pu se déduire, sans nouveau dé- 
veloppement, des valeurs obtenues plus haut pour les fonctions 
Fr, 11, le. Car l'expression de 7, par exemple, montre que, pour 

la surface dont le paramètre 9 satisfait à l'équation 

3 _ — ma+p=a—o, 

les deux rayons de courbure principaux Ros, Roz, qui se cal- 

culent immédiatement à l’aide de la formule (44), auront pour 

valeur commune 
£ I 

r'Va _ y V— mp. 

Donc cette surface sera une sphère, ce qui suffit à la démon- 

stration du résultat précédent. 

Roi Ro 
  

147. Pour l'étude des deux autres hypothèses 

F 
hk = 2, h= -;: 

2 

nous renverrons à notre travail déjà cité plus haut, nous con- 
. x à 3 

tentant d'indiquer ici que le système correspondant à l’hypo- 

thèse À — 2 est nécessairement imaginaire et que le système 
-I 

correspondant à l'hypothèse h — 3 est transcendant. Remarquons 

d’ailleurs que, malgré son apparente généralité, ce dernier sys- 

tème .ne dépend d’aucune constante, le polynome du troisième 

degré qui y figure pouvant loujours, par une substitution homo- 

graphique légitime (n° 135), être réduit à n’avoir que des racines 

numériques. 

 



    

CHAPITRE V. 
RECHERCHE DES SYSTÈMES ISOTHÉRMES ET D'AUTRES SYSTÈMES 

QUI SE PRÉSENTENT DANS LA THÉORIE DE LA CHALEUR. 

On a vu que, parmi les systèmes déterminés dans les deux Chapitres précédents doivent se trouver : 1° les systèmes composés de trois familles isothermes ; 2° ceux pour lesquels l’équation de la chaleur admet, dans des conditions pré- cédemment définies, une infinité de solutions de la forme Pf(p) fite:) Pate). — L'objet du présent Chapitre est précisément la détermination de ces deux classes particulières, comprises dans celle que nous avons déterminée. — On commence par la recherche des systèmes isothermes en envisageant successive- ment les différentes solutions obtenues dans les deux Chapitres précédents. — On obtient d’abord des Systèmes formés d’une famille de plans parallèles et de deux familles de cylindres isothermes, ou d’une famille de sphères concentriques et de deux familles de cônes isothermes, ou d’une famille de plans passant par une droite et de deux familles de quadriques homofocales de révolution. — On obtient aussi le système des quadriques homofocales et un autre système ima- ginaire qui a été signalé, mais non déterminé, par Combescure. — Bien que ce dernier système ne puisse jouer aucun rôle en Physique mathématique, il y a . intérêt à le déterminer; on montre qu'il est formé avec des cyclides de Dupin qui sont imaginaires et du troisième degré. — Après avoir ainsi terminé la recherche des systèmes isothermes, on suit une méthode analogue pour la détermination de la seconde classe signalée plus haut. — On démontre d’abord un lemme fondamental de Lord Kelvin, relatif à l’inversion, puis on montre que les systèmes cherchés se réduisent en définitive au seul Système des cyclides homofocales et à ses variétés. — On retrouve cette propriété des cyclides ho- mofocales par une démonstration directe où l’on emploie les coordonnées penta- sphériques et une forme remarquable que prend, avec ce système de coor- données, l'équation de la chaleur. — Le Chapitre se termine par une remarque qui permet d'étendre une partie des résultats précédents aux systèmes de coordonnées curvilignes Les plus généraux. 

° 

148. Après avoir indiqué comment on peut résoudre le plus général des problèmes que nous nous étions proposés, celui qui a pour objet la détermination de tous les Systèmes triples dont les trois familles sont composées de surfaces à lignes de courbure iso- thermes, nous devons rappeler qu’au nombre des systèmes ainsi obtenus se trouvent nécessairement, comme nous l'avons dé- montré, 1° tous ceux qui se composent de trois familles iso-
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thermes; 2° ceux aussi pour lesquels l'équation de la chaleur 
admet les solutions particulières précédemment définies au n° 124 
et de la forme P fo) fi (21) fa(po). 

Nous commencerons par la recherche des systèmes composés 
de trois familles isothermes; c’est une question sur laquelle les 
découvertes de Lamé ont appelé les travaux d’un grand nombre 
de géomètres; les résultats obtenus dans les Chapitres antérieurs 
vont nous permettre d'en donner une solution complète et, nous 
l'espérons, rigoureuse (1). 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que trois fonc- 
tions f(o), fi(p1); fa(p2) des coordonnées curvilignes puissent 
être des températures, c’est-à-dire soient solutions particulières 
de l’équation | 

LV = 0, ° 

s'expriment, nous l’avons vu, par les équations 

  
0 É 

Oo Sel [Te ME ein], 3 LH OIEC 

Il faudra donc, pour que les trois familles dont se compose le 
système orthogonal soient isothermes, que l’on puisse choisir les 
fonctions f, fi, f: de manière à vérifier les trois équations précé- 
dentes. Appliquons cette règle aux différents systèmes triples 

que nous avons obtenus. 

149. Pour les premiers, on a (n° 131) 

(2) ds? — qe Lée+ ef (der + der)], 

4 
la fonction R de p4, #2 devant vérifier l’équation 

PR, ®R 
2 

  + CeBR—o, 

où C désigne une constante quelconque. 

  

(*‘)Ilest clair que, si l’on se bornait à cette recherche particulière, les mé- 

thodes et les calculs donnés plus haut subiraient de très grandes simplifications.
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lei les conditions (1) prennent la forme suivante 

2. (AG 
(1) 09: M. (ë=0,1,2), 

el, si l’on pose 

(5) M=kf(p) fitei) ftp), 

elles expriment que les trois dérivées de # sont nulles; par suite, 

Æ est une constante et M est le produit de trois fonctions qui dé- 

pendent respectivement de p, de p, et de p2. Nous poserons, pour 

la commodité des caleuls, 

(6) M—e-t-— 

di ne dépendant que de p;. Alors, pour chacune des trois familles, 

les températures seront respectivement égales aux intégrales sui- 
vantes 

fe dp, fe d91; fee dpa, 

multipliées par des constantes quelconques. 
Calculons les fonctions Bi; nous aurons ici 

oR ; 
Bor= ef ax, Bio e—Ra, Bia= — + a, 

doi 
(7) 3R 

Box = eRa’, Bro— e "Ra, Bai = 05; +42. 
2 

En exprimant que ces fonctions vérifient les équations (B), (B'), 
on aura les conditions 

a'ai = 0, aa, = 0, 

x R Le Re = 1 063. di 4, —=0, 

’ , , R 2R 
Mia H a, — — an —— + Rx — 0 

(8) { ? Op2 10 ? 

oR , 0R 
a, + a+ x! — 2R pe" — + 1 dpi — Lo 33 & 0, 

ŒR ŒR  , 
pe de + as + e2R æ«'2=— 0. 

F1 

Si nous considérons les deux premières, nous avons le choix
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entre deux hypothèses possibles, que nous allons envisager succes- 
sivement. On peut supposer d’abord 

(9) ai = 0, a, = 0. 

Alors la troisième équation est vérifiée, les deux suivantes 
donnent 

(10)     

IL faut que «’ soit une constante. Si cette constante est nulle, 
l'expression de M fournie par la formule (6) se réduit à une con- 
stante. On peut faire 

M — 1, 

et l'élément linéaire du système triple a pour expression 

Gi) ds? — dp?+ e?R(dp? + dp?). 

Les surfaces de paramètre 5 forment des plans parallèles, 
et les surfaces de paramètre », et o, forment deux familles de 

cylindres isothermes. Telle est notre première solution. 

150. Si la constante +’ n’est pas nulle, posons 

On aura, en vertu de l’équation (10), 

HR  dR «1, 

D or & 

Cette équation exprime que la surface dont l’élément linéaire 

serait déterminé par la formule 

ds? = e2R(dp?+ dpi) 

aurait sa courbure totale égale à = . 

Comme on peut prendre ici 

(12) M=e *,
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l'élément linéaire du système triple aura pour expression 

2( 

(13) ds?= ea [dp?+ 628 (do? + de?)]. 

Posons 

8 8 
(14) etdo=dp, et=Ë; 

a 

il viendra 

e2R(dp? + de?) 
(15) ds?= dy"+ 0"? = PE 

Cet élément linéaire convient évidemment à un système com- 
posé d’une famille de sphères concentriques et de deux fa- 
milles de cônes isothermes. Ge sera notre deuxième solution. 

151. Revenons maintenant aux deux premières équations (8) 
pour examiner leur deuxième solution, qui correspond à l’hypo- 
thèse 

(16) g'= 0. 

Alors les trois équations suivantes du même système nous 
donneront les relations 

ai+a+a +aÿ—0o, 

OR _  asa! OR a,a 
= 3 » — 79 jy ? 

dp,, a+; 02 a+ ar 

d’où l’on déduira, en désignant par À et Æ deux constantes, 

; 
ai+af = 2, as +a—=— h?, 

(7) er — a+ a 

_ k 

Posons 

(18) cp, ep: 

les deux premières équations (15) se transformeront dans les sui- 
vantes 

  
do , do 
apr Pi RE =— hp,
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ce qui nous donnera, en intégrant et désiguant par A, B, A’, B' 
des constantes quelconques, 

[ei Aetn + Be-ne., Ti = AVOE AE, 
(19) ? 

, 15 , : do —— 
| Pa A'eilei+ B'e np, Hi = AYAAB pe. 

Comme «,; et 42 n’entrent que par leur somme dans l'expression 
de M, il est permis de multiplier ', par une constante, à la con- 
dition de diviser o, par la même constante. Cela nous permettra 
de supposer, sans diminuer la généralité, que l’on a 

(20). AB = A'B". 

Alors on trouve 

  

  

on obtient, pour l'élément linéaire du système cherché, l’expres- 

sion 

poor goes 4AB por 
(21) ds?= (pp, }? do? + Æ Cp —e; p—4AB p} — 4AB 

  

Le lecteur vérifiera aisément que cette expression convient au 

système triple dont deux familles sont formées de quadriques 

de révolution engendrées par des coniques homofocales tour- 

nant autour d’un de leurs axes communs, la troisième famille 

étant formée de plans passant par cet axe. | 

Les valeurs particulières des constantes que nous avons né- 

gligées donneraient des cas-limites du système précédent. 

182. Examinons maintenant les systèmes triples pour lesquels 

les valeurs de H, H,, H> sont données par les formules (3) du 

Chapitre précédent (n° 435). Alors les conditions d’isothermie (1)
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prendront la forme 

o (f'()va\ _ o (eve) à (Ave) 
d ( M 7% ol M op M TT 3 

F2 

  
TV 

et elles ne pourront être vérifiées que si M est proportionnel au 
produit 

AOPACIACNLTIT 

c’est-à-dire est le produit de trois fonctions 

dépendant respectivement de 9, de o, et de p>. Mais, comme M 
doit d'abord être une solution des trois équations (4) du n° 135, 
on reconnaîtra aisément, en substituant la valeur précédente 
dans ces équations, que l’on doit avoir 

  

La valeur commune des trois expressions précédentes ne doit 
dépendre ni de p, ni de p,, ni de p et doit, par conséquent, se 
réduire à une constante #. En intégrant les équations 

on obtiendra pour M la valeur suivante 

Me A(p—k) (pi A) (ps — k)-h ; 

el celte valeur peut même être réduite à une constante ou à l'unité 
si l’on effectue sur les variables p, 813 p2 la substitution 

1 1 1 
p—k= -, pk = —; 2 T 

P Pi Pa 

qui est évidemment permise, d’après la remarque faite au n° 135. 
Ainsi, on pourra supposer, dans la suite, M— 1: et l’on voit 

qu'alors, si le système est isotherme, les tempéralures relalives aux 
trois familles qui le composent seront respectivement données par
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les intégrales 
do, dpi, dp2 

J'Va J'Va J'Va 
    

3 . . ° que l’on pourra multiplier par des constantes quelconques. 

153. Pour trouver ceux des systèmes qui sont isothermes, il 
faudra remarquer qu'ici les équations (B) sont toujours vérifiées 
el que, si l’on substitue Îles valeurs des fonctions B:x dans le 

groupe (B'), on obtient trois conditions telles que la suivante 

  Grant Los —e) + a 8 — ah 
p — Pi 

22 j a; 0 — 
(22) + (pr — p)t-24 ÉCSRELE ET] 

2 8 — Pi 

+ &oh(o — p1)t-24 = 0. 

Nous savons déjà que &, est un polynome en'p; d’un degré au 

plus égal à 4 — 2h. L'’équation précédente montre immédiate- 

ment que ce degré ne pourra dépasser 2 — 2h; et, par conséquent, 

elle exclut déjà celui de nos systèmes qui correspond à l'hypo- 

thèse - 
Rh = 2. 

. . I A 
Si l’on suppose maintenant À = — 5° &, &1, &2 représentent 

alors un même polynome qui, d’après la remarque précédente, 

doit être du troisième degré au plus. On verra aisément que 

l'équation précédente est alors vérifiée sans qu’il soit nécessaire 

d'imposer de nouvelle condition à ce polynome. On obtient ainsi 

le système formé par les surfaces homofocales du second degré 

et toutes ses variétés. 

Si l’on suppose k — _ &, &, @>, qui, dans le système corres- 

pondant, sont des polynomes du troisième degré au plus, devraient 

se réduire au premier degré. On verra aisément que l'équation 

précédente ne peut être vérifiée. 

Enfin, si l’on suppose 41, &@, &i, @, qui sont, en général, 

des polynomes du second degré (n° 441), doivent se réduire à des 

constantes p, Pi, pe dont la somme sera nulle. Dans ce cas, en 

effet, l'équation (22) sera toujours vérifiée.
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154. IL semble donc que l’on puisse ajouter aux systèmes 

connus de Lamé, et retrouvés plus haut, un système nouveau pour 

lequel l'élément linéaire sera donné par la formule 

{ 

ds? 
— Ce — 01 )2(p1— p2}2(p2 — pe}? 

dp? dei Æ| 
— Ds}? —— 9 — 2 + _— ? 2 |. >< [Gei—pe LE + (pe 2 SEE + a 

(23) 
    

Ce système, signalé pour la première fois par Combescure (*), 

existe en effet. Mais, par suite de la relation 

P+Pi+ Pr= 0, 

qui a lieu entre les constantes, il est toujours imaginaire. Il n'a 

donc pas d'intérêt pour la Physique mathématique; toutefois. 

comme les imaginaires doivent prendre une place aussi grande en 

Géométrie qu’en Analyse, il nous a paru intéressant de-le définir 

complètement. C’est ce que l’on peut faire si on le considère 

comme un cas-limite de celui qui est formé de trois familles de 

cyclides à lignes de courbure circulaires et qui a été déjà dé- 

terminé plus haut, au n° 146. 
Reprenons en effet les formules (58), (62) du n° 146 relatives 

à ce système; elles entraînent cette conséquence que l'expression 

de l'élément linéaire dans un système de coordonnées pentasphé- 

riques pour lequel les rayons des sphères coordonnées seraient R;, 

Ro, ..., R; serait donnée par la formule 

    

Si nous faisons tendre vers zéro les trois constantes 72, M4, Ma 

pour obtenir le cas où les polynomes «, a,, à: se réduisent à des 

constantes P, Ps, Pa dont la somme est nulle, les expressions des 

coordonnées x; deviennent illusoires. Mais, si l’on développe les 

trois premières suivant les puissances positives des quantités M, 

  

(*) Comsescure (E.). Sur les déterminants fonctionnels et les coordonnées 
curvilignes (Annales de l’Ecole Normale, 1° série, t. IV, p. 93; 186).
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M OÙ M2, considérées comme étant du même ordre, et si l’on 
pose, pour abréger, 

  

  

  

(25) IT RIT Pr Ja PET P J3—= 0 — pi, 

PNA PI PE) pag =— pis) pays =— pi(p — pr) 
on aura 

#1 Vi — æ, = + y m +..., 
‘ V— mm 2 V 

6 = —_Ÿ?r 2 = (2 ) Le Va + 2 ÿ MN +..., 

gs TS TE Vs +. 
V= 7% 2 

Portons, concurremment avec æ;, æ:, ces expressions dans 

VPidentité (61) du n° 146; on obtiendra, en égalant à zéro les 
termes des deux premiers degrés, les nouvelles relations iden- 
tiques 

+ 9 9 Ji Ji 22 LE yo, 
2 
1 

m mi nu 
YF 

(27) 
Vi TT Far tas +30; 

auxquelles il faudra joindre la suivante 

(28) FYi+}a+ÿs=0, 

simple conséquence des équations de définition (25). 

En effectuant les mêmes substitutions des valeurs des æx dans 

l'équation (62) du n° 146, on trouvera de même 

di | di | di — dx?= 0 
C9) mn Te M3 + ? 

  

dy dys+ dy2 dy: + dy: dy, + de? 
2 

2, 
P? 

2 30 d dp? 

(50) = (ai ee) + (pa e} +(p— m1} 

Ces relations permettent d'obtenir le résultat cherché. 

Si l’on élimine, en effet, y3 à l’aide de l’identité (28), la seconde 

identité (27) prend la forme. 

7.) +ya(ri—rs)+23= 0: | 

D. ‘ : , 18
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et se présente sous la forme d’une relation quadratique entre 

cinq fonctions. Si l’on pose 

+ F 
t # 

MHY TX Jia ty: 
2, = — 3, dy = > 3, 

  

2 2 
(3?) 1 4 ‘ , 

+Y— Ja a+: , 
ge TE 22793, Qi PTS, rex, 

2 2 

cette relation quadratique prend la forme 

Die 
et l'équation (30) nous donne alors 

(2) Ÿdri =( pe PE Lo pp PE + ( 2 
A — — 03} — 2— “ — ÿ . { k PAT PT, ‘ ET PR, 

Cela posé, essayons de disposer des cinq constantes R4 de telle 

manière que l’on ait 

(33) DRE = ei prhtoz— pXe— pt 

On verra facilement qu’il suffit, pour cela, de prendre 

1 É . { Ï . F 

(34) K =? RP R “?r = Pi — =0. 

F ox
 

Alors l'élément linéaire de l’espace, dans le système de coor- 

données pentasphériques pour lequel les rayons des sphères coor- 

données seraient donnés par les formules précédentes, aura préci- 

sément pour expression 

ee 2 

CR) 
I de? dp? de? 

| = 73 [ie + (x 0) + (p— pi) es |.     
P1 P2 

C'est la formule (23) donnée plus haut, qui caractérise le système 

cherché. 

133. Si l'on ne veut pas employer les coordonnées pentasphé- 

riques, on peut raisonner comme il suit. Les fonctions ÿ:, y, #:
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satisfont aux relations (23), (30) que l’on peut transformer comme 
il suit. On a 

(36) Pi + PT + Pays = (P — pa)(pa— pr(pr—p)=t. 

Introduisons dans les relations la fonction € à la place de Yh; 
elles deviendront 

(37) PE + (ya Lin) + at 0, 

d 
1 dE + dr Liy) d(y, —7},)+ dr? 
P P 

(38) « 
, de? dei de? 

= (pi— pre Here} +E—p} 

Cela posé, il suffit d'appliquer le lemme du n° 143. On satisfera 
à La première identité en prenant 

  

| x = #5 — PP1PaT# PiPPart Papi 
A — pl 

s CV— ppp: 

Y_zi= LPYI— PIN LL PET PiPI TT Pr, 

(39) — EV— pri V— ppip: 

; Fa —  pip}(p—pi)— Prpi(pr—p) 
YV+Zi- 23 pppi= << ———— ) 

P° GV— ppp: 

Xe ven Ze Di ET ft, 

pPÉ  P£ 

et la formule (38) donnera alors 

dX?+ dY?+ d2? 

(io) 1 , de? ei _ +]. 
= 3 [Ga en + Ces e) Pr +{(p—p1) P:   

Par suite, X, Ÿ, Z sont les coordonnées rectangulaires du point 

qui, dans le système cherché, a pour coordonnées curvilignes o, 

945 Pa. Les formules (39) résolvent donc analytiquement la ques- 

tion proposée. On peut en déduire les conséquences géométriques 

suivantes. 

Si l’on augmente p, p1, p2 d'une même quantilé k dans les for- 
L f J 16 - 

mules (39), les nouvelles coordonnées X, Y’, Z/ seront liées aux
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anciennes par les formules 

X'=X— A(Y — Zi), 
(41) Y'— Li Y— Zi, 

Y'+L'i=Y+ZitahX— R(Y — Zi), 

qui entraînent la suivante 

(42) X2+ Ye 2 X2+ Yi 7e, 

Ces formules définissent une rotation finie autour de la droite 
isotrope 

(43) X=o, Y—Zi—o. 

Ainsi le système tout entier ne change pas quand on lui imprime 
une rotation quelconque autour de cette droite et, par suite, les 
surfaces de chacune des trois familles qui composent le système 
se déduisent de l’une d’entre elles à l’aide d’une rotation autour 
de ceite même droite. 

Étudions, par exemple, les surfaces de paramètre p:. Pour 
connaître leur forme, il suffira de prendre celle qui correspond à 
la valeur 

fe = ©. 

On aura alors 

[x = #1 2, Y+Zi- P201 ; 

(44) à @i—e)V— ppp CPi—9)V—ppips 

| X2+ Ya Ze TT, 
_ Pp(p1—p) 

L’élimination de p et de pe, conduit à l'équation 

f — — (45) (X2+ Y?+ 7?) (Y+zi- LP) = x Pr, 
PP1 PP2 

On reconnaît aisément qu’elle définit une cyclide imaginaire du 
troisième degré, qui est l'inverse, par rapport à l’origine des coor- 
données, du cône défini par l'équation 

(46) +20 |f/ RE 4 25 25] Le. 

Ce cône est de révolution et une de ses génératrices isotropes 
passe à l’origine.
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Nous signalerons aussi cette circonstance singulière que, si l’on 
effectue une inversion dont le pôle est placé à l’origine, le sys- 
tème orthogonal se transforme en un autre dont les trois familles 
sont formées de cônes égaux du second degré, tous de révolution. 

136. Nous allons maintenant étudier le second des deux pro- 

blèmes que nous nous étions proposés et déterminer tous les 

systèmes triples pour lesquels l'équation de la chaleur admet une 
infinité de solutions de la forme 

(47) P FC) fie) fa(p2). 

Mais auparavant nous démontrerons un lemme célèbre qui est 

dû à Lord Kelvin (1): 

SiV(x,y,s) est une solution de l’équation de la chaleur et 

si l’on effectue une inversion, définie, par exemple, par les for- 

mules 
z 2 k2 TOY _ 8 _ 2 

(48) PT at+yrrzt nr? 

la fonction 
  sv (EL EEE) 

r r'è 7 r'? 

sera une solution de l'équation de la chaleur relative aux nou- 

velles variables x', y!, 3!. 

En effet, comme l’on a 

k: t 1 

(49) dx? + dy? + dz? = a (dr?+ dy?+ ds?), 

on pourra considérer x’, y', 4! comme des coordonnées curvilignes 

et appliquer la formule (26) du n° 111, ce qui donnera 

rs f à r OV à fr oV (x) 

BV — LC m)" > r'? dy F5 \ 73 07 

o n) 
r'x OV 278 r' 9V n 

H ox le où 0€ 

> =
 

  

(1) Sm W. Tuouson, Extrait de deux lettres adressées à M. Liouville. — 

LrouviLe, Vote au sujet de l’article précédent (Journal de Liouville, 1° série, 

t. XII, p. 256 et 265; 1847).
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Comme l’on a 

(x) 7» (:) Ÿ (>) + — 7 
dx"? dy"? + 032 — % 

l'équation précédente pourra s’écrire 

  

et elle donne, par suite, 

1V MORE 
(50) LMV=T Tr Tor gr 

x 

Cette identité démontre la proposition de Lord Kelvin. 
Cette proposition entraîne la conséquence suivante : 
Si un système triple a la propriété que nous recherchons, c'est- 

à-dire si l’équation de la chaleur admet, dans les conditions que 
nous avons indiquées au n° 124, une infinité de solutions de la 
forme (47), la même propriété appartiendra aussi à tous Les sys- 
tèmes triples qui se déduisent par une inversion du système pro- 
posé, avec cette seule modification que le facteur P qui se trouve 

. 4 P : , dans toutes les solutions sera remplacé par =: Il résulte de là que, 

dans un groupe de systèmes triples orthogonaux qui sont les in- 
, F . . verses les uns des autres, il nous sera permis de choisir comme 

nous voudrons l’un quelconque des systèmes, pour reconnaître si 
la propriété appartient au groupe tout entier (!). 

157. Appliquons cette remarque à notre première solution. 

    

(') La proposition de Lord Kelvin montre également comment on pouvait être conduit à se proposer le problème que nous allons étudier : du moment que l'équation de la chaleur admet une infinité de solutions de la forme 

FCP) files) A2), 

OÙ P; Ps PA Sont les paramètres de trois familles de quadriques homofocales, elle devait admettre des solutions de la forme (43) pour tous les systèmes triples inverses du précédent. On voit donc qu’il y a des systèmes jouissant de la pro- priété que nous recherchons, et il était naturel de se proposer de les déterminer tous.
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Elle nous a donné trois systèmes triples différents, comprenant, 

le premier une famille de plans parallèles et deux familles de cy- 
lindres isothermes, le second une famille de sphères concen- 

triques et deux familles de cônes isothermes, le troisième une fa- 

mille de plans passant par une droite et deux familles de surfaces 

de révolution à méridiens isothermes, systèmes auxquels il faut 
ajouter lous ceux qui en dérivent par inversion. Nous pouvons 

évidemment nous borner à considérer les trois systèmes fonda- 

mentaux et négliger leurs transformés par inversion; mais on 

peut aller plus loin et négliger même le iroïsième système, celui 
qui comprend deux familles de révolution. On peut, en effet, dé- 

montrer le théorème suivant : ‘ 

Si l’on admet l’emplai des inversions imaginaires, toute sur- 

face de révolution dérive d’un cône par des inversions (); 

tout système triple qui comprend deux familles de surfaces de 

révolution ayant un même axe dérive par inversion d’un sys- 

tème triple comprenant une famille de sphères concentriques. 

Considérons en effet les plans passant par une droite fixe; une 

première inversion les transforme en sphères ayant un cercle 

commun ; si l’on place le pôle d'une seconde inversion au centre 

d’une des sphères de rayon nul qui contiennent ce cercle com- 

mun, les sphères passant par le cercle se transforment en sphères 

concentriques. | 

Il suit de là que toute surface de révolution, c’est-à-dire toute 

surface qui coupe à angle droit des plans passant par une droite 

fixe, se transforme en une surface qui coupe à angle droit des 

sphères concentriques, c’est-à-dire en un cône ayant son sommet 

au centre de ces sphères. | 

On voit aussi que tout système triple comprenant une famille 

de plans qui passent par une droite peut se transformer en un 

autre système comprenant une famille de sphères concentriques: 

En particulier, notre troisième système fondamental, qui com- 

prend deux familles de surfaces de révolution à méridiens 150- 

      

(:) Afémoire sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alge- 

briques, p.162.
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thermes, dérive par deux inversions du second système, qui com- 
prend deux familles isothermes. 

Nous pourrons donc nous borner, dans l'étude du problème pro- 
posé, aux deux premiers systèmes fondamentaux comprenant deux 
familles isothermes, soit de cylindres, soit de cônes. 

158. Pour le premier, qui comprend deux familles de cylindres, 
l'élément linéaire est donné par la formule 

(51) dsè= der + er (dp? + de?) 
avec la condition 

ŒR  dR (52) ° De Tu = 
dpi op? 

L’équation de la chaleur prend la forme 

RUN, AV. AV 
dp?  dpr | 02 

Il faut exprimer qu’elle à des solutions de la forme 

V=Prrir, 

ri dépendant de la seule variable gi. En substituant cette valeur de V, on trouve 
| 

L an 9? . 1 ®(P7r:) ï (Pre) 
r° ge (Pr)+ > dpt TH og — 

  

dp? fa 0p? ? 
ou encore 

d:P 02P œP OP 7’ r" e2R 27 ue LT 2R 7 2R P = 
63 op + dpi + dE + 2e œ 7 + eRP — 

# # 1 NH 
+27 pa+ Ps pa Pi 71 ri O2 re ra 

L'hypothèse est que r, 71, r, doivent salisfaire respectivement à des équations telles que la suivante 

TE + bipi)ri+ xipihri= 0, 
et l’on peut toujours mettre de telles équations sous la forme 
(54) FiCpi)r} + 2fE(pidré + gi(pr)rs= 0,  
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que nous adopterons. Il faut substituer dans lPéquation (53) les 
valeurs des dérivées r déduites des équations précédentes et éga- 
ler à zéro les coefficients des dérivées premières ainsi que le terme 
indépendant. On obtient ainsi les conditions 

1 OP FE(p:) he _ — = - t—=O0,1I1,2 
P Op fier) ( 13) 

dP dP  œP o(p) , Sie) gi) RE 2R © ++ = 0. 
Sat dp? T dp3 p Le Je) F ° 

  

(55) 
      

On déduit de là d’abord, en négligeant une constante, 

(56) P = fe) f1(p1) fes), 

puis ensuite ° 

- sn J (P)—v0(e) 5 (p1) — wi(pi) 3.(pe) — pape) | 

GO An) + Ja) ° 
Comme R ne doit pas dépendre de p, cette dernière équation 

montre d’abord que e® est nécessairement de la forme (*) 

(58) eR — 6,(p1) + 02(p2). 

  

Nous sommes donc conduits à chercher les systèmes plans 
. 214 on ; _ orthogonaux qui donnent pour l’élément linéaire du plan l’expres 

sion suivante ° 

(59) ds? = [01(pa) + B2(pa( do? + dp2). 

Cette question, qui se présente en Mécanique analytique, a été 

résolue depuis longtemps par Liouville (2), et les systèmes ortho- 

  

ï . ? 

(*) Le raisonnement suppose que le coefficient de e2R n’est pas nul; l'hypo- 

thèse contraire conduirait aux solutions qui satisfont à la fois aux deux condi- 

tions EV V EV 

Ces solutions sont de la forme 

(Ap + B)(A' coskp, + B'sink£p;)(A"ee + B'e-Kt), 

i trent dans tous 
À, B, A’, B', A", B”, 4 désignant des constantes, et elles se renconte ! 

les systèmes triples considérés; mais elles sont linéaires par rapP p. , 

(2) Liouvinxe, Sur quelques cas particuliers où les équations du roener 
7, z. re 

d’un point matériel peuvent s'intégrer (Journal de Liouville, x série, t. XI, 

p. 360; 1846).
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gonaux qui en donnent la solution se réduisent, on le sait, à ceux 
qui sont formés de deux familles d’ellipses et d’hyperboles homo- 
focales et à leurs variétés. 

Admettons ce résultat et achevons la solution. D’après la forme 
même que nous trouvons pour P, on peut, en réunissant la fonction 
J'ifoi) à ri, réduire P à l'unité. Faisons donc 

P=:1; 

l'équation à résoudre deviendra 

PUPILE Cp) + 02(02)] + Di(p1) + 202) = 0. 

Elle se décomposera évidemment dans les suivantes 

p(o)— 2, 
RBiCo1) + ep) = 4, k02(p2) + ve(p2) =— #, 

où # et’ désignent deux constantes arbitraires. 
Les équations différentielles qui déterminent r, r,, r, seront 

les suivantes 

2" + kr = 0, 

Ti TA — 48 (pilri— 0, ra {A+ k62(0)]re= 0. 

159. Nous n’insisterons Pas sur ces résultats, qui sont bien 
connus, el nous passerons aux systèmes iriples qui comprennent 
deux familles de cônes isothermes. 

Dans ce cas, l'élément linéaire de l’espace est donné per la for- 
mule 

(60) d$= dp+ pre(ds? + dp?), 
avec la condition 

dR œ@R HLTR R— (61) op? + de + eR— 0, 

Un calcul presque identique au précédent montrera de même que l’on doit avoir (1) 

ER = Di(p1) + 6:(p2). 
  

(") Ici encore il faudra laisser de côté des solutions qui sont linéaires en = 
. 

Q et conviennent à tous les systèmes considérés.
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On sera donc conduit au problème suivant, dont la solution est 
bien connue (!): 

Mettre l'élément linéaire 

ds? = eR(dp? + dp?), 

de la sphère de rayon 1 sous la forme 

(62) ds = [0iCp1) + 02(p2)( doi + dpi). 

Le système triple correspondant comprend deux familles de 

cônes homofocaux du second degré. Ainsi que le précédent, il se 
rattache comme cas-limite à celui qui est formé par trois familles 

de surfaces du second degré. 

160. Il nous reste à traiter les systèmes les plus importants, 

ceux pour lesquels H, H,, H, sont données par les formules (3) 
du n° 135. L’équation de la chaleur devient alors 

= à a OV 
Grp) Va (4e a) 

(63) « = . 

m2 (Va nas 2 (Ve NW) 
+ Gap Va ( NT av) +(p— pi) 22 ÿ/@2 0 ( MN 0» = 0 

Si Pon substitue à 0, p1, p2 les variables €, €, €2 définies par les 

formules 

(61) «= [92 (= 0,1,2), 

elle peut s’écrire 

à {3 OV 
(pi pr) (x =) 

& 

(65) à aV d 1 OV _ — LL a) = 

+ (pa PIRE (x a) +(e—P1) 3 ( VE ° 

Faisons 

(66) V=Pyrrirs, 

  

(‘) Leçons sur la théorie des surfaces (IX Partie, n° 414, p. 209).
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rine dépendant que de &;; l'équation deviendra 

mnfPr,f20P_ PoM\r  t2P 1 oM op do GR) re + Gr de 6 ) + + 9 — 56 à > +0, 
les termes non écrits se déduisant des précédents par des permu- 
tations circulaires. Si l'équation du second ordre à laquelle doit 
satisfaire r; est donnée sous la forme déjà employée 

JiCiri+ 2 fier + Bi(ei)ri= 0, 

on obtiendra, en substituant la valeur de r; et en égalant à zéro. 
le coefficient de r; dans le résultat de la substitution, l'équation 

2 0P t OM of;(s;) 
Pod MO  fi(er) 

1 1 , . . , Ye d’où l’on déduit, en Imtégrant et négligeant une constante, 

P = YM f(e) fie) faces). 

Comme il est permis de réunir f;(e;) à r;, on pourra supposer que 
l’on ait 

Fifi) = 7, ce qui donnera 

(65) P = M. 

Quant à l'équation en r;, elle prendra la forme plus simple 
d? 2. (68) EE Te gi(pi)ri 

Si l’on substitue les valeurs de P et de r;, il restera la condition 

(7) 
Gopef ee) 2 ni 

M de? 

I af — (69) LGor ppe | EC) G) 
M de? 

—
 

2 (x) 
+ (p— pi}? P2(P9 vM 

55 —< | —=0,   

qu'il y aura à vérifier.
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Or, si l’on ajoute les trois équations du système (B'), après les 
avoir multipliées respectivement par H, H,, H;, on trouve 

1 
"(7 

7x) k a k a’ —_ p,y=24l 4YM + = +!” 
(pi pa) sai de? 2 Pi—P 2 Ps—Pp 

+ ha . ha k2a 

(pi p} (pa —p}  (o1—p}(pa—p) 
  +... =0, 

les termes non écrits se déduisant des précédents par des permu- 

tations circulaires. Ajoutant cette condition à la précédente mul- 

tipliée par 4VM, on obtient la condition suivante : 

  

h a‘ k a a 
— —2/ _ _ nn 

| Goi pa) 24 [eco + 2 pp 2 Pa—p tip} 

a. ee 
(pa—p}?  (o1—p)(p2— p ? 

qui ne contiendra plus M. On aura certainement une solution du 

problème, si l’on peut disposer des trois fonctions w;(p;) de ma- 
nière à satisfaire celle condition. Pour examiner cette question, 

nous donnerons successivement à 4 les valeurs que nous avons 

obtenues au Chapitre précédent. 

161. Pour À — — À, nous savons que a est un polynome du 
2 

cinquième degré au plus. Posons donc, &, %, ... étant des 

constantes, 
; à y 03 à 

(70) Qi Hp + API HA + APE Hess 

l'équation prendra la forme 

bi 3 F ——n 

(p1— p2) 168) + 528 324 87+ 50 + za | +:..=0, 

et elle donnera la solution 

(72) 16% (pr) =— 5%0p} — Ip} — Mpi— 

m et n étant deux constantes quelconques. 

Les solutions particulières en nombre infini auxquelles nous
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sommes ainsi conduits sont donc de la forme suivante 

(73) V=YMrr Fa, 

la fonction r; satisfaisant à l'équation 

dr; a; dr; 5 3 3 >, mn n\. (74) HT + rs di + (He: + GAP + Er + à) ri= 0, 

où m et 2 désignent deux constantes arbitraires. : 
Si le polynome a; se réduit au troisième degré, M devient égal 

à 1, & et &, sont nuls et l'équation linéaire précédente devient 
_ équivalente à celle qui a été obtenue par Lamé et que nous avons 
donnée au n° 124. 

162. Examinons maintenant les autres valeurs que l’on peut 
prendre pour k. Si l’on fait d’abord Se 

R — 1, : 

On aura 

= Up? + RiQi+ pr. 

En tenant compte des relations (15) du n° 141 qui existent entre les coefficients m;, n;, Pi; On réduira l’équation (70) à la forme 
suivante 

49(p)—m  foi(ei)— nm ÉPaCRe)— ma (P1— pa)? (p»— 9}? (ep —p1} 

Il n’y a évidemment qu’une seule manière de satisfaire à cette re- lation, celle pour laquelle on aura 

ga (px) = 7 (Æ=o, 1,2). 

L'équation de la chaleur aura donc seulement huit solutions de la forme cherchée. 
Supposons maintenant # — ». Les fonctions 4; se réduisent à des constantes dont la somme est nulle, et l'équation à vérifier 70) devient 

o(p) pi(pa) Pa(Pa) 
Gi) (pa) pp 2:
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Ici encore il y a une seule solution possible, pour laquelle on a 

pipi) = 0, 

et l'équation de la chaleur admet seulement huit solutions parti- 
culières de la forme cherchée. 

" . I + £ . 4 Enfin, si l’on fait À — 5° les fonctions «&, &, &> se réduisent à 

un même polynome du troisième degré. L’équation à vérifier 
devient impossible ; on le reconnaitimmédiatement en chassant les 
dénominateurs et faisant P = pi 0. 

En résumé, en dehors des systèmes considérés par Lamé, on 
ne trouve, à proprement parler, que le système des cyclides homo- 
focales et ses variétés, pour lequel la propriété a été établie en 

premier lieu, au moins en ce qui concerne les cyclides à plans 
principaux, par M. Wangerin (!). 

163. Il nous paraît intéressant de faire connaître ici la méthode 

directe par laquelle nous avons démontré et étendu aux cyclides 

les plus générales l’élégant résultat que l’on doit à M. Wangerin (?). 

On sait que l’équation du système des cyclides homofocales 

peut prendre une forme très simple si l’on adopte, pour repré- 

senter un point de l’espace, le système des cinq coordonnées 

pentasphériques 

(75) BE R 

Si, Sa, ..., Ss désignant les puissances du point par rapport à 

cinq sphères, deux à déux orthogonales. Je rappelle les relations 

 0Sx 084 dSx 0Sx 0Sx 08% 
EE + — 
0x 0æ oy dy 03 03 

Sx 2 De) + (9e) = Sx+ R£), (Se) +(% 9% 

= 2(Sx+ 5), 

(76) 

\ 

  

(!) WaxGerix (A.), Ueber ein dreifach orthogonales Flächensystem, ge 

bildet aus gesvissen Flächen vierter Ordnung (Journal de Crelle, 1.82, p.145; 

1836). | 

(2) Sur l’application de méthodes de la Physique m 

des corps terminés par des cyclides (Comptes rendus, 

1099; novembre 1876). 

athématique à l’étude 

t. LXXXIIL, p, 1037 et
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qui sont d’ailleurs d’une vérification facile, et auxquelles on peut 
joindre l'équation évidente J q 

Sz Szx ASz … (77) on op tom 0 

Ces relations vont nous permettre d'écrire, dans le système de 
coordonnées pentasphériques, l'équation aux dérivées partielles 
de la chaleur ou du potentiel. 

Soit V une fonction quelconque des cinq quantités S;; on pourra 
toujours, en faisant usage de la relation identique entre les quan- 
tités S;, 

(8) D, 

la rendre homogène et même lui donner tel degré que l’on 
voudra. En calculant les dérivées secondes de V et tenant compte 
des relations (56), on établira sans difficulté l'équation suivante 

AV  Od2V  92V 3: 2V oV (9) de get one ADR + Uu+n DU, 
où y: désigne le degré de V. Si donc on admet que, par l’emploi 
de la relation (78), la fonction homogène V ait été rendue de 
degré — 2 4p +2 sera nul, et l'équation du potentiel dans le 
nouveau système de coordonnées prendra la forme élégante 

(80) AVAST = 0. 
2 

dx; 

Cette équation doit d’ailleurs être vérifiée, soit identiquement, soit en vertu de Ja relation homogène qui relie les quantités 3. Avec son aide, on peut établir sans calcul le lemme de Lord Kelvin. Il est aisé de reconnaître que, si l’on transforme une figure par inversion, les coordonnées +; d’un point M demeurent proportionnelles à celles x! du point homologue M’, prises par rapport à cinq nouvelles sphères orthogonales qui sont les inverses des premières. On a 

kix! (81) Be



  

NN 
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k? étant le module de l’inversion, et 7’ la distance du point M' au 
pôle de la transformation. Or, considérons une fonction V satis- 
faisant à l'équation (80). Comme elle est supposée mise sous 

3 z [ . . forme homogène et de degré — 5° On aura, si on l’exprime en 

fonction des nouvelles coordonnées x! du point M, 

V= Tv, 
À 

V' désignant ce que devient V quand on y remplace x; par x!. 

Puisque V' ne diffère de V que par l’accentuation des lettres, 

on aura évidemment 
9? V' 

dx? 

ou encore / 

Da (7) . 
. . V . . 

c’est-à-dire que la fonction 7» exprimée en fonction des coordon- 

= 0, 

nées du point M', sera une solution de l’équation du potentiel. 

C’est le résultat de Lord Kelvin déjà établi plus haut (n° 156). 

164. Cela posé, considérons le système des cyclides homofo- 

cales et orthogonales, défini par l'équation 

(82) ‘ De = 0. 

Si, dans cette équation, on considère les æi comme les coordon- 

nées d’un point M, elle fera connaître trois valeurs de X, que nous 

désignerons par p, ps, p2, et qui seront les paramètres des trois 

cyclides orthogonales se croisant au point M. 

L'identité | 
2 … 3 _ 9; 

a __pATE)OA— PA — re), 
(83) FO=Y TS 

À — &; 

  

  

où l’on a posé 

(84) FO) = A — 3) — a)... (À — a5), 

et qui est analogue à une équation semblable de la théorie des 

19 D.
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coordonnées elliptiques, nous conduit sans effort aux résultats 

suivants. 

En développant les deux membres suivant les puissances néga- 

tives de À et posant 

(35) Z=d+a+...+ ds, 

on trouve d’abord 

(86) Dust P, 

(87) Yaizi = P(a—p—pi— pe) 

En prenant les dérivées des deux membres de l’identité (83) par 

rapport à À, et faisant ensuite À — p, on trouve 

dF\ _P(p--p1)(P —P2) _ pr 
(- Je) ne 

équation à laquelle il faudra joindre celles qu’on en déduirait par 

l'échange de 9 en o, et en p2. On a d’ailleurs identiquement 

dE \2 dE 
(88) Y (5) = iT 

et, par des calculs fort simples où l’on emploiera l'équation 

\ 2 Xi + Fo) 2 _o 
. î 7 — &ij 07; 

  

on élablira sans difficulté les relations suivantes : 

DCE) = > 

Ex) =: >< air = 4P(a—p—pi— 82) 
or; 

dp dpi 

  

dr; Zi 

| 

(89) d oP 
Dé 

9?p : 2 I 

di FD DE 
dP 

dr? 
— 24,



  

RECHERCIIE DES SYSTÈMES ISOTHERMES. 291 

où les sommes doivent être étendues à toutes les valeurs de l’in- 

dice {; on obtiendrait des relations analogues en échangeant », 

Pi Pa: 
Au moyen de tous ces résultats, on peut former sans difficulté 

l'équation aux dérivées partielles qui définit le potentiel. La fonc- 

ion V que l'on doit substituer dans l'équation (80) devant être 
x # I . 

homogène et de degré — 3° nous l’écrirons 

-1 . 

(90) V=P *o(p,pispa). 

P étant du degré 2, d’après la formule (86), et p, p1, p2 ne dépen- 

dant que des rapports des quantités æ;, cette expression de V 

satisfait bien à la condition exigée. 

En la substituant dans l'équation (80), et tenant compte des 
_5 

formules (89), nous aurons en facteur P * dans tous les termes; 

ce facteur étant supprimé, il restera l'équation 

og #10) 9 
A/S + 2f"(0) % 

(P — P1)(P — Pa) 
LGBa—5p—5p1—5e2)— —..:7 0, 

les deux termes non écrits se déduisant des précédents par le 

changement de o en p, et en po. On peut encore écrire l’équation 

sous la forme 

5 16039 we 
1e) o—2f 3 — 4/0) 7x (£ x 7 È 

(8 — p1)(p —p2) 
P 

  

d’où il suit immédiatement qu’elle sera vérifiée si l'on prend 

pour le produit 77172 de trois fonctions dépendant respecti- 

n 
EU ! ,  , 54 . 

. vement de p, pi Po» la première étant déterminée par l’équation 

. n | 

(91) Fe) + LS) r'+ (set Sup + Cp+D)r= 0, 

où C, D désignent deux constantes, et les autres fonctions r,, re 

satisfaisant aux équations toutes semblables que l’on obtient en 

conservant les constantes C, D et changeant p en p; ou en p2. 

Cest le résultat que M. Wangerin avait publié, dans le Mémoire 

déjà cité, pour les cyclides à plans principaux.
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On peut conslater qu’il est en parfaite concordance avec celui 
que nous avions établi plus haut. 

En effet, si, dans l'identité fondamentale (83) qui a lieu pour 

toutes les valeurs de À, on donne à cette variable la valeur a;, on 

obtiendra l'équation 

(ai—p}(ai—p1)(@i— pr) 
(92) Ti = VE / CPS pa) Fa) 

qui fournira les valeurs des coordonnées pentasphériques x; en 

fonction de P, de p, de p, et de 0. Quant à la valeur de P, elle 
se déduira de l'identité (58) 

Ti 
= —2 
k; ? 

qui donnera, si l’on y remplace les x; par leurs valeurs (92), 

3 222 V4 Car —p)Cai— n}Cai— ps), (93) ÿP 2 R; J'(ai) 

I! suffit ensuite de porter la valeur des x; dans l'équation 

Ÿ art 
Sa 

(Ex) 
qui fait connaître l’élément linéaire de l’espace en coordonnées 

pentasphériques (!), pour obtenir la formule 

ds? — 

> — (E—pi)(P—P2) 7e 
ae 3 [NE ds 

(Pi p{pr— ps) (pa— p}(p2— pr) d 2 + 2 

Je 3 en dr]: 
qui donne l'élément linéaire de l’espace exprimé en fonction des 
variables p, 94, 0e. Cet élément linéaire reproduit, avec un léger 
changement de notations, la forme générale que nous avons ob- 

(94) | 

tenue plus haut pour la valeur — - = de L, et il est en parfait accord 

avec les formules du n° 122, si l’on y remplace P par ne . 

  

  

() Leçons sur la théorie des surfaces (X° Partie, p. 219).
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165. La recherche que nous venons de terminer n’a pas un 

caractère aussi particulier qu’on pourrait le croire au premier 

abord. Il est aisé de démontrer qu’elle nous fait connaître tous les 

cas dans lesquels l’équation de la chaleur admet des solutions de 

la forme suivante 

V=Nf(o)fitpi) Jap), 

o2 sont des fonctions déterminées et où f, f\, f: sont 

des fonctions qui seront uniquement assujetties à satisfaire à des 
où N, 95 P1 

équations linéaires de la forme suivante 

ai fi(er) + bifi(es) + ci fitpi) = 0. 

Un calcul des plus simples nous montre, en effet, que l’on a 

AVE ffifalaN+2f af ACRN)+ 2.ffifaA(pis N) + 2.ff1f2A (ex N) 

+ 2NffifsACpupe)  +2Nffifs 4e, pa) +2 NS Si fall 61) 

+ Nf"fif2A(p) + NfAfifaAGes) + NffifiA(p:) 

+ Nf'fifa42(p) + Nffifil(os) + Nffifs A2pa). 

Par suite, si dans l'équation 

AV =0, 

on remplace les f; par leurs valeurs déduites de l'équation, on 

ee fl 
aura une équation trilinéaire par rapport aux quotients F qui, 

devant être vérifiée au moins pour deux valeurs indépendantes de 

chacun de ces rapports, devra avoir lieu pour toutes leurs valeurs 

possibles. Comme elle ne contiendra les produits de ces rapports 

que dans les termes de la seconde ligne, il sera nécessaire que 

l’on ait 

ACpa, pa) — 0, A6; pa) = 0, A(p,p1)=0. 

Par suite, p, 01, p2 sont les paramètres de trois familles orthogo- 
4 ., « 

nales, et nous retombons précisément sur le problème que nous 

venons d'étudier.



  

CHAPITRE VI. 
LES SYSTÈMES TRIPLES DE M. BIANCHI. 

Dans ce Chapitre, on se propose de donner une nouvelle application de la mé- 
thode générale de recherche en déterminant tous les systèmes triples ortho- 
gonaux pour lesquels une des familles est composée de surfaces à courbure 
totale constante. -— Cette application, due à M, L. Bianchi, a son origine dans un 
théorème de M. Weïingarten qui fait prévoir l'existence d’une classe étendue de 
ces systèmes. — Ce théorème peut s’énoncer comme il suit: Étant donnée une 

: LR surface (S) à courbure totale constante 7 Si l’on porte sur la normale en chacun 

de ses points une longueur infiniment petite MM’ proportionnelle à cos 

d désignant la distance géodésique de M à un point fixe À de (S), la sur- 

face (S') décrite par le point M'est, elle aussi, à courbure constante x et elle 

fait partie avec (S) d'une famille de Lamé. — Il permet évidemment de con- 
struire, de proche en proche, des surfaces à courbure constante et égale, qui 
dépendent de quatre fonctions arbitraires et forment une famille de Lamé. — 
Examen d’un problème auquel conduit naturellement la proposition de 
M. Weingarten; propriétés de certains systèmes cycliques se rattachant à une 
surface applicable sur une surface de révolution. — Exposé des recherches de 
M. Bianchi; ce géomètre s’est proposé de déterminer tous les systèmes triples 
pour lesquels une des familles est composée de surfaces à courbure totale con- 
Stante; mais il a donné de l'extension aux recherches de M. VWeingarten en 
Supposant que la courbure totale puisse varier lorsqu'on change de surface. — 
Mise en équation du problème, — En écartant le cas spécial où les surfaces 
cherchées seraient de révolution, on obtient une forme élégante de l'élément 
linéaire; cette forme dépend d’une seule fonction w qui doit satisfaire à trois 
équations aux dérivées partielles du deuxième et du troisième ordre. — Étude 
de ce système d'équations aux dérivées partielles; il est montré que son inté- 
grale générale dépend de cinq fonctions arbitraires d'une variable. — Propriétés 
générales des systèmes triples auxquels on est conduit; M. Bianchi a fait voir 
qu'on peut leur appliquer la transformation de M. Bäcklund, IL suffit pour 
cela d'intégrer trois équations de Riccati auxquelles satisfait une même fonction. 
— Examen particulier des systèmes de M. Weingarten pour lesquels la courbure 
totale ne varie pas lorsqu'on passe de lune des surfaces à toute autre de la même famille. — On vérifie les propriétés géométriques qui résultent de la 
proposition énoncée plus haut. — Recherche d’une classe particulière de sys- tèmes de Weingarten. — En essayant de déterminer tous les systèmes triples 
pour lesquels les neuf quantités ;, 4 dépendent d’une seule variable æ, on est conduit à un système exclusivement composé d'hélicoïdes à courbur 
constante. 

e totale 
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166. Parmi les applications de la méthode générale de re- 

cherche des systèmes triples orthogonaux, nous signalerons en- 

core celle que l’on doit à M. Bianchi et qui concerne les systèmes 

triples pour lesquels l’une des familles se compose exclusivement 

de surfaces dont la courbure totale est constante. Cette appli- 

cation a son origine dans un élégant théorème de M. Wein- 

garten (!), dont nous allons tout d’abord faire l'étude approfondie. 

Considérons, pour fixer les idées, une surface (S) à courbure 

sort: x pe 4 à PR: , 
constante négative — —- C’est un théorème dû à Ribaucour que 

æ 

si, d’un point quelconque de la surface comme centre et dans le 

plan tangent, on décrit un cerele de rayon &, tous les cereles 

ainsi obtenus sont normaux à une famille de surfaces (Si) qui sont 

s I : LE ; x 

toutes à courbure constante et qui font partie d’un système   
a? 

triple orthogonal (?). | 

Voilà donc une première catégorie de systèmes triples ortho- 

gonaux pour lesquels une des familles est composée de surfaces 

à courbure constante. Nous les nommerons systèmes de Ri- 

baucour. Toute surface à courbure constante (S) fait parue 

d’une infinité de systèmes de Ribaucour. Car, si l'on prend l'une 

quelconque des surfaces dérivées (S:) définies plus haut et si on 

lui applique la même construction qu’à la surface (S}, il est clair 

que l’on en fera dériver une série de cercles tous normaux à (S) 

et, par conséquent, un système triple orthogonal dont (8) fera 

partie. L'étude approfondie de l'opération, par laquelle on dérive 

(S:) de (S), a été faite dans nos Leçons (3), je ny reviendrai 

pas ici. 

Étant donnée la surface (S), associons-lui l'une quelconque : 

des surfaces (S,): nous obtenons ainsi deux surfaces dont nous 

désignerons les points correspondants par M, M,. Nous savons 

que la droite MM, est normale à une famille de surfaces paral- 

lèles pour lesquelles la différence des rayons de courbure est ce 

stante et égale à a. De plus, les lignes qui, sur la surface (S); 

A 

i éorë 'É é ; donné M. L. Bianchi, 

(1) Nous connaissons ce théorème par l'énoncé qu’en à 

dans les Rendiconti de l’Académie royale des Lincéi, série IV, “oo p. 163. 

(2) Leçons sur la théorie des surfaces (UI° Partie, P- 423 ï E 

(3) Leçons sur la théorie des surfaces ({° Partie, Livre NI).
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sont langentes à MM, sont des géodésiques, allant toutes con- 
courir en un même point de la surface situé à l'infini, de sorte 
que la construction par laquelle on passe de (S) à (Si) peut 
s'énoncer de la manière suivante : 

, Le — 1 Sur la surface {S) à courbure constante négative Tr? On 
construit toutes les géodésiques qui vont passer par un même 
point à l'infini : les droites (d) langentes à toutes ces géodé- 
siques sont aussi langentes à une autre surface (S1) qui est encore 
s ï . , à courbure constante — ma el si l’on désigne par M et M, les 
points de contact de chaque langente avec (S) et (Si), on a tou- 
jours MM, — «. 

De plus, la relation entre (S) et (Si) est réciproque, et les géo- 
désiques de (S,), qui sont tangentes à ces mêmes droites (d), 
vont, elles aussi, concourir en un point à linfini. 

167. Tous ces points étant rappelés, considérons la surface (Si), Consiruisons dans ses plans tangents, et des points de contact comme centres, les cercles de rayon a; les surfaces trajectoires orthogonales de ces cercles auront toutes leur courbure con- 
A s £ 

. Stante égale à — & *t elles formeront une famille de Lamé dont (S) 
fera partie. Proposons-nous de déterminer, dans cette famille, la surface infiniment voisine de (S). Il faudra, pour cela, porter sur la normale en M à la surface (S) une longueur infiniment petite MM'= H que nous allons déterminer. 

La trajectoire orthogonale de toutes les surfaces associées à (S), étant le cercle qui passe par M et a son centre en M,, sera à elle- même son propre cercle osculateur. Il va donc nous être permis d'appliquer une Proposition donnée plus haut, au n° 40. Nous savons, en effet, que le rayon de ce cercle osculateur est donné par la formule 

1 0H o) Ho? 
OH ,,. ss 3x désignant la dérivée de H lorsqu'on se déplace sur la surface 

1 

P 

Suivant la courbe tangente au rayon du cercle osculateur. Nous allons montrer comment on peut calculer cette dérivée.
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Construisons sur (S) les géodésiques dont les tangentes sont 
aussi tangentes à (S,). Si l’on rapporte les points de la surface au 

système de coordonnées formé de ces géodésiques et de leurs tra- 
Jectoires orthogonales, l'élément linéaire de (S) pourra être ra- 
mené à la forme 

(2} ds? = a?(du? + ex dv?); 

oH ous 1 M . | 
JR sera égal à — ä du C)- Si donc on applique la formule (1) en 

y remplaçant o par @, il faudra que l’on ait 

I 1 dH 

a aH du” 

ce qui donne, en désignant par Cune constante infiniment petite, 

(3) H = Gen. 

De là résulte le théorème suivant : 
« — I 

Étant donnée une surface à courbure constante — dont   

l'élément linéaire est ramené à la forme (2), si l’on porte sur 

la normale en chacun de ses points M une longueur infiniment 

Petite MM! proportionnelle à e*, la surface infiniment voisine, 
, . I 

lieu de M’, sera, elle aussi, à courbure constante négative — 7; 

et elle fera partie, avec (S), d’une même famille de Lamé. 

, 
Ce théorème peut être immédiatement généralisé. On sait, en 

effet, que l'élément linéaire de la surface (S) peut être ramené 
no _ 

d’une infinité de manières à la forme (2). Si l’on effectue la sub 

stitution définie par les formules suivantes : 

— 

4 1 px eu — —E  — , 

D =grapres Gap en 
Ù si et élé inéai viendra, en où & désigne une constante, cet élément linéaire de ) 

  

cela résulte de la théorie développée dans nos 

() H ne dépend que de #3 expression de H donnée _ Li tes NET 
Leçons, théorie qui conduirait d’ailleurs très aisément à 1 

par la formule (3).
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effet (1): 

(5) ds? = a?(du'? + e?2u' dy'?). 

Le théorème subsistera donc si la longueur MM porté sur la 

normale est e“, c’est-à-dire a pour valeur 

(6) en (ep — a)et+erx, 

Cette expression est une combinaison linéaire des trois sui- 

vantes : 

(7) vel et, pe, el: 

et, d’après la forme linéaire des équations du problème, on 

aperçoit immédiatement que le théorème précédent s'appliquera 

à Loute combinaison linéaire à coefficients constants de ces trois 

expressions. En effet, pour que la surface (S/) infiniment voisine 

de (S), décrite par le point M’, appartienne avec (S) à une famille 

de Lamé, il faut, nous le savons, que MM! vérifie une équation aux 

dérivées partielles du second ordre, l'équation étudiée au Livre I, 

(Chap. IT et IV). Or cette équation ne saurait admettre, pour 
toutes les valeurs de «, la solution (6) sans admettre aussi Îles. 

Lois solutions particulières (9). Le raisonnement est le même en 

ce qui concerne la courbure. Sans faire de calcul, on reconnaît 
immédiatement que la courbure totale de (S') au point M diffère 

de la courbure de (S) au point M d’une quantité qui est une fonc- 

ton linéaire de MM' et de ses dérivées des deux premiers ordres. 

Par conséquent, ici encore, si cette différence s’annule pour la 

solution (6), elle s’'annulera aussi pour les trois solutions (7) et, 
par suite, pour une quelconque de leurs combinaisons linéaires. 

Or, considérons la combinaison linéaire suivante 

(» _—_ a)? et +(B2+ e—2u) et. 

D’après une formule connue (2), elle représente 

d 
28 cos — 8 08 

  

eçons sur la théorie des surfaces (KI° Partie, n° 796). 

econs sur la théorie des surfaces (ILK° Partie. n° 789). NH
 

& 

2 
(1) 
(?)
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d désignant la distance géodésique du point de coordonnées w, 
au point dont les coordonnées sont 

u—— Log, p= a; 

28 pouvant être remplacé par un facteur de proportionnalité 
Lu : , , et — étant la racine carrée de la courbure, nous pouvons énoncer 

le théorème de M. Weingarten : 

Étant donnée une surface(S) à courbure totale constante 2 

si l’on porte sur la normale en chacun de ses points M une 

longueur infiniment petite MM' proportionnelle à cos Fe 

d désignant la distance géodésique de M à un point fixe À 

de (S), la surface (S') décrite par le point M est, elle aussi, à 

courbure totale 2 et elle fait partie avec (S) d’une même fa- 
4 

mille de Lamé. 

En répétant la même construction sur (S'), on en déduira une 

surface nouvelle (S"), puis une suite illimitée de surfaces (S”), 

(S"), ..., qui formeront une famille de Lamé. Cette famille 

sera assez générale, car elle dépendra de quatre fonctions arbi- 

traires d’une variable, celles, au nombre de deux, qui entrent 

dans la définition de (S), puis celles qui servent à définir les po- 

silions des points À, A’, A", ... dans les surfaces correspondantes 

(S),(S'), (S/), .... Un raisonnement intuitif montre même que 

l'on pourra choisir arbitrairement (S) et une des trajectoires 

orthogonales de la famille de Lamé. | 

Désignons, en effet, par (C) cette trajectoire orthogonale, qui 

coupera normalement (S) en un point P. Comme on connaît en 

ce point le cercle osculateur de (GC) et comme H est constant en 

même temps que d, on sait déjà (n° 40) que le point À sera sur Ja 

géodésique admettant pour tangente en P la section du plan tan- 

gent à la surface par le plan osculateur. D'autre part, d’après la 

formule déjà rappelée (1), le rayon connu de ce cercle osculateur 

doit être défini par la formule 

L 1 OH 

6e _Uon°
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. où H désigne MM; et, comme on a ici 

H — cos Z., 
k 

oH , re, . , 
et comme Où n'est autre que la dérivée prise par rapport a d, on 

aura 

LE ane À 
POV  Vk 

équation qui fera connaître, en grandeur et en signe, la distance d 
de P au point À, sur la géodésique passant par P et déterminée 
plus haut. On pourra donc construire le point À et, par suite, 
faire dériver (S') de (S). Recommencçant le raisonnement avec 
(S') et continuant ensuite indéfiniment, on pourra reconstruire 
toute la famille de Lamé. 

Ces raisonnements demandent sans doute à être complétés, 
mais ils donnent une idée très nette & priori des systèmes que 
nous voulons étudier. Avant de retrouver tous les résultats par 
une analyse plus irréprochable, nous allons étudier quelques 
questions qui sont clairement posées par les énoncés précédents. 

168. La construction que M. Weingarten a donnée. pour passer 8 5: P ” 
de la surface (S) à la surface (S'), offre ce caractère essentiel 
qu’elle est indépendante de la forme de la surface (S) et demeure 
la même quand celle-ci se déforme d’une manière quelconque. q 
Nous sommes ainsi conduits à nous proposer le problème suivant : 

Étant donnée une surface quelconque (S), on porte sur ses 
normales des longueurs infiniment petites MM'. Est-il pos- 
sible que la surface (S!') décrite par M! appartienne toujours, 
avec (S), à une famille de Lamé, lorsque (S) se déformera de 
toutes les manières possibles en entrainant avec elle les petites 
normales MM'? 

Pour résoudre cette intéressante question, nous supposerons 
la surface rapportée à des coordonnées curvilignes. 

Nous construirons le trièdre (T'} attaché à la surface et nous 
emploierons le Tableau IV de formules donné dans nos Leçons 
sur la théorie des surfaces (1° Partie, p. 387). 

Formons d’abord, d'une manière générale, l’équation linéaire 

aux dérivées partielles du second ordre à laquelle satisfont les
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fonctions 
| 1, €, ÿ, +, a+ y 2, 

#,3', 5 désignant les coordonnées absolues d’un point de la sur- 
face, c’est-à-dire les coordonnées relativement à un système fixe 
d’axes coordonnés rectangulaires. 

Nous savons que les caractéristiques de celte équation seront 
les lignes de courbure, et, par suite, c’est à elle que devra salis- 
faire la plus courte distance de deux surfaces infiniment voisines. 
Au lieu de calculer à la fois x’, y’, s/, nous remarquerons que 
l'équation aux dérivées partielles précédente est caractérisée par 
la propriété d'admettre comme solution particulière le carré 
de la distance du point de la surface à un point fixe quel- 

| conque de l’espace. 

Or, si l’on désigne par x+,y, s les coordonnées d’un point fixe 
de l'espace relativement au trièdre (T}) attaché à la surface, on a, 
comme on sait, 

: Tr . 0x 
ut ere 5 + 4 +d413—rYy=0, 

0 à 
(8) (Leg rre—ps=0 + Ni HAE — Pis = 0. 

Le + _yæx=o EE py—qiæ = 0: 
ou PY g ? + dv | 

. A ! ? s pa le carré de la distance à un point fixe de l’espace aura donc pour 
expression 

(9) 0— 2x4 y?+ 32. 

Les dérivées de cette fonction À se calculent aisément à l'aide 

des formules précédentes et sont données par le Tableau suivant : 

08 
Pete D = htm); 

: dË 21 . mn pene(ar) (Rte) orne 
(10) 920 dû dË , , x — EE —2($ an) r( +tn) (a pi £ gi), 

du de Stan 99 9e 
, dË Cr 

970 + a (nn) (En) — Gapitign)e — —= ë 

dy? 

m
y
 

Éliminant æ, y, Z entre ces équations, de manière à obtenir 

une équation homogène en 0, nous voyons que Ô satisfera à l'équa-
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tion aux dérivées partielles linéaire suivante : 

  

S È ñ 0 o 

_ ë ni oO o 

(t) Eur M Er np —Egq br lo. 

+ un Dur ai Ëgi Eli +r 

_ run Mr AipPi— Éig E+n? 

Telle est donc aussi l'équation à laquelle devra satisfaire la plus 
courte distance de deux surfaces infiniment voisines. Cette équa- 
lion, dans notre hypothèse, devra avoir une solution particulière 

0 = H, 

qui se conservera quand la surface se déformera de toutes les ma- 
nières possibles. 

Or, lorsque la surface se déforme, il existe entre les rotations 
P3 4 P13 Gs une seule relation linéaire 

nPi—Ëgi= mp —Eg, 

à laquelle ne pourra jamais se réduire l'équation (11) donnée plus 
haut. 11 faudra donc que la solution 9 — H vérifie les trois équa- 
tions aux dérivées partielles que l’on obtiendra en supprimant, 
dans le déterminant précédent, l’une quelconque des trois der- 
nières lignes et la quatrième colonne. En d’autres termes, il sera 
nécessaire et suffisant que tous les déterminants contenus dans le 
système linéaire 

ol 
dx Ë a o 

oH . 
de 61 Ti o 

Ho dr 
(2) De gg 1 Ju +èr r2+ E2 

ŒH ot ôn 
dudæ de "71 H rên nn ËE 

II Ë: , , 

Di MP y Ch ni 
soient nuls.
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Jl y a une solution évidente 

H = const. 

qui correspond au passage à la surface parallèle. Mais, si nous 

l’'écartons pour chercher les autres, on doit supposer que les deux 

dérivées premières de IT ne soient pas nulles en même temps. 

Pour obtenir des formules simples, supposons que l'on ait rap- 

porté la surface au système de coordonnées formé avec les courbes 

H= const. et leurs trajectoires orthogonales. Alors, on pourra 

faire 
[H — x, n=ti=0; 

et, en appliquant les formules du Tableau IV de nos Leçons sur 
la théorie des surfaces, on aura les deux conditions : 

24 2(AC) 
—— —= 0; —— —0; 
de du 

d'où l’on déduit aisément que l'élément linéaire de la surface 

cherchée sera réductible à la forme 

4 2 2 2 1 »2 
(13) ds? = ou) du + at) dv?. 

De là, il résulte qu’elle est applicable sur une surface de révo- 

lution eLcomme l'élément d’aire est du dv, on est conduit au théo- 

rème suivant : 

Considérons une surface (S) et imaginons que l’on porte 

sur toutes ses normales des longueurs infiniment petites MM’, 

de manière à obtenir une surface infiniment voisine (S') qui 

forme avec (S)une famille de Lamé. Pour que cette propriété 

subsiste lorsque (S)se déforme de toutes les manières possibles 

en entratnant toutes les petites normales MM, él faut, ou bien 

que MM' soit une constante, ou bien que (S) soit applicable sur 

une certaine surface de révolution (£). Ators, pour définir 

toutes les longueurs MM, on portera sur chaque normale à 

(£) une longueur proportionnelle à l’aire comprise entre un 

parallèle fixe et le parallèle qui passe par le pied de cette 

normale. 

Ce parallèle fixe pouvant être choisi arbitrairement, l'expression
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de H contiendra une constante arbitraire en dehors du facteur de 

proportionnalité. 
. x IT 

Par exemple, si la surface est à courbure constante ge On 

pourra ramener son élément linéaire à la forme 

ds? =(d02+ sin20 de? )a?, 

et il faudra porter sur chaque normale des quantités proportion- 
nelles à 

cos0 + 4. 

Dans le cas particulier des surfaces à courbure constante, qui 
sert de point de départ à cette recherche, la surface (S') conserve 
toujours la même courbure totale, lorsque la surface (S) se déforme 
el, par suite, la surface (S’) demeure toujours applicable sur elle- 
même. Cette propriété, il est aisé de le reconnaître, ne saurail 
subsister lorsque la surface (S) a sa courbure totale variable. En 
effet, lorsqu’elle se déforme en demeurant de révolution, la sur- 
face (S') est aussi de révolution. Par suite, si celle-ci demeurait 
toujours applicable sur elle-même, elle devrait l'être sur une sur- 
face de révolution dont les parallèles correspondraient à ceux de 
la surface (Z). Un calcul que nous omeltons montrera au lecteur 
que cela n’arrive jamais. Cette remarque accroit encore l'intérêt 
du théorème de M. Weingarten. 

169. Nous avons vu (n° 40, 41 et 46) qu’à chaque valeur de H 
correspond un système cyclique formé par les cercles osculateurs 
des trajectoires et vice versa. Le théorème précédent montre donc 
qu'il existe des systèmes cycliques formés de cercles normaux à 
une surface (S) et qui conservent cette propriété lorsque la sur- 
face se déforme de toutes les manières possibles en entraînant ces 
cercles. La surface (S) est alors applicable sur une surface de ré- 
volution (£) et les plans des cercles qui composent le système 
sont tangents à la surface complémentaire. 

Le raisonnement suivant par lequel on peut retrouver cette 
propriété des surfaces applicables sur une surface de révolution 
mettra une fois de plus en évidence l'intérêt qu’il y a à introduire 
l'imaginaire en Géométrie.
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Si Pélément linéaire d’une surface (S) est réduetible à la forme 

(11) ds? = du? + C? dw?, 

où C est fonction de u, on sait que cette surface (S) est appli- 
cable sur une surface de révolution (£); de plus, les tangentes aux 

géodésiques de paramètre v touchent une autre surface (Si) dont 

l'élément linéaire est réductible à la forme 

(5) ds? = () du? + ee. 

Par suite, cette surface (S,), que nous appellerons avec M. Bian- 

chi la surface complémentaire de (S), est, elle aussi, applicable 

sur une surface de révolution (E,})(!). 

Nous avons étudié cette proposition avec tous les détails né- 

cessaires, nous en sigualerons ici une conséquence nouvelle et 
singulière : c’est que toute surface de révolution peul, en se dé- 

formant, venir s'appliquer sur une droite quelconque. Imaginons, 

par exemple, que (S), en se déformant, vienne s'appliquer sur la 
surface (Z), il faudra bien que la surface (S,) vienne, en se dé- 

formant, s’appliquer sur l’axe même de (2); chaque point de cet 
axe contiendra tous les points de (S;) qui correspondent à un 

même parallèle de (£). Nous allons retrouver cette proposition et 

montrer de plus que (S,), ex se déformant, peut même se ré- 

duire à une droite isotrope. 
En effet, nous savons que la variable æ employée plus haut, 

dans la formule (15), est définie par la quadrature 

(16) dw = C(q du + qi do), 

où nous conservons toutes les notations de nos Leçons (HI Partie, 

n° 749). Les quantités g, gi satisfont, avec les autres rotations dun 

trièdre (T) attaché à (S), aux relations 

‘ 9p dpi : 
| r = 0, gi+ Gp 0; dd — gC 

(17) dq 9q1 , 

| ne 0,  C+pai—-men GT ge = PC 

    

(*) Leçons sur la théorie des surfaces (WU Partie, Livre VII, Chap. X). 

D. 20
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En général, la rotation 4, n’est pas nulle, sw est alors une fonction 

qui ne dépend pas uniquement de u; l'expression de ds? est une 
somme de deux carrés et convient à une surface (S,) qui a réelle- 

ment deux dimensions. Mais il est facile de voir que l'hypothèse 

gi=0, 

peut être admise; elle réduit alors ds? à un carré parfait et la sur- 

face (S,) à une ligne droite. On a, en effet, dans ce cas, 

P=0; C'= gpr, 
24 _ OPpa 1. 
do Qu "20 

d’où l’on déduit, en intégrant, 

= cr, dw — ce” du, 
P1 P1 

(8) pi+CG=lh, g 

À désignant une constante. 

L'élément linéaire de (S,) prend alors la forme suivante : 

| GC’A\? 
(19) ds? — (are) du, 

c'est-à-dire qu’il se réduit à un earré parfait. Il est aisé de vérifier, 

d’après les résultats donnés au n° 749 de nos Leçons, que (S,) se 
réduit à une droite. Si la constante À devient nulle, cette droite 

est isotrope. 

Ainsi, il existe une infinité de déformations simultanées des 

surfaces complémentaires (S) et (S:) dans lesquelles l’une 

d'elles (S,) se réduit à une droite (d), et, parmi elles il y en a 

une pour laquelle cette droite est isotrope. _ 
Soit (2) l’une des formes de (S) pour lesquelles (S,) se réduit 

à une droite (d) et soit alors » un point quelconque de (4). La 
sphère de rayon nul admettant pour centre le point » coupera les 
plans tangents de (£,) suivant des cercles (C,) et nous savons (!) 
que, lorsque (X,) se déforme, en entraînant ces cercles (Co), de 

manière à reprendre sa forme primitive (S), les nouvelles posi- 

  

(') Lecons sur la théorie des surfaces (ILE Partie, Livre VII, Chap. VIIL).
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tions (C) des cercles (C,) engendrent un système cyclique, quel 
que soil le point m» choisi sur (d). 

Au lieu de rattacher tous les cercles (C) à la surface (S), on 
peut définir leur position relativement à la surface complémen- 

taire (S,). 

Soit p un point de (S), p1 le point correspondant de (S,), les 

plans tangents en p, p, aux deux surfaces se coupent suivant la 
droite pp, , ils sont rectangulaires et forment avec pp, une figure 

qui demeure invariable lorsque (S)et, par suite, (S, ) se déforment 

d’une manière quelconque. 
Lorsque (S) prend la forme (3,) pour laquelle (S,) se réduit à 

une droite (d}, p, devient le point où le plan tangent en p à (20) 
vient couper la droite (4), le plan tangent à (S;) en p, se réduit 

au plan passant par les droites (d) et pp; de sorte que le 

cercle (GC) défini plus haut a nécessairement son centre sur la 

droite pp,. Il en sera donc de même des cercles (C). 
Ainsi, étant donnée une surface (S,} applicable sur une surface 

de révolution, il existe une infinité de systèmes cycliques que l’on 

peut rattacher comme il suit à cette surface : si p, est un point 

quelconque de (S,), il lui correspondra un cercle dont le centre 

sera situé sur la tangente en p, à la géodésique qui résulte de la 

déformation d’un méridien et dont le plan sera le plan osculateur 

à cette géodésique. Et le système de tous ces cercles ne cessera 

pas de rester cyclique lorsque la surface se déformera d’une ma- 

nière quelconque en les entraînant. 

Comme les déformations qui réduisent (S,) à une droite (d) 

dépendent d’un paramètre arbitraire k, comme, d’autre part, on 

peut choisir arbitrairement le point » sur chaque droite (d), les 

systèmes cycliques précédents dépendent de deux paramètres. 

Parmi eux, nous devons distinguer ceux qui correspondent au 

cas, signalé plus haut, où la droite (d) est isotrope; alors, comme 

chaque point-sphère ayant son centre sur celte droite la contiendra 

tout entière, les cercles (G)et, par suite, les cercles (C) passeront 

par le point p.. Ils deviendront normaux à (Si) en ce point. 

Il est ainsi établi par la Géométrie qu’à chaque surface appli- 

cable sur une surface de révolution, on peut faire correspondre 

une suite simplement infinie de systèmes cycliques; ces systèmes 

sont formés de cercles normaux à la surface et ne cessent pas de
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rester cycliques quand la surface se déforme d’une manière quel- 

conque en entraînant tous les cercles. Les plans de ces cercles 

demeurent tangents à la surface complémentaire. 

170. Après ces remarques sur la proposition de M. Wein- 
garten, nous allons faire connaître l'extension que lui a donnée 
M. Bianchi. Non seulement l’éminent géomètre a démontré en 
toute précision l'existence des systèmes triples orthogonaux que 

- le théorème de M. Weïingarten permettait de prévoir; il a mis, 
de plus, en évidence l'existence d’une infinité d'autres familles 
de Lamé qui sont toujours composées de surfaces à courbure 
‘constante; mais la courbure de chaque surface n’est pas la même; 
elle varie suivant une loi quelconque, lorsqu'on passe de l’une 
des surfaces à loute autre de la même famille. Il a fait, en outre, 
connaître un grand nombre de propriétés géométriques des 
systèmes triples auxquels on est ainsi conduit (*). Nous allions 
démontrer ici les plus essentiels des résultats que l'on doit à 
M. Bianchi. 

Considérons un système triple et supposons que les surfaces à 
courbure totale constante soient celles dont le paramètre est p. 
Admettons, pour fixer les idées, que la courbure de toutes les 
surfaces, qui pourrait être tantôt positive el tantôt négative, soil 

[ 

R? 

tèmes de M. Weingarten, et une simple fonction de o s’il s'agit 
de ceux de M. Bianchi. Exprimons d’abord que les surfaces de 

négative el égale à — —. R sera une constante s’il s’agit des sys- 

paramètre p ont leur courbure totale égale à — KR 

Les deux rayons de courbure de la surface de paramètre » sont 
k 

donnés par les formules (n° 107) 

l 1 0H, I 1 ol, »0 1 2 1 1 2 1 0 (20) Rs, Mi % ? Du IT, 0 
  

(") Les recherches de M. L. Bianchi sont résumées dans ses excellentes Lesioni 
di Geometria differensiale. Elles sont développées principalement dans deux 
Mémoires insérés aux tomes XIII et XIV des Annali di Matematica de Milan, 
2 série. On pourra consulter aussi les deux Notes insérées le 15 février et le 
15 mars 1885, dans les Rendiconti de l'Académie Royale des Lincei, série IV, 
LT. |
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Posons, en introduisant une variable auxiliaire w, 

(20) Ru = R cotw, Roz=— R tango. 

IL viendra 

    

               

  

  

2 dlogil, =‘ H Lane 9 log Loto. 
(22) Up RTS OR 

di, Oo: A 
Si nous porlons ces v % ” de dans celles des équa- 

. . . , , 2H 
uons (B) qui contiennent après leur développement D do” 

ot nous auron dpi" us aurons 

I 0H; o 

| pa SE D” 
(23) | 1 9H; : cote 

Us du ds 

On déduira de là, en intégrant, 

(24) H, = S2 cosw, = Si sine, 

. Sa ne dépendant pas de la variable 94. 

Substituons ces valeurs de H,;, H; dans les équations (22); elles 

nous donnent les deux suivantes : 

[ 21ogS1 H D) 
| de — = cote( y — D 

0 logS» (E dœ\ 
DES ango( d 

ÿ 

  

(25) 

  

Si done on n’a pas, à la fois, 

H do 28: 082 
= 0, 

R d9 dœ do 

on déduira des équations précédentes la relation 

0 logs dlogS2 
tango —— + colw D = 0; 

£ b 

  

: 
LL ps ñ 

el, par suile, tangw sera de la forme 

Me, Me; pr) 
(26) Lang = ——— N(p; e2)
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Nous allons voir que cette hypothèse conviendrail aux seuls 
systèmes pour lesquels toutes les surfaces à courbure constante 
sont de révolution. 

171. En effet, considérons une surface particulière de para- 
mètre p. Son élément linéaire, qui est donné par la formule 

ds? = cos? w S° dp? + sin?w S? dp3, 

peut être ramené à la forme plus simple 

(27) ds? = cos?w du? + sin2ew de?. 

Il suffit, pour cela, de poser 

(28) n= fs: des, 6 = fs: dos. 

Avec ce changement de variables, la formule (26) nous donnera 

(29) tango — v? 

U et V dépendant respectivement de w et de ». D'autre part, en 

  

: ; à ï exprimant que la courbure totale est égale à — ps’ 00 aura 
l'équation aux dérivées partielles 

2 w vw __ Sinw cosw 

du? dv? R2 ? 

à laquelle devra satisfaire w. Si l’on remplace w par sa valeur dé- 
duite de l'équation (29) et si l’on emploie la notation de La- 
grange pour les dérivées de U et de V, il viendra la condition 

UV us U?+ V? (30) CROSS SEAL +HaUt+ av, 

Cette équation fonctionnelle, dérivée successivement par rap- 
port À & el à », nous donnera | 

U”\’ vi V’\/ , 
(5) VV'2 (+) UU'= 0. 

On déduit de là que l’on doit poser, k désignant une constante, 

(Tr) - iAUV”, (Fr) = sav.
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à 
în intégrant, on aura d’abord 

U"— 2AU35 + AU, V'=—2kVi+hiV., 

het h, désignant de nouvelles constantes, puis 

U'?= AU'+ A U?2-+ l, Vi AVi+ hVi+L, 

L'et L, étant encore des constantes. En portant les valeurs de U”, 

V', U", V' dans l'équation fonctionnelle, il viendra 

(31) (nn ) Ur (up) Vi—ol-oho. 

Les coefficients de U? et de V? ne pourraient être nuls en 

mème temps que si la surface avait une courbure totale nulle, 

c'est-à-dire se réduisait à une développable ou à un plan. Si nous 

écartons ces cas déjà étudiés, il faudra donc que l’une des fonc- 

ons Ü ou V se réduise à une constante. Mais alors, w ne dépen- 

dant que de l’une des variables & et », on sait que la surface est 

de révolution. 

Ces systèmes formés de surfaces de révolution peuvent être 

construits &@ pr'éoré. Écartons le cas, déjà étudié, où elles sont 

toutes des sphères; il résulte de la proposition démontrée au 

n° 64, que l’axe de révolution sera commun à toutes les surfaces 

qui composent une telle famille de Lamé. Or une surface à cour- 

bureconstante de révolution, qui admet un axe donné de révo- 

lution, dépend de trois constantes arbitraires. | 

En établissant deux relations entre ces trois constantes, on 

formera une infinité de familles de Lamé répondant aux con- 

ditions du problème et l’on trouvera sans difficulté, en consirui- 

sant les trajectoires orthogonales des méridiens, la famille de 

surfaces de révolution qui, jointe à l’ensemble des méridiens, com- 

plète le sysième triple cherché. 

172. Si nous écartons encore cette solution spéciale du pro- 

2 n 

blème, nous voyons qu on devra supposer 

dw d 1 082 

S, dépendra de la seule variable p, et S, de la seule variable o,.
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Par suite, en substituant à P1 et à p2 les deux quadratuves 

fs CEE fs don, 

on pourra ramener l'expression de l’élément linéaire, dans le Sÿs- 
tème orthogonal cherché, -à la forme élégante 

duw \? 9 : 9 (32) ds= Ri{— ) do? cos e ds? + sin?w do?, 12 

c'est-à-dire prendre 

(33) H=RD H5 = cosw, EL = sinw. 

IUne restera plus qu’à substituer ces expressions de H, H,, H, 
dans les équations fondamentales (B) et (B’) pour obtenir les 
équations aux dérivées partielles auxquelles devra satisfaire o. 
On est ainsi conduit aux formules suivantes. 

Calculons d’abord les rotations Bix. On aura 

  

  

a sin © Bio = R  dw 
Foi = TK ? 10 — cosw dp dpi ? 

, ÇOS& R d2&w 34 9 —= , = —— ——— 
(31) Boo R Bo Sn do de” 

dw dw Bio == 0” Pa 

En les substituant dans les six équations (B), (B'}, il restera 
seulement les quatre équations suivantes : 

L d2w d?w Sin & cos w A 

    

CRT 0 
VD — vw _ çotw 22 do tance de  d2w 0 (35) dp dpi de 991 00 dps + Ba do dp, ? 

  

ee ( 1 es) I (Se) 1 Où dv 
cosw dp 001) R op sinw Opz 0902 

= Pw _ 1 d /cosw 1 do d?w 9 

pa \sinw 0 02/7 R TR TT cose dpi don — 

La seconde équation joue un rôle important dans des recher- 
ches qui seront exposées plus loin et son intégration permetlrail 
de déterminer tous les systèmes triples orthogonaux ; elle peut se 
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mettre sous l’une des trois formes suivantes : 

  

  

      

' ds _ d I 926 1 dw do 

coSw pr \cosw d2 doi sinw doi dpôpe ? 

w 2 ? : 
(36) 2 = (x ma) 7" ww = 0, 

| sin w dpi \Sinw dp 02° cos w Ôpa dp dpi ? 

un = cotw 9 + dl tango 9" ) = 0; 
sinw COSW  Upi Vo 002 dp © dodoi/  ? 

ces trois formes permettent de vérifier aisément les relations iden- 

liques suivantes auxquelles satisfont les premiers membres des 

équations (35) 

  

    

        

. db 
 cosw — (D sinw — ; 

. dp 

à vs \ 22 1 du du d2w 
7 | = — — — + — — —— À, 

(87) CERN (Hs dpe sinw 091 ? dpe sinw 00 dx ? 

9 4 2 1  dw à dw 1 d2w 
—. ———— — = — D — — — et 

dp2 \ sin w dpi cos w 0pa dpa cosw dp dpi 

el qui vont jouer un rôle essentiel dans notre discussion. 

On pourrait d'abord en déduire que les deux dernières équa- 

tions (35) sont de simples conséquences des deux premières. 

Laissant ce point de côté, nous remarquerons tout d’abord qu’en 

vertu de la première identité on peut supprimer l’une quelconque 

des équations D 
D _— 2 = 0, ou = O0. 

En tenant compte des deux autres identités, on peut montrer 

que si l'équation 
& eb — 0 

est toujours vérifiée et si les équations 

ds — 0, ® = Q 

le sont seulement pour p, — 0, elles le seront pour toutes les va- 

leurs de p1. 

Supposons, en effet, que 1, @ et, par suite, € soient nuls pour 

>, — 0. Il résulte des identités qu’il en sera de même des dé- 
0 °° : s . JE 

rivées premières de ces fonctions par rapport à p1. En différen- 

tiant les identités par rapport à cette même variable, on verra
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qu'il en est de même de toutes les dérivées de V, €, ® jusqu'à 
un ordre quelconque, prises par rapport à p1. Par conséquent, 
ces fonctions, qui sont développables, seront nulles pour toutes 
les valeurs de CIE 

De cette proposition, on peut déduire la règle suivante : 
On intégrera l'équation 

4 = 0, 

en déterminant une solution w qui satisfasse aux conditions ini- 
tiales suivantes 

® = W), —— = do, pour f1 =0, 

&o et Yo étant des fonctions de deux variables assujetties à vérifier 
les deux équations 

4% — 0, ® = 0, 

  

4 9 , duw , : . : ! 
où l’on aura remplacé w par wo, de Par Vo, C'est-à-dire étant dé- 

: LA 
« 

1 terminées par le système 

2 2 L W'— 7 Yo — do cotw 2 + Lange 22° 9% = 0, (38) dp 09 0p dp2 dpe dp 

 Joz2 [1 du), 1 2 fou % où d22 \Sinwo Op 0p2 / R do R | COS do 

La fonction w ainsi déterminée sera la solution la plus générale 
des équations (35); car elle satisfait à la première pour toutes 
les valeurs de 9, et aux trois autres pour p; — 0. 

Il nous reste à discuter le Système précédent (38); mais ce sys- tème contient deux fonctions inconnues et il se compose de deux équations, l’une du second, l’autre du troisième ordre. Il admettra donc une solution générale dépendant de cinq fonctions arbi- traires d’une variable, Ainsi se trouve fixé le degré de généralité de la solution la plus étendue du système (35). 
Il ÿ a cependant à préciser, à distinguer les cas où R est 

Constant de ceux où R est une fonction de 2. 
Dans la première hypothèse qui correspond aux systèmes de M. Weingarten, on ne change pas la forme des équations en rem- 

plaçant p par une fonction de 2. On peut ainsi faire disparaître une
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fonction arbitraire et la solution ne dépend plus que de quatre 

fonctions arbitraires. 

Si l’on faisait le même changement dans le second cas, on 

modifierait la forme de la relation qui relie R à p, ce qui n’est 

évidemment pas permis. Les systèmes de M. Bianchi, qui corres- 

pondent à celte hypothèse, contiennent donc une fonction arbi- 

traire de plus que ceux de M. Weingarten. 

173. On aurait pu encore montrer que les équations (35) ad- 

mettent une intégrale commune et fixer le degré de généralité de 

cette intégrale en raisonnant de la manière suivante. 

Remplacons dans Le système (35) la première équation par ses 
trois dérivées relatives à 9, 51,92. Ën tenant compte de la pre- 

mière identité (37), on reconnaît qu’il restera seulement cinq 

équations du troisième ordre, pouvant être résolues par rapport 

aux dérivées troisièmes ‘ 

d3u) d3 w d%w d3w 93 w 
? » 3 2 : 3 

09 de? Up 00? dp 01 UG2 0p up? dp 
  

et toutes les valeurs que l’on en déduira pour celles des dérivées 

quatrièmes, cinquièmes ou sixièmes qui peuvent êlre obtenues de 

différentes manières par la différentiation seront compatibles. De 

là il résulte qu’en différentiant jusqu'à un ordre quelconque, on 

n'aura jamais de valeurs discordantes pour une même dérivée et 

Von pourra déterminer toutes les dérivées du ni°"° ordre sauf 

gd w d7 w d76 9? w dt 

dpt 7 dpt-1 op F gpiri 0p” opt ’ 09371 0p1 

La solution générale comportera donc cinq fonctions arbitraires 

d'une variable. Cela résulte des propositions générales relauves 

à la théorie des systèmes d'équations aux dérivées partielles. 

174. M. Bianchi a remarqué que, lorsqu'on a trouvé un Sys- 

ième orthogonal de la mature des précédents, on pourra en dé- 

duire une infinité d’autres de même nature en leur appliquant des 

transformations analogues à celles qui ont'été employées pour les 

surfaces isolées. On peut établir ce résultat comme il sui. 

Prenons dans le plan des y du trièdre (T} formé par les nor-
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males en M aux surfaces coordonnées, c'est-à-dire dans le plan 
tangent à celle des trois surfaces dont la courbure est conslante, 
le point M' dont les coordonnées sont 

(39) T=0, y =mecosb, 3 = m sin, 

m désignant une fonction inconnue de o. Les proiections du dépla- [e] 
i J 

cement de cé point seront définies par les formules 

du a ù | e a D, — Re + F $10 + 3%) dp — y Soi da — 2 Pos dp», 
4 ' / (40) | D; = cosû din — :(48 — Bar doi +6, dr) + cosw dei, 

D: = sin0 dm + y(d8 — 8, doi + Bis dos) + sinvw do, 

qui sont une simple application des équations (C) (n°4107). 
Si nous nous déplacions sur la surface de paramèlre 9 et si nous 

voulions obtenir la transformation de M. Bäcklund, c’est-à-dire si 
nous voulions que la surface décrite par le point M’ fût à cour- 
bure constante comme la surface décrite par le sommet M du 
trièdre (T'), il faudrait choisir pour # une fonction satisfaisant à Ja 
condition (!) ‘ 

mm d0 — 1 do, + Brie d22) 

= sin cosw( do, À dp>) — sine cos0(à doi + do). 

Conservons ici la même équation; mais, pour tenir compte de 
ce que 8 dépend de », remplaçons-y dô par d8 — 2 dp afin qu'elle 
Convienne à des variations arbitraires de 2, 21, p2. Nous aurons 
ainsi l’équation 

{ MAO — B;, do, + Bio do) 
(41) . ; 06 | = sinŸ cos w (dpi + À dp3) — sinw cos O(X dei + do) + ME dp, 

Ê 
qui s’appliquera à des valeurs quelconques des différentielles de, 
doi, do. 

On peut s’en servir pour simplilier les expressions (40) des projections du déplacement. Mais, auparavant, faisons tourner le 
trièdre (T) d’un angle 8 autour de Mzx, de manière que son axe 
TE 

(1) Lecons sur la théorie des surfaces (TII° Partie, Livre VIX, Chap. XII).
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dès 3° prendra la direction MM, En désignant par D, D; les pro- 

jections du déplacement sur les nouveaux axes des y et des 3, on 

aura 

du - m,.  . 
D, = (n 3 + F Bio + +820) do + Rene cos 6 dp; — sin8 cosu do), 

\ ‘ , . 

dm . . 
(42) D, = TJ do + cos cos0 do; + sinw sin0 do, 

r ° 4 

D. — me de — À(sinw cos8 doi — sinô cosw do). 
9 

Aux surfaces coordonnées décrites par le point M correspon- 
‘dent trois familles de surfaces décrites par le point M’. Pour que 

ces trois familles soient orlhogonales, il sera nécessaire et sufli- 

sant que l'expression de 

ds? = Di DA + D? 

ne contienne que les carrés des différentielles do, dos, do. 

En exprimant d’abord que le rectangle doi dos disparait, on 

trouve l'équation 

(43) = +   

om du 2 20. — 1 ©. 
d: Ro + Ÿ Pio + 3%0 = R 3? 1 1 ° 

de sorte que, en rapprochant les équations (34), (41), (44), on 

voit que Ô sera défini par le système suivant 

mn (2 Es a) = sin6 cosw — À sinw cos, 

      

dpi 02: 

- 20 20° : | . 
(45) AT — }sin0cosw— sine cosô, 

| ‘9 du cosû du Lim sin0 do 
ho — = — Te T = St 
22 9? -cosuw 09 dp1 sinw 03 03» 

qui se ramène immédiatement à l'ensemble de trois équations de 

Riccati, si l’on prend comme inconnue tangz- Les méthodes que 
2,
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nous avons souvent appliquées (‘) montrent que ces trois équa- 

tions admettront une intégrale contenant une constante arbitraire 

toutes les fois que w satisfera aux équations fondamentales (35). 

On peut maintenant, comme l’a fait M. Bianchi, édifier une 

théorie toute semblable à celle que l’on applique à des surfaces 

isolées et qui a été développée dans nos Leçons (Livre VII, 

Chap. XII et XIII). Mais nous renverrons sur ce point aux Mé- 

moires et à l'excellent Ouvrage de M. Bianchi. 

175. Nous terminerons cette étude générale en vérifiant par 

lV’Analyse une des propriétés fondamentales des systèmes de 

M. Weingarten. Pour les familles de Lamé formées de surfaces 
A E . , + 

ayant toutes la même courbure totale F les lignes d’équidistance 
L 

de chaque surface, c’est-à-dire les lignes pour lesquelles la dis- 

tance à la surface infiniment voisine est la même, sont définies, 
d’après l’énoncé même du théorème fondamental, par une équa- 
lion de la forme 

cos   — const. 
V4 

et sont, par suite, des cercles géodésiques concentriques. Si les 

systèmes que nous avons obtenus se confondent réellement, en 

supposant que R soit constant, avec ceux dont le théorème de 

M. Weingarten fait prévoir l'existence, il faudra que les lignes 

d'équidistance, définies évidemment par l'équation 

: dw 
—— = const. 
95 . 

soient des cercles géodésiques parallèles. 

La condition de parallélisme pour les courbes définies par une 
équation 

An — const. 

sur la surface de paramètre p, s'exprime, comme on sait, par 
l'équation (?) 

, L on \? 1 On "2? 
A = — ——_ —— — 

(46) TT 00520 (7) F sine () = FR). 
  

  

(") Leçons sur la théorie des surfaces (1° Partie, Livre 1). 
(*) Leçons sur la théorie des surfaces (1° Partie, Livre V, Chap. IV et V ).
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Nous sommes ainsi conduits à calculer la fonction 

dw\ ' d'w \2 1 2w \2 _ Af— = 17" ———— (| . (47) œ) a (x) + cnrs (ox) 

Or, dans le cas où R est Constant, un calcul facile montre qu’en 
combinant les équations (35) on peut obtenir les deux suivantes 

CAN 2 do do | 94 2 dw dv 0: 
dpi RE 0p pop des FA Op dpop 

du 
(48) n = 3° 

la relation 

2+F (49) An= % + (ep) 

où F(2) désigne une fonction arbitraire de e. Cette équation 
montre déjà que les courbes d’équidistance sont parallèles. 

Si l’on veut rapporter la surface à ces courbes et à leurs trajec- 
toires orthogonales, il faudra partir de l’identité 

ds? = costw dp? + sin?w doi 

  
  

dn? x d&w dw \2 
= — — = do3 — cotw do ) . 

An + An (rangu dpi p2 dp dp2 : 

Si, comme nous Le supposons, les courbes d’équidistance sont des 
cercles concentriques, il faudra que la différentielle entre paren- 
thèses ait un multiplicateur fonction de la seule variable n. Cette 
condition permet de le déterminer et l’on trouve aisément que l’on 
peut poser 

2 

de: — cosw   
to 

(50) tang w 7 dpi = An de. 
CH) 

24 

dp dpi 

On a ainsi pour l'élément linéaire de la surface l'expression très 
simple | 

__  R? an? n+ Fi(o) o 
(51) Re + RE" d 

qui convient, on s’en assure aisément, à une surface de courbure
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totale — R rapportée à une famille de cercles concentriques el 

aux géodésiques qui les coupent à angle droit. 

Si F est positive, on peut poser 
7 7 

n+Varr = yFe, 

et l'élément linéaire prend la forme 

u UN 2 

| a+eñ\r 
(52) ds? — du? + (i+ci) Fm dv?, 

+ \ 

qui convient au cas où le centre des cercles géodésiques est déal. 

Si F est nulle, on pourra poser 

LL 

ñn —= Ref, 

et il viendra 
ou 

(33) ds? = du?+ eR de?. 

Le centre des cercles géodésiques est alors à l'Eënfine. 

Enfin, si F est négative, on aura 

de 

n+ynr— = y—Fer, 

te 

n— y LE = y=re f, 

et l’élément linéaire sera donné par la formule 

fu Lu\? 

s eR—e R F 

(50) ds? = du? — dci) © d?, 
2 R?2 

qui caractérise le cas où les cercles géodésiques ont leur centre 

réel. 

176. On obtient un des systèmes triples orthogonaux que nous 

venons d'étudier lorsqu'on se propose le problème suivant. 

La recherche d’un système triple dépend de la détermination” 

des neuf quantités Hi, fix. Proposons-nous de trouver tous les 

systèmes dans lesquels ces neuf quantités sont reliées par huit re- 
Jations et dépendent, par conséquent, d’une seule fonction in- 

connue %.
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Les six équations (B) montrent d’abord que cette fonction « doit 
satisfaire à des relations telles que les suivantes 

dx k 

do, — Pia), (t=0, 1, 2}, 

et, de là, on déduit facilement qu’elle dépend d’une fonction li- 
néaire 

Cp + Cipi + C2 92, 

de p, 91, 92. Envisageons le cas général où aucune des constantes 
C; n’est nulle; on pourra, en substituant à Ps P1 pa les variables 
Co, Gigi C e> et en remplaçant & par une fonction convenable- 
ment choisie, ramener & à la forme plus simple 

(55) LP + Pi + Po. 

Alors on remplacera dans les équations (B) les fx par leurs 
expressions 

et l’on aura trois équations du second ordre qui s’intégreront im- 
médiatement et donneront les relations 

(56) H}, = C:H:H,, GZkzAD), 

où Cx désigne une constante. En substituant les valeurs des Bix 

dans les équations (B'), on reconnaîtra que ces équations sont 

vérifiées pourvu que les constantes C; vérifient l'unique relation 

1 I o 
TA TA =0. (57) Q
i
 

, . M : à ; . . 
Les équations (56) appartiennent à un type quel on rencontre 

notamment dans l’étude du mouvement de rotation d'un corps 
solide. Leur intégrale peut être donnée, comme on sait, par les 

formules (*) 

(58) H = Asnx, H;—A;cna, He = A dna, 

  

(*) Pour avoir l'intégrale générale, il faudrait au lieu de à mettre une fonc- 
Lion linéaire de «, mais cela ne ferait que compliquer l'écriture, 

D. - 21
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où les constantes À, À,, À, doivent vérifier les relations 

(59) À — CA;A», A1 — CiAA», Ao—=—C:42AA,, 

k désignant le module des fonctions elliptiques. En substituant 

les valeurs de C, C, GC: déduites des relations précédentes dans 

la condition (55), on aura l'unique relation 

  

à laquelle doivent satisfaire les quatre constantes #, A, A,, A2. 
On peut poser 

(60) 
À 

= dnxo, 3: = S0%, 
2 FF

 

et il viendra alors, en supposant À — 1, ce qui équivaut à rem- 

placer le système triple par un système semblable, 

(61) H=çsnz, He, pp, de 
dn&s sn %9 
    

L'élément linéaire sera donné par la formuie 

cn?a dn?« 
(62) ds? = sn°?a do? + dp? + —— de? 

NEA Pi sn? &o par 

ILest facile de voir que le système triple ainsi obtenu est exclu- 

sivement composé de surfaces à courbure constante. En conser- 

vant, en effet, les valeurs des constantes C; qui figurent dans les 

relations (59), on a 
Hy— CxH:H,, 

et, par suite, le rayon de courbure R;4 sera déterminé par l'équa- 
üon 

1 He H, Dr. 
(63) Ra OM CF,” G£kzZUD.   

On déduit de là 

I 
(61) Ra Re = Cg Cr. 

Cette relation montre que la courbure totale de la surface de pa-
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ramètlre 0; est invariable, De plus, en vertu de la relation (55), la 
somme des courbures relatives aux trois familles sera nulle. 

Comme les expressions de H, H,, H; demeurent invariables 
lorsqu'on ajoute à pe, £1, 62 des constantes dont la somme est 
nulle, on reconnaîtra qu'il existe une infinité de déplacements 
laissant invariable le système triple, et de là on déduira sans 
peine qu’il est exclusivement composé de surfaces hélicoïdes. 

FIN DU TOME PREMIER.
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L'ÉQUATION DU TROISIÈME ORDRE. 

CHAPITRE I. 

Les familles de Lamé. Théorème de Dupin et sa réciproque. ............ 
Equations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les paramètres «, 

$, y de trois familles orthogonales, considérés comme fonctions des 
coordonnées rectilignes +, y, z d’un point de l’espace. — Application 
du théorème de Cauchy; on peut déterminer un système triple ortho- 
gonal par la condition que les trois familles de surfaces qui le com- 
posent interceptent sur une surface donnée des courbes données assu- 
jetties à la condition de ne pas se couper mutuellement à angle droit. 
— Élimination de deux des trois paramètres. L’élimination de Fun 
d’eux conduit immédiatement au théorème de Dupin : « Les surfaces 
qui composent un système triple orthogonal se coupent mutuellement 
suivant leurs lignes de courbure. » — Réciproque de ce théorème : 
« Si l’on a deux familles de surfaces se coupant à angle droit, suivant 
des courbes qui soient lignes de courbure pour les surfaces de l’une 

des deux familles, il existe une troisième famille complétant Ie système 

orthogonal. » — Cette réciproque permet d'établir que le paramètre 

de toute famille faisant partie d’un système triple doit satisfaire à une 

équation aux dérivées partielles du troisième ordre, qui est à la fois 

nécessaire et suffisante, c’est-à-dire dont toute solution conduira à un 

système triple. — On donne le nom de famille de Lamé à toute fa- 
mille qui fait partie d’un système triple orthogonal. — Pour former 

l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre, dont l'existence 

a été reconnue dès 1866 par l’auteur, mais qui a été obtenue, pour la 

première fois, sous forme développée, par M. Cayley, on définit d’abord 

une opération différentielle &,v, et l’on établit quelques propriétés de 

ce symbole. — On établit ensuite, par un raisonnement nouveau, que 

toute la difficulté du problème des systèmes orthogonaux se ramène à 

VPintégration de l’équation du troisième ordre, que l’on écrit sous la 
forme d’un déterminant très simple du sixième ordre. — Vérification 

de résultats obtenus antérieurement par M. Bouquet, relativement aux 

familles représentées par une équation de la forme 

u—=y(z)+4(y)+x(s),
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et par M. V. Puiseux, relativement à un système d’axes particulier..— Forme nouvelle et irrationnelle sous laquelle on peut mettre l'équation du troisième ordre, en introduisant les dérivées de la fonction H, dé- finie par la relation 
. 

I { Ju \? du \? gu\? VC Gr) + (5) 
— Indications sommaires sur les Caractéristiques d’une équation aux dérivées partielles ou d'un Système d’équations aux dérivées partielles, dans le cas de trois variables indépendantes, et application au problème actuel. On peut toujours déterminer un Système triple orthogonal par la condition que les surfaces (A), qui composent une de ses trois familles, coupent une surface (2) suivant des courbes données (C) et aient, suivant ces courbes, un contact du second ordre avec certaines surfaces (S), qui contiennent ces courbes, à moins que les courbes (C) ne soient des Jignes de courbure des surfaces (S}), ou que les surfaces (S) ne soient orthogonales à la surface (E). Dans ces deux cas d'exception, le problème devient impossible ou indéterminé. 

CHAPITRE II. 

Systèmes triples comprenant une famille de plans ou une famille de sphères... iii Recherche des systèmes triples orthogonaux qui comprennent une fa- mille de plans. — On les obtient en traçant dans un plan deux familles de courbes rectangulaires et en faisant rouler ce plan sur une déve- loppable quelconque. — On peut aussi éviter toute considération de roulement et construire les Systèmes sans aucune intégration, — Déf- nition des coordonnées curvilignes. — Forme de l'élément linéaire de Pespace dans le système précédent. — Équations qui permettent de définir ce système, débarrassées de toût signe de quadrature. — Si la famille de plans est donnée a Priori, la détermination des trajectoires orthogonales et, Par suite, celle des Systèmes triples correspondants dépendent de trois quadratures. — Systèmes orthogonaux comprenant une famille de Sphères. — Définition des familles similaires de sphères; ce sont celles pour lesquelles le problème des trajectoires orthogonales conduit aux mêmes équations différentielles. — Quand on connaît une famille de sphères on peut, sans aucune intégration, construire les fa- milles similaires. Parmi les familles ainsi déterminées, il y en a une infinité composées de sphères passant par un point fixe; une simple quadrature permet de Construire ces familles particulières si l’on con- nait une trajectoire orthogonale des sphères primitives. — Grâce aux théorèmes précédents on Peut, Sans aucune intégration, passer des SYStèmes triples contenant une famille de plans à ceux qui contiennent une famille de sphères. — Propriété particulière des courbes sphériques: Le ds à Le A es l'intégrale /° peut être explicitement calculée. — Détermination des 
trajectoires orthogonales d'une famille donnée de sphères; elle se ra- mène à l'intégration de deux équations de Riccati dont chaque trajec- 

Pages. 
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Pages. 
toire fournit une solution particulière. — Construction des systèmes 
triples qui comprennent une famille de sphères. —_ Extension des ré- 
sultats précédents à l’espace à » dimensions. En donnant une forme 
convenable aux fonctions &,, a,..., a, et 7, on peut, sous forme réelle 
et sans aucun signe de quadrature, assigner les intégrales générales 
du système 

  

dx, CE dz, 
——— —= =, = — , 

Ti di Ti— Ÿ Tia, 

Gi... 4,, r étant des fonctions d’un paramètre £ liées à Lire. &, par 
la relation 

(z,— a} + (2, — @}+...+(x,—a,)}=r. 

Rappel des résultats déjà obtenus sur ce sujet par MM. J.-A. Serret et 
O. Bonnet. 

CHAPITRE II. 

Étude d'une intégrale particulière de l'équation du troisième ordre... 51 
L'équation aux dérivées partielles du troisième ordre qui détermine les 

familles de Lamé admet des solutions particulières définies par l’équa- 

tion du premier ordre 

(a) H= CG) ++) + 0 (u)æ + (u)y + o(u) 3 + ou). 

Le Chapitre actuel est consacré à l’étude de ces solutions. — L’équa- 

tion précédente comprend d’abord, comme cas particuliers, celle qui 

caractérise les surfaces parallèles et aussi celle qui caractérise les fa- 

milles dérivées par inversion d’une famille de surfaces parallèles. — 

Les trajectoires orthogonales des surfaces sont, dans le premier cas, 

des droites, et, dans le second cas, des cercles passant par un point 

fixe. — Pour éclairer la discussion du cas général, on commence par 

étudier celui où les rapports mutuels des cinq fonctions w,(4) se rédui- 

sent à des constantes. — Les familles de Lamé correspondantes sont 

alors définies par la construction suivante : on construit les cercles 

normaux à une surface quelconque (£) et à une sphère fixe (S ); tous 

ces cercles sont normaux aux surfaces (Y') qui composent la famille 

cherchée. — On construit par points chaque surface (£'}, en détermi- 

nant sur chaque cercle le point où il est normal à (£), les deux points 

où il est normal à (S), et en construisant le quatrième point qui 

forme, avec les précédents, pris toujours dans le même ordre, un rap- 

port anharmonique constant. — Les deux autres familles qui com- 

plètent le système sont évidemment formées de surfaces à lignes de 

courbure circulaires dans un système. — En appliquant cette con- 

struction à une cyclide de Dupin, on obtient un système triple eæclu- 

sivement composé de cyclides. — Étude géométrique du cas particulier 

signalé par M. W. Roberts, où les cyclides sont toutes du troisième 

degré. — La construction générale précédente donne une transforma- 
tion de contact des surfaces avec conservation des lignes de courbure. 

Détermination de toutes les transformations de ce genre; analyti- 

quement elles équivalent à une substitution linéaire orthogonale effec-
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tuée sur les six coordonnées d’une sphère. — Retour à l’étude de l’équa- 
tion (a) dans le cas le plus général. — On peut en donner l'intégrale 

générale sans introduire aucun signe de quadrature. — Pour interpréter 

géométriquement la solution, on donne quelques propriétés fondamen- 
tales de la fonction H qui, multipliée par du, représente la plus 
courte distance de deux surfaces infiniment voisines, dans une famille 

quelconque. Il revient au même de se donner H en chaque point d’une 
surface, ou de se donner en ces points les cercles osculateurs des 

courbes trajectoires orthogonales de la famille. — Relation entre H 

et les cercles osculateurs. — Propriété caractéristique des familles étu- 
diées dans ce Chapitre : les cercles osculateurs des trajectoires orthogo- 
nales aux points où elles rencontrent une des surfaces sont orthogo- 

naux à une même sphère, qui varie d’ailleurs avec la surface. — Énoncé 
de la génération de ces familles à l’aide de transformations infinitési- 
males. 

CHAPITRE IV. 

Formes diverses de l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre. 
On peut obtenir l’équation aux dérivées partielles du troisième ordre en 
exprimant que la plus courte distance d’une surface de la famille à la 
la surface infiniment voisine est une solution particulière de l'équation 
ponctuelle relative au système conjugué formé par les lignes de cour- 
bure. — Théorème de Ribaucour : les cercles osculateurs des trajec- 
toires orthogonales aux points où elles rencontrent une surface 
déterminée de la famille forment un système cyclique. — Démonstra- 
tion de la proposition réciproque. — Rappel des études antérieures sur 
les systèmes cycliques et étude de deux problèmes nouveaux : 1° dé- 
términation des familles de Lamé pour lesquelles les plans osculateurs 
des trajectoires orthogonales aux points où elles rencontrent l’une des 
surfaces de la famille concourent en un même point ; 2°. détermination 
des systèmes cycliques formés de cercles dont les plans enveloppent 
une développable. — Forme remarquable de l'équation du troisième 
ordre donnée par M. Maurice Lévy; on prend comme variables -indé- 
pendantes le paramètre w de la famille et deux des coordonnées rec- 
tangulaires. — Application de cette équation à la détermination des 
surfaces invariables de forme qui peuvent, en se déplaçant, engendrer 
une famille de Lamé. — Quand le mouvement de la surface est unique 
et déterminé, il est nécessairement hélicoïdal. — Applications particu- 
lières. — Étude du cas où la surface peut, dans plusieurs mouvements 
différents, engendrer une famille de Lamé. — Indication de divers ré- 
suliats. — M. J. Bertrand a montré, par la Géométrie, que, si ces 
mouvements comprennent toutes les translations, la surface est une 
sphère ou un cylindre. — M. Adam a établi, par l’analyse, que le ré- 
sultat subsiste si les mouvements se réduisent à deux translations dis- 
tinctes. — Interprétation géométrique élégante due à M. Petot. 
L’équation aux dérivées partielles qui caractérise la surface cherchée 
exprime la propriété suivante : la droite du plan tangent qui joint 
les centres de courbure géodésique des deux lignes de courbure ap- 
partient à un complexe linéaire. — Théorème de M. Cosserat. — Retour 
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Pages. à l'équation générale du troisième ordre. — Formation de cette équa- ‘ tion quand la famille est déterminée Par une équation implicite 
L(2,Y, 4, u)= 0. Développement de l'équation en vue des applications 
ultérieures. 

- ‘ 

CHAPITRE V. 

Les familles de Lamé formées avec des gquadriques. ........,........... 95 
On cherche d’abord la condition Pour que des quadriques à centre 

unique, ayant les mêmes plans principaux, forment une famille de 
Lamé, et l’on est conduit, en appliquant la méthode générale du Cha- 
pitre précédent, à une relation différentielle entre les axes, qui à été 
obtenue dès 1867 par M. Maurice Lévy — On fait aussi connaître la 
méthode suivie par M. Maurice Lévy, ainsi que l'interprétation géo- 
métrique qu’il en à donnée : la relation différentielle exprime que 
l’une quelconque des lignes ombilicales, c’est-à-dire l’une quelconque 
des lignes décrites par les-ombilics, est normale aux surfaces qui com- 
posent la famille. — II résulte de Ià que les familles de quadriques 
cherchées sont déterminées dès que l’on se donne a priori une ligne 
plane quelconque qui servira de ligne ombilicale, — C’est ce que 
permettent d’ailleurs d'établir quelques considérations de Géométrie 
pure relatives aux ombilics des quadriques. — Le cas particulier où 
Pune des lignes ombilicales se réduit à une droite a été rencontré par 
M. G. Humbert. Alors les onze autres lignes ombilicales sont des 
droites, et les surfaces qui composent la famille, tangentes à huit 
plans isotropes, font aussi partie d'un réseau ponciuel; on peut dé- 
terminer les deux autres familles qui complètent le système triple. 
— Cas où l’une des lignes ombilicales est un cercle, une conique, etc. 

— Revenant au problème général, on remarque qu’on peut encore le 

résoudre sans employer la ligne ombilicale et par une méthode directe 

qui peut se rattacher à un principe général. — Applications particu- 

lières de cette nouvelle méthode. — La proposition relative aux lignes 

ombilicales ne s'applique pas seulement aux familles composées de 

surfaces du second degré; on peut établir qu’elle est vraie pour des 

surfaces quelconques formant une famille de Lamé; la démonstration 
repose sur la considération de la forme des lignes de courbure dans 

le voisinage d’un ombilic. — Cette proposition générale, une fois éta- 

blie, conduit à la conséquence suivante : si des quadriques à axes iné- 

gaux forment une famille de Lamé, les plans principaux de ces surfaces 

coïncident nécessairement; par suite, les recherches précédentes n’ont 

pas un caractère aussi particulier qu’on aurait pu le supposer, et elles 

font connaître toutes les familles de Lamé composées de quadriques 
à axes inégaux. — D'une manière générale, on peut énoncer la pro- 

position suivante : si une famille de Lamé est composée de surfaces 

ayant chacune des plans de symétrie, les plans de symétrie de ces 

surfaces doivent coïncider, excepté dans certains cas particuliers qui 

sont nettement indiqués. — Démonstration de cette proposition géné- 

rale; son application aux surfaces du second degré; son interpréta- 
tion géométrique. Simple énoncé d’une proposition analogue relative 

aux surfaces anallagmatiques. — Le Chapitre se termine par l'étude 
D 
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d’un problème qui doit conduire encore à des familles de Lamé formées de quadriques : on sait que les surfaces lieux des points tels que la somme ou la différence de leurs distances à deux surfaces fixes 
à-dire se distribuent en deux familles distinctes de surfaces orthogo- nales;' on demande dans quel cas on peut compléter le système et adjoindre aux deux familles différentes une troisième famille composée de surfaces coupant les précédentes à angle droit. —Mise en équation du problème; on démontre par la Géométrie que, si l’on néglige des solutions déjà étudiées, cette troisième famille doit être composée de Surfaces du second degré dont les génératrices rectilignes seront les normales aux surfaces (A) et (B).— Les axes de ces quadriques doivent satisfaire à des équations différentielles qui se rencuntrent dans la théorie des fonctions elliptiques et qui ont été, pour la première fois, intégrées par Halphen, — Intégration nouvelle de ces équations. — Cas particulier des surfaces dépourvues de centre, traité par une méthode directe; les fonctions elliptiques sont remplacées par des loga- rithmes, sauf dans un cas spécial où la solution devient algébrique et a déjà été donnée par M. J.-A. Serret. — Démonstration géométrique Simple relative à ce cas Spécial. — Indication d’un sujet de recherche relatif aux lignes de courbure de la surface lieu des points pour les- quels la somme ou Ja différence des distances à deux droites fixes est Constante. 

CHAPITRE VI 

n
n
 enr re ee PRÉ 

généraliser le Système des cyclides orthogonales et homofocales et employer, pour le cas de A dimensions, des variables analogues aux coordonnées Pentasphériques, — Définition des systèmes complète- ment orthogonaux à n variables : Puisqu'il existe de tels systèmes, l’objet de ce Chapitre sera d'appliquer à leur recherche la méthode déjà employée Pour le cas de trois Variables. — Problème fonda- Mental : élant données n fonctions formant un système complète- ment orthogonal, éliminer toutes les fonctions moins une et former les équations aux dérivées partielles, à.la fois nécessaires et suff- santes, auxquelles doit satisfaire cette dernière fonction. — Exposé de la méthode : une des fonctions & étant supposée connue, un pre- mier groupe de CR — 1)? équations Permet de déterminer les rapports mutuels des dérivées Premières des 7 — 1 autres fonctions y, w, .... — Ce premier SToupe d'équations est identique à celui que l’on ren- contre lorsqu'on veut réduire à des sommes composées des mêmes carrés deux formes quadratiques'à n variables, ces variables étant d'ailleurs liées Par une relation linéaire. —_ Les équations que l’on obtient ainsi pour chacune des fonctions % , ..., étant au nombre de 2 —:1, donnent naissance à des conditions d’intégrabilité qui con- tiendront évidemment les dérivées de U jusqu’au troisième ordre. — En SSaÿant de former de la maniére la plus simple ces conditions, on 
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Pages est conduit à deux groupes bien distincts d'équations du troisième 
ss 

A —17 — ordre pour w. — Les premières, au nombre de G—n(R—0) sont 
2 

analogues à l'équation formée dans le cas de trois variables et jouissent, 
comme elle, de la propriété de s’écrire sous une forme simple à l’aide 
des dérivées secondes de la fonction 

  

=: J H=(u+uit... Hu) 2. 

Les secondes, au nombre de ANR 2028), n'apparaissent 
que lorsque n est supérieur à 3. — Si l’on veut interpréter en lan- 
gage géométrique les résultats précédents, on peut d’abord généraliser 
la Inotion de rormale à une surface, ce qui conduit naturellement à 
l'extension de la définition des directions Principales et des lignes de 
courbure. — Dans un espace à n dimensions, il y a na — r1 directions 
principales, et par suite 7 — 1 systèmes de lignes de courbure, pour 
chaque surface. — Deux directions principales différentes sont à la fois 
orthogonales et conjuguées. — Cette notion des lignes de courbure une 
fois introduite, le théorème de Dupin se généralise immédiatement : 
si une surface fait partie d'un système complètement orthogonal, les 
surfaces qui appartiennent aux autres familles admettent pour nor- 
males en chaque point de la surface considérée les directions princi- 
pales dé cette surface; par conséquent, prises n — 2 à n— 2, elles 
coupent cette surface suivant une de ses lignes de courbure. — Mais 
il faut prendre garde ici à une propriété tout à fait nouvelle : une 
surface quelconque prise dans l’espace à 7 dimensions, r étant 
supérieur à 3, ne saurait faire partie d’un système complètement 
orthogonal; pour qu'il en soit ainsi, il faut que ses lignes de cour- 
bure soient coordonnées. — On dit que les lignes de courbure sont 

coordonnées lorsqu'on peut choisir 7 — 1 fonctions dont une seule 

varie sur chaque ligne de courbure de la surface. — Lorsque les 
lignes de courbure d’une surface sont coordonnées, Ia surface peut 

faire partie d’un système complètement orthogonal : on le reconnaît en 

généralisant la théorie des surfaces parallèles. — Application des résul- 

tats précédents aux surfaces définies par l’équation Xi XX, = 0. 

— Condition pour que leurs lignes de courbure soient cocrdonnées. — 

Systèmes orthogonaux comprenant une famille définie par l'équation 
u—=X,;+...+X,. — Généralisation des propositions de MM. Bouquet 

et J.-A. Serreit. — Systèmes orthogonaux comprenant la famille 

u = æm...æ77, — Détermination simple des autres familles. — Étude =æm... ge. 

de différents systèmes orthogonaux, détermination des Jignes de cour- 
bure de différentes surfaces, parmi lesquelles on peut signaler les sur- 

faces tétraédrales de Lamé. — Les résultats obtenus dans ce Chapitre 

donnent notamment les lignes de courbure d’un grand nombre. de 

surfaces du troisième ordre, dans l’espace à trois dimensions 
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LIVRE If. 

LES COORDONNÉES CURVILIGNES. 

CHAPITRE I. 

Systèmes orthogonaux à nr variables ................. 
On se propose de faire connaître les formules que Lamé a données dans 

ses Leçons sur les coordonnées curvilignes en appliquant et étendant 
sa méthode aux systèmes complètement orthogonaux à n variables. 
— Définition des éléments d’une substitution linéaire orthogonale par 

de; 

; 074 
donnent lieu. — Introduction de grandeurs nouvelles 8, qui doivent 
vérifier deux systèmes différents d'équations aux dérivées partielles du 
premier ordre. — Indication sur la méthode de recherche d’un système orthogonal. — Généralisation d’un théorème de M. Combescure : « À tout système orthogonal on peut en rattacher une infnité d’autres qui dépendent de 7 fonctions arbitraires d’une variable ». — Application de la méthode générale de recherche à la solution d’un problème fon- damental : résolution la plus générale de Féquation 

les formules XŸ = H, - — Relations différentielles auxquelles ils 

dr? +... + dei — F (dpi +...+ des). 

Cette solution est toute semblable à celle qui est connue depuis long- temps pour le cas de trois variables, et elle est fournie par une inver- sion généralisée, suivie ou précédée d’un déplacement, — Cas spécial signalé par M. Cremona. — Indication de différentes méthodes qui permettent de faire dériver de tout Système orthogonal à x variables d’autres systèmes orthogonaux contenant le même nombre ou un moïndre nombre de variables. — Cest ainsi qu'au système des coor- données elliptiques on peut faire correspondre une suite illimitée de systèmes orthogonaux algébriques. — Théorème de Géométrie qui donne une généralisation de la notion, due à Gauss, de représentation sphérique. — Application des résultats précédents à la recherche des surfaces de lespace à n dimensions dont Les lignes de courbure sont Coordonnées. — Cette recherche exige en premier lieu la détermina- tion de tous les Systèmes complètement orthogonaux dans un espace à ñn—;1 dimensions. — Cette détermination une fois effectuée, des méthodes analogues à celles que l’on suit dans la recherche des sur- faces ayant une représentation sphérique donnée permettent d'achever la solution du problème. — Quelques Propriétés des lignes de courbure des surfaces. — Equations d'Olinde Rodrigues, — Générälisation de la. théorie des Systèmes cycliques et son extension à l’espace à r di- mensions. 

" Pages. 

155 :



    

TABLE DES MATIÈRES. 

CHAPITRE II. 

Le trièdre mobile... . 
Dans ce Chapitre, on étudie les propriétés des systèmes triples ortho- 

&Sonaux en les rattachant à la considération du déplacement du 
trièdre trirectangle (T}) formé par les normales aux trois surfaces. 
toordonnées qui se croisent en chaque point de l’espace. — Rappel 
des résultats déjà obtenus dans nos Leçons relativement aux divers 
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mouvements d’un trièdre qui dépend de plusieurs paramètres. — Équa- - 
tions aux dérivées partielles qui relient les rotations et les translations. 
— Détermination d’un trièdre dont les rotations et les translations 
sont données a priori. — Système linéaire dont l'intégration fait con- 
naître les cosinus-directeurs des axes de ce triédre. — Formules 
générales qui déterminent le déplacement d’un point défini par 
ses coordonnées relatives au trièdre mobile. — Application de cette 
théorie générale aux coordonnées curvilignes orthogonales; on prend 
pour le trièdre mobile (T) celui dont les arêtes sont les normales 

aux trois surfaces coordonnées. — Trois des rotations sont nulles, les 

autres s'expriment en fonction des coefficients. H, H,, H, de l'élément 

linéaire.et de leurs dérivées. — Introduction des quantités 8,,. — 

Double système de relations différentielles auxquelles doivent satisfaire 

ces six fonctions. — Démonstration nouvelle du théorème de Dupin. 

— Expression des rayons de courbure des surfaces coordonnées. — 

Système linéaire déterminant les cosinus-directeurs des normales aux 
surfaces coordonnées lorsqu'on connaît les 84. — Représentation 

sphérique, lignes asymptotiques de chacune de ces surfaces. — Lois 

de variation des six courbures principales découvertes par Lamé. 

— Définition du paramètre différentiel du premier ordre AU d’une 

fonction quelconque U; son expression en coordonnées curvilignes ;: 

définition et expression de A(U, V}). — Formule de Stokes et de C. 

Neumann; définition du paramètre différentiel ou invariant linéaire 

du second ordre; son expression en coordonnées curvilignes. — On 

peut rattacher l’introduction de cet invariant à l’étude de certaines 

propriétés des transformations ponctuelles les plus générales. — Pour 

toutes les transformations de ce genre, il y a en général trois éléments 

linéaires partant d’un point auquel correspondent des éléments pa- 

rallèles. Si l’on veut que ces trois éléments linéaires forment toujours 
un trièdre trirectangle, il sera nécessaire et suffisant que la transfor- 

mation soit définie par les formules 

ou y = JU z =, X= 5%? = y’ d= 

où U désigne une fonction quelconque de , y, z. Il existe alors une 

équation du troisième degré faisant connaître les dilatations des élé- 

ments dont la direction n’est pas altérée, et les racines de cette équa- 

tion sont des invariants. Le paramêtre du second ordre de Lamé n'est 

autre que la somme des racines de cette équation. — Détermination 

des transformations de la nature précédente pour lesquelles les éléments 

dont la direction n’est pas changée en chaque point de l’espace sont
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normaux à trois familles, qui. détermineront nécessairement un SYS- 
tème de coordonnées curvilignes triplement orthogonales. — Il ÿ a 
une infinité de transformations de ce genre qui correspondent à un sys- 
tème triple orthogonal, donné @ priori. — Leur détermination se 
ramène à l'intégration de trois équations linéaires aux dérivées par- 
tielles auxquelles doit satisfaire une méme fonction. — On termine 
le Chapitre en donnant un complément à la théorie du déplacement d’un trièdre mobile. Si l’on considère le système le plus général de coordonnées curvilignes obliques, l’élément linéaire de l’espace pren- 
dra la forme 

ds? — >> A x de; dp,, 

et l’on peut se proposer de trouver toutes les relations différen- tielles qui existent entre les quantités A,, relations différentielles analogues à celles que l’on doit à Lamé, pour le cas où les coor- données sont orthogonales. — On Pourrait résoudre cette question en Prenant un trièdre (T) occupant une position particulière relative- ment aux plans tangents des surfaces coordonnées. — I] parait plus élégant d'employer une méthode toute différente, qui repose sur la considération des différentes décompositions en carrés de la forme 
quadratique précédente Dr Aux dp:dp, et qui conduit à six équa- 
tions à la fois nécessaires et suffisantes. — Retour au trièdre mobile pour établir les équations aux dérivées partielles entre les rotations et les translations. 

CHAPITRE IIl. 

Avant de poursuivre Ja théorie, on veut indiquer des applications des équations fondamentales à Ja recherche d’un système triple parti- culier. — Dans ses Leçons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications, Lamé a attaché une importance toute parti- Culière aux systèmes composés de trois familles isothermes. — Défi- nition d’une famille isotherme. — Condition d’isothermie; elle est vérifiée pour le Système des ellipsoïdes homofocaux. — Il existe donc au moins un système triple, à la fois orthogonal et isotherme. — Lamé s’est Proposé de déterminer tous les systèmes de ce genre. Ea mettant le problème en équation, on reconnait que ces systèmes Particuliers ont une premiére Propriété signalée par M. J. Bertrand : les surfaces qui les composent sont isothermiques, c’est-à-dire sont divisibles en carrés infiniment petits Par leurs lignes de courbure. Mais celte propriété n’est nullement caractéristique; elle appartient, par exemple, au Système des cyclides homofocales, qui n’est pas iso- therme. — Par suite, en se proposant la recherche de tous les Sys- tèmes triples composés de surfaces isothermiques, on est assuré d'ob- tenir non seulement tous les Systèmes isothermes, comme le désirait Lamé, mais d’autres Systèmes plus généraux. — Pour accroître encore l'intérêt qui s'attache à ce problème général, on remarque que l’on 

Pages. 

212



    

TABLE DES MATIÈRES. 335 

Pages. sera encore conduit à le poser si l’on approfondit une belle décou- 
verte de Lamé. — L'illustre géomètre a montré que, Si p, Pi, Po 
désignent les coordonnées elliptiques d’un point de l’espace, l’équa- 
tion de la chaleur admet une infinité de solutions de la forme sui- 
vante: f(p) fi(p1) fa(0:). — Si Von cherche tous les systèmes triples 
orthogonaux pour lesquels on peut formuler une proposition analogue, 
on reconnait encore qu’ils doivent être composés de surfaces isother- 
miques. — Toutes ces remarques nous conduisent donc à entre- 
prendre l’étude du problème le plus général : détermination des 
systèmes triples composés de surfaces isothermiques. — Mise en 
équation; forme des valeurs de H, H,, H,. — On exprime d’abord que 
ces valeurs salisfont au système (B), ce qui conduit à préciser leur 
forme. — On obtient ainsi trois types différents de solutions. — 
Pour étudier ces trois types et achever la solution, on exprime que 
les valeurs de H, H,, H, vérifient le système (B'). — Forme générale 
des équations qui en résuitent. — Conditions pour qu’elles soient 
compatibles avec celles que l’on a déduites du système (B). — Appli- 
cation aux trois types précédemment obienus. — Le premier type nous 
conduit à trois systèmes triples comprenant, soit une famille de plans 

parallèles et deux familles de cylindres isothermes; soit une famille 

de sphères concentriques et deux familles de cônes isothermes; soit 

une famille de plans passant par une droite et deux familles de 

révolution ayant cette droite pour axe, et dont les méridiens forment 

un système à la fois orthogonal et isotherme. D'une manière géné- 

rale, il faut joindre à ces systèmes leurs transformés par inversion, 

qui jouissent évidemment de la même propriété. — Le second type 

ne fournit aucune solution du problème et doit être rejeté. — Quant 

au troisième, il sera étudié dans le Chapitre suivant. 

CHAPITRE IV. 

Recherche d'un système particulier (suite). Examen du troisième type 

de solution.............................,44444 ses 242 

Le troisième type de solution du problème que l’on a commencé à 

étudier dans le Chapitre précédent correspond aux valeurs suivantes 

nu @n ER)? 
MVya 

H,— Cha — PI (Pi — ep), ç= ER 
Ma 

H, = (ee) Cp pi > # 

Mye 

de H, H,, H,. Dans ces formules, M désigne une fonction quelconque, 

k une constante, a, une fonction de la seule variable p.. En écrivant 

que les équations de condition données au Chapitre précédent sont 

vérifiées, on obtient les solutions suivantes. — Pour la première, 

; a(p}), &te}, &(e) sont des polynomes identiques du on a À —— -; 
T 

2
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Pages. 5° degré; ces hypothèses correspondent au système formé par les 
cyclides homofocales et à ses variétés. — La seconde solution corres- 
pond à l’hypothése 4 — 55 a(p), ap}, &(e) sont des polynomes 

identiques du 3° degré. — La troisième solution correspond à la valeur 
Rk=—1;a(p)}),a,(p), a;(p) sont des polynomes du second degré qui doivent salisfaire à l’identité 

a(p)+a(p)+a(p)= 9. 

La quatrième solution Correspond à la valeur 4 = 2 : les fonctions a, 1, 4; Se réduisent alors à des constantes dont la somme est nulle. — Remarques générales sur la manière dont on pourra déterminer la valeur de M Correspondant à chaque solution. — Étude détaillée du Cas pour lequel on à R — 1. — Le système correspondant est exclusi- vément formé de cyclides de Dupin. — On démontre qu'il est iden- tique à ceux qui ont été étudiés au Livre I+, Ch. LI. — Pour l'étude 
x : : 

I : des systèmes qui correspondent aux valeurs À — 2, hk— 3 et qui 
n’apparaîtront Pas, d’ailleurs, dans le Chapitre suivant, il est ren- voyé à un Mémoire de l’auteur. 

CHAPITRE V. 

Recherche des Systèmes isothermes et d’autres systèmes qui se pré- “eteRt dans la théorie de la chaleur... 264 On a vu que, parmi les systèmes déterminés dans les deux Chapitres précédents doivent se trouver : re les sysièmes composés de trois familles isothermes; 2° ceux Pour lesquels l'équation de la chaleur admet, dans des conditions précédemment définies, une infinité de solutions de la forme P fe) fite) fie). — L'objet du présent Cha- Pitre est précisément la détérminalion de ces deux classes parti- culières, comprises dans celle que nous avons déterminée. — On Commence par la recherche des Systèmes isothermes en envisageant Successivement les différentes solutions obtenues dans les deux Cha- Pitres précédents. — On obtient d’abord des Systèmes formés d’une famille de plans porallèles et de deux familles de cylindres isothermes, ou d’une famille de sphères concentriques et de deux familles de cônes isothermes, ou d’une famille de plans Passant par une droite et de deux familles de quadiiques homofocales de révolution. — On ob- tient aussi Je système des quadriques homofocales et un autre système imaginaire qui à été signalé, mais non déterminé, par Combescure. — Bien que ce dernier Système ne puisse jouer aucun rôle en Phy- sique mathématique, il Y à intérêt à le déterminer; on montre qu'il est formé avec des cyclides de Dupin qui sont imaginaires et du troisième degré. — Après avoir ainsi terminé la recherche des Sys- tèmes isothermes, on suit une méthode analogue pour la détermi- nation de la seconde classe signalée plus haut. — On démontre d’abord un lemme fondamental de Lord Kelvin, relatif à li nversion, puis on Montre que Les systèmes cherchés se réduisent en définitive au seul
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Pages. système des cyclides homofocales et à ses variétés. — On retrouve 
cette propriété des cyclides homofocales par une démonstration directe 
où l’on emploie les coordonnées pentasphériques et une forme remar- 
quable que prend, avec ce système de coordonnées, l'équation de 
la chaleur. — Le Chapitre se termine par une remarque qui permet 
d'étendre une partie des résultats précédents aux systèmes de coor- 
données curviligaes les plus généraux. 

CHAPITRE VI. 

Les systèmes triples de M. Bianchi..................................... 294 
Dans ce Chapitre, on se propose de donner une nouvelle application de 

la méthode générale de recherche en déterminant tous les systèmes 
triples orthogonaux pour lesquels une des familles est composée de 
surfaces à courbure totale constanté. — Cette application, due à M. L. 
Bianchi, a son origine dans un théorème de M. Weingarten qui fait 
prévoir l’existence d’une classe étendue de ces systèmes. — Ce théo- 
rème peut s’énoncer comme il suit : Étant donnée une surface {S) 

T . 
à courbure totale constante 3° Si l’on porte sur la normalé en chacun 

de ses points une longueur infiniment petite MM’ proportionnelle 

à cos 4 » d désignant la distance géodésique de M à un point fixe À 
k 

de (S), la surface (S') décrite par le point M, est, elle aussi, à cour- 
I 

k 
— Il permet évidemment de construire, de proche en proche, des sur- 

faces à courbure constante et égale, qui dépendent de quatre fonc- 

tions arbitraires et forment une famille de Lamé. — Examen d’un pro- 

blème auquel conduit naturellement la proposition de M. Weingarten ; 
propriétés de certains systèmes cycliques se rattachant à une surface 

applicable sur une surface de révolution. — Exposé des recherches de 
M. Bianchi; ce géomètre s’est proposé de déterminer tous les systèmes 

triples pour lesquels une des familles est composée de surfaces à cour- . 

bure totale constante; mais il a donné de l’extension aux recherches 

de M. Weingarten en supposant que la courbure totale puisse varier 

lorsqu'on change de surface. — Mise en équation du problème. — En 

écartant le cas spécial où les surfaces cherchées seraient de révolution, 

on obtient une forme élégante de l’élément linéaire; cette forme dé- 

pend d’une seule fonction w qui doit satisfaire à trois équations aux 

dérivées partielles du deuxième et du troisième ordre. — Étude de ce 

système d'équations aux dérivées partielles ; il est montré que son in- 

tégrale générale dépend de cinq fonctions arbitraires d’une variable. 

— Propriétés générales des systèmes triples auxquels on est conduit ; 

M. Bianchi a fait voir qu’on peut leur appliquer la transformation de 

M. Bäcklund. Il suffit pour cela d'intégrer trois équations de Riccati 

auxquelles satisfait une même fonction. — Examen particulier des 

systèmes de Weingarten pour lesquels la courbure totale ne varie pas 

lorsqu'on passe de l’une des surfaces à toute autre de la même fa- 

bure constante -— et elle fait partie avec (S) d’une famille de Lamé.
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mille. — On vérifie les propriétés géométriques qui résultent de la proposition énoncée plus haut. — Recherche d’une classe particulière: de systèmes de Weingarten. — En essayant de déterminer tous les SyS- tèmes triples pour lesquels les neuf quantités H,, 8 dépendént d’une. . seule variable a, on est conduit à un système exclusivement composé : d'hélicoïdes à courbure totale constante. 
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