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PREFACE.

1.’Ouvrage dont je publie aujourd’hui le premier Volume
est consacré & I'exposition d’une théorie qui trouve son ori-
gine dans les travaux de Lamé, mais qui, dans ces derniers
temps, a été I'objet d’un assez grand nombre de recherches.

Dans les Lecons sur la théorie des surfaces, j’avais déja
fait connaitre, d'une maniére incidente, différentes pro-
priétés des systémes triples orthogonaux et des coordon-
nées curyilignes; mais j'avais réservé le développement
régulier et systématique des théories qui se rattachent a
ce beau sujet pour le nouveau Traité dont je commence
aujourd’bui la publication.

Mes collegues, MM. C. Guichard, professeur a I’Univer-
sité¢ de Clermont, et E. Cosserat, professeur a I’Université
de Toulouse, ont bien voulu m’aider dans la correction des
épreuves et me préter leur dévoué concours pendant 'im-
pression; je tiens 4 leur faire agréer, cctte fois encore, mes

bien vifs et bien sinceres remerciments.
G. DARBOUX.

Paris, 21 novembre 1897.
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LIVRE I

L’EQUATION DU TROISIEME ORDRE.

CHAPITRE 1.

LES FAMILLES DE LAME. THEOREME DE DUPIN ET SA RECIPROQUE.

Equations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les paramétres «, §, v de
trois familles orthogonales, considérés comme fonctions des coordonnées recti-
lignes z, ¥, 5 d’'un point'de Pespace. — Application du théoréme de Cauchy :
on peut déterminer un systéme triple orthogonal par la condition que les
trois familles de surfaces qui le composent interceptent sur une surface donnée
des courbes données assujetucs a la condition de ne pas se couper mutuelle-
ment & angle droit. — Elimination de deux des trois paramétres. L’élimination
de ’un d’eux conduit immédiatement au théoréme de Dupin : « Les surfaces
qui composent un systéme triple orthogonal se coupent mutuellement suivant
leurs lignes de courbure » — Réciproque de ce théoréme : « Si 'on a deux
familles de surfaces $e coupant & angle droit, suivant des courbes qui soient
lignes de courbure pour les surfaces de 'une des deux familles, il existe une
troisiéme famille complétant le systéme orthogonal. » — Cetté réciproque permet
d’établir que le paramétre de toute famille faisant partie d’un systéme triple
doit satisfaire 2 une équation aux dérivées partielles du troisieme ordre, qui
est a la fois nécessaire et suffisante, c’est-a-dire dont toute solution conduira a
un systeéme triple. — On donne le nom de famille de Lamé & toute famille
qui fait partie d’un systéme triple orthogonal. — Pour former I’équation aux
dérivées partielles du troisiéme ordre, dont l'existence a été reconnue dés 1866

D. 1
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par 'auteur, mais qui a été obtenue, pour la premiére .fois, sous fo:‘mc dé:’e—
loppée, par M. Cayley, on définit d’abord une opération dlfférc.nl.lelle 0,9, et. I'on
établit quelques propriétés de ce symbole. — On établit ensuite, par un raison-
nement nouveau, que toute la difficulté du probléme des systemes orthogonaux
se raméne 4 l'intégration de ’équation du troisiéme ordre, que I'on écrit sous la
forme d’un déterminant trés simple du sixiéme ordre. — Vérification de résul-
tats obtenus antérieurement par M. Bouquet, relativement aux familles repré-
sentées par une équation de la forme w=o(x) +Y(y) -+ z(5), et par
M. V. Puiseux, relativement a un systéme d’axes particulier. — Forme nouvelle
et irrationnelle sous laquelle on peut mettre ’équation du troisiéme ordre, en
introduisant les dérivées de la fonction H, définie par la relation

L ) S

H dz/ " \oy 03
— Indications sommaires sur les caractéristigues d’une équation aux dérivées
partielles ou d'un systéme d’équations aux dérivées partielles, dans le cas de
trois variables indépendantes, et application au probléme actuel. On peut tou-
jours déterminer un systéme triple orthogonal par la condition que les sur-
faces (A), qui composent une de ses trois familles, coupent une surface (2)
suivant des courbes données (C) et aient, suivant ces courbes, un contact du
second ordre avec certaines surfaces (S), qui contiennent ces courbes, 4 moins
que les courbes (C) ne soient des lignes de courbure des surfaces (S), ou que
les surfaces (S) ne soient orthogonales 4 la surface (Z). Dans ces deux cas
d’exception, le probléme devient impossible ou indéterminé.

1. Supposons les points de Pespace rapportés a un systéme
d’axes rectangulaires Oz, Oy, Oz et considérons trois familles
de surfaces obtenues en égalant & des constantes trois fonctions
données «, 8, y de z, y, z. Pour que deux surfaces appartenant a
de:c, familles différentes se coupent partout a angle droit, il faudra
évidemment que les trois fonctions @, B, 7, auxquelles nous don-
nerons le nom de paramétres des trois familles de surfaces, satis-
fassent identiquement aux trois conditions suivantes :

LT QO G e
0 0x ' Oy dy ' 0z 9z
1) oy da Oy Oa oy oa

0% 0z " Oy oy T dz 0z —

02 0B  0x 08 0x 0B
0z 02 " dy oy ' 9z 05

qui consluituent un sysieme d'équations aux dériv

tit . ées partielles
propres a déterminer les fonctions B, v
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Ce systéme n’est pas de ceux que I'on peut intégrer d'une ma-
niére compléte. Nous en ferons connaitre des solutions nom-
breuses, contenant des constantes, des fonctions arbitraires d’une
variable en nombre quelconque, ou méme une fonction arbitraire
de deux variables accompagnée de plusieurs fonctions arbitraires
d’une variable. Mais, si 'on veut conserver une terminologie qui
a quelque chose d’un peu indéterminé, un théoréme général de
Cauchy permet de montrer que la solution générale du systéme (1)
dépend en réalité de trois fonctions arbitraires de deux
variables.

Remarquons, en effet, que, si 'on pose

o oy 9B oy

G dy 0x
(2) Kq—‘—‘% a—‘d"—-}, @)
Koo 0298 0a 08

les formules (1) peavent étre résolues par rapport aux dérivées

) .
& 33 d—{'etnous donnent

, o [GK o8 KK KK,
e Tl Ve e ?‘\/ o

Ces valeurs seront finies et délerminées tant qu’aucune des
quantités K, K,, K; ne se réduira a zéro.

Cela posé, supposons que 'on donne les valeurs a,, 3, Yoy, fonc-
tions de deux variables z et y, auxquelles se réduisent les fonc-
tions «, (3, v pour une valeur déterminée de z, par exemple pour
&= o; supposons que ces valeurs ajent été choisies de maniére a
n’annuler aucune des quantités K,, K,, K, et satistassent d’ailleurs
aux conditions bien connues de continuité et d’uniformité que
nous négligeons d’énoncer. Les équations (3) détermineront, pour
5 = o, des valeurs finies et déterminées pour les trois dérivées gi.,
0B oy LA P S i
35’ 725 €U, par suite, d’aprés le théoréme général de Cauchy que

nous venons de rappeler, il existera des fonctions «, 3, v qui satis-
feront au systéme (1) et se réduiront respectivement a «,, Bos Yo
pour'z — o.
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2. Cette proposition d’analyse s’interpréte géométriquement

de 1a maniére suivante : donner les valeurs oo, Bos Yo de a, B, 1

pour z = o, ¢’est faire connaitre les courbes suivant lescltxell.es le
plan des xy est coupé par chacune des trois familles qui doivent
composer le systéme orthogonal. Supposer qu’aucune des quan-
tités K,, K,, K3 n’est nulle, c’est admettre que ces courbes de
section ne se coupent pas mutuellement a angle droit. On est donc
en droit d’énoncer la proposition suivante :

On peut déterminer un systéme triple orthogonal par la
condition que les trois familles de surfaces dont il doit se com-
poser coupent un plan quelconque suivant trois Jamilles de
courbes, assujetties a la seule condition de ne pas se couper
mutuellement & angle droit.

3. En subslituant 2 ’'une des variables indépendantes x, y, z une
fonction quelconque 6 de ces trois variables, on reconnaitra que la
proposition précédente peut étre généralisée et qu’un systéme triple
orthogonal est pleinement déterminé si 'on donne les sections,
non plus par un plan, mais par une surface quelconque, des
trois familles dont il se compose. Ici encore, la condition pour
que le théoréme de Cauchy soit applicable est que les courbes de
section appartenant a des familles différentes ne se coupent pas
mutuellement & angle droit.

4. Les remarques précédentes, simples conséquences du théo-
réme général de Cauchy, nous indiquent, d'une maniére nette,
quel doit étre le degré de généralité de la solution la plus étendue;
et 'on voit que, s'il était possible d’obtenir la solution compléte,
elle devrait avoir le degré de généralité d’une expression, dépen-
dant de trois fonctions arbitraires de deux variables. Cette solu-

. \ ) 7 . . a .
tion compléte, nous 'avons déja dit, est loin d’étre connue ; mais
L3 \ v . = .
I’étude du systeme fondamental (1) a conduit & différents résultats,
que nous ferons connaitre successivement.
] q . \

On peut d’abord, comme on le fait en Algebre et en Analyse,
essayer de la méthode par élimination et ticher de réduire I'inté-
gration du systtme (1) a la détermination d’une seule fonction

- . > ) d A 3 ]
Voici comment s’exprime a ce sujet J.-A. Serret dans un Mémoire
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sur les surfaces orthogonales paru, en juin 1847, au Journal de
Liouville (v. XII, p. 2471).

« Drailleurs, si I'on différentie les équations (1) par rapport a
x, y, 5 autant que possible et de maniére 4 n’avoir de dérivées
que jusqu’a Pordre p inclusivement, on aura, en comptant les

. . 7 : ; pp+1)(p+2)
équations (1), un nombre d’équations marque par s

et le nombre des dérivées des quantités et y sera

(p+1)(p—|—2)(p+3)_2_
3 3

pour que l'élimination de ces dérivées soit possible, il faut que le
premier nombre surpasse le second, ce qui donne

p=©6 ou >6.

» Si l'on prend p =6, on aura alors 168 équations entre les-
quelles on pourra éliminer les dérivées de {3, v, et il restera deux
équations aux dérivées partielles auxquelles devra satisfaire le
paramétre o de toute surface susceptible de faire partie d'un sys-
teme triple. Cette derniére circonstance de deux conditions aux-
quelles le paramétre o est assujetti permet de penser que le
nombre des surfaces susceptibles de faire partie d’un systéme
triple pourrait bien étre assez limité. »

La phrase qui termine cette citation montre combien était peu
avancée la théorie des équations aux dérivées partielles en 1847.
Etant données deux telles équations que doit vérifier une meéme
fonction, il peut se faire qu’elles n’aient aucune solution com-
mune ou bien une solution plus ou moins étendue. Pour apprécier
le degré de généralité de cette solution, il suffit de différentier
jusqu’a un certain ordre et d’examiner si quelques-unes des équa-
tions ainsi obtenues ne sont pas des conséquences de toutes les
autres. Il y a la une étude qui a été entreprise dans ces derniers
temps et a donné naissance & de nombreux travaux de MM. Méray,
Riquier, Bourlet, Tresse et Delassus (). Mais il est curieux de
remarquer ici que J.-A. Serret aurait pu corroborer en apparence

T ok ol S el B S B SR e

(*) Voir en particulier :
RiQuiERr, Mémoire sur Uexistence des intégrales dans un systéme différentiel
quelconque et sur la réduction d’un semblable systéme & une jorme linéaire
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sa conclusion en montrant que les deux équations du sixiéme
ordre ne sont pas les seules auxquelles doive satisfaire la fonction z.

Si I'on donne, en effet, a p la valeur 7, par exemple, on aura
cette fois 252 équations entre lesquelles il faudra éliminer 238 dé-
rivées, ce qui laissera 14 équations d’ordre égal ou inférieur A 7.
Or les deux équations du sixiéme ordre différentides donneraientau
plus 8 équations du sixiéme ou du septiéme ordre; de sorte qu’il
faudrait leur adjoindre au moins 6 équations du sepliéme ordre.

Nous laissons de coté tous ces calculs; car, dans le cas actuel
comme dans beaucoup d’autres, et par suite de la forme parti-
culiére des équations qui composent le systéme (1), la méthode
d’énumération pure et simple conduit & des résult
ment erronés. Nous allons voir, en effet
Pintégration du systéme (1) a celle d’une
rivées partielles du troisiéme ordre
des trois fonctions a, 3 -

als compléte-
» que l'on peut ramener
seule équation aux dé-
alaquelle doit satisfaire I'une

5. Deux des ¢

quations (1) déterminent les rapports mutuels des
dérivées de B

€t peuvent étre mises sous la forme suivante :

dy 0z oy 0z z ox 0z dxr

% %8 B
%) o ! dy LT 03 J
o 9 dx oy 9 9o  da oy T Oy 9z dy da’

0.7:7}_@(/:6

de sorte que la condition nécessaire et suffisa

: 1 nite pour que la fone-
tion § existe est que I'équation aux différentielles totales
(5) e

:)sz % dz

soit complétement in tégrable.

et complétement intégrable

du premier oy dre Acad mu es 4 y 4 -
emie d Nciene es, Me
mozires des Scwants etr ange/'s, t \\X\II) ( : o5 ‘
])ELASSLS (E ) Extenszon du oreme de Ca wch (2 ) 4
w the 17 es p
. A (. 2 Y aux s stémes les lus

t. XIII, 3¢ série, p.
Ces travaux cont
cessaires.

4o1).
iennent, d’ailleurs,

toutes les indications bibliographiques né-
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Cette équation est de la forme
Ldz +~Mdy +~ Ndz =o;

et la condition pour qu’elle admette comme intégrales des sur-
faces composant une famille est, comme on sait, que l'on ait

identiquement
oM oN oN JL\ oL oM
L e S =) s (——‘ e Sl
<dz d_y) M <ow ds) aihalbe ()x) <

Appliquant ici celte condition, nous trouvons la relation

07 952 05 020z dw 93 03,0203
da 92y oy 02a  dy J*a do 32:(>
L o

( <a-{ da Oy 0z> (02 9y oy d%a. Oy Pa  dz

—c—)ydxdy—dﬁx@/;_i—dedy Jx dy?
les termes non écrits s’obtenant par des permutations circulaires -

effectuées sur z, y, 5.
Les deux fonctions v, « doivent donc satisfaire uniquement a la

deuxiéme des équations (1) et & la précédente (6). Si on ajoute

A cette derniére la relation identique

(e ss

o (02 0_’37_1_()'1\{ > (_)i 0214_0211 - fﬁ e
*l—Glam T ) T w\ar T e/l T

elle prend la forme plus simple

‘ CLAML S o L

dr Oz oz T 0z

T i d s SRR T

! oy g o o ’
do. - Oy ox

9. 0z %9 1s

ou l'on a introduit, pour abréger écriture, le symbole 6,0 défini

par la relation
dw dy | du 0v_1_c)u Jdp

(®) e e B Al P T

On n’a donc plus qu'a déterminer les fonctions «, 7y, satisfai-
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sant a I’équation (7)eta I’équation

(9) Bya =37 =o.

Cette derniére ne contient que les dérivées du premier ordre
de o et de v, tandis que I'équation (7) contient toutes les dérivées
du second ordre de ces deux fonctions. Mais une propriété remar-
quable du symbole §,¢ va nous permeltre d’éliminer de I’équa-
tion (7), soit les dérivées de second ordre de o, soit celles de 2

On a, en effet, comme on le vérifie sans peine, I'identité

(10) ol b P On
% uV—Oude_"—ovd_,

et 'on déduit, par suite, de la différentiation de I'équation (g)
les trois suivantes :

~ O Spatyn g
Yom - Oy o
5 Ox o Oy
o 10
. 0 N Oy
OY e (9] ()_;: = 0,

qur permettent évidemment de faire disparaitr
condes de Y dans I'équation
la forme suivante

e les dérivées se=
(7) et de ramener cette équation A

% oy oon
or Oz OYTU

(1) di ﬂ S .0_1 =
W ay OYdy = 0.
ri:z oy . Ox
03 0z OY&

Elle ne contient plus alors que les dérivées Premiéres de |a

fonction Y, etelle est homogéne et dy second degré par rapport
a ces dérivées. .

quons qu’en vertu de
uations (1), la direction
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définie par les formules

de ' dy _ ds
e R

ox oAy 9z

est celle d’une tangente a la surface de paramétre o. Nous allons
montrer que cette direction est celle de I'une des lignes de cour-

bure de la surface.
oo d 0 > o
En effet, comme aYd_x’ chT:/’ 870_: représentent des quantités
L R S R R g
proporuonnelles A r e Bt
dz” dy 03

suivant cette direction, l'équation (11) peut se metire sous la

lorsqu’on se déplace
q

forme
dz g% d%}

(13) ] dy 3%; dgj/ =0:
|4 % a5

et elle exprime que, lorsqu’on se déplace suivant la direction dé-
finie par les formules (12), la droite, dont les cosinus directeurs

: . O0a' da Ox s a
sont propornonnels 3%, 9% %2 ¢est-a-dire la normale a la sur-
dx” dy 0z
face de paramétre «, engendre une surface développable. Nous
P )
pouvons donc énoncer les deux propositions sulvantes, dont la

premiére est due, comme I’on sait, & Duapin :

Les surfaces appartenant auz trois Jfamilles d’un systéme
triple orthogonal se coupent mutuellement suivant leurs lignes
de courbure (').

(*) Ce théoréme célébre a été énoncé et démontré par Dupin dans les Dévelop-
pements de Géométrie parus en 1813. Voir dans le IVe Mémoire de cet Ouvrage,
p. 239, Pénoncé et une premicre démonstration géométrique de la proposition.
Voir aussi dans le V¢ Mémoire, p. 326, une démonstration analytique des plus
¢légantes ou Dupin s’appuie sur sa théorie des tangentes conjuguées.

Nous pouvons également renvoyer le lecteur a nos Lecons sur la théoric des
surfaces (I* Partie, p. 209), ou la démonstration du théoréme de Dupin
s’appuie sur une proposition générale relative aux systémes conjugués.




10 LIVRE I. — CHAPITRE 1.

Réciproquement, si U'on a deuz familles de surfaces se cou-
pant a angle droit et si les lignes d’intersection des surfaces
qut appartiennent & deux familles différentes sont lignes de
courbure pour les surfaces de Uune des deux familles, il existe
une troisieme famille formée de surfaces coupant les précé-
dentes & angle drott.

Ces deux propositions peuvent étre réunies dans I’énoncé sui-
vant :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux Jamilles
de surfaces qui se coupent a angle droit admettent une troi-
steme famille de surfaces trajectoires orthogonales est que les
lignes d’intersection des surfaces qui appartiennent i deur

Jamilles différentes soiens I gnesde courbure pour les surfaces
de Uune des deus Jamilles.

Cette proposition n’est pas autre chose que la traduction, en
langage géométrique, de I'équation de condition (13). 1l en résulte
implicitement que, lorsque les lignes d’intersection sont lignes
de courbure pour les surfaces de I'une des familles, elles sont
aussi lignes de courbure pour les surfaces de I'autre famille.
Nous rencontrons ici, on le voit, une application trés particuliére
d’un théoréme célebre de Joachimsthal d’apres lequel s¢ deuz sur-
Jaces se coupent sous un angle constant, Uintersection ne peut

étre ligne de courbure de I’une des surfaces sans étre ligne
de courbure de Cautre (1).

fasse partie d’un systéme triple orthogonal.
. Considérons en effet un point quelconque (2, ¥,%) de I'espace ;
il passe par ce Point une surface de la famille :

: : : : » €L, pour cette sur-
ace, les directions des lignes de courbure ser

ont déterminées par

(*) Lecons sur I théorie des surfaces (1I¢ Partie, p. 393).
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deux systémes tels que les suivants

- dr _dy _ds
(x4) e N
_ 3.1‘__8__}/__8z
(15) e N

ot L, M, N, L/, M', N’ désignent des fonctions assez compliquées
des dérivées premieres et secondes de «, fonctions qui dépendent
d’ailleurs d’un méme radical carré. D’aprés le théoréme de Dupin,
les tangentes aux lignes de courbure de chaque systéme doivent
stre les normales 4 I'une des familles de surfaces que l'on doit
associer 4 la famille donnée. Il doit donc exister des facteurs A,
V, tels que les deux expressions

(16) A(Ldz +~Mdy +Nds), N (Udz-+Mdy-+Ndz)

soient respectivement des différentielles exactes. Je dis que si
cette condition est vérifide pour la premiere différentielle, elle le
sera également pour la seconde.

Supposons, en effet, qu’il existe un facteur A tel que I'on puisse
poser

(17) MLdzx+~Mdy +Nds)=d;

alors les surfaces de paramétres a et 3 se couperont mutuellement
a angle droit et suivant des lignes de courbure des surfaces de pa-
rametre «. Donc, d’aprés la réciproque, énoncée plus haut, du
théoréme de Dupin, il existera une troisitme famille de surfaces
coupant a angle droit & la fois les surfaces de paramétre « et les
surfaces de paramétre {; et les normales aux surfaces de cette
troisiéme famille seront évidemment les tangentes aux lignes de
courbure définies par le systéme (15). Il existera donc un fac-
teur )’ tel que l'on ait

(8) N(L' dz - M dy + N' dz) = d,

et v sera le paramétre de la troisiéme famille qui compléte le sys-
téme orthogonal.

Les conditions pour qu'il existe des facleurs ), ¥ propres a
rendre les expressions (16) des différentielles exactes s’expri-
ment respectivement, nous l'avons déja vu, par les deux rela-
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pioies oL ol oM
oM 9N ON 2 N
, [ OM' r)N’> f(ON' oL ,<<)L’ _ﬂ) -
L(E‘@ff“‘(&;‘z)“‘l 9y " o

Il résulte évidemment du raisonnement précédent que chacune
de ces équations est une conséquence de l'autre, et, par suite,
qu’elles se réduisent a une seule. Comme on passe de I'une a
l'autre en changeant le signe d’un radical, on voit que I'équation
finale a laquelle devra satisfaire le parameétre o sera nécessaire-
ment rationnelle. 1

Cette équation unique en o est évidemment du troisiéme ordre.
De plus, elle est linéaire par rapport aux dérivées de cet ordre ; et
Pon peut déduire, de Panalyse précédente, que toute solution
particuliére o, déterminant une famille de surfaces sur lesquelles
il existera deux séries distinctes de lignes de courbure, fournira
un systéme triple orthogonal dont on déterminera les deux autres

familles par I'intégration de deux équations aux différentielles
totales et  trois variables.

Pour rappeler les immortels travaux de Lamé sur les coordon-

nees carvilignes, nous désignerons sous le nom de Jamilles de
Lamé toutes les familles de surfac

téme triple orthogonal, ¢’est-a-dir
satisfera a I'équation du troisism
conduits.

es qui feront partie d’un sys-
¢ toutes celles dont le paramétre
e ordre a laquelle nous avons été

8. L?s recherches que nous venons d’exposer, et par lesquelles
la solution du probléme des systémes triples de surfaces orthogo-
nales se trouve ramende a l'intégration de I'équation aux dérivées
ordre a laquelle doit satisfaire le paramétre
S qui composent le systéme orthogonal, ont

1ées pour la premicre fois ep 1866 dans

i 'pln'lomat/u'gue et dans la Thése de doc-
torat de auteur (')- Cette réduction du pr

de chacune des famille

obléme a Pintégration

(') Sur les surfaces or

th ; o TP .
p. 16; 1866), vogonales (Bulletin de [q Sociéte philomathique,
Sur les sur faces orthoo 4 e o 7
g o gonales (Annales de | Ecole Normale, yr série, t. II1,
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d’une seule équation offrait 'avantage de donner des notions pré-
cises sur lordre de difficulté de la-détermination des systémes
orthogonaux. Ce probléme, exigeant I'intégration d’une équation
aux dérivées partielles du troisitme ordre a trois variables indé-
pendantes, apparaissait ainsi comme étant beaucoup plus difficile
que la plupart des autres questions de la Géométrie infinitési-
male, dont la solution se raméne en général & I'intégration d’une
équation du second ordre a deux variables indépendantes.

Il convient de rappeler ici que, déja dans un Mémoire publié
en 1862, M. O. Bonnet avait obtenu, par une voie toute diffé-
rente, laréduction du probléme que nous étudions a U'intégration
d’une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre (').

(') BonnET (O.), Mémoire sur les surfaces orthogonales ( Comptes rendus,
t. LIV, p. 554 et 655; mars 1862). Dans ce Mémoire sur lequel nous aurons a re-
venir, M. Bonnet propose une méthode de recherche des systemes orthogonaux
reposant sur les considérations suivantes : Décomposant le probléme en deux,
M. Bonnet cherche d’abord les directions des normales aux surfaces qui font
partie du systéme triple orthogonal. A cet effet, il exprime les neuf cosinus déter-
minant les directions des normales aux trois surfaces qui se coupent en un point
au moyen des trois angles d’Euler 6, 9, ¢; et il trouve que ces angles doivent
satisfaire aux trois équations

: . 09 29
smq;smﬁd—é -+ cosq;o—p = 0
9 29
R Lo T e T
(a) cosy sm()dp‘ B o,
dp | 04
coseag—a—d—:ﬂ:o,

ot p, p,, o, désignent les paramétres des trois familles de surfaces qui composent
le systéme orthogonal.

Le systéme d’équations précédent est assurément trés simple. M. Bonnet prouve
que, si 'on choisit comme variables indépendantes ¢, g, p,, la fonction ¢ satisfera
4 une équation du troisiéme ordre dont lintégration entrainerait celle du sys-
téme (1). Il ne restera plus alors qu'a chercher les quantités désignées par Lamé
sous le nom de H, H,, H,. Chacune d’elles doit satisfaire a trois équations aux
dérivées partielles da second ordre dont Iintégration aménera trois fonctions
arbitraires d’une variable. Cette intégration sera nécessaire a la solution com-
pléte du probléme proposé; elle ne sera pas toujours possible, mais, il faut le
reconnaitre, elle sera incomparablement plus facile que celle du systéme (a), qui
doit introduire trois fonctions arbitraires de deux variables indépendantes.

On le voit, la méthode de réduction exposée dans le texte est tout a fait diffé-
rente de celle de M. Bonnet, avec laquelle on Pa trop souvent confondue; il est
méme intéressant, au point de vue de la théorie des équations aux dérivées
partielles, de remarquer qu’elle n’en était nullement le corollaire. Un systéme
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L’équation du troisiéme ordre, dont nous avons démontré
I'existence et indiqué le mode de formation, a été, pour la pre-
micre fois, développée et calculée par Cayley (). Les recherches
de lillustre géométre ont donné naissance i une série de tra-
vaux, que nous allons maintenant exposer (2). Voici d’abord
comment on peut former et présenter, sous une forme élégante,
I’équation du troisiéme ordre, qui définit les familles de Lamé.
Nous commencerons par étendre un peu une notation déja em-
ployée en définissant une opération différentielle et en indiquant
quelques formules qui s’y rapportent.

9. Considérons des fonctions U, vy w, a, B, ... de n variables
indépendantes iy Loy oovy Zn; je désignerai par le symbole 3,
Uopération suivante

(]9) ° :dli ilf._d__ _J_.()u 0
“ oz, oz, 0%y 0%y =i z)x‘”m’

: Lo -
que Pon peut écrire sous la forme plus simple

0
(20 b =Ul~— Uy —— i i3 Szt
) B oz, b e o0z,

d’équa'tions aux dérivées partielles, servant 3 déterminer plusieurs fonctions, ne
(‘:Ondllll pas nécessairement, par Pélimination de toutes les fonctions moins l’me,
4 une seule équation. I aurait pu se faire que le paramétre p de I'une des fa-
milles, considéré comme fonction de Z, ¥, 5, dit satisfaire 3 un certain nombre
d’équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur au troisiéme.

Pour rendye plus sensible, Par un exemple €mprunté a cette théorie, la
:{cmarque précédente, supp’osons que, considérant z, Y, 5 comme des fonct;0ns
i e L ol o 7, e i = U

IS b ey € résolu; mais, Précisément parce qu’il
A pas €té traité, on ne pPeut affirmer ¢ priori que Z, considérée comme fon
uon de p, o, .. sera déterminée Par une seule équation aux dérivée e (; 5
On peut méme affirmer qu’il en serg autrement. e

(.') CAYLEY (A.), Sur la condition pPour gu'une Jamille de surfaces donnée

rthogonal (Comptes rendus, 2° se-

mestre 1872, t. LXXYV, P- 116, 177, 246, 324, 381 el 1800 ; et Collecteq mathematical

Papers, vol. VIII).
(*) DARBoux (G.);
bléme des surfaces
83, 160).
LEVY (Mauricg s Sur w 7 % 3 . L
du t’_'oisiéme ordr)'e qui rel’;i,t‘e;lucnon .de i = dl_'ﬂ"e'l'en‘ces partielles
bartie d'un systeme orthogonal (Compres rendus, 18-3, t Tl;iie{)’{ll bl;s (fg J;al"‘e
> 95 Lo LD > P. 14 5)e

Sur 1 €quation du troisiéme or

dre dont q¢ .
orthogonales (Comptes rendy, cpend de pro

s, 1873, t, LXXVI, P- 41,

i
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en convenant d’adopter les notations suivantes, qui seront em-
ployées dans la suite,

(a1 " ou o 2u TN Bu
iy 1 oz k= Oz owp U= 9z; Oz 0,

11 résulte immédiatement de 1a que I'on a

3 J
=" e ¥
; ) £ d.Z‘L'
29
( BV = U1 Uy ..+ UpVp= Sy,

8u(0B) = ady,B + B8, 4,

et, plus généralement
s P g ’

X N 211 N oIl o1l
(23) oull(z,p,Y,...):ﬂo,,a+—ﬁou§+—(§o,,y+....

Remarquons encore l'identité suivante, qui nous sera irés
utile,

9 N
(24) ﬂ‘iauvzguvi'* Op U+

Cette formule contient des dérivées secondes : en voicl une,
plus générale et du méme genre. Posons

T 0, W W, 9 :
(257) 2 = i = Vi WEUik S
iy ko

on trouvera par un calcul facile

0y W v, U
(26) ayo'\wuzauaucv=< -~ )—( (1v ),

el de méme
(26)
ce qui donne

5 9, W
() Bbwutubiu—dudw=a("") =2 3 ¥ eiwsun
) i kK

10. Voyons maintenant ce que deviennent ces formules toul a
fait générales, lorsqu'on fait des hypothéses particuliéres.
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Supposons que les fonctions ¢, v satisfassent aux équations

(28) 0B — (0 O W = 0}

alors nous allons établir que, si 'on a une relation quelconque

. pAES ’ i , 5 3
entre les fonctions ¢, w, leurs dérivées premiéres et d’autres
fonctions quelconques, o, 8, ...,

(29) MECon S v, o s a, B L) =,
on pourra toujours, par la différentiation, en déduire une relation
du méme genre, c’est-a-dire ne contenant que les dérivées pre-

miéres de ¢, w. On déduit, en appliquant la formule (23) a
I’équation précédente,

= 0,1l = ()HB ; Ednaw
‘O-Ou = 0_9—; u Vi + owy uw Wk

_om omy o oMy
—‘—d—vouv—i—wou I Cnd -

(30)

Les deux premiers termes du second membre contiennent seuls
des dérivées secondes de ¢, w; mais, en tenant compte des con-
ditions (28) et appliquant la formule (24), on a

Ny N ~ ~
O V37— — 0, U;, OuWp = — Oy Uyg-

La formule (30) devient done

o1 ol oIl oIl ol
(31) o:—zd—wovui—Emowuk—i—Wouv+wouw+2520,,x:

et, sous cette forme, toutes les dérivées secondes de ¢, & sont
éliminées. Clest ce qu’il fallait établir.

En appliquant le méme procédé ala nouavelle €quation, on voit
que, par des différentiations successives,
autant d’équations qu’on le v
leurs dérivées premicres :

on pourra obtenir
oudra, contenant seulement ¢, w et
par suite, on pourra éliminer ces fonc-

. o £ Lo
Uons et leurs dérivées par la combinaison des équations ainsi
obtenues.

Examinons en particulier
tion de la forme

(32) 22 Atkp;wp— o,
k

i

le cas ouil existe entre ¢, tp une rela-
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ou les coefficients A% sont des fonctions quelconques ne conte-
nant pas ¢, ; nous obtiendrons, en appliquant la formule (31),

la nouvelle relation

(33) E 2 0 W (3”A”~'— E Ain uk;,—z A’lku,~h> 0,
iR h h
3

i de forme semblable a celle d’ott on ’a déduite.

11. Nous allons appliquer ces remarques générales au probléeme
que nous avons en vue. Pour cela, nous supposerons les axes rec-
tangulaires ; nous mettrons z, y, s a la place de z,, 2., ;, et nous
désignerons par u, ¢, w les paramétres des trois familles qui com-
posent le systéme orthogonal. On aura ici

(34) Sy w = 0, Suw = o, Ou 9 = o.

Les fonctions ¢, w satisfont donc aux deux conditions que nous
avons admises précédemment

(35) au‘)zoy au“’:O’
etil y a entre leurs dérivées la relation
(36) Co = 9y W1+ 95 Wo—t 3 W3 = 0,

tout a fait semblable a celle que nous avons donnée plus haut (32).
Il suffit de supposer

Aii—1, Alk=o,

En appliquant alors, avec ces hypothéses particuliéres, la for-
mule (33), nous aurons
22 CiWEp U= 0,
ik

Cette formule résulterait aussi de l'identité (27), ou le premier
membre devient nul en vertu des relations d’orthogonalité.

Les équations (35), (36), (37) permettent de déterminer, en
fonction des dérivées premiéres et secondes de u, les rapports mu-
tuels des dérivées premiéres de ¢, w; et elles expriment, comme
on l'a vu, que les surfaces de paramétres ¢, w coupent les surfaces
de paramétre « suivant des lignes de courbure.

D. 2
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De I’équation (37) déduisons encore une nouvelle équation ne
C XS *a R X Iz . .
contenant que les dérivées premieres de ¢, w. L’équation (32)
devient identique a la précédente (37) si I’on pose
Ak = w;p..

L’application de la formule (33) nous donnera donc la nou-
velle équation

(38) sziwk (au Uip.— 22 ll,'/lll/\-/,) = 0.
., K

h /

Les équations (35) a (38) suffisent maintenant a I’élimination des
dérivées premiéres de ¢, w. Elles vont ainsi nous conduire & une
équation du troisi¢éme ordre & laquelle devra satisfaire le para-
métre u, considéré comme fonction de z, y, z; mais auparavant,
pour montrer que cette équation, évidemment nécessaire, esl
aussi suffisante, nous substituerons au raisonnement donné plus
haut (n° 7) le suivant, qui est moins élémentaire, mais qui s’ap-
pliquera a des cas plus généraux.

Les équations (35) et (37) déterminent complétement les rap-
ports des dérivées premiéres de ¢ et de w. Si on les supposait
résolues, elles nous donneraient, par exemple, pour ¢ un systéme
de la forme

90 do dy
(30) P L P
M N
L, M, N étant des fonctions des dérivées des deux premiers
ordres de . On peut dire qu'il faut et il suffit, pour que le sys-
téme précédent ne soit pas impossible, que la relation, obtenue
en différentiant les équations qui le composent par rapport a z,
J> % et en éliminant les dérivées secondes de ¢, Soit une consé-
quence du systéme lui-méme. Mais, a cette

ERa : remarque évidente
on doit ajouter la suivante :

n ¢ ; les six relations que ’on obtient en
différentiant le systéme ne suffisent pas a déterminer les déri-
vées secondes de ¢ en fonction des dérivées premiéres. En élimi-

nant ces dérivées secondes, on obtiendra la condition bien connue
d’intégrabilité

L (d.\l dll)

oN JL ol
e ) L oM
LTS (w «t)‘N(@‘WE>=“
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et il restera seulement cinq équations distinctes entre les dérivées
secondes de ¢, qui feront connaitre toutes ces dérivées sil’on se
donne arbitrairement 'une d’elles. Il était clair d’ailleurs, @ priori,
que Uon ne pouvait déterminer toutes les dérivées secondes
puisque le systeme (39) ne change pas sil’on remplace ¢ par ¢(¢),
ce qui permet, pour chaque systéme de valeurs de z, y, z, de
donner telle valeur que I’on voudra & I'une des dérivées secondes
de la fonction ¢.

Ce point étant admis, il est inuatile, pour trouver les conditions
d’intégrabilité des équations qui déterminent les rapports des dé-
rivées de ¢, &, de résoudre les équations (35)a (37), comme
nous venons de le supposer. Il suffira de différentier successive-
ment, par rapport & z, y, 3, ces quatre équations, et d’éliminer
ensuite les dérivées secondes de ¢ et de w. Il devra y avoir dix
équations distinctes contenant ces dérivées secondes; les autres,
d’ott Pon aura chassé les dérivées secondes, devront étre toutes
vérifiées en vertu des équations (35) a(37). Or, en différentiant
ces quatre équations, on obtient douze relations dont la combi-
naison nous a déja donné les formules (37) et (38). Les dix équa-
tions restantes seront celles d’oti]’on ne peut plus faire disparaitre
les dérivées secondes; cela résulte des remarques précédentes.
Ainsi, les conditions d’intégrabilité seront données par les deax
équations (37) et (38). L'une d’elles (37), faisant partie du sys-
téme proposé, sera toujours vérifiée, et il suffit que I'équation
(38) soit une conséquence du systéme des équations (35) & (37).

Cette méthode montre bien pourquoi les deux conditions d’in~
tégrabilité relatives aux fonctions ¢, w se réduisent 4 une seule.
L’une d’elles fait partie du systéme méme qui sert & la définition
de ces deux fonctions.

12. Aprés avoir ainsi établi, par unnouveau raisonnement, la-
réduction da probléme a une équation aux dérivées partielles du
troisiéme ordre, voyons comment on peat obtenir cette équation
et éliminer les dérivées de ¢, w entre les équations précé-
dentes (35) a (38). Si on pose, pour abréger,

A[/,- = Buuik— 28,” urp

/L
(40) .
= Wy Wi + Un Uiky—+ g Wiks — 2( Wit Wy —+ Wi Wiz —+ Wil Uks),
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on aura d’abord les trois équations

$ P1 W+ P Ws + P33 = 0O,
(dr1) PIPIUL o= (P e+ VoW ) Ugy +...= 0,
e 1w Agy .o (P Wa+ 0w )A ... = O.

Ces équations sont symétriques par rapport a ¢ et 3 & et ne con-
tiennent que les six combinaisons 0iwiy 0w+ vpw;. Nous pou-
vons en former trois autres toutes semblables. Pour cela, nous
emploierons les deux équations

U191 ~+ Uy0y + Uzpy = O,
UL Wy~ Uy Wy~ Uy W3 = 0}
et nous les ajouterons aprés les avoir multipliées respectivement
par w;, ¢;, ¢ recevant les valeurs 1, 2, 3. Nous obtenons ainsi le
systéme

S 201 WUy = (035 + 03w )1y —+ (91 w3+ 0,y W)Uz = o,
(42) ¢ (P1wa—+ 9w Yuy —+ 2"2“’2152—*—(‘/‘2("3—;—"3["2)[(320,
(91939301 ) Uy ~+ (P25 + 0500, Yy 203 W3 Uz = 0.

El}mxllons maintenant les combinaisons ViWiy 0 - op g,
considérées comme des inconnues indépendantes, entre ces trois
€quauons et les précédentes (41); nous aurons Iéquation finale

A A,y Ass Asg Agy Ay

U1r  Usx Uz Uys Uz Uqs

T 1 I o L2 o
(43) D= =10+
2u; o 0 O, U5 us
O . 2Us* o U, o u,
o O\ - ot W o

Cette équation, rationnelle et entiére, est linéaire par rapport

aux dérivées du troisiéme ordre de u, du troisieme degré par rap-
port a celles du second, da quatriéme par rapport & celles du pre-
mier. Elle ne contient ni la fonction ni les variable
dantes. Si I’on écrit 3 part et si I’on désign
termes qui contiennent les dérivées du troi
la forme

s indépen—
e par K D’ensemble des
sieme ordre, elle est de

(44) S=K—._:0

?
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ot K n’est plus que da premier degré par rapport aux dérivées du
second ordre et ol Q est du troisiéme degré par rapport a celles
du premier ou du second ordre. Elle se reproduira évidemment
lorsqu’on changera les axes coordonnés. L’emploi des substitu-
tions élémentaires auxquelles se raméne toute transformation de
coordonnées rectangulaires permet, en effet, de reconnaitre que
le déterminant S conserve dans tous les cas sa valeur absolue, et
qu’il change de signe seulement si l'orientation n’est pas la méme
dans I'ancien systéme d’axes et dans le nouveau.

13. Comme vérification, nous allons retrouver d’abord une
équation donnée en 1846 par M. Bouquet ('). Supposons que
I'on cherche les solutions de la forme

45y s A e
ou X, Y, Z sont des fonctions de 2, y, s respectivement; Az, wix
seront nuls lorsque ¢ et £ seront différents. On aura
ApE RN s =X e,
et 'équation se réduira a la suivante

XOXIEGiXira. Y Y oila Syt ks
(46) S =2X'Y'Z’ X b7 7" — 0y

I I 1

ce qui est conforme au résultat de M. Bouquet.

14. Comme nouvelle vérification, supposons que, considérant
un point de Uespace, on choisisse un systéme d’axes formé par
les directions principales et la normale a la surface de parameétre v
qui passe en ce point. On aura, en ce point,

(47) Us =0, Uz =0, Us3 = O.
1l restera

(4%) S = 2u} (uss— Us3) (U Ut23—2 U2 Uy3),

(1) Bouauet (J.), Note sur les surfaces orthogonales (Journal de Liouvill(?,
1 série, t. XI, p. 446; décembre 1846). C'est dans ce Mémoire qu’a été établi,
pour la premiére fois, le fait important qu’une famille quelconque de surfaces ne
saurait faire partie d’un systéme triple orthogonal.
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ce qui est conforme a un résultat obtenu en 1863 par M. Pui-
seux (1).
L’expression précédente donne la forme la plus simple a
- . - *r
laquelle on puisse, par un choix convenable des axes et a I'égard
d’un point déterminé de l'espace, réduire 1’équation proposée.
Les deux fonctions que nous avons appelées K et Q@ deviennent ici

K = 2uf (usa— Uaz) Uyas,

(49)

Q = fu}(uss — U33) Uya Uy3.

Sous cette forme réduite, on voit qu’elles ont une existence
indépendante et que, si l'on remplace « par ¢ («), en tenant compte
des conditions (47), elles se reproduisent multipliées par '®(«).
Elles sont nulles toutes les deux si la famille de paramétre z est
composée, soit de sphéres ou de plans, soit de surfaces paralléles.
Dans le premier cas, en effet, on a

Uag— Uz3 = O.
Dans le second, on peut écrire d’'une maniére générale
ui+ uz-+ u3=f(u).
En différentiant et tenant compte des relations (47), il viendra,
pour l'origine des coordonnées,

. I U= 0, U3 = 0, U2z = 0]
et, par suite

Ko—0, Q=0

.Il serait facile de déterminer toutes les familles salisfaisant a la
fois z‘i.ces deux équations; mais je négligerai 1'’examen de cette
question pour m’attacher a une conséquence plus importante
qu’on peut déduire de I'existence de la forme réduite (48).

15. Posons

5 I
i39) q=vVeirui+ul
L’expression

51 ! . i
(51) Es.,u'/,l),,?( o )

(') Puiseux (V.), Note sur les systé
okt ystéemes de surfaces orthog
de Liouyille, 2* série, t. VI, p. 335; 1863). T o i e



LES FAMILLES DE LAME. 23
se reproduit quand on change les axes coordonnés. Cela résulte de
I'expression (27) da symbole (V’uw> en fonction des & qui sont
évidemment des invariants. Remplagons ¢;w;, ¢;00x—+ ww;0x par
les quantités qui leur sont proportionnelles, obtenues au moyen
des formules (42) et des deux premiéres (41), et nous obtiendrons
un déterminant

Hll 1122 H33 H23 Hl3 H12

Uy Uas Uss Us3 Uz Uy

I L I o o (o]

(52 ) = )
2U; O o o Us Uy
o a2uy O uUs o uy
o Q) D e 2y o

qui se reproduira au signe prés et de la méme maniére que S,
quand on changera les axes coordonnés. Au reste, on peut re-
reconnaitre directement celte propriété en remarquant que les
trois premiéres lignes du déterminant sont formées avec les six
dérivées secondes des trois fonctions

22 y2+ 2%
13T S A et
2

et que les trois derniéres, si on leur ajoutait la seconde ligne
multipliée soit par z, soit par y, soit par z, seraient formées de
méme avec les six dérivées secondes des fonclions

UZy U, Uz
Voyons ce que devient ce déterminant lorsqu’on choisit le

s ysteme d’axes indiqué plus haut et pour lequel on a les condi-
tions (47). On trouve alors

T = 2u? (uss— us3)Hys= 20} (aa— Us3) (2Ur2 U3 — Uy wya3) H3.
On a donc l'identité
(53) T — — SH3,

({l]l une fois établie dans ce cas particulier, subsiste d'une ma-
niére générale; et I'on voit que I'équation du probléme peut aussi
s'écrire

(34) i — o,
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L’introduction - des dérivées secondes de la fonction H, 3 la
place des quantités A, est due a Cayley.

16. Nous terminerons ce Chapitre en examinant une question
essentielle, et nous nous proposerons de déterminer les caracté-
ristiques, soit de I'équation aux dérivées partielles du troisieme
ordre (52), soit du systéme fondamental (1). Commencons par
I’équation du troisiéme ordre, que nous écrirons sous la forme (38).
Pour obtenir les caractéristiques, il suffit de se borner aux termes
qui contiennent les dérivées du troisicme ordre de u et d’y rem-
placer chaque dérivée Uir par le produit PiPrPls Piy pry pr dési-
gnant les dérivées premicres d’une certaine fonction § qui, égalée
a une constante, définira les surfaces caractéristiques.

En effectuant cette substitution, on trouvera sans peine que
I'on a

Ou it = piprd,0,

et équation aux dérivées partielles qui détermine les caractéris-
tiques sera
8,;9 3‘,0 8“,0 = 0.

Elle se décomposera ainsi en trois facteurs, et I'on reconnait
immédiatement que les trois séries correspondantes de caractéris-
Uques sont formées de surfaces assujetties a l’unique condition

o ! : : 2
d’étre trajectoires orthogonales de 1'une des familles qui com-
posent le systéme orthogonal.

On aurait PU prévoir ce résultat 3

Paide de Ia proposition
cnoncee au n° 3. Quand on essaye de déterminer les intégrale s
d’une équation ou d’un systé

ystéme d’équations aux dérivées par-
tielles par les conditions Initiales qui figurent dans Je théoréme
de Cauchy, les caractéristiques sont les ensembles pour lesquels
le probléme devient indéterminé, Op nous avons vu (n° 3) qu’un
systéme triple est déterminé lorsqu’
vant lesquelles les trois familles (

une autre
» daprés les propriétés
les seules surfaces qui
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puissent étre coupées suivant deux familles de courbes rectangu-
laires par les surfaces appartenant a deux familles du systéme
orthogonal sont celles qui sont orthogonales aux surfaces qui
composent 'une ou 'autre des trois familles du systéme.

La proposition relative aux caractéristiques de I'équation du
troisiéme ordre conduit au résultat suivant : on peut toujours
déterminer un systéme triple orthogonal par la condition que les
surfaces (A) qui composent une de ses trois familles coupent une
surface (X) suivant les courbes (C) d’une famille donnée, et aient,
suivant ces courbes (C), un contact du second ordre avec certaines
surfaces (S) contenant ces courbes, a moins que les surfaces (S)
ne solent orthogonales a (X), ou bien que les courbes (C) ne
soient des lignes de courbure des surfaces (S) sur lesquelles elles
sont tracées. Dans ces derniers cas, le probléme est, en général,
impossible, mais il peut étre indéterminé.

Des considérations géométriques trés simples permettent de
confirmer ces résultats. Pour fixer les idées, prenons le premier
cas d’exceplion et supposons que les surfaces (S) soient normales
a (Z) suivant les courbes (C). Les trajectoires orthogonales (C')
des courbes (C) sur la surface () seront évidemment des trajec-
toires orthogonales des surfaces (S); et, par suite, chaque courbe
(C’) sera ligne de courbure pour une surface appartenant a 'une
-ou a l'autre des deux familles qui doivent compléter le systéme
triple cherché. Il suit de Ia que si, en chaque point d’une courbe
(C'), on construit les tangentes principales de la surface (S) qui
est, en ce point, orthogonale a (C’), ces droites, étant aussi les
tangentes principales de la surface (A) tangente a (S), devront
envelopper deux développées de la courbe (C') et, par suite,
engendrer deux surfaces développables. Si cette condition n’est
pas remplie, le probléme sera impossible; si elle l'est, il sera
indéterminé.

Sil’on envisage ensuite le second cas d’exception, celui ot les
courbes (C) sont lignes de courbure des surfaces (S) sur les-
quelles elles sont placées, on sera conduit & des conclusions ana-
logues, mais moins simples. Le lecteur pourra s’en rendre compte
en supposant que la surface (¥) se réduise a un plan.



CHAPITRE II.

SYSTEMES TRIPLES COMPRENANT UNE FAMILLE DE PLANS
OU UNE FAMILLE DE SPHERES.

Recherche des systémes triples orthogonaux qui comprennent une famille de plans.
— On les obtient en tracant dans un plan deux familles de courbes rectangulaires
et en faisant rouler ce plan sur une développable quelconque. — On peut aussi
éviter toute considération de roulement et construire les systémes sans aucune
intégration. — Définition des coordonnées curvilignes. — Forme de I'élément
linéaire de 'espace dans le systéme précédent. — Equations qui permettent de
définir ce systéme, débarrassées de tout signe de quadrature. — Si la famille
de plans est donnée @ priori, la détermination des trajectoires orthogonales et,
par suite, celle des systémes triples correspondants dépend de trois quadra-
tures. — Systémes orthogonaux comprenant une famille de sphéres. — Défini-
tion des familles similaires de sphéres; ce sont celles pour lesquelles le pro-
bléme des trajectoires orthogonales conduit aux mémes équations différentielles.
— Quand on connait une famille de sphéres on peut, sans aucune intégration,
construire les familles similaires. Parmi les famillés ainsi déterminées, il y en
a une infinité composées de sphéres passant Par un point fixe; une simple
quadrature permet de construire ces familles particuliéres si Pon connait une
trajectoire orthogonale des sphéres primitives. — Gréace aux théorémes précé-
dents on peut, sans aucune intégration, passer des systémes triples contenant
une famille de plans a ceux qui contiennent une famille de sphéres. — Pro-

Priété particuliére des courhes sphériques : intégrale fig peut étre explici-
T

tement calculée. — Détermination des trajectoires or

thogonales d’une famille
donnée de sphéres; elle se raméne a Iintégration de deux €quations de Riccati

dont chaque trajectoire fournit une solution particuliére. — Construction des
systémes triples qui comprennent une famille de sphéres. — Extension des
’espace 4 n dimensions. En donnant une forme conve-
nable aux fonctions @ @y, - .., @, et r, on peut, sous forme réelle et sans aucun
signe de quadrature, assigner les intégrales générales du systéme

d
LIS iy = &,
LBy Ty — @, Lp @
Ay --y @,y 7 étant des fonctions d’un paramétre ¢ lies 3 4 -+ Z, par la
relation o F

(z, *a1)2+($2‘a2)?+'--+(1‘

1. J.-A. Serret et

17. Parmi les Propositions contenue

s dans le Chapitre précé-
dent, nous nous attacherons d’abord 3 ]

a suivante : 7oyze Jamille
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de plans ou de sphéres peut faire partie d’un systéme triple
orthogonal. Nous allons, en premier lieu, déterminer et étudier
tous les sysitémes orthogonaux que l’on peut ainsi obtenir, ¢’est-
a-dire tous ceux qui comprennent une famille de plans ou de
sphéres donnée a priori.

Commencons par le cas le plus simple et considérons tout
d’abord un plan mobile dont les positions successives déterminent
la famille de plans que nous supposons donnée. Si nous construi-
sons les courbes qui sont les trajectoires orthogonales du plan
mobile, deux quelconques de ces trajectoires couperont chaque
position du plan en deux points dont la distance demeurera inva-
riable; car la droite qui joint ces deux points est normale aux
courbes décrites par ses extrémités. Donc, dans chaque position
du plan mobile, les points qui décrivent les diverses trajec-
toires forment une figure plane invariable.

Le plan de cette figure roule évidemment sur la développable
qu’il enveloppe, car tous les points de la figure ont leurs vitesses
nulles ou normales au plan; et, par suite, les points situés sur la
caractéristique du plan ne peuvent avoir qu’une vitesse nulle. On
est donc conduit a la construction suivante :

Pour obtenir tous les systémes orthogonaux considérés, on
fait rouler un plan mobile (P) sur la développable qu’il enve-
loppe. Si l’on a tracé dans la position initiale du plan deux
SJamtlles quelconques de courbes orthogonales (C) et (Gy), cha-
cune de ces courbes, entrainée dans le mouvement du plan,
engendre une des surfaces qui composent le systéme ortho-
gonal.

Les surfaces ainsi obtenues ont été déja considérées par Monge(');
nous leur donnerons le nom de surfaces-moulures générales,
réservant le nom de surfaces-moulures cylindrigues pour le cas
ot la développable enveloppée par le plan (P) se réduit a un
cylindre. Ainsi le systéme triple précédent se compose d’'une fa-

(*) MonGE, De la surfdace courbe dont toutes les normales sont tangentes a
une méme surface développable quelconque (Application de {’Analyse a la
Géometrie, 5° édition, p. 322).
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mille de plans et de deux (amilles de surfaces-moulures, engen-
drées respectivement par les courbes (C) et les courbes (C, ).

Un cas particulior de ce systéme est souvent employé en Phy-
sique mathématique : c'est celui dans lequel les plans (P) passent
par une droite (D). Alors les surfaces-moulures deviennent des
surfaces de révolution qui ont pour axe commun la droite (D).

18. La construction géométrique précédente repose sur la
considération du roulement d'un plan sur une surface dévelop-
pable. Il semble au premier abord qu'elle est de nature transcen-
dante ot ne poarrait &tre traduite analytiquement que grice &
Femploi de relations différenticlles ou de quadratures, Il ne sera
done pas inutile de montrer comment, par une suite d'opérations
qui ne comporte sucune intégration, on peut former le systéme
triple le plus général répondant & la définition qui vient d'étre
donnde,

Etant dooné un plan mobile (P), ceux de ses points M, M
M, ... qui déerivent des trajectoires orthogonales du plan
forment, nous I'svons vu, une figure invariable, et leurs vitesses,
toutes normales au plan, sonti chaque instant paralléles. D'aprés
cela, i l'on mine, par un point fixe O, des droites Om',Om", ...
respectivement paralliles ot dgales & MM, MM, ... Ia figure
formée par ', m*, ... sora dans un plan (I”) passant en O et
p.,ullMo #u plan (P); et, de plus, les vitesses de o', m", ... étant
h‘-h-mt paralléles & celles de M, MY, ... ("), les différents
Poals o', m", ... décriront des trajectoires orthogonales du
plas (), l):o-o‘umm @ priori M'une de ces trajectoires '

par e powat m'; il saflira, pour cela, de rendre une
courbe spherique quelconque tracée sur une sphére sc centre O
“ hgnyu Ow'. Le plan (P) sers normal i 1a courbe; et, pour
abtenir une quelconque de ses trajectoires orthogonales, il faudra
Ol_.unh?. ‘,» oo plan, le point m" formant avec O ot w' un
angle oﬂu;l:b; d’ décrira l'a trajectoire demandée. On aura

oasrs wans intégration l'ensemble formé par le plan (P

4 ses Irnjectoires. Pour passer de Li 2w plan (P), on n:luquen)

e

('llh&-.bu-c‘..r. - -
mﬁ.,..*.'--:%w.ub“n.e.m-c des
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que la courbe (T') décrite par le point M de ce plan a, a chaque
instant, sa tangente paralléle & celle de (') Les deux courbes ont
donc aussi, a chaque instant, leurs plans osculateurs paralléles et,
pour obtenir (T), il suffira de prendre 'aréte derebroussement d’une
développable dont les plans tangents seront assujettis a 'unique
condition d’étre paralléles aux plans osculateurs de (y'). Si main-
tenant on meéne par chaque point de (T') des droites égales et
paralleles aux lignes Om/, Om’, ..., on obtiendra les points
M/, M, ... qui sont dans le plan (P)normal & (T') et qui décrivent
les trajectoires de ce plan. Ainsi se trouvera réalisé, sans qua-
drature, 'ensemble formé par un plan mobile et par ses trajec-
toires orthogonales.

19. On peut vérifier trés simplement les résultats que nous
venons d’établir et déterminer la forme de I'élément linéaire de
I'espace quand on emploie les coordonnées curvilignes corres-
pondantes aux sysiémes orthogonaux précédents. Rappelons .
d’abord quelques propositions élémentaires, mais essentielles.
Supposons les coordonnées rectangulaires d’un point de I'espace,
x, y, 7, exprimées d’'une maniére quelconque en fonction de trois
variables indépendantes g, p,, g2, par les formules

5 @ =1 (0:01502);
(1) ¥ =Ji(p, p1s p2),
( z = fa(p, 1, P2)-

Les variables g, gy, p» constituent ce que Lamé a appelé un
systeme de coordonnées curvilignes des points de Uespace. Les
surfaces de paramétres p, p;, p» se coupent généralement sous des
angles variables; si 'on veut qu’elles se coupent a angle droit,
il sera nécessaire et suffisant que 1’on ait

dz oz oy 9 ds 0z

e

P2 Op1 ~ Ops Opy  Opa Op1
ox ox dy dy 0z 0z

) % 90 T % 0 T % %
0 dr Oy o, 950
dpy dp  dpy Op = Op1 Op

(es trois équations fondamentales pourraient remplacer le sys-
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teme (1) du Chapitre précédent. Elles conduisent évidemment i
la conséquence suivante :

Pour que le systéme de coordonnées curvilignes défini par
les formules (1) soit entiérement orthogonal, il faut et il suffit
que le carré de ’élément linéaire de Uespace

dz?+ dy?+ dz? = ds?,

exprimé en fonction des différentielles dp, dp,, dp,y, ne con-
tienne pas les rectangles de ces différentielles, ¢’est-a-dire soit
réductible a la forme

(3) ds*= H2 dp?+ H} dp} + H} dp}.

Ce point étant rappelé, considérons un plan mobile (P) qui
roule sur une développable et supposons, pour fixer les idées,
que ce plan mobile soit le plan des zy d’un triédre mobile ()
Si la position de ce triedre dépend d'une variable e, qui joue le
réle du temps, et si I'on désigne, suivant l'usage, par &, 7, ¢ les
translations, par p, ¢, r les rotations du tricdre mobile, un point

tneariable du plan des zy aura un déplacement dont les compo-
sanles seront

E—ry)do, (n+raz)dp, E+py—qaz)ds.

P'o_ur que le plan roule sur une développable, il faut que les
vitesses de tous ses points soient normales au plan. Il faut donc
que l'on ait

E:‘q:]‘:O.

Alors un point variable d

: u plan des zy aura pour composantes
de son déplacement %

dz, dy, (+py—gqaz) dp;
de sorte que I'élément lindair

(& de l’espace sera d 3 =
onn
l e Par la fOI‘

(4) d.s‘?:dx2+'dy‘l+(§+py_gx)2dpe.

Si maintenant on substitue a 2 ey Y des coordonnées curvi

(*) Pour la théorie du triedre mobile,

) E voir le Li e
theorie des surfaces. Nou o

de nos Lecon :
f . - cons sur la
S Y reviendrons d’ailleurs plus 1

oin,

R—
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lignes orthogonales quelconques dans le plan, o1 et p», ON aura

z = 21(p, p2), ¥ = ¢2(p1; 02),
dz? - dy*=H3 dp? + H3 dp2;

et 'expression de I’élément linéaire prendra la forme
(6) ds*= H} dp} + H3 do3 + ({+ poa— g o1)? dp?,

qui met en évidence la proposition établie plus haut par des con-
sidérations géométriques.

20. Proposons-nous maintenant d’écrire les équations qui dé-
terminent tous les systémes orthogonaux précédents et commen-
cons par écarter le cas ot le plan (P) demeurerait paralléle 4 un
plan fixe. Les deux familles qui complétent le systéme triple
seraient alors composées de cylindres orthogonaux ayant toutes
leurs génératrices rectilignes perpendiculaires au plan fixe.

Si le plan (P) enveloppe un cylindre, on pourra, en supposant
ce cylindre parallele & I'axe des z, employer les formules sui-
vantes : :

Sil’équation du plan est mise sous la forme

(7) — Xsinp + Y cosp = F'(p),

les trajectoires orthogonales du plan s’obtiendront en adjoignant a
cette équation les deux suivantes :

8) ( X cosp+ Ysinp=F(p)+A,

(8) ? Z—B,

ou A et B désigneront deux constantes arbitraires. Si I'on fait
varier ces constantes en méme temps que p, on lrouvera

(9) dX?+ dY?+ dZ2 = dA2+ dB2+- [F(p) + F"(p) + A2 dp2.

Il suffira ensuite, pour obtenir le systéme triple le plus général
comprenant la famille des plans (P), de remplacer A et B par deux
coordonnées curvilignes orthogonales telles que ’on ait

(10) dA2+ dB2 = H? dp? + H} dp?.

Supposons maintenant que le plan (P) enveloppe une dévelop-
pable non cylindrique. Alors, si I'on méne par un point fixe O
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un plan (P’) paralléle au plan (P), ce plan (P’) coupera l.a sphére-:
de rayon 1 et de centre O suivant un grand cercle variable qui
demeurera orthogonal & une famille de courbes sphériques paral-
leles.

Ces courbes ne pourront certainement étre planes ; soit (') 'une
d’elles.

Sil'on suppose que I'origine des coordonnées ait été placée en O,
et si 'on désigne par z, y, 5 les coordonnées d’un point de (Y'),
on aura icl

(11) 22+ Y24 2= .

Désignons, suivant 'usage, par s l'arc de cette courbe, par
@, &, a', b, b, b, ¢, ¢, " les cosinus directeurs de la tahe
gente, de la normale principale et de la binormale i cette courbe,

I i . .
parg et - la courbure et la torsion. On aura, comme on sait,

Gy SR i s el e ds, - de=ipity
ds P T e

3

et les équations analogues en «/, ¥/, ¢/, @', b, ¢". En différentiant

successivement I'équation (11) et tenant compte des formules (12),
on obtiendra les équations

s ar +ay—+a'zs—o,

(13) brovey a0 s
P e L T dp
C.Z‘—I—-Cy—.—c,.,_ ds.

Comme on a I'identité suivante -
(az+a'y + a’z)2 4 (b2 +b'y +b"z)2 4 (ez+c'y +c"z)2 = T,
dans laquelle le premier

; . carré est nul, on peut toujours intro-
duire une variable auxilia

ire 7 telle que V'on ait

N r O .
(14) b:v—r—by—}—bd»_—-smr,»,
Cx +c'y 1 s = cosq,

3 a .
¢ est-d-dire, en comparant aux deux derniéres (53 ),

(15) p=sinn, dy= P,
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Il suit de la que, dans toute courbe sphérique, on peut évaluer-
en termes finis l’intégralef%- L’explication de ce résultat est
tres simple : la courbe décrite sur la sphére par le péle du plan

s . ds il
osculateur, courbe dont I'arc a pour différentielle —» est précisé-

ment la développée sphérique de (Y)-

21. Revenons au plan (P) et remarquons que, par construc-
tion, il est, & chaque instant, normal 4 la tangente correspondante
de (y'). Son équation peut donc s’écrire

(16) aX +a'yY +ad'Z = u,

u dépendant de la méme variable que a, @/, @',. ... Pour chaque
trajectoire orthogonale on doit avoir

dX dY d7.
(17) — = ==,

a a a
ou, ce qui est la méme chose,

{edX +c'dY 4+ ¢"dZ = o,

(17) | bdX+8'dY + "dL = o.

Posons, en introduisant une variable auxiliaire 0,
(18) cX+cY+cdZ=0

Nous aurons, en différentiant, tenant compte des relations (11),
(15) et des équations différentielles (17) de la trajectoire,

g = o df

(i}
(20) aX-‘r—a'Y—!—a"Z:—g(O—l— i ).

En comparant cette derniére équation a la premiére (16) et pre-
nant 1 comme variable indépendante, on voit que l'on devra
avoir

d20 T

3 =—-u
(21) it da? 2

et celte équation différentielle déterminera 6. Elle pourra s’inté-
102 3
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grer sil’on a mis « sous la forme

(22) u=—£[s°(n)+ ?"(1)],

et nous donnera, avec deux constantes,
(23) 0 = Asinn + Bcosn + o (q).

Ainsi la trajectoire la plus générale sera donnée par les formules
sulvantes

cX + 'Y + ¢"Z = A sinq + Bcosn + o(n),
(24) ,‘ bX+b'Y+b”Z=Ac05'r,—Bsinn+<?’(-r,),
24

( aX+a'Y+a'Z=—Llo(n)+ ¢"(1)]=u,

qui ne contiennent aucune quadrature et qui conduisent, si l'on
fait varier A, B, 7, a la relation

( dX2+ dY2 dZ2— dA2 B2
25 < : 2
(23) -+—[fl—:——z}[cp’(n)—i—Acosn-—Bsmr,]] dn?2.

Ici encore, pour obtenir e systeme triple le plus général, il faudra
substituer 3 A, B des coordonnées curvilignes orthogonales Y
€t py, comme nous I’avons fait plus haut.

Si 'on regarde, dans les équations (24), A et B comme des con-
stantes, elles représentent respectivement : la premiére, le plan
osculateur de la trajectoire orthogonale, la seconde le plan passant

par la tangente et la binormale, la troisiéme le plan mobile lui-
méme.

Si la courbe (Y) etl

a fonction ¢(n)sont algébriques, il en sera
de méme de toutes les

trajectoires orthogonales,

Etant donnée pPriori u

; ne famille quelconque de plans,
miner les trajectoires o

déter-
rthogonales de ces plans et, par sui

te, les
lle de

gonaux dont faig partie cette famj

On peut, en effet, prendre Iéquation d’un plan quelconque de
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o
(1

la famille sous la forme
(26) ar+ay+ a'z=u,

ou @, a', a" et u seront des fonctions d’un parametre variable,
assujetties & vérifier la relation

(27) A+ a2+ a”?=ry;

si main t enant 'on construit les grands cercles intersections de la
sphére, de rayon 1, concentrique a l'origine, par les plans

ar+ay—+as=o,

on devra prendre pour la courbe (y') une quelconque de leurs
trajectoires orthogonales. Or la détermination de ces trajectoires
orthogonales dépend d'une quadrature, celle qui détermine 'arc
de la courbe sphérique enveloppe de Lous les grands cercles. Une
fois connue la courbe (7/), il restera a intégrer I’équation (21), ot 1
sera donnée; et cette nouvelle intégration exigera encore deux
quadratures. Ainsi :

On peut toujours déterminer par trois quadratures les
trajectoires orthogonales d’un plan mobile ou, ce qut revient
aw méme, les systémes triples orthogonaux dont fait partie
une famille donnée de plans.

23. Proposons-nous maintenant de trouver tous les systémes
orthogonaux qui comprennent une famille de sphéres. 1l faudra
évidemment commencer par rechercher les trajectoires orthogo-
nales d’une famille de spheéres.

Soit, en coordonnées rectangulaires,

(28) (2 —a)2+(y—b)2+(s—c)2—r2=o

I'équation d’une sphére mobile, a, b, ¢, r étant des fonctions d’un
parameétre u. Les courbes trajectoires orthogonales seront définies
par les équations différentielles

du T utdy dz

x—a_.y;b:z—c

(29)

’

Jointes a Péquation précédente (28).
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Si nous effectuons la substitation définie par les formules

(30) z—a=rX, y—b=rY, &' —c'=nd

les équations différentielles deviendront

@ —+ dX d—{J+dY ll—{‘ —+dZ
(31) LT—=;T—:LT*
avec la condition
(32) X2+ Y2 72—,

Il résulte immédiatement de cetle premiére transformation qu'il y
a une infinité de familles de sphéres pour lesquelles la solution

dépendra des mémes équations différentielles en X, Y, Z; ce sont
celles pour lesquelles les fonctions

1 da 1 db 1 de
rdua’ r du’ r du

auront la méme valeur. Nous dirons que toutes ces familles sont
similaires (1).

Ainsi, si @y, b,, ¢, ry désignent les v
b, ¢, r pour une autre famille des
la premiére si 1’on a

aleurs que prennent a,
pheéres, celle-ci sera stmilaire de

(33) T S I e
n £ r 7y r 7y

Etant données deux familles similaires,

on passe des trajectoires
de la premiére famille & celles de la seco

nde par la substitution

T—a  z—a B ST =24 o
(34) = - )f\:‘yl 1, < C_‘e]—C,_
Z ry 7 g 7y r =y >

7'1
et 'on peut, en effet, vérifier par un calcul direct que si ’on
effectue cette substitution en tenant compte des ¢ 1

les équations différentielles (29) se transformen

e Sy s

(*) Cette définition est empruntée a M. V., Rouquet. voir A ce sujet les 7,
sur la theéorie des surfaces (I Partie, Note de Ia Page 114) s
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vantes :
- dr, dy dsz;
35 i =
(35) ry—a, yi1i—by  s—e
ou l’on a
(36) (21— @)+ (y1— b1)>+ (51— ¢1)* = ri.

Etant donnée une famille dont on connait les trajectoires
orthogonales, on peut employer la construction suivante pour
trouver les trajectoires orthogonales de toute famille similaire :

Sur deux sphéres correspondantes des deux familles on associe
les points dont les coordonnées satisfont aux relations (34),
¢’est-a-dire les points pour lesquels les rayons des deux sphéres
sont paralléles. La correspondance ainsi établie entre les deux
sphéres est une homothétie, qui est directe si 7 et 7, sont de méme
signe, inverse s'ils sont de signes différents. Au reste, on peut
obtenir trés aisément le centre de cette homothétie.

Désignons par (T), (T'y) les courbes licux des centres des
sphéres appartenant 4 deux familles similaires. D’aprés les for-
mules (33), les tangentes a ces deux courbes sont a chaque
instant paralléles; par suite, la ligne des centres des deux sphéres
demeure tangente 2 une courbe (K). Comme on a, d’aprés les
formules (33),

% ry  ds
@2 . 7 b s

ds el ds, désignantles arcs élémentaires de (T') et de (T ), on voit
que le point de contact de la ligne des centres des deux sphéres
avec son enveloppe (‘K) sera précisément le centre d’homothétie
cherché. On peut encore remarquer que ce centre d’homothétie
sera a l'intersection de la ligne des centres des deux sphéres et de
la droite qui joint les centres de courbure de (T) et de (T'y).

Quand on connait une famille particulicre de sphéres, on
peut, sans aucune intégration, déterminer Uensemble des fa-

milles similaires.

3 . s
Supposons, en effet, que l'on connaisse la courbe (I'); la
courbe (T,) pourra étre conslruite sans difficulté; ce sera l'aréte
de rebroussement d’une développable dont les plans tangents
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seront assujettis & I'unique condition d’étre paralléles aux plans
osculateurs de (T'). Connaissant (Ty), nous aurons aussi, grice a
I'une des propriétés précédentes,le centre d’homothétie des de‘ux
sphéres correspondantes, et, par suite, nous pourrons construire
les sphéres ayant leur centre sur (Ty). Analytiquement, on peut
encore employer la formule

ry da,
PR

qui fait connaitre 7y, en grandeur et en signe, lorsqu’on connait r
et les courbes CE)5CT )

24. Parmi les familles similaires & une famille donnée, il y en
a toujours une infinité qui sont composées de sphéres passant par
un point fixe.

Si I'on considére, en effet, dans les équation s (33) a, b, ¢, r
comme données, et @y, by, ¢y ry comme des inconnueS, on aura

seulement trojs équations auxquelles on pourra toujours ajouter
la suivante -

(38) a?+b§+c§~r}':o,

qui exprime que la sphére passe a l’origine des coordonnées. On
aura alors quatre €quations pour quatre inc onnues,
La démonstration suivante est plus précise.

, ; 3 ’
Supposons que ’on connaisse une trajectoire othogonale de la

fﬂ i 7 bl S [ - . S
m l'le do.nnee, cest-d-dire des fonctions Zoy Yo, 5o satisfaisant
aux équations

dz BT dz,

(39) Z'O‘aMIO‘b:zo*c’

(1'0_“)2"*—(.}’0*5)2—1—(50— c)?

—_— 2 .
= r2;

et voyons si, dans la famille similaire, I trajectoire correspon-

dante peut se réduire a un point, Porigine des coordonnées. 1]
faudra, d’aprés les formules (34), que I’

on ait
ZTo— a ay ‘)/o__b b =
T TR T e e | 2USSC (s3]
(40) 5 4 71 4 £y r it

———



SYSTEMES TRIPLES COMPRENANT UNE FAMILLE DE PLANS. 39

On tire de la

(41) dxg— a—aldl——’;dai.
I ry
En portant cette valeur de dz, et les valeurs analogues de dy,,
dz, dans les premiéres équations (39), il viendra

do__day db_db do_ do

(i ry r ry T 12}

ay by Cy

Comme les rapports seuls de @y, by, ¢y, 1y sont déterminés parles
formules (40), on pourra supposer que le numérateur du premier
rapport soit nul, ce qui entraine, comme il était facile de le pré-
voir, les relations

daa - dby Ldc) Ly
A et s e e
(42) ol o et e
d’ou 'on déduira, par exemple,
d a—
) day_ da__dla—m) _dv
ay a— Ty a — &y a — &y

En intégrant, il viendra
_f dx,
ay=(a—axy)e v "

de sorte que la solution compléte s’obtiendra par les formules

16 dx,
e ay .l 1)1 13 Cq v p—a

r  a—xz b—yo €¢—3%0

?

(44)

Ainsi, dés que Uon connait une trajectoire orthogonale
d’une famille de sphéres, une simple quadrature permet de
déterminer la famille similaire dans laquelle cette trajectoire
correspond & un point, qui est évidemment le potnt fize par
lequel passent toutes les sphéres de la nouyelle famille.

95. Les propositions précédentes nous permettent de montrer
comment on pourra, sans aucune quadrature, construire les fa-
milles de sphéresles plus générales accompagnées de leurs trajec-
toires orthogonales. L

En effet, toute famille de sphéres passant par un point fixe O
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peut toujours, par une inversion dont le pole est O, étre trans-
formée en une famille de plans. On aura donc une telle famille
accompagnée de ses trajectoires orthogonales en soumettant & une
inversion une famille de plans et leurs trajectoires orthogonales.
De cette famille on pourra, par les cbnsl;ructions indiquées plus
haut, passer aux familles similaires qui sont tout a fait générales.

Les calculs correspondants sont tout indiqués. On remplacera
soit dans le systéme (8), soit dans les équations (24), X, Y, Z

22 2Y1 234

AR T e e e e
donnera, si 'on se borne, par exemple au systéme le plus gé-
néral (24),

respeclivement par ; ce qui

2(azi+a'y1+a"s)— u(z}+y1+351) = o,
(45) { 2(ba1+b'y 6"z1)—[A cost;—B sinq +o' ()] (@} +y2
e ey o' z) [ Sing 2B Cosn—+ o) ]|(#3+y}

L >
<

2
e
+ B3 =0

Puis on passera 4 la famille la plus générale par les relations

Ja da aV r " ”n
(46) | wd|- )= 22 e e, 2 2. e
< - 5 ud( — =1,
& u ry u Iy
! "
a a
S | e
(,7) 1A e 124 uw 1
4 Do — = i = e =
=@ y,—a) Z—al wury

Le systéme (8), que nous avons néglige, donnerait les familles
de sphéres pour lesquelles le liey des centres est une courbe plane.

On peut résoudre les équations (46) de deux maniéres diffé-
rentes, soit en se donnant arbitrairement 7, of déter
suite ay, o, a par des quadratures, soit en
courbe décrite par le point de coordonnées ¢,
de rebroussement d une développable dont les
paralléles aux plans osculateurs de la courbe g

’ '8
de coordonnées &, . @ i ‘eri
w’ %’ 7’ €€ qui permet d’écrire les valeurs de

7 ” . . A 5 -
@y @y, @, sans aucun signe d’lntegrauon. L’une quelconque des
€quations (46) fera ensuite connaitre r,,

minant en-
€marquant que la
» @,y a est aréle
plans tangents sont
écrite par le point

26. Il ne nous resle plus qu’a indi

: : ; quer comment on pourr
déterminer effectivement les 3 ;

trajectoires orthogonales d’une
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famille de sphéres donnée. Voici le procédé qui nous a paru le
plus simple. Soit

(48) (X—a)2+(Y—02+(Z —c)=r2

I'équation de la sphére variable dont il s’agit de déterminer les
trajectoires. En introduisant les variables imaginaires qui sont les
paramétres des deux séries de génératrices rectilignes ('), on
pourra poser

I

X:a_g__;-u,

ZY =k

, 1 =
(19) Y~b+1zxy+l;
[ aE et e

zy +1

En substituant ces expressions de X, Y, Z dans les équations
différentielles des trajectoires

) R dY | Al
€904 NG Y T — ¢

v

on trouvera que z et y doivent satisfaire aux deux équations

s dr = x> dty— 22 dn — dE,
I
ik dy = y* di — 2y dn — d&,
ou ’on a posé
k da + i db ) da—idb deili e
(32) T:d;, T———d;o, -?7 _dq,

En d’autres termes, et y devront étre solutions de deux équa-
tions de Riccati. On voit donc que, si l'on connait une seule tra-
jectoire orthogonale, on aura, par cela méme, une solution par-
ticulitre des deux équations, et la détermination des autres
trajectoires orthogonales sera ramenée aux quadratures.

Le résultat précédent peut s’expliquer par des considérations

r ’ ‘ 2 ol b
analogues a celles que nous avons développées ailleurs (*). Sil'on
considére d’abord une famille de plans et si l'on fait se corres-

) Lecons sur la Théorie des surfaces (I Partie, p. 37 et suiv.).
) Lecons sur la Theorie des surfaces (Livre I, Chap. L)Y

(I
(2
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pondre, sur deux quelconques des plans, les points ot ils sont
rencontrés par une méme trajectoire orthogonale, la correspon-
dance ainsi établie est, nous I’avons vu (n° A7), celle qui existe
entre deux figures égales. Si nous transformons par inversion,
nous aurons la famille la plus générale de sphéres passant par un
point fixe; la correspondance établie entre deux des spheres,
a I'aide des trajectoires' orthogonales, sera, par suite, celle qui
résulte d’une inversion, d’un déplacement el d’une inversion ,
c’esl-a-dire, en définitive, d’'un nombre pair d’inversions. Cette
proposition s’étend immédiatement & une famille quelconque de
sphéres, puisque, dans deux familles similaires, les pieds des tra-
Jjectoires orthogonales dessinent, sur les sphéres correspondantes,
deux figures homolhétiques. Ainsi :

Lorsqu’'on considére comme correspondants, sur deux sphéres
d’une famille quelconque, les points ot ces deux sphéres sont
rencontrées par une méme trajectoire orthogonale, la correspon-
dance ainsi établie équivaut & un nombre pair d’inversions.

C’est donc une correspondance avec similitude des éléments
infiniment pelits et il est facile de voir que c’est aussi une homogra-

phie (). Pour toutes ces raisons, elle transforme les génératrices
rectilignes de I'une des spher

es dans les génératrices rectilignes
,
de I'autre, et elle consery

e les rapports anharmoniques de quatre
génératrices quelconques. Supposons done que 'on connaisse trois
trajectoires orthogonales qui coupent une sphére déterminée (50)
de la f'nmille €n trois points a,, by, ¢, et une sphére variable (S)
€N trois points a, b, ¢. Pour déterminer la trajectoire orthogonale
qut coupe (S,) en un point 7, il suffira de déterminer le point
m de (S) par la double condition que les rapports anharmoniques

des génératrices rectilignes du premier et du second systéme qui
passentena, b, ¢

: "y M solent égaux A ceux des génératrices du méme
Systéme passant en @y, by, c,, my, ¢’est-a-dir
constants. En éliminant par différentiation
amnsi introduites on doit trouy

de Riccati,

R R

(') Toute inversion appliquée
homographie,

e soient des nombres
les deux constantes
€r, comme on sait, deux équations

@ une sphére peut étre envisagée comme une
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27. L’explication que nous venons de développer nous per-
mettra de donner rapidement la solution du probléme principal
que nous avions en vue, c’est-3-dire la détermination de tous les
systémes triples orthogonaux comprenant une famille de sphéres.

Aprés avoir construit ’'ensemble formé par ces sphéres et leurs
trajectoires orthogonales, il suffira, pour obtenir les deux familles
qui complétent le systéme orthogonal, de choisir une sphére par-
ticuli¢re de la famille (S,) et d’associer les trajectoires de telle
maniére qu’elles vencontrent sur cette sphére les courbes (C,) et
(D,) qui appartiennent respectivement a deux familles orthogo-
nales quelconques. Il résulte en effet des remarques précédentes
que la correspondance établie 4 'aide des trajectoires entre la
sphére (S,) et I'une quelconque (S) des sphéres de la famille, a
lieu avec similitude des éléments infiniment petits. Aux courbes(G,)
et (D,) de (S,) correspondront des courbes (C) et (D) de (8)
se coupant 4 angle droit et, par suite, les deux familles de surfaces
construites avec les trajectoires qui rencontrent respectivement
les courbes (G,), (D,) se couperont partout a angle droit.

28. La question que nous venons de rencontrer et de résoudre
a propos des trajectoires orthogonales d’une famille de sphéres
n'est qu’un cas particulier d’un probléme plus général que nous
allons examiner en terminant ce Chapitre.

Considérons, dans un espace a n dimensions, les sphéres va-
riables représentées par I’équation

(33) (21— 1) +(Z2—az)?+- .. = (Zn— ) =1%

Oll Ly, sy, - -+ y@p, r sont des fonctions données d'un méme para-
métre. Si nous nous proposons de déterminer leurs trajectoires

orthogonales, nous serons conduit au systéme d’équations diffé-
rentielles

; day
(54) = = — 3
¥ Ty—a, Xy — Qs ZTp— ap

qui se rencontre dans différentes recherches de Géométrie.
M. J.-A. Serret (') a eu a 'intégrer, pour n = 4, dans la recherche

(*) J.-A. SERRET, Sur les surfaces dont les lignes de Uune des courbures
sont sphériques ( Comptes rendus, t. XLII, p. 109; 1856).
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des surfaces a lignes de courbure sphériques. Au Chapitre suivant,
nous le rencontrerons pour 2=>5. Dans une Note publiée en 1861,
M. O. Bonnet (') a montré que I'on peut mettre les fonctions
@iy @3y <.y dp, 1 sous une forme telle que I'intégration du sys-
teme puisse s'effectuer par de simples quadratures. Nous allons
compléter ce résultat en montrant que ’'on peut obtenir le méme
résultat sans aucun signe d’intégration et sans introduire des
imaginaires, comme I’a fait M. Bonnet.

Notre méthode est identique au début a celle que nous avons
suivie pour les sphéres aux n° 23 et suiv.; si l'on pose ici

(55) o O o)

/3 L

le systéme des équations (33), (54) prend la forme

‘ XIEXZ 4 X2,y

o /] S da;
(56) | Horax, 9m gy, s e
R A e T R L o f L

. . o, : . :
de sorte que 1'on pourra, ic1 encore, introduire la notion des fa-
milles similaires. Deux familles

qui correspondront respeclive-
ment aux fonctions ap, rietial;

7’y et pour lesquelles on aura

o da; da ;
(O/) TL:T (1:1,2,...,17.),

conduiront au méme systéme (56); et, par suite, les trajectoires
orthogonales de 1'une des familles se rattacheront a celles de
) . .

P’autre, a l'aide des formules

(58) mi—a[:.z';-—a',-

= 7 (i:I,Z,...,IL).

Toutes les propositions ¢tablies plus haut pour les familles simi-

laires subsistent ici sans modification. Sj I’
de sphéres caractérisée par les fonctions a;
déterminer, sans Intégralion, toutes les fa

Oon connait une famille

» 7, il sera possible de

milles similaires. Il suf-
1 T T, . .

(') O. BoNNET, Note sur Uintégration d’une cep

. v . » - tai, - .
differentielles simultanées (Comptes rendus, t. LIII €tte olaase d’equations
f 3

P- 971; 1861).
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fira d’introduire 7 fonctions A; dont les rapports seront déter-
minés par les équations

n

n n
Gy Sadai=o, Saia;i=o, Qaidrtar=o,
1 1 1
puis de déterminer les «; en joignant a I'équation
n
(60) N
1

ot § est une fonction arbitraire, les 7 — 1 équations

n

(61) Sa}d’-’Ai=d’f0 (B=tioy A —=1)

1

La comparaison de toutes ces équations ‘et de celles qui s’en dé-
duisent par différentiation nous donnera les relations
(62) day o das sk 1 da,

ST 7 S
da’, da’, da;,

auxquelles il faudra joindre, pour déterminer 77, une relation
telle que la suivante

(63) =

En appliquant sans modification les raisonnements du n°® 24,
on démontrera que, parmi les familles similaires d’une famille
donnée, il y en a une infinité composées de sphéres passant par
un point fixe. De sorte que, si ’on peut écrire sans aucun signe de
quadratare les équations qui déterminent une famille de plans et
Iensemble de ses trajectoires orthogonales, on pourra d’abord,
par une simple inversion, obtenir, sans aucun signe de quadra-
ture, la famille la plus générale composée de sphéres passant par
un point fixe et I’ensemble de ses trajectoires orthogonales, puis
passer de 1a & une des familles similaires, ¢’est-a-dire a la famille
la plus générale de sphéres dans un espace a n dimensions. Ainsi,
nous sommes ramené a déterminer, dans cet espace, les trajec-
toires orthogonales d’un plan mobile.
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Soit
(64) bixi+...+byz,=u

I'équation de ce plan (P). Les trajectoires orthogonales devront
satisfaire aux équations différentielles

(65) e

Ici encore, on pourra reproduire la méthode employée pour le
cas de trois variables. Si I’on a résolu le probléme pour la famille
de plans (P’), paralléles aux proposés et passant par l'origine,
définis par conséquent par I'équation

(66) blxiﬂ—...—%—bnz'n,:o’

on pourra, en mettant « sous une forme appropriée, le résoudre
aussi pour la famille définie par I'équation (64). Car soient i
Z35 ++.y 2° les valeurs correspondantes a une trajectoire du
plan précédent (P'); on pourra toujours, comme nous venons
de le faire, déterminer, avec une fonction arbitraire et sans aucun
signe d’intégration, les solutions du systéme

dyy dy, dy
6 e e el n
(67) dzy dz) dz3’

et en prenant
(68) U=0b1yi+...4 by,

. 5 - 15 ’ . O~
On voit qu'une solution du systéme des ¢quations (64), (65) sera
fournie par les valeurs :

;= yy

des inconnues x;. Il ne restera plus qua effectuer Ia substitution
(69) Zp=0+ 75,

pour étre ramené aux plans Py

Dans ce cas, les équations (63), jointes a celle du plan, nous
donnent ’
! Sz; dx; — o,
et, par suite,

2
Sz} = const.
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Toutes les trajectoires sont donc sphériques, et elles sont homo-
thétiques a celles qui sont situées sur la sphére de rayon 1, et
qu’il suffira de déterminer.

Il suffira donc de supposer la constante égale a 1, et I’on aura
ala fois

(70) Sx;—’: I, sb[.z‘iz 0.

Pour conlinuer, effectuons une inversion dont le péle sera sur
cette sphére et qui, par conséquent, la transformera en un plan.
On verra facilement que cela revient a employer les formules sui-
vantes :

2Yi

gﬁfi—— Cu=12, U ==l
(71) ¢
4 ) 2
TS s
R=== 9 3
G (e R T T

a2 ' 2
Fofe iy che sacizVin=y

de sorte que la premiére des deux équations (70) sera vérifiée
identiquement, et que la seconde deviendra

7—1

2 2 9 1)
(72) y;+y§+...+yﬁ_1_1_zzziﬁ:0'

Quant aux équations différentielles (65), elles se transforment
dans celles qui définissent les trajectoires orthogonales de la fa-
mille de spheéres représentée par I'équation précédente dans
I'espace a n—1 dimensions.

29. Nous pourrions nous arréter 1a si cette famille était la plus
générale dans D'espace a n — 1 dimensions. Mais il n’en est pas
ainsi; car, pour continuer & employer le langage géométrique, la
puissance de l’origine des coordonnées, par rapport a toutes les

. N % X
sphéres précédentes, est constante et égale & —1. En d’autres
termes, elles sont orthogonales a une sphére fixe, ayant pour
centre l'origine et pour rayon y/— 1. Pour continuer notre re-
cherche, nous allons démontrer la proposition suivante :

On peut toujours, sans aucune intégration, déterminer
dans un espace donné la famille la plus générale Jformée de
sphéres (S) orthogonales ¢ une sphére fixe donnée (2), et st-
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milaire d’une famille de sphéres (S') passant par un point
fixe.
Soit 7 —1 le nombre de dimensions de I'espace donné, et soit
(73) 23+ 23+ ..+ 2k = k2
I'équation de la sphére (X), &% pouvant étre positif ou négatif.
Soit, de méme,
(74) (x1~a1)?+...+(x,l_1—a,l_i)‘l:1-2
I’équation de la sphére variable (S Ay Ay = - 4.p 5 b T Clanl
q p ) 7} 7 9

des fonctions d’un paramétre. Pour que la sphere (S) soit ortho-
gonale 4 (X), il faudra que 1'on ait

(75) ai +a}+...+ai_,—r2=j2,

Soit, d’autre part,

(76) Ti—al 2+...4+ (xpy— a’, 2 = p'2
1 1

n—

I'équation de la sphere (S') similaire 4 (S). On peut supposer que
le point fixe par lequel elle passe soit l'origine des coordonnées,
ce qui donnera

e 13 ! 9 9
(// alz —r...—!—a;f_i—l"zzo.

XLt o .

Désignons par z?, ..., Z,_,, les coordonnées du point de (S)
qui, dans la correspondance entre (3) et (8), est homologue a
Porigine des coordonnées. On aura

0
e Zi—ay |\ :
(78) iy Gk (t=0,2, ..., n—1);

€t, a ces équations, il faudra joindre les suivantes :

(79) LSl

;e (i:I,z,...,n——x),

par lesquelles on exprime que les deux familles sont similaires.
En u'ran.t de 1 équation (78) la valeur de x? et en différentiant,
on déduira des relations précédentes les suivantes

(80) dxg:_a.;.d<’_',>,
r

dont nous aurons 3 faire usage.
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On déduit.encore de la comparaison des équations (78), (79),

la relation
da;  da;  d(a;—a)) e dz?
_— = 2
aiy  a;— ) a;— x} a;— x}

qui donne par l'intégration

f dx}

r ’ ==ty

a; I 0

(81) B e = e Qigeiy
r

ai—zy}

La quadrature qui figure dans cette formule demeure évidem-
ment la méme pour toutes les valeurs de 7; remarquons qu’elle
peut ici s’effectuer, car on a

dx? dzliy Sz? da?

ay— an1— 21 - S(a;— z?)z}

ou encore, en lenant compte des équations (78) et (75),

dx} 2Sz) dx?
= =—dL 0y2 _— £21.
ai—a? | k—S(al) L ]
En effectuant l'intégration et portant dans la formule (81), il
viendra donc
a; r' 2C G

() X a1 S@)p—RE Sal(al—ai)

C désignant une constante introduite par 'intégration et que I'on
pourrait d’ailleurs réduire a 'unité.
On déduit de I'équation précédente

(83) Sa}z? = C.
Si Pon remarque quel'on a d’ailleurs, en vertu des formules (80),

dzl dad ] dzdly

—_— S e )

ay a; @y g
on voit que la courbe (C) lieu du point (¥, ..., 2,_,) sera I'une
des trajectoires orthogonales du plan (P), défini par I'équation
(83), plan qui est I'inverse de la sphére (S') par rapport a ’ori-
gine des coordonnées. Admettons qu’il soit possible d’écrire, sans
aucun signe d’intégration, les formules qui déterminent, daus

D. 4
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I’espace considéré, un plan mobile et toutes ses trajectoires or-
thogonales. On voit qu’alors il sera possible d’écrire, sans signe

0 ' .
de quadrature, 'ensemble des valeurs des z et des «;. Cela posé,
on passera du plan (P) a la sphére (S') par une inversion, puis
de la sphére (S') a la sphére similaire (S) a I'aide des formules

précédentes qui nous donnent

5 S(ag)yr+2CL = ke,
(84) =
( a;=x? + a'l-’—_,-
Alinsi, il sera possible, comme nous 'avons énoncé, d’écrire, sans
aucun signe d’intégration, les formules qui déterminent la sphére
mobile (S), orthogonale a (X), et ses trajectoires orthogonales.

Toutes les opérations que nous avons successivement effectuées
sont réversibles et purement algébriques; de sorte que 1'on saura
résoudre le probléme proposé pour un espace a n dimensions dés
qu’on saura le résoudre pour un espace a 7 — 1 dimensions. Nous
avons d’ailleurs donné la solution pour le cas de trois dimensions;
nous pourrons donc I'étendre progressivement aux espaces d’un
nombre de dimensions aussi grand qu’on le voudra.

Comme nous I'avons déja indiqué plus haut, nous aurons a ap-
pliquer, dans le prochain Chapitre, la proposition générale que
nous venons d’établir. Elle permet aussi, il est facile de le re-
connaitre, de déterminer, sans aucun signe d’intégration, toutes
les surfaces a lignes de courbure sphériques dans un systéme,

quel que soit le nombre de dimensions de 'espace auquel appar-
Uiennent ces surfaces.



CHAPITRE IIL

ETUDE D UNE INTEGRALE PARTICULIERE DE 1’ EQUATION
DU TROISIEME - ORDRE.

L’équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre qui détermine les familles
de Lamé admet des solutions particuliéres définies par I’équation du premier
ordre

(@) H=g,(u)(2+y*+ 3)+ ¢ (4)Z + 2 (0)y + pa () 5 + 9, ().

Le Chapitre actuel est consacré a étude de ces solutions. — L’équation précé-
dente comprend d’abord, comme cas particuliers, celle qui caractérise les sur-
faces paralléles et aussi celle qui caractérise les familles dérivées par inversion
d’une famille de surfaces paralléles. — Les trajectoires orthogonales des sur-
faces sont, dans le premier cas, des droites, et, dans le second cas, des cercles
passant par un point fixe. — Pour éclairer la discussion du cas général, on
commence par étudier celui ot les rapports mutuels des 5 fonctions o, () se ré-
duisent a des constantes. — Les familles de Lamé correspondantes sont alors
définies par la construction suivante : on construit les cercles normaux a une
surface quelconque () et 4 une sphére fixe (S); tous ces cercles sont nor-
maux aux surfaces (2') qui composent la famille cherchée. — On construit
par points chaque surface (2'), en déterminant sur chaque cercle le point o
il est normal 4 (X), les deux points ot il est normal & (S), et en construisant
le quatriéme point qui forme, avec les précédents, pris toujours dans le méme
ordre, un rapport anharmonique constant. — Les deux autres familles qui com-
plétent le systéme sont évidemment formées de surfaces & lignes de courbure
circulaires dans un systéme. — En appliquant cette construction & une cyclide
de Dupin, on obtient un systéme triple exclusivement composé de cyclides. —
Etude géométrique du cas particulier signalé par M. W. Roberts, ou les cyclides
sont toutes du troisiéme degré. — La construction générale précédente donne une
transformation de contact des surjfaces avec conservation des lignes de cour-
bure. Délermination de toutes les transformations de ce genre ; analytique-
ment elles équivalent 4 une substitution linéaire orthogonale effectuée sur les six
coordonnées d’'une sphére. — Retour a I'étude de Péquation (@) dans le cas le plus
général. — On peut en donner P'intégrale générale sans introduire aucun signe de
quadrature. — Pour interpréter géométriquement la solution, on donne quelques
propriétés fondamentales de la fonction H qui, multipliée par du, représente la
plus courte distance de deux surfaces infiniment voisines, dans une famille quel-
conque. Il revient au méme de se donner H en chaque point d’une surface, ou de
se donner en ces points les cercles osculateurs des courbes trajectoires orthogo-
nales de la famille. — Relation entre H et les cercles osculateurs. — Propriété
caractéristique des familles étudiées dans ce Chapitre : les cercles osculateurs des
trajectoires orthogonales aux points o elles rencontrent une des surfaces sont
orthogonaux & ane méme sphére, qui varie d’ailleurs avec la surface. — Enoncé
de la génération de ces familles a l’aide de transformations infinitésimales.
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30. Aprés avoirdonné la construction générale des familles de
Lamé composées de sphéres ou de plans, et avant de commencer
Pétude de I'équation du troisiéme ordre i laquelle nous avons
ramené la solution du probléeme que nous nous étions proposé,
1l nous reste encore a indiquer et 4 définir certaines solutions par-
ticuliéres de cetle équation, que met presque immédiatement en
évidence la forme sous laquelle elle s’est présentée au Chapitre I.

Nous avons vu en effet (n® 15) qu’on peut Pobtenir en égalant
a zéro le déterminant formé avec les six dérivées secondes par rap-
port a z, y, s des six fonctions

w, H, z24 y2 7 uzr, uwy, us.

Un calcul facile montrera que 'on peut substituer a I’une quel-
conque de ces fonctions la suivante

U =H—(22+y2+ ) e(u) =z o1(u)— yoy(u)— 2 P3(2) — u(ne),

de sorte que toutes les solutions de l’équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre

I

H:\
du 2 D2 du )\ 2
e AT ()
:‘?(u)(zz'*‘.)’z—‘—52)+1‘?1(l¢)+y<?2(u)+z?s(u")—i—gs‘(u)

appartiendront aussi 3 'équation du troisieme ordre et feront, par
Suite, connaitre des familles de Lamé. En remplacant le para-
metre u par une fonction convenablement choisie de ce parameétre,
on pourra réduire a 'unité une des fonctions ¢ qui figurent dans
> P 7z & r ’
lfa second membre. Par conséquent, I'équation précédentene con-
tient, en réalité, que quatre fonctions arbitraires de wu. Elles
s 4 S Ko 1y, . . .
ﬁgl.}reront dans 1 Intégrale, & coté dela fonction arbitraire de deuz
variables, introduite par I'intégration.

31. Un premier cas particulier de 'équation précédente est
connu depuis longtemps : c’est celu; qui correspond 3 Péquation

(2) | duN | (9w rou\:
w=) (&) (%) =

et pour lequel les surfaces de parameétre u sont paraifsles entre
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elles. On sait que, pour compléter le systéme triple, il faut
adjoindre aux surfaces paralltles les deux familles de surfaces
développables entre lesquelles on peut distribuer les normales
communes a loutes ces surfaces. On obtient ainsi un premier sys-
téme triple dont peut toujours faire partie une surface quelconque
donnée a 'avance. On démontrera sans difficulté que ce syst¢me
est le seul pour lequel une des trois familles orthogonales soit
composée de surfaces développables.

En transformant par I'inversion le systéme précédent, on en
obtient un autre qu'il est aisé de définir. A la famille de surfaces
paralléles, I'inversion fait correspondre une famille de surfaces
dont les trajectoires orthogonales sont des cercles passant par le
podle de I'inversion, ¢’est-a-dire par un point fixe de P’espace. Si
ce point fixe a pour coordonnées @, b, ¢, un calcul facile montre
que le paramétre u de la famille doit satisfaire & une équation aux
dérivées partielles de la forme suivante :

(3) H:'?(zt)[(w—a)2+(j'—b)2+(z—c)?].

Cette équation est encore un cas particulier de celle (1) que nous
nous proposons d’étudier. Ici encore, on pourrail réduire la fone-
tion () a une constante, par exemple a I'unité.

32. Les deux hypothéses que nous venons d’envisager rentrent
évidemment dans la suivante : on peut supposer que, dans l’équa-
tion (1), les rapports mutuels des fonctions ¢;(u) ou, ce qui
revient au méme, que ces fonctions elles-mémes se réduisent a
des constanles. Nous allons d’abord faire I'étude de ce cas parti-
culier ; elle est extrémement intéressante en elle-méme; et, d’ail-
leurs, les résultats qu’elle nous fournira nous sont indispensables
dans la discussion du cas le plus général.

Soit donc I’équation

(4) H=o¢(22+ y2+ 32)+ 0 &+ )y + 235 + a,

ol oy, oy, Oa, tg, o, sont des constantes. Effectuons une inversion
dont le péle soit sur la sphére obtenue en égalant le second
membre & zéro; puis choisissons comme plan des zy le plan
dans lequel a été transformée cette sphére. On pourra ainsi, le
lecteur le vérifiera aisément, réduire I'équation précédente a la
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forme simple b

ou, e¢n remplacant H par sa valeur,

du\®  fou\? (@“—’_ )
(5) oz ~<@/> f\l),;,‘) T 52

Cette équation admet évidemment Pintégrale compléte

(6) u=axr—+ By-+

ou figurent trois constantes, a savoir «, B et celle qui sera intro-
duite par la quadrature. Les équations des caracléristiques seront

s 2 —C(L\/l-z‘l(zz-l— B =%,

) s
/
(.7 ‘*‘m‘/l— (e — e

Zg, ¥ étant deux nouvelles constantes. Comme on peut les rem-
placer par les deux suivantes

1

B EL LB i e

on voit que ce sont des cercles assuj
plan des xy ().

D’autre part, pour I'équation générale (1), comme pour toutes
les équations particulieres (2), (3) et (4) que nous en avons dé-

duites, les caractéristiques sont, d’apres les théories générales,
définies par les équations différentielles

ettis & couper a angle droit le

dz dy ds
(9) OB O
ox @ Jz

etreprésentent,
de paramétre y.
En rapprochant cette r

par suite, les trajectoires orthogonales des familles

emarque de la CODS[[‘uCtiOn que nous

-\

(') Pour avoir Ia représentation com

. . pléte de la caractérist;
a chaque point du cercle les valeurs d

que, il faut adjoindre
€ w et de ses dériveées,
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venons de donner pour les caractéristiques, dans le cas particulier
de Péquation (5), on peut évidemment énoncer le théoréme sui-

vant :

Pour construire les familles de Lamé définies par Uéqua-
tion (5), on se donnera une surface quelconque (X), et lon
construira les cercles normaux & la fois a cette surface et a
un plan (le plan des zy). Tous ces cercles seront normau.r a
des surfaces qui formeront une famille de Lamé.

Au reste, on peut construire individuellement les surfaces qu’il
faut associer a (2). En effet, en retranchant de 1'équation (6) les
équations (7) respectivement multipliées par et 3, on verra que,
sur chaque caractéristique, on a, en désignant par y une con-
stante nouvelle,

—d( > e

__a2

Désignons par u, le paramétre de (), par ' le paramétre d’une
des surfaces associées a (), par z, et 5 les 5 des pomts d’inter-
section M, et M’ de ces deux surfaces parle cercle qui est la carac-
téristique ; nous aurons, d’aprés la formule préeédente,

(1) o=ty = = —

IR
Z0 =0

Soient P et Q les points ou le cercle coupe le plan des zy, en
introduisant (fig. 1) les angles

M, OP = 0, MIOP =6’
des rayons OM,, OM’ avec le plan des zy et se rappelant que

———est lerayon du cercle, on aura

sin 0, o )

\/a- @’
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et il viendra

r
2w —atig tang —

(13) FN e T

Le second membre représente sur le cercle le rapport anharmo-
nique des quatre points M/, My, P, Q et 'on voit qu’il est tout &

0 0 5

fait indépendant de la caractéristique considérée. On obtiendra
donc toutes les surfaces (¥') en construisant, sur chacun des
cercles orthogonaux & (), le point M' qui, avec M,, P, Q, pris
toujours dans le méme ordre, donne un rapport anharmonique
constant.

En transformant par inversion et en se souvenant que le rap-
portanharmonique de quatre points sur un cercle n’est pas changé

par cette transformation, on est conduit a la proposition suivante,
qui est due & Ribaucour :

Etant donnée une surface quelconque () et une sphére (S),
réelle ou imaginaire, on construit tous les cercles normauz
(S) et a (). Tous ces cercles sont orthogonaux a une famille
de surfaces (¥'), dont () fera évidemment partie, et qui sera
une famille de Lamé. On peut construire par points chaque
surface (X') en déterminant sur chaque cercle le point ot il est
normal a (X), les deux points oi il est normal o (S) et en con-
struisant le quatriéme point qui forme avec les trois précé-
a’enl‘?‘, pris toujours dans le méme ordre, un rapport anhar-
monique constant.

Il résulte évidemment de cette construction que le rapportl

anharmomque des points ou quatre surfaces déterminées de la

famille sont normales & un méme cercle est toujours constant.
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33. La proposition précédente nous montre que, soit par des
constructions géométriques, soit par des calculs purement algé-
briques, on pourra obtenir une infinité de familles de Lamé dont
fera partie une surface donnée a I’avance. Nous venons de donner
la construction des surfaces (¥'); pour engendrer les deux autres
familles qui complétent le systéme triple orthogonal, il faudra
évidemment associer tous les cercles normaux a (S) et a (2) qui
rencontrent une méme ligne de courbure de (2). Aux deux familles
de lignes de courbure correspondent évidemment deux familles de
surfaces qui compléteront le systéme orthogonal. Ces surfaces,
qui auront leurs lignes de courbure circulaires au moins dans un
systéme, seront les enveloppes des sphéres assujetties a la triple
condition d’étre tangentes & une méme ligne de courbure de (Z) et
de couper a angle droit a la fois la surface (Z) et la sphére (S).

Lorsque le rayon de la sphére fixe (S) grandit indéfiniment, les
surfaces (¥') se réduisent a4 des surfaces paralléles les unes aux
autres. Lorsque ce rayon est nul, les surfaces (¥') deviennent les
inverses, par rapport au centre de la sphére, d’'une famille de
surfaces paralléles.

34. La proposition de Ribaucour conduit évidemment & une
méthode de transformation des surfaces avec conservation des
lignes de courbure. Cette transformation appartient & la classe de
celles que M. Lie a nommées transformations de contact. Repre-
nons en effet la relation définie plus haut entre les surfaces (%),
(2. Si I'on se donne un point M de (X) et le plan tangent en ce
point, on pourra construire le cercle (C) normal a (2) en M et
orthogonal a la sphére fixe (S), puis prendre sur ce cercle le point
M’ qui forme avec M et les deux points d'intersection de (C) et
de (S) un rapport anharmonique donné. On pourra donc, con-
naissant le point et le plan tangent de (E), construire le point
correspondant M’ de (¥'); mais on aura aussi en M’ le plan tan-
gent 4 (¥'), puisque ce plan tangent est normal a (X'). Ainsi, les
¢léments qui déterminent le point et le plan tangent de 'une des
surfaces dépendent des éléments analogues de la surface corres-
pondante. Clest cette propriéié qui caractérise les transformations
de contact.

On voit d’ailleurs immédiatement que la transformation précé-
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dente fait correspondre aux lignes de courbure de (Z) les lignes
de courbure de (X'). En d’autres termes, elle conserve les lignes
de courbure.

Nous l'avons étudiée ailleurs avec les détails nécessaires ('
nous nous conlenterons ici de faire remarquer que, puisqu’elle
conserve les lignes de courbure, elle doit nécessairement faire
correspondre aux sphéres et aux plans, surfaces dont les lignes
de courbure sont indéterminées, des spheres ou des plans. Clest
ce que 'on peut d’ailleurs vérifier par un calcul direct (20

35. On sait que la cyclide de Dupin est la seule surface dont
toutes les lignes de courbure soient circulaires, ou qui puisse étre
regardée de deux maniéres différentes comme une enveloppe de
sphéres dépendant d'un seul paramétre. La transformation de
Ribaucour, étant une transformation de contact et conservant les
sphéres, fera nécessairement correspondre une cyclide & une
cyclide.

D’aprés cela, sil’on suppose que la surface (X) soit une cyclide
de Dupin, et si I'on emploie une sphére quelconque (S), on en
déduira, parla construction du ne 32, une famille de Lamé com-

posée de cyclides de Dupin; mais nous voyons de plus que les

deux autres familles de Lamé qui composentle systéme orthogonal

auront toutes leurs lignes de courbure circulaires et seront, par
suile, elles aussi, des cyclides de Dupin.

On obtiendra donc ainsi un systeme triple orthogonal exclusi-
vement formé de cyclides de Dupin. Nous laisserons au lecteur le
soin de rechercher s’il est le plus général qui possede cette pro-
Pri€té, et nous ferons connaftre un cas spécial treés intéressant

signalé par M. William Roberts (?). Nos démonstrations seront
entiérement géométriques.

B e R D

(') Lecons sur la Théorie des surfaces (Liv
(*) On pourrait objecter au raisonnement
des plans, des surfaces a lignes de courbure indéterminées : ce sont les dévelop-
pables circonscrites au cercle de Uinfini. Le lecteur fery disparaitre aisément
cette difficulté en tenant compte du degré de généralité de chacune de ces sur-

faces.
(*) W. ROBERTS, Application des coordonnées ellipti
surfaces orthogonales (Journal de Crelle, t. LXII, p-

re I, Ch. VIII, et Livre 1V, Ch. XV).
quil y a, en dehors des sphéres et

ques a la recherche des
573 1863).
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36. Considérons un systéme de quadriques homofocales défini
par I’équation

(14)

On sait que le lieu des péles d’an plan par rapport a toutes ces
quadriques est une droite perpendiculaire au plan; cette droite
coupe les plans principaux aux points qui sont les poles du plan
par rapport aux trois focales des surfaces. Une seule des qua-
driques homofocales est tangente au plan, et cela au point ol il
est rencontré par la droite précédente.

D’apreés cela, considérons un plan quelconque ABC (fig. 2), et

.

Fig. 2.

/¥

supposons qu'il tourne autour de son intersection par un des plans
principaux, autour de AB, par exemple. Dans chacune de ses posi-
tions il touchera une des quadriques homofocales. Nous allons
montrer que le lieu des points de contact sera un cercle situé
dans un plan normal a AB.

Soit, en effet, P le pole de AB par rapport a la focale ab située
dans le plan des zy. Le point de contact M du plan ABC avec la
quadrique qui lui est tangente sera au pied de la perpendiculaire
abaissée de P sur le plan; et, si I'on abaisse du pcint P la perpen-
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diculaire PQ sur AB, I'angle PMQ sera droit. Par suite, lorsque
le plan tournera autour de AB, le point M décrira un cercle ayant
PQ pour diamétre et situé dans un plan perpendiculaire 2 AB.

I est aisé d’ailleurs de déterminer par une construction les deux
points que ce cercle a dans le plan principal des 2z par exemple.
Si 'une des surfaces homofocales se réduit a la focale située dans
le plan des 2z, les points de contact des plans tangents menés par
AB ala quadrique se réduisent évidemment aux deux points de
contact des tangentes menées par A dans le plan des zz 3 la focale
située dans ce plan. Ces deux points de contact ne dépendent
que de A et demeurent invariables quand la droite AB tourne
autour de A dans le plan des zy. ;

Cela posé, prenons.un point fixe sur I'un des trois axes de
symétrie et menons de ce point des plans tangents a toutes les
surfaces homofocales. Nous allons démontrer que le lieu des
points de contact est une cyclide de Dupin.

Prenons, par exemple, le point A sur O 2 et considérons tous
les plans ABC passant par A. Sil’on considére tous les plans pas-
sant par une méme droite AB du plan des zy, leurs points de
contact sont sur un cercle qui coupe le plan des zz en deux
points toujours les mémes, puisqu’ils ne dépendent que de A.
Ainsi, la surface est engendrée par un cercle dont le plan est
normal au plan des Z)y el qui passe par deux points fixes. Elle est
done I'enveloppe d’une famille de sphéres a un paramétre, les
centres de ces sphéres étant situés dans le plan des zy.

Comme les mémes raisonnements s’étendent au plan des 2

3, 0N
reconnait immédiatemen

t que la surface est, de deux maniéres dif-
A 2 L} 5 n o 7

fcrcn.teb, Penveloppe d’une spheére, et, par suite, qu’elle est wne
cyclide de Dupin.

Au reste, il est Lrés aisé de trouver son équation. Soit 2/ I du
point A, et désignons pParz, y, s les coordonnées d’un point d’une
uadriqu & ; a
quadrique homofocale de paramétre p. Pour que le plan tangent a

la quadn’que homofocale en ce point vienne Passer par le point A,
il faut que l'on ait

(13)

O s

joignant cette équation 2 celle de la quadrique

(16) e

a—p b—-p—l_c—p

—I:o,
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et éliminant p, il vient

(17) 22 f

- -
b—a—+ az c— a-+ xz'

r
= A=t 1
€

Cest I’équation d’une cyclide du troisiéme degré.

Cela posé, on a évidemment trois familles de cyclides qui cor-
respondent respectivement aux points situés sur les trois axes
de symétrie. Il est aisé de démontrer que les trois familles de sur-
faces ainsi obtenues se coupent mutuellement & angle droit. Con-
sidérons en effet (fig. 2) les cyclides relatives aux trois points
A, B, C. Elles ont en commun le point -de contact du plan ABC
avec la quadrique qui lui est tangente. Les cyclides dérivées de
deux de ces points, par exemple de A et de B, se coupent suivant
le cercle Lieu des points de contact des plans passant par AB.
Ainsi les trois cyclides se couperont mutuellement suivant des
lignes de courbure communes; donec elles seront orthogonales les
unes aux autres en tous les points de ces lignes communes.

Il résulte de la formule (15) que sig, oy, py sont les coordonnées
elliptiques, et 2, ¥, z les coordonnées rectangulaires d’un point
de Pespace, les paramétres des trois familles de cyclides sont

On vérifie ce résultat par un calcul direct. Sil’on ne veut intro-
duire que les coordonnées elliptiques, on aura, pour les para-
métres des trois familles, les expressions suivantes :
(@—p)(@—p)) (b—=p1)(b—ps) (c—pi)(c—ps)

’

a—p b—p ; Gp ;

(18)

On voit que I'on aura ¢rois systémes orthogonauz différents
suivant que p désignera le paramétre des ellipsoides, des hyperbo-
loides & une nappe, ou des hyperboloides a deux nappes du systéme
homofocal.

37. Revenonsa la transformation de Ribaucour. On connaissait
déja différentes transformations qui conservent les lignes de
courbure, inversion, la dilatation, c’est-i-dire I'opération par
laquelle on passe d’une surface a la surface paralléle, une trans-
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formation due & O. Bonnet ('). M. Lie s’est proposé de déter-
miner toutes les transformations de contact qui conservent les
lignes de courbure. Nous allons indiquer rapidement les résultats
obtenus par 'éminent géométre, parce qu’ils éclaireront la discus-
sion dans la suite de ce Chapitre.

Remarquons d’abord que toute transformation de ce genre doit
faire correspondre a une surface dont les lignes de courbure sont
indéterminées une surface dont les lignes de courbure soient
aussi indélerminées. Or on ne connait que deux classes bien dis-
tinctes de telles surfaces : la premiére comprend les sphéres et les
plans qui dépendent au plus de quatre constantes; la seconde
comprend les développables isotropes, développables qui dé-
pendent d’'une fonction arbitraire. Done la transformation cher-
chée doit nécessairement transformer une développable isotrope
en une développable isotrope et faire correspondre une sphére a
une sphére (en considérant le plan comme une sphére de rayon
infini). Comme la transformation est une transformation de con-
tact, elle doit faire correspondre a deux sphéres qui se touchent
deux autres sphéres qui se touchent également. Par suile, si nous
employons la transformation de M. Lie, qui fait correspondre a
une sphére une ligne droite (2), et si nous soumettons la figure
tout entiére a cette transformation, on voit que, dans l'espace qui
contiendra les droites, les transformations cherchées feront cor-
respondre une droite & une droite, et deux droites qui se coupent
a deux droites qui se coupent. Cette double propriété permet de
les définir sans calcul ; car, si 'on considére toutes les droites qui
passent en un point quelconque, ces droites doivent étre trans-
formées en droites se coupant mutuellement, ¢’est-a-dire en droites
passant par un point ou situées dans un plan. Il y a donc deux cas
a distinguer : dans le premier, aux droiles passant par un point
c’orrespondront des droites passant par un autre point; la trans-
formation sera donc ponctuelle, elle fera nécessairement corres
po_ndre un plan & an plan, une droite & une droite, et sera, par
suite, la transformation homographique la plus générale.

I) I v d 1 B . 3 < =
ans le secon (:as, un P an (:()llespondla a un [)Olnl, mais on

) Voir Lecons sur la théorie des surfaces (I'* Partie, Livre IT Ch. VIII)
, Ch: 3

‘oir Lecons sur la théorie des surfaces (n°* 157, 168, 978 et suiv.)

(") v
)V



ETUDE D'UNE INTEGRALE PARTICULIERE. 63

raménera ce cas au premier, en effectuant une transformation
quelconque par polaires réciproques. On n’obtient donc, en ré-
sumé, que deux transformations : I’homographie ou la corrélation
la plus générale.

Dans 'une et dans'autre, les coordonnées de la ligne droite (')
subissent la transformation linéaire la plus générale qui respecte
la relation quadratique entre les coordonnées ; elles se distinguent
seulement par le signe du déterminant de la substitution.

Sinous revenons maintenant a espace quicontient les sphéres,
nous savons que les coordonnées de chaque sphére sont égales a
celles de la ligne droite correspondante (2). Nous pouvons donc
¢énoncer le résultat suivant, qui résume les recherches de M. Lie.

Les transformations de contact les plus générales qui conservent
les lignes de courbure sont celles qui soumettent les six coor-
données homogénes d’une sphére a Ja transformation linéaire la
plus générale qui conserve la relation quadratique entre les coor-
données.

Supposons, par exemple, que, &y, ..., x5 désignant des coor-
données pentasphériques (?) d’un point, on prenne I’équation de
la spheére sous la forme

(19) MY Ty~ M &y~ M3y~ My T+ M3 Ty = 0.

La sixiéme coordonnée de cette sphére sera définie par la rela-
tion

(20) m}—+m3 -+ mj—+ mi-+mi+ m? =o;

et les transformations avec conservation des lignes de courbure se
réduiront a des substitutions linéaires orthogonales effectuées sur

(') Lecons sur la théorie des surfaces (I Partie, n°'139).

(*) Lecons sur la théorie des surfaces, n* 156, 157. Pour que la relation
énoncée dans le texte soit tout a fait exacte, il faut prendre les coordonnées de la
droite employées par M. F. Klein, c’est-a-dire celles pour lesquelles la relation
quadratique entre les coordonnées est ramenée  la forme

I=06

E 1; ==

=i

() Legons sur la théorie des surfaces (I'* Partie, n** 150 et suiv.).
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les six coordonnées. On voit que, dans 'étude de la Géométrie des
spheres, elles doivent jouer le méme réle que les rotations et les
transformations par syméirie dans I’espace a trois dimensions.

38. Ces résultats étant rappelés, revenons a I’équation (1) et
mettons-la sous la forme

22321 22 R? 2?4 y24-52— R2
(21) Hzt‘h# +a2x+a3}’+a4~’+a5—'2{—’

ce qui revient 2 employer un systéme de coordonnées pentasphé-
riques spéciales. R désigne une constante, a,, @,, ..., as des fonc-
tions de u. Pour intégrer cette équation aux dérivées partielles
du premier ordre, nous allons en chercher une intégrale compléte;
et, pour cela, nous allons examiner si I’on pourrait la vérifier en
prenant une famille de sphéres dont nous écrirons I’équation sous
la forme

22+ y2-1 221 R2

(22) & —h: +E2w+23},+&2+55m~+_)/2+ z2— R2

2R

= 0,

it gl o) désignant des fonctions de 1.
Si I'on introduit la sixieme coordonnée de la sphére précédente

définie par la relation
(23) E‘;’+§§+...+E§=o,

un calcul facile montre que la famille de spheéres satisfait & I'équa-
tion aux dérivées partielles

1 [d:fx 224yl s R g,
3 - e
it | du 2R7 du

&3 dz, dbs 22 y2 i >
I 3 s#z ass =V 4 z2— R2
du? du ™" du Z\R]’

et cetle équation se réduira i la

proposée, s1 .l,OD a, pour fe,— 1,
2 < 5
DI Ry ’

7 dty. ;
(24) T = Hean.
En différentiant la r

elation idenLique (23 i
, 4 g 2 on reconnailr,
I'on peut joindre i ces . i,

€quations la suivan te

.
25 pat L
(' ) = —“—l(axii-}-az&z?*-u—!*as&),
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de sorte que les équations (24), (25) constituent maintenant un
systeme linéaire admettant I'intégrale quadratique

(26) E2+E2+...+E2 = consl.

La solution générale de ce systéme sera donnée, comme on sait,
par des formules telles que les suivantes :

(27) Er=Cili+ Coff+...+Cet}  (k=1, 2, ...,6),

ou Gy, Gy, ..., Gy désignent six constantes arbitraires. En por-
tant ces expressions dans I’équation (26), nous aurons la relation

ECiCyEEZE’}; = const.
i k

qui devra avoir lieu pour toutes les valeurs des constantes C;.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que 'on ait

(8) N =
k

a;,; désignant une conslante. On aura done, si 'on veut satisfaire
a I’équation (23), la condition

(29) 21,:,," C;Cy = o.

Cette relation entre les constantes peut toujours étre ramenée,
par une substitution linéaire a coefficients constants, qui ne change
pas la forme de la solution générale, a une somme de carrés. Nous
pourrons donc supposer que I'on ait

(30) Dt =o, - ixd,
k

et
(1) PIGAE
k

de sorte que la relation entre les constantes deviendra
(32) G2 C S =E 6 =0

Ainsi, la solution générale du systéme des équations (23), (24)
D. 5
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et (25) sera définie par les formules (27), 00 C,, C,, ..., Cyseront
des constantes lides par la relation précédente. Nous pouvons
remarquer que les fonctions £ sont, d’aprés les formules (30)
et (31), les coefficients d’une subslitution orthogonale, et, par
suite, satisfont aussi aux relations

(33) ZS};E}}:O, 2(52)2:1.

Si nous portons maintenant les expressions générales de
Ei, ..., E dans I'équation (22) de la famille de sphéres considérée,
celte équation prendra la forme

(34) Cisl+CQSg+..-+CGSGZO,
ot 1’on aura

pZE Y2+ 22 L R2

5 =i
(3)) S/,—-¥l _ZRL

ey s gl

et il résulte des relations (33) que 'on aura idenliquement
¢ . 6 6
(36) ES}L:O, EE{;‘S/L:O.
1 1

39. L’équation générale (34) de la famille de sphéres qui satis-
fait & Péquation aux dérivées partielles proposée contient six
constantes qui y entrent d’une maniére homogeéne et sont unique-
ment assujetties a la condition (32). Toute intégrale compléte de
cetle équation doit contenir trois constantes. Nous avons done ici
une de ces intégrales i constantes surabondantes qui se pré-
sentent quelquefois dans les intégrations. On pourrait, pour ren-
trer dans la théorie ordinaire, réduire d’une unité le nombre de
¢es constantes, en établissant entre elles une nouvelle relation
homogéne, en annulant Pune d’elles, par exemple. Il nous parait
préférable de raisonner comme il suit :

Considérons les six constantes Cy, liées par la relation (32),
comme les coord?nnées homogénes d'une sphére (C). Pour chaque
valeur du parametre u, les formules (27), qui font connaitre les
coordonnées £, de la sphére (S) définie par I’équation (34)
peuvent étre envisagées comme constituant une substituliOI;



ETUDE D'UNE INTEGRALE PARTICULIERE. 67

linéaire orthogonale par laquelle on passe des coordonnées Cy
aux &. Elles définissent donc, d’aprés ce que nous avons établi
plus haut, une transformation de contact avec conservation des
lignes de courbure. ‘

D’aprés cela, procédons comme nous ferions avec une intégrale
compléte ordinaire. Exprimons que toutes les spheéres (S,) cor-

respondantes & une valeur «, de u sont tangentes & une surface
donnée (Z;); nous obtiendrons une certaine relation

(36 bis) . 0(Cy; «.., Ge)=o,

exprimant que la sphére (C) définie plus haut est tangente 4 une
certaine surface (A). Donc, en répélant le raisonnement en sens
inverse, on verra que toutes les sphéres correspondantes & une
valeur quelconque #' de u sont tangentes & une surface (¥') qui
correspondra, point par point, & (A) ou & (¥,) avec conservalion
des lignes de courbure. La famille des surfaces (X'), dont fera
partie (X,), donnera la solution la plus générale de I’équation aux
dérivées partielles proposée (1).

La méthode, on le voit, ne différe en rien de celle que I'on au-
rait a suivre avec une intégrale compléte ordinaire. Ici seulement
il y a une infinité de sphéres tangentes en chaque point des trois
surfaces (A), (Z,), (¥'). Par exemple, il y a une infinité de
sphéres (C) tangentes en un point de (A). Cela résulte immédia-
tement de ce que la condition (36 bis) laisse encore subsister trois
constantes arbitraires dans I'équation de la sphére (C).

En réunissant les résultats précédents, on peut énoncer la pro-
position suivante :

E'tant donnée une surface (%), appliquons-lui les transfor-
mations de contact qui conservent les lignes de courbure et qui
dépendent de quinze constantes. En intégrant des systemes
d’équations différentielles, tels que celui formé par les équa-
tions (24) et (25), on pourra former avec ces surfaces une infi-
nité de familles de Lamé, qui dépendront de quatre fonctions
arbitraires d’une variable et pourront comprendre la surface
proposée. '

39. On peut compléter cette proposition & l'aide des remarques
sulvantes.
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Reprenons le systéme des équations

dbit
- d =t U=t
7

B+8+8+8+2+0=0,

qui déterminent les fonctions E.. En effectuant un changement de
nolations, posons

I A
(38) ar= 7k,
7 et by désignant de nouvelles fonctions de u; puis substituons
aux fonctions &, les inconnues Yk définies par les formules
(39) r&k = it (br — y1), (k=1,2,...,5)

En différentiant, on trouvera que les nouvelles variables satisfont
aux équations différentielles

(40) el

Ys— bs 3

qui, jointes I'équation en termes finjs déduite de la seconde

(37),
(41) (J’l—bx)z+---+(75-bs>2="2:

suffiront 3 la détermination des inconnues W

Nous sommes rameng a un probléme que nous avons étudié
dans le Chapitre précédent, et qui revient a déterminer les tra-
Jjectoires orthogonales d’une famille de sphéres dans un espace a

cing dimensions. Nous savons que nous pouvons mettre les fone-

€n rapprochant ce résultat de celui qui a éé
précédent, énoncer la conclusion suivante de ¢

On peut toujours, sans aucun signe de quadr
introduisant quatre fonctions arbitraires d’yne v
terminer une famille de Lamé don Jer
quelconque donnée ¢ Cavance, er déter

les trajectoires orthogonales des surfac
Jamille.

ature et en
ariable, dé-
@ partie une surface
miner en méme lemps
€S qui composent cette
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40. En terminant ce Chapitre, nous donnerons l'interprétation
géométrique de I'équation aux dérivées partielles a laquelle satis-
font toutes les familles précédentes. Cette interprétation repose
sur la considération des cercles osculateurs aux trajectoires or-
thogonales.

Considérons, d’une maniére générale, une famille quelconque
de surfaces définie par I'équation

(42) u=f(=,y,3),
et désignons encore par H I'invariant différentiel du premier ordre
T

i\ 2 d_u 2 du 2’
(Eh Gl )

dont la signification géométrique est évidente. Les cosinus

(43) =

directeurs de la normale a la surface de paramétre u, prise dans
un sens convenable, sont
du Ju Jdu

45 bl kel K
(45) H().z' H()}/ 0z’

et, sil’on se déplace suivant cette normale, on a

P dn
(46) =

dn étant le chemin infiniment petit parcouru sur la normale
quand u prend Paccroissement du. Hdu est done, en chaque
point, la distance de deux surfaces infiniment voisines, de para-
métres « et u - du respectivement.

Si I’on se donne une surface (X) de la famille et, en chaque
point de cette surface, la valeur de H, c¢’est donc comme si I'on
se donnait la surface infiniment voisine (¥'). On concoit dés lors
que I'on pourra déterminer, en quelque sorte, deux éléments
consécutifs des courbes trajectoires orthogonales de la famille
sans introduire d’autres quantités que les valeurs de H et leurs
dérivées relatives 4 des déplacements effectués sur (¥). Il sera
donc inutile de connaitre les dérivées de H suivant la normale a
(2). C’est ce que confirme le calcul suivant.
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: 5 : dr dy dsz
En chaque point de (2), les cosinus directeurs prR de
la tangente & la trajectoire orthogonale seront définis par les

équations suivantes :

L O N SN

(47) ds oz’ s 9y ds 03

P’arc s étant compté dans un sens convenable. Différentions ces
A2z Ay d2z

5 S
ds? ™ ds2’ ds?

(48) @:i H()u dz'J_()(Hdu)d‘y_l__ﬁO»d_zf)d;

équations pour avoir

- Nous aurons, par exemple,

ds? " ox ()?EJ} ox)ds " 9z oz ) ds’
dr dy dz
ou; en remplacant s’ ds’ 75 bar leurs valeurs,
d2x 1 JH Ju
’ o Ty i b >
(49) 4 T H g . oz feth

Cette formule met en évidence la propriété annoncée. Si b7 bks
Ve < 3 . .
0" sont les cosinus directeurs de la normale principale, et ¢ le

rayon de courbure de la trajectoire orthogonale, nous en dédui-
sons les équations suivantes -

b T o du

TEE e
: b 1 oH ou
50 et iy
(50) : 5 dy—i—quouH,

b 1 oH du

P T T H9 THE &N,

quinous conduisent 3 ]a relation

(51) bl + '3y + 43
e s e

~

SH,

3

) -

-,

ox, 8y, 8z se rapportant a un déplacement quelconque sur la sur-
face (2). Cette relation Peut méme revétir une for
géométrique; et si ds désigne la grandeur dy
qu’il fait avec la normale principale de la

me entiérement
déplacement, 6 'angle
ajectoire orthogonale,
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elle nous donne
I

o2

cosf 1

(52) ST

o

o2
L

On voit ainsi que la normale principale des trajectoires est ortho-
gonale aux courbes de (Z) pour lesquelles H demeure conslante;
et que, si I’on se déplace normalement & une de ces courbes, ona

2

cH
s

(53) i v

o2

Il est ainsi établi que les éléments du second ordre dépendent
exclusivement des valeurs que prend H sur (Z), et nullement de
la dérivée de H suivant la normale.

41. Inversement, si ’on connaib les cercles osculateurs des
trajectoires, H sera défini & un facteur constant prés. Car il ré-
sulte de la formule (51) que 'expression

bdr +~b dy +b"ds
P

(54)

devra étre une différentielle exacte lorsqu’on se déplacera sur

(Z) et que ’on aura
My idra bdy+b'dz

(55) H— Hoe_'f;ln Ere

I'intégrale étant prise entre deux points My, M de (Z), suivant
une courbe quelconque reliant ces deux points, et H, étant la
valeur de H pour le point M,.

On voit méme que les cercles osculateurs ne sauraient étre
pris arbitrairement; ils doivent satisfaire 2 la condition que I'ex-
pression (54) soit une différentielle exacte, relativement aux dé-
placements qui se font sur (Z). L'interprétation géomélrique de
cette condition ressort des formules précédentes.

42. Nous aurons a faire usage de ces résultats. Si nous les ap-
pliquons, dés a présent, a la question que nous avons étudiée
dans ce Chapitre, nous voyons que I'équation aux dérivées par-
tielles (1), qui définit une famille de surfaces (¥), fait connaitre,
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pour chacune d’elles, la plus courte distance H du entre la sar
face et la surface infiniment voisine, et celte expression de H du
est la méme‘q ue si les fonctions ¢i(u) étaient remplacées par des
constantes égales aux valeurs qu’elles prennent respectivement
pour la surface (¥). Par suite, les cercles osculateurs des trajec-
toires orthogonales demeureront les mémes en tous les points
de (X) aprés cette substitution; et comme, aprés cette substitu-
tion, les trajectoires se réduisent & des cercles, qui sont orthogo-
naux a une sphére dont I'équation s’obtient en égalant le second
membre de I’équation (1) & zéro, on voit que nous sommes con-
duit a Ia proposition générale suivante :

Les familles de Lamé Ctudices et déterminées dans ce Cha-
Piire sont caractérisées par la propriété suivante - les cercles
osculateurs des trajectoires orthogonales aux points ou elles
rencontrent une des surfaces de la Jamille sont orthogonauz
@ une méme sphére que peut varier d’ailleurs quand on passe
de la surface a toute autre de la famille, et qu’on obtient en
égalant le second membre de Uéquation (1) a zéro.

Nous verrons plus loin qu’il suffirait, pour obtenir les mémes

: e : :
familles, d exiger que les plans osculateurs des trajecloires aux
points ot elles rencontrent une des surfaces de la famille aillent

) " : : : :
passer par un méme pomt, qui pourra varier d’ailleurs avec la sur-
face considérée.

] : ans ce Chapitre. Appe-
ons, pour un nstant, ransformation de Ribaucour celle que
fous avons étudiée plus haug aux n° 39 et suiv.; elle se définit
enticrement 4 l'aide d’une sphére (S), que nous appellerons la
sp/zé!'e pl'L'{lCt']Jale de la transformation, et d’un ra
monique. Etant d_onne'e une surface (%), on construit le cercle
normal en pe poiat M.é (2) et orthogonal 3 (S); puis on fait
corresPondre aM le point M, tel que le rapporg anharmonique
de.s pomts My, M, et des deux points ou le cercle rencontre (%)
01t un nombre donné. [l eg; clair que cere transformation de-,
viendra infinitésimale sj o rapport anharmonique est infiniment

pport anhar-
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voisin de 1. Ce point étant admis, voici comment on construit
toutes les familles de Lamé précédemment obtenues. On prend
une surface quelconque () et une suite définie de sphéres infi-
niment voisines (Sy), (S;), (S2), .... Cela posé, on effectue, a
l'aide de la sphére principale (S,), une transformation infinitési-
male sur (X), ce qui donne une surface (%,); puis, a l'aide de la
sphére (S,), une transformation infinitésimale sur (X,) qui donne
une surface (Z,), et ainsi de suite. On engendre ainsi une série de
surfaces (X), (%), (22), ..., qui forment précisément la famille
de Lamé dont nous avons fait I’étude.



CHAPITRE IV.

FORMES DIVERSES DE L’EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TROISIEME ORDRE.

On peut obtenir 'équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre en exprimant
que la plus courte distance d’une surface de la famille a la surface infiniment
voisine est une solution particuliére de I’équation ponctuelle relative au systéme
conjugué formé par les lignes de courbure. — Théoréme de Ribaucour : les cercles
osculateurs des trajectoires orthogonales aux points ou elles rencontrent une sur-
face déterminée de la famille forment un systéme cyclique. — Démonstration de
la proposition réciproque. — Rappel des études antérieures sur les systemes
cycliques et étude de deux problémes nouveaux : 1° détermination des familles de
Lamé pour lesquelles les plans osculateurs des trajectoires orthogonales aux
points ou elles rencontrent 'une des surfaces de la famille concourent en un
méme point ; 2° détermination des systémes cycliques formés de cercles dont les
plans enveloppent une développable. — Forme remarquable de I’équation du troi-
sieme ordre donnée par M. Maurice Lévy ; on prend comme variables indépen-
dantes le paramétre w de la famille et deux des coordonnées rectangulaires. —
Application de cette équation a la détermination des surfaces invariables de
forme qui peuvent, en se déplacant, engendrer une famille de Lamé. — Quand
le mouvement de la surface est unique et déterminé, il est nécessairement héli-
coidal. — Applications particuliéres. — Etude du cas ou la surface peut, dans
plusieurs mouvements différents, engendrer une famille de Lamé. — Indication
de divers résultats. — M. J. Bertrand a montré, par la Géométrie, que, si ces
mouvements comprennent toules les translations, la surface est une sphére ou
un cylindre. — M. Adam a établi, par 'analyse, que le résultat subsiste si les
mouvements se réduisent & deux translations distinctes. — Interprétation
géométrique élégante due a M. Petot. L’équation aux dérivées partielles qui
caltacte'rise la surface cherchée exprime la propriété suivante : la droite du plan
tangent qui'joint les centres de courbure géodésique des deux lignes de cour-
l.)u'r’e appartient a un complexe linéaire. — Théoréme de M. Cosserat. — Retour
al équation générale du troisiéme ordre. — Formation de cette équation quand la
famille est déterminée par une équation implicite ¢ (z, ¥, 5, u) = 0. Dévelop-
pement de I'équation en vue des applications ultérieures.

4%. Aprés les applications particuliéres développées dans les
deux Chapitres précédents, nous allons revenir 3 I'équation du
troisiéme ordre, a laquelle doit satisfaire le parameétre « de toutes
les surfaces faisant partie d’une famille d ;

p e Lamé. Nous avons vu,
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FORMES DE L’I:JQUATION DU TROISIEME ORDRE.

au n° 13, qu’elle peut se mettre sous la forme

(1) oy wiHyy—+ (01954 03w )Hpp ... = 0,

ot H désigne la fonction

” I

(?‘) H= ——-
Vui+ u -+ u?

Si donc nous nous rappelons la signification de ¢y, ..., Wy, ...,
et qu'au lieu de ces dérivées des fonctions ¢, w, nous introduisions
des différentielles par les formules

de  dy bs ox oy 0z
0y T Wy g Wi
dz., dv, dz et 3z, 8y, 3z définiront respectivement les deux dé-
) &Y, » 9 P
placements infiniment petits qui peuvent se produire suivant les
deux lignes de courbure de la surface de paramétre u ; et I’équa-
tion du probléme pourra s’écrire

Hy, do dz + Hyy(dzx Sy +dy 8z)+...= o,
ce qui équivaut, comme on sait, & la forme plus simple

. R TR e
(3) doH—%dox—oTy—doy—Edog_o.

La signification géométrique de H est d’ailleurs évidente et a
déja été rappelée : Hdu est, pour chaque point, la distance de deux
surfaces infiniment voisines admettant pour parametres u« et

u -+ du.

435. Le résultat que nous venons d’obtenir peut s’énoncer sous
une forme différente. Prenons, sur les surfaces de paramétre u,
un systéme de coordonnées curvilignes formé par les lignes de
courbure, et soient g, p, les paramétres de ces deux familles de
lignes. Nous savons que z, ¥, 5, considérées comme fonctions de
o1, p2, seront des solutions particuli¢res d’une équation linéaire
de la forme

020 d0 b d0

£ —_— = 2
(4) 72 091 o1 9
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qui admettra d’ailleurs aussi la solution particuliére

W= e e g

Avec ces variables o4, p2, I'équation (3) prendra évidemment la
forme suivante :

#H o0 oz oH dy  JH &5 _
dp; dp; 0z 0p10p2 T Oy 071 0ps 03 0y 0p2

2z 2y 0%z
dpy dlo.z’ dpy ()92’ 0py 032
nit I’équation (4), elle devient

Sil'on yremplace par les valeurs que four-

02H  /oH oz _oH oy _ OoH 03
0210p3 oz dpy = Oy ()_p—[ 0z dp,
<0H oxr oH dy oH oz

~—b $ S

9z dps | 9y Oy 520;2)“’

c’est-a-dire
02H oH ot
5 A O e eSSl O 7 el S 4
2 dp1 dps g 9p1 i do» "

Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille
de surfaces fasse partie d’un systéme triple orthogonal est
que la plus courte distance de deux surfaces infiniment vot-
sines soit une solution particuliére de I’équation ponctuelle

relative au systéme conjugué formé par les lignes de cour-
bure.

Rappelons que cette équation peut étre formée (') dés que I'on
A Vs ’ vd ’ ) -
connait I'élément linéaire de la surface de paramétre w;silon a

(6) ds® = Hj dp} + H} dp2,
elle est :
(5) A BT fORT AL S SO, -9

46. La proposition précédente, rapprochée des résultats obtenus
aux n* 40 et 41, doit nécessairement conduire i une propr

] l)] d S 1 l at aux t al i
ensemble es cercles OSCUl eurs ua rajectoir

es orthogonales

(') Legons sur la Théorie des surfaces (I** Partie, n° 149).
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des surfaces de la famille, aux points ot elles rencontrent une de
ces surfaces. Cette propriété, qui est due & Ribaucour, s’énonce

comme 1l suit :

Si Uon construit, pour chaque trajectoire orthogonale, le
cercle osculateur au point ow elle rencontre une surface dé-
terminée (X) de la famille considérée, tous les cercles ainsi
obtenus forment un systeme cyclique, c'est-a-dire sont ortho-
gonaux a une nouvelle famille de surfaces comprenant (2) et
Jatsant aussi partie d’un systéme triple orthogonal.

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer cette proposi-
tion par I’analyse, et nous allons reproduire ici les considérations
géométriques trés simples par lesquelles on I’établit (42

Soit M un pointde (X); désignons par (Z,), (Z,)les deux surfaces
orthogonales qui passent en M, se coupent suivant une ligne de
courbure commune (C) et coupent (X) suivant deux lignes de cour-
bure (C,), (Gs). Soient P, et P, les centres de courbure principaux
de (Z,) etde (Z,) relatifs alaligne de courbure (C). La ligne P, P,
est 'axe du cercle osculatear en M a (C), et ce cercle lui-méme
est, d’aprés le théoréme de Meusnier, 'intersection des deux
sphéres (S;), (S:), qui passent en M et ont pour centre respectli-
vement P, et P,. Déplacons-nous a partir de M suivant la ligne (G
le centre de courbure Py décrira un élément de courbe tangent a
I'axe Py Py (2); et, par suile, la sphére (S;) aura une enveloppe
qu’elle touchera suivant un cercle passant en M et situé dans un
plan normal a P, P,, ¢’est-a-dire suivant le cercle osculateur de (C).
Déplacons-nous, de méme, suivant la ligne de courbure (C,); la
sphére (S,) touchera aussi son enveloppe suivant le cercle oscu-
lateur de (C). Il suit de la que les cercles osculateurs des trajec-
toires (C) appartiennent 4 deux séries d’enveloppes de sphéres
qui se coupent mutuellement a angle droit, suivant ces cercles.

(') Lecons sur la Théorie des surfaces (IV® Partie, n° 972, p. 165 ).

(2) Lecons sur la Théorie des surfaces (III° Partie, n° 752, p. 334 ). La proposi-
tion établie dans ce numéro peut s’énoncer aussi comme il suit : Construisons, en
chaque point d’une surface, les cercles osculateurs aux deux lignes de cour-
bure qui se croisent en ce point. Chacun d’eux engendre une enveloppe de
sphéres lorsqu’on se déplace sur la ligne de courbure a laguelle il west pas
osculateur.
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Comme ces cercles sont des lignes de courbure communes, il ré-
sulte de la réciproque du théoréme de Dupin (n° 6) qu'ils admet-
tront une famille de surfaces trajectoires orthogonales. Cette troi-
sieme famille, jointe aux deux précédentes formées d’enveloppes
de sphéres, complétera le systéme triple orthogonal.

Telle est la démonstration géométrique du théoréme de Ribau-
cour ; il convient maintenant d’établir la réciproque : S¢ une
Jamille de surfaces est telle que les cercles osculateurs des tra-
jectoires orthogonales auz points oi elles renconirent une
quelconque (X) des surfaces de la famille forment un systeme
cyclique, cette famille de surfaces fera partie d’un systéeme
triple orthogonal, c’est-a-dire ce sera une Jamille de Lamé.

Nous avons vu, en effet, que la connaissance des cercles oscula
teurs des trajecloires entraine celle de la plus courte distance de
deux surfaces infiniment voisines (n° 41). Cette plus courte dis-
tance sera la méme pour la famille proposée que pour le systéme
cyclique formé par les cercles osculateurs des Lrajectoires ; et, par
suite, elle devra nécessairement satisfaire 3 I'équation aux dé-
rivées partielles (7) ; ce qui montre bien que la famille de surfaces
proposée sera une famille de Lamé.

47. Dans uan Ouvrage antérieur ('), nous avons longuement
étudié les systemes cycliques. Nous aurons I’occasion d’y revenir
encore. Pour le moment, nous nous contenterons d’éludier les
deux questions suivantes, relatives a ces systémes.

Proposons-nous d’abord de rechercher les familles de Lamé
pour lesquelles les plans osculateurs des trajectoires, aux points
ou elles rencontrent I'une des surfaces de la famille, sont tous con-
courants en un méme poinl, qui peut varier d’ailleurs avec la
surface que P'on considére. En d’autres termes, proposons-nous
de trouver tous les systémes cycliques composés de cercles dont
les plans vont passer par un point fixe.

Pour résoudre cette question, remarquons que, si ’on exprime

que le plan osculateur d'une trajectoire va Passer par un point

S a i b S e

(') Legons sur la Théorie des surfaces (0% 477-482, 761-762, 806-807, 936-953,

961-970).
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fixe (2, 3, v), on sera conduit & I’équation

z—a y—f s—y
g el

(8) ds @5y ads . —p.
fﬁ Ay d*z
ds? ds> ds* |
Remplacons oy B les val latives aux tr
plac = 7o par les valeurs relatives aux tra-

jectoires et obtenues au Chapitre précédent, n° 40. En conservant
les notations employées, nous serons conduit a I'équation

|o—2 y—B s—7
ou ou Ju
(9) oz dy dz ] —0,

oH oH oH
| oz dy 05
dont 'intégration s’effectue immédiatement et nous donne
H = f(u, ),
ou I'on a posé
(16) o =(r— Pty — B P+ (e —1)
Il importe de remarquer que, le point (2, 3, y) pouvant varier

avec la surface considérée, il faut regarder o, 3, y comme des
fonctions de .

Si nous substituons la valeur de H dans P'équation (7) et si
nous remarquons que o est solution particuliére de cette équa-
tion, nous trouverons

2f dw Jdw

9% 02 o1

dw

; e T O, Sl a
Si aucune des dérivées e n’est nulle, 1l viendra
P1 9pa2

02/

w2

:0,
ce qui donnera
H=3[(z—a2+(y—BR+(z—1)2]+¢

3 et = étant de nouvelles fonctions de u. Cette équation aux dé-
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rivées partielles est précisément celle qui a été étudiée au Cha-
pitre précédent.

0w
002

y

Si I'une des dérivées %7 est nulle, la surface considérée a
ses lignes de courbure e systéme situées sur des sphéres ayant
pour centre commun le point (a, {3, 7). Les lignes de courbure de
l'autre systéme seront donc situées dans des plans passant par le
centre commun des sphéres. Ces plans couperont la surface a
angle droit : elle sera-donc une sphére si les deux dérivées sont
nulles, ou une surface-moulure conique si une seule dérivée est
nulle. Si elle est une sphére, 1l est clair que les plans osculateurs
des trajectoires orthogonales passeront tous par le centre de la
sphére et satisferont a la condition posée ; si elle est une surface-
moulure conique, c’est-a-dire une surface-moulure (2) pour la-
quelle le plan du profil de la moulure enveloppe un cone ayant
pour sommet le centre de la sphére, les plans osculateurs des tra-
Jectoires orthogonales en tous les points du profil se confondront
évidemment avec le plan de ce profil ; et, par suite, le plan de ce
profil sera tangent en tous les points du profil & une surface (©)
appartenant a 'une des deux familles qui doivent compléter le
systéme triple orthogonal. Cette surface sera donc développable.
Elle se réduira nécessairement au plan du profil, si ce profil est une
ligne courbe ; car une surface développable ne peut étre touchée
que suivant une droite par son plan tangent. Le systéme triple
orthogonal correspondant sera done un cas particulier de celui
que nous avons étudié aux n°* 17 et suiv. On I'obtiendra en tra-
¢ant dans un plan (P) deux séries de courbes orthogonales (C)
et (C,), puis en faisant rouler le plan (P) sur un céne: Dans ce
cas, en effet, les plans osculateurs des trajectoires orthogonales
des surfaces-moulures engendrées par les courbes (C) et (C))
vont passer par le sommet du cone.

Si le profil considéré plus haut est u

arrivera aisément 4 la méme conclu
seront alors e

ne ligne droite, le lecteur
sion. Les développables (0)
ngendrées par les normales aune certaine surface (U),
qui aura une famille de lignes de courbure sphériques et une
autre famille de lign : Sodési

gnes de cour lanes et géodésiques;

ogonal comprendra encore une

bure a la fois P
de sorte que le systeme triple orth

famille de plans.
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En résumé :

St une famille de Lamé est telle que les plans osculateurs
des trajectoires aux points ot elles rencontrent une des sur-
faces de la famille aillent passer par un méme point, qui
pourra varier quand on changera de surface, cetle famille
est une de celles que nous avons étudiées au Chapitre précé-
dent et pour lesquelles les cercles osculateurs des trajectoires
orthogonales aux points ot elles rencontrent une des surfaces
sont orthogonauz & une méme spheére ; ou bien c’est une famille
de surfaces-moulures pour lesquelles les plans des profils en-
veloppent un méme cone.

De la il résulte encore que

Si un systéme cyclique est formé de cercles dont les plans
passent par un point fize, ces cercles sont orthogonaux & une
spheére fixze, ou bien ils sont distribués dans les plans tangents
d’un céne.

48. Ce dernier résultat nous améne a étudier maintenant le
second probléme que nous voulions traiter et a chercher tous
les systemes cycliques formés de cercles dont les plans, au lieu de
former une suile doublement infinie, enveloppent une surface
développable. Il faudra évidemment, dans ce cas, quil y ait une
famille de cercles dans chaque plan de la développable. Soit (U)
une des surfaces normales aux cercles ; il est clair que cette sur-
face aura pour lignes de courbure ses sections par les plans tan-
gents de la développable, sections qui la couperont a angle droit.
Ce sera donc une surface-moulure. De 1a le résultat suivant, di a
Ribaucour (') :

Pour obtenir le systeme cyclique le plus général Jormé de
cercles dont les plans enveloppent une développable, on con-
struira une famille quelconque de cercles dans un plan et Uon
Jera rouler ce plan sur une développable quelconque.

(') RiBAUCOUR (A.), Memoire sur la theorie générale des surfaces courbes
(Journal de Liouville, f® série, t. VIL, p. 264 ; 1891).

D. 6
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Ce résultat compléte ceux que nous avons donnés dans notre
Ouvrage relativement aux systémes cycliques.

49. Revenons a l’équation générale (7). On peut en faire
d’autres applications et retrouver, en particulier, un résultat trés
simple et trés élégant, donné par M. Maurice Lévy, au t. LXXVII
des Comptes rendus (').

Supposons que 'on choisisse comme variables indépendantes
deux des coordonnées rectangulaires x, y et le parameétre « de la
famille considérée. Voyons a quelle équation devra satisfaire z,
considérée comme fonction de ces variables. On aura d’abord

0_5
ou

([I) H— _—————
/i pr g
P» > T's s, t désignant, suivant l'usage, les dérivées de z par rap-
porta z et a y. Et il restera a exprimer que cette fonction H, une
fois calculée, satisfait & 'équation aux dérivées partielles en 6.
Cetle équation, il est vrai, est écrite avec les variables indé-
pendantes py, p2, qui sont les paramétres des lignes de courbure.

EXg 4 g =
Si 'on substitue z, y a Pi1s P2, elle prendra évidemment la forme

- 020 020 020 06 L}
(12 AT s SE e e L Ry S e
) 02 ox dy Cc)_y2 : Dd.z' : E()}f o

Pour déterminer les rapports des coefficients A, B, C, D, E, nous

nous appuierons sur sa propriélé caractéristique, et nous écrirons
: 5 i
qu’elle admet les solutlions particuliéres

X, Y, 5, X2+ Y24 32,
Nous obtiendrons ainsi les conditions suivantes :

Di=E =9, AP Bs - G =0,
A(t+p*+2r) + B(pg + 55) + C(14 g2

+3[):0,

(') Levy (MAuRICE), Sur wune réduction de e
tielles du troisicme ordre qui régit les Jamilles
Jaire partie d’un systéme triple orthogonal (
P- 14355 1873).

quation a différences par-
de surfaces susceptibles de
Comptes rendus, t. LXXVII,
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qui permettent d’écrire 'équation sous la forme &)

920
[(r+¢*)s —pgt]o—
(13)

220
el et L i b et L e U

20
()}/2 = 0.

Il suffira d’y remplacer  par la valeur (11) de H, pour obtenir le
résultat de M. Maurice Lévy.

En désignant, pour abréger, par A le premier membre de
I'équation (13), A étant un symbole d’opération, I’équation du troi-
si¢éme ordre deviendra

(14) Al —"0"

50. Il importe de remarquer que l'équation précédente, ou
I'expression seule de H changera, s’applique au cas ol x, y, 5
seraient des coordonnées relatives a des axes qui seraient les
mémes pour tous les points d’une méme surface, mais varieraient
avec u; car ces coordonnées relatives sont des fonctions linéaires
des coordonnées absolues, dont les coefficients dépendent simple-
ment de u; et, par suite, elles conservent toutes les propriétés des
coordonnées absolues sur lesquelles nous nous sommes appuyés.

Nous allons appliquer cette remarque a la détermination des
surfaces invariables de forme qui peuvent, en se déplacant, en-
gendrer une famille de Lamé. A cet effet, nous prendrons des
axes mobiles invariablement liés a la surface et par rapporl aux-
quels elle aura toujours la méme équation, et nous choisirons
comme variables indépendantes z et les coordonnées relatives z,
y- L’équation du probléme sera alors 'équation (14), I'expression
seule de H changera, et nous devons la calculer de nouveau. Il
nous suffira, pour cela, d’appliquer la formule (46) du Chapitre
précédent (n° 40), d’apres laquelle Hdu est égal a la grandeur
du déplacement, quand ce déplacement s’effectue suivant la nor-
male & la surface considérée.

Dans le cas actuel, si 9, du, ¢y du, ¢:du désignent les projec-
tions sur les axes mobiles du déplacement du point de coordon-

(1) Legons sur la théorie des surfaces, n° 108 (I Partie, p. 137V
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nées z, ¥, %, on a

s prdu = dz + (2+ Bz —yy) du,
(15) vydu = dy + (Bo+yxr —az)du,
( vydu = ds + (yo+ay — Bz) du,

a, B, Y %0y B0, Yo désignant les composantes des trois rotations
et des trois translations par lesquelles on passe du systéme d’axes
mobiles aux axes infiniment voisins. La surface de paramétre u
ne variant pas de forme, on aura d’abord

dz = pdz + q dy,
et il faudra joindre a cette équation les deux suivantes :
Vg PO =0, 0y 4+ q9; =0,

par lesquelles on exprime que le déplacement a lieu suivant la
normale. Si dn désigne la grandeur de ce déplacement, on aura

dn=\/vZ + pi 902 du =01+ p2+ g2 du = H du.
Cette équation, jointe aux précédentes, nous donne

(16 pR= o= R — By ey v gz) —BlaX Rl Sg e py).

Vi+p+ g
et I'équation (14) deviendra
‘ 54 l}r—}—(_I_N ?;A z+ps —‘{A (jT—P}f
(17) 1 Vi+pitq? s/n+p2+92 Vi+pie g
P I
— %A %-——3 A ITQA = 0.
( Vi+p+q? ‘/_—r-P‘—r—q‘ VIi+p2t g2

30e > ’ . -
On Pcut] éerire sous une forme plus élégante en introduisant
les cosinus directeurs de la normale, définis par les relations

(18) 2l ST Ser i VL)
9  —U Vi+prig?
Elle devient ainsi

((@A("y—c'z)+ BA(czs —c"a) 4 YA(dx —cy)

(19) ~
([  +adc  —+ BoAc’ + Yo Ac” =5
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Comme elle doit étre satisfaite pour toutes les valeurs de u,
elle se décomposera généralement en plusiears autres.

Par exemple, si 'on veut une surface qui, dans un déplacement
quelconque, engendre une famille de Lam¢, il faudra satisfaire
aux six équations obtlenues en égalant & zéro les coefficients de
%, By ¥, %05 Do, Yo. Clest ce qui a lieu pour les sphéres et les
plans. Sil’on ne veut considérer que des translations quelconques,
il suffira que 'on ait

Ae =0, Ael=o Ac"=o.

Dans tous les cas, on voit que, si I’équation est vérifiée pour deux
déplacements, elle le sera pour tous ceux qui résultent de leur
composition. Cela résulte de sa forme, linéaire par rapport aux
rotations et aux translations.

51. La surface la plus générale sera évidemment celle qui n’en-
gendre que par un seul mouvement une famille de surfaces fai-
sant partie d'un systéme triple. Pour une telle surface, les rap-
ports de ag, 20, Yos % 8,y doivent étre des constantes. Le mouve-
ment de la surface sera donc hélicoidal. Supposons que laxe de
ce mouvement ait été pris pour axe des z, on aura

= Bo=a=B=0, Yo=— kY,

k désignant une constante, et I’équation aux dévivées partielles de
la surface deviendra
gz —pv-+Kk
4 e Ad i
Vi+pi-+ g

(20) =102

D’ailleurs I’équation aux dérivées partlelles du second ordre

Ap =0

admettant toujours l'intégrale
w— (et g h 22) 4 @y & - Gy 433 —+ G4,

U 701 : des solu-
OU gy ooy Cy sont des constantes, on voil quon aura

. S , . R L du troi-
tions partlculmres de I'équation aux dérivées paluelles
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si¢éme ordre (20) en intégrant I'équation du premier ordre
gz —py +k i e : :
(21) T = ao(Z2+ 2+ 32) @ T + @y y -+ a3 5+ a.
V14 piit g2
Si I'on se borne, en particulier, a I’équation
(22) gz —py +k=ayi+p2+ q2,

on obtiendra des surfaces remarquables que 'on peut caracté-
riser par la propriété suivante : elles sont superposables aux sur-
faces qui leur sont paralléles ; leur ¢quation aux dérivées partielles
s'intégre d'ailleurs sans difficulté. Prenons, en effet, comme va-
riables indépendantes les coordonnées semi-polaires

p:‘/:p'—’-;—‘yz, w:arctang%a

Iéquation (22) deviendra

0z 2 0z\2 a? [0z \2
i e — 2+ ] s S e 3|
(2% (0w+l> e <09> e? <0w> f

et sous cette forme on apercoit immédiatement qu’elle admet
une intégrale compléte, somme d’une fonction de p etd’une fonc-
tion de w. Elle a pour expression

1,2
(24) s:hw—'r—lf/lz—!—k?—- e L + C,
= \ ( y—a Gt

et C étant deux constantes. De cette intégrale compléte, qui re-
présente un hélicoide développable, on pourra déduire, par les
procédés connus, I'intégrale générale.

52. 1l reste maintenant & déterminer toutes les surfaces qui
peuvent, en prenant plusieurs mouvements différents, engendrer
une famille de Lamé. Cette question, qui avait été posée dans
notre Cours de 189o-g1, a fait I’objet d’un assez grand nombre de
travaux’; mals.elle 1 a pas encore €té résolue d’une manidre com-
pléte. M. Lucien Lévy a d’abord démontré, en 1891 (1), le ré-
sultat suivant :

'(') LEvy (Luciex), Note sur le déplacement d’une Jigure de Jjorme inya-
riable (Bulletin des Sciences mathematiques, 2* série, t. XV, p -6 mars 18gr)
76 ;
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Les seules surfaces qui puissent, en prenant tous les dépla-
cements paralléles a un plan donné (P), engendrer une fa-
mille de Lamé sont les sphéres, les plans et les cylindres dont
les génératrices rectilignes sont perpendiculaires au plan (P).

Et de la on peut évidemment déduire que :

Les sphéeres et les plans sont les seules surfaces qui puissent,
dans tous les déplacements possibles, engendrer une famille
de Lamé.

En 1895, M. P. Adam a étendu la premiére proposition de
M. Lévy au cas ou, parmi les déplacements paralléles au plan
(P), on se borne a considérer les translations (). A cette occa-
sion, M. Goursat a publié une démonstration géométrique trés
simple par laquelle on peut établir que les sphéres et les plans
sont les seules surfaces qui puissent, dans tous les déplacements
possibles, engendrer une famille de Lamé (?). Enfin, M. J. Ber-
trand a montré de la maniére la plus simple, par la Géométrie,
que la proposition précédente subsiste encore lorsque, au lieu de
tous les déplacements possibles, on considére seulement des
translations (?). Voici la démonstration de M. Bertrand.

Soit (S) la surface cherchée qui, en prenant un mouvement
de translation quelconque, fait naitre une famille de Lamé. Si
I’on prend un point A sur cette surface, et si 'on imprime une
translation arbitraire paralléele a la normale en A, cette normale
sera une trajectoire orthogonale de la famille ainsi engendrée;
elle devra étre, par conséquent, I'intersection de deux surfaces
apparlenant aux deux autres familles qui composent le systéme
triple. Ces deux surfaces seront évidemment des cylindres engen-
drés par la translation des deux lignes de courbure de (S) qui
passent en A. Et de la, il résulte immédiatement q‘u’e'n tout
point de chacune de ces lignes de courbure le plan principal de

(') P. Apam, Sur les systémes orthogonau (Comptes rendus, t. CXXI,

p. 812).

(?) E. GOURSAT, Sur
p- 883).

() J. BERTRAND, Note sur
t. CXXI, p. 921).

les systémes orthogonauz ( Comptes rendus, t. CXXI,

un théoréme de Géométrie (Comptes rendus,
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la surface (S) est paralléle a la normale en A. Ainsi la surface (S)
doit étre telle que, si I'on prend deux quelconques de ses points
sur une méme ligne de courbure, la normale en 'un des points
doit étre parallele au plan principal relatif a 'autre. Done :

Les normales en tous les points d’'une méme ligne de courbure
de (S) sont paralleles 2 un méme plan.

Comme ces normales doivent former une surface développable,
il faudra nécessairement que la ligne de courbure soit plane et
située dans un plan normal & la surface.

La notion de la représentation sphérique montre immédiale-
ment que cette condition ne peut étre réalisée, pour toutes les
lignes de courbure, par aucune surface a lignes de courbure dé-
terminées. Car il n’existe sur la sphére aucun systéme formé de
familles de grands cercles se coupant a angle droit. La surface,
si elle n’est pas développable, est donc nécessairement une
sphére.

Si elle est développable, on reconnait immédiatement, en pre-
nant une de ses lignes de courbure curvilignes, qu’elle se rédait
aun cylindre; et, en effet, la translation d’un cylindre quelconque
fait naitre une famille de Lamé. Mais, dans ce cas, une rotation
autour d’un axe perpendiculaire aux génératrices du cylindre ne
donne plus naissance & une famille de Lamé, a moins que le cy-
lindre ne se réduise a un plan.

On le voit, jusqu'ici le résultat le plus étendu est celui que
I'on doit @ M. Adam, et qui fait connaitre toutes les surfaces qui,

pour deux translations différentes, engendrent une famille de
Lamé.

53. Pour compléter ces indications, je signalerai différentes
recherches de MM. Lucien Lévy et Petot (*) relatives aux surfaces

(') LucieN LEvy, Sur les systémes triplement orthogonaux ou les surfaces
d’une méme famille sont égales entre elles (Journal
t. VIII, p. 351; 1892). — Sur les systémes de surfaces triplement orthogonauzx
(Meémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers de Z’A:ade'mie
royale de Belgique, t. LIV; 1896). — PrTOT (A.), Sur
coordonnées sphériques et sur les systémes triples orthogonauz correspon-
dants ( Comptes rendus, t. CXII, p- 14265 juin 1891). — Sur les surfaces sus-
ceptibles d’engendrer, par un déplacement helicoidal, une famille de Lamé
(Comptes rendus, t. CXVIIL, p. 140g).

de Liouyille, 4 série,

certains systémes de
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qui, par une simple translation ou par un seul mouvement héli-
coidal, engendrent une famille de Lamé. On doit en particulier a
M. Petot une interprétation géométrique élégante de I’équation
fondamentale (17). Voici I’énoncé du résultat obtenu par M. Petot :

La congruence engendrée par la droite qui, pour chaque
point de la surface cherchée, joint les deux centres de cour-
bure géodésique des lignes de courbure appartient a un
complexe linéaire.

Pour établir cette proposition, nous raisonnerons comme 1l
suit :

Considérons un point particulier M de la surface cherchée,
et prenons pour axes des z, des y et des z, les tangentes princi-
pales et la normale en ce point. Le symbole Af prendra la forme
simple

(t—r) —ﬂ—:
dx dy

et si 'on remarque que p, ¢, s sont nulles pour le point M, on
verra facilement que 'équation (17) se réduit a la suivante

¥ S ds ds
(25) *{(t—l')+aob;+@oa;:0.

Or, un calcul facile donne les coordonnées des centres de cour-
bure géodésique des deux lignes de courbure et, par smte,. les
équations de la droite qui réunit ces deux points. Ces équations
sont les suivantes :

s
_0s v

=05 x(—);—“ C—)';,:t—"-

La condition (25) exprime que le point de coordonnées

=80 =% 4 ge trouve sur la droite précédente. Or ce point, on
k o 15é <t le foyer du plan tangent dans le mou-
le reconnaitra aisément, est le 10}y P g

vement hélicoidal qui engendre la famille de Lamé. Ainsi se
trouve établi le résultat de M. Petot :

Le foyer du plan tangent a ta surface dont le mouvement
Lélicoidal engendre une famille de Lamé se trouve en ligne
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droite avec les deuzx centres de courbure géodésique des deux
lignes de courbure relatifs au point de contact du plan tan-
gent.

En d’autres termes
2

Siune surface (S) engendre, dans un mouvement hélicoidal,
une famille de Lamé, la droite qui, dans chacun de ses plans
tangents, joint les deux centres de courbure géodésique des
lignes de courbure pour le point de contact de ce plan appar-
tient au compleze linéaire des droites qui, dans le mouvement
hélicoidal considéré, sont normales auz vitesses de tous leurs
points.

Si I'on revient aux axes primitifs, on pourra énoncer la con-
clusion suivante : Les six quantités

Ac, Ac', Al A(c"y —c'z), A(cs — "), A(c'w —cy)
sont liées, dans tous les cas, par la relation identique
(26) Ac A(c"y —e'z) + Ac'A(es—c"z) + Ac’A(c¢'w —cy) = o;

par suite, il existe une droite, déterminée par les trois équations,
toujours compatibles,

LNST— Y Ael = A(c's — "),
(27) X Ac” — 7 Ac =A(c"z — cz),
YoAc =Xkt Aley —c'w),

ot X, Y, Z désignent les coordonnées courantes.
Cette droite, située dans le plan tangent de 1a surface, y joint
les centres de courbure géodésique des deux lignes de courbure

B

(‘? Au moment ou simprime cette partie de mes Lecons, M. E. Cosserat com-
munique a FAcadémie des Sciences (Comptes rendus, t. CXXIV p- 1426;
NE et S i . . Gt ‘ i ’ : ?
juin 1897) un élégant théoréme qui peut s’énoncer comme il suit :

La cyclide de Dupin preut engendrer une famille de Lamé

“p dans une infinité
de mouvements differents; ces mouvements resultent de |

a composition de
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54. Dans les développements qui précédent, nous avons sup-
posé que 'équation de la famille de surfaces était résolue, soit par
rapport & u, soit par rapport & z. Nous considérerons maintenant
le cas ol cette équation est de la forme générale

(28) (P(.Z‘,}’,Z, u)=o0

et ne peut étre résolue par rapport a I'une des variables qu’elle
contient. La quantité que nous avons désignée par H aura ici
pour valeur

(29)

deuzx rotations autour des droites D, A, par lesquelles passent les plans des
deuz séries de lignes de courbure de la surface.

On peut rattacher la démonstration de ce résultat aux remarques suivantes :

Considérons une famille de sphéres (S) ayant leurs centres sur une ligne
droite D. Leurs trajectoires orthogonales sont situées dans des plans passant
par D. Si, sur une des sphéres (S;), on trace une courbe quelconque (G, ), toutes
les trajectoires orthogonales qui rencontrent (C,) engendreront une surface (J;)
dont elles seront des lignes de courbure planes. Les autres lignes de courbure
de (J,) seront situées sur les sphéres (S). Cette surface appartiendra donc a la
classe de celles qui ont été déterminées par Joachimsthal et dont il est question
aux ne* 92 et suiv. des Lecons sur la theéorie des surfaces (I Partie, Livre 1II,
Chap. I). ;

Faisons tourner autour de D la surface (J,); ses positions successiyes (J), ¢tant
coupées a angle droit et suivant des lignes de courbu?e par les sp}}ért?s (S35
engendreront une famille de Lamé, en vertu de la réciproque du théoréme de
Dupin.

Pour obtenir la troisieme famille qui, avec les sphéres (S) et les surfaces (J),
compléte le systéme triple, il faudra. constl_"ulre sur l.a'sphére (S,) toutes les
courbes (D,) qui coupent 3 angle droit les fi]VEI‘SCS positions de la ‘courbe.(Cﬂ)
de D. Les trajectoires orthogonales des sphéres qui ren-

lorsqu’elle tourne autour :
engendrent des surfaces (K) qui formeront la

contrent une méme courbe (Dy)

troisieme famille cherchée. . :
Parmi les courbes (D,), quelques-unes se véduiront 2 des cercles; ce sont celles

qui partent des points oul la tangente a (G,) est située da.ns un méme plan avec D.
Toutes les autres seront identiques de forme et se déduiront de 'une d’elles par
une simple rotation autour de D. On les déterminera paf une quadrature.

Il y aura des propriétés analogues pour les surfaceg (K). Quelques-unes seront
de révolution ; les autres seront identiques et se déduiront de l'une d’elles par une
rotation autour de D. - ik

La cyclide de Dupin pouvant, de deux maniéres différentes, tre regardée

comme une surface de Joachimsthal, on retrouve ainsi la proposition de M. Cos-

serat.
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ou, en posantg% =— ¢’ et conservant les notations précédentes,

’

(30) HE=—=s i =

VS 57

-

-G
o
W

Toutes les équations qui nous ont servi de point de départ !

(31) Dyic—o) St — 0, <P ;c W) —9)

subsistent sans modification quand on y remplace u par o, en
traitant, dans les dérivations, # comme une constante. En effet,
comme ces équations sont celles qui déterminent les directions
principales, et comme z demeure constante pour chaque surface,
il importe peu que Péquation de la famille soit résolue, ou non,
par rapport a . Ainsi on aura

(32) 8?0:0, S?ov:o, E E ViWr Qi = o.

Quant & I'équation du troisieme ordre, elle est toujours la méme

(33) EEWW/;HM-:O;

el comme on peut la mettre sous la forme

(34) d8H—H;dar—H2[ZSy—I{3d83:o,

qui ne contient que des différentielles prises en laissant # con-
stant, on pourra supposer que les dérivées de H Y soient prises

€n supposant « constant. En éliminant Yi, Wk, On trouvera comme
précédemment

| Hy H,, Hj; Ha, Hy; Hy,
P11 P22 ©3 P23 P13 Pio |
|
L I 1 1 o (o B
(35) sy | =03
; . 5
! T ) D3 P2 r
0 20, o ®; © oy |
DAY LR es Coe g o J

mais ici toutes les dérivées doivent étre prises en laissant & con-
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stant. On voit qu’en définitive I’équation exprime une relation
entre les dérivées partielles par rapport & z, y, 5 des deux fone-

. / 90 e 0 , £ .
tions ¢ et 9'= 5 - D’ailleurs, cette relation n’est pas nécessaire-

ment identique, et il suffit qu’elle soit une conséquence de la
relation qui lie « a z, y, z.

L’équation précédente, étant mise sous forme irrationnelle, ne
peut toujours étre employée utilement. Aussi allons-nous la cal-
culer dans sa forme rationnelle et entiére. A cet effet, reprenons
I’équation

(36) Zvicvk?y‘ — 0

et appliquons-lui la méthode déja suivie plus haut (n° 10 et suiv.).
Prenons le 6, du premier membre; on aura évidemment

~
\ O E E ViWEPin = E E W 9ikOp 9
(37) ¢
’ ' N ' N o
= Viﬁ?iko‘{,wlc—l‘ V[(v/fo-‘g\q'/c.

D’autre part, la différentiation des deux équations

~

?0:0, 0?“120

o2

(38)

nous donne les relations

1T ] R e
p; - 0p9i + Ui0pP =0,

o2

" i N
( )9) t '3:? Wi+ D ©f = UL Ow ol — 0.

T

Remplacant w;, tx Par leurs valeurs, on trouve

~ ~ O e r.
0p ¥ -+ 0p Qi _;TOV“? = 0,
? .
, ¢
(40) - e Rt B
S, W == OwPhk — ?Ow‘? = 0.
I

On a, d’autre part,

r

<
E o it~ @ Ot = E S bineek 2 2
(4 1) aq, ik = PrPikh 7 P CpU = PrPikh t?' Phs

h h

Tenant compte de ces derniéres relations, on raménera I’équa-
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tion du troisiéme ordre 3 la forme

(42) '3y E Eviwk?z‘.kz E EBilsViWIc:‘)v

ou l'on aura

Bip= 10" E (PR ik — 291982)
= 3
(43)
? -+ ¢} Elfehswm+ P Z PrPiR— Py Z:w
h h =

On obtiendra ainsi I’équation finale

Bll B22 B33 B23 Bla Bl‘z

P11 P22 P33z Paz @3 P12

1 I 1 o o o
(44) ] i =
291 © o 0 P3P
0 920, o ©3 () ©q
o 293 P2 F1 o

qui n’est pas beaucoup plus compliquée que celle ou figure la
fonction u. Ce résultat offrira quelque intérét si 'on songe au

nombre de termes qu’aurait pu introduire le calcul des dérivées
secondes et troisiémes de u, considér

ée comme fonclion implicite
de z, y, =. ‘

En développant le déterminant, on trouvera

?f[Bza(?n— ©33) +?23(333*Bzz)] .

¢2[2B139s3— 2 B,, P21+ (Bya— Bjj)

Q131 Bw(iﬁ’ua — 039)] +...
?3[2B1392s— 2B3;305y + (Bas— B3s) 915+ Bia (925 — 033)] +. ..
©
;

+ 019203[Byy (@20 — ?33) + Baa(033 — 04y) 4 Bss (911 — 952)] = o,
les termes non écrits se déduisant de ceux des trois premiéres

lignes par des permutations circulaires.



CHAPITRE V.

LES FAMILLES DE LAME FORMEES AVEC DES QUADRIQUES.

On cherche d’abord la condition pour que des quadriques a centre unique, ayant
les mémes plans principaux, forment une famille de Lamé, et I’on est conduit,
en appliquant la méthode générale du Chapitre précédent, a une relation dif-
férentielle entre les axes, qui a été obtenue dés 1867 par M. Maurice Lévy. —
On fait aussi connaitre la méthode suivie par M. Maurice Lévy, ainsi que lin-
terprétation géométrique qu’il en a donnée : la relation différentielle exprime
que 'une quelconque des lignes ombilicales, c’est-a-dire 'une quelconque des
lignes décrites par les ombilics, est normale aux surfaces qui composent la fa-
mille. — Il résulte de la que les familles de quadriques cherchées sont déter-
minées dés que l'on se donne a priori une ligne plane quelconque qui seryira
de ligne ombilicale. — C’est ce que permettent d’ailleurs d’établir quelques
considérations de Géométrie pure relatives aux ombilics des quadriques. — Le
cas particulier o I'une des lignes ombilicales se réduit a une droite a été ren-
contré par M. G. Humbert. Alors les onze autres lignes ombilicales sont des
droites, et les surfaces qui composent la famille, tangentes & huit plans iso-
tropes, font aussi partie d'un réseau ponctuel ; on peut déterminer les deux

autres familles qui complétent le systéme triple. — Cas ou l'une des lignes
ombilicales est un cercle, une conique, etc. — Revenant au probléme général,

on remarque qu'on peut encore le résoudre sans employer la ligne ombilicale
et par une méthode directe qui peut se rattacher a un principe général. —
Applications particuliéres de cette nouvelle méthode. — La proposition relative
aux lignes ombilicales ne s’applique pas seulement aux familles composées de
surfaces du second degré; on peut établir qu'elle est vraie pour des surfaces
quelconques formant une famille de Lamé; la démonstration repose sur la con-
sidération de la forme des lignes de courbure dans le voisinage d'un ombilic.
— Cetle proposition générale, une fois établie, conduit & la conséquence sui-
vante - si des quadriques a axes inégaux forment une famille de Lamé, les plans
principaux de ces surfaces coincident nécess?irement; par suite, les recherches
précédentes n’ont pas un caractére aussi particulier qu'on aurait pu le supposer,
et elles font connaitre toutes les familles de Lamé composées de quadriques a
axes inégaux. — D’une maniére générale, on peut énoncer la proposilion sui-
vante : si une famille de Lamé est composée de surfaces ayant chacune des
plans de symétrie, les plans de symétrie de ces surfaces doivent coincider,
excepté dans certains cas particuliers qui sont nettement indiqués. — Démons-
tration de cette proposition générale; son application aux surfaces du second
degré; son interprétation géométrique..Simple énoncé d’u.ne propositi9n ana-
logue relative aux surfaces anallagmatiques. — Le Chapitre se termine par
Pétude d’un probléme qui doit conduire encore a des familles de Lamé formées
de quadriques : on sait que les surfaces lieux des points tels que la somme
ou la différence de leurs distances a deux surfaces fixes (A ), (B) soit con-
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stante forment un systéme double orthogonal, c’est-a-dire se distribuent en
deux familles distinctes de surfaces orthogonales : on demande dans quel cas on
peut compléter le systéme et adjoindre aux deux familles différentes une troi-
si¢me famille composée de surfaces coupant les précédentes a angle droit. —
Mise en équation du probléme; on démontre par la Géométrie que, si I'on né-
glige des solutions déja ¢tudiées, cette troisiéme famille doit étre composée de
surfaces du second degré dont les génératrices rectilignes seront les normales
aux surfaces (A) et (B). — Les axes de ces quadriques doivent satisfaire 3 des
équations différentielles qui se rencontrent dans la théorie des fonections ellip-
liques et qui ont été, pour la premiére fois, intégrées par Halphen. — Intégra-
tion nouvelle de ces équations. — Cas particulier des surfaces dépourvues de
centre, traité par une méthode directe; les fonctions elliptiques sont remplacées
par des logarithmes, sauf dans un cas spécial ot la solution devient algébrique
et a déja été donnée par M. J.-A. Serret. — Démonstration géométrique simple
relative & ce cas spécial. — Indication d’un sujet de recherche relatif aux
lignes de courbure de la surface lieu des points pour lesquels la somme ou la
différence des distances a4 deux droites fixes est constante.

35. Nous allons faire des applications de Uéquation démontrée
ala fin du Chapitre précédent, et nous chercherons d’abord tous
les systémes orthogonaux qui comprennent une famille formée de
surfaces & centre du second degré, ayant toutes les mémes plans
principaux.

Soit
® A

e ; : ¢ . :
Péquation de ces surfaces, ou A, B, Csont des fonctions inconnues
du paramétre u de la famille. En exprimant que I'équation (45)
du Chapitre précédent est vérifiée, on trouvera

@ z2
z;yz(x L E)[(B—C)AzZA+(C—A)BdB +(A— B)CAC]=o.

2 2

On devra done avoir, entre les trois fonctions A, B, C, la rela-
tion différentielle

(2) (B—~C)AdA+(C—A)BdB+(A—B)CdC:o.

Clest I'équation obtenue par M. Maurice Lévy en 1867 ('). Nous

(') LEvY (MAURICE), Mémoire sur les coordonnées curvilignes orthogonales
et en particulier sur celles qui comprennent une famille quelconque de sur-
Jaces du second degré (Journal de I’Ecole Polytechnique, 43¢ Cahier, p. 157)

. I57).
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allons reproduire d’ailleurs le raisonnement direct par lequel
I'éminent géométre a établi cette condition.

Les surfaces orthogonales  la famille définie par I’équation (1)
peuvent évidemment étre déterminées de la maniére suivante :
comme, d’aprés le théoréme de Dupin, elles coupent les surfaces
données suivant leurs lignes de courbure, elles sont individuelle-
ment engendrées par ces lignes de courbure, et I'équation de
chacune d’elles (Z) résultera de I'élimination de u entre I'équa-
tion (1) et la suivante

22 2 z2

(3) X bl G

T,

ou ¢ sera une fonction de u a déterminer. D’ailleurs, pour une
valeur donnée de w, cetle derniére équation représente une sur-
face homofocale et orthogonale a celle qui est définie par I'équa-
tion (1); il faudra donc que, lorsqu’on considérera a part les
surfaces représentées par I’équation précédente (3), leur enve-
loppe coincide avec la surface (X). Donc I’équation

; d(A— (et d(C-t)52:o
(4) (A —1) (B —1¢) (C—1¢)2 %

obtenue en différentiant par rapport a « la précédente (3), devra
étre une simple conséquence des équations (1) et (3).

Or, en retranchant ces deux équations membre & membre, on
obtient la suivante

72 2 22

= ; : Y —+ =10
(3) ACA =) BB Y (=) ?

! - . ’ o by 22 .

qui est homogeéne et doit, par suite, se réduire a 1 équation (4).
En écrivant donc que les deux équations ont leurs coefficients
Proportionne]s, on trouvera

A(dA —dt) _ B(dB—dt) C(dC— dt)
(6) AR S S S e S (R T

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les qua-
driques définies par 'équation (1) forment une famille de Lamé.
Ces conditions résultent de 1'élimination des fonctions arbi-

D. 7
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traires m et n entre les équations suivantes

AdA =(mA -+ n)du,
() BdB =(mB + n)du, tdt =(mt~+n)du;
CGdC=(mC <+ n)du;

de sorte que A, B, C seront trois solutions particuliéres d'une
équation différentielle de la forme suivante :

(8) ydy =(my +n)du,

ou m et n désignent deux fonctions arbitrairement choisies de u;
¢ en sera la solution générale, et la constante arbitraire qui entrera
dans cette solution sera, suivant les limites entre lesquelles elle va-
riera, le paramétre de I'une ou 'autre des deux familles qui com-
plétent le systéme orthogonal.

En remplacant u par une fonction convenablement choisie, on
peut toujours réduire & I'unité 'une des fonctions m, n. Ainsi la
solution précédente ne comporte qu’une fonction arbitraire d’une
variable.

36. Sil’on élimine m et 7 entre les trois premiéres relations (),
on retrouve, comme il fallait s’y attendre, la condition (2).
M. Maurice Lévy a donné une interprétation géométrique de
cette relation différentielle. Désignons sous le nom de ligne om-
bilicale 1a ligne engendrée par I'un des ombilics des surfaces qui
composent la famille donnée : la condition (2) exprime que cette
ligne ombilicale est normale & toutes les surfaces.

On peut, comme il suit, confirmer celte interprétation. Consi-
dérons, par exemple, les ombilics définis par les équations

22y 22 2

o SRS R Tap R e e a

Pour que la ligne ombilicale soit normale 3 la surface, il faudra
que lon ait

(10) A

L’élimination de z, J entre ces équations conduit précisément
a la relation différentielle (2).
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Les équations (9), (10) peuvent étre résolues par rapport 4 A,
B, C et nous donnent

_ z(wdr + ydy)
= dz

_ Y(zdz +ydy)

(11) ] B — TR o i
2y (dx?+ dy?)
dx dy ]

A

2

C=

Ces expressions de A, B, C donnent évidemment la solution de
I'équation générale (2). On voit que la famille de quadriques est
déterminée dés que l'on connait une de ses lignes ombilicales.
Quelques remarques de pure Géométrie vont nous permetire de
rendre compte de ce fait intéressant.

57. Rappelons d’abord quelques résuliats trés simples, relatifs
a la disposition des ombilics sur une quadrique.

Ces ombilics sont évidemment les points ou se croisent deux
génératrices rectilignes isotropes de la surface. Or, comme il y a
quatre points d'intersection de la surface avec le cercle 1maginaire
de I'infini, ily a sur la surface huit génératrices isotropes, qui se
coupent d’abord en ces quatre points, puis en douze autres points,
a distance finie, qui sont les ombilics. Ces huit généralrices iso-
tropes forment six quadrilatéres gauches dont les sommets sont
des ombilics, et chacun de ces quadrilatéres est situé sur une
sphére, qui est tangente a la quadrique aux quatre sommets dua
quadrilatere. On a ainsi trois couples de sphéres qui ont leur
centre sur les axes. Quatre au plus des ombilics sont réels.

D’apres cela, soit (L) une ligne ombilicale et M un de ses points.
Construisons les deux droites isotropes situées dans le plan
normal & (L) en ce point. Ces deux droites (d), (d') seront évi-
demment symétriques par rapport au plan de (L), et elles devront
appartenir & celle des quadriques qui est normale en M a (L).
Cette quadrique, dont les plans de symétrie sont don nés, sera évi-
demment déterminée par la condition de contenir trois points de
(d), et alors elle contiendra aussi (d') pour raison de symétrie.
Donc, les axes A, B, C devaient s’exprimer, comme nous ’avons

; . d
trouvé, en fonction de z, y, ;l%
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Si une sphére de rayon nul décrit la ligne (L), elle a pour
enveloppe une développable isotrope (A) qu’elle touche a chaque
instant suivant les droites (d), (d'). Comme ces droites sont des
généralrices isotropes des quadriques, on peut conclure :

1° Que la développable (A) est tangente a toutes les quadriques
de la famille qui admet (L) pour ligne ombilicale;

2° Que les sections de (A) par les autres plans principaux sont
des lignes ombilicales situées dans ces plans.

Cette proposition nous conduit immédiatement A une intéres-
sante conséquence, signalée par M. G. Humbert (*). Si l'une des
lignes ombilicales est une droite, la développable (A) se réduit a
deux plans isotropes; les quadriques sont tangentes a ces deux
plans; et, par suite, elles sont aussi tangentes a six autres plans,
symétriques des premiers, soit par rapport au centre, soit par
rapport aux deux plans principaux qul ne contiennent pas la
droite ombilicale. Les onze autres lignes ombilicales sont donc des
droites.

De méme, si I'une des lignes ombilicales est un cercle, la dé-
veloppable isotrope passant par ce cercle se réduita deux sphéres
de rayon nul ; toutes les autres lignes ombilicales sont des cercles
situés sur ces sphéres de rayon nul, ou sur d’autres sphéres symé-
triques des premiéres, soit par rapport au centre, soit par rapport
a des plans principaux.

En particulier, si quatre ombilics situés dans un méme plan
principal sont fixes, les autres lignes ombilicales sont des cercles,
et les quadriques forment une famille de Lamé.

Les sarfaces homofocales ordinaires sont caractérisées par cette
propriété que l'une des lignes ombilicales est une conique admet-
tant les axes de symétrie des surfaces elles-mémes.

58. Le cas signalé par M. Humbert donne lieu & des formules
particuliérement intéressantes. Supposons que 'un des ombilics,

celui, par exemple, qui est donné par les formules (9), décrive

(') G. HumBert, Sur les normales auz quadrigues (C

omptes rendus, t. CXI,
p- 963; décembre 18qo).
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la droite définie par les équations

x =W+ Ccos o
(2) { 8) o5
Y = (u#+a)sing,

ou o, 3, v sont des constantes et z un paramétre variable.
L’application des formules (11) nous donnera, pour les axes,
des expressions trés élégantes

(13) A=(u+B)(u+y), B=(u+a)(u+y), C=(u -F“)(l‘+ 8)
la constante y étant déterminéé par la relation
(14) ocsin’-’cp'fpc-os??:.*(.
Les quadriques auront pour équation
(15) (w+a)z2+(u—+B)y2+(u—+7y)s2=(u—+a)(u-+ B)(u+1).

Elles feront partie a la fois d’un réseau ponctuel et d’un réseau
tangentiel. Leurs huit points communs se confondront, deux par
deux, avec les quatre points fixes ou elles rencontrent le cercle de
Uinfini, et elles seront toutes tangentes aux droites qui joignent
ces quatre points au centre.

L’équation qui déterminerait les surfaces trajectoires orthogo-
nales serait ici la suivante

(16) tg?i:t(3u+1—i—ﬁ—:—*{)—(u+a)(u+ﬁ)(u—i—y).

On en connait trois solutions particuliéres :
(17) t=(u-+B8)(u+7y), t=(w+a)(e+7) t=(u-+a)(u+B).

M. Humbert a montré qu’on peut I'intégrer par I'application
d’une méthode que j’ai fait connaitre autrefois (*), et qui permet
d’obtenir I'intégrale générale, quand on connait un nombre suffi-
sant de solutions particuliéres.

(') Voir différentes Communications dans les Comptes rendus (t. LXXXVI,
1 semestre 1878) et le Mémoire sur les équations différentielles algébriques du

: : : a : , y
premier ordre et du premier degré en E}E/ (Bulletin des Sciences mathema-

tiques, 2° série, t. II).
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L’application de cette méthode donne ici I'intégrale générale
sulvante

[2—(u+B)(w—+1)]B—V[t—(u— @) (2w —+ y)]r—=
<[t —(u + a)(u + B)]*—B = const.

(18)
de I’équation (16).

89. Revenons au cas général ; la relation différentielle entre les
carrés des axes appartient a la classe de celles qui ont été I'objet
des recherches de Pfaff. Nous en avons donné unc premiére solu-
tion générale en employant le théoréme de M. Maurice Lévy,
relatif a la ligne ombilicale. On peut encore la résoudre de la
maniére suivante :

Mettons-la sous la forme ()

B(C—A)d(B —A)=C(B—A)d(C—A).

Si’on pose, en excluant le systéme des surfaces homofocales,
(19) C—A=u, e N

elle deviendra
Bd(ut)= Ct du,

B s e e A AT T
(') Cette solution nouvelle peut se rattacher a un principe général :

Supposons qu'on veuille trouver les fonctions d’une variable les plus générales
satisfaisant a une ¢quation telle que la suivante

de—i—Mdy+Nd:.:o,

ol L, M, N sont des fonctions connues de Ty ¥y

z. Si l'on connait une solution
particuliére fournie par les équations

t:?(xv)’r %), V:‘P(x)}':z):

ol ¢ et ¢ désignent deux constantes arbitraires, il suffira de substituer a deux des

variables, & z et a y par exemple, les fonctions £ et g, L’équation & résoudre
prendra la forme

L'dt+ M dy + N'ds — 0;
mais, comme elle doit étre vérifiée par les hypothéses d¢ — 9, dv = o, N’ sera nul
et il viendra simplement

L' dt + M do = o,

équation qui fournira z et permet de prendre pour ¢ une fonction quelconque de ¢.
Ici on peut prendre pour ¢ et ¢ les différences B — A, C—A.
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ou encore
Budt=(C—B)tdu= u(1—t)tdu.

Cette équation, jointe aux précédentes, permet d’obtenir les
valeurs de A, B, C, et I'on trouve ainsi

()

A= tdit[u(l—-t)],

(20) { B:(I—t)z‘fl—‘:,
C=(1—1) d(‘;:t)-

Ces formules résolvent la question proposée ; il suffira d’y
prendre pour « une fonction quelconque de ¢. De méme que la
précédente, cette nouvelle solution montre qu’il y aura une infi-
nité de familles de Lamé algébriques, formées avec des quadriques
a plans principaux communs.

Comme application, proposons-nous de rechercher si toutes les
quadriques de la famille peuvent faire partie d'un réseau tan-
gentiel, c’est-a-dire sont tangentes & huit plans définis par des
équations telles que les suivantes :

EmaeEny =ps=gq.
[l faudra que A, B, C satisfassent a la relation
(21) m2A + n2B + p2C = g2
Si I’on substitue les valeurs (20) de A, B, C et si 'on pose

s2 = m?2+ n?+ p?,
il viendra I’équation

(22) $2l([——t)%%‘—1—[172——(7212—i—p2)t]u=q‘2.
Si s2 est nul, on se trouve dans le cas spécial signalé par
M. Humbert et auquel correspondent les expressions (13) de A,

B, C. Sinon on obtient une équation linéaire dont I'intégrale gé-
nérale sera

2 m P it
(23) uzqs—z(x—t) sHgi a2 [Cl—;—f(l—t)-"‘ L 1dt],

C, désignant une constante arbitraire.
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60. En terminant ce qui concerne les systémes orthogonaux
précédents, nous présenterons les deux remarques sulvantes :

D’abord, la proposition relative & la ligne ombilicale qui nous
a été utile dans I'étude de ces systemes se rattache a la proposi-
tion plus générale suivante, que le lecteur trouvera dans le Mé-
moire déja cité de M. Maurice Lévy.

Si Uon construit les lignes ombilicales pour toutes les sur-
Jaces qui forment une famille quelconque de Lamé, chacune
de ces lignes est une trajectoire orthogonale pour toutes les
surfaces dont elle contient un ombilic.

Pour établir cette proposition, il importe de rappeler une pro-
priété caractéristique des lignes de courbure dans le voisinage
d’un ombilic (*). Si I’on prend d’abord un point ordinaire M sur
une surface, il passe en général deux lignes de courbure par ce
point ; et si l'on trace (fig. 3a) une petite courbe fermée con-
vexe (C) autour de M, les arcs de ces deux lignes de courbure
situés a I'intérieur de (C) ont, pour chacune d’elles, des tangentes
faisant un angle infiniment petitavec la tangente en M; ou, si ’'on
veut, les droites qui joignent chaque point d’une ligne de cour-
bure & M font un angle infiniment petit avec la tangente en M,
tant que le point considéré est i I'intérieur de (C). Les trajec-
toires orthogonales qui partent des différents points de (C)forment
un tube, et ce tube est partagé en quatre cloisons par les trajec-
toires orthogonales qui rencontrent 'une ou lautre des deux
lignes de courbure qui se croisent en M.

Au contraire, pour un ombilic, il y aura, a l'intériear de la

courbe (C), des parties de lignes de courbure Jouissant de pro-
priétés toutes différentes

la tangente en chaque point de
Pune de ces lignes tournera

d’un angle fini quand le point se
déplacera sur la ligne elle-méme sans sortir de la région limitée

par la courbe (C) (fig. 3b). Cette Propriété se conservera éyi-
demment sur toutes les autres surfaces de la famille, aux environs
du point ou elles sont coupées par la trajectoire orthogonale
issue de M; et, par conséquent, ce point sera aussi un ombilic.
e IR 8 T e oy

(') Lecons sur la Théorie des surfaces (IVe P

artie, Note VII, p. 448).
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Ainsi se trouve démontrée la proposition de M. Maurice Lévy.
Dans le cas des surfaces du second degré, on en déduit immé-
diatement le corollaire suivant :

Si des surfaces du second degré a azes inégaux forment
une famille de Lamé, les plans principauz de toutes ces sur-
faces coincident nécessairement.

En effet, soit (2)I'une de ces surfaces et M un de ses ombilies,
situé dans un des plans principaux (P). Puisque la ligne ombili-
cale décrite par M est normale & (), il faudra que sa tangente

Fig. 3a. Fig. 3b.

()

©)

en M soit située dans le plan (P). Donc, si I'on considére les po-
sitions successives du plan (P), il faudra, ou bien qu’elles coin-
cident, ou bien que la caractéristique de (P), ¢’est-a-dire son
intersection avec le plan infiniment voisin, passe par M. Or, il est
impossible que la caractéristique de (P) passe par les quatre ombi-
lics situés dans le plan (P). Donc, ce plan de symétrie devra
étre commun & loutes les surfaces.

61. On voit ainsi que la recherche des familles de Lamé
formées avec des quadriques a centre unique et & axes inégaux se
raméne a I’étude du cas, en apparence si particulier, que nous ve-
nons d’examiner. Au reste, ce résultat peut se rattacher a une
proposition plus générale et plus large que nous allons établir.
Nous allons montrer que, si une famille de Lamé est composée de
surfaces ayant chacune un plan de symétrie, les plans de symétrie
de toutes ces surfaces doivent coincider, excepté dans certains
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cas particuliers qui sont nettement indiqués par la démonstration
elle-méme (4.

Pour établir cette proposition, nous ferons usage d’'une pro-
priété, déja signalée au n° 34, de I'équation aux dérivées partielles
du troisiéme ordre qui définit le paramétre d’une famille de
Lamé. Cette équation peut étre considérée comme établissant une

: o . : 0
relation entre les dérivées partielles de deux fonctions peto'= i;

prises par rapport a z, y, s seulement. On pourra donec, dans
I’étude du probleme, rapporter les surfaces a des axes qui seront
variables quand on passera d’une surface i une autre, a la seule
condition de calculer exactement .

Alors les coordonnées Z, ¥, s d'un point fixe de Iespace seront
des fonctions de z dont les dérivées par rapport a cette variable
seront données par des équations de la forme

oxr d 03

S

; L O R e T AN o ol e
(24) ()_u—“c»"'—pv—{.}’; ou Py YT —uaxz, m-‘{0*“.}’_3x7

a B, v, %0, Bo, Yo étant les composantes, changées de signe, des
trois rotations et des trois translations par lesquelles on passe du
systéme d’axes choisi & celuj qui se rapporte a la surface infini-
ment voisine de paramétre « 4 du. Soit done

(25) "P(‘Z‘,_}/,Z, u)=o

)z . 7 A s : o e
Péquation de la surface rapportée a des axes mobiles. La dérivée
du premier membre par rapport a u sera

) 99 dxr  Jdo Iy do oz
ou " oz gu dy du ' 9z Ju’
ou

>
-6

ou TP (% +Bs—7vy) 4 o, (Bt 12 —az) 4 03(yo+ay — Ba).

Telle est I'expression qu’il faut metire dans I a la place de 9/,

(*) Le lecteur reconnaitra aisément

€xiste pour chaque surface, non plus un plan de symeétrie, mais seulement un ou
plusieurs plans qui coupent partout la surface & angle droit.
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ce qui donne

do
L+ oy (2o+Ba—y))+92(Bo+ Y2 —22)+ 93 (Yo+2y —Bz)
(a6 H= 22

e >
25y 2 2
\/? = Ps o
formule que I'on pourrait encore obtenir en suivant la méthode
développée au n° 50.
Cela posé, reprenons l'équation du troisiéme ordre, sous la
forme donnée au n° 44,

92H
dx2

(27) dz 8z +...= 0}

et supposons que les axes mobiles aient été choisis de telle ma-
niére que le plan des zy soit le plan de symétrie de la surface. Si
I'on affecte le symbole & a la ligne de courbure suivant laquelle
ce plan de symétrie coupe la surface, on aura

o7

5
dz = o, =iy 9p—103

de sorte que 'équation précédente se réduira a la forme simple

L [ H o H o o fOH\
0z <UT-03 dx + d—},dzdy> _ozd(g> = 0.
On aura donc, en tous les points de la section (K) par le plan
de symétrie,

oH
(28) e const.

JH
11 reste a calculer "

Or on peut évidemment supposer que Péquation (25) de la
surface ne contienne que les puissances paires de z. Il en sera

do 2 . e
02, 550 @35 et, par suite, les dérivées de

ces fonctions par rapport & 5 s’annuleront avec s, c’est-a-dire

donc de méme de 9;, @

pour tous les points du plan de symétrie.

Cette remarque bien simple nous montre que, pour tous les
points de ce plan, expression de H donnée par la formule (26)
aura pour dérivée, par rapport & 5, 'expression

(29) ) ﬂz Boy— ape—+ '?33(Yo+a)’—ﬁz-‘),

% Vol +e3
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de sorte que I’équation suivante
(30) [(391—acgng—i—%;,(yo—%—ay—ﬁx)]":Cz(?;"ﬂ—?;’),

ou C désigne une constante, devra étre vérifiée en tous les points
de la section (K).

Si o, 8, v, et G ne sont pas nulles, cette équation ne se réduira
pas a une identité. Supposons que la forme des surfaces choisies
la rende impossible : il faudra que 'on ait

(31) a:B:Yo:o, CZO.

Or les trois premiéres ¢quations expriment que, lorsqu’on passe
d’une surface 2 la surface infiniment voisine, le mouvement du
systéme d’axes choisi est tel que le plan des zy glisse sur lui-
méme. Donc ce plan de symétrie demeurera invariable et res-
tera le méme pour toutes les surfaces.

62. Appliquons ces remarques aux surfaces du second degré.
La section par le plan principal ayant pour équation

(32) o(z,7)=o,

on devra avoir la relation (30) out o3, sera nécessairement une
constante. Si ( n’est pas nulle, I’¢quation (30) représentera
donc une conique qui devra étre identique a la section de la sur-
face par son plan de symétrie. On déduit de la, et de la compa-

raison des deux équations (30) et (32), que les droites représen-
tées par les équations

P19/ —1=0
sont tangentes a la section principale; ce qui ne peut arriver, on
<) e - ’ N . L b
S €n assure aisément, que dans le cas oy cette section se réduit a

un cercle, ou bien 4 deux droites, ¢’est-a-dire lorsquela quadrique

se réduit & un céne ou 3 une surface de révolution. On sait, en
effet, que, dans 'un et Pautre cas, les quadriques peuvent faire
partie d’une famille de Lamé sans que leurs plans de symétrie
coincident. Laissons done cette hypothése de coté, et faisons
C= 0.

Supposons, en outre, pour embrasser tous les cas, la section

principale rapportée a un de ses axes de symétrie et 3 la langente
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au sommet, de sorte que I’équation de la surface deviendra

ha?+ opx+ ky?+ 132=o.

-

Alors on devra avoir, pour tous les points de la section principale,
B(ha + p) —aky +I(yo+2y —Bz)=o,
ce qui entraine nécessairement les conditions
B(h—1)=o, a(k—1)=o, lyo—+ Bp. = o.

Si 'une des quantités I, A — [, k — { est nulle, Ia surface est,
ou cylindrique, ou de révolution. Ecartons ces deux hypothéses
et nous retomberons sur les équations (31). Nous pouvons donc
énoncer le théoréme suivant :

Toutes les fois qu’une famille de Lamé est composée de
surfaces du second degré qui ne sont ni coniques, ni cylin-

driques, ni de révolution, les plans principauz de toutes ces
surfaces coincident.

63. Revenons au cas général. On peut donner une interpréta—
tion élégante de I'équation (30). Considérons la surface repr
sentée par I’équation S

(33) c?(x,y,z,u):o, \

el admettant le plan des zy pour plan de symétrie ; menons-laila

normale en un point quelconque (z, 3, 5). Celte droite aura pour
équations
p e T R B e

et le point ol elle coupera le plan de symélirie sera défini par
les formules
(34) Zi—= o} R 1 Y:_y—z%-

3 P3

Si le pied de la normale se rapproche d’un point M de la section
(K) par le plan de symétrie, = tendra vers zéro, £* aura pour

limite @33 et le point (X, Y), défini par les équations précédentes,
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deviendra le centre de courbure principal relatif a la section nor-
male en M au plan de symétrie.

En appelant 2/, 3’ les coordonnées de ce centre, o le rayon de
courbure principal correspondant, on aura donc

OO

35 ; 04 Ry © o \/?’n ‘?e’

3 X = — — = — —— e
(39) ¢33 28 P33 P33

et la formule (30) prendra la forme suivante :
(36) Cp = ay'— Ba'+yo;

ce qui veut dire que le rayon de courbure doit, ou bien éire con-
stant si o et 3 sont nuls, ou bien étre proportionnel i la distance
du centre de courbure & une droite dua plan. Cette droite, repré-
sentée par I'équation

@y — Bz +1,=o,

est d’ailleurs le lieu des points du plan de symétrie dont la vitesse
est paralléle au plan; ¢’est-a-dire c’est la caractérislique du plan,
ou l'intersection du plan avec sa position infiniment voisine. Si C
devait étre nul, le centre de courbure serait sur cette droite.

On peut encore, pour. interpréter la condition précédente,
remarquer que la sphére admettant pour centre le centre de cour-
bure et pour rayon le rayon de courbure, c’est-a-dire la sphére
osculatrice en M 4 la surface suivant la direction normale au plan
de symétrie, doit couper sous un angle constant tout plan fixe
passant par la caractéristique, ou bien avoir son rayon constant

s cette caractéristique est rejetée a linfini. Nous avons done le
théoréme suivant :

LPour que des surfaces qui forment une Jamille de Lamé
et ont toutes des plans de symétrie soient disposées de telle
maniére que ces plans de symétrie ne coincidens pas, il est
nécessaire que toutes les spheres osculatrices ¢ chacune de ces

surfaces, en tous les pointsde la section par un plan de symé-

trie et suivant la direction normale & ce plan, coupent sous

> .
un angle constant I’un quelconque des plans qui passent par
la caractéristique du plan de symétrie, ou qu’elles aient un
rayon constant si cette caractéristique est rejetée ¢ | infini.
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64. Appliquons cette proposition a la recherche des familles
de Lamé composées de surfaces de révolution. Alors tout plan
passant par I'axe de révolution sera un plan de symétrie. Sil’on
a choisi cet axe pour axe des 2, on aura ici

¥—o,

et o sera la portion de la normale a la section méridienne com-
prise entre l'axe et le pied de la normale. L’équation (36) de-
viendra donc ici

(37) Co=rvyo— B2

En général, il n’y a pas une relation aussi simple entre la nor-
male 4 la méridienne et 'abscisse du point ol elle coupe I'axe. 1l
faut donc que I'on ait

(38) C=o, Yo = O, gi=lo,

et ces relations deyront avoir lieu pour tous les méridiens. Les
deux derniéres expriment donc que ni la translation, ni la rota-
tion infiniment petite du systéme d’axes choisis ne peuvent avoir
de composante normale a 'axe de révolution. En d’autres termes,
’axe doit demeurer fixe et rester le méme pour toutes les
surfaces. Cette condition est d’ailleurs suffisante, nous I'avons
va (0° 17). _

Mais supposons qu'il existe, entre o et 2/, une relation de la
forme (37). Alors, si C=o0, on a une sphére; si f =o, on a,
soit une spheére, soit un cylindre de révolution. Dans tous les
autres cas, la méridienne se réduit, soit & une droite, soit & un
cercle. Les surfaces correspondantes sont done, soit des spheéres,
soit des cylindres ou des cones de révolution. Ces cas d’exception
étaient & prévoir : on sait, par exemple, que 'on peat former une
famille de Lamé avec des cones assujettis uniquement a avoir le
méme sommet, ou avec des cylindres assujettis seulement a avoir
leurs génératrices rectilignes paralléles a une droite fixe.

Nous nous contenterons seulement d’énoncer une proposition
analogue a la précédente, et pour la démonstration de laquelle
nous renverrons le lecleur & un travail déja cité (*).

(') Mémoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des systemes or-
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Si une famille de Lamé est composée de surfaces anallag-
matiques ('), les spheres par rapport auzquelles les diverses
surfaces sont anallagmatiques doivent coincider, & moins que
la condition suivante ne soit remplie.

Considérons la section (K) de chaque surface par la sphére
(S) relativement & laquelle elle est anallagmatique, et con-
struisons, en chaque point M de cette section, la sphere oscula-
trice a la surface suivant la direction normale & (K). Cette
spheére osculatrice devra couper sous un angle constant, quel
que soit le point M, le plan radical de (S) et de la sphére ana-
logue relative a la surface infiniment voisine.

65. Nous terminerons ce Chapitre en développant ici une ap-
plication, qui s’y rattache naturellement, de la méthode indiquée
auxn® 10 et 11. Proposons-nous la solution du probléme suivant.

On sait qu'il existe une infinité de systémes doubles orthogo-
naux définis de la maniére suivante : la premiére famille est for-
mée des surfaces (X), lieux des points pour lesquels la somme des
distances a deux surfaces fixes (A) et (B) est constante; la
deuxié¢me est formée des surfaces (X'), lieux des points pour les-
quels la différence des distances aux mémes surfaces (A) et (B)
est constante. On demande si I'on peut compléter le systéme et
adjoindre aux deux familles de surfaces (%), (¥) une troisiéme
famille, formée de surfaces (S) qui les coupent a angle droit.

Comme les courbes d’intersection des surfaces (Z), (¥') sont
les mémes que celles des surfaces paralléles aux deux surfaces
fixes (A) et (B), il est clair que le probléme posé est identique
au suivant :

Etant données les surfaces paralléles & deusx surfaces fixes

(A) et (B), ¥ a-t-il une troisicme Jamille de surfaces les cou-
pant a angle droit?

déduit de cette proposition la détermination de toutes les familles dc}Lamc' for-

mées avec des cyclides générales.
(') Voir, pour la définition des surfaces anallagmati
des surfaces (I"* Partie, p. 258, n° 172).

thogonauz (Annales de I’Ecole Normale, 2° série, t. VIL, p. 136-138; 1878). On

ques, Lecons sur la théorie
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Appelons ¢ et ¢ les paramétres des deux familles données de
surfaces paralléles, et w le paramétre de la famille cherchée. Les
conditions du probléme s’expriment par les relations suivantes :

(39) ¢2+92+0=1, w? +— Wi+ wi=1, St =0, 8w = 0,
qui rentrent dans le type déja examiné au n° 10. En appliquant

la méthode que nous avons fait connaitre, on en déduira les rela-
tions

(40) Pl + 2910z ... =0

puis .

(41) EZvivk(B,, Uik— 20, Uk) = O,
i k

et des équations semblables pour w, ce qui conduira a deux équa-
tions du troisiéme ordre pour la fonction u.

66. Mais la question se simplifie beaucoup si 'on emploie des
considérations géométriques. Les surfaces de paramétres ¢, w
étant paralléles et orthogonales aux surfaces de paraméire u,
leurs normales, qui sont, pour elles, des trajectoires orthogonales,
doivent étre nécessairement siluées sur les surfaces de para-
meétre . Ces surfaces doivent donc pouvoir étre engendrées de
deux maniéres différentes par une droite, ce qui exige qu’elles
soient, ou des plans, ou des surfaces du second degré.

Le cas ou elles sont des plans a été déja traité (Chap. II) et
fournit la solution la plus générale du probléme.

Le cas véritablement intéressant est celul ou I'on suppose que
les surfaces de paramétre u sont du second degré; nous allons
'étudier en détail, en nous bornant au cas ou leurs axes sont
inégaux.

Comme les surfaces forment une famille de Lamé, elles devront
avoir les mémes plans principaux. Commencons par supposer
qu’elles aient un centre et que leur équation soit

(42) ax?+by?—+cs2=
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a, b, ¢ désignant des fonctions de «. On devra avoir ici

2
o e
i | azoy+byvs + csv; = o0,
wit+ wi + w? =1,
(44)

axwi—+ by ws+ czws=o0,
et, en appliquant I’équation (4o),

{ avi+ bv3 4+ cv3 =0
(lf
45)

2 aw} + bw3 + cw?

I

Ces équations sont d’ailleurs géométriquement évidentes : elles
expriment que les normales aux surfaces de parameétres ¢, v sonl
les génératrices rectilignes de la surface. En écrivant que la
deuxi¢me équation (43) et la premiére (45) sont compatibles,
c’est-a-dire que leur crochet est nul, on trouvera aprés quelques
réductions

5 (a2b'+ b*a')(maz—yv,)?—',—(b?c’—f—c?b')(yvs—zv2)2

(46) e ;
—+(c2a'+ a?¢c V(50— 203)2= o,

et une équation semblable pour . Or en combinant les équa-

tions (42), (43), (45), on obtient la suivante :

(47) ab(xvs— y o)+ be(yvz— 305)2+ ac(ze01—ze3)2=o0.

Ces deux derniéres équations (46), (47) devant étre vérifides
aussi quand on y remplace ¢ par w, il faut qu’elles soient iden-
tiques 'une & Pautre; ce qui donne comme conditions

, @b’ +b2a’ b’ 42l cra'+ a2e
(481) = — = — .
ab be ac

Si I'on revient aux notations primitives et sil’on écritI'équation
des quadriques cherchées sous la forme déja employée

2?2

(49) ATE

=1I,

oy

-+

les équations précédentes deviennent

(50) C(dA + dB)= B(dA +dC)= A(dB + dC),
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et elles définissent complétement le systéme cherché. On verra
sans peine qu'elles entrainent, comme cela devait étre, la rela-
tion (2).

67. Les équations (50) ont été intégrées pour la premiére fois
par Halphen (*).

Voici une méthode nouvelle et trés simple pour effectuer cette
intégration. Portons dans les équations (50) les valeurs de A, B, C
définies par les formules (20). Nous obtiendrons I'unique équation

d du A du?
(51) 2um[t(r—t)m]—u-—t(l—t)ﬁ_

Cette équation n’est pas linéaire, mais elle se raméne & une
équation linéaire si 'on effectue la substitution

(52) u=07;

elle se réduit, en effet, a la suivante :
20 do
(53) i(l——t)%—!—(l-—‘lt)—d—t——.:o,

qui est bien connue et qui est celle a laquelle satisfont les inté-
grales elliptiques complétes K et K’ pour lesquelles le carré A2
du module est égal a ¢.

En faisant donc

(54) L=,
on aura, @ et b désignant deux constantes,
(5%) 6 =aK -+ 0K/, u=(aK+ bK')2.
La solution est ainsi obtenue, mais elle ne se présente pas sous

une forme qui permette de l'utiliser en Géoméirie.

68. On aurait pu employer une autre méthode, que nous allons
simplement appliquer au cas des surfaces dépourvues de centre.

(*) HaLeEEN (G.), Sur un systéeme d’équations différentielles (Comptes
rendus, t. XCII, p. 1101, 1 semestre 1881).
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Considérons une famille de paraboloides, dont les plans princi-
paux coincideront nécessairement et qui sera représentée par

I’équation

2 z2
(56) v%—%_ ?ZQ‘Z’—I—I"

ou p, ¢, r sont des fonctions d’un méme parametre u. Les géné-
ratrices rectilignes d’'un méme systeme seront définies par les

équations
3‘?,; = )x(219—1— r)-—+ )l;
5 Vr )
(57) .
e Aoz -+ r)— =3
‘/__q A

ou A désigne un nouveau parametre variable; et nous avons
exprimer que ces droites, dépendantes en réalité de deux para-
metres u et ), sont normales 3 une méme surface.

Or on sait () que la condition nécessaire et suffisante pour que
la droite définie par les deux équations

Y =ax -+ a, s=bxr+ B,

soit normale & une surface, est que I'on puisse intégrer la relation

différentielle
ady +bdz~+ dr=o,

qui, lorsqu’on y substitue les valeurs de y, z, prend la forme

ada—+ bdf

d(z‘/a2+bz+l)+‘/§'_\’ -
2002 g

= 0.

Sil'on remplace ici «, b, %, {3 par leurs valeurs, I'équation pré-
cédente deviendra

2dla /TR (p—q)]
lﬁd(krﬁ—z— VTI;)—;— 7“/??010\1-‘/?9_@)

it = ——————
\/1—4—)\2(19—9)

= 0.

(') Lecons sur la theéorie des surfaces, n° 449 (IIe Partie, p. 297).
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Posons
(58) p+qg=2hk, p—gqg=2u uA? =,
I’équation deviendra

r——

(59) d(x\/l—;—gp)—{— - i

dp+dh—+2pdr+h—
7
2\/1—}—2{—

Pour que Dintégration puisse se faire, il faut que le second
terme soit une différentielle exacte, ce qui donne la condition

h) du

du
ah dh —+ 2 p.dr —‘—hT
P e = 2

[i% [+ 2

Cette équation ne peut étre vérifiée, quel que soit u, que si

I’on a
du |
w’

dh—o, dr=h

et I'équation (59) admettra alors pour intégrale

(60) (22 +r)1+op=" ody
i3 ‘/1—}—2p.
On aura, / étant une constante,
(61) p=h+u, g—="hr—u r= hLlogu,

et ’équation des paraboloides deviendra

2

= <

(62) L

h—+u h—u

2

=22 + h Logu.

Les surfaces paralléles qui sont normales aux génératrices seront
définies par I'équation (60), jointe aux deux équations (57) de la

génératrice rectiligne.

69. La famille des paraboloides n’est algébrique que si 'on a
h = o. Dans ce cas, en faisant tourner de 45° autour de Oz les
plans des zy et des z, on raménera son équation 2 la forme simple

(63) JVE = uz.

Les deux familles qui complétent le systéme triple orthogonal
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seront alors représentées par les équations

‘/_}/2—',— 22+ art g = p,

dont I'interprétation géomélrique est évidente (1)

Le résultat précédent est le plus élégant de la théorie ; on peut
d’ailleurs 1’établir par la Géométrie.

Considérons, en effet, deux droites OA, OB qui se coupent et
sont rectangulaires; les surfaces (Z) et (¥), lieux des points tels.
que la somme ou la différence de leurs distances 4 ces deux droites
soit constante, se coupent mutuellement 3 angle droit. Pour
chaque point M de Pespace, les normales i ces surfaces sont
les bissectrices de I'angle PMQ formé par les normales MP, MQ
abaissées respectivement de M sur OA, OB. D’autre part, si I’on
considére la famille des paraboloides (S) qui contiennent OA,
OB et ont lears plans directeurs normaux respectivement 3 OA
et a OB, celui de ces paraboloides qui passe en M contiendra
nécessairement les droites MP, MQ et sera, par suite, normal &
celle des surfaces (%) ou (x) qui passe en M. On a donc ainsi
conslitué un systéme triple orthogonal.

La proposition précédente fait connaitre les lignes de courbure
de la surface lieu des points pour lesquels Ia somme ou Ia diffé-
rence des distances & deux droites qui sont rectangulaires et qui
S€ coupent est constante. On g Jusqu’ici essayé vainement de
généraliser ce résultat et de déterminer les lignes de courbure de
la surface lieu des points pour lesquels est constante Ia somme
algébrique des distances 3 deux droites qui soient dans une rela-
tion moins particuliére que celle de I'énoncé précédent.

g e R

(') Voir, au sujet de ce Systéme, Lecons sur la théorie des surjfaces (ne 140,
I** Partie, p. 198). :

(64)



CHAPITRE VL

SYSTEMES ORTHOGONAUX A 7 VARIABLES. EXTENSION DES METHODES
PRECEDENTES.

Systéme des coordonnées elliptiques générales. — On peut de méme généraliser
le systéme des cyclides orthogonales et homofocales et employer, pour le cas
de n dimensions, des variables analogues aux coordonnées pentasphériques. —
Définition des systémes complétement orthogonaux a n variables : puisqu’il
existe de tels systémes, l'objet de ce Chapitre sera d’appliquer a leur recherche
la méthode déja employée pour le cas de trois variables. — Probléme fonda-
mental : étant données n fonctions formant un systéme complétement ortho-
gonal, éliminer toutes les fonctions moins une et former les équations aux
dérivées partielles, a la fois nécessaires et suffisantes, auxquelles doit satisfaire
cette derniére fonction. — Exposé de la méthode : une des fonctions w étant
supposée connue, un premier groupe de (7 —1)* équations permet de déter-
miner les rapports mutuels des dérivées premiéres des n — 1 autres fonctions
¢, w, .... — Ce premier groupe d’équations est identique a celui que I'on ren-
contre lorsqu’on veut réduire a des sommes composées des mémes carrés deux
formes quadratiques & n variables, ces variables étant d’ailleurs liées par une
relation linéaire. — Les équations que I’on obtient ainsi pour chacune des fonc-
tions ¢, &, ..., étant au nombre de » —1, donnent naissance a des conditions
d’intégrabilité qui contiendront évidemment les dérivées de w jusqu’au troisieme
ordre. — En essayant de former de la manicre la plus simple ces conditions,
on est conduit 4 deux groupes bien distincts d’équations du troisiéme ordre

7 (n—1)(n—2 "
pour u. — Les premiéres, au nombre de ——)q(———l, sont analogues a

I’équation formée dans le cas de trois variables et jouissent, comme elle, de la
propriété de s’écrire sous une forme simple 4 I'aide des dérivées secondes de

la fonction

ol

H=(u?+ ult...+u)

— — —3 :
Les secondes, au nombre de 1) (e 5 21le ), n’apparaissent que lorsque

n est supérieur & 3. — Si l'on veut interpréter en langage géométrique les
résultats précédents, on peut d’abord généraliser la notion de normale a une
surface, ce qui conduit naturellement & 'extension de la définition des direc-
tions principales et des lignes de courbure. — Dans un espace a n dimensions,
il y a n— 1 directions principales, et par suite 7 — 1 systémes de lignes de
courbure, pour chaque surface. — Deux directions principales différentes sont a
la fois orthogonales et conjuguées. — Cette notion des lignes de courbure une
fois introduite, le théoréme de Dupin se généralise immédiatement : si une
surface fait partie d’'un systéme complétement orthogonal, les surfaces qui appar-
tiennent aux autres familles admettent pour normales en chaque point de la
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surface considérée les directions principales de cette surface; par conséquent,
prisesn —2 a n — 2, elles coupent cette surface suivant une de ses lignes de
courbure. — Mais il faut prendre garde ici a une propriété tout a fait nou-
velle : une surface quelconque prise dans l'espace a = dimensions, n étant
supérieur & 3, ne saurait faire partie d’'un systéme complétement orthogonal;
pour qu'il en soit ainsi, il faut que ses lignes de courbure soient coordonnées.
— On dit que les lignes de courbure sont coordonnées lorsqu'on peut choisir
n — 1 fonctions dont une seule varie sur chaque ligne de courbure de la
surface. — Lorsque les lignes de courbure d’une surface sont coordonnées, la
surface peut faire partie d’un systéme complétement orthogonal : on le reconnait
en généralisant la théorie des surfaces paralléles. — Application des résultats
précédents aux surfaces définies par I'équation X, —+ X,+...+-X, = 0. — Condition
pour que leurs lignes de courbure soient coordonnées. — Systémes orthogonaux
comprenant une famille définie par I'équation z = X, ...+ X,. — Générali-
sation des propositions dé MM. Bouquet et J.-A. Serret. — Systémes orthogo-
naux comprenant la famille u =27 ... 27'". — Détermination simple des
autres familles. — Etude de différents systémes orthogonaux, détermination
des lignes de courbure de différentes surfaces, parmi lesquelles on peut signaler
les surfaces tétraédrales de Lamé. — Les résultats obtenus dans ce Chapitre
donnent notamment les lignes de courbure d’un grand nombre de surfaces du
troisiéme ordre, dans ’espace A trois dimensions.

70. On sait toute 'importance que présentent en Mécanique la
méthode du changement de variables et Iemploi d’un systéme de
coordonnées analogues aux coordonnées elliptiques dans le plan
et dans I'espace. Dans ses Vorlesungen, Jacobi, étendant & un
nombre quelconque de variables les méthodes employées par
Lamé, a fait de belles et de nombreuses applications du change-
ment de variables suivant.

Etant données 7 variables indépendantes L4 3 Ty ks o B O
7 constantes quelconques «,, @2y -+, @y, désignons par py,
P2y - -y 2n les n racines de Péquation en e

1919

-2 2
(1) A 4t S N T
ay—p s —p Qn— P

:Iy

racines qui sont réelles et distinctes toutes les fois que les con-

stantes @ et les variables z, sont réelles. 11 est aisé de montrer
que ces n fonctions Pis - -+, pn satisfont aux e équations
y 2
suivantes :
dp; 0oy
2 2 sy i AL .
(2) Gei P ()l’/_z 2 ;/L =0, (2 2= k)

a
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X

Toutes les fois que des fonctions satisferont a ces équations
simultanées, nous dirons qu’elles forment un systéme compléte-
ment orthogonal a n variables ou un systéme complétement
orthogonal dans un espace & n dimensions.

A lexemple précédent, étudié par Jacobi, il est aisé d'en
ajouter un aulre, en généralisant la méthode qui a été suivie dans
nos Lecons (') pour la définition et étude des coordonnées pen-
tasphériques. Désignons par R une constante quelconque et
substituons aux n variables z,, Z,, ..., z, les n + 2 variables y;
définies par les relations

s Fn=2X [za’{:cx-i— salay -t it salm,
(3) 2 2 2 3 > 92 Ro
N nn S RAE L e e s
S e e L ’
R R

ot les conslantes o”, ..., a? , sont les coefficients d’une substi-

tution orthogonale et satisfont par suite aux relations

| (a)2 +(al)2+.. + (a2, =1,

(4)

A e L R S T =y

Les variables 34, au nombre de n -+ 2, constitueront, dans I'es-
pace & n dimensions, un systéme de coordonnées homogénes

surabondantes liées par la relation
(5) Sri=o

et analogues aux coordonnées pentasphériques de Pespace a trois
dimensions. Si
(6) o(V1y Va2 -+ oy Ynt2) =0,

‘!J(.)/lv.}/% “",)’IL+2):0

représentent les équations de deux surfaces écrites, dans ce sys-
téme de coordonnées ez homogénes, il suffira de répéter les

(') Lecons sur la théorie géncrale des surfaces (Livre II, GhE VI, 12 Partie)
p- 213).
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raisonnements relatifs aux coordonnées pentasphériques pour
reconnaitre que la condition d’orthogonalité des deux surfaces
précédentes prend, avec les nouvelles variables, la forme sui-
vante

h=n+2 ) de
do
(7) h; m m =0y

tout a fait pareille a celle que I’on aurait a écrire avec les Z, mais
contenant deux variables de plus. Il suffira, bien entendu, que la
relation précédente ait lieu en vertu des équations (6) des deux
surfaces.

L’emploi des variables précédentes nous permet d’adjoindre
au systéme des coordonnées elliptiques de Jacobi un systéme
plus général formé avec des équations du quatriéme ordre. Intro-
duisons,  cet effet, 7 4 2 constantes @p, et considérons 'équation

homogéne
n—+2

2
Jh
) o= 0,
\—ap
1

qui est, en général, du quatriéme ordre en s o Sy

Elle définit seulement n valeurs pour X; car, aprés que L’on
a chassé les dénominateurs, le coefficient de A7*1 est nul en vertu
de la relation identique (5) entre les coordonnées. Soient p,
P2y -+, Pn ces n valeurs de \. Elles satisfont, pour les mémes
raisons que dans le cas précédent, aux équations

aPiP/C:O: (l¢/f)

et forment, par conséquent, un systéme orthogonal.

De ces systémes orthogonaux, on peut en faire dériver une
Bl S : .
infinité d’autres par des méthodes sur lesquelles nous aurons a

. 7 1) - . .
revenir ('); on peut donc affirmer que, si I’on considére les
(=3

2

équations

h=n

(8) aa[ak=EE et
- oz, dzy, 2
S=21

(') Voir, en particulier la Note : Sur une nouvelle seri
ol S : € serie de systémes ortho-
sonauz algébrigues, insérée, en 1869, aux Comptes rendus (t. LXIX, p. 3g2).
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auxquelles devront satisfaire 7 fonctions af, a2, ..., a?, ces équa-
tions, bien qu’elles soient, a partir de 2= 4, en nombre supérieur
a celui des fonctions inconnues, admettent néanmoins, guel que
soit n, un nombre illimité de solutions particuliéres. Il y a done,
d’aprés toutes ces remarques, intérét a les étudier et a leur appli-
quer les méthodes que nous avons employées dans le cas parti-
culier de trois variables. Nous rencontrerons ainsi des problémes
d’Analyse qui méritent en eux-mémes d’étre examinés; et d’ail-
leurs les applications au cas de trois variables se présenteront a
chaque pas. Cest par cette étude que nous terminerons le premier
Livre.

71. Je considére donc » fonctions

(s N - + RS PSPPO PR 2

satisfaisant aux équations (8) et je conserve les notations déja
employées au Chapitre I. Ainsi, ol désignera la dérivée de of par
rapport & zz. Du reste, pour éviter autant que possible des nota-
tions compliquées, chaque fois que nous aurons a considérer un
nombre limité de fonctions af, nous les désignerons par les lettres
u, v, w, t, « sans indice. Rappelons aussi que nous avons posé
comme définition

(9) <v’uw> :EZ“" W Uit

et il résulte de la formule (27) (n° 9) que ce symbole est nul
toutes les fois que w, ¢, w désignent trois fonctions o différentes.

Le premier point que nous avons a traiter, etle plus important,

est le suivant :

Eliminer des équations (8) par des dérivations toutes les
Jfonctions, moins une que nous désignerons par la lettre u, et
rechercher toutes les équations nécessaires et suffisantes auz-
quelles doit satisfaire cette fonction u pour que le probléme
ait une solution.

Aux équations (8), qui peuvent s'écrire

(10) Spu — 0, S, w = o0,
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nous aurons a ajouter les suivantes

(11) <v’uw>:0, e, Bl

qui, jointes aux précédentes, constituent un systeme de (n —1)2
équations ne contenant que les dérivées premiéres des fonctions 9,
W, ... et, d’ailleurs, homogénes parrapport aux dérivées de chaque
fonction. Elles déterminent donc complétement les rapports mu-
tuels de ces dérivées en fonction des seules dérivées premiéres et
secondes de «. Du reste, la résolution de ces équations équivaut
a la solution du probléme d’Algeébre suivant :

Ramener par une substitution linéaire les deuz formes
quadratiques

S e S R T
(12)
SNy

a des sommes composées des mémes carrés auwnombreden—1,

sous la condition que les variables Yi soient liées par la re-
lation

(13) u,yl—f—lcgy2+...+zc,ly,,,:o.

En effet, si I'on se propose de résoudre ce dernier probléme, il
faudra poser

== zl—i—ﬁlzz—;—...—;—)qzu_,.
2 =0 2+ Bzt \s Bp—yq,

(14)

.
FYn=0ps + Bras-.. .+ e s

Z1y B2y ...y 2,y étant les variables dont les carrés figureront seuls

dans les deux formes quadratiques, et I'on deyra avoir d’abord les
relations

AUy +...+ Aplty—0

(IS) B!lcl+-~'+ﬁllllrl:01

AR \nltn= o0,

déduites de la formule (13). Puis, en exprimant que les formes
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quadratiques (12)ne contiennent pas les reclangles des variables,
on obtiendra les deux systémes suivants :

2 B1—+...+a,Br=o0,
(16) YY1+t U= 0,

22 Wi % Br= o,
(17) ZE o

Ce sont, aux notations prés, les équations (8), (9) que nous
avons a résoudre; c’est ce que nous voulions prouver.

On sait que la solation du probléme précédent est donnée par
les formules suivantes :

Les dérivées de I'une quelconque des fonctions ¢, ¢, ..., de ¢
par exemple, satisfont & des équations telles que les suivantes :

k=n 3
(IS) Ezukvk:)\v,-—l— U, (i:l,2,...,n),
=1
(19) UpPp— ..~ Up¥p = 0.

En éliminant les dérivées ¢; ainsi que 41, on obtiendra pour A
I’équation suivante :

wit— & Uys Uy s, Uin iy
Usy Wsg— A0 Unz o, Usp us
(20) N R SEX S Ttk .o | =o,
Uny Uns Loty TNt
{7 7 U o

de degré n—1 en A, et qu’il faudra résoudre si, supposant la
fonction « connue, on veut trouver les rapports des dérivées des
n—1 autres fonctions. Comme p. demeure arbitraire, ces rapports
seuls sont, en effet, connus.

Pour déterminer les fonctions ¢, & ..., elles-mémes, on aura
donc a intégrer des équations aux différentielles totales de la forme

Ay doy .o = Apdr,—0
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Pour que des équations de cette forme soient intégrables avec
une constante arbitraire, qui sera ici égalée a la fonction ¢ corres-
pondante, il faut que certaines relations entre les coefficients A; et
leurs dérivées premiéres soient vérifiées identiquement. Comme
ces coefficients A; dépendent des dérivées premiéres et secondes
de u, on voit que cette fonction z devra satisfaire & certaines
¢équations aux dérivées partielles du troisiéme ordre. Ce sont ces
équations, a la fois nécessaires et suffisantes, que nous allons
d’abord rechercher.

72. Mais, auparavant, nous avons a établir quelques identités
qui nous seront indispensables. Désignons, en général, par Ggi
Pexpression

(21) Goi = V/3gia? = \/(al i+ (adyr . ..+ (o )7;
1l est clair que les quotients

(22) b= o

sont les coefficients d’une substitution orthogonale; car on a, par
la définition de G,

(23) b?1+b}2+...+b?ﬂ:1,

et les équations (8) donnent

(24) biybry+ bisbpa—+. ..+ binbjn=o.

On aura donc aussi, d’aprés les propriétés des substitutions
orthogonales,

(25) bfi—i—bg,'—i—...—l—b?”':l,

(26) 610615+ . .- bpibar — 0 (e KL

e i ; :
Cela posé, si 'on désigne par o, ¢, e, U, ¢ cinq fonctions du
groupe considéré, on aura, par définition,

@, w\ a, ¢
A0 oA G ) R

et, en multipliant membre 3 membre et divisant ensuile par
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of ...+ a; que nous désignerons par G,

I DI it
Ga u ¢ = G; EVIWiLLjl,

la somme devant étre étendue a toutes les valeurs de 7, 7, 4, (. Si

nous remplacons la fonction a successivement par toutes les fonc-
tions a', a2, ..., o” et que nous fassions la somme de tous les ré-
sultals obtenus, alors, en vertu des formules (25) et (26), tous les
termes du second membre, dans lesquels 7, j sont différents,
donneront une somme nulle et, pour les autres, le coefficient de
Wy Uirti; sera I'unité. On aura donc

(271) Eé(awtv><a’uw>=EZZWA-VMHMI.-,

la somme du premier membre se composant de 7 termes obtenus
en remplagant  par a!, a?,. .., a”.
Le second membre peut s’écrire

E 3“, u; 8,,t,~.
i

Nous adopterons, pour le désigner, la notation

o w, 9
<28) Zowuisvti=<u, l>.

Supposons d’abord les quatre fonctions u, ¢, w, ¢ différentes les
. u, ¢ <
unes des autres. Comme on sait que < :v ) est nul toutes les fois

que les fonctions sont différentes, on verra facilement que tous
les termes du premier membre de I'équation (27) sont nuls; car
le premier facteur est nul si o est différent de ¢ et de ¢; et, si o est
¢ ou ¢, le second facteur est nul. On a donc

(20) (5 5)=0

si u, ¢, w, t sont différents.
On pourrait faire beaucoup d’autres hypothéses. En voici une
qui nous conduira a une formule que nous aurons a employer.
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Supposons que 'on fasse {=u, v demeurant distinct de ¢ et
de u; le premier membre de Péquation (27) se réduira au seul
terme pour lequel on a o« = u; et 'on aura, par suite,

w, o\ /u, w) s [, ©)
P e ,
u u i 172

ou, en ordonnant par rapport aux dérivées de ¢, w,
(30) E Zviwk(Gi Ou; Ut — Sy s Oy W)= o0:

Ces deux identités (29) et (30) suffisent pour les résultats que
nous voulons obtenir, et nous allons chercher maintenant les équa-
tions du troisiéme ordre auxquelles satisfait la fonction z.

TRL Remarquons d’abord que I'équation

v, w
0 = ViWrpllip=— 0

est de la forme de I'équation (32) du n° 10. En lui appliquant la
formule (33) du méme numéro, nous aurons

(31) E E 0w ( Oy uig — 'Zauiult) =10,

Si, dans cette équation, on remplace les dérivées de ¢, w par
toutes leurs valeurs possibles, on aura un premier groupe de
(—1)(n—>2)

2
Ce sont les équations analogues a celle que nous avons formée
dans le cas de trois variables.

Je dis d’abord que, si 'on pose

équations auxquelles devra satisfaire la fonction u.

1=

I —
II:@::(M%-:—...*I—ZLZ) >

ces équations peuvent étre mises sous la forme irrationnelle

02H
35 A R
(32) ZZHWA 9z Owy, O
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On a, en effet,

02H pre
Lo By B 5002 2
Hor=— e H3 (G} 0y wip+ G2 Ouyup — 38, u; 8 uz),

et par suite

EZWW/EHH::— H3 E E(’z‘wk(auuik—2au,-uk)

s 2 9
— S H 2 2 ‘)l'w/u'(Gualtfuk_Suuiauuk);

ou, en tenant compte de l'identité (30),

T N o
(33) === mZZ"L’“’V:HH:=Ezviwk(°uuik—‘201/,-“1;),

ce qui justifie le résultat annoncé.
s n-— —2) , s
Mais les (02# équations (31) ne sont pas les seules

auxquelles doive satisfaire la fonction «. Appliquons I’opération o,
¢ désignant une des fonctions du systéme, différente toutefois de

<(‘, w)
=22viwkuik.
w
Cette opération, appliquée sur les lettres ¢,w, donne les termes
2 0r i Oy Ui -i-E B wi Byl
appliquée a la lettre u, elle donne

E E Efiwk“'luikh

somme qui est symétrique par rapport a ¢, ¢, . On a donc, en se
rappelant la notation (28),

s [0, W t, w' S o
= = ¢ ¥ ki
{54 0’( 7 ) <0, u) <W, 173 *222 TREO Lzl

Donc, toutes les fois que ¢, ¢, w seront différents, on aura, en

u, v, w, au symbole

D. 9
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se rappelant les formules (11) et (29),

(3%) EEZ L Wil = 0;

ce qui constitue un nouveau type d’équations du troisiéme ordre
auxquelles doit satisfaire la fonction z. Remarquons que I’équation
précédente peut étre obtenue de trois maniéres différentes, par
la différentiation des trois équations distinctes

ok w) (L i [0
= 0; =0, =—10%
( u ( u u

Elle est le type de w équalions nouvelles du

troisiéme ordre qul ne se présentaient pas dans le cas de trois
variables et auxquelles devra satisfaire la fonction u. Nous obte-
nons ainsi deux groupes tout a fait différents d’équations du troi-
siéme ordre pour cette fonction .

74. Avant de continuer Iexposition, je vais montrer que ces
€quations, qui sont nécessaires, sont aussi suffisantes, et que,
lorsqu’elles sont salisfaites, on peut trouver les 7 — 1 autres
fonctions complétant le systéme orthogonal. En effet, ces fone-
tions sont définies, nous I’avons vu, par des équations de la forme

(36) e S e, T S

Pour que ces équations soient compatibles, il faut et il suffit,
on le sait, que toutes celles qu’on en déduit en les différentiant
soient des conséquences des précédentes et se réduisent a

n(n—+r1) .

9 2

qui ne pourront méme pas complétement déterminer les dérivées

secondes ; car, si les équations (36) sont vérifides, elles le seront
\ ? - o o > 2

encore lorsqu’on y remplacera ¢ par ©(¢), ce qui permet, pour

chaque systéme de valeurs des variables indépendantes, de donner

une valeur arbitraire & I'une des dérivées secondes de 9.



SYSTEMES ORTHOGONAUX A 72 VARIABLES. 131

Au lieu de résoudre les équations
v, W = IS
i = 0, Opll = 0, Ot = 0, ey

pour obtenir les systémes tels que (36), nous allons les diffé-
rentier par rapport a toutes les variables et voir si les équations
qu’on obtient en éliminant toutes les dérivées secondes sont vé-
rifiées. Or les équations précédentes sont au nombre de (n —1)2;
en les différentiant, on en déduira n(n—1)* équations. Si I'on
retranche de ce nombre celui

n(n—+1 (n—12(n—+2
[_(_d)._l](n_l)z (4 e 2 )
2 2
des équations qui doivent conserver les dérivées secondes, on
trouve un nombre total

(n—m1)2(n—2)

2

d’équations qui ne contiendront plus que les dérivées premiéres
et qui devront étre vérifiées en vertu méme des équations qui dé-
terminent ces dérivées. Or nous avons déja :

(n—r1)(n—2)
2

1° Les équations

v, w
) L
u

qu’on obtient en différentiant les équations

o2

ell==0

)

Gt —"0

el en effectuant des combinaisons qui font disparaitre les déri-
vées secondes des fonctions ¢, w. Ces équations sont vérifides
puisqu’elles servent a définir les fonctions ¢, wi;

2° Les M;l)(—n_—ﬂéquations (31) qui devront étre vérifiées
2

par la fonction u;
3o T (n—l‘)(n—6 2)(n—3
cune étre comptées pour trois, puisqu’on les obtieat de trois ma-

ni¢res différentes, chacune par la différentiation de trois équa-

) équations (35) qui doivent cha-
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tions distinctes. On a donc en tout

3 28 L Gy (7 — )2 (s
(n~|)(lz—2)(11—3)+()1. (n z?_{_ (n—1)(n 2): n—1)2(n—>o)
2 2 2 2

équations ne contenant pas les dérivées secondes des fonctions
¢, w, ce qui est bien le nombre que nous devions trouver. Ainsi
nos équations du troisiéme ordre sont 3 la fois nécessaires et suf-
fisantes.

75. Avant de passer aux applications, il ne sera pas inutile de
présenter quelques remarques sur les résultats précédents, de
montrer comment ils donnent la généralisation du théoréme de
Dupin relatif aux lignes de courbure, et aussi de metire en lu-
miére les différences essentielles quils présentent avec ceux que
nous avons obtenus dans le cas de trois variables,

Etant donnée une surface représentée par I'équation

(375 c:c(xl,xz....,:tn):u,

appelons normale A cette surface en un de ses points (2, ... 3 L)
le lieu des points (X,, .. -y X, ) définis par les équations linéaires
(38) Xy — oy :Xﬁ_-r? ~Xn’—‘z'n.

uwy Uy Up

et cherchons dans quelles directions il faut se déplacer sur la
surface pour que cette normale sojt rencontrée par la normale
infiniment voisine. Pour cela, nous désignerons par § la valear
commune des rapports précédents, et nous aurons 3 joindre aux
équations ' ;

Xy— 2= u;0 i

les suivantes, obtenues par différentiation
— do;— u;dd—+ 0 du;.
Si, changeant un pen de notations, on rempl :
: g I : Sblace = par kodf

db 5 . ,
5 Par — dy, les directions cherchées seront déterminées par le
systéme d’équations

(39) du; = ) da;+ w; dp. (=13, ikl )
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qu’on peut aussi écrire

(40) th,'k drjg= \dr;—+ u; dp.
R

Il suffit de comparer ces équations a celles que nous avons don-
nées plus haut (n°70) pour reconnaitre qu’on passe des unes aux
autres en changeant dz; en ¢z. On a donc la proposition suivante :

Etant donnée une surface quelconque dans Uespace a n di-
mensions, elle admet n— 1 directions principales en chacun
de ses points et elle a, par conséquent, n —1 systémes dis-
tincts de lignes de courbure. Chacune de ces directions, chacun
de ces systémes, correspond & une racine déterminée \ de
l'équation (20).

Si 'on désigne par 8,, 85, ..., 6,_, les différentielles relatives
aux différentes lignes de courbure, il suffit de répéter les remar-
ques présentées aun® 70 pour reconnaitre que les formules

(41) Yi=5101%i—+ 5203 @ ...+ 5y Opy 2
réduisent les deux formes quadratiques

Y34+ y3,
E E Uir YiYVEk
ik

a des sommes composées uniquement avec les carrés de z,
. e 2 Ontadonc

(A

(12) 26/,.2',-8/,17: 6] (R = /l’).

i

En langage géométrique, cette équation exprime la propriété sui-
vante : les lignes de courbure qui se croisent en un point de
la surface s’y coupent mutuellement & angle drott.

Admettons cette définition et ces propriétés des lignes de cour-
bure; il suffit de comparer les équations (18) et (40) pour recon-

naitre immédiatement la propriété suivante :
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Si la surface considérée appartient a l'une des familles
d’un systéme complétement orthogonal, les surfaces apparte-
nant auz autres familles admettent pour normales, en chaque
point de la surface considérée, les directions principales de
cette surface; par conséquent, prises n—o a n—os, elles
coupent cette surface suivant une de ses lignes de courbure.

C’est bien 13 une généralisation du théoréme de Dupin; mais
il faut prendre garde que cette généralisation apporte ici des pro-
priétés et des conséquences nouvelles. Considérons dans Iespace
a n dimensions une surface quelconque; elle a bien, nous I'avons
démontré, n — 1 familles de lignes de courbure déterminées par
n — 1 systémes distincts d’équations différentielles. Mais deux
quelconques de ces systémes p’ont pas, en général, d’intégrale
commune, en dehors de u; c’est-a-dire il n’existe pas, en général,
de fonction bien déterminée, différente de %, qui demeure con-
stante a la fois sur les lignes de courbure appartenant a ces deux
systemes. Pour qu’il en fat ainsi il faudrait que, si les équations
différentielles relatives a ces deux systémes sont

dJ‘i

L dwy dzy S ndin
A

I, Byt ST

il y etit une fonction ¢ différente de u et satisfaisant & la fois aux
deux équations
dp 90
Zrig=o  Mm —o
i i

s : . 2
c'est ce qui n’a pas toajours lieu, nous le montrerons sur un
exemple particulier,

Ici, au contraire, pour toute surface faisant partie d’un systéme

complétement orthogonal, ¢/ ezistera une intégrale commune

non seulement o deyz systémes, mais a n — o systemes quel-

conques de lignes de courbure- ce ser ]

qui a été laissé de coié. Nous pouvons donc conclure -

Une surface quelconque, prise dans Uespace & n dip
n étant supérieur o 3, ne saurart
complétement orthogonal.

wensions,
Jaire partie d’yy, systéme
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Pour qu’elle puisse faire partie d’un tel systeme, il faut

qu’il existe une intégrale commune a n— 2 quelconques des

n —1 systémes d'équations différentielles qui déterminent les
lignes de courbure.

Quand une surface remplira la condition précédente, nous
dirons que ses lignes de courbure sont coordonnées.

76. Cette condition est nécessaire ; mais il est aisé de voir qu’elle
est aussi suffisante. Pour établir cette importante proposition,
nous allons, en quelques mots, généraliser la théorie des surfaces
paralléles.

Etant donnée une surface quelconque (), conservons toules les
notalions précédentes, et faisons correspondre a celui de ses
points qui a pour coordonnées zy, ..., Z, le poinl nouveau
(X4, +. ., X,) défini par les formules

(43) Xi=a+Ryg  (i=12...,n),

ot R désigne une constante et ou 'on a
(44) G2= u}+...+ u}.

Pour chaque valeur de R, on aura une surface (Zg) décrite par
le point de coordonnées X,;. Nous dirons que cette surface (Zy)
est paralléle a (%), et I'on reconnaitra facilement que toutes les
surfaces () ont les mémes normales que (2). Done, d’aprés
la définition des lignes de courbure donnée plus haut, leurs lignes
de courbure correspondent, point par point, aux lignes de
courbure de (2).

Supposons maintenant que les lignes de courbure de (Z) soient
coordonnées : il en sera évidemment de méme des lignes de cour-
bure des surfaces (Zy), qui sont définies par les mémes équations
différentielles. Soit M un point de ’espace par lequel il passera une
surface (Z) paralléle a (2). Les n — 1 directions principales de ()
et la normale en M a (%), qui est aussi normale a (Z), formeront
évidemment 7 directions deux a deux orthogonales. Cela posé,
désignons par p, par exemple, la fonction qui demeure constante
sur n— 2 des lignes de courbure de la surface (Zg), choisies
comme on voudra; les points de I’espace pour lesquels cette fonc-
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tion demeurera constante lorsque R variera formeront ce que
nous appelons une surface, ¢’est-a-dire un lieu (©) défini par une
seule équation, et d’ailleurs engendré par les normales ¢ (Z)en
tous les points de cette surface pour lesquels p demeurera con-
stante. D’aprés la remarque faite plus haut, la normale en M ace
lieu sera précisément la tangente a la ligne de courbure de (ZR)
sur laquelle o varie; car cette langente est perpendiculaire :
1°aux 7 — 2 autres directions principales de (2g); 2° ala nor-
male de (Z); et, par suite, étant orthogonale & n — ¢ tangentes
distinctes et linéairement indépendantes de (©) en M, elle sera
orthogonale & toutes les courbes tracées 3 partir de M sur (0).
On voit done que, si 'on adjoint & la famille des surfaces (Zr)
les 7 — 1 familles formées des surfaces lieux des points pour les-
quels les variables telles que p demeurent constantes, on aura
constitué ainsi un systéme complétement orthogonal dont fera
partie la surface (2).

Au reste, nous reviendrons au Livre suivant, Chap. I, sur cette
théorie.

77. On verra facilement que les %M équations

aux dérivées partielles du second groupe (35), obtenues pour le
paraméire u, expriment simplement que les surfaces de para-
métre z ont chacune leurs lignes de courbure coordonnées. Ces
€quations peuvent, en effet, s’écrire sous la forme

(i5) E E E Uiry B.Z‘l- 3'.z'k 3".1'1 =0,
i &

D2 ¥ oy HE o, . . 4 . 5 «
9, ¢, o' désignant les différentielles relatives a trois directions
principales quelconques. Or on a les relations

(46) E U8z = o, E E Ui Ow; & oy — o,
i ik
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Sil’on remarque maintenant que 'on peut écrire

E E E Wikl B.Z',j S’x;,. 8"&5‘[
N N g N ar/ N N o N A
= 0 Ui O} 0 ) — Uip 0 0X; 0 ) — Ui OX; O O D,

on voit qu’en tenant compte des équations (47) et (48), on sera
conduit a la relation

E E Eu,'/f[ 8x; 0 g 8"y = E u,-(B'S”Bxi-:—BS”S’;v,-),

ce qui permet d’écrire Péquation (45) sous la forme nouvelle

(49) Eui(S’S”Bxi—:Ba"a’xi) = 0.

Les & se rapportant a des déplacements qui s’effectuent sur la sur-
face, et les rapports mutuels des dérivées u; ne dépendant que
de la direction de la normale, on voit immédiatement que les
équations (45) expriment une propriété, non de famille, mais
de surface individuelle. Comme les équations du premier groupe
(31), mises sous laforme (32), sont toutes vérifiées quand on sup-
pose que les surfaces de paramétre u soient paralleles (auquel cas
on peut supposer H=1), on voit que les équations du second
groupe (35) donnent la condition nécessaire et suffisante
pour que les lignes de courbure de la surface de paramétre u

sotent coordonnées ().

78. Pour donner au moins une application des résultats précé-
dents, nous considérerons les surfaces définies par I'équation
(50) Xt X, oo o Xy —1w;

u désignant une constante arbitraire et X; une fonction de la seule

variable z;.

une famille appartenant a un systeme

(1) Si la surface ne fait pas partie d’ !
aient lieu

complétement orthogonal, il ne sera pas nécessaire que ces équations :
identiquement; il suffira évidemment qu’elles soient vérifiées en vertu de l'équa-

tion de la surface.
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Si nous appliquons les méthodes déve]oppées dans les numéros
précédents, nous verrons que les différentes lignes de courbure
d’une telle surface sont déterminées par les formules

X a’lu:

(5[> [Z-Z’,’Z )\—XI,I

(V= 1o, eiei g TT)

ou X sera une racine de I’équation

i %
() 2z =o
1]

Appliquons la condition donnée plus haut pour que les lignes
de courbure soient coordonnées; nous verrons qu’elle se réduit
ici 4 la forme suivante

> o N N
E Xi 0202 8" 2y — o,

~
o)

A désignant les différentielles relatives a trois directions
principales quelconques; de sorte que la relation
XX
(53) E‘\ =.0
(7\0~)&i)()\1—xi)(7'z*xt)
devra éire vérifige par trois racines quelconques, mais distinctes,

Ay, Ky, hside Péquation (52).
Si ’on multiplie le Premier membre de la relation

5% -
Ko =X

@d; +bhy+c
et e

par l’expression

et si I'on ajoute les résultats obtenus
tions circulaires sup les trois indices o,
tion suivante

X (aX? + bX! + o)
(54) L — =

et 'on démontrera alsément que cette relation entre les tr

en effectuant des permuta-
;5 2, on obtiendra la rela-

01s ra-
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cines est la plus générale parmi celles qui sont de la forme

o 0
5) 7 L — =0,
i Z(xo—xi)oq—ximrxn 5

0, étant indépendante de Xgy Ay, Ao (').
On devra donc pouvoir identifier terme a terme les deux rela-
tions (53) et (54), ce qui donnera, pour toutes les valeurs de ¢,

(56) X.X) = aX2 4+ bX)+c.

Les fonctions a, b, ¢ seront déterminées par trois quelconques
de ces équations ; elles ne pourraient donc dépendre que de trois
quelconques des variables 2, ..., Z, prises au hasard ; et, par
suite, dés que n sera supérieur a 3, elles se réduiront nécessaire-
ment A des constantes. Ainsi les différentes fonctions X;, oul'on
remplacera z; par z, devront étre des solutions particuliéres
d’une méme équation différentielle

(57) X'X" = g X"+ bX" + c,

dont l'intégration ne présente d’ailleurs aucune difficulté et s’el-
fectue par l'application des méthodes réguliéres de I'Analyse.
Cette équation, sous sa forme la plus générale ou sous des formes
particuliéres, se rencontrera dans les différents problémes que

nous allons maintenant étudier.

79. Proposons-nous, tout d’abord, de généraliser le probléme
que se sont proposé MM. Bouquet et J.-A. Serret, et de chercher
tous les systémes orthogonaux a n variables pour lesquelles une

des familles sera déterminée par une équation de la forme
(58) =Xy Xt Xy
X; dépendant toujours de la seule variable z;.

Mg B N U e W B e S s

(') En retranchant, en effet, de I’équation (54) I'équation (55), on obtient une

relation de méme forme et I'on peut disposer de a, b, ¢, de maniére a annuler
trois des nouvelles fonctions ©,. Mais alors toutes

les autres doivent s’annuler ;
car sans cela il resterait une équation de degré n — jen ), qui devrait admettre
toutes celles des racines de I'équation (52) qui sont différentes de A, et de A, ce
qui est évidemment impossible.
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Les équations qui déterminent toute autre fonction du systéme

seront les suivantes
;
pX;

ippee—="t ¥

Ee
ou A sera racine de Péquation
(59) D Afj =H,
I faudra donc_ que les équations aux différentielles totales
Z X; day Al
SEER R
ou A sera 'une quelconque des racines de I'équation (59), soient

complétement intégrables. On sajt exprimer les conditions d’inté-
grabilité qui, pour une équation

ZAi dx; — o,
sont de la forme

: dA/r dAl i dA[ ()Al' dAi dAk
A’(Tx, ‘M)*“(M*H)*A’(aﬁ‘ m-)—“

En les écrivant jci el remplacant les dérivées de X par leurs va-
leurs déduites de I'équation (59) diﬂ'e’rentiée, on trouve sans dif-
ficulté des équations de la forme suivante

1 U
XiX';'—-zX',{g Xy
S I -1 - /)
(60) X' Xz X7 | X4 — 2 X2 b4 i B A

4 valld 7 n
X[_X/—ZX/Z XV

Ces équations Peuvent done éire remplacées par d’autres de la
forme suivante

(61) X X7 — X AX! + B

ces équations mémes, elles pe pourraient dépendre que de deux

quelconques des variables z;. (st le résultat obtenu en 1847 par
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J.-A. Serret, mais seulement pour le cas particulier de trois va-

riables (*).

80. Comme il fallait s’y attendre, 1'équation différentielle (61)
appartient au type défini par la formule (57).

Le cas particulier le plus intéressant, celui qui a été examiné
avec le plus de détail dans I’hypothése oa le nombre des variables
se réduit a trois, est celui ou'l’on suppose A =B =0 et ou l'on
prend

w = mylogz;+ mylogzs—+...-+ myloga,,

" my, ..., m, désignant des constantes quelconques.

-

Alors si, pour plus d’élégance, on change « en logw et % en

on a
(62) W e

I’équation (59) devient

m m m
(63) L e 0,
W %5 Zi
- — - —= =
) D) A+
m s my

et les équations aux différentielles totales qu’il s’agit d’intégrer
sont les suivantes

zydzy ' ) rndz, SO
T oo fi e s a2 ;
A+ — A+

my mp

ot il faut remplacer A par chacune des racines de I'équation (63).
Cette équation ne pouvant étre résolue en général, il semblerait
que lintégration des équations aux différentielles totales ne
pourra étre effectuée. Il y a donc quelque intérét a effectuer cette
intégration ; on y parvient comme il suit.
Intégrons comme si A étail une constante et posons

2\ my [/ 2\ m, 2\ m
(6/) i _:_.El - Il Z> A x"’) ";
4 my sy mp

(') J.-A. SERRET, Mcmoire sur les surfaces orthogonales (Journal de Liou-
ville, 1™ série, t. XII, p. 241; 1847).
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(&)

14

nous trouverons

dy 21 dx, o B
Tl e e AT T
20 2] 2
A L A L
ny iy

et le coefficient de d) sera nul en vertu de l’équation méme
quisert a déterminer ). Nous obtenons donc le curieux théoréme
suivant :

Les n—1 familles qui completent, avec la fonction u, le
systéme orthogonal, s'obtiennent en éliminant ). entre l'équa-
tion (64) et sa dérivée par rapport a \.

Par exemple, dans le cas de trois variables, si I'on prend la
famille

(65) U= axMmynzgp,

les deux autres familles de surfaces qu’on doit lui associer s’ob-
tiennent en éliminant A entre Péquation

(66) p:()\_*_ f>m<)\+£>n<)\+£z>p
\ m n P

et sa dérivée par rapport a ), c’est-a-dire en cherchant I'enveloppe
des surfaces représentées par I'équation précédente quand X
varie ().

81. Mais on peut faire beaucoup d’autres applications du
résultat général que nous avons trouvé. Rappelons-nous les re-
marques relatives aux coordonnées pentasphériques (n° 69) (2).
Nous avons vu que les conditions d’orthogonalité dans ce systéme
s'expriment comme dans le systéme ordinaire; z,, z,, ey 5 dé-
signant les coordonnées pentasphériques d’yn Point, nous con-
sidérerons encore la Jamilie

(67) u=a$zi. 2%

3

mazs, pour que U'équation pPrécédente soq; homogéne quel que

(') Lecons sur la Théorie des surfaces (1 Partie, no 140).
(*) Voir aussi Lecons sur la T'héorie des surfaces (17 Partie, Livre IT, Chap. VI).
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soit w, nous poserons
(68) Ay Ayt .. O3 = 0.

Avec cette hypothése, nous allons obtenir de nouveaux systémes
orthogonaux.

Les deux familles complétant le systeme seront les enve-
loppes des surfaces représentées par les équations

E ‘f;"_ oy x% Ola / ‘z-_?_; s
(69) v_<)\+ a,) (“ﬁ:) (e 2%

et il est facile de vérifier : 1° que I'équation déterminant

a2
)n+— )\+_a
a3

se réduit, comme cela doit étre, au second degré en vertu de
la condition (68) et de la relation homogéne

2 e,
i +...+xt=0

entre les coordonnées; 2° que Uéquation (69), apres qu'on y a
substitué a la place de \ une de ses deux valeurs, devient
homogéne par rapport aux cing quantités ;.

Le nouveau systéme ainsi obtenu est assez général, puisqu’il con-
tient, en dehors des exposants, les dix constantes qui figurent
dans les équations de cinq sphéres orthogonales. Le systéme le
plus simple de ce genre est celui pour lequel ’équation (67) prend
la forme

= Ty o
(70) Haz= X3y

On verra facilement que les équations des deux familles de
surfaces algébriques qui complétent ce systéme peuvent se mettre

sous la forme

19

w

Yz +
l..Z';;

—+ arc sin "/—l—‘ — const.
i

(71) arc sin

5

Si, par exemple, on prend pour les cing fonctions z; les
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expressions suivantes
e —REN 2ot ol Bpe
£ - = 3
2Rz

z, ¥, % 3

on aura le systéme triple défini par les équations

—/

/ ‘7']/
z(@22=+y2+ 52— R2)
b, 2R /72 22 L oRy/y2+ 22 o
s EEERp ey
2Ry/z? 32 . 2Ryy2 1 32
— arc sin S
T2 24 z24 R2

arc sin
T2+ y2 4 52 R2
ystéme, comprenant une famille de

Pour R = o, on retrouve le s
au n° 69.

paraboloides, qui a été étudié
ymétrique des résultats que nous venons
alisations que nous allons

82. La forme tres s
d’obtenir conduit 3 différentes génér
variables z,, ..., x,

signaler.
Considérons d’abord les n fonctions des n

obtenues en éliminant) entre l'équation
22\ m, x2\m x2\ m,
(73) u:(l—s——‘—) '<x+-2> “...<1+J 2%
m ms m,
et sa dérivée par rapport ¢
(74) o ST &L S
e S = o
Tt Ao Zh X
my m,

On aura n fonctions Y1y Us -« oy Un qui correspondront auz n
racines de Uéquation précédente. Nous allons montrer qu’elles
Jorment un systeme orthogonal,

En effet, pour deux fonctions ¢,
2, la condition d’orthogonalité serq

différentes ), )
@}
R T e
e

> e
<)\1 + =
m; m; )

s relatives 3 deux racines

13
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Or cetle relation est vérifiée; on 'obtient en exprimant que %, A,
sont desracines del’équation (74) et en éliminant « entre les deux
équations ainsi obtenues.

Dans le cas de trois variables, on a le théoréme suivant :

Les enveloppes des surfaces représentées par U’'équation

=5 — ‘z_"l “ ! ﬁ ’l _._:'_2 f
(75) u_()\—+—m> < -+ n> ()\. P) A,

\

o lon fait varier X, forment un systeme triple orthogonal.

On voit que ce systéme triple jouit toujours de la propriété
si remarquable de celui qui est formé avec les surfaces homo-
focales du second degré : les trois familles qui le composent sont
représentées par la méme équation, et elles sont d’ailleurs
formées de surfaces algébriques, lorsque les rapports mutuels
de m, n, p, g sont commensurables.

Toutefois, il y a un cas singulier qui se présente quand la

somme
m-—n-+p-+q

est nulle. Alors on a seulement deux familles orthogonales com-
posées de cones ayant pour sommel commun lorigine des coor-
données. La troisiéme famille est évidemment formée de sphéres
ayant pour centre le sommet commun des cones.

83. On peut aussi appliquer la proposition générale au cas de
cinq variables et en déduire, en employant les coordonnées penta-
sphériques, des théoremes qui conviennent a ’espace a trois dimen-
sions. 1l suffira de disposer des constantes de telle maniére que les
équations obtenues soient homogeénes.

Appelons encore x4, Zay .-y Zs les coordonnées pentasphé-
riques d’un point et considérons I’équation

J 8 .T;z ”y Ly T% s mg
(=6) u_()\_z_;i;> <X. n15> A 3

ot les quantités m; sont cing constantes quelconques.

Si lon élimine X entre cette équation et sa dérivée par rapport
10

D.
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1=
=
aa
my ‘ ms  mg
77) s il
e X %3 A
= el T -
my ms

on obtiendra une fonction u qui sera homogeéne et de degré zéro
toutes les fois que on aura

my—+ my—+. ..+ mg=o.

D’ailleurs, avec cette hypothése, I'équation (77) sera du troi-
sieme degré par rapport 3 A. En substituant les trois racines dans
P’équation (76), on aura les parameétres de trois familles qui com-
poseront un systéme triple orthogonal. Ces systémes orthogonaux
Jouiront, comme les précédents, de la propriété remarquable que
les trois familles seront représentées par une méme équation.

84. Les propositions que nous venons d’élablir s'étendent,
avec les modifications convenables, aux fonctions les plus géné-
rales qui satisfont a I’équation différentielle (37). Pour ne pas
développer outre mesure ces applications, nous établirons tout de
suite le théoréme le plus général.

Considérons équation

e o Xp 2
(78) Zm—2(/{—1)(X1—2—X2—r,..—%—‘\,L)+A:0,
1

ou la fonction X; dépend de la seule variable Z; et satisfait a4 1’é-
quation différentielle

(79) X;XIL-": 2/{(/2’—(1)(}(2-'—());

A désigne une constante qui peut étre réunie a 'une des fonctions
X et, par conséquent, supprimée toutes les fois que k est diffé-
rent de 'unité. Multiplions le premier membre de Péquation (78)
par () dk, () étant une fonction déterminer, e intégron;
en considérant A comme seule variable. En prenant pour %, cha-
cune des 7 racines de I'équation (78), nous aurons 5 fonctions g,
définies par les quadratures

¥ n X2
(80) u"__:f w(}) Zm‘g(/"*l)(xl"“---—f-xn)—l—;& d,
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la limite inférieure o étant une constante dont il y aura lieu de
disposer. La dérivée partielle de la fonction u, ainsi obtenue par
rapport a ) est nulle, et, par conséquent, sa dérivée relative a z;
se réduit au seul terme '

DUl [7"*[ XiX7 X’ ]
—te ] . — —a(k— A) d).
e i e i ¢ 2l

En remplacant X/ par sa valeur tirée de I'équation (79), on trouve

oup ot & k(A —a)(h—0) (ok —1)h—k(a—+ b) .
ik =X [ e — Jm()\)d)\.

Yo

Cela posé, définissons la fonction m (%) par I'équation
(81) /.%(). )k — Bym(N) = [(2k — )k — k(@ + B)]m(),

et la constante « par la condition

w(a)(a—a)(e—b) 15

(82) e —X"

Pintéoral - . ouy, “ i 0 )
integrale qlll exprlme e pourra eire eterminee, et l'on aura
2 ox;

duy, X m()\lz)()\h—a)()\h‘_b) )

i3 o )
(839 o X

Il suit de 1a que les n fonctions u,, s, .., Un correspondantes
aux 7 racines Ay, . .-, by de I'équation (78) forment un systéme

orthogonal ; car, pour les deux fonclions u,, u,, par exemple, la
condition d’orthogonalité

3 e
M —X7)(Pe—X7)

est identique a celle qu’on obtient en substituant X;, A, & la place
de ) dans ’équation (78), et retranchant les deux relations ainsi
oblenues.

La fonction m()) se détermine sans difficulté au moyen de
I’équation différentielle (81). On peut prendre, en général,

1 @ NSO
(84) m(l):(l——af“ b=a(} — bk 0.
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La constante o est ensuite déterminée par la condition

1 a 1 b
—tf z/)—ﬂ+1 e 1;11——[1+1
(a2 —a) (o )

= 0.
"
G—X[

Si I'un des exposants du numérateur est positif, on prendra
@=aou a=b; s'ils sont négatifs tous les deux, on prendra
Al —l=o0

En résumant tout ce qui précéde, nous obtenons le théoréme
suivant :

Considérons n Jonctions . G5l RS X, qui dépendent
chacune de la variable de méme indice et satisfont auzx équa-
tions différenticlles

XoX/ie 2k (X] — a)(X;— b).
S¢ nous appelons h, ), .. <y Mg lesn Jonctions de LUREL o 2
Z, racines de Uéquation
X;?
Eﬁ TR (K X X 5 =5,
Ay
et st nous définissons n Jonctions par les quadratures

. S R
uk:f ()\_a)/r b-a()\_b)/r a—p
a

X : Ak
> [2 ZT}:;' —Z(A —-[)(Xi—l—.---f— 4\,1)—!—&4’ d.,

ot o est un des trogs nombres a, b, w, choisi pPar la condition

indiguée plus haut, ces n fonctions Jorment un systeme ortho-
gonal.

s o : : ’
Silon a @ = b, les formules précédentes sont illasoires ; majs
on se reportera i ’équation différentielle qui détermine @ ().

85. La proposition précédente admet différents cas particu-
T . A s ) \ .
liers; nous éxaminerons seulement Phypothése Suivanle, dans
laquelle elle tombe en défaut et devient incompléte.

Supposons que l'on ait

=1, A1,
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Alors Péquation en X (78) se réduisant au degré n—r, onn’a
plas que n —1 fonctions u; orthogonales. Mais on reconnait aisé-

ment, d’aprés Pexpression (83) donnée plus haut de la dérivée

9tn ue le systéme de ¢ foncti t ét léeé
az; 4 ystéme de ces » — 1 fonctions peut étre comp été par

I’adjonction de la fonction

(85) =X+ X+ .+ Xy,
ce qui permet d’énoncer le théoréme suivant :

On a vu que la condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction

=X +Xo ...+ X,

fasse partie d’un systéme complétement orthogonal est que les
Jonctions X; vérifient une équation de la forme

(86) XX = o(X'— a)(X"—b),

ot @ et b désignent deux constantes quelconques. Pour déter-
miner les n—1 fonctions qui complétent le systeme orthogonal,
on formera [’équation suivante en K

X2
Diivis - s

les n — t _fonctions cherchées seront déterminées par les for—

A _a T X2 )
uh:f (x—a‘)b—u(x—b)u—b<2) IF) dh,
g SRl

o Wy désigne une des n— 1 racines de Uéquation précédente
et ot o désigne Uun des nombres a, b, choisi par la condi-

mules

tion que U’intégrale précédente ait un sens.

Dans le cas de n =23, on obtient ainsi les systémes dont
J.-A. Serret avait seulement établi I'existence dans le Mémoire
cité plus haut (p. 141), et I'on démontre de plus que les lignes
de courbure des surfaces dont il se compose s’obtiennent par de
simples quadratures.

86. Revenons au théoréme général, et supposons k quelconque
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et différent de I'unité. On reconnaltra aisément que, en employant
le langage de 1a Géométrie, une des familles dont il se compose
comprend la surface

2(/(——1)(X1+...+X,,)—A=o,

dont il est possible, par conséquent, de déterminer les lignes de
courbure. On est ainsi conduit, en Supposant A = o, au théoréme
suivant, qu’il sera facile d’ailleurs de vérifier directement (1)

Les lignes de courbure de la surface définie par Péquation
(87) X1+X2+...+X,;:o,
ou X,, Koy oy Xy satisfont aux équations différentielles
(88) X;XZ'=2/\‘(X'}—<Z)(X';— b),

se déterminent de la maniére suivante. On recherchera les
" —1 fonctions )y, racines de Uéquation

(89) D=, |
=G

puis, déterminant une fonction (L) par Uéquation
90) km'()\)()—a)()\—b):—) w(2),
et une constante apar la condition

(91) m(a)(a—a)(a—@z

% ’

on calculera les n — Jonctions

A 3
X2

(92) ”‘zf =() =
v ()Z>\~xi

une seule d’entre elles demeurera variable sur chacune des

lignes de courture cherchées; et, parsuite, on obtiendy, toutes

ces lignes en égalant ¢ des constantes arbitraires 5 __ quel- j
conques des fonctions Précédentes.

(") Voir, pour plus de détails, 1o Memoire sur lq theorie des coordonnées cury;-
lignes, cit¢ plus haut, p. 1y,
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Ce cas est le seul, nous 'avons vu (n° 77), dans lequel les lignes
de courbure des surfaces représentées par I’équation (50) soient

coordonnées.

87. Indiquons quelques applications du théoréme précédent,
relatives A trois variables z, y, . Nous supposerons d’abord que
les constantes @ el b soient nulles, ¢'est-a-dire que l'équa-
tion (88) se réduise a la forme simple

XX =l X2

L’hypothése k=1 a été examinée. Si on I'écarte et sil’on sup-
pose 2k —1 0, I'intégrale de I'équation précédente sera

(93) X = a+ B(z —20)™
a, B, @, étant trois constantes, et m étant déterminé par I’équation

2 —9k m—2
- =9 k.
1 —aok m— 1

m =

L’hypothése ok — 1 nous donnerait (')

X—:a—;—ﬁer.

En la laissant de coté, on pourra revenir & la formule (93) et
supposer z, = o. La surface correspondante sera représentée par

une équation de la forme

2\ " N4 m Z
T
(57"
a, b, ¢ étant trois constantes et étant quelconque positif ou
négatif, entier ou fractionnaire. On sait que Lamé (?), dans son
opuscule sur les méthodes en Géométrie, a, le premier, étudié

ces surfaces auxquelles M. de la Gournerie, qui en a fait connaitre
s, adonné le nom de tétraédrales symétriques.

aln
N
I
o

(94)

diverses propriété
On peut prendre ici
2—2m

GI()\):: )\—”:2—,

e e AR S T i
ntégrale linéaire X = &+ fz

e

(*) Dans Pun et lautre cas, nous négligeons l'i
qui correspond & Ihypothese XC—10:

(?) Laug, Ezxamen des differentes méthodes employ
problémes de Géométrie. Paris, Bachelier ; 1818.

ées pour résoudre les
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J 1414 - m(m—r)
et s1, pour plus d élégance, on change A en X720 aura, en

faisant entrer dans un facteur constant,

L5l xm
- =2 e e
Yt i dlj' [CL’”( 1) L amz-z——m)
(95) ¢ 2 ;

.}/I}L zm
— _+_. T ———— .
hei s e b T T ol =
bm ( °w— [)m-},‘z—m) c"l(p. —cmz2 m)

Chaque ligne de courbure s’obtiendra en donnant 4 « une va-
leur constante et éliminant y entre Iéquation précédente et sa
dérivée
axm ym zm

l)’”((i — bm 2—/1:) o= C”l(p. = c"lz?—”l) &

(96) o.

m

La constante 4 pourra étre prise €gale & zéro si m nlest pas
compris entre | et 2; elle pourra éire prise égale i o si m est
Compris entre o eg o,

Les équations des lignes de courbure contiendront toujours des
logarithmes et une partie algébrique.

Par exemple, pour la surface

(97) <§>3—:—<JZ’>+(§>J: L,

On aura, en effectuant Jes intégrations,

3 w2
u:T—+-?(xz—!—yz—:—:?)—;—p(a3x+b3vy+c3z)
T paz\@ py\# pz\ e
*“’c(‘ﬁ) (o e

€til y aura a éliminey {+ €ntre cette équation et s dérivée par
tapport a u. Cette dérivée est algébrique.

Quoi qu'il en soit, on voit qu€ nous saurons déterminey les
lignes de courbure de deux surfaces du troisieme ordre, I’une
représentée par Péquation (97), lautre par la suivante

(98)

a 2
(99) : ol e

Cette derni¢re surface est I transformée homographique de la
surface la plus générale 3 quatre points doubles.
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On saura de méme déterminer les lignes de courbure de deux

surfaces du quatriéme ordre dont les équations seront

(=)= ()
VEr/ary/om

(100)

La seconde est la transformée homographique de la surface de

Steiner la plus générale.

88. Pour étendre un peu ces applications, on peut remarquer
qu’il est permis d’ajouter des termes aux équations déja données
et de traiter les surfaces représentées par ’équation plus générale

(101) ax™—+ bym—+ caM—+ a(z?+y2+z2) =G,

ou a, b, ¢, o, C désignent des constantes quelconques. Cette re-
marque, que le lecteur vérifiera aisément, nous permet d’ajouter
aux surfaces du troisitme et du quatriéme ordre déja données,

celles qui sont représentées par les équations suivantes

azd+ by ezt a(X2+yi+ 2= G,
a b
iy 3 + a(@2+y2+22)= G,

azi+ byt cat+a(#?+ 2+ 5%) = G:

Au reste, on peut trouver toutes les surfaces auxquelles s’ap-
plique le théoréme du n° 85 et déterminer l'intégrale générale de

I'équation
(102) X'X" = 2 k(X' — a)(X"— D).

Cette intégrale sera donnée par les formules

a bl
X' = C(X”___a>‘2k(a—b](x”___ b)?/m‘(h-—n)’
b

c STe e = !
__/:f(x/r__a)ﬂc(u—bj (X”—b)‘”"“’_‘”) dax’,
ok
! . e
2

<

ou figurent des quadratures que I’on peut effectuer dans un gr

nombre de cas.

and



154 LIVRE I. — CHAPITRE VI.

89. On peut se demander si les surfaces dua troisieme ordre
dont nous avons appris a déterminer les lignes de courbure sont
les transformées homographiques de la surface la plus générale de
cet ordre. Il est aisé de répondre 4 cette question.

L’équation -

(104) ax3+by3+cz3+a(x‘-’+_y2—;—z‘-’)+ﬁ:o

peut toujours, par une simple translation des axes, étre ramenée
ala forme

(105) az3+b]3+cs3+az+fiy—z—-yz—i—S:o,
ou, si l'on rend Péquation homogene,
AT+ by 4 ¢z 2 (agp 4 Br—+vys4+8t)=o0,

Cette équation montre que les plans tangents menés de Pori-
gine a la surface sont tangents a deux cénes cubiques, dont I'un a

pour équation
QX3+ by3 1 cz3 — o,

L’origine est donc un des dix points doubles de la hessienne,
et la seule particularité que présente la surface est la sulvante :
Pun des cones, celui qui est représentd par I'équation précédente,
est un cone triangulaire. Dans la surface générale, Péquation de
ce cone ne pourrait étre ramenée par un choix convenable des axes
qu’a la forme suivante

QX34 bys 4 cz3 3hzyz = o.
IeiZ =0 ; nous avons donc le théoréme suivant :

Toute surface du troisiéme ordre pour laguelle I'un des
vingt coénes qui sont circonscrits a la surface suivant une sec-
ton plane est un céne triangulaire peut éire transformée ho-

mographiquement en yne autre dont on détermine les lignes
de courbure.

90. Je terminerai ce Chapitre en rémarquant que, tout ce qui
précéde s’appliquant & un nombre quelconque de variables, on
pourra employer les coordonnées pentasphériques, pourvu que les
€quations soient homogenes. On saura done déterminer les lignes
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de courbure des surfaces représentées dans ce systtme de coor-
données par I'équation
(106) az+ bxP+ cxl+ dall+ exy =0,
ou m est quelconque, ainsi que les constantes «, b, ¢, d, e. Si

I’on raméne par une inversion trois des sphéres coordonnées a des
plans, I’équation précédente deviendra

xr2-- 72+ z2\m
R2

‘ +B<1+x2+}’2+;2>m:o.

s axm—+bym—+- sz+1(l—
(107)

Pour R —=® on peut obtenir comme cas limite les surfaces
représentées par I'équation (101).



LIVRE II.

LES COORDONNEES CURVILIGNES.

CHAPITRE L

SYSTEMES ORTHOGONAUX A /¢ VARIABLES.

On se propose de faire connaitre les formules que Lamé a données dans ses
Lecons sur les coordonnées curvilignes en appliquant et étendant sa méthode
aux systémes complétement orthogonaux a n variables. — Définition des élé-

9p;

L()_‘Z'A

Relations différentielles auxquelles ils donnent lieu. — Introduction de gran-

deurs nouvelles B, qui doivent vérifier deux systémes différents-d’équations aux

dérivées partielles du premier ordre. — Indication sur la méthode de recherche
d’un systéme orthogonal. — Généralisation d’un théoréme de M. Combescure :

« A tout systéme orthogonal on peut en rattacher une infinité d’autres qui dé-

pendent de  fonctions arbitraires d’une variable ». — Application de la méthode

générale de recherche a la solution d’un probléme fondamental : résolution la
plus générale de 'équation

ments d’'une substitution linéaire orthogonale par les formules X{‘ =H

T 9 2
Azt ...+ dzh = 7 (dp3 ...+ dph)-

Cette solution est toute semblable & celle qui est connue depuis longtemps pour
le cas de trois variables, et elle est fournie par une inversion généralisée, suivie
ou précédée d'un déplacement. — Cas spécial signalé par M. Cremona. — Indica-
tion de différentes méthodes qui permettent de faire dériver de tout systéme
orthogonal 4 n variables d’autres systémes orthogonaux contenant le méme
nombre ou un moindre nombre de variables. — Clest ainsi qu’au systéme des
coordonnées elliptiques on peut faire correspondre une suite illimitée de systémes
orthogonaux algébriques. — Théoréme de Géométrie qui donne une généralisa-
tion de la notion, due & Gauss, de représentation sphérique. — Application des
résultats précédents a la recherche des surfaces de Pespace & o dimensions dont
les lignes de courbure sont coordonndes. — Cette recherche exige en premier
lieu la détermination de tous les systémes complétement orthogonaux dans un
espace 4 n — 1 dimensions. — Cette détermination une fois effectuée, des mé-
thodes analogues  celles que I'on suit dans la recherche des surfaces ayant une
représentation sphérique donnée permettent d’achever la solution du probléme.
— Quelques propriétés des lignes de courbure des surfaces. — Equations d’Olinde
Rodrigues. — Généralisation de la théorie des systémes cycliques et son extension
a P'espace a n dimensions.
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9. Aprés avoir exposé dans le Livre précédent les principausx
travaux relatifs a équation aux dérivées partielles du troisiéme
ordre dont dépend le probléme des systémes triples orthogonaux,
nous allons étudier la méthode que Lamé a fait connaitre, dans les
Lecons sur les coordonnées curvilignes, pour la recherche et
I'étude des systemes orthogonaux, ainsi que pour P'emploi des
coordonnées curvilignes qui se rattachent 3 chacun de ces sys-
témes. Nous nous proposons de reprendre d’abord toute cette
recherche en I’étendant au cas de variables et en étudiant d’une
maniére plus compléte les propriétés et la signification géomé-
trique de chaque groupe d’équations. Les résuliats que nous
allons donner ont été déja exposés en partie dans deux Mémoires
publiés en 1866 et 1898 (1).

Considérons » fonctions P1) P2, -+, pr de 72 variables T o
Z,, formant un systeme complétement orthogonal, c’est-a-dire

n(n—ru) , S
equations
9

telles que I’on ait les

(1) Spr=0 (£ k).

Introduisons les quantités H; définies par la formule générale
1 oy 095 2 dpl 2 ifl ;
(2) m-(yﬁ) ++<Wn> > (1—1,2,...,11),

: . s do; . . .
les 72 quantités H[ﬁ formeront les coefficients d’une substitution

linéaire orthogonale.
Si l'on pose en effet
ey ke
( ) z dz.k L
les relations précédentes pourront se mettre respectivement sous

la forme suivante
(4) (X})2+(X3)2+~--+(X7 2,
(5) XX+ XX ..+ X?XZ=o,

qui met en évidence la propriété annoncée.

(') Sur les surfaces orthogonales ( Annales de U’Ecole Normale, 1= s¢rie
2 . - . -9

t. IIT, p. 97; 1866). Meémoire su, la théorie des coordonnées curvilignes et des
systémes orthogonauz (Annales de I’Ecole Normale, 2¢ série, t. VII, p. 101-150
= 4

227-260, 275-3/8; 1878).
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Il suit de la que si 'on considére les équations qui donnent les
différentielles totales des fonctions p;,

o dor s

dop= -"—dxri+ —dwry+...+~ —dz =152

Pk 0z, 1 o0 S 0@ n ( v y 2 y 1),

ces équations pourront étre résolues d'une maniére élégante par
rapport a dzy, ..., dz,. Car si 'on exprime les dérivées des fonc-

a

tions oz 4 I'aide des variables X7, elles prennent la forme suivante
(6) Hipdop= Xidzy+ Xjidos+...+ Xidzy;

d’ott 'on déduit immédiatement, par les propriétés des substitu-
tions orthogonales,

(7) dzp= X H dpy+ XEHa dpa+. ..+ X H, dpy:

D’ailleurs, si l'on suppose la variable x; exprimée en fonction

de p4, p2y ---» Puy OD 2 évidemment

pee. I ox
(8) dzp—= 5;()914—

r

3 ox
~ Opa—+ ...+ —ﬂd‘on.
dp2 Pn

En comparant ces deux expressions différentes de dzy, on est
immédiatement conduit aux équations bien connues de Lamé

: ,k___}_d.r/.-
(‘9) Xi i H; dpi’

qui, comparées a 'équation de définition (3), donnent

10wy H'ﬁ-

(10) -—H—l -E)P—l =

A ces relations on peut ajouter les suivantes, qui sont une
simple conséquence des propriétés connues des substitutions

orthogonales,

(11) (X‘;)‘—’-;—...-+—(Xf,)f—’:1,

(12) X! '/f+...+Xf,Xﬁ:o,

(13) do?+doy+...+drg= H2dp} + Hidpi+. ..+ Hydpj.

Adoptant toutes les notations de Lamé, nous conviendrons de
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désigner par u I'une quelconque des variables x,, ..., Z,, et de
poser, quand on la considérera seule,

) I du 004
(14) Uk*H_k(?/c_ I‘W

Les sommes désignées par la lettre S seront obtenues en rem-
placant « successivement Par &y, Zs, ..., ,. Dans le cas de trois
variables, U,, U,, U, sont les cosinus - des angles que font les
normales aux trois surfaces coordonnées avec axe des @. On a,
dans tous les cas,

(15) U+ Ui+ ...+ Ul=1.

92. De la formule (10) il résulte que 'opération désignée par
le symbole sz et définie par la formule

(16) AP L L
0xy Oz, 0%, 0z,
peut aussi s’écrire
AR dv Oy ) 0PN,
& T HiI\ow; 9; T T om, E)’

¢’est-a-dire, en supposant ¢ exprimée en fonction des coor-
données p;,

S o I
(17) O0p¥ = =5 -+

Par exemple, si 1’on différentie, par rapport a w, la relation
Spion = 0,

on aura, nous I'avons vu (n° 9),

N dP/{' N ')PI(
o () + 2o () =o.

En tenant compte de la formule (17), cette derniére relation

deviendra
DERSR (d‘ok') G0 907
Hi 0ps \ du /) HE oo W) i

()Ok da/‘-' 5
ou, en remplagant 9u’ ou Par leurs expressions tirées de la for-
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By o (U/L>+ 1 _d_(_[i;: g
H:/): oz \ Hz H,;.‘, t)pk/ Hy T

oUy oUy oH, OH
" oor o ey T “ o il Do =%

mule (14),

c’est-a-dire

(18) Hy
Cela posé, reprenons la formule (7), qui peut servir de défini-

tion aux Uj,

(19) du=H,U,dpy+ H;Usdps+...+~ H,U,dp,,

et écrivons les conditions d’intégrabilité. On devra avoir

2u 0 d
(20) R (E(ch'U/.-')z (,)lT/;(HIcUk),
ce qui donnera
oU oU oH, oH
(21) Hy E—Hk’—d.?—/c—'—Uk%—.Ukl O

Il suffit de comparer cette formule a la précédente (18) pouren
déduire les relations bien plus simples, qui sont contenues dans

le type suivant

5 e etV e A v A .y
(22) Hi o Uiioos 5 (k== ki,

et tiennent lieu 4 la fois des relations (18) et (21).
Si, aulieu de garder comme Lamé les fonctions Hy, nous intro-

duisons les variables auxiliaires 3;; définies par la double relation

(23) Biz=o, Bin= ; ()-,l" (2k);

on voit que I'on aura

‘)U/:
ol
(24) ou

= UpBrrs (kFEK).

La formule precedente ne nous donne pas toutes les dérivées
des fonctions U;. Nous aurons celles qui nous manquent en diff’é-
rentiant, par rapport a o, la relation

(25) U2 Ut e mi e
I
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ce qui nous donnera

oUj ;
(26) # =— B Us— B5:Us—...— B, U,.

()r/k.

Ainsi, les formules (24) et (26) font connailre toutes les
dérivées des fonctions Uy,

93. Ce point étant obtenu, nous aurons des relations entre les
fonctions Bix en exprimant que les différentes valeurs obtenues
pour une méme dérivée seconde de Uy sont égales. On aura, par
exemple, en supposant 4’ et " différents de /5

02Uy f)B/rg-' ()ﬁ/-/-v .
oon = oo U+ Bua Buowe Upe= ZE58 vy B8 T
Sy ) Bra Brrar Uy B B Brra Upe

Cette équation doit avoir lieu pour n systémes différents de
valeurs des U;; il faut donc qu’elle soit vérifiée identiquement, ce

qui donne deux relations comprises dans le type suivant

081

d Pir

(97) = .3/.'/:”5/."%', (& = k’¢ Aﬂ)'

Cherchons de méme les deux valeurs que ’on peut obtenir pour

02U, » )
b et égalons-les; on trouvera, en tenant compte des relations
2k s :

précédentes,
Uy < _;)9/- -+ *()‘—37 + Bur B+ -+5;;A-QILA-'> =
(3 et

ce qui donne le nouveau systéme de relations aux dérivées par-
tielles entre les (4

B OB

28 -
(28 ) C)':k dp et

+ Bua Bra = BogBog ...t BukBrr=o, (ETH)

Les quantités Bix doivept donc satisfaire aux deux groupes bien
distincts de relations (27) et (28). Puis les U; seront déterminés
par les équations

dUy
()P},-

(29) (=i, a8, 305,

Uy
5 el g Biw Uge,
( =—pka1—---—-Bn/.~Un-,
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qui seront évidemment compatibles et formeront un systéme com-
plet si les relations (27), (28) sont toutes vérifiées.

94. D’aprés cela, supposons que I'on ait trouvé des fonctions Bz
satisfaisant au systéme des équations aux dérivées partielles (27),
(28). Nous allons voir qu’on pourra toujours en déduire une infi-
nité de systémes orthogonaux. En effet, les conditions d'intégra-
bilité étant vérifiées, le systéme (29) déterminera les fonctions U;
et il est facile de voir avec quel degré de généralité. Les valeurs
initiales seules de ces fonctions pourront étre choisies arbitraire-
ment, puisque les équations (29) déterminent toutes leurs dérivées
premiéres.

D’autre part, il résulte de ces équations mémes que si l'on a
trouvé deux systémes différents U; et V; de solutions de ces équa-
tions, la somme

U, Vi+...+U,V,

demeure constante. On vérifie ce point essentiel en prenant la dé-
rivée de la somme précédente par rapport a p; par exemple, et en
oUu; oV;
9ok 4 d;k’
on obtiendra ainsi un résultat qui sera toujours nul. Cette re-

substituant les valeurs de

---5> déduites des équalions (29);

marque s’appliquant évidemment au cas ou les deux systémes
coincident, on aura

U;Vi+. .-+ U,V,= const.,

2. 3 Uil =lconst.,

AV —eon’St

Admettons cetle propriété : nous avons a obtenir n sysiémes
différents de valeurs pour les U;, et ces n systémes différents
doivent nous fournir les n coefficients d’'une substitution linéaire
orthogonale. D’aprés la propriété précédente, il suffira que les
valeurs initiales de ces fonctions, c’est-a-dire les valeurs qu'elles
prennentlorsqu’on donne & py, P2y --+y P des valeurs constantes
choisies comme on voudra, vérifient des relations telles que les
suivantes :

Ut U =,

UyVi+...+~ UV, =0;



164 LIVRE II. — CHAPITRE 1.

c’est-a-dire soient elles-mémes les coefficients d’uneé substitution
linéaire orthogonale.

Il n’y a donc au fond qu'un systéme de solutions pour les n2
fonctions U;; tous les autres s’en déduiront par des transfor-

mations linéaires orthogonales i coefficients constants qui trans=’
formeront en elle-méme la forme quadratique

r2 1 1 2
dz} +...+ dzr},

et qui équivaudront a des changements d’axes coordonnés dans le

cas ou n sera égal a 3.
Il n’en est pas de méme pour les équations (23)

OH .
9

= Bz Hy,

qui déterminent les H; quand les Bix sont connus. A la vérité, ces
équations sont compatibles; elles forment aussi un systéme com-
plet en vertu des relations (27). Mais elles ne déterminent pas

2 dH/. e >
les dérivées Do et différentiées, elles ne donneront pas non plus
P e iy ; ey d”Hk
les dérivées d’ordre superiear ——.~ Elles admetiront done une
~

W3

solution qui contiendra 7 fonctions arbitraires d’une variable in-
dépendante. 1l sera possible de choisir arbitrairement la fonction
de o4 a laquelle se réduit Hj, quand toutes les variables pi, autres
que px, prennent des valeurs constantes.

Il suit de la que, si I'on connail un systéme orthogonal, on
pourra d’abord former les valeurs des fonctions Bir, quisatisferont
nécessairement aux équations (27), (28). Si, prenant ensuite ces
quantités 3; comme connues et données, on veut en déduire tous
les systemes qui y correspondent, les Uy, a la VErilé, seront com-
plétement déterminés, ils seront les mémes que pour le systéme
proposé (en négligeant une substitution linéaire orthogonale 2
coefficients constants) ; mais les fonctions H; Pourrontrecevoir de
nouvelles valeurs qui dépendront de 7 fonctions arbitraires d’une
variable. Cette remarque a déji éé faite, pour le cas de =9
par M. Combescure (0 ‘

(") E. CoMBESCURE, Sur les determinanis Jonctionnels et les coordonnées cur-
vilignes (Annales de I’Ecole Normale, 1= série, t. IV, p. ¢3; 1867 ).
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‘Dans le cas de trois variables, 'interprétation géométrique est
bien simple : si 'on considére I'un quelconque des systémes or-
thogonaux ainsi déduits du proposé, les surfaces qui le composent
correspondent une a une a celles du systéme proposé, les normales
aux trois surfaces de chaque systéme aux points correspondants
sont paralléles; par suite, les surfaces correspondantes auront
une méme représentation sphérique de leurs lignes de courbure.
Nous reviendrons plus loin sur ces propriétés.

95. On le voit, dans notre méthode, on peut faire reposer la
recherche d’un systéme orthogonal sur trois opérations distinctes :
d’abord I'intégration des équations aux fonctions Bix, puis celle
du systéme aux fonctions Hj, enfin celle du systéme qui détermine
les U;. Cela fait, 'intégration des expressions

du=HUdpy+...+H,U,dp,

donnera les fonclions 2, Zs, - . . , Zn, et la solution du probléme
sera achevée.

Nous avons dit que Lamé n’employait pas les fonctions Bz; on
peut, en effet, remplacer ces fonctions par leurs expressions a
laide des Hy, expressions qui leur servent de définition. Il est fa-
cile de voir qu’alors les deux équations

03 . 1er 08 gor
?MI = Brw Baars o P B e Brenr
ok

se réduisent a une seule, qui est de la forme suivante

3 02 Hyr 1 oH; oHyr ¥ U oH; oHypr
e dordprr  Hz dprr 0ok Uy dpr dpw

Bt — 2 ;
gl 2 équations du second ordre que

2

doivent vérifier les n fonctions Hy. Il faudra leur ajouter les

On a ainsi

)
s équations qu'on obtient ‘en remplacant les Bix par leurs
2

valeurs dans le systéme (28), c’est-a-dire les suivantes

0 /1 oHp [} 1 oHy e ()HA 0H/c F
Ry s s i B A Ll =0 b N
(31) 09,5<H/,- 0pk> oo (H/,-' d‘p/;'>+ H} dpi Opr :
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la sommation relative & i s'étendant & tous les indices, sauf k
erikl

Il y a aussi quelquefois avanlage a former les équations aux
dérivées partielles auxquelles satisfont les fonctions Ly Lgyeiviaty
Zn, lorsque les H; sont donnés. 11 suffit, pour les obtenir, de sub-
stituer dans les équations (29) aux Bix et aux U; leurs expressions
(23) et (14). On obtient ainsi les relations

2u 1 oH; du 1 OHz. odu

o %k0pw i Jor px  Tg Ope dpp =

d 1 Jdu 1 0H; Ju
) o (2 T B
i

la sommation relative & Z s'étendant A tous les indices sauf k.
Mentionnons encore ]’éqnation

du \2 \ 2 2
(34) ~I;<l) - —I,<i)ﬁ) **—I—,<ﬂ> =
HE \ dpy / H3 \ dps H; \ 9p,
simple conséquence des équations (14) et (Eb)e
96. Pour montrer, au moins par un exemple, la marche des

caleuls, traitons le cas ou 1'on veut que toutes les quantités H;
soient égales et posons

35 =
( ) I{l 117
on aura
2y 1 9 I 9 " P
'(36) [IZ‘IT..-TdyZ’ﬁ:h*g((i‘oi'_!—..._f—(ip;l).

La solution compléte de cette équation nous donnera évidem-
ment toutes les transformations de I'espace & n dimensions qui
s'effectuent apec conservation des angles ou similitude des
éléments infinimeny petits. On connait déja une solution par-
ticuliére de ce probléme, celle qui est fondée sur les formules
généralisées de la transformation par rayons vecteurs réciproques.
Nous allons montrer qu’il n’y en aura pas d’autre.

On aura ici

3 pi b0k
(37) Kk % 3o
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et les équations (27) nous donneront d’abord

02h 3
d?k oon =0y (k #= k )

ce qui exige que /% soit de la forme
h=ri+ry+...+rn

ri dépfzndant de la seule variable p;. En substituant les valeurs
des Bz dans le groupe (28), on trouve

22 h 02 h oh \?2 oh \2
38 77q e A Dl ey e s e B .
(3 I'(dpis 09;%> (091> (dpn>

Le second membre étant loujours le méme, il faut donc que

2

o g OZR 3 ’ "
toutes les dérivées iy soient égales, ce qui donne
2

ry,= I‘q:...:I';'L:‘2a,
@ ne pouvant étre qu’une constante. On aura, par suite,
(39) h:a(p‘;’+...+93)+2a;pl+...+2anp,¢+b,

b et les a; élant de nouvelles constantes. En exprimant que la
relation (38) esl vérifiée, on obtient

(40) al+...+a} =ab,

unique relation a laquelle doivent satisfaire @, b et les a;.

Examinons d’abord le cas ou toutes les constantes sont nulles,
sauf b que Uon prendra égal a I'unité. Alors toutes les fonctions Bix
sont nulles, les quantités H; et U; sont constantes. Ainsi la solu-
tion la plus générale de Péquation

rn

dzi+...+dzl = dpl+...+ dpg

s'obtient en prenant pour les z; des fonctions linéaires des g;.

Il suit de 13, comme nous I'avions déja établi, que si deux sys-
témes orthogonaux donnent la méme expression pour Iélément
linéaire

dr}+...+dz},

ils ne différent pas essentiellement; on passe de 'un a 'autre par
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une substitution orthogonale & coefficients constants ou, pour le
cas de n=3, par un changement d’axes coordonnsés.

Cette remarque peut, dés 4 présent, recevoir son application et
nous dispense des calculs relatifs 3 Pexpression la plus générale
de /. Nous savons en effet que I'on a une solution de Péqua-
tion (36) ot 'on a substitué la valeur (39) de 4 en prenant

; 1 an
e T
4 —_ P
o )= — _, ey Xy = .
(40) 1 % & A

On obtiendra donc la solution la plus générale en employant
ces formules aprés avoir effectué, sur les variables z; ou sur les
variables Pi» une substitution linéaire orthogonale 3 coefficients
constants. En particulier, dans le cas de =3, on oblient Ia
solution la plus générale de I'équation (36), en effectuant une
inversion ou une transformation homothétique et en la faisant
suivre, s'il y a lieu, d’un déplacement.

97. Il'yaun cas particulier de |a transformation précédente que
Pon néglige d’habitude, parce qu’il ne peut se rapporter qu’a des
points Imaginaires, mais don il nous parait bon de dire quelques
mots; c’est celui o ¢ est nul sans qu’il en soit de méme de toutes
les constantes At

Alors 7 a pour expression

(41) k:(z‘pl+a292+...+a,z,9;z+[’,
avec la condition
(42) ai...+ a2 o,

Cette derniére relation exige que I'une au moins des constantes
soit imaginaire, M. Cremona a, le premier, attiré I’attention sur
ce cas spécial de Pinversion, qui se présente lorsque le péle de
I'inversion va se placer sur le cercle de linfini. Les formules qui
s’y rapportent ne se déduisent pas immédiatement de celles qui
sont relatives au cas général, mais on les trouve sans difficulié,

D’abord on peut, & l'aide d’une substitution linéaire ortho-
gonale effectuée sur leg péy réduire 4 3 la forme

(43) h=pi+ipy;
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on pourra prendre alors

P e P 2 P24

'y
2h

" VT — —/—L.) (/\‘>2)

98. Les résultats precédents donnent lieu & ane remarque dont
nous aurons a faire 'application. Supposons que, considérant le
cas de n =3, on ait trouvé un systéme orthogonal pour lequel on
ait

ds? = dz? -+ dy*+ dz*= H2dp2+ H] do} + Hj dp3,
et que 'on cherche s’il en existe un autre, pour lequel I’élément
linéaire sera donné par la formule

I 1
122+ dy'2—+ dz'2 = ds2 — g
dx dy+d. ds N ds e

(H2dp2 + Hi dp? + Hj dp}).
La valeur la plus générale de M sera, d’aprés ce qui précede,
M=m[(z —a)2+(y —b)*+(z5—c)*],
a, b, ¢, m désignant des constantes, ou encore

M = m(22+ 32+ 32) +2ax + 20y + 205 + m/,

avec la condition
a2 B2 ¢c2— mun' = o.

99. En dehors de leurs applications a la Physique mathématique
et ala Mécanique, les systémes orthogonaux & n variables peuvent
servir a la recherche des systémes orthogonaux a trois variables.
Nous développerons d’abord une premiére méthode fondée sur la
généralisation de la représentation sphérique (*).

Reprenons les formules qui donnent les dérivées des fonc-
tions U. On en déduit que I'on a ]

(45)  AUp=—(BuxUy+ BasUs ...+ BurUn) dps+ 3, Bir Un dow
-

(') Sur une nouvelle série de systémes orthogonauz algébrigues (Comples
rendus, t. LXIX, p. 3g92; 1869).
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Ou, en supposant o, constant,

(46) dU/.v=2B/.-/u Uy dpjo.
o

C 2 '@
Remplacons dans cette formule Ui par X7 X2 S X7 et
faisons la somme des carrés; nous aurons, en tenant compte des
relations d’orthogonalité,

(47) (dX})2+ (dX2) .. o (dxz)z=2 B2, dol.
-

Cette équation exprime que les n_fonctions X4y « oy X7 con-
sidérées comme dépendantes des n — 1 variables Piy P2y oxeh
Ph—1s Phity - - -y Pu, forment un systéme orthogonal. 1l est vrai
que ces fonctions sont en nombre trop grand d'une unité et qu’elles
sont liées par la relation

(48) (X e, L Xpe=—y,

Mais il est facile de ramener ce systéme au type ordinaire. Pour
nous rendre compte de Popération analytique que nous allons
exécuter, voyons quelle est la signification des résultats précé-
dents pour le cas de 7 — 3.

Alors, les quantités X1, X2, X7 ou, avec les notations habi-
tuelles, X;, Yz, Z; sont les cosinus-directeurs de la normale a la
surface de paramétre Px, c’est-a-dire les coordonnées du point
de la sphére qui sert de représentation sphérique au point corres-
pondant de la surface. Notre résultat équivaut alors 4 cette proposi-
tion bien connue que les représentations sphériques des lignes de
courbure de chaque surface forment un systéme orthogonal. De
ce systéme sphérique on peut déduire, par inversion, un systéme
plan orthagonal, et I'on ainsi, d’un systéme orthogonal i trois
variables, déduit un systéme orthogonal & deux variables seule-
ment. C’est une opération analogue que nous allons exécuter avec
un nombre quelconque de variables.

A cet eflet, effectuons la substitution définie par les formules
suivantes :

Xi Xieet
== ey )’n—l—_— e
I— X} T— X7

X
(49) J1= ﬁ7 Ya=
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En tenant compte de la relation (48), nous trouverons d’une
maniére générale
I

(50) dyidy ot dyly = s [(@XD) o+ (XDt (X,

L’emploi de I’équation (47) nous permet ici d’écrire la formule
particuliére

(51) dyi+...+dyi_ = ﬁ;(.@i; dp?+ B2, do%—+. ..+ B}, dp2),
—_— /C)—

oit le second membre est privé du terme en dp;. Nous obtenons
ainsi un systéme orthogonal ordinaire; car les fonctions y, ...,
Yu_1, aa nombre de n—1, dépendent du méme nombre de
variables o4, ..., Px_1, Phy1, ---5 Pn €L De sont liées par aucune
relation; les formules (g) et (49) le définissent complétement.
Ainsi, d'un systéme complétement orthogonal & 7 variables, nous
avons déduit un autre systéme a 7 — 1 variables, contenant d’ail-
leurs une constante arbitraire, le paramétre py.

On peut résoudre les équations (48) et (49) par rapport

aX}, ..., X;et!l'on aura

; 377 ;
XZ:¢——'%_.,—-, ( =T3251 % 1)
L Vi Fosink M
(52) ¢ o g |
X2 = Yt nty )
; Iy

Ces formules permettent de reconnaitre trés simplement que si
I'on prend comme point de départ le systéme de coordonnées
elliptiques a 7 variables, on obtiendra ainsi celui des cyclides
homofocales dans l'espace a 7 — 1 dimensions.

Ecrivons, en effet, les équations qui définissent le systéeme
des coordonnées elliptiques

27
(324 Eai'—P/z i

z

L’une des surfaces qui le composent sera déterminée par
I’équation

<
(54) Sy
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et 'on aura ici

£ B L &y
(SJ) J\/:_lkaﬁ[—lak’
Ak €étant un facteur de proportionnalité qui se déterminerait, s'il
élait nécessaire, a I'aide de la relation (48).

En retranchant les deux équations (53), (54) l'une de 'autre,
on aura

D e

T e — 1 |

i (a;—p4)(ai— pr) .
1]

ou, en remplagant z; par son expression tirée de (55) en X¢,
o A D
Z(‘\;‘ WL i R
aij— op
i
Cette derniére relation peut aussi s’écrire

(56) L"i:;,
- a;— o fe— Pn

et si 'on y remplace les X} par leurs valeurs déduites des for-
mules (52), il viendra I'équation

B e e
(5_) ay—pp An—1— 9p v
)
' PR U i et g (l—c—yf-e—...—;-_yg_l)z_o
@n— pp Pe—pn v

ot I'on pourra donner a % toutes les valeurs différentes de .

On obtient ainsi les formules qui conviennent au systéme formé
des cyclides homofocales dans un espace a 7 — 1 dimensions. Dans
cel espace, les variables proportionnelles aux quantités

AT T B o 7 R M TR

forment un systéme de coordonnées tout semblable 3 celui des
coordonnées pentasphériques dans I'espace a trois dimensions.
On pourra transformer par inversion le nouveau systéeme ortho-
gonal, puis lui appliquer la méme méthode qu’au précédent, et
I'on obtiendra encore un nouveau systéme algébrique, qui sera,
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A

lui aussi, & un nombre quelconque de variables. En répétant in-
définiment ces opérations, on déduira du systéme primitif une
suite illimitée de systémes orthogonaux algébriques, a un nombre
quelconque de variables.

100. Mais on peut indiquer d’autres procédés bien plus généraux
par lesquels on déduit, d’un systéme orthogonal donné, d’autres
systémes orthogonaux.

Considérons, dans le systéme proposé, ox, Ohsis - -+ Pr COMMeE
des constantes, et définissons n fonctions y; par les formules

(58) Yi= i+ Ap X Ay X+ A, XE,
dont le type général est
(59) y=u+ApUp+...+A,U,,
et qui dépendent, par conséquent, des n variables
oI i o e s | . SRR Vs
Si nous différentions I'équation (59), nous aurons

dy=du—+ApdU,~+.. .+ A, dU,+ UpdAp+...+ Uy dAp,

et, en substituant & du, dU), leurs valeurs

e
dyi— E U;(Hi+ Ap Bni+ Apa Bnrr,o+- o+ AnBai) dp;

=1

+ Uy, dAs+ Upia dApig ...+ U, 4

Remplacons « et les U; par les n systémes de valeurs zy, X% et
faisons la somme des carrés des équations ainsi obtenues. Nous

trouverons

dyz . .=dy?

i=h—1
2

(o2 ? = 3 (Hit AnBaict o+ AaBur)? dp} + dA+. ..+ A

i=1

et, comme cette formule ne contient que les carrés des différen-
tielles, elle montre par cela méme que yy, ¥, ..., Yny COD-
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sidérées comme fonctions des variables e1)
Ajir, ..., A, forment un systéme orthogonal.

Remarquons, d’ailleurs, que la proposition subsiste si I'on rem-
place les 7 — % 41 variables A; par d’autres variables P> B
¢, donnant naissance a la relation

P2y «-oy Pa_4y Ah;

(61) dA] 4. oo dAl—Hy doj? +...+— H2 doiz,
qui caractérise un systéme orthogonal dans un espacea n — h 4+ 1
dimensions.

Dans le cas de n = 3, la signification géométrique des systémes
ainsi obtenus est des plus simples. Le premier, celui ou 1'on ne
prend qu’une fonction A, est formé des surfaces paralléles a I'une
des surfaces du systéme proposé et des développables formées par
leurs normales; le second, celui ot I'on prend deux fonctions A,
est formé des plans normaux 4 la courbe d’intersection de deux
surfaces du systéme et de deux familles de développables, ortho-
gonales a ces plans. Ces développables sont engendrées par des
droites paralléles aux normales des deux surfaces du systéme qui
se coupent suivant la courbe considérée.

101. Revenons au cas général. Les formules (38), (59), (60)
conviennent & un systéme orthogonal & 7 variables. Mais on peut,
de bien des maniéres, diminuer le nombre de ces variables.
Supposons, pour prendre le cas le plus simple, qu’on établisse les
relations

Akz'y/,, A, — Wens

qui déterminent Az, - .., A, en fonction de ity e aieiy O ytlia oD
mule (60) deviendra
k=h—1

) dy¥+"'+’{f/::~1: Z '(HA'+A/L,811/;+...+A,l‘9”/i)'3dp}2‘_,
=1

et elle montrera que les fonctions Vi,

©++y Yh_1, considérées
comme dépendantes de 1y P2

*++y Pr_y, forment un systéme
orthogonal & 2 — variables seulement.

Nous allons faire une application des plus simples. Supposons

que, pour 2 =3, on ait constitué un systéme triple comprenant
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une famille de surfaces paralléles, on aura
(63) du?+ dy+ds?= dA2++ (H -+ ABs)? dp? + (H, -+ A By )? do?,

A désignant dans cette formule la distance a la surface (2) de para-
metre 9,. Si nous faisons z = A, ce sera prendre sur la normale
a la surface (¥) un point a égale distance de la surface (X) et du
plan des zy. Ce point sera donc le centre d'une sphére (S) tan-
gente a la fois a(Z) et au plan des zy. D’ailleurs les coordonnées
du point de contact de cette sphére (S) et du plan des zy sont
évidemment z, y, et 'on aura, d’aprés la formule (63),

(64) dz?—+dy*=(H - A By )* do?+(Hi+ A B51)? dp?,
d’oti résulte ce théoréme :

S¢ D’on méne des spheéres tangentes a une surface fixe (2)
et a un plan, on établira ainsi une correspondance entre les
points du plan et ceux de la surface qui sont les points de
contact de la méme sphére. Aux lignes de courbure de la sur-
Jace correspondront sur le plan deux systemes de lignes
orthogonales.

En transformant par linversion, on obtient la proposition

suivante :

Sil’on méne des sphéres (U) tangentes a une surface fixe (X)
et a une sphére fize (S), on établit une correspondance entre
les points de la surface () et ceux de la sphére (S) qui sont
les points de contact de la méme sphére (U). Aux lignes de
courbure de la surface (X) correspondent sur la sphére (S)
deuzx systémes de lignes orthogonales.

Sil’on suppose que le rayon de la sphére (S) augmente indéfini-
ment, on retrouve le mode ordinaire de représentation sphérique
des surfaces.

La proposition que nous venons d’établir se rattache trés aisé-
ment & celles par lesquelles on justifie la transformation de
Ribaucour (n° 32). Nous avons vu que, si l'on méne des
cercles (C) normaux a la fois a (S) et a (), ces cercles sont
orthogonaux & toute une famille de surfaces faisant partie d’un
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systéeme triple orthogonal, famille qui comprend évidemment la
sphére (S). Si M est le point ou le cercle (C) est normal a (E),
si M,, M, désignent les points ou il est normal & (S), il est clair
que les sphéres tangentes en M a (X) et passant, soit par M, soit
par My, seront aussi normales & (C) en ces points, et, par suite,
seront tangentes a (S). Or la correspondance établie entre M
et My, par exemp'le, est bien telle que des courbes orthogonales
de la sphére (S) correspondent aux lignes de courbure de (%).

Au reste, on pourrait trés aisément étendre les résultats précé-
dents. Revenons, en effet, a 'équation générale (60). Toutes les
substitutions linéaires a coefficients constants qui transformeront
en elle-méme la forme quadratique

dx}+...+dzi—dAj,—...— dA2,

plus généralement toutes celles qui la transformeront en une autre
de la forme

dyi+...+dyi—Kidop—...— K2 dpp

nous donneront de nouveaux systemes orthogonaux a n variables
auxquels on pourra appliquer les méthodes que nous venons
d’exposer.

102. C’est ici le lieu d’aborder une question qui présente un
vif intérét et de montrer que la détermination des surfaces tra-
cées dans un espace a n dimensions et pour lesquelles les lignes
de courbure sont coordonnées se raméne, en premiére analyse, a
la détermination de tous les systémes orthogonaux dans un espace
an —1 dimensions.

Soil, en effet, (X) une telle surface et désignons par ¢y, ¢, ...,
¢, les cosinus directeurs de la normale en un de ses points, c’est-
a-dire des fonclions définies par les deux relations

(65) cydzy+...4+c,dr, = o,

(66) Famcande el =i

En répétant le raisonnement du n° 75, on verra que les lignes
de courbure seront déterminées par des équations telles que les
suivantes :

(67) dey+ \ dzj = cpdy, (k= 1523} 080
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Multiplions I’équation précédente par ¢z et ajoutons toutes les
relations ainsi obtenues.
En tenant compte des relations (65), (66), il viendra

dp =0,

de sorte que les équations différentielles (67) se réduiront a la
forme

(68) dejp—+ A dor— 0,

qui est une généralisation des formules d’Olinde Rodrigues (').
On déduit de I, en particulier, la conclusion suivante :
Soient d et 8 les différentielles relatives a deux lignes de cour-
bure différentes; on aura les équations différentielles

(69) Aot d 0,8 I Sc e kS e o

D’autre part, pour deux déplacements quelconques s’effectuant
sur la surface (2), la relation

S (dey Szp— Scpdar)=o

est toujours vérifiée. Si 'on remplace dans cette identité les dif-
férentielles dcy, Scx par lears valears déduites des équations (69),
il viendra

(70) =¥ S digy b =v

Ainsi, sur une surface quelconque, deux directions principales
qui correspondent a des valeurs différentes de A sont toujours
rectangulaires. C’est un point que nous avions déja établi (n° 75);

. . N . ~
mais si 'on remplace dxx, oxx en fonction de dcy, ocg, on aura

aussi
1 T =
(71) <X—T>Sdckock:o.

En langage géométrique, cette nouvelle relation peut s’énoncer
comme il suit : Les représentations sphériques des lignes de
courbure sont rectangulaires.

() Lecons sur la théorie des surfaces (I Partie, n° 141).
132 12
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103. Cela posé, supposons que les lignes de courbure de la sur-
face (X) soient coordonnées. On pourra choisir 7» —1 fonctions
i P2y -+ -y Pn—s telles qu’une seule d’entre elles varie sur chaque

. . I
ligne de courbure. Par suite, en remplacant X par [, On pourra
® 23

donner aux équations (68) la forme suivante :

0z}, ocy 5
LRy /:o, (¢1=1,2,3, ...,n—1),

dp; ‘0p:

(72)

et comme les lignes de courbure ont des représentations sphé-
riques perpendiculaires les unes aux autres, les » fonctions Cry
Co0s -5, Cp (U 105, Blagt ooy 2,1 définiront un systéme orthogonal
appartenant & la sphére de rayon 1. Donc, en premier lieu, pour
définir (X), il faudra trouver dans I'espace & 7 dimensions un sys-
téme sphérique orthogonal. _

Un tel systéme peut éire obtenu (n° 99) comme l'inverse d’un
systéme complétement orthogonal, défini dans I'espace & n—1
dimensions; de sorte que nous aurons d’abord 3 déterminer le sys-
téme le plus général de ce genre, dans Iespace a n—1 dimensions.

Supposons ce premier probléme résolu; nous pourrons, par
inversion, constituer, dans Iespace & n dimensions un systéme
orthogonal tracé sur la sphére de rayon 1, c’est-a-dire trouver n
fonctions ¢y satisfaisant a la condition

(73) c}+ci+...+ei=1,

et donnant lieu a la relation

(74) def+...~+dej=hidot+...+hi_ dp3_,.
Plus généralement, si I’on pose

(75) Yi= CiPn;y

on aura

(76) A+t dYE=p2R] do}+.. .+ prhr s deit dp2,

et les fonctions y; forment cette fois un systeme orthogonal com-
plet a n dimensions. Nous pourrons donc appliquer a ce systéme
toutes les propositions établies plus haut. Si nous écrivons en par-
ticulier que les fonctions v; vérifient le systéme (32) obtenu au
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n° 935, nous reconnaitrons que les fonctions c; doivent éire des

s e 4 n—i)(n—2) , 3
solutions particuliéres du systéme de %4 équations aux

dérivées partielles comprises dans la formule générale

0926 1 0hy 00 1 ohj 09
I Tordor  he ous Opi I ope Gpw
ot k et & doivent recevoir deux valeurs différentes comprises dans
la suite 1,2, ..., n—1.

Supposons donc connues les fonctions ¢x. Il est aisé de généra-
liser les principes de la théorie des enveloppes et de montrer que,
lorsqu’on connail les cosinus directeurs de la normale a une sur-
face, cette surface peut toujours s’obtenir en adjoignant a 'équa-
tion

(78) C1Ty+ Ca&a—+ ...+ CpTp+ 0 =0,
ou O est une fonction convenablement choisie, ses dérivées

(79) 084 i = (IS BT ) OB,
79 C)P/c Al O dP/f ‘n dpk

—0; (BF=1,2, s n—1),

par rapport a chacune des variables ex- En effet, quelle que soit la
surface considérée, on peut toujours déterminer une fonction ©
par I'équation (78). Si 'on tient compte de la relation

(80) cydxy—+...+~cpdr,=o,

relative a tout déplacement effectué sur la surface, la différentia-
tion de cette équation (78) entraine évidemment toutes les rela-
tions (79); et toutes ces relations, jointes a la précédente, per-
mettent d’obtenir z,, Zs, ..., Z, en fonction de py, 02, ..., pu_s.

Ce point étant admis, nous allons montrer que, pour obtenir
la surface cherchée (X), il sera nécessaire et suffisant de
prendre pour © une solution quelconque des équations (77).

Différentions en effet ’équation (79) par rapport a py, &’ étant
différent de & ; nous aurons

()"c, de; 0z 20
= 0p Op 0pk dprr  Opx Opr

Zi+ ; =0

9k pir . Ipk 9k

e de; P
Remplacons les dérivées —‘57 par leurs valeurs, qu’on déduira

00/ 9
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de I’équation (77) dont les ¢; sont des solutions particuliéres. En
ayant égard aux équations (79), on trouvera

(81) de; 0xz; 020 1 ohy 00 1 Ohjp 00
: | —_— S o e e e e e L
=i oy Opy ok 0 hy Opgr 0oy fyr Opp Oppr
12

Rapprochons les conditions d’orthogonalité
L)C[ ()C[
(82) 2 ()—97 aP_k ==05)
i

des équations (72); nous verrons immédiatement que, dans la
relation (81), le premier membre est toujours nul; il en sera donc
de méme du second, et, par conséquent, O sera bien une solution
particuliére du systéme des équations (77).

Réciproquement, supposons que © soit une solution particu-
liére de ce systéme. La relation (81) nous donnera maintenant

de; 0x; e ;
'JP—/; Z)(Ok/ =0, (k # l‘.‘ ).

En rapprochant toutes les équations de ce genre pour lesquelles
k a une méme valeur des relations d’orthogonalité

de; de;
S
09# dP/u’
on verra que l'on a trois systemes distincts de solutions des
équations linéaires et homogénes par rapport aux inconnues Z

i ()Ci s
E l()Pk’ )

de; ox;
c ou B

00} 9P

si 'on prend

L= ¢y ou S =

Ces trois systémes ne pouvant étre linéairement indépendants,
il faudra que I'on ait, pour toutes les valeurs de 7,

().‘I,‘i ()C,‘ - e
= Ap=— -+ upc;=o0
UP/; b5 dor HEC )

by

Ak et uy étant des arbitraires. On verra, comme plus haut, que py
doit étre nulle et 'on retrouvera ainsi la généralisation des équa-
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tions d’Olinde Rodrigues. Donc la surface correspondante aura ses
lignes de courbure coordonnées; et, sur chacune d’elles, une seule
des quantités p; demeurera variable, ce qui achéve d’établir notre
proposition.

104. Le systéme des équations aux dérivées partielles

2 R‘)_PL:

(83 - :
(83) .

07
qui admet, d’aprés ce que nous avons vu, les solutions particu-
liéres
)\ — xl., l‘L = ci7
et aussi, comme il est aisé de le vérifier
9 ?

A =Sz}, =98¢y,

est analogue & celui que 'on rencontre dans la théorie des sur-
faces (') lorsqu'on veut approfondir les propriétés des lignes de
courbure et des systémes cycliques de Ribaucour. Cette remarque
conduit presque sans effort a la proposition suivante, qui fait
connaitre I'extension & un nombre quelconque de dimensions des
propriétés des systémes cycliques.

Donnons-nous, dans Uespace & n dimensions, une surface (%)
dont les lignes de courbure soient coordonnées. St l’on désigne
par 9y, P2y -++y Pa—t les paramétres des lignes de courbure, les
coordonnées x; d’un de ses points et les cosinus-directeurs c;
de la normale en ce point satisfont a des équations de la
Jorme

; ; T A Z RSN 4
(84) %+Rk§|§i:0’ </c:1:z:...’n—1)'

2

Si lon aintégré d’une maniere générale les équations aux
dérivées partielles
oA o

(85) A (k=1,2, c.crm—1)

((8) Legons sur la théorie des surfaces (1I* Partie, n°* 481 et suiv.).



182 LIVRE I1. — CHAPITRE I. — SYSTEMES ORTHOGONAUX A 7 VARIABLES.
et que l'on résolve par rapport 1y P25 ---y On les n équations

S @—er+ § axi—en=o,
(86) O

doy dc;
j"_ S(Xl._xl.)e_,.sd_?_;(_xi_x[):o, (ke =1,0 .l am—,

ow h et v désignent un systéme quelconque de solutions des
équations (85), les expressions de 1, P2, ---y 0n en fonction
e Xas Wi 10K définiront un systéme complétement ortho-
gonal pour lequel on aura

k=n—1 )\dio— &
9 r 9 9 9 ;of 2
(87) dX} ...+ dX2=02dp}+ 2 —(ﬁ erdp?,
= it
9

les fonctions ey étant celles qui sont définies par la relation

k=n—1
(88) del - ded+.. .+ dep = E erdp

t—=1

2
i

et la fonction § étant donnée par la formule

=n—1

k
DA I /0w \2
8 2 Lo, )2 Vs b
(89) ) + (- pn)2+ kz-l s (dpk> o.

Sil’on convient, pour uninstant, d’appeler cercles, dans I’espace
a n dimensions, les intersections d’une sphére par n — » plans, le
systéme obtenu est le plus général parmi ceux pour lesquels les
trajectoires orthogonales de I'une des familles sont des cercles.



CHAPITRE II

LE TRIEDRE MOBILE.

Dans ce Chapitre, on étudie les proprié¢tés des systémes triples orthogonaux en
les rattachant a la considération du déplacement du triédre trirectangle (T)
formé par les normales aux trois surfaces coordonnées qui se croisent en
chaque point de espace. — Rappel des résultats déja obtenus dans nos Lecons
relativement aux divers mouvements d’un triédre qui dépend de plusieurs
paramétres. — Equations aux dérivées partielles qui relient les rotalions et les
translations. — Détermination d’un triédre dont les rotations et les translations
sont données @ priori. — Systéme linéaire dont l'intégration fait connaitre les
cosinus-directeurs des axes de ce triédre. — Formules générales qui déter-
minent le déplacement d’un point défini par ses coordonnées relatives au
triédre mobile. — Application de cette théorie générale aux coordonnées cur-
vilignes orthogonales; on prend pour le triédre mobile (T) celui dont les
arétes sont les normales aux trois surfaces coordonnées. — Trois des rotations
sont nulles, les autres s’expriment en fonction des coefficients H, H,, H, de
Pélément linéaire et de leurs dérivées. — Introduction des quantités B;. —
Double systéme de relations différentielles auxquelles doivent satisfaire ces six
fonctions. — Démonstration nouvelle du théoréme de Dupin. — Expression des
rayons de courbure des surfaces coordonnées. — Systéme linéaire déterminant
les cosinus-directeurs des normales aux surfaces coordonnées lorsqu’on connait
les B,.. — Représentation sphérique, lignes asymptotiques de chacune de ces
surfaces. — Lois de variation des six courbures principales découvertes par
Lamé. — Définition du paramétre différentiel du premier ordre AU d’une fonc-
tion quelconque U; son expression en coordonnées curvilignes; définition et
expression de A(U, V). — Formule de Stokes et de C. Neumann; définition
du paramétre différentiel ou invariant linéaire du second ordre; son expres-
sion en coordonnées curvilignes. — On peut rattacher Pintroduction de cet in-
variant a4 I’étude de certaines propriétés des transformations ponctuelles les
plus générales. — Pour toutes les transformations de ce genre, il y a en général
trois éléments linéaires partant d’'un point auxquels correspondent des éléments
paralléles. Si l'on veut que ces trois éléments linéaires forment toujours un
triédre trirectangle, il sera nécessaire et suffisant que la transformation soit

définie par les formules

ot U désigne une fonction quelconque de z, y, . 1l existe alors une équation
du troisiéme degré faisant connaitre les dilatations des éléments dont la direction
n’est pas altérée, et les racines de cette équation sont des invariants. Le para-
métre du second ordre de Lamé n’est autre que la somme des racines de cette
équation. — Détermination des transformations de la nature précédente pour
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lesquelles les ¢léments dont la direction n’est pas changée en chaque point de
Pespace sont normaux a trois familles, qui détermineront nécessairement un
systéme de coordonnées curvilignes triplement orthogonales. — II Y a une in-
finité de transformations de ce genre qui correspondent 4 un systéme triple or-
thogonal, donné a priori. — Leur détermination se raméne 3 I'intégration de
troiséquations linéaires aux dérivées partielles auxquelles doit satisfaire une
méiil‘e:‘vf't)‘f{ction. — On termine le Chapitre en donnant un complément & la
tl}éoriee' ﬁ';‘ pracement d'un triédre mobile. Si I’on considére le systéme le
plus général 'dejféddrdonnées curvilignes obliques, I'élément linéaire de I'espace

ds*= ZZ Aadp dpy,

_ préndra la forme -
et l'on: peut se proposer de trouver toutes les relations différentielles qui
existent entre les quantités A, relations différentielles analogues a celles que
Pon doit a Lamé, pour le cas ou les coordonnées sont orthogonales. — On
pourrait résoudre cette question en prenant un triédre (T) occupant une posi-
tion particuliére relativement aux Plans tangents des surfaces coordonnées, —
II parait plus ¢légant d’employer une méthode toute différente, qui repose sur
la considération des différentes décompositions en carrés de la forme quadra-

tique précédente ZZ Ay dp.dp, et qui conduit a six €quations a la fois

nécessaires et suffisantes. — Retour au triédre mobile pour établir les équa-
tions aux dérivées partielles entre les rotations et les translations.

105. Dans le Chapitre précédent, nous avons établj les princi-
pales relations qui se rapportent aux systémes orthogonaux dans
un espace a » dimensions. Dans le cas de Pespace ordinaire, on
peut employer une autre méthode, fondée surla considération d’'un
triedre trirectangle mobile (T) dont Ia position dépend de trois
Parameétres que nous désignerons ici, pour conserver la notation
de Lamé, par les lettres P P15 02, I'indice o étant supprimé toutes
les fois qu’il sera seul.

Sil'on adopte les notations que nous avons déja employées
dans nos Lecons (') pour le cas de deux variables, et si 'on
désigne par &, iy &by piy iy 74 les trois translations et les trois
rotations relfllives au cas ou p; varie seule et joue le réle du temps,
On aura trois groupes différents de rotations et de translations.
Les formules que nous avons déja établies nous donneront jcj les

R e R T Wl

(') Legons sur la theéorie des surfaces (I Partie, Liyre I
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o ok
dg; i 0_;_2; = g:8r— qali— rine—+ TEni,
v L}
on; 0T‘k
(r) 53—';—07; = rifk — rr&i — pile+ prle
oL
| Oend dnr L PR qikr—+ 9%,
9pi _ Opr _
dor = _dP—z =qiTr— qrTi
()q d Je
(2> o—P—If— ().Zi = riPr— TkPiy
()I‘[ i d"/c gil/E | =
| ok ()‘Tl =pPigk— Prqi;

applicables toutes les fois que ¢ et & prendront deux valeurs diffé-
rentes dans la suite o, 1, 2. Réciproquement, toutes les fois que
les relations précédentes seront vérifiées, le raisonnement donné
au Livre I, Chap. V, de nos Legons montrera qu’il existe un
triedre mobile (T), et un seul, admettant les rotations et les trans-
lations données @ priori. Sil’on désigne par U, Uy, U, les cosinus
des angles que font les axes de ce tri¢dre avec une droite fixe de
I’espace, ces cosinus seront déterminés par les équations

18]
o =U17‘i—Uz!Ii,
Qi
18} , :
(3) { d'-l =Uyp;— Ur;, w=l052,2)!
e
dU‘?
o =Ug: — Uips;

de sorte que, pour avoir les cosinus des angles que font les axes
du triedre (T)avec ceux d’un triédre fixe, il suffira de déterminer
trois systémes de solutions des équations précédentes

X, X X,
Yoo X Y
Z, L ls

dont les valeurs initiales, c’est-a-dire relatives & un systéme donné

02, vérifient les relations entre les neuf co-

de valeurs de p, o4, ¢

sinus.
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Puis, pour déterminer les coordonnées z', 3/, z' du sommet du
triedre (T) par rapport au triédre fixe, on aura les formules

~§f = X&+ Xyni+ X, 8,
Pi
9y’ .
(4) Y =Y&+ Y+ Y. 4,
i
0z’
\ E:ZE-I""—ZI"][_'_Z'ZZJ)
vi

qui feront connaitre 2/, 3/, 7/ par des quadratures.

Tous les développements que nous avons déja donnés (') rela-
tivement a l'intégration du systéme (3) subsisteront ici sans modi-
fication. En particulier, si 1’on exprime U, U,, U, en fonction de
deux arbitraires en posant
L1+ af

:L_a‘g, 1 Bl e o 5 Ea—

e a—B a—p’

(3)

o

@ et § seront des solutions particuliéres des trois équations de
Riceati comprises dans le type suivant :

(6) 4 ——il'ks—i—\ql"_lpl"+—\q/"+w/"0’2,
0o 9 2

(k=0 32
et les propositions que nous avons fait connaitre relativement a
Iintégration simultanée de deux équations de cette nature s'éten-
dront d’elles-mémes au systéme précédent de trois équations.
Ajoutons encore que, si 'on considére un point dont les coor-
données relatives au tri¢dre mobile soient z, y, z, les projections
Dz, Dy, D, du déplacement infiniment petit de ce point sur les
axes du triédre mobile auront pour expressions

D, +Z (Ei+qi5 — riy)dp;,
o Dy = dy + N (1i+ riz — pis) ey,

D. =ds + Z(Ci‘i"ﬁi}’ — qix)dp;.

(') Lecons sur la theorie des surfaces (Livre I, Chap. VI).
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Ces expressions sont de la forme
‘ De=Adp+ Aydo;+ Asdps,

(8) ? Dy = B dp + B, dp,;+ By dp,,
D= Cll'a* -+ G dpl Pty Cg_dpg,

ou l’on a
ox
A= 5o + &+ qiz —riy,
d
(9) Br— d“r_ =y Ty — Pis,
Pt -
0z
| Ci= Freimal i s dens

et il est clair que, si 'on transportait origine du tri¢dre (T) au
point considéré, les translations E;, n: (i seraient remplacées
par A;, B;, C;. Ces nouvelles fonctions doivent donc satisfaire aux
mémes équations aux dérivées partielles que les translations : cest-
a-dire que 'on doit avoir

[ 0A; 0A
D?; = 7)9—:‘ = q;Cp— qrCi— riBr+ riBi,
) 0B; B
(10) 53—1: = d—oj = riAp—rrA; — p; G+ pr Gy,
) )
dC; oGy
do/ﬁ g = piBr—piBi— qiAr+ qrAi

b

Telle est la théorie générale du déplacement d’un triedre qui
dépend de trois variables, théorie entiérement semblable a celle
que nous avons développée pour le cas de deux variables, et qui
s'appliquerait encore si le mouvement du triedre dépendait d'nn
plus grand nombre de variables indépendantes. Voyons comment
on peut appliquer a la théorie des systémes triples orthogonaux.

106. Nous désignerons alors par p, pi, pa les parametres des
trois familles qui composent le systéme; et, si P’on considére les
surfaces des trois familles qui se croisent en un point M de Ies-
pace, nous prendrons le triedre mobile dont les axes Mz, My,
M z sont respectivement normaux aux surfaces de parametres g, oy
et pa. Alors, six des neuf translations seront nulles. Sil'on fait
varier, par exemple, le seul paramétre p, la trajectoire sera lan-
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gente a l'axe des x du triédre; on pourra donc poser

(11) S L =40, E=io,

en désignant par H do, conformément aux notations précédentes,
le chemin accompli suivant la normale. On aura de méme

Il

(”), EIZO, 1= Hy, & 0,
E2= Oy

H,.

[

T2 =0,

)

2

Sil'on porte ces valeurs des translations dans le groupe (1), on
aura un premier systéme de relations
oH oH,

E:*”Hu 7]

= ael o=pH,+ ¢, H,

0

d’oti les autres se déduiront par des permutations circulaires. Les
trois équations

o=pH;+ g, H, o=¢qg Hy+ r,H|, o0 =r.H+ pH,,
déduites de la derniére, nous donnent d’abord
(12) P=qi1=rs=o0;

les autres relations nous feront connaitre les valeurs des diffé-
rentes rotations; et si I’on pose, conformément 4 une notation
déja employée,

(4) B = g1 -‘% (=),
on aura
P =0, q:— 505 7= — B4,
(13) P1=—p21, g1 =0, "1=Bou
P2 = Bys, 92=—poz, g =0.

Ce systéme de formules nous donne la signification géomélrique
des quantités 3 qui se présentent dans notre premiére solution :
ces quantités sont, au signe pres, les six rotations du triedre (T)
qui sont différentes de zéro.

SiT'on porte les valeurs des rotations dans les formules (2), on
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obtiendra les neuf relations suivantes :

I dgf;? = B10Boa, 0(53;1 = B0 Bo1,
(B) T b B g,
% = Boz2 fay, (32:0 = P12 Baos
% e % ~+ B0 a1 =0,
(B") 0;0';" = %%; —+ Bo1Bo2=o0,
%‘E == 05);2 + ProBra=o,

qui sont des cas spéciaux des formules (27), (28) établies au Cha-
pitre précédent.

107. Le systéme (7) nous permet encore d’écrire les projec-
tions du déplacement d’un point, projections qui, par application
des équations (11) et (13), deviennent ici

D, = dz + (H +y B10 + 5B20) dp — y Bor do1— 502 dpa,
(C) Dy:dy—x@lodp+(H,+z{321+x§01)dpl—zﬁmdoa

2y

D; = dz — x50 dp — ¥ Ba1 dpi + (Hy+ 280, + 3 B1a) dps.

Ces formules permettent d’ailleurs de démontrer immédiatement
le théoréme de Dupin. En effet, un point de la normale a la sur-
face de paramétre p est caractérisé par les équations

Yy =0, S = 0;

les projections de son déplacement, lorsque oy varie seule, sont
donc
— dpy, (Hi+2801) dp1, o

Le plan tangent en tous les points de la surface réglée décrite par
la normale est donc le plan des zy; et, par suite, la normale en-
gendre une surface développable, ce qui estle théoréme de Dupin.
Mais on voit de plus que le point o elle touche I'aréte de rebrousse-
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ment est défini en égalant & zéro le second déplacement, ce qui

donne

e
z est donc, en grandeur et en signe, le rayon de courbure prin-
cipal de la surface de paramétre p, relatif a la ligne de courbure
sur laquelle o, varie seule. Si donc on convient de désigner par
Rix le rayon de courbure principal pour la surface de para-
metre p; et pour ’arc Hy dog, on aura

H H H

301:—’_,4" Rijg=— =—> Rog=—+>

(l.i) 01 P’JO pzo
H, H, H

Ra:—“'—_'! Ra:—; Ro :—*—1

( ¥ Boz2 2 (’-’12’ & By

Ces expressions sont bien définies en grandeur et en signe; le
rayon de courbure est celle des trois coordonnées du centre de
courbure correspondant qui n’est pas nulle, ces coordonnées
étant relatives au triédre (T).

108. Le systéme (3), qui établitles relations différentielles entre
les cosinus-directeurs d’une droite fixe relativement au triédre
(T), prend ici la forme

oU;

55— UrBu—TU, By,
D IL .
(D) ?dUi—G-U (e=k=1),
e il

en parfait accord avec les formules déja établies (29) (n° 93).

Si I'on prend un point fixe O de Pespace pour sommet d’un
triédre (T') dont les axes soient paralléles a ceux du triedre (B,
les translations de (T’) seront nulles, mais ses rotations seront
égales a celles du triédre (T); de sorte que les projections du dé-
placement d’un point dont les coordonnées relatives 3 ce triédre
seraient &/, ', &’ auront pour valeurs

2

e ( Dy =dy'—2'Biodo + (&' oy + &' B91) dpy — 5" B1a dps,
( D = ds' — &'Ba0 dp — ' Bardps -+ (3 By -+ 2'Boy ) dpy.

s D, = da'+ (' Bro—+ 5'Ba0) dp = Burdo— 3'Bos dos

Par exemple, le point de la sphére de centre O et de rayon 1 qui
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serl de représentation & la surface de paramétre  aura pour coor-
données s

r

2= ¥ =o, Zi—0:
Les projections de son déplacement sur les axes de l'un quel-
conque des deux triédres seront
0, —Brodp—+ Bordpr, — Baodo+ Bosx dps.
Lorsque p demeurera constante, elles se réduiront a
(13) o, Bo1dps, @oz sz-

Donc la représentation sphérique de la surface de paramétre
aura pour élément linéaire

ds* = 33, do]

-1

+ 332 dp

1919

En général, I'élément linéaire de la représentation sphérique, pour
la surface de paramétre p;, sera donné par la formule

(16) de} = B3 doj + B3 dp?, (iZk#I).

En exprimant que le déplacement défini par les formules (15) est
orthogonal a celui qui s’effectue sur la surface, on aura I'équation

différentielle

H; Bo1 dp? + HyBoa dp? =0
des lignes asymptotiques de la surface de paramétre p (1). Celles
de la surface de paramétre p; seraient de méme

([:') I‘I/,?)l'/_- dp/‘“: - H[ﬁ[[ dp;l — o5

Au reste, il est inutile de poursuivre ces applications; il suffit
de remarquer que le triédre (T) occupe, par rapport aux surfaces
de paramétre 5,, exactement la position que nous avons adoptée
dans nos Lecons sur la théorie des surfaces (*); toutes les for-
mules et tous les résultats que nous avons donnés dans cet Ouvrage
seront donc applicables aux surfaces de paramétre p,; il suffira
ensuite d’effectuer des permutations circulaires, pour les rendre
applicables aux surfaces de paramétre p ou de paramétre p,.

(1) Lecons sur la théorie des surfaces (I Partie, }1“ 142).
(2) Lecons sur la théorie des surfaces (II° Partie, Liv. V, Chap. II, Tableau V).



192 LIVRE II. — CHAPITRE II1.

109. Dans ses Lecons sur les coordonnées curvilignes, Lamé a
remarqué que les équations aux dérivées partielles (B), (B’) peu-
vent éire transformées de maniére & ne contenir que les rayons de
courbure principaux et leurs variations quand on se déplace sui-
vant les directions des lignes de courbure. Voici comment on
peut établir ces lois de la variation des courbures.

Désignons avec Lamé par variation ou dérivée d’une fonction
des trois coordonnées z, y, z, relative & une direction donnée, le
quotient de 'accroissement infiniment petit que prend la fone-
tion, quand on se déplace suivant celte direction, par le chemin
parcouru; et désignons aussi par ds, dsy, dsy les arcs Hdp,
H,dpy, Hydp, que 'on décrit lorsqu’on se déplace infiniment
peu sur une des lignes d’intersection. Si ’on porte les expressions
des quantités 3, déduites des formules (A ), dans les systémes (B),
(B') et sil'on remarque qu’en vertu méme des formules (14) et de
la détinition des Pz, on a

oH; H,H,
3 s
(18) o Ry

on pourra remplacer toutes les dérivées des fonctions H; par ces
expressions en fonction des rayons de courbure, et I’on obtiendra
ainsi les relations suivantes :

1
:_’_(;_L>, 0(ﬁ$.>_ t s
ds, Ra1 \ Rog R, ds5 Ry (R—xo T R/’
I I
d S ) —_—
w ) s, )
= — — — ) — —
ds Ro: \R;2 R, s Ro; (Ru Rzo),
I r
0<Rzo> =L< g S O ) d(ﬁz) Lif1
L& os; Rio \ Ry Ra/’ dsy 5 Ry, (R—og = RM)’
J I 0 1 ) T I 1
% \BR) TalgT) =5+
ds \ Ry ds1 \ Ry 13 s, i Rao Ry’
0
(30) { 5 s

— e —
A~
3
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o
p=vl

12

>
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+
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qui ont été données par Lamé (1) et ot la notation % désigne une
Z

dérivée relative a la direction de 'arc ds;.

110. On sait comment Lamé a rattaché i cette notion de la
dérivée prise dans différentes directions la définition du para-
metre différentiel du premier ordre. Etant donnée une fonction U
des trois coordonnées z, y, 3, la dérivée de U relative & une
direction quelconque est la projection, sur cette direction, d’une
grandeur géométrique qui est dirigée suivant la normale & la sur-

; 3 e ot .
face U= const. et est égale a la dérivée 5, Suivant cette nor-

male. Il résulte immédiatement de la que si 'on porte, suivant
trois directions rectangulaires quelconques, des longueurs égales
aux dérivées prises suivant ces directions, la résultante de ces

, oU . ;
trois segments est le segment —— porté sur la normale a la sur-
on

face U = const. et, par suite, que la somme des carrés de ces

i : : ou
trois longueurs est constante et égale au carré de ——. C'est cette

on
somme des carrés a laquelle Lamé a donné le nom de parameétre
différentiel du premier ordre, en le désignant par AU. Sil'on
applique la propriété que nous venons de rappeler, on voit que

I’on aura, en coordonnées rectangulaires,

oU \2 oU\ 2 ﬂj 2
et en coordonnées curvilignes,
L r /oU\?2 1 /00U \2 i dU)‘-’
e AD:W(E) +E<d—ox> 86T el

les trois termes représentant les dérivées prises suivant les trois
lignes d’intersection.

L’invariant différentiel précédent est relatif & une seule fonc-
tion, maisil est aisé d’en déduire un autre relatif a deux fonctions
distinctes U et V. A cet effet, il suffira de remplacer, dans les
deux expressions précédentes de AU, U par U + AV, ) désignant

(') Lamg, Legons sur les coordonnées curvilignes, p. 79 €t suiv.

D 13
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une conslante, et d’égaler les coefficients de A dans ces deux ex-
pressions. On est ainsi conduit & un nouvel invariant simultané

A(U, V), défini par la double expression

E dU oV 90U oV oU oV

n ‘“U")—v;a_fww' 0= o5
(23) ? _ LUV 1 UV 1 dU 9V
~ W2 dp 6 " Hj Jp; dpr | HY 0pa pa

On reconnait presque immédiatement qu’il a pour expression

géométrique

S B oY ey
(24) -\(U7V)=mb~,;,cos(nn),
oU oV

P ® S, k] ’ " ’
=l désignant, pour chaque point de 1 espace, les dérivées de
U et de V prises respectivement suivant les normales aux sur-

3 At :
faces U=const., V= const., et nn/ désignant langle de ces deux

normales.

111. L’invariant AU ne contient que les dérivées premiéres de
U; il y ena d’autres qui contiennent les dérivées du second ordre.
Nous allons définir d’abord le plus important, celui qui est li-
néaire par rapport aux dérivées de la fonction U. A cet effet, nous
établirons d’abord une formule générale, analogue a I'équation de
Stokes et de C. Neumann.

Etant donné un systéme de coordonnées curvilignes orthogo-
nales, considérons une portion de I'espace assez petite pour que
les surfaces coordonnées y forment un réseau tout pareil a celui
qui est constitué par un systéme de plans rectangulaires; de telle
maniére que 'un des réseaux puisse se déduire de I’autre par une
déformation dans laquelle les longueurs seront altérées, sans que
la situation relative des parties soit changée. A I'intérieur de la
portion de I'espace ainsi constitude, imaginons une surface fermée
quelconque (X); et, bien que cela ne soit pas nécessaire, suppo-
sons, pour plus de simplicité, que cette surface (X) soit rencontrée
en deux points seulement par les lignes d’intersection des surfaces
coordonnées. Cela posé, considérons Uintégrale triple

~ [/ oA JB aC ;
J_f,/f(g—{—ﬁ—'—dp?)d? dp, dps,
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ou A, B, C désignent trois fonctions quelconques, et qui est
étendue a tout I'espace intérieur a (¥). On peut la transformer
comme il suit :

Considérons son premier terme seulement
JA

9

et intégrons par rapport a e- Il résulte des hypothéses faites que
toute ligne d’intersection des surfaces de paramétres 04 et py coupe

la surface (X) en deux points seulement; que, sur cette ligne, o ne
cesse de varier dans le méme sens. On a done

f* dp = A*— AL

A’et A” désignant les valeurs de A pour les deux points M/, M” ou
la ligne suivant laquelle on intégre coupe (). On déduit de la

[f[ 5o dordes= [ [dordorirr— a0,

Mais on peut remarquer que si I'on désigne par o I'angle que
fait la normale extérieure a la surface () avec la normale a la
surface coordonnée de paramétre p, on a, au point M’,

d.°27

H,H, dp, dp> = ds cosa,
et au point M/,
H,H, dp; dps =— ds cosa,

ds désignant I’élément de la surface (X). On peut donc écrire

JA B
// E dp ‘CZ,OI doy :ffm cosa ds,

la seconde intégrale étant étendue a toute la surface ().
En appliquant des transformations analogues au second et au
troisieme terme de ’intégrale J, on obtient la formule générale

(25) sff/( oi 3C>d~dqd%
f-f<H TRlAG e IIll cosf+ &

c05~(> ds,
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ou o, 3, v désignent les angles de la normale extérieure & (Z) avec
les normales aux surfaces coordonnées. Si P, 21, p2 se réduisent
aux coordonnées rectilignes rectangulaires, 6n retrouve la formule
de Stokes et de C. Neumann.

Pour appliquer la formule précédente, introduisons deux fonc-
tons arbitraires U et V et adoptons les valeurs suivantes de

A, B, C,

H,H, U _ L HH, oU o HH, U
N 96 il H, 0p;’ bt H, 0dps

L’intégrale triple contenue dans la formule (25) prendra la
forme suivante :
Si I'on pose

) o 1 J /HH, oU o0 /HH, oU o0 (HH; oU
il AﬂU‘HHIH‘z[dp( 0 $>+bii<nt E)*@(Hz 59‘)]

elle deviendra

fff[A(U,V)—l—\"’AzU]HHIHZ do doy dos.

Quant a Pintégrale double, elle sera

ff(—(&cosa—}—ﬂ—cosﬁ—i— Y vd
\H dp H,0p, : H, dp, S o

La quantité qui multiplie Vdo est évidemment la somme des
projections des dérivées de U relatives a trois directions rectan-
gulaires (les normales aux surfaces coordonnées) sur la normale

extérieure a la surface (X). Clest donc la dérivée Z—U de U relative
n

a celte normale extérieure, et I'intégrale double précédente peut

ainsi s'éerire
oU
ff g

SiI'on remarque enfin que

HH H, dp dpy dps

est 'élément de volume dm de I'espace, on verra que la formule
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de Stokes et de Neumann nous donne ici

) fffA(U,V)dnz+fffVA2Ud1n=f/v%]d;.

Tous les termes, sauf celui qui contient A, U, ont une signifi-
cation géométrique indépendante du choix des coordonnées, nous
I'avons établi. Il doit donc en étre de méme pour A, U. Il est ainsi
démontré que cette fonction, définie par la formule (26), est un
invariant.

Si I’on prend les coordonnées rectilignes, on a
'y U | 22U
4,0 =—— + el e

112. On est encore conduit a invariant linéaire du second
ordre par une autre méthode que nous allons exposer.

Considérons une transformation ponctuelle définie par les for-
mules

('-28) XZf(‘T:.}/WZ)’ Y:fl(m7y73)7 sz.z(x,)’,z),

ou X,Y,Z, z, y, 5 désignent les coordonnées rectangulaires des
deux points qui se correspondent, points que nous désignerons
par M et m. Aux différentielles dz, dy, dz des coordonnées de m
correspondent des valeurs des différentielles dX, dY, dZ définies

par les formules

af of aIf
{ = L = dy + = dz,
dX 5 dzr + T dy s
of1 af af1
— L N “— ds,
(29) aY = o T S
af> ofs dfs
= L2 <= dy + == ds,
b=~ dz + oy b

qui peuvent étre considérées comme étlablissant la correspondance
entre deux points m/, M/, respectivement voisins de m et de M.
Cette correspondance est une transformation homographique,
dans laquelle les points & 'infini auraient pour homologues des
points & 'infini et dont I'étude permet de diviser en deux classes
les différentes transformations. L’homographie définie par les
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formules (29) résulte, en effet, de I'addition ou de la composition
des deux autres, définies par les formules suivantes :

adX —
(30) Yy =
dZi—=
dX =
(31 dyY =

@y dr + ays dy - a3 dz,
A3 dz + (227 ({}/ —+ Qa3 d;,

@31 Az + a3y dy + az; ds;

bids — by dy,
by de — b dz,

dZ = b dy — b, dz,

ou I'on a posé

)
Ctn—aé)
. _1/of /1)
am—“zl—;(;}; )
B (O
BN N Oal)

0
agi;:’di):)
0 afs
A3 = A3y — ;(()—{‘l‘l——éﬁ%)? a

2\ 0z ox

01:£<§Jj_gé>,

d‘)
(la3=£l
1 (df  ofs
13=a31='2‘([)'_£+ﬁ;
oLl
2= o\ox oy

et qui, toutes deux, conservent leur forme lorsquon fait un

changement d’axes
aura

c’est-a-dire lorsque #, #,,

Y

vement par rapport

coordonnés.

blzbgz [)3: 0,

a z, ¥, 5, d'une méme fonction,

La seconde disparaitra lorsqu’on

S seront les dérivées, prises respecti-

Ainsi, les

transformations définies par des formules telles que les suivantes

oU
3 (=
(33) 55

forment un groupe spécial, se sé
priétés qui ne dépendent nulleme
rectangulaires. On les retrouye

suivant.

113. Puisque les formules

b = 2

oU

= =i
0z

parant nettement par des pro-
nt du choix des axes coordonnés
encore en étudiant le probléme

(29) établissent une relation homo-

graphique entre les directions des déplacements correspondants

des points M et M, on peut préy

déplacements du point

déplacement paralléle du point M. (7’

m a chacun

¥ e Yii )
oir qu'il y aura, en général, trois
desquels correspondra un
est ce que confirme le calcul

)
),
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suivant : sil’on pose
JK LY dn

it wne e

on devra avoir, en remplacant dX, dY, dZ par leurs valeurs,

ar o of 4
g \dx—)\>dx+ (-)}dy -+ a‘_:dg = o,
d
(34) -d/%dx +<?)§:_)‘> dy + %f—_ldz — o
9f> 0/s 9/ )
S dapl - o dy + (?)?—)\> da="0;

L élimination de dz, dy, dz entre ces trois équations conduira
bien a4 une équation du troisiéme ordre en A. A chacune des ra-
cines de cette équation correspondra, en général, une seule direc-

tion.
Proposons-nous de rechercher toutes les transformations pour

lesquelles les trois déplacements précédents sont deux a deux
rectangulaires. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que, si d et & dési-
gnent les différentielles relatives a deux de ces déplacements, on

ait
dz 82 + dy 8y + dz 8z = o.

Joignons a cette équation les suivantes :
e df) Ay e R A
Vb B Iy =B ABa= 37
d’ott 'on déduira 'identité
(A — N)(dz 8z +dy 8y +ds 83)
= df S —8f dx + df1 0y — 31 dy + dfs 3z — 0/ ds,
qui conduira a I'équation 8
df 3o — §f dx + dfy 8y — 3fidy +dfs 03 — 3f2dz = o,
ou encore

of 9 5 s oft _ ofs s - 5
(———(fé)(dxby—dyox)—i— <5Zl _d_y_) (dy 35 — dz9y)

9%y
o (dfﬁ _i’_) (dzax_.dx&z) =o0.

oz 0z
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Si l'on désigne par le symbole &' la différentielle relative au
troisieme déplacement, qui doit étre rectangulaire aux deux pre-
miers, 'équation précédente peut s’écrire

i _ 9\, . [0fs U\ o £>_
<E—@>°”*<W“E)°Y+ T )T

Comme elle doit étre vérifice pour les trois déplacements rectan-
gulaires, il faut nécessairement que ’on ait

ofr _ 9fs ofs  9f Sl
e o, <= L e =
0z dy

9z 09z 7 oy Ther

c’est-a-dire que la transformation soit définie parles formules sui-
vantes :

(35) X:CE, ngl_J’ Z~0U
dx oy 3

ol U désignera une fonction quelconque de z, y, z.

- (. 0U 9U oU " :
Les trois dérivées %’ 9 3 O plus simplement, U,, U,, U,
sont évidemment les composantes de la grandeurgilJ dirigée sui-
/i

vant la normale a la surface (U) définie par I'équation U= const.
Cette remarque donne Pinterprétation géométrique de la transfor-
mation a laquelle nous sommes conduits : le rayon vecteur OM
représente, en grandeur et en sens, la dérivée de U suivant la
normale & la surface qul passe au point correspondant m et pour
laquelle U conserve une valeur constante.

On voit quel intéréy il peut y avoir, soit en Géométrie, soit en
Physique malhémalique, a associer a I’étude d’une fonction U des
trois variables z, y, z celle de la transformation qui lui correspond
et qui est définie par les formules précédentes (35). Sans entrer
dans cette étude détaillée, nous allons montr
obtenir I'invariant linéaire et deux autr
ordre.

€r comment on peut
es invariants du second

Il suffit, pour cela, de former Péquation en ) qui prend ici la
forme

’ Ull a )‘ UI? Ul3
(36) Uy, Uy, — A Us,;

} Us, Us;, Ugz— 2

= o,
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et dont les racines sont évidemment des invariants. En prenant
leur somme, on retrouve I'invariant linéaire de Lamé

AU = Uyqy+ Uss+ Uss;

mais il y en a encore deux autres, formés par la somme des pro-
duits deux a deux ou par le produit des trois racines et qui sont
respectivement du second et du troisiéme degré par rapport aux
dérivées secondes.

Ces invariants peuvent étre lous formés en coordonnées curvi-
lignes orthogonales.

Si 'on rapporte, en effet, les points m de 'espace a un systéme
de coordonnées curvilignes o, oy, p2, la grandeur géométrique OM
a pour composantes relatives aux axes du triédre (T') les dérivées
de la fonction U suivant ces trois axes, ¢'est-a-dire les quantités
(37) e LR . g e i

H dp H,; do; H, dp»
U étant exprimée en fonction de p, py, pa- Si donc on construit
le triedre (T’) dont I’origine est le point fixe O et dont les axes
sont paralléles a ceux de (T), les valeurs de z, y, s données par
les formules précédentes seront les coordonunées du point M rela~
lives a ce triédre (17).

Par suite, lorsque p, py, p» varieront, les projections du dépla-
cement de M sur les axes du triedre (T') ou du triédre parallele
(T), seront définies par les formules (C'), déja données au n° 108,

D= dz + (Broy -+ B203) dp — Bor doy—'3Bo2 dpa,
(38) Dy =dy — B dp+( Br15 + Borz) do1— z 840 dps,
s =dz—x B0 dp — ¥ Bar dpi+ (Z'Bw—h}’?lz) ds.

En exprimant qu’elles sont proportionnelles aux projections
Hdp, H,dp,, H: dos
du déplacement du sommet 72 du triedre (T), on aura I’équivalent
des équations (34), ¢’est-a-dire

oz

J ‘ 9z _ . S
(% + Broy + P20z — )\H> dp + <0Pl -)’BM) goi (55 —;:302) P

9 ‘ 5 Yoy
(39) <E)% ——x@l(,)dp - <—Z + Bar1z + QOI‘T—)‘Hi/) do1 (E)?; "zﬁ“’) dey=6;

= 9 P
o —)’Ba:>d91+ <£—2 + Boa® + Bray — “12) dps = o-

P1
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En éliminant dp, dp,, dp,, on retrouve I'équation (36) en )
dont les racines sont des invariants. On pourra done retrouver
I’expression en coordonnées curvilignes des trois invariants définis

plus haut. ,
En particulier, sil’on prend la somme des racines, qui doit étre

A, U, on trouvera

1 [ox Iy e
4, U= H(cﬁ + Broy + 3204'") T E<U_9: -+ Bas T?‘ox-’l’)

i /

=1 L( N +?02$+312f)7

et un caleul facile, oti I'on remplacera les Bix etles z, y, z parleurs
valeurs (A) et (37), donnera immédiatement l'expression déja
obtenue plus haut.

114. Les formules précédentes nous permetlent encore de ré-
soudre une question intéressante relative aux transformations dé-
finies par les formules (35).

Nous avons vu que, pour chaque point m, les trois déplace-
ments qui sont paralléles aux déplacements correspondants de M
sont rectangulaires. Mais on peut demander, de plus, que ces trois
déplacements s’effectuent suivant les normales & trois familles de
surfaces orthogonales données. Cette question peut se résoudre
comme il suit : :

Rapportons les points de I'espace au systéme de coordonnées
curvilignes déterminé par les surfaces normales aux trois déplace-
ments et cherchons & déterminer U en fonction de P, Piy p2. Les
équations (39) devront étre vérifides lorsqu’on y annulera deux
des dilérentielles dp, dp,, dp,.

Cela donnera les équations

dz ()}/ 0z
i Sa—yﬁm—o: dp—xﬁno=0, a—xpzozo,
4 (i{.—'p L dy o z

dparn R 5;‘*?’1220: 0.71_‘”3“20'

auxquelles devra satisfaire U. Si I’on y remplace z, y, 5 par leurs
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expressions, elles se réduisent aux trois suivantes :

U 1 0H, oU _ 1 oHy 0U _
doydps  H; 0dps dpy H, 0oy 0ps =
- 92U 1 oH, 0U 1 oH 90U
(E) ilecRER s Lo Ty e R
dp 0 H, dp 0ps H dp, 0p ’
92U 1 oH 0U 1 oH, 0U

dodo,  H 0dpy 0p H, dp 0p;
que nous rencontrerons plus loin. Contentons-nous de rappeler
maintenant qu’elles admettent une solution dépendant de trois
fonctions arbitraires d’une variable (*). Il y a donc toujours une
infinité de transformations jouissant de la propriété requise, rela-
tivement a tout systéme triple orthogonal.

115. Nous allons terminer ce Chapitre en donnant a la fois une
nouvelle application et un complément de la théorie du déplace-
ment d’un tri¢dre mobile qui dépend de trois variables. Nous mon-
trerons que cette théorie permet d’étendre aux coordonnées curyi-
lignes obliques les systémes (B) et (B') de formules que I’on doit
a Lamé. i

Considérons trois familles de surfaces définies respectivement
par les parametres p, piy; P2- Si ces trois paramétres ne sont assu-
jettis & aucune condition, ils peuvent étre considérés comme des
coordonnées curvilignes, aussi générales que possible, qu’il pourra
y avoir avantage a introduire dans certaines recherches.

En chaque point M de I'espace, faisons passer trois droites rec-
tangulaires formant un triédre trirectangle (T), dont la position
relativement aux plans tangents des trois surfaces coordonnées
qui se croisent en ce point sera définie d’une maniére arbitraire.
Par exemple, 'une des arétes du triedre pourra étre tangente a
Vintersection de deux surfaces coordonnées, et I’'une des faces
qui passent par celle aréte sera tangente  'une des deux surfaces
auxquelles 'aréte est tangente. En général, la position du triedre
trirectangle relativement au triédre formé par les plans tangents
aux surfaces coordonnées dépend de trois parameétres pourlesquels

(') Legons sur la théorie des surfaces (IV® Partie, Livre VIII, Chap. XII).
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on pourra choisir des valeurs qui seront des fonctions quelconques
des coordonnées curvilignes. Dans le cas des coordonnées rectan-
gulaires, nous avons supposé que les deux triédres coincidaient.
Cette hypothése ne saurait étre introduite dans le cas général ;
mais on peut toujours supposer, par exemple, que les arétes du
triédre (T) ont été choisies paralléles a trois droites fixes, de sorte
que le tricdre n’aurait alors aucune rotation.

Conservons les notations précédentes et désignons par ds Iélé-
ment linéaire de espace, c’est-d-dire I’arc décrit par le sommet
du triédre (T) lorsque 2, Pis P2 varient et deviennent respective-
ment p - dp, o1+ dp,, 0=t a.’pz ; on aura

ds* =(E dp'+ £y dpy+t, dp, )2

41
= + (0 dp 0y dpy+ 7, dp2)* (L dp + ¢, dpy+ & dps)?,

et sil’on pose :

(42) st = BN A da, dpy,
ok

il viendra

(43) Air = Eibr+ i+ Gl = S Eikr.

Nous allons montrer que les quantités A, satisfont i des équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre analogues aux équa-
tions (B) et (BY).

A cet effet, nous remarquerons que le systéme (1), o l'on
donneraa 7 et a £ toutes les valeurs possibles, nous fournit neuf
équations du premier degré, d’ou I’on pourra déduire les valeurs
des neufrotationsp,-, i 7'i exprimées en fonction des translations.
Si I'on porte les expressions ainsi obtenues des rotations dans les
formules (2), on aura neuf ¢quations du second ordre auxquelles
devront satisfaire les translations. Ces équations du second ordre,
dont le nombre se réduira a six, nous le Verrons, ne se présen-
taient pas dans le cas oy le déplacement dépendait de deux va-
riables seulement. (Vest grace a elles que la théorje relative aux
déplacements qui dépendent de trois variables présente quelque
mtérét nouveau. Nous allons d’abord montrer qu’elles peuvent
nous fournir les relations différentielles entre les coefficients de
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la forme quadratique (42), relations que nous avons principale-
ment en vue (').

Supposons, par exemple, que le triédre (T) ait été choisi de
telle maniére que son axe des z soit tangent a 'intersection des
surfaces de paramétres g, et p, et que son axe des y soit normal a
la surface de paramétre ;. On aura alors

1 =0, =o0, ma=o0.

Les équations de définition (43) donneront toutes les autres
translations exprimées en fonction des coefficients de 1'élément
linéaire. On aura, par exemple,

i e T e PR i -
€2 = Ao, gS1 = Ao, ;52 = Ags,

et ainsi de suite. On tirera de la

Ao Agz
s =yA = ==9 52 = .
\/ 005 S1 \/é\oo m,
/A
(44) < n=o, M= =7 T2 = 03
U VAR Ag—Af,
Z=0 e AIQAOO—AMAOE sz \/A??f\ﬂﬂ_Aq%g,

o = — > —_—
\ . : i &/Aoov A~22A00—A32 \/Aoo

A désignant le déterminant

Ago Agr Ag
(45) A= Aje A1 Age
Asy Ay Ay

On pourrait donc utiliser les valeurs précédentes (44) des trans-
lations, et en les portant dans les relations différentielles du se-
cond ordre dont nous avons signalé I'existence et indiqué plus
haut le mode de formation, on aurait toutes les relations différen-
tielles qui doivent exister entre les quantités Ay.

(") On sait que la théorie des formes quadratiques de différentielles, sur laqu’elle
nous avons lintention de revenir, pour lui donner tous les développ?men%s qu’elle
comporte, a été inaugurée par les travaux de MM. Christoffel et Lipschitz parus
4 la suite un de l'autre, en 1869, dans le Tome LXX du Journal de Crelle.
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Le calecul que nous venons d'indiquer serait dépourvu d’élé-
gance et de symétrie ; on peut I’éviter comme il suit.

116. Désignons par ¢ le déterminant

*
e o G
x
(46) o=l &. m (G |,
52 N2 G

qui, par "emploi des relations (43), conduit presque immédiate-
ment & la formule

(17) o — A,
et introduisons les neuf quantités A;;; définies par les formules

0’:‘:4 ()t/. ()'I]/« ()r/-
4 A-.:S*._:;, 2 S e SIS T
(48) il i Ja, i dpr Ni 90, Gi et

Nous allons chercher d’abord les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu’il soit possible de tirer des équatlions (43) et (48),
ou I'on regardera comme connues toutes les fonctions Az, A,
au moins un systéme de valeurs des fonctions &, ni, G

En différentiant I’équation (43), on obtiendra immédiatement
la condition

oA
(49) 4

doy

= A+ Ay,

ou les indices i, &, [ peuvent recevoir toutes jes valeurs possibles.
Ce premier systéme de formules est nécessaire, mais il n’est pas
suffisant. Il exprime simplement, en effet, que les équations
oblenues en joignant au systéme (48) les équations dérivées du
systéme (43) sont algébriquement compatibles et ne fournissent

s 5 oL I : |
qu’un systéme de valeurs pour les dérivées Q; @—", %,
. %" 9p;” dp;
I')our obltemr les valeurs de ces dérivées, on peut résoudre les
trois équations qui définissent A, Ayrss Asryet on sera conduit
au systéme suivant :

r ~ ~
~ O%s de b) 09
O = Ak e Ay 0
day 0% ()El 247 0%, ’
| ~Ong J3 a3 »
50) I e I N el D )
( FY o7, 'r"l/./d_’_‘v1 ﬂ‘~\2L10na1
- a ~
~ O 95 03 D)
o =-’\u/;/—+A1kl',— + Aoy —;

91 9g 9%,

T
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il = I 4% ;
d’ott 'on déduira, par un calcul facile, la relation

[ Q 9k %

\ dpy dpyr .
(ax) " £ oF
BN (a1 Ing Onp | 0%k 0Tk _ A
' dp; doyr dor dor o, or ) T E, El it AR e Ay

h &

la somme du dernier membre étant étendue aux valeurs o, 1, 2
des deux indices %, A/, et Ayy désignant le mineur qui est le coeffi-
cient de A, dans le déterminant A.

Cela posé, en différentiant les équations (48), nous serons con-
duits sans difficulté a la formule suivante :

k oA A o%; 0% 0k; 0fs
()2) —,), 5 = = =
er 02y dor ()i‘[ 0?/ dp/r

ot les indices i, k, (, {' peuvent prendre toutes les valeurs
possibles; et il est clair que toutes les équations ainsi obtenues

tiennent lieu de celles que I’on obtiendrait si I'on égalait les deux
s 3 2%y 027 02y

- e lles A 9
valeurs distinctes des dérivées telles que P el e

> que

peuvent fournir, par différentiations, les formules (50).
On peut évidemment, soit & I’aide des formules (50), soit plus
a Paide de la relation générale (51), éliminer de la re-

simplement
érivées premiéres des fonctions &,

lation précédente toutes les d
7. &,y et Pon se trouve ainsi conduit aux équations fondamentales

comprises dans le type suivant :

(53) d;\”"/ — L)At“i’ — E E (Apivr Api— AnaAwrr)
o o3y
; : h /e .

App 3
A

ements précédents, constituent, avec les
3 la fois nécessaires et suffisantes,
1, § vérifiant, a la fois, les

qui, d’aprés les raisonn
relations (49), les conditions,
pour qu’il y ait des fonctions &,
équations (43) et (48), ot l'on considérera les Ay et les Ay

comme des fonctions données et connues. On peut donc énoncer

le théoréme suivant :

E'tant donnée une forme quadratique de différentielles

ds2 = E EA,-/, do; dor,



208 LIVRE 1I. — CHAPITRE II.

st Uon a déterminé les valeurs les plus générales des fonc-
tions Aig vérifiant les relations (49) et (53), Uintégration du
systeme complet fourni par les équations (43) et (48) fournira
tous les systémes de valeurs des fonctions &;, n;, C; permettant
de décomposer la forme en trois carrés, de telle maniére que
Uon ait

ds?= (& dp + £y dpy + &3 dpy )?

=+ (N dp 1 dpi+ 13 dp> )2+ (L do + 44 day+ G5 dpy ).

Il est évident que ce théoréme purement analytique s’étend de
lui-méme au, cas de n variables, et, de plus, que les différentes
décompositions en carrés de la forme qui répondent au méme
systéeme de valeurs des A, mais 3 des solutions différentes des
équations (43) et (48), se déduisent les unes des autres par des
substitutions linéaires orthogonales a coefficients constants.

117 Supposons maintenant que la forme quadratique con-
sidérée soit ’élément linéaire de I'espace. On pourra la ramener &
la forme

dx2+ dy?+ dz2,
et il y aura une de ses décompositions en carrés (") pour laquelle
on pourra prendre
or

()'y 0z
5 Ere= 220 np—= -2 —
(54) S e e i

On peut alors calculer trés simplement les quantités Ay ; on a,
dans ce cas
o dr 2z
(33) A-/'1=A'[/-: _
l ¢ ()‘3,‘ ()‘3/_- ()p[ i
et des formules

oxr Odx : dxr Oxr

Air= N+ 5— A= N2 22 ]
i ()Pi d,3l.~’ Al ()9/.~ 09[7 A[z—- (T =

(') Si nous revenons au point de vue géométrique,
carrés correspond au cas ou le triédre (T) aurait ses
droites fixes.

cette décomposition en
arétes paralléles a des
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on déduira, par différentiation, la suivante :

OAir Ay O0Ap S or 2w

—09/ ook o 0_91 0—9/c 5 =2A,/.

y

Si done on introduit le symbole de MM. Christoffel et Lipschitz
défini par la relation

(56) [’Ll] _ 1O 198y 1

qui conduit a I'identité

]

nous aurons

(58) Aiu:[;.

Toutes les quantités Az s’expriment donc exclusivement a
I'aide des coefficients de 1’élément lindaire et de leurs dérivées
premiéres. Si l'on transporte leurs valeurs dans les formules
générales (49) et (53), les premicres sont vérifiées, les autres nous
donnent la relation générale

9 Tkt 0 Tkl _ ATk QY[R Ana
@ 3 [F]-& 7] -2 0] = Bl e T

qui résout le probleme proposé. Elle ne change pas, on le re-
connait aisément, lorsqu’on échange soit 7 et &, soit / et /', soit 7,
ketl, U'; et elle tient licu de six équations entre les coefficients
-de la forme et leurs dérivées des deux premiers ordres. Ces
équations appartiennent a deux types différents : I'un qu’on obtient
en supposant { =i, I'= £, i~ k; I'autre, en supposant ¢ £ £ 3£ [,
U=

La méthode suivie montre d’ailleurs que ces relations nécessaires
sonl encore suffisantes; car, si elles sont remplies, les relations
générales (49) et (53) sont vérifiées par les valeurs (58) des quan-
tités Az;. Comme ces valeurs satisfont aux relations

A i = Aitks

les dérivées correspondantes des quantités &, n;, i, qui sont de-
A
D. 14
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finies par les équations aux dérivées partielles (50), seront telles

que l'on aura, pour tous les indices & et /

9 9% dnr oy oLk _ 9
— 2 = — o = T
()p[ ()P/: ()g[ ()"J/,- dp[ 0")‘-

ce qui permettra d’exprimer &z, 1z, {z par les formules

oz v 0z
E;, = ] Nk= > C/; = )
o 2oy Ao

Z, ), & élant trois fonctions convenablement choisies.

118. L’analyse précédente aurait pu aisément étre détachée de
la considération du triédre (T); voici quelques remarques qui
nous y rameénent. _

D’abord si, entre les équations (1) et (2), on veut éliminer les
rotations, on sera évidemment conduit aux relations (53). Mais,
sans éliminer les rotations, on est conduit a quelques formules
qui méritent d’étre signalées.

Reprenons les équations (1) entre les translations et ajoutons-les
apreés les avoir multipliées respectivement par &, 1; Z;. On ob-
tiendra une équation ne différant que par les notations de la sui-

vanle
[Eri e e &il & Pk
Nive— Aje=|n qx qr|— | m 7w qx
Gty Gy oy

Si donc on pose, pour abréger,

& Er pu
(59) Sikl=| M tx qi |,

& T 1
ce qui enlraine les relations
(60) Sikl = Skt = 0, &iil = 0,

on aura, pour toutes les valeurs des indices,
(61) Airi— Aur= einr— eiyy.

On a, d’ailleurs,

A1 il kil
(62) 09,/ = Aip+ A= [/‘] = [ ; ],
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et celle équation, jointe a la précédente, permet d’obtenir 1’ex-
pression générale suivante

o
(63) A= [ ]

des quantités A .

En substituant ces valeurs des Ay, dans les formules (3535
on obtiendra un systéme de relations différentielles entre les
coefficients de la forme quadratique et les déterminants ej.
Ces déterminants seront tous nuls si, comme nous I’avons
supposé d’abord, le triédre n’a pas de rotations. Mais, dans
les autres cas, quelques-uns au moins seront différents de zéro.
Leur emploi permettra de traiter les différents problémes que
l'on peut se poser et qui concernent la relation entre le tricdre
mobile et celui qui est [ormé par les plans tangents aux surfaces
coordonnées. Si, par exemple, on annulait les trois détermi-
nants ¢;z; pour lesquels les indices sont différents, on exprimerait,
par cela méme, quela rotation dont les composantes sont pi, ;.
rra son axe situé dans le plan tangent a la surface de paramétre Ck
et cela pour les trois valeurs o, 1, 2 de £.



CHAPITRE TII.

RECHERCHE D'UN SYSTEME TRIPLE PARTICULIER. =

Avant de poursuivre la théorie, on veut indiquer des applications des équations
fondamentales a la recherche d’un systéme triple particulier. — Dans ses
Lecons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications, Lamé
a attaché une importance toute particuliére aux systémes composés de trois
familles isothermes. — Définition d’une famille isotherme. — Condition d’iso-
thermie; elle est vérifiée pour le systéme des ellipsoides homofocaux. — Il
existe donc au moins un systéme triple, & la fois orthogonal et isotherme.
— Lamé s’est proposé de déterminer tous les systémes de ce genre. En met-
tant le probléme en équation, on reconnait que ces systémes particuliers ont
une premiére propriété signalée par M. J. Bertrand : les surfaces qui les com-
posent sont isothermiques, c’est-a-dire sont divisibles en carrés infiniment petits
par leurslignes de courbure. Mais cette propriété n’est nullement caractéristique; -
elle appartient, par exemple, au systtme des cyclides homofocales, qui n’est
pas isotherme. — Par suite, en se proposant la recherche de tous les systémes'
triples composés de surfaces isothermiques, on est assuré d’obtenir non seule-
ment tous les systémes isothermes, comme le désirait Lamé, mais d’autres
systémes plus généraux. — Pour accroitre encore Iintérét qui s’attache a ce pro-
bleme général, on remarque que l'on sera encore conduit a le poser si on
approfondit une belle découverte de Lamé. — L’illustre géométre a montré
que, si p, p;, p, désignent les coordonnées elliptiques d’un point de I'espace,
I’équation de la chaleur admet une infinité de solutions de la forme suivante :
J(p) fi(py) fa(pa). — Si lon cherche tous les systémes triples orthogonaux
pour lesquels on peut formuler une proposition analogue, on reconnait encore
qu’ils doivent étre composés de surfaces isothermiques. — Toutes ces re-
marques nous conduisent donc a entreprendre I’étude du probléme le plus
géncral : détermination des systémes triples composés de surfaces isother-
miques. — Mise en équation; forme des valeurs de H, H,, H,. — On exprime
d’abord que ces valeurs satisfont au systéeme (B), ce qui conduit a préciser
leur forme. — On obtient ainsi trois types différents de solutions. — Pour
étudier ces trois types et achever la solution, on exprime que les valeurs de
H, H,, H,, vérifient le systéme (B'). — Forme générale des équations qui en
résultent. — Conditions pour qu’elles soient compatibles avec celles que l'on a
déduites du systéme (B). — Application aux trois types précédemment obtenus.
— Le premier type nous conduit & trois systémes triples comprenant, soit une
famille de plans paralléles et deux familles de cylindres isothermes; soit une
famille de sphéres concentriques et deux familles de cénes isothermes; soit
une famille de plans passant par une droite et deux familles de révolution
ayant cette droite pour axe, et dont les méridiens forment un systéme a la
fois grlhogonal et isotherme. D’une maniére générale, il faut Jjoindre a ces
systémes leurs transformés par inversion, qui jouissent évidemment de la
méme propriété. — Le second type ne fournit aucune solution du probléme et
doit étre rejeté. — Quant au troisiéme, il sera étudié dans le Chapitre suivant. ,
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119. Nous avons établi maintenant les équations fondamentales
qui se présentent dans la théorie générale des systémes orthogo-
naux. Avant de poursuivre le développement de cette théorie, il
convient que nous indiquions quelques applications de la méthode
de recherche qui a été développée dans les Chapitres précédents.
Nous étudierons tout d’abord un probléme céleébre que Lamé
s’est proposé dans ses Lecons sur la théorie des coordonnées
curvilignes et leurs diverses applications.

On sait que, dans un milieu solide homogéne en équilibre de
chaleur, la température stationnaire V doit satisfaire a Péquation
aux dérivées partielles

- 2V 2
(l) Az“ — ’)? SR

et, récipé?quement, toute fonction finie V satisfaisant a celte
équationidéfiniqun état de température pour lequel le milieu se
trouve en équilibre de chaleur. Les surfaces pour lesquelles la
température conserve la méme valeur sont ce que Lamé a appelé
les surfaces isothermes du milieu relatives a 1'état d’équilibre
considéré.

Pour qu'une famille de surfaces représentée par I’équation

(2) E?(xﬁ‘y’z7}‘):()

soit isotherme, il faut évidemment que ’on puisse prendre pour V
une fonction de A,
V= q)()‘)-,

satisfaisant a 'équation (1); ce qui donnera la condition

e 29 9 L 2% L ) [1)2\__()_22\__'_.&] O~
q)(‘)‘)[(cﬁ) & <0f> —<7~> ]*m‘) oz R A T

d’otr résulte la régle énoncée par Lamé : Pour que la famille de
surfaces représentée par U’équation (2) soit zsotherme, i faut
et il suffit que Uon ait

As (X

‘__ = £k
(3) A S ().
Du reste, quand la condition sera remplie, la températare V, rela
tive a I'état de distribution de la chaleur pour lequel les surfaces
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sont isothermes, se calculera par la relation

>V

- ([V_
FITRNAC I g

dont I'intégrale est donnée par la formule

(4) V= /"e—ff")‘)'/"‘ dk;

elle est, par rapport aux constantes arbitraires G, C' introduites
par les quadratures, de la forme

(5) /-:CV()-!— C’,

de sorte qu’a une méme famille isotherme correspondent une 1nfi-
nité d’états stationnaires différents.

120. Considérons, par exemple, I'une des trois familles de qua-
driques homofocales définies par I'équation

72 2 22
(6 IR e e B
) a =N b= c— A ’

ot A désigne le paramétre de la famille. Si’on pose, pour abréger,

x2 9 22
A—S_(T—"A?’ B= (a—%)p’
on aura d’abord

ce qui donnera

A()\) = ié’

puis, en prenant les dérivées secondes,

= 0.

2k, @ L OA\ 2 02
=Tt iy et () A

En ajoutant cette équation aux deux équations analogues en y
et z, et tenant compte des précédentes, on trouvera

A2(4 _1( I ' 1 il T
AR e\ Na g 3\_(;>'

La condition de Lamé est donc remplie et la température V cor-
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\

respondante & chaque famille sera déterminée par la formule
(4), qui donnera ici

# — + G
V(@ — M6 —X)(c—X)

Ainsi, les quadriques homofocales et orthogonales définies par
I’équation (6) constituent un systéme composé de trois familles
isothermes. En d’autres termes, il existe dans un milieu homo-
géne trois états différents d’équilibre de chaleur pour lesquels la
température demeure constante, soit sur des ellipsoides, soit sur
des h)perbolmdes 4 une nappe, soit sur des hyperboloides & deux
nappes, homofocaux.

On peut démontrer ce résultat par une méthode toute diffé-
rente. Etant donné un systéme triple orthogonal, nous savons
(n° 111) qu’en gardant toutes les notations précédentes, on a

9 (Hle oV 0 (HH, oV _d_(HHldV‘
o\ H 09) < 0 )

(8) HHH,AYV =7 e e
Cette relalion nous permet d’écrire en coordonnées curvilignes
I’équation aux dérivées partielles qui régit la température. Et, en
particulier, elle nous permet de reconnaitre immédiatement si la
condition d’isothermie est vérifiée pour l'une ou l'autre des
familles qui composent le systeme orthogonal.

Si I’on veut exprimer, par exemple, qu’il existe un état station-
naire de distribution de la chaleur dans lequel les surfaces de pa-
ramétre p sont isothermes, il faudra exprimer que I’équation

A; V=0
est vérifiée quand on y remplace V par une fonction F(p) de p,

ce qui donnera
0 HIH2 ¥ =)
IR

ou, en intégrant,

(9) Sl prgp) =8,

S désignant une fonction qui ne dépendra que de p; et de p,.
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Appliquons cette condition au syst¢me triple formé par les sur-
faces homofocales (6). On sait (') qu’avec ce systéme I’élément
linéaire de I'espace est donné par la formule

sf =P p—pa) 7,
e e = =
(P1—p)(p1—p2) ; 5 , (P2—p)(P2—0p1) , ,
? T S(p1) e J(p2) i
ot I'on a posé
(1) F()=14(a—p)(b—p)(c—p).
On a ici
o Ye—p)le—ps)
V()
Vpr — p)(p1 — p2)
H, — ! >
(12) 1 \/f(Px)
H":V(Pi—P)(P‘-Z_Pl)’
3 Vf(p2)

et la condition (g) devient

(p1—p2)V.f(p) P
——————— al ("):S.
V—J(e1) f(p2) g

Elle sera vérifiée pourvu que l'on ait
VS (p)E'(p) =2C,

C désignant une constante, ce qui donnera

1 dn
(13) V:sz .
V/(p)

Nous retrouvons la formule déja obtenue plus haut.

121. On voit qu'il existe au moins un systéme triple, a la fois
orthogonal et isotherme, c’est-a-dire un systéme triple composé
de trois familles isothermes. Lamé s’est proposé de déterminer
tous les systemes de coordonnées curvilignes qui satisfont & cette

(*) Legons sur la theorie des surfaces (I** Partie, p. 158).
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double condition. 1l est aisé de trouver tout d’abord les relations
différentielles que doivent vérifier alors les fonctions H, Hy,; Hy.

Supposons que p, oy, py aient été choisis de maniére a étre,
selon 'expression de Lamé, les paramétres thermoméiriques des
trois familles isothermes, c’est-a-dire vérifient les équations

Azp =0, Aspr=o, Az 0= 0.

En substituant Py P1, p2 dans Pexpression générale de A, (V),
on aura tout de suite les équalions aux dérivées partielles

0 (HH,\ _ g S
~<H/NO7 91 H1>_’ sz<Hz)_’

qui expriment la propriété cherchée. Elles donnent, en intégrant,
H, H, HH, HH
(14) ﬁ—‘:sa = =5 '——I:S‘Zv

S; désignant, pour abréger, une fonction qui ne contiendra
pas la variable p;.

On déduit des équations précédentes les valeurs
(15) H=y55, Hi=y88, H=y55

1212
de H, H,, H,; de sorte que l'on aura, pour I’élément du sys-
téme triple cherché, I'expression suivante

([6) ds2= SISgdPZ—(—SSg(]\S% —f—SSl([Pi.

Cette formule permet de vérifier immédiatement une propriété
des systémes triples isothermes, qui a été signalée par M. J. B:er—
trand ('). Chacune des surfaces qui les composent peut étre
divisée en carrés infiniment petits par ses lignejs de courbure.
Si I'on suppose, en effet, dp,= o, I'élément linéaire de la surface

de paramétre p, sera défini par la formule

(17) cls?:qg(slciloz+5dpz).

(1) J. BERTRAND, Mémoire sur les surfaces isothermes orthogonales ( Journal
de Liouville, t. IX, p. 117; 1844).
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Le paramétre p, étant constant, S, deviendra une fonction de p,
S une fonction de p, ; par suite, le rapport des coefficients de dp?

et de dp?sera le quotient d’une fonction de o par une fonction
de p,. Cette relation caractérise, sur une surface quelconque, les

systémes de coordonnées jouissant de la propriété annoncée an

192. Ainsi, tous les systémes triples, a la fois orthogonaux et
isothermes, sont nécessairement composés de surfaces qui peuvent
étre divisées en carrés infiniment petits par leurs lignes de cour-
bure. Mais la réciproque n’est pas vraie, et l'on connait au moins
un systéme orthogonal, celui des cyclides homofocales, qui, sans
étre isotherme, jouit de la méme propriété. On sait, en effet (2),
que, si I'on considére les cyclides homofocales définies en coor-
données pentasphériques par I'équation

2
( II‘IT
(IS) A== (0
a;— A

1

il passera Lrois de ces surfaces par chaque point de l'espace; ety
si l'on désigne par p, 0y, p» les paramétres de ces trois surlaces,
I’élément linéaire de I'espace sera défini par la formule

‘ Medst— L= R(p—p2) 4
(Iq) { f(P) :
) , (p1—p)(p1—02) (pa—p)(p2—p1)
qolerm e er—pa) 4o, o ARe— PP RIET A
" J(p1) ey J(p2) d53,
ot I'on a posé
(20) Je)=(p—a1)(p—az)...(p— as)
et
(21) M=2 ._[_\/(ak—lo)(ak—P[)(ak—Pz)
;R"' S'Car) -

Ry étant le rayon de la sphére coordonnée (Sx). Quant aux coor-
données z;, elles s’expriment en fonction des coordonnées curvi-

(') Legons sur la théorie des surfaces (I Partie, n° 115 ).

(:é’Legons sur la théorie des surfaces (I** Partie, n° 154). Voir aussi plus loin,
n° 164.
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lignes par les formules
: (@ai—p)(a;— p1)(ai— ps) .
(22 i — o = = e )
) : FiaD) ; (Z 25 o G

La formule (19), en méme temps qu’elle met en évidence I’or-
thogonalité du systéme de coordonnées curvilignes ainsi constitué,

montre aussi que chaque cyclide peut étre découpée en carrés
infiniment petits par ses lignes de courbure, car si I'on fait, par
exemple, p, = const., on obtient, pour I'élément linéaire de la
surface de paramétre o,. I'expression

; o —r l9) 0 — 0j — 03
(23) dst= ol [ o L it (lp?] ’

M> J(e) Flpr)Eit
d’ott résulte immédiatement la propriété annoncée. Nous avons
déja exprimé cette propriété en disant que la surface est isother-
mique ().

123. Proposons-nous, d’'une maniére générale, de rechercher
lous les systémes triples orthogonaux, nécessairement plus nom-
breux que les systémes isothermes, pour lesquels toute surface
de chacune des trois familles peut étre divisée en carrés infini-
ment petits par ses lignes de courbure, c’est-a-dire est isother-
mique. Il est facile de trouver quelle doit étre, dans ce cas, la
forme de I'élément linéaire de I'espace. Posons toujours

ds>= H2d>2+ H} d»? + H; do}.

Sur la surface de paramétre p,, I'élément linéaire aura pour ex-

pression ;
ds?= H2do?+ H} dp?;

et, pour que le réseau des lignes de courbure soit isotherme, il
faudra que 'on ait

H _ flp) .

H, :fl(PI)’

02 élant conslant sur la surface, les fonctions f et fi peu-

mais,

(") Lecons sur la théorie des surfaces (11° Partie, n° 434).
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vent contenir o,, et I’on doit écrire

0 flp.pa) |
H;  fi(p1,p2)

Dans tout ce qui va suivre, nous désignerons par une grande
lettre affectée d’indice, A; par exemple, une fonction ne conte-
nant pas la variable 0i, et par une petite letire affectée d’indice,
a; par exemple, une fonction de la seule variable p;. L'indice
zéro correspondant a la variable p sera supprimé. L’équation pré-
cédente pourra donc s’écrire

H A,y

H, A
On devra avoir de méme, en considérant les deux autres familles,

L MR H,

£ TR 0

Sa

La multiplication des trois équations nous donne

CAB,

AB,Cy o+
Il est facile de voir que la solution la plus générale de celte équa-
tion est fournie par les formules

C  a Ay B

a
= =2 =n
A a By as )

9

a
),
a

]

qui donnent, en introduisant les fonctions S, S,, S, de méme dé-
finition que A, A,, ...,
S=Aa,=— Cal, Slechg:aBl, So— Bga:C’-_)al-

On déduit de 14 les relations

H S H, _ S, H,

Sy H,y S
H, — 5’ H,, & S5 H S,
et I'on pourra adopter les expressions suivantes

S, S, SS,
24 H B2 =03 1 _ S5
( 4) M Hl M ] IIg — TI,

Y E e ¢ . 5
ot M désignera une fonction quelconque de ps 91y p2. Pour la
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commodité des calculs, nous prendrons

o I I T
25 H = — ¢Ri+Rs — __ eR+R; 5 — — eR+R
(25) Me : H, Me 1 H, Me +R,
R, R,, R, étant de méme définition que S, S,, S,, c’est-a-dire
ne contenant chacune que les deux variables d’indices différents.
On obtiendra les expressions données plus haut relatives aux
systémes isothermes en faisant

Me— ]

12%. On est encore conduit & rechercher les mémes systémes
orthogonaux si l'on se propose une question trés intéressante
dont I'origine remonte a la plus belle découverte de Lamé.

8
Si 'on applique expression (8) de A,V au systéme de coor-
PP1q
données elliptiques pour lequel I’élément linéaire est défini par la
formule (10), on reconnait immédiatement que l'on a

A V) 9 N
gm— (p—21)(p —pa) 9 [m ”P]

/fipr) B e i
5 ) o VJP il o)
& ) " (p1—p)(p1—p2) 901 [‘/f(‘ol)‘)ﬁ]
V./(p2) Wt 1
" (p2—p)(p2—rp1) 922 [‘/j(ﬂ)”—?;] ;

et de 1a il résulte que 'on aura des solutions de I’équation de la

chaleur :
A,V = o,

si l'on peut satisfaire aux trois relations

— : vV
VI 5 [VF®) 55| = e =BV,
S LZs o ;

(27) VI o [ VTG0 5 | = e+ B)Y,

— 0 —.—‘_’)V
V/(p2) ﬁ I:\/./(P-z) 0_3):' =(Ap:+B)Y,
ou A et B sont deux fonctions quelconques. C'est ce qui aura
lieu si 'on suppose A et B constantes, et si 'on prend
(28) V= 2(p)91(p1) 92(p2)s

. ’ ’ 5 ’
les fonctions d’une seule variable o, 9, ©, étant déterminées par
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lv

les équations linéaires

dp d>
d = doy

VIED oz [T 72 | = e+ B3
d - de,| )

VS (p2) A [\/JL(V")%] = (Ap2+B)9s

Il y aura, en définitive, pour trouver la solution particuliere
définie par la formule (28), a intégrer I'unique équation linéaire

du

(29) VIE) 7 Nﬂnw)—wp+hm

ot A et B sont des constantes quelconques.

On sait comment Pemploi des solutions particuliéres (28) a
permis a Lamé de résondre le beau probléme de la distribution
de la chaleur a 'intérieur d’un ellipsoide, et comment l'étude de
I'équation linéaire précédente, faite par M. Hermite, a été I'ori-
gine des plus importantes découvertes analytiques. Il était donc
naturel de se proposer la recherche de tous les systémes orthogo-
naux auxquels on pourra appliquer la méthode de Lamé, et avee
lesquels on pourra trouver une infinité de solutions de I’équation
de la chaleur, en prenant pour V une fonction deJa forme

(30) | V="Pf(p)fi(p1)/2(p2),

ou P désignera une fonction tout a fait déterminée de 0, P15 P2
mais ou les fonctions f, fy, /> pourront étre choisies d’une infi-
nité de maniéres différentes et devront satisfaire a des équations du
second ordre. La forme précédente, un peu plus générale que
celle (28) de Lamé, la comprend comme cas particulier el s'y
réduit pour P =1. Voyons comment on pourra Lraiter le probléme
ainsi posé.
Si, pour abréger, on pose
_ H,H, HH, IH

Hr “1=~“—l: Uy = ——>

I’équation de la chaleur prendra la forme

r)( vy , 9 (a r)\'>+ ) oV
()P 0.31 ] ldr”l ‘)Pz <€1~z 092) = 0.
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Si l'on y substitue la valear (30) de V, elle devient

(31) Pa'&—!—(zai—i—P%)&—i—i(czd—P>—!—...:0
J(¢) 9% %/ flg) " dp \ op !

les termes non écrits s’obtenant par des permutations circulaires.,

effectuées sur I'indice. Les fonctions /£, f,, f» doivent donc satis-

faire a des équalions linéaires. Par exemple si, dans I’équation

précédente, on donne a 21 et a p, deux valeurs constantes quel-

conques, on trouvera pour f une équation de la forme suivante :

af’"+ bf'+cf =o,

ou a, b, ¢ sont des fonctions quelconques de .
Réciproquement, si I’on veut que les deux solutions d’une
Prog )
telle équation puissent étre associées aux Jonctions f, f, pour
donner une intégrale de I’équation de la chaleur, comme cela
a lieu dans le cas des surfaces homofocales du second degré, il
fandra que I’équation (371) soit identiquement vérifiée par I'em-
ploi de trois équations de la forme précédente, 1'une pour £, la
seconde pour f}, la troisiéme pour f,. Ecrivons ces trois équations
sous la forme suivante :
;‘ L)+ 2(p)SUp) o+ WR)S =0,
(32) ) 1(p1) +@1(p1) fi(p1) + i(p1) fi= o,
VS5 (p2) + 92(p2) f3(02) + Ya(pa) fo= o,
il faudra que, si lon en tire les valeurs des dérivées secondes
: 5 h : s ; g
J"(2)s f1(p1)s /2 (p2) pour les porter dans I'équation (31), celle-ci
soit vérifiée au moins pour deux valeurs différentes des rapports
o & § : o ’ A by
lji" %:—’, —Jf:' Comme elle est linéaire par rapport a ces rapports,
1 2
il faudra égaler a zéro le coelficient de chacun de ces rapports
ainsi que 'ensemble des termes qui ne les contiennent pas. On
obtient ainsi les conditions

7 P 03
22 ?{)? +P 0; =Pag(p),
oP day
PP p
211091 0,01 oy 91(p1)
3 { oP 05
(J3) ‘212()—0;%—13@‘ :P12 ?2(.52)5

s aP) a< 9P
(7<1d7) ‘ ﬁ(a‘c’m " 0 aﬁdpz)

| —P(a¥+ yb+ad) = o,
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qui devront étre satisfaites griace a un choix convenable des fone-
1 ¢ | s -

tions ¢, 9, P2 €t y, 4y, ¥,. Réciproquement, toutes les fois
quelles seront vérifiées, on pourra affirmer que I'équation de la
chaleur admet huit solutions particuliéres, linéairement distinctes,
de la forme suivante

Pf(p)f1(p1) f2(p2)

ou f(2) fi(p1), f2(p2) désignent respectivement des intégrales
particuliéres des équations linéaires (32).

Il nous reste maintenant a examiner les conséquences des rela-
tions (33).

La discussion se simplifie beaucoup si ’on remarque que les
équations (32) sont linéaires; on peut donc, en remplacant res-
pectivement p, pi, p2 par des fonctions convenablement choi-
sies de ces paramétres, les ramener a une forme nouvelle pour
laquelle seront nulles les fonctions @, ¢, 9. Alors les trois pre-
miéres équations (33) se réduiront aux suivantes :

>
dp 00, dps

(34) 0(;P2):0(111’2):d(a.[’2')

:0y

et donneront, en intégrant,

AP 82 - wprasa Tl pa ol
S; ne dépendant pas de p;. Sil'on serappelle lasignification de a,
%y, %y, celadonne, pour H, H,, H,, des valeurs de la forme suivante

>
(35) T ik G

2

SS
AL

T

identiques, aux notations prés, a celles que nous avons obtenues
plus haut.

& 1 i R \ 4
Ainsi, ’on est encore ramené 3 la recherche des systémes triples

pour lesquels H, H,, H; sont donnés par les formules (25). Pour
ces systémes, on aura

(36) o= e,
de sorte que les équations (34) nous donneront
0 [/P2)
dpi <3T> i

: P
et, par conséquent, le rapport 71 S€ra une constante. On pourra
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prendre

1
P — M2,

Si 'on substitue cette valeur de P ainsi que les valeurs de o, «,,
2, dans la derniére équation (33), elle deviendra

1
2 M 2 =1
e <( ) + ¢ M 2)

[ 7

o 1
i (022 =i ; DM 2 i
+"2"‘(’T,z—+¢n‘l 2)-—{—62“2 (dd\A + 4, M 2>:o.

i v

S

Mais nous ne ferons pas usage, au début tout au moins, de cetle
condition supplémentaire pour M.

125. Proposons-nous donc de déterminer tous les systémes
orthogonaux pour lesquels les valeurs de H, H,, H, sont données
simplement par les formules déja écrites

I T 1
Y R R SN R RL = L
G37) H i e H; ¢ . Hg_M + Ry

Il faudra former les fonctions Bir, exprimer ensuite que ces
fonctions vérifient les systémes (B) et (B’) du Chapitre précé-
dent. Calculons d’abord ces fonctions Bix- On aura

‘ (i R, x R
s R R eea bl ) — eR—R (__ 71 Sy
Bor=e ( M Op ) Pu=e ( .M+r)p,)’
2 SR, (R IR By — PRy [ — %2 ﬁ)
(38) { Bia=e ( M+()91 pPa=e M+df72,’
from ohem (2o RO (OB
| Pro=et < M T dp, ) eE=ER TR j\l+dp)

Nous avons, pour abréger, désigné par z,, z,, z, les dérivées
premiéres de M ; nous adopterons une notation agalogue pour les
dérivées d’ordre supérieur. %

Les fonctions B doivent d’abord satisfaire aux équations (B)
du Chapitre précédent

B1a A 9820 9By
e BioBoas s Ba1 Buo, B Boz fa1.

En substituant leurs expressions dans ces équations, on ob-
D. 5
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tiendra le systéme

JR JR
.Z'I.ZZJ‘ZJP—1 —.—-7/'1{)‘72 '—*—:\IU,
oRy oRy
=2y — +—x3— +M
(39) )“'20—10 9pa Ty o5 Uy,
Ryl 7 oRy"
\ Xy = Ty E‘ +.Z'0¥l< —rI“.Ug,

ou l'on a posé, pour abréger,

U_ 9R—Ry) I(R—Ry) IR dR

0p4 0ps do4 ()p:,’

P ;. _ 9(R—R) (R —R,) R, 9R;
499 U= dp2 dp dpy dp i
U d(R,—R)) 9(Ry— R) o JR, R,

L S 9p1 Jp 01

Pour que les équations (39) soient compatibles, il faudra que
les trois valeurs différentes de

93 M

e it L D
90 901 09 012

que 'on peut en déduire par la différentiation soient égales. Or,
en différentiant la premiére équation par rapport a o et remplacant
Loy &1y par leurs valeurs déduites des deux autres, on trouve

pore oy MRaORy - OR ORy | 0Ry 0R
o2 = Zp 92, Jor T 1092 e .Z'z?a

/9
+;\1(£ S +U,§?>-

9 901

Les valeurs que I'on trouvera en opérant de méme avec les deux
aulres équations (39) ne différeront évidemment de Ja précédente
que par le coefficient de M. On doit donc avoir

[ oU oR JR

(/ ) 5 W =+ U] ;)9—1 =+ Uy ()—92'
41
dU, - dRy oR, oU, _dR, IR
=t T —1 = — .
( 0py " 0oy i dp dps Sy dp Ui N
Or il est aisé de vérifier les identités
OR _ . 0R _ _ oR, . oR, R, JR,
Uld?l TU?E_Ui‘)TT — =U0—+U,—.
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(&)
(2
N

Les équations (41) se réduisent donc aux suivantes :
oU _ U, _ U,
dp ~ dp1  Ops
Comme un calcul direct permet de constater que I'on a identi-

quement
oU . 0Uy i JU,
% o o

=0,

on voit que les équations (41) peuvent étre remplacées par les
suivantes :
dU  9U; U,

(-IZ) ()_9—: OPi :KZOI

Chacune des trois fonctions U; ne doit donc pas dépendre de la
variable de méme indice. Par suite, en désignant par K, K, K,
trois fonctions de deux variables telles que K; ne depende pas
de @i, On pourra toujours écrire

2K JR JR
SR R
0510ps  dpy dpy
et de méme pour U, et U,. Nous mettons une dérivée seconde
pour la commodité des calculs qul vont suivre.

Nous aurons ainsi le s_ysteme sulvant H

JR, JR dR; E)E 0K
dpr  doy do2  0pa/ — Oprdpy’

OR _ 0Ry) /0B, R\ _ 0K,
ez Opa  9p0p’

d—p dp
OR; _ dRy\ /OR _ dR,\ _ oK,
\ (7’.?_? dr  dp1/)  dpdpy’
qui devra étre vérifié quand on choisira pour K, K,, K, des
fonctions convenables des variables dont elles dépendent.

Quant aux €équations auxquelles doit satisfaire M, elles pren-
dront la forme

(43)

/ oR IR [ 0K 9R oR >

x”_z‘ld 09 +r20 Sig o 0p109: 0y dps

i IR, OR, /K, _ 9Ry IR,
(/|_|) { z‘;o—ng—l— OE—I_ (0.9(/;-’/2 ()Pz (90 )J

Zoy = &g

IR, JR, (dﬁ K, dR, dR2>
= -+ M = =

oy L dp dp 024 dp 0y
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et elles deviendront compatibles, c’est-a-dire elles admettront une
solution dépendant de trois fonctions arbitraires d’une variable,
si le systéme (43) est vérifié.

126. Nous allons d’abord chercher la forme des fonctions R,
Ry, Ry; K, Ky, K, qui peuvent satisfaire aux équations (43). Ces
équations, différentiées respectivement par rapport a o, 5y, 8-
nous donneront les suivantes :

(45) dR; O0Ry\ 2R _ /R, dR d?R,_(dR IR\ 2R,
f Jp 0p /Op10ps  \dpy 0p1)0p0gy \dps  Ops

Supposons d’abord que I'un des binomes

(46) JRy IR, JR, JR IR dR,
¢ % 0 O O O

soit nul et que I'on ait, par exemple,

JR oR,
(47) ()—sl o da— e

ce qui donne, en différentiant,

02 Ry 92 Ry {'
=0, — ’
09 09, dp dp,

Alors les équations (45) seront vérifiées. Nous avons ainsi une
premiere solution du probléme proposé. On déduit famlemenl des

(rois équations précédentes que 'on a L

(48) Ri=a -+ as; Rey= a -+ aj,

a; ne dépendant que de la variable p;. Quant & R, comme il n¢
doit satisfaire & aucune condition, ce sera une fonction quelconqu®
de 2, pa. Mais on peut simplifier cette premiére solution.

Remarquons en effet que, si, dans les expressions (37) de H-
H,, H,, on remplace R, R,, R, respectivement par

R+ oy + aa, R',—%—a—%—a.!, R'._,ﬁ—x—:—i,,

2; ne dépendant que de p;, R, R, R) seront des fonctions d¢
méme définition respectivement que R, R,, R,. Remplacon®
maintenant M par M'exteta; les nouvelles expressions de H-
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H,, H, seront

¢
;2 ’ . I . '
H = W 8“;4—“2—9—-&7 HI = VL eR-;-l(ﬁ.a,, H2 -

I
M’

R+ R+

et ne différeront des anciennes que par la présence des facteurs
e, e*:, e%. Mais on pourra faire disparaitre ces facteurs en substi-
tuant aux coordonnées curvilignes o, ¢,, p» de nouvelles coordon-
nées o', o, o), définies par les quadratures

FoD ol A s 7
g —fieXido, py = | e%doy, pL,= | e*=dp;.

On voit donc que, sans diminuer la généralité du systéme
cherché, on peut remplacer les fonctions R, R, R, par les sui-

vantes :
R+ + a0y, Ri+a-+a, Ry+ao-+2,

ol &, oy, &, désignent trois lfonctions quelconques qui dépendent
chacune de la variable de méme indice.

Appliquons cette remarque générale & notre premiére solution,
définie par les formules (48). Nous voyons que les fonctions Ry,
R, pourront étre ramenées a zéro pourvu que I’on prenne

a+a=o, ay - ay=.0, oy~ @y = 0.
Alinsi cette solution est caractérisée par les deux relalions
(49) Ri=—0, B>—0:
127. Supposons maintenant qu’aucun des binomes (46) ne soit
nul, mais que I'une des dérivées secondes

J2R 92 Ry 2R,
094 0ps : dp dpy ’ dp doy

(50)

le soit. Alors, d’aprés les équations (45) et 'hypothése précé-
dente, ces trois dérivées seront nulles en méme temps, ce qui don-

nera
R = a;+ b, Ry= ay,+ 0, Ry= a + by, y

a;, b; désignant des fonctions de la seule variable o;. En introdui-
sant comme précédemment des fonctions a, o, o2, On pourra ra-
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mener les valeurs précédentes a la forme plus élégante
(51) R=a;—a,, Ri=a;—a, Ro=a —a;;

mais, pour qu’aucun des binomes (46) ne soit nul, il sera néces-
saire qu’aucune des fonctions a;ne se réduise & une constante.
Tel est le type de notre deuxiéme solution.

128. En dehors de ces deux premiéres solutions, il n’en existe
aucune pour laquelle I'un des binomes (46) ou l'une des dérivées
secondes (50) soit nulle. Par suite, la comparaison des équations
(43) et (45) nous conduira, pour toutes les autres solutions cher-
chées, aux relations suivantes :

2K 02K, 02K,
901 0ps _ 0dpdpy  0pdp;
2R~ 02R;  02R,

091 025 0p 005 09 dpy

La valeur commune de ces trois rapports, le premier ne dépen-
dant pas de p, le deuxiéme de ¢1 et le troisiéme de p,, ne peut étre
qu'une constante %, différente de zéro. Il suit de 13 que les équa-
tions (43) se changeront dans les suivantes

<E _OR?) <()R o 0R1> e 02R

g1 dpi/ \dpy  Ops d1 0ps”
dos 00, dp dp 0p.0p>

f(@_@ﬁ,)(o‘m R\ _ . 0R,
\ \ 9%~ % /\ 91 t’_pT)_l'dpdm’

ou ne figurent plus les fonctions K, K,, K,. Nous allons voir qu’on
peut aisément les intégrer.

Prenons, par exemple, la premiére et effectuons-y la substi-
tution

! R =R;+ Ry— A logh,

elle deviendra
626 ol
0“‘91 ()Z = 0.

On aura donc

0= S, + S,, R =R+ Rg—lzlog(Sl—g—Sz),
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Sy, S, étant des fonctions de méme définition que R,, R., c’est-
a-dire ne contenant pas respectivement p; et 9.

Comme R ne doit pas dépendre de g, on pourra, dans laformule
précédente, donner a p une valeur constante qui transformera R,
S, en des fonctions de 55, Ry, S, en des fonctlions de ;. On a
donc pour I'expression générale de R

(63) R=o;+ay— hlog(a,—a,),

i, a; dépendant seulement de p;.. Aucune des fonctions a, a;, a,
ne peut se réduire & une consflante; car, sans cela, deux des trois
dérivées secondes (50) seraient nulles, contrairement a I’hypo-
thése qui caractérise celle troisieme solution.

Cela posé, prenons la premiére des équations (52) et rempla-
cons-y R par la valeur précédente. Elle pourra se mettre sous la
forme

ha', L hd!,
3 —— ay— —————— =y
URZ gy : ; 0R1 i 1/ g
IEN L 02, 2

Les deux membres de ’équation précédente sont indépendants,
I'un de p,, I'autre de p,. lls sont donc égaux & une méme fonction
de p, que nous désignerons par a. On aura donc

02,

dRs ha, OB = s

,
ha',
—_—2

AR !
a— ay 0p, a— Qs

Ay =

e e

ce qui donnera en intégrant

5) l\ Ry =y +a—7Nlogla —ay);

[ Ry =ay+ B— R log(as—a),

x et 3 désignant des fonctions de p.

Substituons ces valeurs, ainsi que celle de R, dans la seconde
équation (52); si 'on se rappelle qu'aucune des fonctions a; ne
peut se réduire a une constante, il viendra

o=
On peut supposer, sans restreindre la généralité,

==

<
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car on peul, sans changer la valeur (33) de R, remplacer o, a,
par o+ A/, ay— A', I désignant une constante quelconque. On
obtient donc, pour la forme définitive de la troisieme solution,

les expressions suivantes

( R=01+a— hlog(a,— a,),

(55 Ri=a +ay—hlog(a,— a),

Ri=a +a;—hlog(a — a,)

de R, R,, R,.

129. En résumé, nous avons les trois types de solutions carac-

térisés respectivement par les formules (49), (51) et (55). Nous

allons les examiner successivement. Mais auparavant indiquons

d’une maniére précise le point ott nous sommes parvenus.

ILa fonction M devra satisfaire aux trois équations aux -dérivées

partielles (44), qui seront compatibles; mais il nous reste a

exprimer que les fonctions Bix satisfont encore au systéeme (B') du

Chapitre précédent

054,

g?:’.l

: B
t == =k =110/
Jor =& ()Pi 301 Po2 s
_ 28, 08,5
oE) | ,)'p-“ T ’51'2 +Bufr=o,
2 (4
0801 0810 :
e e 2 8,085 ="0';
Je oy 220 221 3

ce qui va nous donner trois nouvelles équations aux dérivées par-
tielles pour M. Or, ces équations ne conliennent, outre les dé-

rivées premiéres, que les

dérivées secondes Zooy Ly1s L2y de M,

et il est aisé de les résoudre par rapport a ces dérivées. Si on les
ajoute, par exemple, aprés les avoir multipliées respectivement
par — H, H; et H,, on aura

| e2R 'f’--"nu__ﬁ L)
: M M2 " M

(‘r)l{l dlig‘)_gc)l{[ LLIE el r)fﬁz]

W do ) OorosEE gL T Tae

[ (21 _ORa\:_ R, R " IR, /0R  oR,"
o [()l ,);,,)' +*< \)]

4 g2Rs [ T2

T

Les équations que I'on

) 2 R
9p; 9p3 921 \ dp, 9

dRy\*  02Ry  0?2R  OR, /oR R
;i+w%wﬂ¢%__ﬁ”ﬂ.
P2 P o \ 905

2
2 3

dp>

9 12

obtiendrait en permutant les indices

donneraient de méme les dérivées secondes Ly et Lo,
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Ces nouvelles équalions ne sont pas nécessairement compatibles
avec les équations (44). Cherchons d’abord quel est le degré de
généralité de la solution commune qu’elles doivent avoir.

S’il existe un systéme orthogonal répondant a la question, ses
transformés par inversion donneront aussi des solutions pour
lesquelles les rapports mutuels de H, H,, H, seront les mémes ;
Mais M sera remplacée (n° 98) par

IM[(# — a)+ (y — b+ (s —¢)?],

Z, ¥, & ¢élant les coordonnées rectilignes el «, b, ¢, k quatre con-
stantes arbitraires. Il faut donc que la solution commune des six
équations (44), (57) contienne au moins quatre constantes, ¢’esl-
a-dire que lon puisse prendre arbitrairement, pour un sysléme
donné de valeurs de 9, 21, P2, la fonction M et ses trois dérivées
premiéres. Or, comme ces équations font connaitre toutes les
dérivées secondes de M, on reconnait immédiatement qu’elles ne
peuvent admettre une solution plus générale. Pour exprimer
qu’elles sont conﬁpatib]es, on les différentiera, ce qui permettra
d’obtenir deux ou trois expressions différentes pour les dérivées

troisiemes de M relatives a deux au moins des variables 5o

AEA
h 29

)
ces expressions d’une méme dérivée, qu’on pourra ramener A ne
contenir que les dérivées premiéres x,, z,, 2., devront étre égales
pour toutes les valeurs de ces dérivées, c’est-a-dire qu’elles devront
étre les mémes, terme pour terme.

On a déja exprimé, en étudiant le systéme (44), que les trois
valeurs obtenues pour 2z, par la différentiation de ces équations
sont égales; il resterail a exprimer que, si Pon calcule de deux
maniéres différentes une dérivée telle que z49,, soit en différen-

. o3 S 4 ; 4 : Beveny
tiant par rapport a p la troisiéme équation (44), soit en différen
# . 2z . g v Y s
tianl par rapport a p, P’équation (57), les deux expressions
obtenues sont égales terme a terme. Cela fait, les six équations
auraient une solution commune avec quatre constantes arbitraires

cl formeraient un systéme complet.

130. Le calcul indiqué n’est pas impraticable; mais on peut
I’abréger beaucoup et le faire sous une autre forme en remarguant
que les six équations (B), (B’) offrent des combinaisons inté-

grables.
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Considérons, en effet, les deux équations

9B1o 9B,

0?1-1"——\-'300@1—0
9Bo2 983
SPO-+ 0}- ("IOUI"—‘O

du groupe (B'), et multiplions-les respectivement par Brodsn,
Baedos. En vertu des équations (B), elles pourront s’écrire

0 9820 98,
'310 3 [l 1—}—PJOT‘dI31+‘BH) 1 ({" =0
1 7
1)“ 03; o83
g P10 4 o 9920 , o YPe2 I
= das+ ——dpr, =0
10 o2 P2+ Pao 9o 22—+ Pag dp P2

En les ajoutant et supposant constante la variable p, on
Lrouve

. 82 2 98
(58) d"%—' +310""—”d31+320
5 (]
Or on a, dans tous les. cas, en vertu des équations (B),

(plo r)unl) == 5%(\{5209%:”\) ;

()J2 \

el, par conséquent, si I’on regarde toujours e comme une con-
stante, la différentielle

[
310 dn—i— B30

peut étre exactement intégrée.

Dans le cas particulier que nous avons a traiter, ce point peut
étre vérifié comme il suit. On a, en se servant des expressions (38)
des fonctions {5,-;.-_,

ago, . Ol e R
_ — 3 = S R e
Bror p‘” i (M 921 > Jp (M 9 )
oRl ; 10 [z OR,\?
BroBor—+ P(piopu1)~ad—m<ﬁ—*7‘;> 3

On wrouve, d’autre part, en tenant compte de la troisiéme équa-
tion (44),

L dg TR L
901?1(—E<—M—.—0—9>~m(l\g——LogM);
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ce qui permet d’écrire

oﬁm 0 OR; (7« dl(2>

d~ dpy op \M T op

03 1 0= @y dR,\ 2
+ i, (Fa — Togh)— 2 = <M L T> :

En intégrant, on trouve

fﬁ Bos , _ OBy (7o 0Ky
9 dp i dp \ M dp )

02 &y C)Rz 2
—)?Q-(K:z Lo “)__<ﬁ e )

2K, oRy 9Ky

dp? dp dp

— L+

L, désignant une fonction qui ne dépend pas de p,; quant aux
deux termes qui suivent et qui ne dépendent pas non plus de g,,
ils sont ajoutés pour la symétrie des calculs. On trouverait de

méme
dﬁog = dRz e ()Ki
f'82° A 90 (M T o )

A 2y oR\?2
(Ix[——Lo M) — _<]\l —~$)

s 02K, IR, K,
i dp2 a dz 0p 4

L, ne contenant pas p,. Les deux fonctions L,, L, doivent étre
telles que ces intégrales soient égales, ce qui donne, en retran-
chant,

9 .0 T 270  20py

18, JR, JR; oK, | 0K, 1 dR, 1 R,
o) B ’

Il est facile de vérifier que la dérivée seconde du second membre,
prise par rapport a py, p2, est nulle comme celle du premier. Le
A; ne contenant

pas p;; et, comme I"équation pourra s’écrire
Byl s g A

la valeur commune des deux membres ne pourra dépendre que
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de ¢; on aura donc

S Iq:;&l—*-f(,ig):

(60) | La= As+7(p),

ce qui détermine L, L, & une fonction preés de o.
En intégrant la formule (58), on obtieadra la relation

: 983 083
B3, +B2,+2 [<(5“, = Lo e, (']';dp2 =
]
< D

2

et, en substituant la valeur de I'intégrale que nous venons de cal-
culer, on trouvera

M L CNE T T T

JdR, /0K, ()KE\ 2K, 2K, dR,\2
—i—-z—.—-(. -+ /-2 — —2+—— + 2L, +

62“[2.700 D 22y [OR o _P-_l
05 )

Ogh R 500 op? 95 B
) ﬂ 4, URg ‘),_— R ('T_Z de 2 e
\ M 991 M p

ce qui donnera une nouvelle équation aux dérivées partielles a
laquelle devra satisfaire la fonction M. Sil’on compare celle équa-
tion & la premiére (57) qui donne aussi z4,, on trouve qu’en éli-
minant cette dérivée on fait disparaitre toutes les autres, et il
reste I'équation de condition

{ e I 02 Kg +2dﬂ K, Ly i IR, ﬂl\J R 0K\
do? dg? dp C)‘

('oszzy 5 9Ryi OR, d*Rl 02 n,

T e

(61) ¢

-+ 2k, r)—’l{_()'z »  OR, /IR, oR
L% T ot T o T

JLESRe [U R 02 R, JR, <0Rl JR )]
R4 ST S e e = 0.

52 Vo2l E 3
Jp3 963 0ps \ ps dps,

Cette formule, ot L, est défini par les équations (59), (60),
constitue une condition nouvelle 3 laquelle doivent satisfaire les
fonctions R, R,, R,. En permulant les indices dans les for-
mules (59), (60), (61), on aurait deux autres conditions de méme
nature ent ¢ les mémes fonctions.
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131. Maintenant, toute difficulté relative a la fonction M a dis-
paru. Nous avons A reprendre nos trois types de solutions, &
exprimer que les valeurs correspondantes des fonctions R, BisiRS
vérifient ’équation (61) etles deux équations semblables. Si elles
peuvent satisfaire 4 cette nouvelle et triple condition, il ne res-
tera plus qu’a intégrer les six équations simultanées du second
ordre, formant un systéme complet, auxquelles doit satisfaire la
fonction M.

Appliquons cette méthode a nos trois types de solutions (49),
(51) et (53). Pour le premier, on a

Ry= R;—0, Ki=Ks;= 9.
Les valeurs de H, H,, H, sont les suivantes

I eh elt
(62) 1]:— Hl—my Hg—— T\l-

[élément linéaire du systeme triple orthogonal correspondant
est donné par la formule

1
M2

(63) dst= [dp?~+ e (dp? + dp?)].

La forme méme de cette expression montre immédiatement que
les surfaces de paramétre e sont des sphéres ou des plans; car on
peut changer les variables p,, 02 en d’autres 2. P qui dépendent
seulement de o, 0, et obtenir, d’une infinité de maniéres, la re-

lation X
dof~+dpj = 2(dp?+ d}).

Par conséquent, les surfaces de paramétre 5 ont une infinité de
systémes de lignes de courbure et ne peuvent étre, par suite, que
des sphéres ou des plans. On voit méme que les autres surfaces les
coupent suivant des lignes formant un systéme 1sotherme ou iso-
métrique.

Ici équation (59) devient

Li—L,=o0
et donne

Li=/f(p)-
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La condition (61) se réduit & la suivante

2R 2R
5 )e2R T, , - .
b f(p) e -+ o0t - o0 =10,

et comme R ne contient pas g, il faut que f(p) soit une constante,

. e — G
ce qui donne, en desxgnant cetle constante par iy

2R~ 2R
== iy

’ 2R il
(64) CeR dp‘f == D

5
Vo2

Cette équation nous apprend (') que les surfaces dont1'élément
linéaire est donné par la formule

ds?= e*k (o2 dp?)

ont leur courbure constante et égale a C.

Supposons d’abord C=o. Alors, en remplacant o, p» par de
nouvelles variables o', ¢, et, sans changer p, on pourra toujours
ramener
! R (dp?+ dp?)

a la forme

nous aurons, par suite, pour le systéme orthogonal formé avec les

variables p, 0|, o, un élément linéaire dont I'expression sera

v
5 I r o
(65) ds? = m(dlg‘l_l_ di°12+'d9'22)-

Or, nous avons vu (n° 96) que cette forme de 1'élément li-
néaire ne peut convenir qu’au systéme formé de rois familles de
plans rectangulaires et a ses transformés par inversion. Si l'on
tient compte de la substitution opérée sur gy, p,, on voit que ce
premier cas nous donne les systémes triples orthogonauzx formés
d’une famille de plans paralléles, de deux familles de cy-
lindres isothermes, et les systémes qui en sont les transformés par
inversion.

(') Lecons sur la théorie des surfaces (II* Fartie, n° 499, p. 371).
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132. Traitons maintenant le cas o la constante ‘G est positive

et égale & —

a__,- Alors on pourra ramener

eR(dp? + dp?)
a la forme
a?(dh2+ sin20 ds?)

par un simple changement des seules variables P4 €t ps, ce qui
donnera, pour I'élément linéaire du systéme triple cherché, I'ex-
pression suivante

ds>— # (do*+ a? di2+a2<in%0 dp?),
ou, en remplacant p par @ logp et Mg par aN,

(66) ds2= \ILE (dp? -+ p2dB2 + p25sin20 do?).

On reconnait, dans la parenthése, la forme de 1’élément li-
néaire qui convient aux coordonnées polaires. Si l'on tient
compte de la substitution effectuée sur les variables i1y P2, OD
voit que notre seconde hypothése nous conduit aux systémes
Jormés d’une famille de sphéres concentriques, de deux Ja-

milles de cénes isothermes et A leurs transformés par inversion.

I

133. Enfin, supposons la constante C négative et égale a — &

On pourra alors ramener
e*R(do? + dp?)
a la forme
, dz? - dy?
e

9 Bl

72

aN 3
en remplacant ¢ par «w et M par -’ on aura, pour le systéme

orthogonal,

(67) ds? = F}—g(yzduﬂ—i— dz?+ dy?).

Cette forme convient au systéme de coordonnées semi-polaires
constitué avec une famille de plans paralléles (de paramétre z),
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avec une famille de cylindres de révolution (de paramétre y) et
une famille de plans passant par une droite (de paramétre ),
ainsi qu'a ses Lransformés par inversion. En tenant compte du
changement des variables p,, p», on voit que nous obtenons ici
tous les systemes triples formés d’une famille de plans passant
par une droite, de deux familles de surfaces de révolution
ayant cetle droite pour axe et dont les méridiens forment
dans le plan un systéme a la fois orthogonal et isotherme,
ainsi que leurs transformés par inversion.

134. Tels sont les résultats auxquels nous conduit 'éiude de
notre premiére solulion. Envisageons maintenant la seconde,
pour laquelle on a

Be—iay —lash Bi—a,— a; R = a—ass
On peut prendre ici

K=—4aia,, Ki=— 4aa,, K.

=—jaa. ’
et 'on a
Ly — Ly=—8a"(a,+ a,),

a' désignant la dérivée de a, ce qui permet de prendre
Li=—8a2ay—+ f(5).
L’équation (61) a vérifier devient done

7 e 13 ;o 23 PN
—4(a’"+ a?)a;—4la"— (1/’2,1/12;—44/’,(;;)

(68) ! . ;
' —-ghala—2a,(gf | qlt) - g2a ias—taiigl o a)=o,
4/ (p) désignant une nouvelle fonction de ¢ provenant de la réu-
nion a — f(p) de tous les termes qui ne dépendent que de p.
Si l'on prend la dérivée seconde par rapport a p,, 5,, on trouve
) By

a’z@—ﬂaemll_l?_ e= (@) + )+ @) e?ae—ta, . d
o1

e (as— a2 =0
o

Comme la fonction @ ne peut étre constante, cetle équation ne
sera vérifiée que si les coeflicients de e*@, e2a sont nuls, ce qui
donne

et @l ap)=4C,  e%i(al— aRy= 4

2 .04y
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C et C' étant des constantes. L’équation (68) devient donc
—(a"+a%)ay—(a"— a@?)a; + fi(p)+ Cevar—2a__ (' g2a—ta, — o,

Prenant les deux dérivées du premier membre par rapport a s,
el & p,, nous trouvons

a'+a?= 4G e2a—ta,

a"— a2 = 4Ceta—2a,

Comme aucune des fonctions @, @y, ay ne peut se réduire i une
constante, 1l est évidemment impossible de satisfaire 4 ces-condi-
tions : donc le second type de solution doit étre rejeté.



CHAPITRE 1V.

RECHERCHE D' UN SYSTEME PARTICULIER (SUITE).
EXAMEN DU TROISIEME TYPE DE SOLUTION.

Le troisiéme type de solution du probléme que I'on a commencé a étudier dans
le Chapitre précédent correspond aux valeurs suivantes

(pr—p) " (p—pa) P ;

== =
Mya

o= L))
My a,

Hi (p—p2) " (pa— )"
’ Mya,

de H, H,, H,. Dans ces formules, M désigne une fonction quelconque, 2 une
constante, @, une fonction de la seule variable p,. En écrivant que les équations
de condition données au Chapitre précédent sont vérifiées, on obtient les solu-

. . .a ¥
tions suivantes. — Pour la premiére, on a i =— =5 a(p); a(p), a,(p) sont
des polynomes identiques du 5° degré; ces hypothéses correspondent au sys-

teme formé par les cyclides homofocales et & ses variétés. — La seconde solution
\ 3 1 :
correspond & ’hypothése 7 = 53 a(p), @, (p), a,(p) sont des polynomes iden-

tiques du 3¢ degré. — La troisiéme solution correspond & la valeur 2 =1; a(p),
a,(p), a,(p) sont des polynomes du second degré qui doivent satisfaire a
I'identité
a(p)+a(p)+ax(p)=o.

La quatriéme solution correspond & la valeur & = 2 ; les fonctions a, a,, a, se
réduisent alors a des constantes dont la somme est nulle. — Remarques générales
sur la maniére dont on pourra déterminer la valeur de M correspondant a
chaque solution. — Etude détaillée du cas pour lequel on a & —=1. — Le sys-
teme correspondant est exclusivement formé de cyclides de Dupin. — On dé-
montre qu'il est identique & ceux qui ont été étudiés au Livre I, Ch. ITI. —

Pour I'étude des systémes qui correspondent aux valeurs i = 2, i = — et qui
2

n’apparaitront pas, d’ailleurs, dans le Chapitre suivant, il est renvoyé & un
Mémoire de 'auteur.

135. 1l nous reste maintenant & étudier la troisiéme solution,
celle qui est donnée par les formules (55) du Chapitre précédent.
Comme, dans ces formules, «, a,, @,, qui ne dépendent respecti-
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vement que de p, gy, gy, ne se rédaisent Jamais a des constantes,
nous prendrons @, a,, a, pour les valeurs méme de ces para-

métres, ce qui nous permettra d’écrire, en changeant les nota-
tions,

R=— é]ogal— élogag—hlog(pl—pg),

(1) Rlz—éloga —élog%*hlog(‘si——p),
I 1

Ro=—— ;loga[— 5 loga — R log(p — 01)-

\

En modifiant un peu la fonction M et Ia remplacant par

M

Vaa, a,

(2)

il en résultera, pour H, H,, H,, les expressions suivantes :

0 — (,o;—p)*"t?_—p-;)”’)
Ma
(pa—p1) " (p1—g) 4
(20 ST Mya; {
H, (P*Pe\"/'(iﬁ‘ot)’/”
;i M a,

que nous adopterons désormais. 11 importe de remarquer que ces
expressions ne sont pas ypiques et qu’elles subsisteraient, moyen-
nant des modifications convenables de M, a, a,, a,, si I'on effec-
tuait sur p, oy, 0o une méme substitution linéaire o coeffficients
constants. Nous ferons plus loin usage de cette remarque.

Sinous tenons compte de la modification (2) que nous avons
fait subir & M, les équations (44)du n° 125, auxquelles devait sa-
tisfaire cette fonction, se changeront dans les suivantes :

‘ (p — p1)zor= h(my— zy),
C(Pr—p2)Z12= (21— 25),
( (p2—p) Z20 = (23— z,).

4)

Quant & la relation (61) du n° 130, si I'on remarque que I'on
peut prendre ici

(5) |
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-

on trouvera qu’elle devient

[ a(p)

2 h3— 3 h2
(pa— p1)2* L

a' - I g

[F(P)—m—?&(zh'ﬁhmpl—p p—pz)

& h—h? v h— h? ]

(pa—p)2  (p—p2)?
a(p1) ha'y pi= P2 i ke - ]
Tm[ 2a; (p2—p(er—p) (pz—p1®  (p1—p? (p1—p)p2—pa)

_@s(p2) [_’IL pi—p k.. AR _!”""’]m.

\ i—prhl 2@ (pr—pp—p)  (pr—p1?  (p—ps)* (p2—podp—F2)

(6)

On a réuni dans F(p) 4 la fonction arbitraire 2 f(p) de 1'équa-
tion (60) du Chapitre précédent tous les termes qui ne dépendent
que de p. On obtiendrait deux équations semblables a la précé-
dente en permutant les indices.

Voyons comment on pourra satisfaire i cette équation. Rempla-
cons-y d’abord g, et p, par les expressions

Pr RS0, pa=p + U,

et multiplions tous les termes par uw2?+2, 1] viendra

[ a(p) 5 o h3—3 h2 5 a'u g s o
G—a)th [F(p)u - = — (2 —lz.)g<; : 1> + (h— 1 )<1+12>]

_._a‘<9‘) _Im’1 w h hi—= RS h? J
(7) ? '(—1)‘“‘[ wa; u(,l—a)—(l—x)i_i_ o2 o(1— %)

_1_‘""2(9‘2) [ hay ouw h I ]

=0.

+ h—0"n ——+
20y & —1 (1—a)? T

o2l

Si maintenant nous faisons = o0, g, et p, deviendront égaux
a p, quel que soit o, et ’équation précédente deviendra

a(p) 2h3—3h2 I ks
(|_1)2/:|: = +(Il—/l“)<l—|—ﬁ>:|

(8) i a(p) I;h—/z2 h2 h
1)2]

(— 1)22 2 a(i—a) (1—
as(p) S h h2
= [Iz-——/z (1__1)2—{-1_1]:0,

Cette nouvelle relation ne contiendra plus que les deux va-
riables p, o et devra étre vérifiée pour toutes les valeurs de ces
variables.

—
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136. Supposons d’abord A < 1. Multiplions par (1 —a)? et fai-

sons ensuite & =1, on trouvera, 4 n’étant pas nul,
a1(p)=(—1)"+1a,(p).
Multipliant par o2 et faisant ensuite o — 0, on a de méme

a1 (p)=(=1)**tla(p).
On a, par suite,
a(p)= ax(p),

et, en permutant les indices,

) a(p)=ai(p);
ce qui donne
(— )2kttt =1, (—1)2=—1.

Ainsi les symboles a, a,, a, représentent une méme fonction.
En les supprimant dans 1’équation (8), 1l reste une relation qui
ne contient plus que « et qui doit étre vérifide pour toutes les va-
leurs de cette variable. Si on développe le premier membre sui-
vant les puissances ascendantes de , on obtient un résultat de la
forme suivante

(9) h(2h+1)(h—1)(h—2)+ (h2—ah)al—2h ¢ — o,

les degrés des termes non écrits surpassant d’une unité au moins
le degré de ’'un des termes précédents.
Sil'on a 2/ >1, le premier terme du développement est

al=2/i(h2— o p),

et il ne peut étre nul, / étant supposé inférieur 3 1. Donc Péqua-
tion ne sera pas vérifiée.

Silonaak =1, il est aisé de reconnaitre que I'équation (8)
sera, au contraire, vérifiée. Voila donc une premiére solution pos-
sible :

I
h:—-
2

.~ Silonash <1,le premier terme du développement (9) devant
étre nul et / étant différent de zéro, on aura nécessairement
I

==
2
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Et, en effet, dans cetle hypothése, ’équation (8) est encore
vérifiée.

137. Jusqu’ici nous avions supposé que /. était inférieur a
I'unité. Nous avons donc & considérer les cas ou / est égal ou su-
périeur 3 'unité. Commencons par le supposer supérieur a 'unité.
Si I'on multiplie le premier membre de I'équation (8) par (1— a)*#
et que 'on donne ensuite a « la valeur « = 1, il restera

23— 502+a2h=Nh(2h—1)(h—2)=o0.

Il faut donc que 'on ait
=9

En introduisant, en effet, cette hypothése dans I’équation (8),
elle se réduira a la forme simple

(10) a(p)+ai(p)+as(p)=o

et sera vérifiée si cette relation a lieu entre les trois fonctions a,
N

Enfin, la derniére hypothése a examiner,

i

nous conduit & la méme conclusion : I'équation (8) sera encore
vérifiée, pourvu que les fonctions a, a,, a, soient liées par la re-
lation (10).

138. En résumé, I’équation fonctionnelle (8) admet quatre so-
lutions distincles qui correspondent aux valeurs suivantes de /,

/z:—l, fo 5 ) i —ro7
2 2

Pour les deux premiéres, a, @,, a, sont les valeurs que prend
une méme fonction quand on y remplace la variable indépendante
successivement par p, ‘s, et p,. Pour les deux derniéres valeurs
de h, les trois fonctions doivent satisfaire 4 la condition (10).
Mais il faut bien remarquer que c’est I'équation (8), et non
I’équation plus générale (6) dont elle est une simple conséquence,
qui se trouve vérifiée.

Une remarque trés simple va nous permettre d’achever la dis-
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cussion. Sil’on admet que les fonctions @, a,, a, soient des poly-

nomes, il est aisé de déterminer leur degré @ priori. Reprenons,
en effet, les valeurs de H, H,, H,, 'expression de H, par exemple,

i (pr—=p)"(p—pa)~
M\/a

. Supposons que @ soit un polynome de degré p et effectuons la

substitution

T 1 1
g 21— fa =
p P Pa

la nouvelle valeur H' de H sera

_ ey =) —py) " Ean—a

M ae) ’

HY

a'(p') étant ce que devient le polynome a(p) lorsqu’on y remplace

o par - en multipliant par o7, et M’ étant égal a M multiplié par le
v
facteur (p'p 0, )7*. Pour que I'expression primitive de H soit con-
servée, 1l faudra que 1’on ait
jg—i—h—‘z?o, pPZ4—2h.

Ainsi si la fonction a(p) est un polynome, ce polynome sera
au plus du degré p = 4 — 2h. Celte remarque nous servira de
guide dans la suite de la discussion.

139. Commencons par I’hypothése /= — é Nous aurons ici

g Ye—pdE—p)
M ;/a(lo)
V(Pl—ﬁ)(01~°2)
H - i} v v 5
e ; M ya(p;)
H, — Y(P2—p)(pa—p1)

\ M \/a(f)l)

Il reste & déterminer M et la fonction @ (p).
A cet effet, reprenons I'équation (6); remplagons-y £ par sa
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I . 5
valeur — =5 multiplions-la par (p; — p)2(ps — p2)? et prenons la

dérivée sixiéme par rapport 4 p,. Il viendra
508 L21(P1— ) (P1— p2) + @1 (—5p1-+2p +3ps)] =0,
1

ou, en développant,

da, ds a,
—— (p1—p)(pr—p2)+ ——(7p1— 4p— 3pa) = 0.
dPZ P1 AN P dlo(lg 7P1 l

Cette équation devant étre vérifiée identiquement, il faudra que
I'on ait
dG ay

6
dp}

T b

ce qui donne, pour la fonction a(z), un polynome du cin-
quieme degré.

Il est inutile de continuer la recherche et la question peut
étre considérée comme résolue. On sait, en effet, qu’il existe un
systéme triple de cyclides homofocales pour lequel I'expression
de I'élément linéaire sera donnée par la formule

ds?— ! [(P—Pi)(P—Pz)doc_,

(12) e o
(er—rp)(pr—p2) o (P2—p)(p2—p1) z]
i a(py) i a(p2) aer

Si on le compare au systéme cherché, on aura done
M" ds'2 = M2 dsz2,

ce qui exige, comme on ’a vu au n° 96, que les deux systémes
soient semblables ou se déduisent I'un de I’autre par inversion.
Ainsi notre premiére solution

h=—

nous donne le systéme des cyclides homofocales et ses variétés,

au nombre desquelles il faut compter le systéme des surfaces
homofocales du second degré.
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140. Examinons maintenant Phypothése

h =

N =

Nous savons qu’ici encore a, a,, a, sont trois valeurs diffé-
rentes de la méme fonction. En chassant les dénominateurs dans
I’équation (6), on obtient la suivante,

(@2 — a)(p—p:)2(2p —3pa+ P)+(a1—a)(p—p2)2(3p;—20—pa)
“+ @i (Pa—p1)(p1— p)(p — pa)2—+ dy (p— P2)(P1— p2)(p1— p)?
+4aF(p)(p2—p1)(p — p1)2(p — p2)2=o0,

Si'on prend la dérivée trois fois par rapport a p, et trois fois par
rapport a p,, on aura

s s a dias
(13) ° (pi—py i e i .

f d\o'{ TG‘?—(PQ_P>TJP?_2T”§_=0.

Cette équation ne peut étre vérifide, quel que soit ¢, quesil'on a

dta, dta,

— — 0 — 0,
dof - dp}

et, par conséquent, si la dérivée quatriéme de «, est nulle, ce

qui exige que @, soit un polynome du troisiéme degré au plus.

On aura donc ici

a=mp?+ne+po +gq,
(14) j 1= mpi+npi-tpei+g,

( @2 = Mp}+npi+pps+q.

Avec ces hypothéses, et quelles que soient les constantes m, n,
P> 4, U'équation (6) sera vérifiée ; il suffira de faire

F(p)=o

141. Examinons maintenant I'hypothése

P

Aprés quelques réductions, 1'équation (6) se réduira a la sui-
vante,

~

0 =(a}—a})(pa— p1)+ 2(a—+ a;+ a)

£ +a'(p1+ pr—2p)—2a(p1—p)(pa— p)F(p)=o.
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Différentions deux fois par rapport a e1; il viendra
@y (p2— p1)=o.

Il faut donc que @} soit nul et, par suite, que @, soit un poly-
nome du second degré. On aura donc ici

a= mpo? 4 2np -+ p,
(16) @y = mypi —+ 21,01+ py,

Ay = M3 03~ 2725 05 + ps.

2 2V,

D’ailleurs, si dans I'équation (15) on prend p = @i = p2, 1l reste;
conformément & un résultat déja établi,

a—+ a1+ as = 0.
11 faut done que I'on ait

5 m - m;—+ msy = o,
(17)

n—+ ny 4+ n, = o,

P—+=pP1+ps=o,

et ces conditions sont dailleurs suffisantes, car I’équation (15) est
alors vérifiée si 1’0 rend F(p)= —— .
n y prend F(p) p

142. Examinons enfin I'hypothése

h—2
Reportons-nous a I'équation (6), remplacons-y / par 2 et mul-
tiplions par (p1— p2)%. En faisant ensuite Q1= 2, il restera
6a’ I
R o S et R
Wik Sietp =0y i

équation qui ne peut étre vérifide pour toutes les valeurs de et
de p; que si l'on a
=0, E{p)=o:

Par suite, les trois fonctions @, a;, a, se réduisent ici a des
conslantes, et I'équation (6) fournit entre ces constantes I'unique
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relation

(18) : @+ ay + as=o.

143. Ainsi nous sommes, dés i présent, assurés qu’il existe
trois systémes triples orthogonaux, correspondants aux trois hypo-
théses

/I,:é, =i h—9.

Mais aussi nous nous trouvons en présence d’une difficulté nou-
velle. Jusqu'ici nous n’avions rencontré que des systémes connus
et nous n’avions pas eu a achever les calculs qu’exige I’application
de la méthode générale. Maintenant, au contraire, nous devons
intégrer d’abord les six équations aux dérivées partielles du se-
cond ordre auxquelles satisfait la fonction M, et qui doivent
donner, nous le savons, une solution avec quatre constantes arbi-
traires. Ensuite, quand M aura été obtenu, il faudra chercher les
expressions des coordonnées rectangulaires x, 5, s en fonction
de p, pi; p2- Nous allons montrer, tout d’abord, que ce second
probléme sera complétement résolu toutes les fois qu’on aura dé-
terminé la valeur la plus générale de M.

Nous avons vu, en effet (n° 98), que si 'on a obtenu une valeur
particuliére de M et les expressions de z, », = en fonction de p,
@1, p2 dansle systéme orthogonal correspondant, les autres valears
de M, correspondant aux systémes qui dérivent par inversion du
proposé, sont de la forme

kM[(z —ap2+(y —b)2+(z—¢)?],

a, b, ¢, k désignant quatre constantes quelconques. Si donc on
pose

‘ M; = Mz, M, = My, M; = Mz,
¢ 2 21 32
(19) ( Ma:)l‘?j‘.z_——_’ M,

on voit que la valeur la plus générale de M sera

M=—2akM;—2bkMs— 2¢kM;+ 2kM, + (a®+ b2+ c?) i M;,

ou, sous une forme plus élégante,

(20) M=qa,M; -+ a,Ms+ a; M3+ a,M, + asM;,
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les constantes «@; étant lides par la relation quadratique

(21) a}+a3—+ al—2a,a; = o.

Remarquons d’ailleurs que les cinq fonctions M; seront, elles
aussi, liées par la relation quadratique homogéne

(22) M+ M;+ M2—aM,M; = o,

et que cette relation homogéne du second degré est la seule qui
puisse exister entre les cinq fonctions.

De plus, un calcul facile montre que, si 1’élément linéaire du
systéme cherché est donné par la formule

(23) ds? — #(A(l‘sz—]—;\lflp?—%—Ag dp?),

on a identiquement
(29)  dM}+ dM3 + dM3— 2dM, dMy = A dp? + A, do? + As dp3.

Il résulte de toutes ces remarques que la solution la plus géné-
rale des six équations aux dérivées partielles qui déterminent M et
forment un systéme complet se présentera sous la forme

(25) M=y M~ asMy+ as M, + a, M, —+ asM;,

les six fonctions M; n’étant pas nécessairement celles qui sont
définies par les formules (19), mais pouvant s’y ramener par
une substitution linéaire & coefficients constants. De la et des
propriétés élémentaires des formes quadratiques résulte la con-
séquence suivante :

La valeur la plas générale de M satisfaisant aux six équations
aux dérivées partielles se présentera sous la forme (25), les six
fonctions M; étant lides par une relation quadratique homogéne a

coefficients constants
(26) ®(My, My, ..., Mg) =0,
et les six constantes @; par une autre relation homogéne

(27) “!“(alvaiy vy @5) = 0.

Les deux formes quadratiques ¢ et ¢ seront adjointes 'une &
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Pautre et I'on aura

(28)  @(dMy,dM,, ..., dM,) — %(A do?+ Ay dp? -+ A, dp?),

) désignant une nouvelle constante.
Si, par une substitution linéaire quelconque, on raméne la re-
lation (26) a la forme (22), ou, ce qui est la méme chose, la rela-

tion (27) a la forme (21), il existera un systéme orthogonal pour
lequel on aura

{2 SRS SR
(a9) . ¢ETWMI I " w A R =
M= 2AM;.

On obtient un résultat plus élégant encore en ramenant les
deux relations quadratiques a ne contenir que les carrés des va-
riables, de telle maniére que 'on ait

i—=35 2

(30) E M} =o, a} = o.

= i

[l
53

Il

Les M;, étant des fonctions linéaires de z, Y5 %, 224y 4 32,
représenteront alors les coordonnées pentasphériques du point
(#, y, 5) relatives & un systéme quelconque de sphéres ortho-
gonales; et 'expression de ’élément linéaire de I'espace dans ce
systéme sera donnée par la formule

E d?
= My
< R,
Ry, Ry, ..., R; désignant les rayons des cing sphéres coordon-

nées. Comme on a alors, en vertu de la relation générale (28),

(31) ds?

)

(32) 2dM?= )‘I-z(AdPa"‘ Aydp?+ A, d)?),

on_voit bien que I’on obtiendra la formule
-

A dp®+ Ay dp? + Ay dp?

N Mi2
(Zr

(33) ds:?
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(est ’élément linéaire du systéme qui correspond a la valeur sui-

vante de M (')
M;
(34) BI:)‘ZE'

144%. Nous allons appliquer la méthode précédente a la re-
cherche de I'un des trois systémes triples qui restent & déterminer.
Nous choisirons le cas ot I'on a

/L:I,

parce que le systéme auquel il conduit se retrouvera au Chapilre
suivant.
Les valeurs de H, H,, H, sont alors les suivantes :

1

H — = A

Mya(p —pi)(p—p2)

1
(35) o 111: e )
My/ay(p1— p)(p1— pa)
Hg: — s - ’
My/a; (pa—p) (pa—p1)
et 'on a
a =mpri+onp + p,
(36) ay=myp3—+ 20,014 py,

9

\ Gy = M35 27505+ Pay

(') En vertu de la relation bien connue

%=

entre les rayons de cing sphéres orthogonales, on voit bien que les coefficients
‘des M, dans la formule (34) satisferont 4 la seconde des relations (30).

Il n'est pas inutile de remarquer qu’un systéme de coordonnées pentasphé-
riques est pleinement déterminé, si 'on donne les rayons des cing sphéres ortho-
gonales; car la distance d,; des centres de deux sphéres coordonnées quelconques
(S;) et (S;) est immédiatement donnée par la formule

(1?1 = R? == R},

el il esL clair qu’on peut’ construire I’ensemble des cing sphéres si 'on connait
a la fois leurs rayons et les distances mutuelles de leurs centres.
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(3

avec les conditions
5 m —+ my -~ my= o,
(37)

L+ ny 4+ ny, =o,

( PPl f R 0.
Quant 4 la fonction M, elle satisfait d’abord aux trois équations

s(P — P1) %= zy— 4,
(38) 4 (91—92)-’1‘12:5”1--1’27
[

P2— P )@ox= 23— @y,

déduites des formules (4) oul'on a fait o — 1.

Dans ce cas particulier, le systéme (B) peut étre complétement
intégré et les équations (38) admettent pour intégrale générale
la valeur suivante de M

ro ry s

(39) M:(P—PJ)(P—Pz)+(PI—P)(91_92)+(92‘P)(—.92\—P1)’

ou chacune des fonctions 7; ne dépend que de la variable de méme
indice. Tout se raméne donc & la détermination de ces trois fone-
tions 7.

Posons

(40) N:1'(91—P2)+7‘1(92—P)+"Q(P—Pl)-

Les quantités H, H,, H, prendront la forme plus simple

et H.o_ P2—p H,— P—pr
(40 U= Ve e s

Si nous calculons les valeurs des fonctions 4, nous aurons,
par exemple,

‘ Bor= i;‘!—["’(9 — p2)+ra—r],

N ( Vi

Bro=——=[7(p2—p1)+ ri—ry].

Nya

Ces formules nous permettent d’établir immédiatement une
propriété géométrique fondamentale du systéme cherché.
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Appliquons la relation (18) du n° 109

1 v oM, Bot
4 e el = e

(43) ROI HH1 ()P Hl X

qui fait connaitre le rayon de courbure principal pour la surface

de paramétre p relativement a I'arc H, dp,; nous aurons ici

L i N

(if) b e

On voit que ce rayon de courbure ne dépend pas de p; et de-
meure, par conséquent, le méme quand on se déplace sur la ligne
de courbure pour laquelle g, varie seule. Cette ligne de cour-
bure est donc un cercle et notre systéme triple est, par suite,
exclusivement formé avec des surfaces a lignes de courbure
circulaires, c’est-a-dire avec des cyclides de Dupin.

143. Or nous avons déja rencontré deux systémes formés
exclusivement avec de telles cyclides. Pour I’'un d’eux notamment,
celui qui a été étudié au n° 36, nous avons vu qu’il est formé avec
des cyclides du troisiéme ordre. Si I’on désigne par p, py, 0s les
paramétres des trois familles de quadriques définies par I’équa-
tion

. T v2 &2
(45)

nous avons montré que les paramétres des trois familles ortho-
gonales sont

(a_Pl)(a—Pz) ('5—91)(0-—92) (e —pi)(c—ps)
a—op g b—p ; c—p .

Si donc nous désignons par o, B, Y les paramétres de ces trois
familles, nous pourrons les définir par les équations

(e—pi)(a—ps)

= o4y
Gy
: (b—p1)(b—p2)
(46) e e
(e—p1)(c—ps)
c—p TR
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Un calcul facile nous conduit & la relation

(a—~1‘)(a—p);~(b—ﬁ)(b—p) (e=x)(e=p)
(@a—b)(a—c) " (b—a)(b—c) G

qui fera connaitre e et donnera

a(/7—c)a—~b(c—n)3—l—c(rz—bw

, e
(47) g ((,_c)‘ﬁ_(c—u)3+(a—b),

De la, on déduira aisément les expressions des coordonnées
rectangulalres z, ¥, z en fonction des coordonnées curvilignes «,
3,7- On a, par exemple,

(48) v—(a—o)\/ g _Via—b)la—c)(a—a) (y—B)

(a—b)la—ec) (b—c)1+(c—a)ﬁ+(a—b)(

et les expressions analogues en y et z.
Mais Pessentiel est d’obtenir I'expression de I’élément linéaire.
En différentiant les formules (46), on a

‘ da dpy das dp
(49) g Tttt S
— p1— a fr—« p—a
En multipliant cette éqnation par z, en 1’élevant au carré et
ajoulant ensuite les deux équations analogues, on aura

22 %2 32 32 d2
4dsg_a“clx_J__yr) . dy2

(e Ta—ar T B=6r T —cp’

ou encore

et _ [ (B—yyrds2  (y—a)pdp? (a—B)2dy? }
ket R = l\T[(a—x)(bac) ‘ (b—§)<c—a)+(c—*r)(a~b)

M ayant la valeur

2(b— c)a+ z(n—a),ﬂ+2(a—b)~{.

52 M=
(32) V(ia—b)(a—c)(b—c)

C’est bien 13 un cas particulier de la forme que nous étudions,
celui ot les polynomes «, a,, a, seraient du premier degré et au-
raient les valeurs suivantes

(@—a)(b—c), (b—B)c—a). (¢—y)(a—0).

D. o
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En effectuant une méme transformation homographique sur «,
B, v, on obtiendrait le cas ou les trois polynomes du second
degré a(p), a,(p), ax(p) sont assujettis a l'unique condition
d’avoir une racine commune. Mais on ne parvient pas ainsi au
systéme le plus général de la forme (35).

146. Il est vrai que nous avons fait connaitre, au n° 35, un autre
systéme Lriple orthogonal, exclusivement composé de cyclides et
plas étendu que le précédent. Nous pourrions procéder pour ce
nouveau systéme comme pour le précédent et vérifier qu'il nous
donne cette fois I’élément linéaire le plus général défini par les
valeurs (35) de H, H,, H,. Mais il nous parait plus intéressant
d’aborder le probléme directement et de le résoudre par la déter-
mination effective de la fonction M. Nous nous contenterons seu-
lement de remarquer, pour simplifier la recherche, que les poly-
nomes @, a,, @, étant liés par la relation

alp)i=aile)i+-ax(a)=o0,

c’est-d-dire étant en involution, ils pourront toujours, excepté
dans le cas, déja examiné au numéro précédent, ou ils auraient
une seule racine commune, étre ramenés par une méme substitu-
tion homographique & ne plus contenir les termes du premier
degré. Nous pourrons donc supposer, dans ce qui va suivre,

n=n;,=ny=o0.

Par suite de la forme de N, les équations du systéeme (B) sont
toutes vérifiées etil reste seulement a salisfaire aux trois équations
du systeme (B'), telles que la suivante

a8, 9

1 10

= *?‘ﬁ—F 320 821 = o,
U"J (-"51 d

Si nous substituons dans cette équation les expressions des
quantités B; fournies par les formules (42) et celles que I'on en
déduit a l'aide de permutations circulaires, elle devient

@ N[r'(p —ps)+re—r]+2a Nr'(p — ps)
+arlN["'l(.%_Pl)'*‘"l_"‘l]""QGIN"'{(Pz—Pl)
(33) {—2a [r'(pg —pa)+ra— P17 (p1—p2)+ra—ry]
'—201["’1(92—91)+"1—7‘2]["'1(92—F)+ 7 —r;]

+2a [y (pa—p1)+ri— 1] [rh(p — p2)+7ra—r ] =o.
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Pour trouver les valeurs de r, r,, 7, qui srifi
our trouver les valeurs de r, ry, ry qui peuvent verilier cette

équation, prenons deux fois la dérivée par rapport a p et deux
9. Nous aurons

)

|

fois la dérivée par rapport a
)}

+oar'(p — o))+ 2ar,—2ar

o
ry,=o.

2

—aar’(
2411(91‘— p2) [ (p2—p1) + 11— 73]

;
—2ay7{(p1—p2)2—2ay ri(pa—p1)
2@y ry—ayr; :—2(121'

Si nous remarquons que 7, disparait de cette équation et que,

02
=m0t e,

en vertu des formules (37), on peut écrire
Zh

e % [(mp2—+p)r]—r"

’
I’équation précédente prendra la forme

02
¥

1gmal—a'r'(g —pe)? +ral(p—ps)
lrJ_

0;
—2ar'(p— p2)+ 2ar'(p—p2)—2ar+2(mp? +p)r]

— &7 (p1—pa)? 1 @i(p1— 22)— a1 r}(p1— pa)?
+2a, 7 (p1—p2)— 2ay7r; + 2(mqp2 4+ py)ry] = o.

02

o 9%
o
En égalant a zéro le coefficient de p3, celui de p, et le terme
indépendant de g, on trouvera les trois relations

5 :

S " ; » 4 —a\ri—aari+amr)=o

r—aar’-—omr) 1 dag( a,r; 17y 1E)==05
i |

!

@

da?
= (—a
dp?
" [‘! r U r Ve M I',
ry —\(2a'r'so —ra'+ 4ar’"p —2ar’)
do? I
§
)
ki N4 7 .,' —_—
; (2ai 1o —ria +4airipi—2a,r )= o,

-+ ——
t P (—a'r'p2+roa —a2ap2r’+2apr'—oar + 2pr)
52
)

2

d
" d? 3 ' S o ? . o o) =
=7 T3 (——all‘l‘OI—l— r191a1—2ﬂ1911'l—rila1917 1—2d1’1+-[7|71, =0,

v

g
Or la forme de ces équations indique comment on pourra y sa-
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usfaire. Chacune d’elles, divisée par /7], prend la forme
w(p)+ w1(p1)=0;

L)
et, par des permutations circulaires, on peut lui adjoindre les

suivantes
131(,01)—'— Ez(Pz) =B
w2(p2)+ B (p) =o0;

|

il faudra done que 'on ait a la fois
m(P):oy wl(Pl)=07 mi(,oi)zo-
Ainsi nous pouvons écrire ici :

(]2 T A ) L
d_o'l(_al 2 Q= O R =0
i

2
W4 r a Ty
gp—z[iapl —2ar'+d'(2r'p—r)|=o,
[l‘l c 9 A v 1 ! A " W o S ——
zp—z[—za/ prt2arp—oar+a'p(r—r'p)+opr]j=o,
et des formules semblables pourir;, ry.
En intégrant les équations précédentes, on a

—2ar’—a'r'+omr = u,
(543 20207 —r')+a(2r'p—r)=p,
—2a(r'p® —rlp+r)+ap(r— 7o)+ 2pr = w,
u, ¢, w étant des polynomes du premier degré en p. En éliminant
1" entre les deux premiéres, on lrouve

(55) —oar'tar=sup -+,
ce qui donne, en différentiant,
—2ar'—a'r'+ra’'=2u-+spu ¢,

Retranchons de cette équation la premiére (54), il viendra la

relation
U~+20u' +¢'= o,

d’ott P'on déduit que le polynome u doit nécessairement se réduire
a une constante. On est ainsi conduit & reconnaitre, en reprenant
U'équation (55), que 7 doit satisfaire 4 une équation de la forme
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suivante

a'r—oar'= ayp-+ By,

ot , et 3, désignent deux constantes arbitraires.
On pourrait aussi remarquer que I’on a identiquement

up2—+9p -+ w = o,

ce qui exige encore que le polynome du premier degré u se ré-
duise & une constante.
L’intégrale de I’équation en 7 est de la forme suivante

(56) R— Bptg -t /a,

B8, v étant des constantes. On aura de méme, o; {3, vi dé-
signant de nouvelles constantes,

= 101—11—!—‘(1\/ 15

(56) (
) ) rz_p,o2—a.z+~(ﬂ/ag.

En portant ces valeurs dans I’équation de condition (53), on
trouvera entre ces constantes les trois relations
mao —— mya)—+— Mylls = 0,
PB—+ piBi+ p2fla=o,
— mpY:— mypiY;— Ma2PaY}

+ moa2—+ p B2+ myad—+ py B3+ myal 4+ pa Bl =o,
qui seront, a la fois, nécessaires et suffisantes.

On peut résoudre ces équations comme il suit. Ecrivons la pre-
miére sous la forme

2(@a—2) = o0.

my (o
On pourra poser

oy = o — A, 0o = o - A my.

De méme on pourra écrire
Br=p — ppe, Bo= B+ pp1,
et il viendra alors

N = y(p1— p2)V @+ y1(p2—p) \/‘;—1—*‘“{2(9_91)\/“2
+ A (mp —+ my o1+ Map2) + p(PP1P2—+ P1LPP2—+ P20P1);
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4 T . . 0
les cinq constantes v, vy, v, %, @ étant liées, comme il fallait s'y
attendre, par une équation homogéne du second degré qui est

MPY2— myP1y} 4 MaPay?—+ mmyms A2 = ppy pap?= o.

Si donc on pose

(xl:(mﬂ/a) s (.%‘P)\/CTIJ 1_3:(9“91)‘/“?,
o s V= mp /= mypy = My Py
(58) ’T.”: mp—l—m;pl—l—msz, 2y = PP1Pr T P1pPr -t Baipnd
\ V—mm;m, V—rpip:
et
e S
I ‘/Tnp’ Lo t/— ’"1[’1,
/ ; o
‘{2:-—13 5 )\:—L, (1:4’
m : i mnvy m, V' —ppi1ps
Oon aura
(59) =~('1a“1—-:~~{'_1x2+7;-’l-'3+ ‘{;2’4-’—‘(’5-7’57

les constantes 7, étant liées par la relation quadratique

(60) 27?:0.

Donc, d’aprés la remarque du n° 143, les valeurs des z; données
par les formules (58) seront les expressions des coordonnées
pentasphériques en fonction de s 215 p2. On vérifiera, en effet,
conformément & la théorie du numéro cilé, que ces coordonnées
vérifient I'équation

(61) 22‘?:0,

et qu’elles donnent la relation différentielle

5 2 2

(62) zd-ﬁ:-‘(Pi—Pz)z‘—ZL‘lo——i—(Pe—P)gc%+(P—-Px)2%'

Les formules précédentes mettent en évidence toutes les pro-
priétés du nouveau systéme. On voit d’abord que les intersections
mutuelles des surfaces qui le composent sont des cercles. Sil'on
donne, par exemple, des valeurs constantes & p, et & g, les quatre
coordonnées x,, z3, x;, 25 deviennent des fonctions linéaires de o
et sont, par suile, reliées par deux ¢quations linéaires et homo-
geénes. Donc les surfaces qui composent le systéme sont des
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cyclides de Dupin. De plus, puisque les cercles d’intersection des
surfaces de paramétres o1 et py sont définis par deux équations
linéaires ol ne figure pas z,, ils sont tous orthogonaux a la sphére
coordonnée (S,) représentée par I'équation

ry = 0.

Ces cercles seront donc orthogonaux a ane cyclide fixe (Pune
quelconque de celles de paramétre p) et & une sphére fixe (S, ). Ils
forment donc le systéme le plus général défini au n° 35. Clest ce
que nous voulions établir. .

Au reste, ce résultat aurait pu se déduire, sans nouveau dé-
veloppement, des valeurs obtenues plus haut pour les fonctions
r, 'y, ry. Car Iexpression de r, par exemple, montre que, pour
la surface dont le paramétre p satisfait a I'équation

ma>+p=a=o,

les deux rayons de courbure principaux R, Res, qui se cal-
culent immédiatement a 'aide de la formule (44), auront pour

valeur commune
1 I

r'va yy—mp
Donc cette surface sera une sphére, ce qui suffit a la démon-
stration du résultat précédent.

Ror= Ry =

147. Pour I’étude des deux autres hypothéses

T
fer—"2; h=—,"
2
nous renverrons i notre travail déja cité plus haut, nous con-
- b - A b ) !
tentant d’indiquer ici que le systéme correspondant a I'hypo
thése /i — 2 est nécessairemenl imaginaire et que le systéme

I
correspondant a I'hypothése h— S est transcendant. Remarquons

: ; ) s N e -]
d’ailleurs que, malgré son apparente généralité, ce dernier sys

téme .ne dépend d’aucune constante, le polynome du troisiéme

degré qui y figure pouvant toujours, par une substitution homo-
graphique légitime (n° 135), étre réduit & n’avoir que des racines
g .

numeériques.




CHAPITRE V.

RECHERCHE DES SYSTEMES ISOTHERMES ET D’AUTRES SYSTEMES
QUI SE PRESENTENT DANS LA THEORIE DE LA CHALEUR.

On a vu que, parmi les systémes déterminés dans les deux Chapitres précédents
doivent se trouver : 1° les systémes composés de trois familles isothermes;
2° ceux pour lesquels I’équation de la chaleur admet, dans des conditions pré-
cédemment définies, une infinité de solutions de la forme P £(p) £,(py) fa(pa)-
— L'objet du présent Chapitre est précisément la détermination de ces deux
classes particuliéres, comprises dans celle que nous avons déterminée. — On
commence par la recherche des systémes isothermes en envisageant successive-
ment les différentes solutions obtenues dans les deux Chapitres précédents. —
On obtient d’abord des systémes formés d’une famille de plans paralléles et de
deux familles de cylindres isothermes, ou d’une famille de spheres concentriques
et de deux familles de cones isothermes, ou d’une famille de plans passant par
une droite et de deux familles de quadriques homofocales de révolution. — On
obtient aussi le systéme des quadriques homofocales et un autre systéme ima-
ginaire qui a été signalé, mais non déterminé, par Combescure. — Bien que ce
dernier systéme ne puisse jouer aucun réle en Physique mathématique, il y a
intérét a le déterminer; on montre quil est formé avec des cyclides de
Dupin qui sont imaginaires et du troisiéme degré. — Aprés avoir ainsi terminé
la recherche des systémes isothermes, on suit une méthode analogue pour la
détermination de la seconde classe signalée plus haut. — On démontre d’abord
un lemme fondamental de Lord Kelvin, relatif a Pinversion, puis on montre que
les systémes cherchés se réduisent en définitive au seul systeme des cyclides
homofocales et a ses variétés. — On retrouve cette propriété des cyclides ho-
mofocales par une démonstration directe ou I'on emploie les coordonnées penta-
sphériques et une forme remarqguable que prend, avec ce systéme de coor-
données, Péquation de la chaleur. — Le Chapitre se termine par une remarque
qui permet d’étendre une partie des résultats précédents aux systémes de
coordonnées curvilignes les plus généraux.

-

148. Apres avoir indiqué comment on peut résoudre le plus
général des problémes que nous nous étions proposés, celui qui a
pour objet la détermination de tous les systémes triples dont les
trois familles sont composées de surfaces a lignes de courbure iso-
thermes, nous devons rappeler qu’au nombre des systémes -ainsi
obtenus se trouvent nécessairement, comme nous Pavons dé-
montré, 1° tous ceux qui se composent de trois familles iso-
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thermes; 2° ceux aussi pour lesquels I’équation de la chaleur
admet les solutions particuliéres précédemment définies au n° 124
et de la forme P f(p) f, (21) fo(p2).

Nous commencerons par la recherche des systémes composés
de trois familles isothermes; c’est une question sur laquelle les
découvertes de Lamé ont appelé les travaux d’un grand nombre
de géomeétres; les résultats obtenus dans les Chapitres antérieurs
vont nous permettre d'en donner une solution compléte et, nous
l'espérons, rigoureuse ().

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que trois fonc-
tions f(o), fi(p1), f2(p2) des coordonnées cu}"whgnes .puls_sent
étre des températures, c’est-a-dire soient solutions particuliéres
de I'équation

AN =04 .

s’expriment, nous Iavons vu, par les équations

(1) DP

o [HH, ., o [HHy, T . &
[T./(9>]:01 ()_,_l[ﬁ—fl(f]l) —0, dgs

J |:HH1
Il faudra donc, pour que les trois familles dont se compose le

H, f;(.’?)] —0%

)

systéme orthogonal soient isothermes, que I’on puisse‘ choisir les
fonctions f, fi, /> de maniére & vérifier les trois équations pljécé-
dentes. Appliquons cette régle aux différents systémes triples
que nous avons obtenus.

149. Pour les premiers, on a (n” 131)

I 2 Sitih 7o
(2) dst— m[[l;ﬂ—l—e‘n(dpl L dx’z)]’

o, devant vérifier I'équation

la fonction R de gy, ¢

2R R
(3) T)P—f_-— )

— + Ce2R=o,
P2

ou C désigne une constante quelconque.

(1) II est clair que, si on se bornait a cette recherche particu..lllcre.,‘ lcs‘mc-
thodes et les calculs donnés plus haut subiraient de trés grandes simplifications.
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Ici les conditions (1) prennent la forme suivante

o { filp: 3
(4) e &f—g—)>:o, (¢=0,1,2),
et, si I'on pose
(5) M =& f'(p) f1(p1) f3(p2),

elles expriment que les trois dérivées de & sont nulles; par suite,
k est une constante et M est le produit de trois fonctions qui dé-
pendent respectivement de p, de p, el de p,. Nous poserons, pour

la commodité des calculs,

(6) M = g2~

2; ne dépendant que de p;. Alors, pour chacune des trois familles,
les températures seront respectivement égales aux intégrales sui-

vantes
/e—“ dp, fe—ih doy, [e‘ia dos,

multipliées par des constantes quelconques.
Calculons les fonctions Bix; nous aurons ici

JR

g i,

Po1 = eRa” rfj“): € Rl’xu F"n: s il

) i

/
: JR

( Bos = eRd, B:lo:e-na'-77 Bay= — +a).

] : 025

En exprimant que ces fonctions vérifient les équations (B), (B'),

on aura les conditions

[ o0 Tt — 0% a'al =0,
o oR e JR o
it DLt R 1 ==
lsz Z()Pl 12 2
” , , OR R
8 Ay o — —a) — - eMy" =0,
(8) ( 0p3 Jp1
y ; , OR R
a2+11?+11$"“1;r+62“1":0,
1 o2
5 3
sgE R LR
{ Ve e A SR S A e =
‘)m )

Si nous considérons les deux premiéres, nous avons le choix
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entre deux hypothéses possibles, que nous allons envisager succes-
sivement. On peut supposer d’abord

(9) g—="lo, o) = o.

Alors la troisitme équation est vérifiée, les deux suivantes
donnent

a”_ O’
2R 021 :
- Py 2R 42 —
(10) 757 ; ot eMa2— o,

Il faut que o’ soit une constante. Si cette constante est nulle,
ly . Gy . . Py
expression de¢ M fournie par la formule (6) se réduit a une con-

stante. On peut faire
e — o

et ’élément linéaire du systéme triple a pour expression
(11) ds2 = dp?+ R (dp? 4 dp2).

Les surfaces de paramétre p forment des plans paralléles,
et les surfaces de paramétre o, et o, forment deuz familles de
cylindres isothermes. Telle est notre premiére solution.

150. Si la constante «’ n’est pas nulle, posons

On aura, en vertu de ’équation (10),

02R E R R B
T P L e
903 2 a

Cette équation exprime que la surface dont 1’élément linéaire
serait déterminé par la formule

ds?= e2R(dp?+dp?)

. ; I
aurait sa courbure totale égale a — -

Comme on peut prendre ici
e

(12) M=e <
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I'élément linéaire du systéme triple aura pour expression

19

2

(13) dst= e [dp—+ e (dp? + dp?)].
Posons
e A
(14) eidol— db', b

il viendra
e?“(dpf -+ d.og)

(15) ds? = dp? 4 p" pr

Cet élément linéaire convient évidemment & un systéme com-
posé d’une famille de sphéres concentriques et de deux fa-
milles de cénes isothermes. Ce sera notre deuxiéme solution.

151. Revenons maintenant aux deux premiéres équations (8)
pour examiner leur deuxiéme solution, qui correspond a hypo-
thése

(16) o—'e.

Alors les trois équations suivantes du méme systéme nous
donneront les relations

: s
af + a2 + o) + ax? — o,
IR afia] oR LA

= 79 2 7 === Mg R
dp, ay? a2 dp» a2+ o2

d’ott 'on déduira, en désignant par % et k& deux constantes,

(o] + a2 = A2, af + a2 =— A2,
(17) 2R 2!
Xk k
Posons
(18) e“xzp'l, e%: = p;,

les deux premiéres équations (17) se transformeront dans les sui-
vantes
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ce qui nous donnera, en intégrant et désignant par A, B, A’, B/
des constantes quelconques,

Ly d>'
\ ey = Aehpr + Be—to,, %1 _ h/E—FAB,
(19) i %
’ v o = A dn"") o= - S 1,
py = A'elhp:+ B'e—ilp., 2 = b4 B —p2,

\ dOg 2

Comme o, et #, n’entrent que par leur somme dans P’expression
de M, il est permis de multiplier ¢, par une constante, a la con-
dition de diviser ¢, par la méme constante. Cela nous permettra
de supposer, sans diminuer la généralité, que l'on a

(20) AB =A'B'.

Alors on trouve

Comme on peut prendre, en vertu des formules (6) et (18),

1

M —

)
P05

on obtient, pour I'élément linéaire du systéme cherché, I'expres-
sion

4AB
k

(Guds2 = (o, p, )} do? +

1

(0P — e |om A8 — pE—4AB|

Le lecteur vérifiera aisément que celte expression convienl au
systéme triple dont deuz familles sont formées de quadriques
de révolution engendrées par des coniques homofocales tour-
nant autour d’un de leurs azxes communs, la troisieme famille
étant formée de plans passant par cet aze.

Les valeurs particuli¢res des constantes que nous avons né-
gligées donneraient des cas-limites du systéme précédent.

152. Examinons maintenant les systémes triples pour lesquels
les valeurs de H, H,, H, sont données par les formules (3) du
Chapitre précédent (n° 135). Alors les conditions d’isothermie (1)
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prendront la forme

9 f'(p)\/Z)_ 0 (’.f,’(p.WE) S (.f;'.O-z)s/a_2>:0
"_P<—“_ iSRG R ;

dor \ M &

et elles ne pourront étre vérifiées que si M est proportionnel au
produit

SRV 1 01) [fl(p2) Vaa, a,

c’est-a-dire est le produit de trois fonctions

dépendant respectivement de g, de p, et de 2. Mais, comme M
doit d’abord étre une solution des trois équations (4) du n°® 135,
on reconnaitra aisément, en substituant la valeur précédente
dans ces équations, que I'on doit avoir

foa foa,
(e e Pl 2 e

%

ha)y
2 7ot

) o

La valeur commune des trois expressions précédentes ne doit
dépendre ni de p, ni de e1, ni de p, et doit, par conséquent, sc
réduire a une constante 4. En intégrant les équations

T

— =k,
2

pi—t+

on obtiendra pour M la valeur suivante
M=A(p—k)"(pr— k)" (ps— k)=";

et celle valeur peut méme étre réduite a une constante ou a 1'unité
st l'on effectue sur les variables P, P1y p2 la substitution

| =

P—A:%, Pl—k:. P_)_]l-z

I
oy
P

O
O

qui est évidemment permise, d’aprés la remarque faite au n° 135.

Ainsi, on pourra supposer, dans la suite, M=1 et l'on voil
qu’alors, si le systéme est isotherme, les températures relatives aux
trois familles qui le composent seront respectivement données par
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les intégrales

a3 [‘[PI dps
J Va J Va Vas

_ ) o
que 'on pourra multiplier par des constantes quelconques.

133. Pour trouver ceux des systémes qui sont isothermes, il
faudra remarquer qu’ici les équations (B) sont toujours vérifides
et que, si l'on substitue les valeurs des fonctions B;; dans le
groupe (B'), on obtient trois conditions telles que la suivante

I_lcl

{ ’

( a ; =0

\ (Pl_Pﬂllezlr—(pz——p) + a '9—'2 —a/z]
5

’

22 i B e
(22) + (pa— p)1—2# —I(Pz—Px)—'—allz—‘l—fllh]
2 P"‘Pl

+ash(p — py)t"22=o.

Nous savons déja que @, est un polynome en p, d’'un degré au
plus égal & 4 — 2A. L’équation précédente montre immédiate-
ment que ce degré ne pourra dépasser 2 — 2/¢; et, par conséquent,
elle exclut déja celui de nos systémes qui correspond a I’hypo-

these
=t

. 3 I .
Si l'on suppose maintenant 2 —=— £ a, ay, a, representent

alors un méme polynome qui, d’aprés la remarque précédente,
doit étre du troisiéme degré au plus. On yerra aisément que
’équation précédente est alors vérifiée sans qu’il soit nécessaire
d’imposer de nouvelle condition & ce polynome. On obtient ainsi
le systéme formé par les surfaces homofocales du second degré
et toutes ses variétés.

Si 'on suppose /i = é a, a,, @, qui, dans le systéme corres-

pondant, sont des polynomes du troisiéme degré au plus, devraient
se réduire au premier degré. On verra aisément que I’équation
précédente ne peut étre vérifiée.

Enfin, si Pon suppose & =1, @, @i, a», qui sont, en -généra],
des polynomes du second degré (n° 141), doivent se réduire a des
constantes p, p;, p» dont la somme sera nulle. Dauns ce cas, en
effet, ’équation (22) sera toujours vérifiée.
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154. 11 semble donc que l'on puisse ajouter aux systemes
connus de Lamé, et retrouvés plus haut, un systéme nouveau pour
lequel I'élément linéaire sera donné par la formule

ds? = t
(23) S . (p—p1)2(p1—p2)2(p2— p)?

102 dp? da?
X[<PI—P2>2[—,§—+(PQ—P>2 Lol ]

7

P1 P2
Ce systéme, signalé pour la premiére fois par Combescure ('),

existe en effet. Mais, par suite de la relation

P = Pi1~+ pa— 0,

qui a lieu entre les constantes, il est toujours imaginaire. Il n’a
donc pas d’intérét pour la Physique mathématique; toutefois,
comme les imaginaires doivent prendre une place aussi grande en
Géométrie qu’en Analyse, il nous a parua intéressant de-le définir
complétement. C’est ce que I'on peut faire si on le considére
comme un cas-limite de celui qui est formé de trois familles de
cyclides a lignes de courbure circulaires et qui a été déja dé-
terminé plus haut, au n° 146.

Reprenons en effet les formules (58), (62) du n° 146 relatives
a ce systéme; elles entrainent cette conséquence que I'expression
de I'élément linéaire dans un systéme de coordonnées pentasphé-
riques pour lequel les rayons des sphéres coordonnées seraient Ry,
Rs, ..., Ry serait donnée par la formule

; do? do? dp?
Ed’/ (pr—p2)2 T+ (pa— p? ot 4 (p—pu) ==

(21) ds*= mG\ﬂz a - a; A
<ﬂ R/,-) ( Rﬁ/-)

Sinous faisons tendre vers zéro les trois constantes mz, m,, M

pour obtenir le cas ou les polynomes «, a,, a, se réduisenta des

constantes p, py, p, dont la somme est nulle, les expressions des

coordonnées z; deviennent illusoires. Mais, si'on développe les
trois premiéres suivant les puissances positives des quantités m.

(*) ComBESCURE (E.). Sur les déterminants fonctionnels et les coordonnées
curvilignes (Annales de ’Ecole Normale, 1™ série, t. IV, p. 93; 1867 ).
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my ou my, considérées comme étant du méme ordre, et si lon
pose, pour abréger,

bl e F2=pr—ps Y= p—pi,
PYy=—pp1—p2), Pryy=—0p}(p2—0), Pr¥y=—p2(p —p1)

on aura

'}//
7y = L—hf‘/—m = A

=

(26) aym— 22 L Lapen

I \/—ml i)

'
T3 = S —*——'y—:’\/—mq—i—....
\/—/ng 2

Portons, concurremment avec z,, x5, ces expressions dans
Pidentité (61) du n° 146; on obtiendra, en égalant a zéro les

termes des deux premiers degrés, les nouvelles relations iden-
tiques

e

-t
(27) ¢ m my  ms

| Y1y + VoY Vays+ 2i=0,

9
— X, =0,

auxquelles il faudra joindre la suivante
(28) Y1+ Y2+ ys=0,

simple conséquence des équations de définition (25).
En effectuant les mémes substitutions des valeurs des z; dans
Péquation (62) du n° 146, on trouvera de méme

s S S

(29) my; | ms ms =50
( dyydy,+ dys dy's+ dys dy'’s + dx?
(30) , dp? T gﬁ+ e, R
= (p1— p2) 7"‘(92 e) P (p—p1) P2

Ces relations permettent d’obtenir le résultat cherché.
Sil’on élimine, en effet, 35 al'aide de I'identité (28), laseconde
identité (27) prend la forme

(Y=Y +r(yy—y,) +@3=0
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et se présente sous la forme d’une relation quadratique entre
cing fonctions. Sil'on pose

V+ '_y’ ../l_ '_.{_ rt
1"1:'1 yl .3, .’l‘;———l) .yl .)_;’
2 %
B0 Vot Yo — " Vo—Yy+ V.
2 T i) A e 3 Vo
'x’a_—_‘;_‘z——:’, _z"l:L 22 ‘;, ]‘15.—_;{'5,
\ =D
cette relation quadratique prend la forme
Er}f — 0,
et I'équation (30) nous donne alors
/ dp? dp? d"'ﬁ
(B2 dezz o I T g o —p1)t—
(32) £ = (p1—p2) = (p2—0p) = ~+ (¢ 1)? =

Cela posé, essayons de disposer des cinq constantes Ry de telle
maniére que 'on ait

T

(33) m—:(Pi—Pz)(Pz—P)(P—Pl):C-

On verra facilement qu’il suffit, pour cela, de prendre

) 2 L hioee I 15
(34 R, =iPs R, =1p, R, =P1; 'R_v*——‘l['l, i“——o'

o

Alors I'élément linéaire de I’espace, dans le systéme de coor-
données pentasphériques pour lequel les rayons des sphéres coor-
données seraient donnés par les formules précédentes, aura préci-
sément pour expreasmn

(est la formule (23) donnée plus haut, qui caractérise le systéme
cherché.

155. Sil'on ne veut pas employer les coordonnées pentasphé-
riques, on peut raisonner comme il suit. Les fonctions y;, Vi s
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satisfont aux relations (27), (30) que l'on peut transformer comme
il suit. On a

(36) PYy\+p1yy~+ payy=(p — p1)(p1— pa2)(p2a—p) = L.

Introduisons dans les relations la fonction £ i la place de y/;
elles deviendront

Y18
(37) "1')'+<V %%)(J/S—y )i =0,
dy
‘ 1'zl"—%—(l(}z £— ) ey ) —das
P § ;
(38)
o TG e RS R S SRR
= (p1— p2)? —+ (p2—p)? +(p — p1)2 —=
1 2 P 72 0 P1 ) 1 VoD

Cela posé, il suffit ’appliquer lelemme du n° 143. On satisfera
a la premiére identité en prenant

[ \_=x5 po,p)—i—])ppz—pzdpl

< ¢/ —rppip>
N e PYe=P1Ys :/’Pf])1?1+}72’32,
(30) — Y/ = ppip2 /' — ppips
—y‘, 0102 (p—p1)— P2p; (Pa—p)
Y—i—Zl—y = PPIP"*I‘P— f _ 1'P2 )
\J/—PP1P2
< 14 F"—‘Pl
X2 Y2+ZZ:—:__
\ 5 PE Pt

et la formule (38) donnera alors

dxX2+ dY?+ dZ2

A d‘ lq
(40) c [( 1__‘”)2 i _-)--(02—4)2])l il (T P :I

Par suite, X, Y, Z sont les coordonnées rectangulaires du point
qui, dans le systeme cherché, a pour coordonnées curvilignes p,
5y, p2- Les formules (39) résolvent donc analytiquement la ques-
tion proposée. On peut en déduire les conséquences géomélriques
suivantes.

Si I’on augmente p, g, p2 d'une méme quantité % dans les for-

V2
mules (39), les nouvelles coordonnées X/, Y', Z/ seront liées aux
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anciennes par les formules

X'=X—h(Y — Zi),
(41) Y —7¢
Y TG =Y Lok X = BA(Y Ty

qui entrainent la suivante
(42) X2+ Y2 72— X2 1 Y2 72

Ces formules définissent une rotation finie autour de la droite
isotrope
(43) Xy At

Ainsi le systéme tout entier ne change pas quand on lui imprime
une rotation quelconque autour de cette droite et, par suite, les
surfaces de chacune des trois familles qui composent le systéme
se déduisent de 'une d’entre elles & ’aide d’une rotation autour
de cette méme droite.

Etudions, par exemple, les surfaces de paramétre p2- Pour
connaitre leur forme, il suffira de prendre celle qui correspond a
la valeur

fa= 0.
On aura alors
‘ Xz“pi I Y+ZL':“————~P2'OI bl
(4h) (pr—p)V —ppr1p» (.01—',5\)&/—]7}71[)2
( X YaqpZe—- o i mni
pPplpr—p)

L’élimination de p et de p, conduit a I’équation
/ — =y
(45) (X2 Y24 Z72) KY—{-Zi_ _’i%>=_xz P,
PP1 Pp>

On reconnait aisément qu’elle définit une cyclide imaginaire du
troisiéme degré, qui est'inverse, par rapport al’origine des coor-
données, du cone défini par I'équation

(46) —X'3+(Y—‘—Zi)|:\/———f)lpz+%(Y—Zi)]=o.

Ce coOne est de révolution et une de ses génératrices isotropes
passe a 'origine.
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Nous signalerons aussi cette circonstance singuliére que, sil’on
effectue une inversion dont le péle est placé a Porigine, le sys-
téme orthogonal se transforme en un autre dont les trois familles
sont formées de cones égaux du second degré, tous de révolution.

156. Nous allons maintenant étudier le second des deux pro-
blémes que nous nous étions proposés et déterminer tous les
systéemes triples pour lesquels I’équation de la chaleur admet une
infinité de solutions de la forme

(47) P /() f1(p1) f2(p2)-

Mais auparavant nous démontrerons un lemme célébre qui est
di a Lord Kelvin () :

St V(z,y,z) est une solution de I’équation de la chaleur et
st l’on effectue une inversion, définie, par exemple, par les for-
mules
/2 J2

Z
—_ = —— 5
7
Z

Z2+ Y2452 r

kea' Ry ks
l,V( b —Z‘) 73 )

7 r'z 7 7

(48) =

la fonction

sera une solution de ’équation de la chaleur relative auz nou-
. &
velles variables x', y', 5.

En effet, comme 'on a

/\"* r 9 19
(49) do?+ dy?+ dz*= — (do'*+ dy* + dz?),

on pourra considérer z', 3/, s’ comme des coordonnées curvilignes
et appliquer la formule (26) du n° 111, ce qui donnera

A0 0% 4 S B
Sy e [(ﬂ‘_'(;’? IW) & oy’ \r'z oy’ + 07\ r2 o7
o(7)
r't 02V ar's r ﬂ G

K 0x'2 S oz’ ox'

(') Stk W. TmomsoN, Eztrait de deux lettres adressees d_M. .Liouville’. 25
LiouviLLE, Note au sujet de Uarticle précédent (Journal de Liouville, v série,

t. XII, p. 256 et 265; 1847).



278 LIVRE II. — CHAPITRE V.

gL s o
Lokt

dx'2

Comme l'on a

I'équation précédente pourra s’écrire

1) 1Nl
G T 2d<’_")“ AY +v‘) (,> s
T ELF T T om o' 2 B
et elle donne, par suite,
7 T ) v
e (p(\) C)z(}) dz(?)
SO ) P TR A |

Cette identité démontre la proposition de Lord Kelyin.

Cette proposition entraine la conséquence suivanle :

Si un systéme triple a la propriété que nous recherchons, c’est-
a-dire si ’équation de la chaleur admet, dans les condilions que
nous avons indiquées au n° 124, une infinité de solutions de la
forme (47), la méme propriété appartiendra aussi a tous les sys-
témes triples qui se déduisent par une inversion du systéme pro-
posé, avec cette seule modification que le facteur P qui se trouve

: " P . .
dans toutes les solutions sera remplacé par —- 11 résulte de 13 que,

dans un groupe de systemes triples orthogonaux qui sont les in-
. ' . . .

verses les uns des autres, il nous sera permis de choisir comme

nous voudrons 1’un quelconque des systémes, pour reconnaltre si

la propriété appartient au groupe tout entier (!).

157. Appliquons cette remarque a notre premiére solution.

(') La proposition de Lord Kelvin montre é‘galemenl comment on pouvait
étre conduit a se proposer le probléme que nous allons étudier : du moment que
Péquation de la chaleur admet une infinité de solutions de la forme

7(e) Sfilpr) faCpa),

ou p, o, p, sont les paramétres de trojs familles de quadriques homofocales, elle
devait admettre des solutions de la forme (47) pour tous les systémes triples
inverses du précédent. On voit donc quil y a des systémes jouissant de la pro-

priété que nous recherchons, et il était naturel de se proposer de les déterminer
Lous.
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Elle nous a donné trois systémes triples différents, comprenant,
le premier une famille de plans paralléles et deux familles de cy-
lindres isothermes, le second une famille de sphéres concen-
triques et deux familles de c6nes isothermes, le troisi¢me une fa-
mille de plans passant par une droite et deux familles de surfaces
de révolution a méridiens isothermes, systémes auxquels il faut
ajouter lous ceux qui en dérivent par inversion. Nous pouvons
évidemment nous borner a considérer les trois systémes fonda-
mentaux et négliger leurs transformés par inversion; mais on
peuat aller plus loin et négliger méme le troisiéme systéme, celui
qui comprend deux familles de révolution. On peut, en effet, dé-
montrer le théoréme suivant : '

Silon admet I’emplai des inversions imaginaires, toute sur-
face de révolution dérive d’un céne par des inversions (&)
tout systéme triple qui comprend deuz familles de surfaces de
révolution ayant un méme aze dérive par inversion d’un sys-
téme triple comprenant une famille de spheres concentriques.

Considérons en effet les plans passant par une droite fixe; une
premiére inversion les transforme en sphéres ayant un cercle
commun; si 'on place le pole d'une seconde inversion au centre
d’'une des sphéres de rayon nul qui contiennent ce cercle com-
mun, les sphéres passant par le cercle se transforment en sphéres
concentriques. ; :

1l suit de 12 que toute surface de révolution, c’est-a-dire toute
surface qui coupe & angle droit des plans passant par une c.1r01te
fixe, se transforme en une surface qui coupe a angle droit des
sphéres concentriques, ¢’est-d-dire en un cone ayant son sommet
au centre de ces sphéres. y

On voit aussi que tout systéme triple comprenant une famille
de plans qui passent par une droite peut se transformer en un
autre systéme comprenant une famille de sphéres concentriques.
En particulier, notre troisiéme systéme fondamental,. qui com-
prend deux familles de surfaces de révolution & méridiens 1s0-

(1) Meémoire sur une classe remarquable de courbes et de surfaces alge-

brigues, p- 162.
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thermes, dérive par deux inversions du second systéme, qui com-
prend deux familles isothermes.

Nous pourrons donc nous borner, dans ’étude du probléme pro-
posé, aux deux premiers systémes fondamentaux comprenant deux
familles isothermes, soit de cylindres, soit de cones.

138. Pour le premier, qui comprend deux familles de cylindres,
I'élément linéaire est donné par la formule

(50) ds?= dp*+ e (dp? 4 dp?)

avec la condition
2 2
(52) 02R 2R

= — =10
Gpr - Dp}

L’équation de la chaleur prend la forme

%V 2V gy
9% " %7 T 0p3

= 0.
11 faut exprimer qu’elle a des solutions de la forme
Vi—'Prr 7,

7; dépendant de la seule variable ¢i- En substituant cette valeur
de V, on trouve :

162R£(p,~)+ 8 ‘M_,_l. N (Pra)

r 71 dp? ry  0p? %
Ou encore
0P 02P 2P oP 7/ i
e“‘ﬁ"‘ﬁ"‘ﬁ t+oek T rpl
(53) ~ Pi Pa dp 4 A
dp ' 4 . 7
e RS e oy Sy R
dpy 1y ry Ops 7y ry

L’hypothése est que r, ry, ry doivent satisfaire respectivement
a des équations telles que la suivante

i+ Yilp) ri+ yu(pr) = o,
et Uon peut toujours mettre de telles équations sous la forme

(54) Jilpi)rf + 2f:(ee) 7t + 9i(ps) ri= o,
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que nous adopterons. Il faut substituer dans Iéquation (53) les
valeurs des dérivées ;} déduites des équations précédentes et éga-
ler & zéro les coefficients des dérivées premiéres ainsi que le terme
indépendant. On obtient ainsi les conditions

i£:~/:;(9"), G—0 170 )
ot 9P 02PP OP(;QP o 0(:) '?1(013 92 (p2)
ot 7 e [cm ) T fite fQ(P;)] =
On déduit de la d’abord, en négligeant une constante,
(56) P = f(p)f1(p1) fa(p2),

puis ensuite ;

L3 .f”(f“")'—?(P)_J__flll(.al)'_c?l(91> J3(p2) — 9a(ps)
2 J(e) ] Ji(er) & J2(p2)

= 0.

Comme R ne doit pas dépendre de 5, cette derniére équation
montre d'abord que ¢™® est nécessairement de la forme (')

8) e = 0,(p1) + 02(p2)-
Nous sommes donc conduits a chercher les systémes plans

7]z L 1y b T
orthogonaux qui donnent pour I’élément linéaire du plan I'expres
sion sulvante ;

(59) ds? = [0;(p1) + 02(p2)](dp? + dp?).

Cette question, qui se présente en Mécanique analytique, a été
résolue depuis longtemps par Liouville (), etles systemes ortho-

(1) Le raisonnement suppose que le coefficient de e2R n’est pas nul; l’hypq-
thése contraire conduirait aux solutions qui satisfont & la fois aux deux condi-

tions 2V 2V eV

Ces solutions sont de la forme
(Ap—+ B) (A’ coskp,+ B'sinkp,) (A" e + B”e~*¢),

i trent dans tous
A, B, A, B, A", B, k désignant de.s constantes, .et,el.IeS se :e:;cox:_):t i
les systémes triples considérés; mais elle's sont hnf:alres’ par T ppd il
(?) LiouviLLe, Sur quelques cas particuliers ou les eqftatz?ns 1: 202 o
d’un point matériel peuvent s’integrer (Journal de Liouville, 1 scrie, t. X1,
p- 360; 1846).
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gonaux qui en donnent la solution se réduisent, on le sait, & ceux
qui sont formés de deux familles d’ellipses et d’hyperboles homo-
focales et 4 leurs variétés.

Admettons ce résultat et achevons la solution. D’aprés la forme
méme que nous trouvons pour P, on peut, en réunissant la fonction
Ji(pi) & i, réduire P A Punité. Faisons donc

Bi—7:
I'équation a résoudre deviendra
©(0)[01(py)+ 02(p2)] + 21(p1) + ©2(p2) = 0.

Elle se décomposera évidemment dans les suivantes

/"91<91)+‘?1(91):/\"- 1592(.02)+'f’2(.°2)=“l"7

ou k et k" désignent deux constantes arbitraires,
Les équations différentielles qui déterminent 7, r,, r, seront
les suivantes

r+kr=o,

i+ K — k()] ry= o, 75— [k + %05(05)] r2= o.

159. Nous n’insisterons pas sur ces résultats, qui sont bien
connus, el nous passerons aux systémes triples qui comprennent
deux familles de cénes isothermes.

Dans ce cas, I’élément linéaire de I'espace est donné par la for-
mule

(60) ds? = dp? + p2 e*®(dp? + dp?),
avec la condition
J2R 2R
6 b 2R -
( 1) ()P;Z—I—()F;—i—e 0.

Un calcul presque identique au précédent montrera de méme
que I'on doit avoir (1)

e*® = 0,(p1) + 05(ps).

(') Ici encore il faudra laisser de coLé des solutions qui sont linéaires en

I
] 3 : o e
et conviennent a tous les systemes considérés.
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On sera donc conduit au probléme suivant, dont la solution est
bien connue ('):

Mettre U'élément linéaire
ds? = e (dp? + dp?),
de la sphere de rayon 1 sous la forme
(62) ds?=[01(p1) + 92(p2)](dp} + dp3).

Le systéme triple correspondant comprend deux familles de
cones homofocaux du second degré. Ainsi que le précédent, il se
rattache comme cas-limite & celui qui est formé par trois familles
de surfaces du second degré.

160. Il nous reste a traiter les systémes les plus importants,
ceux pour lesquels H, H,, H, sont données par les formules (3)
_ du n° 135. L’équation de la chaleur devient alors

— 0 [ya oV
‘ (91_92)—211‘/a = (ﬂ $>

(63) ¢ o i
& e e ((E Y _
( +(pr—p)"2"Va, o <TE +(—p) " a o3 \ M 0ps/ o
Si 'on substitue & o, pi, pa les variables ¢, =, €, définies par les
formules ,
*dp; ;
(65) == = (i=o0,1,2),

= ‘/cz’

elle peut s’écrire

(o ) i1 A
o5y (p1—pa) 2"~ <M j)
D
g, L N = _/i<‘_"_‘f>=0
+(er— 5 (5 A e i
Faisons
(66) V = P rryr,

Lol e e

(') Legons sur la théorie des surfaces (II* Partie, n® 414, p- 209)-
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r; ne dépendant que de &; I’équation deviendra

Pr' /20P PoOM\» (P 1 oMoP o/
Mo M 0 e O

Al —2h | —_ L e ey R
(p1r—p2) [M ;T r M2 TR o
les termes non écrits se déduisant des précédents par des permu-
tations circulaires. Si I'équation du second ordre & laquelle doit
satisfaire 7; est donnée sous la forme déja employée

Ji(e)ri+ 2 f{(e)rt+ 0:(er) ri= o,
on obtiendra, en substituant la valeur de r; et en égalant A zéro
le coefficient de 7; dans le résultat de la substitution, I’équation

2 oP 1 oM o f/(¢))

Py M 0e; ~ fi(er)

d’ot I'on déduit, en intégrant et négligeant une constante,
P =M /() f1(21) fa(ea).

Comme il est permis de réunir Ji(e:) & r;, on pourra supposer que
I'on ait

Y

.fi(al') =5

ce qui donnera
(67) P = /M.
Quant a I'équation en i, elle prendra la forme plus simple

12r;
(68) a qz — gl O'(p’)l".
(13; I i\ Pi i

SiI'on substitue les valeurs de P et de 7, il restera la condition

02<L>m
(91—02)~2h M A \/ﬂ

VM 0z2
=
Tl (e
(69) ~+ (pa— p)24 M_\‘/i)
VM def |

*(75) |
T (p_ 91)—211 CP‘l(\o?_ j

quil y aura & vérifier,
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Or, si 'on ajoute les trois équations du systéme (B'), aprés les
avoir multipliées respectivement par H, H,, H,, on trouve

1
g2ili——
S\/Wr <‘/M>—|— g Ao
S/ 02 -

(P‘ — ps )—Eh

2 ha ha h2a L
—+ == siats —20g
(ei—p0 « (ez—=p)2 (pi—0)(pz—2) '

les termes non écrits se déduisant des précédents par des permu-
tations circulaires. Ajoutant cette condition & la précédente mul-

tipliée par 4y/M, on obtient la condition suivante :

’

/e Ttk o n e a
A —2/ o = P
‘ Kgi=p) 1[4("(‘0)+ 2 oler bt R
(70) ? o= a 5 h2a ]_._ e
\ T Tlpe—p)* (pri—e)pa—pld T

qui ne contiendra plus M. On aura certainement une solution da
probléme, si 'on peut disposer des trois fonctions ¢;(p;) de ma-
niéve & satisfaire cette condition. Pour examiner cetle question,
nous donnerons successivement a % les valeurs que nous avons

obtenues au Chapitre précédent.

161. Pour h— — <, nous savons que @ est un polynome du
2

cinquiéme degré au plus. Posons done, oy, %, =.. etant des

constantes,

; < A P 3
(71) = 2P} = P %20 =3Py ey

I'équation prendra la forme

et elle donnera la solution

(72) 160;(p:) =— 520p? — 30,0} —mp;— 1,

m et n étant deux constantes quelconques.
Les solutions particuliéres en nombre infini auxquelles nousA
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sommes ainsi conduits sont donc de la forme suivante
730 A= VAT
la fonctlion 7; satisfaisant A I'équation

(74) ai@—?—ﬁ{bj <izoo3—;—ialo?+f’—lo[+ Ll) ri=o,
dp? LT, R CORTIES TG 16
ou m et n désignent deux constantes arbitraires. »

Si le polynome @; se réduit au troisiéme degré, M devient égal
a1, 2, et %, sont nuls et I'équation linéaire précédente devient
équivalente a celle qui a été obtenue par Lamé et que nous avons
donnée au n° 124.

162. Examinons maintenant les autres valeurs que I'on peut
prendre pour /4. Si I'on fait d’abord "

Ja—n
on aura
ap=myp* + ;i 0;+ pi.

En tenant compte des relations (17) dun° 141 qui existent entre
les coefficients m;, nj, p;; on réduira I’équation (70) a la forme
sulvante

4e(p)—m doulpr) — i 4ps(pa)— s
(P1— pa)? o (pr—=p )2 L

Il n’y a évidemment qu’une seule maniére de satisfaire a cette re-
lation, celle pour laquelle on aura

" ney.
?k(rk) =—
4

5 (/C:O,l,‘z).

Vs, » . .
L'équation de la chaleur aura donc seulement huit solutions de la
forme cherchée.

Supposons maintenant /4 = . Les fonctions @; se réduisent 4
des constantes dont la somme est nulle,

et I'équation & vérifier
(70) devient

e(9) o 91(p1) L Pa(pa) B,
{25 T e
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lci encore il y a une seule solution possible, pour laquelle on a
cPi(P[) =193

et 'équation de la chaleur admet seulement huit solutions parti-
culiéres de la forme cherchée.

Enfin, si on fait 4 — é, les fonctions @, a,, a, se réduisent a
un méme polynome du troisiéme degré. L’équation a vérifier
devient impossible ; on le reconnait immédiatement en chassant les
dénominateurs et faisant 9l ==0y'= B3

En résumé, en dehors des systémes considérés par Lamé, on
ne trouve, a proprement parler, que le systéme des cyclides homo-'
focales et ses variétés, pour lequel la propriété a été établie en
premier lieu, au moins en ce qui concerne les cyclides a plans
principaux, par M. Wangerin (').

163. Ilnous parait intéressant de faire connaitre ici la méthode
directe par laquelle nous avons démontré et étendu aux cyclides
les plus générales ’élégant résultat que 'on doit & M. Wangerin (2).

On sait que I'équation du systéme des cyclides homofocales
peut prendre une forme trés simple si I'on adopte, pour repré-
senler un point de l’espace, le syst¢éme des cinq coordonnées
pentasphériques

= 44 s S;
(75) .Z‘;'-—-Er

Sy, Ss, ..., S; désignant les puissances du point par rapport a

cinq sphéres, deux a deux orthogonales. Je rappelle les relations
(956 05 0k Sk 93 Bk g g

(76) dx  dzx = oy Ody 0z 03

’ (25 (Be) () = acss B,

o o 0z

\

(') WaNGERIN (A.), Ueber ein dreifach orthogonales FZc’ichensyﬁem, érf»-
bildet aus gewissen Flichen vierter Ordnung (Journal de Crelle, t. 82, p. 145;
1876). i

z’) Sur Uapplication de méthodes de la Physique m
des corps terminés par des cyclides (Comptes rendus,
1099 ; novembre 1876).

athématique a Uctude
t. LXXXIII, p, 1037 et
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qui sont d’ailleurs d’une vérification facile, et auxquelles on peut

,

joindre I'équation évidente
] q

(77 9Bk 015, 955k =16
o oz dy? 0220
Ces relations vont nous permettre d’écrire, dans le systéme de
coordonnées pentasphériques, 1’équation aux dérivées partielles
de la chaleur ou du potentiel.

Soit V une fonction quelconque des cing quantités S;; on pourra
toujours, en faisanl usage de la relation identique entre les quan-
,lités S[,

(79) pAt

la rendre homogéne et méme lui donner tel degré que 'on
voudra. En calculant les dérivées secondes de V et tenant compte
des relations (76), on établira sans difficulté I’équation suivante

) 2V 92V RN e 4 o
®) @t gmt =i ARG e R,

ol p désigne le degré de V. Si donc on admet que, par ’emploi
de la relation (78), la fonction homogéne V ait été rendue de

7 T - . =
degré — =» 4+ 2 sera nul, et I’équation du potentiel dans le

nouveau systeme de coordonnées prendra la forme élégante

02V

,8 .&)V: 4 N
(80) £ : o0z}

= 0.
Cette équation doit d’ailleurs étre vérifiée, soit identiquement,
soit en vertu de la relation homogéne qui relie les quantités z;.
Avec son aide, on peut établir sans calcul le lemme de Lord
Kelvin. 11 est aisé de reconnaitre que, si I'on transforme une
figure par inversion, les coordonnées z; d’un point M demeurent
proportionnelles a celles #; du point homologue M, prises par
rapporta cing nouvelles sphéres orthogonales qui sont les inyerses
des premiéres. On a

ez
(81) Ti= s
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k? étant le module de 'inversion, et s/ la distance du point M au
pole de la transformation. Or, considérons une fonction V satis-
faisant a I'équation (80). Comme elle est supposée mise sous

\ ’ I . .
forme homogéne et de degré — ~» on aura, si on 'exprime en

fonction des nouvelles coordonnées z; du point M/,

e %V’,
V' désignant ce que devient V quand on y remplace z; par ;.
Puisque V' ne différe de V que par I'accentuation des lettres,
on aura évidemment
G
Z dzE

E Y o (3) =0

dz:2 \r

ou encore

. e e ]
c’est-a-dire que la fonction —» exprimée en fonction des coordon-

nées du point M/, sera une solution de I’équation du potentiel.
Cest le résultat de Lord Kelvin déja établi plus haut (n°156).

164. Cela posé, considérons le systéme des cyclides homofo-
cales et orthogonales, défini par I'équation

SIES
(82) piaisl

3 , : gt Eisy e don-
Si, dans cetle équation, on considére le:..x, comme les coordo
nées d’un point M, elle fera connaitre Lrois valeurs de %, que nous

451 1 ramétres des trois
désignerons par g, o1, p2, €t qui seront les paramétres

cyclides orthogonales se croisant au point M.

[identité :
(83) F()‘>=Ex.z_?a,- e P()\*P)(Af—(;;)()\—.ﬁz),
ou l'on a posé
(84) FO) = —a)(h—as)... (L — as),

et qui est analogue a une équation semblable de la théorie des

D. 9
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coordonnées elliptiques, nous conduit sans effort aux résultals
suivants.

En développant les deux membres suivant les puissances néga-
tives de A et posant

(85) o= @y - G5 =i @5,

on trouve d’abord

(86) Ea,-.x;’ P,

(87) Za?~r?=P(1~9—91—92)-

En prenant les dérivées des deux membres de I'identité (83) par
rapport a A, et faisant ensuite A = p, on trouve

OFy _Plp—p)p—ps) _p
TR 7o) e

équation a laquelle il faudra joindre celles qu’on en déduirait par
I'échange de o en oy et en p,. On a dailleurs identiquement

(50 e

et, par des calculs fort simples ol 'on emploiera I'équation

NG R )9 =0,

- p— Jdx

on établira sans difficulté les relations suivantes :
/ / 9 \2
E ( «)1‘,) m F )
P\ N,
3 (L) = Berst—s0is =g =imo)
92 0y

/ ()—.I', a(L‘,‘ TR
(89) 35 P

el ISR
Z(I.l‘,‘ dx; -

dp - 2 1
opt s T F’(HZP—E’

92pP
da?

— et
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ou les sommes doivent étre étendues a toutes les valeurs de I'in-
dice 75 on obtiendrait des relations analogues en échangeant p,
21y Pa-

Au moyen de tous ces résultats, on peut former sans difficulté
I'équation aux dérivées partielles qui définit le potentiel. La fonc-
tion V que I'on doit substituer dans I'équation (80) devant étre

\ . 1 € 88
homogéne et de degré — -, nous I'écrirons

|
PR

(90) V=P *9(p,p1,p2)-

P étant du degré 2, d’apres la formule (86), et o, py, p» ne dépen-
dant que des rapports des quantités z;, cetle expression de V
salisfait bien a la condition exigée.

En la substituant dans ’équation (80), et tenant compte des

i
formules (89), nous aurons en facteur P * dans tous les termes;
ce facteur étant supprimé, il restera I’équation

99

© 0o

0? P
»if(p)ﬁ -+ 2/'(p)
4

— ..o — 0Oy
(PPl =P2)

les deux termes non écrits se déduisant des précédents par le

el vy |
changement de o en py et en .. On peut encore écrire I’équation
sous la forme

(g —p1)(p—p2)

d’otr il suit immédiatement qu’elle sera vérifiée si 'on prend

pour ¢ le produit 777 de trois fonctions dépendant respecti-
¥ N7, ’ - =% v, .

vement de p, 01, P2y la premiére étant déterminée par l'équation

’ i =~ o 'S i,
(91) S(e)r'+ —;—f’(P)r+l—6(393—oa9-+Cp+D)l=0,

ou C, D désignent deux constantes, et les autres fonctions 7y, 7,
satisfaisant aux équations toutes semblables que I'on obtient en
conservant les constantes C, D et changeant p en o ou en g,.

Clest le résultat que M. Wangerin avait publié, dans le Mémoire
déja cité, pour les cyclides a plans principaux.
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On peut conslater qu'il est en parfaite concordance avec celui
que nous avions établi plus haut.

En effet, si, dans Iidentité fondamentale (83) qui a lieu pour
toutes les valeurs de 2, on donne a cetle variable la valeur a@;, on
obtiendra I’équation

\ = Jflai—p)(a;—p1)(ai—ps)

2 i — P -~ 2
S % @) ’
qui fournira les valeurs des coordonnées pentasphériques z; en

fonction de P, de p, de g, et de p». Quant a la valeur de P, elle
se déduira de I'identité (78)

Z;
= =—2
R; B

qui donnera, si I'on y remplace les z; par leurs valeurs (g2),

3 w0 Vil L\/(aiﬁP)(ai—Pl)(“i—P-z)_
i PR )

Il suffit ensuite de porter la valeur des «; dans I’équation

qui fait connaitre 1’élément linéaire de I’espace en coordonnées
pentasphériques ('), pour obtenir la formule

o P [(p—p1)(p—p2) ;,
el o

(94) ? +(91—P?(Pl—92)d02+(PQ—P)(PQ—,OH[I 2]
J(p1) e S (p2) ol

qui donne I’élément linéaire de Pespace exprimé en fonction des
variables p, py, p». Cet élément linéaire reproduit, avec un léger
changement de notations, la forme générale que nous avons ob-

tenue plus haut pour la valeur — % de 7, et il est en parfait accord

16

avec les formules du n° 122, si 'on y remplace P par 1

(') Lecons sur la theorie des surfaces (I Parlie, p. 219).
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165. La recherche que nous venons de terminer n’a pas un
caractére aussi particulier qu’on pourrait le croire au premier
abord. Il est aisé de démontrer qu’elle nous fait connaitre tous les
cas dans lesquels I’équation de la chaleur admet des solutions de
la forme suivante

V = Nf(p)fi(p1) f2(p2)s

ou N, g, 21, 02 sont des fonctions déterminées et ou f, fi, f, sont
des fonctions qui seront uniquement assujetties a satisfaire a des
équations linéaires de la forme suivante

a; fi(pi) + bifi(p:) + ci fi(pi) = o-
Un calcul des plus simples nous montre, en effet, que I'on a
8LV =/ffifrbaN—+of f1/28(p,N)+ 2 ff1fah(p1; N) —+ 2ff1f28(p2, N)
+ aNffifiA(p,p)  +2NSf1f3 Ap, pa)+2Nff1fa (s 1)

Nf" fif24(p) + Nfififab(pr) + NffifA(pr)
L Nf' f1f28:(p) +  NffifeAa(pr) =+ NffLSs As(pa)

Par suite, si dans I’équation

AsY—10,

H 4 ! Yz 3
on remplace les f; par leurs valeurs déduites de l’équation, on

Ji

aura une équation trilinéaire par rapport aux quotients 495

devant étre vérifiée au moins pour deux valeurs indépendantes de
chacun de ces rapports, devra avoir lieu pour toutes leurs valeurs
possibles. Comme elle ne contiendra les produits de ces rapports
que dans les termes de la seconde ligne, il sera nécessaire que
I'on ait
Aoy, p2) = 05 A(p,pg):o, A(p,p1)=0.

Par suite, p, py, p2 sont les paramétres de trois familles orthogo-
nales, et nous retombons précisément sur le probléme que nous
venons d’étudier.



CHAPITRE VI

LES SYSTEMES TRIPLES DE M. BIANCHI.

Dans ce Chapitre, on se propose de donner une nouvelle application de la mé-
thode générale de recherche en déterminant tous les systémes triples ortho-
gonaux pour lesquels une des familles est composée de surfaces 4 courbure
totale constante. -— Cette application, due & M. L. Bianchi, a son origine dans un
théoréme de M. Weingarten qui fait prévoir I'existence d’une classe étendue de
ces systémes. — Ce théoréme peut s’énoncer comme il suit : Ktant donnée une

surface (S) a courbure totale constante ;_1 si 'on porte sur la normale en chacun
e

de ses points une longueur infiniment petite MM’ proportionnetle a cos —7_]:,

; Vk
d désignant la distance géodésique de M & un point fixe A de (S), la sur-
face (8') décrite par le point M’ est, elle aussi, 4 courbure constante }.i et elle
fait partie avec (S) d’une famille de Lamé. — 11 permet évidemment de con-
struire, de proche en proche, des surfaces i courbure constante et égale, qui
dépendent de quatre fonctions arbilraires et forment une famille de Lamé. —
Examen d’un probléme auquel conduit naturellement la proposition de
M. Weingarten; propriétés de certains systémes cycliques se rattachant a une
surface applicable sur une surface de révolution. — Exposé des recherches de
M. Bianchi; ce géométre sest proposé de déterminer tous les systemes triples
pour lesquels une des familles est composée de surfaces a courbure totale con-
stante; mais il a donné de Iextension aux recherches de M. Weingarten en
supposant que la courbure totale puisse varier lorsqu’on change de surface. —
Mise en équation du probléme. — En écartant le cas spécial o les surfaces
cherchées seraient de révolution, on obtient une forme élégante de 1’élément
linéaire; cette forme dépend dune seule fonction w qui doit satisfaire a trois
€quations aux dérivées partielles du deuxiéme et du troisiéme ordre. — Ktude
de ce systéme d’équations aux dérivées partielles; il est montré que son inté-
grale générale dépend de cing fonctions arbitraires d'une variable. — Propriétés
générales des systémes triples auxquels on est conduit; M. Bianchi a fait voir
quon peut leur appliquer la transformation de M. Biicklund. Il suffit pour
cela d’intégrer trois équations de Riccati auxquelles satisfait une méme fonction.
— Examen particulier des systémes de M. Weingarten pour lesquels la courbure
totale ne varie pas lorsqu’on passe de l'une des surfaces a toute autre de la
méme famille. — On vérifie les propriétés géométriques qui résultent de la
proposition énoncée plus haut. — Recherche d’une classe particuliére de sys-
témes de Weingarten. — En essayant de déterminer tous les systémes triples
pour lesquels les neuf quantités H;, B;x dépendent d’une seule variable a, on est
conduit a un systéme exclusivement composé d’hélicoides a

courbure totale
constante.
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166. Parmi les applications de la méthode générale de re-
cherche des systémes triples orthogonaux, nous signalerons en-
core celle que I'on doit a M. Bianchi et qui concerne les systémes
triples pour lesquels 'une des familles se compose exclusivement
de surfaces dont la courbure totale est constante. Cette appli-
calion a son origine dans un élégant théoréeme de M. Wein-
garten ('), dont nous allons tout d’abord faire I’¢tude approfondie.

Considérons, pour fixer les idées, une surface (S) a courbure

’ . T ’ P A A a
conslante négative — —; - Clest un théoréme dt & Ribaucour que
: P

si, d’un point quelconque de la surface comme centre et dans le
plan tangent, on décrit un cercle de rayon a, tous les cercles
ainsi obtenus sont normaux & une famille de surfaces (S.) qui sont

toutes a courbure constante %,I et qui font partie d’un systéme
triple orthogonal (2). )

Voila donc une premiére catégorie de systémes triples ortho-
gonaux pour lesquels une des familles est composée de surfaces
3 courbure constante. Nous les nommerons systémes de R.L'-
baucour. Toute surface a courbure constante (S) fait partie
d’une infinité de systémes de Ribaucour. Car, si 'on prend l’}lne
quelconque’ des surfaces dérivées (S,) définies plus ha.ut el si on
lui applique la méme construction qu’a la surface (S), il est‘cla‘u‘
que P'on en fera dériver une série de cercles tous normaux a (S)
et, par conséquent, un systéeme triple orthogonal dont (S)’fé.:ra
parlie. L’étude approfondie de Popéralion, par lfaque’:lle on derlv?
(Sy) de (S), a été faite dans nos Lecons (), je 'y reviendrai
pas ici.

Etant donnée la surface (S), associons-lui 1'une quelconque
des surfaces (S;): nous obtenons ainsi deux surfacgs dont nous
désignerons les points correspondants par M, M,. Nous savons
que la droite MM, est normale & une famille de surfaces paral-
leles pour lesquelles la différence des 1‘ayons‘de courbure est coSn—
stante et égale a a. De plus, les lignes qui, sut la surface (5)s

e T P SR R S e e

a donné M. L. Bianchi,

3. ,
; i Eoré ar I'énoncé qu’en

us connaissons ce théoreme p ;
Lt e e IV, vol. L, p. 163.

dans les Rendiconti de I'Académie royale des Lincei{ séri : o
(2) Lecons sur la théorie des surfaces (11I° Partie, P- 423, 4;:1 4).
(%) Lecons sur la théorie des surfaces (11I° Partie, Livre VII).
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sont langentes a MM, sont des géodésiques, allant toules con-
courir en un méme point de la surface situé i I'infini, de sorte
que la construction par laquelle on passe de (S) a (Sy) peut
s’énoncer de la maniére suivante :

. S —1
Sur la surface (S) & courbure constante négative —3 on

construit toutes les géodésiques qui vont passer par un méme
point & linfini : les droites (d) ltangentes 4 toutes ces géodé-
siques sont aussi tangentes i une autre surface (S4) qui est encore

a courbure constantc — ?:;, et si I'on désigne par M et M, les
points de contact de chaque tangente avec (S) et (Sy), on a tou-
jours MM, — «.

De plus, la relation entre (S) et (S,) est réciproque, et les géo-
désiques de (S,), qui sont tangentes i ces mémes droites (d),
vont, elles aussi, concourir en un point a infini.

167. Tous ces points étant rappelés, considérons la surface (Sy),
construisons dans ses plans tangents, et des points de contact
comme centres, les cercles de rayon a; les surfaces trajectoires
orthogonales de ces cercles auront toutes leur courbure con-

. . I .
stante égaled — o7 et elles formeront une famille de Lamé dont (S)

fera partie. Proposons-nous de déterminer, dans cette famille, la
surface infiniment voisine de (S). Il faudra, pour cela, porter sur
la normale en M 2 1a surface (S) une longueur infiniment petite
MM'=H que nous allons déterminer.

La trajectoire orthogonale de toutes Jes surfaces associées 4 (S),
étant le cercle qui passe par M et a son centre en M,, sera a elle-
méme son propre cercle osculateur. Il va donc nous étre permis
d’appliquer une proposition donnée plus haut, au n° 40.

Nous savons, en effet, que le rayon de ce cercle osculateur est
donné par la formule

I 1 oH
(1) 13 i
JH

o, désignant la dérivée de H lorsqu’on se déplace sur la surface

suivant la courbe tangente au rayon du cercle osculateur. Nous
allons montrer comment on peut calculer cette dérivée.
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Construisons sur (S) les géodésiques dont les tangentes sont
aussi tangentes a (S,). Si I'on rapporte les points de la surface au
systeme de coordonnées formé de ces géodésiques et de leurs tra-
jectoires orthogonales, 1'élément linéaire de (S) pourra étre ra-
mené 4 la forme

(2) ds? = a?(du?+ e*e de?);
ol Dy . 3 :
5 Sera égal & — % 2w ')- S donc onapplique la formule (1) en

y remplacant p par «, il faudra que I'on ait

I 1 dH

. .o du’
ce qui donne, en désignant par Cune constante infiniment petite,
(3) H = Cex.

De la résulte le théoréme suivant :

L dont

Etant donnée une surface a courbure constante a2

Uélément linéaire est ramené a la Jorme (o) s lUon porte sur
la normale en chacun de ses points M une longueur infiniment
petite MM proportionnelle a e*, la surface infiniment voisine,

r by I
liew deM', sera, elle ausst, & courbure constante negative — =5

et elle fera partie, avec (S), d’une méme famille de Lameé.

Ce théoréme peut étre immédiatement généralisé. On sait, en
effet, que I'élément linéaire de la surface (S) peut étre ramene
d’une infinité de maniéres a la forme (2). Si 'on effectue la sub-

stitution définie par les formules suivantes :

©—a 5 e
4 s o e el —U =
4) "—w @) e -2 ¢ (¢ —a)2+ e 2%

ol & désigne une constante, cel élément linéaire deviendra, en

éorie développée dans nos

- : : cela résulte de la th
(*) H ne dépend que de wz; cela résu v e Ao

s g, s
Lecons, théorie qui conduirait d’ailleurs trés aisément a Iexpre
par la formule (3).
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elie (5
(5) ds? = a?(du'?+ e2%' dy'?).

Le théoréme subsistera donc si la longueur MM porté sur la
normale est e?, c’est-a-dire a pour valeur

(G) eu’:(pﬁl)‘28u+ e,

Cette expression est une combinaison linéaire des trois sui-
vantes :

(7) p2 et e—u, pet, eu;

et, d’aprés la forme linéaire des équations du probléme, “on
apercoit immédiatement que le théoréme précédent s'appliquera
a toute combinaison linéaire a coefficients constants de ces trois
expressions. En effet, pour que la surface (S') infiniment voisine
de (S), décrite par le point M, appartienne avec (S)a une famille
de Lamé, il faut, nous le savons, que MM’ vérifie une équation aux
dérivées partielles du second ordre, I'équation étudiée au Livre I,
(Chap. TIT et IV). Or celte équation ne saurail admettre, pour
toutes les valeurs de o, la solution (6) sans admettre aussi les.
trois solutions particuliéres (7). Le raisonnement est le méme en
ce qui concerne la courbure. Sans faire de calcul, on reconnait
immédiatement que la courbure totale de (S') au point M’ différe
de la courbure de (S) au point M d’une quantité qui est une fonc-
tion linéaire de MM’ et de ses dérivées des deux premiers ordres.
Par conséquent, ici encore, si cette différence s'annule pour la
solution (6), elle s'annulera aussi pour les trois solutions (7) et
par suite, pour une quelconque de leurs combinaisons linéaires.

Or, considérons la combinaison linéaire suivante
((v (LIS x)l’- eu +(ﬁ2+ e—‘lu) e,

D’aprés une formule connue (2), elle représente

d
28 cos —,
ai

(') Lecons sur la theorie des surfaces (111¢ Partie, n° 796).
(*) Lecons sur la theorie des surfaces (I1I* Partie. n° 789 ).
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d désignant la distance géodésique du point de coordonnées u, ¢
au point dont les coordonnées sont

u =—Log§, Q="

23 pouvant étre remplacé par un facteur de proportionnalité
1 . ; :
et = étant la racine carrée de la courbure, nous pouvons enoncer

le théoréme de M. Weingarten :

Etant donnée une surface (S) a courbure totale constante 72,
si on porte sur la normale en chacun de ses points M une
longueur infiniment petite MM' proportionnelle a cos %,
d dééz'gnant la distance géodésique de M a un point fize A
de (S), la surface (S') décrite par le point M est, elle aussi, a

courbure totale 7I et elle fait partie avec (S) d’une méme fa-
v

mille de Lamé.

En répétant la méme construction sur (S'), on en déduira une
surface nouvelle (S”), puis une suite illimitée de surfaces (S"),
(8"), ..., qui formeront une famille de Lamé. Cette famille
sera assez générale, car elle dépendra de quatre fonctions arbi-
traires d’une variable, celles, au nombre de deux, qui entrent
dans la définition de (S), puis celles qui servent a définir les po-
sitions des points A, A/, A", ... dans les surfaces correspondantes
(5), (), ket Un raisonnement intuitif montre m(?me fl“e
I'on pourra choisir arbitrairement (S) et une des trajectoires
orthogonales de la famille de Lamé. .

Désignons, en effet, par (G) cette trajectoire orthogonale, qui
coupera normalement (S) en un point P. Com.me on connail en
ce point le cercle osculateur de (‘C) et comme H.est constant en
méme temps que ¢, on sait déja (n° 40) que le p01'nl; A sera sur la
géodésique admettant pour tangente en P la section du plan tan-
gent 2 la surface par le plan osculateur. D’autre part, d’aprés la
formule déja rappelée (1), le rayon connu de ce cercle osculateur
doit étre défini par la formule

Y
TN

0| -
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ou H désigne MM'; et, comme on a ici

= COS—LI_—a

t eﬁn’el- tre que la dérivée prise par rapport a4 d, on
et comme —— st au jue la dérivée prise j pPp 3

aura

équation qui fera connaitre, en grandeur et en signe, la distance d
de P au point A, sur la géodésique passant par P et déterminée
plus haat. On pourra donc construire le point A et, par suile,
faire dériver (S') de (S). Recommencant le raisonnement avec
(S') et continuant ensuite indéfiniment, on pourra reconstruire
toute la famille de Lamé.

Ces raisonnements demandent sans doute & étre complétés,
mais ils donnent une idée trés nette « priori des systémes que
nous voulons étudier. Avant de retrouver tous les résultats par
une analyse plus irréprochable, nous allons étudier quelques
questions'qui sont clairement posées par les énoncés précédents.

168. La construction que M. Weingarten a donnée, pour passer
de la surface (S) a la surface (S'), offre ce caractére essentiel
qu’elle est indépendante de la forme de la surface (S) et demeure
la méme quand celle-ci se déforme d’une maniére quelconque.
Nous sommes ainsi conduits a nous proposerle probléme suivant :

Etant donnée une surface quelconque (S), on porte sur ses
normales des longueurs infiniment petites MM'. Est-il pos-
stble que la surface (S') décrite par M appartienne toujours,
avec (S),a une famille de Lamé, lorsque (S) se déformera de

toutes les manicres possibles en entrainant avec elle les petites
normales MM'?

Pour résoudre cette intéressante question, nous supposerons
la surface rapportée & des coordonnées curvilignes.

Nous construirons le tri¢dre (T) attaché a la surface et nous
emploierons le Tableau IV de formules donné dans nos Legons
sur la théorie des surfaces (11° Partie, p. 387).

Formons d’abord, d’une maniére générale, I’équation linéaire
aux dérivées partielles du second ordre a laquelle satisfont les
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fonctions

\ )

' ’ I 'o 5
, s 2 4 25, '3
‘ I x, Yy B, x oy SRty

@'y ', 3 désignant les coordonnées absolues d'un point de la sur-
face, c’est-a-dire les coordonnées relativement & un systéme fixe
d’axes coordonnés rectangulaires.

Nous savons que les caracléristiques de celte équalion seront
les lignes de courbure, et, par suite, c’est a elle que devra satis-
faire la plus courte distance de deux surfaces infiniment voisines.
Au lieu de calculer a la fois 2/, /, 2/, nous remarquerons que
'équation aux dérivées partielles précédente est caractérisée par
la propriété d’admettre comme solution particuliére le carré
de la distance du point de la surface a un point fize quel-
conque de Uespace.

‘ Or, si l'on désigne par z, y, z les coordonnées d’un point fixe
de l'espace relativement au triedre (T) attaché a la surface, on a,
comme on sait,

e o
\31—%5—:—9;——1‘)/:0, d—v+51 s g0,
u
oy y e oy T A
(8) (5‘—4.—-7,—7'.7‘—[)"—07 SR LA ey T
u
0_:'_1_) —qgx =0 %_5_[71)’_91“':0;
e 2 o

le carré de la distance a un point fixe de 'espace aura donc pour
expression

(9) b =224y + 22

Les dérivées de cette fonction 6 se calculent aisément a aide
des formules précédentes et sont données par le Tableau suivant :

%z—%x—'f.% S—S:—Elx—my,
du dy
S g+ nt—o (G —mn) = (G hn) - e =t

Eliminant z, ¥, 5 entre ces équations, de maniére & obtenir
une équation homogéne en 9, nous voyons que  satisfera & I'équa-
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tion aux dérivées partielles linéaire suivante :

@ ¢ 7 0 o

du

oli] 2

50 31 h1 o o

0206 ot on ; >

L8 owr  ou "V E)T;+E, wp—Eq c2 =t
020 dE Jr e
Tep = nPL— ¢ EE i+

dudv  de Uik Jdy S IPLHE T B relse it
020 0%, dny : ’ A

T hopo et dﬁ EISHAL S M P G e =

Telle est donc aussi I'équation a laquelle devra satisfaire la plus
courte distance de deux surfaces infiniment voisines. Cette équa-
tion, dans notre hypothése, devra avoir une solution particuliére

0=H,

qui se conservera quand la surface se déformera de toutes les ma-
niéres possibles.

Or, lorsque la surface se déforme, il existe entre les rotations
P5 45 P15 ¢y une seule relation linéaire

npr—Eqi=mn1p—tig,

a laquelle ne pourra jamais se réduire I'équation (11) donnée plus
haut. 1l faudra donc que la solution § = H vérifie les trois équa-
tions aux dérivées partielles que 'on obtiendra en supprimant,
dans le déterminant précédent, 1'une quelconque des trois der-
niéres lignes et la quatriéme colonne. En d’autres termes, il sera
nécessaire et suffisant que tous les déterminants contenus dans le
systeme linéaire
JH

i g 7 o
oH 3
Oy st i 4
*H o o
S T SR A e o 72+ £2
02H ok = o : o
T T e i R (7;’*—5"1 TN+ 68y
H ok ;i
b g T T iy LR

soient nuls.
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Il y a une solution évidente

H = const.

qui correspond au passage a la surface paralléle. Mais; si nous
I'écartons pour chercher les autres, on doit supposer que les deux
dérivées premiéres de H ne soient pas nulles en méme temps.
Pour obtenir des formules simples, supposons que 'on ait rap-
porté la surface au systéme de coordonnées formé avec les courbes
H = const. et leurs trajectoires orthogonales. Alors, on pourra
faire
H =, n =

ary

fEi— O

et, en appliquant les formules du Tableau IV de nos Lecons sur
la théorie des surfaces, on aura les deux conditions :

0A I(AC)
= 0

R 3 —_— =

dJe Jdue

2

d'ot 'on déduit aisément que I'élément linéaire de la surface
cherchée sera réductible a la forme

1
—— dy2.

(13) ‘152:'?‘2(1')‘1le+?2(1¢)

De 1, il résulte qu’elle est applicable sur une surface de révo-
lution el comme 1’élément d’aire est du dv, on est conduit au théo-

réme suivant :

Considérons une surface (S) et imaginons que l’on porte
sur toutes ses normales des longueurs infiniment petites MM/,
de maniére & obtenir une surface infiniment voisine (S') qui
Jorme avec (S) une famille de Lamé. Pour que C'euepl‘O])riété
subsiste lorsque (S) se déforme de toutes les maniéres possibles
en entrainant toutes les petites normales MM/, ¢l faut, ou bien
que MM’ soit une constante, ot bien que (S) soit applicable sur
une certaine surface de révolution (2). Alors, pour définir
toutes les longueurs MM/, on porle\ra} sur clzaque. T Y
(2) une longueur proportionnelle.a laire COI)Z/)rz:ge St B
parallele fixe et le paralléle qui passe par le pied de cette
normale.

Ce paralléle fixe pouvant étre choisi arbitrairement, I'expression
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de H contiendra une constante arbitraire en dehors du facteur de
proportionnalité.
. \ T
Par exemple, si la surface est & courbure constante —5 on

pourra ramener son élément linéaire a la forme

ds®>= (02— sin20 de?) a2,

et il faudra porter sur chaque normale des quantités proportion-

nelles a
cos0 + 4.

Dans le cas particulier des surfaces a courbure constante, qui
sert de point de départ a cette recherche, la surface (S') conserve
toujours la méme courbure totale, lorsque la surface (8) se déforme
el, par suite, la surface (S") demeure toujours applicable sur elle-
méme. Cette propriété, il est aisé de le reconnaitre, ne saurait
subsister lorsque la surface (S) a sa courbure totale variable. En
effet, lorsqu’elle se déforme en demeurant de révolution, la sur-
face (S') est aussi de révolution. Par suite, si celle-ci demeurait
toujours applicable sur elle-méme, elle devrait I’étre sur une sur-
face de révolution dont les paralléles correspondraient a ceux de
la surface (2). Un calcul que nous omettons montrera au lecteur
que cela n’arrive jamais. Cetle remarque accroit encore l'intérét
du théoréeme de M. Weingarten.

169. Nous avons vu (n° 40, 41 et 46) qu’a chaque valeur de H
correspond un systéme cyclique formé par les cercles osculateurs
des trajectoires et vice versa. Le théoréme précédent montre donc
qu’il existe des systémes cycliques formés de cercles normaux a
une surface (S) et qui conservent cette propriété lorsque la sur-
face se déforme de toutes les maniéres possibles en entrainant ces
cercles. La surface (S) est alors applicable sur une surface de ré-
volution (X) et les plans des cercles qui composent le systéme
sont tangents a la surface complémentaire.

Le raisonnement suivant par lequel on peut retrouver cette
propriété des surfaces applicables sur une surface de révolution
mettra une fois de plus en évidence I'intérét qu’il y a & introduire
I'imaginaire en Géométrie.
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Si Pélément linéaire d’une surface (S) est réductible a la forme

(1) ds? = du? + C2 dv2,

ot G est fonction de u, on sait que cette surface (S) est appli-
cable sur une surface de révolution (2); de plus, les tangentes aux
géodésiques de paramétre ¢ touchent une autre surface (S,) dont
Pélément linéaire est réductible a la forme

GOT\2 {2
(15) a5t = <—) dazos 2%

(o G2

Par suite, cette surface (S,), que nous appellerons avec M. Bian-
chi la surface complémentaire de (S), est, elle aussi, applicable
sur une surface de révolution (X,) (*).

Nous avons étudié cette proposition avec tous les détails né-
cessaires, nous en signalerons ici une conséquence nouvelle et
singuliére : c’est que toute surface de révolution peut, en se dé-
formant, venir s’appliquer sur une droite quelconque. Imaginons,
pac exemple, que (S), en se déformant, vienne s’appliquer sur la
surface (2), il faudra bien que la surface (S,) vienne, en se dé-
formant, s’appliquer sur I'axe méme de (Z); chaque point de cet
axe contiendra tous les points de (S,) qui correspondent a un
méme paralléle de (2). Nous allons retrouver cette proposition et
montrer de plus que (S,), en se déformant, peut méme se ré-
duire a une droite tsotrope.

En effet, nous savons que la variable (v employée plus haut,
dans la formule (15), est définie par la quadrature

(16) dw = C(q du—+ g, dv),

oil nous conservons toutes les notations de nos Lecons (11° Partie,
n° 749). Les quantités ¢, ¢, salisfont, avec les autres rotations du
triedre (T) attaché a (8), aux relations

- dp _ 9ps '
| r=o gi Gp= Ot o g F
(17) N J )
5 - q LA '
ry=C | C'+pg,—gpi= 0, o B

(') Legcons sur la théorie des surfaces (Il Partie, Livre VII, Chap. X).

D. 20
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En général, la rotation ¢, n’est pas nulle, o est alors une fonction
qui ne dépend pas uniquement de u; I'expression de ds] est une
somme de deux carrés et convient a une surface (S;) qui a réelle-
ment deux dimensions. Mais il est facile de voir que I'hypothése

g4/=10;

peut étre admise; elle réduit alors s} a un carré parfait et la sur-
face (S,) a une ligne droite. On a, en effet, dans ce cas,

P =0, C”:(/Plr
dg opr _ ‘.
E}-—O: ~d—l;‘—qC,

d’ott 'on déduit, en intégrant,
C” "
(18) pr+C2=h2, g ='—> dw = gg-du,
P P1
h désignant une constante.
1.’élément linéaire de (S,) prend alors la forme suivante :

(19) d5h— <gS—PIIL>‘du‘3,

c’est-a-dire qu’il se réduit & un earré parfait. Il est aisé de vérifier,
d’apreés les résultats donnés au n° 749 de nos Lecons, que (S,) se
réduait & une droite. Si la constante 4 devient nulle, cette droite
est isotrope.

Ainsi, il existe une infinité de déformations simultanées des
surfaces complémentaires (S) et (S,) dans lesquelles I'une
d’elles (S,) se réduit a une droite (d), et, parmi elles il y en a
une pour laquelle cette droite est isotrope.

Soit (Zo) I'une des formes de (S) pour lesquelles (S,) se réduit
a une droite (d) et soit alors . un point quelconque de (d). La
sphére de rayon nul admettant pour centre le point m coupera les
plans tangents de (Z,) suivant des cercles (C,) et nous savons (')
que, lorsque (%)) se déforme, en entrainant ces cercles (C,), de
maniére & reprendre sa forme primitive (S), les nouvelles posi-

(') Legons sur la théorie des surfaces (1IF Partie, Livre VII, Chap. VIII).
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tions (C) des cercles (C,) engendrent un systéme cyclique, quel
que soit le point m choisi sur (d).

Au lien de rattacher tous les cercles (C) a la surface (S), on
peut définir leur position relativement a la surface complémen-
taire (S,).

Soit p un point de (S), p, le point correspondant de (S,), les
plans tangents en p, p, aux deux surfaces se coupent suivant la
droite pp,, ils sont rectangulaires et forment avec pp, une figure
qui demeure invariable lorsque (S) et, par suite, (S,) se déforment
d’une manié¢re quelconque.

Lorsque (S) prend la forme (Z,) pour laquelle (S,) se réduit a
une droite (d), p, devient le point ot le plan tangent en p & ()
vient couper la droite (d), le plan tangent a (S,) en p, se réduit
an plan passant par les droites (d) et pp,; de sorte que le
cercle (C,) défini plus haut a nécessairement son centre sur la
droite pp,. Il en sera donc de méme des cercles (C).

Ainsi, étant donnée une surface (S,) applicable sur une surface
de révolution, il existe une infinité de systémes cycliques que l'on
peut rattacher comme il suit a cette surface : si p, est un point
quelconque de (S,), il lui correspondra un cercle dont le centre
sera situé sur la tangente en p, a la géodésique qui résulte de la
déformation d’un méridien et dont le plan sera le plan osculateur
a celte géodésique. Et le systeme de tous ces cercles ne cessera
pas de rester cyclique lorsque la surface se déformera d’une ma-
ni¢re quelconque en les entrainant.

Comme les déformations qui réduisent (S;) a une droite (d)
dépendent d’un parameétre arbitraire /2, comme, d’autre part, on
peut choisir arbitrairement le point m sur chaque droite (d), les
systémes cycliques précédents dépendent de denx paramétres.

Parmi eux, nous devons distinguer ceux qui correspondent au
cas, signalé plus haut, ou la droite (d) est isotrope; alors, comme
chaque point-sphére ayant son centre sur cette droite la contiendra
tout entiére, les cercles (C,) et, par suite, les cercles (C) passeront
par le point p,. Ils deviendront normauz a (Sy) en ce point.

Il est ainsi élabli par la Géométrie qu’a chaque surface appli-
cable sur une surface de révolution, on peut faire correspondre
une suite simplement infinie de systémes cycliques; ces systemes
sont formés de cercles normaux a la surface et ne cessent pas de
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rester cycliques quand la surface se déforme d’une maniére quel-
conque en entrainant tous les cercles. Les plans de ces cercles
demeurent langents a la surface complémentaire.

170. Apreés ces remarques sur la proposition de M. Wein-
garten, nous allons faire connaitre 'extension que lui a donnée
M. Bianchi. Non seulement I’éminent géometre a démontré en
toute précision l'existence des systémes triples orthogonaux que
le théoréme de M. Weingarten permettait de prévoir; il a mis,
de plus, en évidence l'existence d’une infinité d’autres familles
de Lamé qui sont toujours composées de surfaces 2 courbure
‘constante; mais la courbure de chaque surface n’est pas la méme;
elle varie suivant une loi quelconque, lorsqu’on passe de l’une
des surfaces a toute autre de la méme famille. Il a fait, en outre,
connaitre un grand nombre de propriétés géométriques des
systémes Lriples auxquels on est ainsi conduit (*). Nous allons
démontrer ici les plus essentiels des résultats que l'on doit a
M. Bianchi.

Considérons un systéme triple et supposons que les surfaces a
courbure totale constante soient celles dont le paramétre est p.
Admettons, pour fixer les idées, que la courbure de toutes les
surfaces, qm pourralt étre tantot pomtlve et tantot négalive, soil

WL . k 1 ; y
négalive et égale & — T R sera une constante s’il s'agit des sys-

temes de M. Weingarten, et une simple fonction de o sl s’agit
de ceux de M. Bianchi. Exprimons d’abord que les surfaces de

parameétre p ont leur courbure totale égale'a — R;-

Les deux rayons de courbure de la surface de paraméire o sont
donnés par les formules (n° 107)
T 1 (jII, 1 {8 oH,

(20) Bl HH e R e G

(') Les recherches de M. L. Bianchi sont résumées dans ses excellentes Lezioni
di Geometria dijfferenziale. Elles sont développées principalement dans deux
Mémoires insérés aux tomes XIIT et X1V des Annali di Matematica de Milan,
2¢ série. On pourra consulter aussi les deux Notes insérées le 15 février et le

15 mars 1885, dans les Rendiconti de 1'Académic Royale des Lincei, série 1V,
tol
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Posons, en introduisant une variable auxiliaire o

(21) Ry; = R cotw, R =— R tang w.
Il viendra
Jlog H, " H log H, H
S = — tangw. =10 2 L ot
(22) % R tangwm 26 R colw
X oH, oH
Si nous portons ces valeurs de "PI’ = ? dans celles des équa-
r‘
tions (B i lie L aprés leur développement il
ions  ( ) qui conliennenl aprés leur PP %95,
0 H, il
: 2500 nous aurons
) £ & ST
(23 Birermtanntan L
2) ' o O, ot 22
—— e = w
H, doy )54
On déduira de la, en intégrant,
(24) H, = Sscosw, H, = S, sinw,

- Sj ne dépendant pas de la variable pj.
Substituons ces valeurs de H,, H, dans les équations (22); elles
nous donnent les deux sulvantes :

dlog S, e HE Q(ﬁ

g ;:;‘— —icot m(T{_ 5
(ad) ] log S, H doy
( —dr— — tangw <T{ — ()a

Si donc on n’a pas, a la fois,

H Jw ST 0S,

Tt g

=0 -
R & 05 dp } do
on déduira des équations précédentes la relation

0logS, dlogS, |
Langw——o;’ +coth_o,

el, par suite, tangw sera de la forme

:"( P1)

(26) tangw = (p =
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Nous allons voir que cette hypothése conviendrail aux seuls
systémes pour lesquels toutes les surfaces a courbure constante
sont de révolution.

171. En effet, considérons une surface particuliére de para-
métre o. Son élément linéaire, qui est donné par la formule
ds? = cos?o S dp3 + sin?w S2dp3,
peut étre ramené a la forme plus simple
(27) ds? = cos2w du? + sin2w dp?.

Il suffit, pour cela, de poser

(28) 7p = [bz dsy, = [Sl dos.

Avec ce changement de variables, la formule (26) nous donnera

(29) tangw — U,
o] \/r
U et V dépendant respectivement de « et de ¢. D’autre part, en

: s . T
exprimant que la courbure totale est égale & — —, on aura

R2
I'équation aux dérivées partielles
2w 02w sinw cosw
Ju2 oz R2 .

a laquelle devra satisfaire w. Si 'on remplace o par sa valeur dé-
duite de I'équation (29) et si 1'on emploie la notation de La-
grange pour les dérivées de U et de V, il viendra la condition

R U i e 72 4 72 ) Uz_;_Vz ) 713
(30) (vf-v)u-f\-):\m S P

Cette équation fonctionnelle, dérivée successivement par rap-
port 4 u et & ¢, nous donnera i

Zx¢ , VoN7 }
<—U> vy +(‘—) UU =o.

On déduit de 1a que l'on doit poser, & désignant une constante,

<%f)r:4ﬂ‘[10’, (3\;\)':_“%".
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En intégrant, on aura d’abord
U'=92kU34+ AU, Vi=—5kV34+h,V.
h et h, désignant de nouvelles constantes, puis
U2=kU*+ AU2+ [, /' = — kV*+ by V21 1y,

let I, étant encore des constantes. En portant les valeurs de U’,
V', U”, V" dans I'équation fonctionnelle, il viendra

< ( 1 »
(31) (/l,—ll—%)Ul—%~<\/1/—/ll—m>\'2——zl~211:0.

Les coefficients de U2 et de V2 ne pourraient étre nuls en
méme temps que si la surface avait une courbure totale nulle,
Cest-i-dire se réduisait 2 une développable ou & un plan. Si nous
écartons ces cas déja étudiés, il faudra donc que I'une des fone-
tions U ou V se réduise a une constante. Mais alors, © ne dépen-
dant que de I'une des variables u et ¢, on sail que la surface est
de révolution.

Ces systemes formés de surfaces de révolution peuvent étre
construits a priort. Eecartons le cas, déja étudié, ou elles sont
toutes des spheres; il résulte de la proposition démontrée au
n° 64, que 'axe de révolution sera commun a toutes les surfaces
qui composent une telle famille de Lamé. Or une surface a cour-
bureconstante de révolution, qui admet un axe donné de révo-
lution, dépend de trois conslantes arbitraires. .

En établissant deux relations entre ¢es irgis consiantes; e
formera une infinité de familles de Lamé répondant aux con-
ditions du probléme et Uon trouvera sans di.fﬁ.culté, en construi-
sant les trajectoires orthogonales des méridiens, la famille de
surfaces de révolution qui, jointe a I’ensemble des méridiens, com-

plete le systeme triple cherché.
172. Si nous écartons encore cette solution spéciale du pro-
bléme, nous voyons qu’on devra supposer

Jw dSl_ ()Sg
H=R£7 '—05—07 —0?=0:

S, dépend[‘a de la seule variable g, et S, de la seule variable p,.
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Par suite, en substituant a 1 el a p, les deux quadratures

fs2 o, | Sidp,

on pourra ramener I'expression ‘de ’élément linéaire, dans le Sys-
téme orthogonal cherché, a la forme élégante

- 5 [ 0w\ 2 o ) L
(32) ds> = R2 oy (193-1—0052(9(/9';+51lx?(deI:;.

c’est-a-dire prendre

5 /o)

(33) H— & o H; = cosw, Hs, = sinw.

Il ne restera plus qu’a substituer ces expressions de H, H,, H,
dans les équations fondamentales (B) et (B') pour obtenir les
équations aux dérivées partielles auxquelles devra satisfaire w.
On est ainsi conduit aux formules suivantes.

Calculons d’abord les rotations Bix- On aura

g oo SIAW Bl g A 02l
g0 R’ T Cosw dp dp;”
(34) { Boo= m' Bao = —i— ohp )
R sinw dp dps
Bipeer t.0500 By e st
()3[ i Upg

En les substituant dans les six équations (B), (B'), il restera
seulement les quatre équations suivantes

/ i 2w 02w sinw cosw
SN e e TR
f .32
s c)‘*mh_co wdw 02w —l—tanﬂ'wdw 02w fien
(35) 9% 0p1dps """ 95 9p 0p, ° dpxdpop, 7
: c— d( 1 03w> 1 0 /sinw I Odw 02w gk
dpy \ cosw dp dp, R dp R sinw d;z dp dps Py
0

! ()< T Ndicu>‘y__r_ 9 /cosw\ 1 dw Nw e
P2 \Sinw dpdps/ " R dp\ R ) cosm Opr dpdpy

La seconde équation joue un role important dans des recher-
ches qui seront exposées plus loin et son intégration permetlrail
de déterminer tous les systémes triples orthogonaux; elle peut se
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mettre sous 'une des trois formes suivantes :

b Jd 1 0% w 1 dw 02w
—_— fa - e =10
COS 0dpy \COSw 05 dp sinw 0oy 0o dos X
i (i IR
(36 uh i 02w 1 Jdw 0w
36) . = - : - =0
£ sinw dpy \ sinw dp dp, cosw dp, dp dp; 2

Y 0 z J2w 0 . 02w
—————— = — ( cotw -+ angw S
sinw cosw dpy 0p ds dps ° op dp]) k

ces trois formes permettent de vérifier aisément les relations iden-
liques suivantes auxquelles satisfont les premiers membres des
équations (35)

f 2 0N
\ 2 cosw — D sinw = o
o
: Jd Uy o e 1 Jdw dw 1 92w
7 — — —_ — = = — b +— 0 — — —— A,
(37) 0py <cos m) 005 sinw dpy . dps sinw do dps G
J ( uh a0 1 dw W dw 1 02w "
e =— = TR, O e e e o
dps \ sin w) oy cosw 0Jpsy dpy cosw dp doy

el qui vont jouer un role essentiel dans notre discussion.

On pourrait d’abord en déduire que les deux derniéres équa-
tions (35) sont de simples conséquences des deux premiéres.
Laissant ce point de coté, nous remarquerons tout d’abord qu’en
vertu de la premiére identité on peut supprimer l'une quelconque

des équations o
S —=0; ou — 0.

En tenant compte des deux autres identités, on peut montrer

que si I'équation
Jds—0

est toujours vérifiée et si les équations

le sont seulement pour p; = 0, elles le seront pour toutes les va-
leurs de oy -

Supposons, en effet, que ¥, © et, par suite, € soient nuls pour
o, = o. 1l résulte des identités qu’il en sera de méme des dé-
rivées premiéres de ces fonctions par rapport  p;. En différen-
tiant les identités par rapport a cetle méme variable, on verra
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qu’il en est de méme de toutes les dérivées de v, S, ® jusqu’a
un ordre quelconque, prises par rapport a p,. Par conséquent,
ces fonctions, qui sont développables, seront nulles pour toutes
les valeurs de 21
De cette proposition, on peut déduire la régle suivante :
On intégrera I'équation
Jd = o,

en déterminant une solution qui satisfasse aux conditions ini-
tiales suivantes

w = wy, — = g, pour p1 =0,

wy et Y, étant des fonctions de deux variables assujetties a vérifier

les deux équations
¥ =o, @ =0,

dw

ot 'on aura remplacé o par wo, — par ¢,, c’est-a-dire étant dé-
; %P1
terminées par le systéme
: 02 02w dwg oY
i Yo cotwg L - tangugose 2¥0 _ o,
(38) 9p dps P Opa 9z Jp
<
: , 0 I 02w, I d /cosw,) USRS
9p2 \sinwg dp dp, / R dp R cosw, dp

La fonction w ainsi déterminée sera la solution la plus générale
des équations (35); car elle satisfait & la premiére pour toutes
les valeurs de 21 el aux trois autres pour p; — o.

Il nous reste a discuter le systéme précédent (38); mais ce Sys-
téme contient deux fonctions inconnues et il se compose de deux
équations, I'une du second, 'autre du troisiéme ordre. Il admettra
donc une solution générale dépendant de cinq fonctions arbi-
traires d’une variable. Ainsi se trouve fixé le degré de généralité
de la solution la plus étendue da systéme (35).

Il'y a cependant a préciser, a distinguer les cas ou R est
constant de ceux ol R est une fonction de p.

Dans la premiére hypothése qui correspond aux systémes de
M. Weingarten, on ne change pas la forme des équations en rem-
plagant p par une fonction de 2. On peut ainsi faire disparaitre une
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fonction arbitraire et la solution ne dépend plus que de quatre
fonctions arbitraires.

Si l'on faisait le méme changement dans le second cas, on
modifierait la forme de la relation qui relie R a p, ce qui n’est
évidemment pas permis. Les systémes de M. Bianchi, qui corres-
pondent a cette hypothése, contiennent donc une fouction arbi-
traire de plus que ceux de M. Weingarten.

173. On aurait pu encore montrer que les équations (35) ad-
meltent une intégrale commune et fixer le degré de généralité de
cette intégrale en raisonnant de la maniére suivante.

Remplacons dans le systéme (35) la premiére équation par ses
trois dérivées relatives & p, g, po- En tenant compte de la pre-
miére identité (37), on reconnait qu'il restera seulement cing
équations du troisiéme ordre, pouvant étre résolues par rapport
aux dérivées troisieémes

P w J3 w 2N 03w 03w
)

o8

>

= 3 ’ 3 b b1
dp} ~ dpidpa dpidp  Jp1dpadp P

o

et toutes les valeurs que I’on en déduira pour celles des dérivées
quatriémes, cinquiémes ou sixiémes qui peuvent éire obtenues de
différentes manicres par la différentiation seront compatibles. De
la il résulte qu’en différentiant jusqu’a un ordre quelconque, on
n’aura jamais de valeurs discordantes pour une méme dérivée et
I’on pourra déterminer toutes les dérivées du ni*™® ordre saul

0" w 0" w 0" w 07w o w

R s e e
dp” 2 dp—1 0oy dpr—t 0‘02’ dp;f ()9’2" L ooy
La solution généra]e comportera donc cinq fonctions arbitraires
d’une variable. Cela résulte des propositions générales relatives
a la théorie des systémes d’équations aux dérivées partielles.

174 M. Bianchi a remarqué que, lorsqu’on a trouvé un sys-
teme orthogonal de la nature des précédents, on pourra en dé-
duire une infinité d’autres de méme nature en leur appliquant des
(ransformations analogues a celles qui ont été employces pour les
<urfaces isolées. On peut établir ce résultat comme il suil.

Prenons dans le plan des yz du triedre (T) formé par les nor-
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males en M aux surfaces coordonnées, c’'esl-a-dire dans le plan
langent a celle des trois surfaces dont la courbure est conslante,
le point M’ dont les coordonnées sont

(39) Ze——q- Y = mcosf, z = msinb,
m désignant une fonction inconnue de p- Les projections du dépla-

cement de ce point seront définies par les formules

ow 5 )
Do— <RF + B0+ Gﬂzn) (/P — ¥ B doy — ZBos ‘1(527
5

/

D, = cosbdm — z(dd — Ba1 day + B d2y) -+ cosw dpy,

\ Ds = sinbdm - y(dh — Bay dpy =+ Bys dos) + sinw das,

qui sont une simple application des ¢quations (C) (n° 107).

Si nous nous déplacions sur la surface de paraméire p el sinous
voulions obtenir la transformation de M. Bicklund, ¢’est-a-dire si
nous voulions que la surface décrite par le point M’ fit 4 cour-
bure constante comme la surface décrite par le sommet M du
tricdre (T), il faudrait choisir pour f une fonction satisfaisant & la
condition (=)

m(df — B, doy + B1s dos)

= sinf cosw(dp, -+ X dpy) — sinw cos () oy +dps).

5 S : 5 : .
Conservons ici la méme €quation ; mais, pour tenir compte de

) . a0 )

ce que § dépend de o, remplacons-y df par df — 7; @p afin qu’elle
. a G B . . '

convienne a des variations arbitraires de @, 21, p»- Nous aurons

ainsi Iéquation

(7 (dB — By doy + B1a dps)

i )
(41)
(

: 2 ; ot L]
= sinf cosw(dp, + X dpy) — sinw cosh( ) doy + dpy) + m o dp.
v

qu s’appliquera a des valeurs quelconques des différentielles do,
day, dp,.

On peut s’en servyir pour simplifier les expressions (40) des
projections du déplacement. Mais, auparavant, faisons tourner le
triedre (T) d’un angle § autour de Mz, de maniére que son axe

= e Yy - B ot T,

(') Lecons sur la théorie des surfaces (III° Partie, Livre VII, Chap. XII).
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des y prendra la direction MM'. En désignant par D, D les pro-
jections du déplacement sur les nouveaux axes des y et des z, on
aura

[ dw \ m
D=k e Bro—+ :320) dp + —

R (sinw cosf dpy — sin0 cosw ds,),

dm 5 3
(42) Bt o dz ~+ cosw cosl dpy —+ sinw sinf s,
v df < g .
D. = m ;:rl‘o — A(sinw cosl dp; — sinl cosw dp,).
vy
)

Aux surfaces coordonnées décrites par le point M correspon-
‘dent trois familles de surfaces décrites par le point M'. Pour que
ces trois familles soient orthogonales, il sera nécessaire et suffi-
sant que l'expression de

ds'’? = D} — D% + D2

ne contienne que les carrés des différentielles dp, dpy, dp,.
En exprimant d’abord que le reclangle dp,dp, disparait, on
wouve I'équation

(43) 1 = A2

am dw A 98
{4,;) —_— =0y |{,T ——‘—N}';'}l()—;—e:o;go:R\?,
")F‘ ()‘\J o

de sorte que, en rapprochant les équations (34), (41), (44), on
voit que f sera défini par le systéme suivant

‘ m (0—0 = 99 ) sinhcosw — ) sinw cos,
'\091 d3.
(459 {m (ﬁ_k_d;d):)\sinﬂcosw—- sinw cosf,
903 Gloh
)\dﬂ dw cosfh 2w Lr sinl d'w
9z L cosw 09 dp; sinw 0302,

qui se raméne immédiatement a I'ensemble de trois équations de

e 1 L 0 :
Riccali, st l'on prend comme inconnue tang_- Les méthodes que

'
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nous avons souvent appliquées (') montrent que ces trois équa-
tions admettront une intégrale contenant une constante arbitraire
toutes les fois que w satisfera aux équations fondamentales (35).
On peut maintenant, comme 1’a fait M. Bianchi, édifier une
théorie toute semblable a celle que I'on applique a4 des surfaces
isolées et qui a été développée dans nos Legons (Livre VII,
Chap. XII et XIII). Mais nous renverrons sur ce point aux Mé-
moires et a I'excellent Ouvrage de M. Bianchi.

175. Nous lerminerons cette étude générale en vérifiant par
PAnalyse une des propriétés fondamentales des systémes de
M. Weingarten. Pour les familles de Lamé formées de surfaces

: I ! AL
ayant toutes la méme courbure totale -, les lignes d’équidistance
de chaque surface, c’est-d-dire les lignes pour lesquelles la dis-
tance a la surface infiniment voisine est la méme, sont définies,

d’aprés I'énoncé méme du théoréme fondamental, par une équa-
tion de la forme

cos

= conslt.
vk
et sont, par suite, des cercles géodésiques concentriques. Siles
systémes que nous avons oblenus se confondent réellement, en
supposant que R soit constant, avec ceax dont le théoréme de
M. Weingarten fait prévoir I'existence, il faudra que les lignes
d’équidistance, définies évidemment par I'équation
' Jw
J

='CONSL.,

(%)

soient des cercles géodésiques paralléles.
La condition de parallélisme pour les courbes définies par une
équation
n — eonst.,

sur la surface de paramétre p, s’exprime, comme on sait, par
'équation (2)

X T don \2 1 on '\ 2
"() An— e e e —
(46) L <,)91) e \092) F(n).

') Legons sur la théorie des surfaces (I* Partie, Livre 5

(*)
(*) Legons sur la théorie des surfaces (11° Partie, Livre V, Chap. IV et V ).



SYSTEMES TRIPLES DE M. BIANCHI. 3|9

Nous sommes ainsi conduits i calculer la fonction

(47) A(‘L:‘): 1 [ o >2+ : <dw

cos?w \ dp dp, sinZw \ dp dpz)

Or, dans le cas ot R est constant, un calcul facile montre qu’en
combinant les équations (35) on peut obtenir les deux suivantes

dA 2 dw 2w 0A 2 dw 02w

d’ou 'on déduit, en intégrant et posant

O
(48) n= E )
la relation
- (o)
(49) An = T 3

ot F(g) désigne une fonction arbitraire de p. Cette équation
montre déja que les courbes d’équidistance sont paralleles.

Sil'on veut rapporter la surface a ces courbes et a leurs trajec-
toires orthogonales, il faudra partir de I'identité

ds? = cos*w dp? + sin?w do?

dn? I 02w / o 02w % \2
= —— —— g 2 —COtw f .
= arn " kn <tan°w09 z)pl(‘o‘ dp dps ‘1)

r

Si, comme nous le supposons, les courbes d’équidistance sont des
cercles concentriques, il faudra que la différentielle entre paren-
théses ait un multiplicateur fonction de la seale variable n. Cette
condition permet de le déterminer et I'on trouve aisément que I'on
peut poser

2

; mo dpy = An dp.

dp>; — cosw
vz 09()

o 02w
(50) tanbwdpdp1
On a ainsi pour 1’élément linéaire de la surface Pexpression trés
simple
R2 dn2 2L F(

sl imak il 4

(3[) ds‘z:ﬁﬂ?-{-F(P) Re

qui convient, on s’en assure aisément, & une surface de courbure
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totale — %ﬂ, rapportée a une famille de cercles concentriques et

aux géodésiques qui les coupent a angle droit.
Si F est posilive, on peut poser

it
n-+/n2+F = /Fek,

et I’élément linéaire prend la forme

W _u\e
- eb+e R ) F
(52) ds® = LZLL‘3+<—?—— mtlu?,

qui convient au cas ol le centre des cercles géodésiques est tdéal.
Si F est nulle, on pourra poser

n

n = R ek,
et il viendra
27t
(530 ds? = du?—+ e® de?.

Le centre des cercles géodésiques estalors a 'in/fini.
Enfin, s1 F est négative, on aura

n

n yn2—+TF = /—TFeR,
A s g
n—yni+F=y—Fe K

et I'élément linéaire sera donné par la formule
7 _ N 2

R TR AN
(54) ds? = (]1(2—( G oen G ) F_) dp?,
\ 2 7R

qui caractérise le cas ou les cercles géodésiques ont leur centre
réel.

176. On obtient un des systémes triples orthogonaux que nous
venons d’étudier lorsqu’on se propose le probléme suivant.

La recherche d’un systeme triple dépend de la détermination
des neuf quantités H;, 8. Proposons-nous de trouver tous les
systemes dans lesquels ces neuf quantités sont reliées par huit re-
lations et dépendent, par conséquent, d'une seule fonction in-
connue 2.
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Les six équations (B) montrent d’abord que cette fonction « doit
satisfaire & des relations telles que les suivantes

ox ;
Toichf(l): (L:O, T, 2)7

et, de la, on déduit facilement qu’elle dépend d’ane fonction li-
néaire
C9+Cip1—‘.—C292,

de p, 5y, pa. Envisageons le cas général ot aucune des constantes
C; n’est nulle; on pourra, en substituant a Q5 1, p2 les variables
205 Cypyy Cops et en remplagant a par une fonction convenable-
ment choisie, ramener « a la forme plus simple

(35) %= p - p1+ pa.

Alors on remplacera dans les équations (B) les B4 par leurs

expressions
1 0H, T

et I'on aura trois équations du second ordre qui s’intégreront im-
médiatement et donneront les relations

(56) H; = CzH;Hy, (z2k£1),

ot G désigne une constante. En substituant les valeurs des Bix
dans les équations (B'), on reconnaitra que ces équations sont
vérifiées pourvu que les constantes G; vérifient P'unique relation
1 -

= = = o.
+ o

(57) G

=ty

] ! . ; I v

Les équations (56) appartiennent a un type que'l on rencontre
notamment dans I’étude du mouvement de rotation d’un corps
solide. Leur intégrale peut éire donnée, comme on sait, par les
formules (')

(58) H:Asnu’ Hi=A;cna, szAzdnz,

(1) Pour avoir Uintégrale générale, il faudrait au lieu de  mettre une o
tion lindaire de a, mais cela ne ferait que compliquer éeriture.

D. 21
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ou les constantes A, A,, A, doivent vérifier les relations
(59) el L R TS (el R 5

k désignant le module des fonctions elliptiques. En substituant
les valeurs de C, G, G, déduites des relations précédentes dans
la condition (57), on aura I'unique relation

a laquelle doivent satisfaire les quatre constantes &, A, A,, A,.
On peut poser

(60) = dnay, = snay,

Ll
U

et il viendra alors, en supposant A = 1, ce qui équivaut a rem-
. placer le systéme triple par un systéme semblable,

(61) R TR L T Rl T
dna, ° snagy

I’élément linéaire sera donné par la formule

cn2g ~ dn2a

(62) ds? = sn2a dp2 + dp} +

——dp}
sn2ay ©°

dn2g,
Il est facile de voir que le systeme triple ainsi obtenu est exclu-
sivement composé de surfaces & courbure constante. En conser-
vant, en effet, les valeurs des constantes C; qui figurent dans les
relations (59), on a
H =G HH,,

et, par suite, le rayon de courbure R;; sera déterminé par I'équa-
tion

LA Hob e it g P
S ru-_—liflil..—_b’“m’ =k = 1)

On déduit de la

(64 —— =C; G
(64) Riz Ry -

le

Cette relation montre que la courbure totale de la surface de pa-
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rametre o; est invariable. De plus, en vertu de la relation (57, 1a
somme des courbures relatives aux trois familles sera nulle.
Comme les expressions de H, H,, H, demeurent invariables
lorsqu’on ajoute a P» P1y p2 des conslantes dont la somme est
nulle, on reconnaitra qu’il existe une infinité de déplacements
laissant invariable le systéme triple, et de la on déduira sans
peine qu’il est exclusivement composé de surfaces hélicoides.

FIN DU TOME PREMIER.
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CHAPITRE 1.

Les familles de Lamé. Théoréme de Dupin et sa TECIPTOqUE: v oot s s o v -
Equations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les paramétres «,
B, v de trois familles orthogonales, considérés comme fonctions des
coordonnées rectilignes =z, 3, z d’un point de Pespace. — Application
du théoréme de Cauchy; on peut déterminer un systéme triple ortho-
gonal par la condition que les trois familles de surfaces qui le com-
posent interceptent sur une surface donnée des courbes données assu-
Jetties & la condition de ne pas se couper mutuellement & angle droit.
— Elimination de deux des trois paramécres. L’élimination de I'un
d’eux conduit immédiatement au théoréme de Dupin : « Les surfaces
qui composent un systéme triple orthogonal se coupent mutuellement
suivant leurs lignes de courbure. » — Réciproque de ce théoréme :
« Si I'on a deux familles de surfaces se coupant a angle droit, suivant
des courbes qui soient lignes de courbure pour les surfaces de I'une
des deux familles, il existe une troisiéme famille complétant le systéme
orthogonal. » — Cette réciproque permet d’établir que le parameétre
de toute famille faisant partie d'un systéme triple doit satisfaire a une
équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre, qui est a la fois
nécessaire et suffisante, c’est-a-dire dont toute solution conduira a un
systéme triple. — On donne le nom de famille de Lamé a toute fa-
mille qui fait partie d’un systéme triple orthogonal. — Pour former
Péquation aux dérivées partielles' du troisiéme ordre, dont I'existence
a été reconnue dés 1866 par 'auteur, mais qui a été obtenue, pour la
premiére fois, sous forme développée, par M. Cayley, on définit d’abord
une opération différentielle 3,p, et 'on établit quelques propriétés de
ce symbole. — On établit ensuite, par un raisonnement nouveau, que
toute la difficulté du probléme des systémes orthogonaux se rameéne a
l'intégration de I’équation du troisiéme ordre, que I'on écrit sous la
forme d’un délerminant trés simple du sixiéme ordre. — Vérification
de résultats obtenus antérieurement par M. Bouquet, relativement aux
familles représentées par une équation de la forme

u=9¢(z)+d(y)+ %(2),
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et par M. V. Puiseux, relativement & un systéme d’axes particulier. —
Forme nouvelle et irrationnelle sous laquelle on peut mettre P'équation
du troisiéme ordre, en introduisant les dérivées de la fonction H, dé-
finie par la relation

z it (Jue\*? du\? ou\*?

w=V/ (5) () + (%)
— Indications sommaires sur les caracteristiques d’une équation aux
dérivées partielles ou d’un systéme d’équations aux dérivées partielles,
dans le cas de trois variables indépendantes, et application au probléme
actuel. On peut toujours déterminer un systéme triple orthogonal
par la condition que les surfaces (A ), qui composent une de ses trois
familles, coupent une surface (X) suivant des courbes données (C) et
aient, suivant ces courbes, un contact du second ordre avec certaines
surfaces (S), qui contiennent ces courbes, 4 moins que les courbes
(C) ne soient des lignes de courbure des surfaces (8), ou que les
surfaces (S) ne soient orthogonales a la surface (Z). Dans ces deux
cas d’exception, le probléme devient impossible ou indéterminé.

CHAPITRE 1I.

Systemes triples comprenant une famille de plans ou une famille de
SPhtres. itk UL A Ok S e U T RS 26
mille de plans. — On les obtient én tracant dans un plan deux familles
de courbes rectangulaires et en faisant rouler ce plan sur une déve-
loppable quelconque. — On peut aussi éviter toute considération de
roulement et construire les systémes sans aucune intégration, — Défi-
nition des coordonnées curvilignes. — Forme de I’élément linéaire de
I’espace dans le systéme précédent. — Equations qui permettent de
définir ce systeme, débarrassées de tout signe de quadrature. — Si Ia
famille de plans est donnée a priori, la détermination des trajectoires
orthogonales et, par suite, celle des systémes triples correspondants
dépendent de trois quadratures. — Systémes orthogonaux comprenant
une famille de sphéres. — Définition des familles similaires de sphéres;
ce sont celles pour lesquelles le probléme des trajectoires orthogonales
conduit aux meémes ¢quations différentielles, — Quand on connait une
famille de sphéres on peut, sans aucune intégration, construive les fa-
milles similaires. Parmi les familles ainsi déterminées, il y en a une
infinité composées de sphéres passant par un point fixe; une simple
quadrature permel de construire ces familles particuliéres si 'on con-
nait une trajectoire orthogonale des spléres primitives. — Grice aux
théorémes précédents on peut, sans aucune intégration, passer des
systémes triples contenant une famille de plans a ceux qui contiennent
une famille de sphéres, — Propriété particuliére des courbes sphériques:

e ds o 0 : <.
l’mtegrale\/»_— peut étre explicitement calculée, — Détermination des

trajectoires orthogonales d’une famille donnée de sphéres; elle se ra-
méne a lintégration de deux équations de Riccati dont chaque trajec-
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toire fournit une solution particuliére. — Construction des systémes
triples qui comprennent une famille de sphéres. — Extlension des ré-
sultats précédents & l'espace & n dimensions. En donnant une forme
convenable aux fonctions a,, a,,..., @, et r, on peut, sous forme réelle
et sans aucun signe de quadrature, assigner les intégrales générales

du systeme
dzy _ dm,y, = dx

n

S AT Zy— Ay ; 'Z-n—au’
@yy.. .5 @,, r étant des fonctions d'un paramétre ¢ liées a L)y, T, par
la relation
(z,—a,)+ (23— @) +...+(z,—a,) =71
Rappel des résultats déja obtenus sur ce sujet par MM. J.-A. Serret et
O. Bonnet.
CHAPITRE III.

Etude d’une intégrale particuliére de l’équation du troisiéme ordre... 51
L’équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre qui détermine les
familles de Lamé admet des solutions particuliéres définies par’équa-
tion du premier ordre

(@) H=9,(u)(2°+5°+ 2)+ 0, () Z + 0, ()5 + 05 () 5 + 9, ().

Le Chapitre actuel est consacré a I’étude de ces solutions. — L’équa-
tion précédente comprend d’abord, comme cas particuliers, celle qui
caractérise les surfaces paralléles et aussi celle qui caractérise les fa-
milles dérivées par inversion d’une famille de surfaces paralléles. —
Les trajectoires orthogonales des surfaces sont, dans le premier cas,
des droites, et, dans le second cas, des cercles passant par un point
fixe. — Pour éclairer la discussion du cas général, on commence par
étudier celui ot les rapports mutuels des cing fonctions ¢,(%) se rédui-
sent 4 des constantes. — Les familles de Lamé correspondantes sont
alors définies par la construction suivante : on construit les cercles
normaux a une surface quelconque (X) et a une sphére fixe (S); tous
ces cercles sont normaux aux surfaces (2') qui composent la famille
cherchée. — On construit par points chaque surface ('), en détermi-
nant sur chaque cercle le point ou il est normal a (2), les deux points
o il est normal a (S), et en construisant le quatriéme point qui
forme, avec les précédents, pris toujours dans le méme .ordre, un rap-
port anharmonique constant. — Les deux autres familles qui com-
plétent le systéme sont évidemment formées de surfaces & lignes de
courbure circulaires dans un systéme. — En appliquant cette con-
struction a une cyclide de Dupin, on obtient un systéme triple .e.z'c{u-
sivement composé de cyclides. — Etude géométrique du cas pal‘tI.CI.I.]leI‘
signalé par M. W. Roberts, ou les cyclides sont toutes du troisiéme
degré. — La construction générale précédente donne'une transforma-
tion de contact des surfaces avec conservation deslignes de courbur.e.
Détermination de toutes les transformat.ion.s dt? ce genre; analyti-
quement elles équivalent a une substitution linéaire orthogonale effec-
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tuée sur les six coordonnées d’'une sphére. — Retour a ’étude de 'équa-
tion (a) dans le cas le plus général. — On peut en donner 'intégrale
générale sans introduire aucun signe de quadrature. — Pour interpréter
géométriquement la solution, on donne quelques propriétés fondamen-
tales de la fonction H gui, multipliée par du, représente la plus
courte distance de deux surfaces infiniment voisines, dans une famille
quelconque. Il revient au méme de se donner H en chaque point d’une
surface, ou de se donner en ces points les cercles osculateurs des
courbes trajectoires orthogonales de la famille. — Relation entre H
et les cercles osculateurs. — Propriété caractéristique des familles étu-
diées dans ce Chapitre : les cercles osculateurs des trajectoires orthogo-
nales aux points ou elles rencontrent une des surfaces sont orthogo-
naux a une méme sphére, qui varie d’ailleurs avec la surface. — Enoncé
de la génération de ces familles a I’aide de transformations infinitési-
males.

CHAPITRE 1V.

Formes diverses de Uéquation auzx dérivées partielles du troisiéme ordre.

On peut obtenir I’équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre en

exprimant que la plus courte distance d’une surface de la famille & la
la surface infiniment voisine est une solution particuliére de I'équation
ponctuelle relative au systéme conjugué formé par les lignes de cour-
bure. — Théoréme de Ribaucour : les cercles osculateurs des trajec-
toires orthogonales aux points out elles rencontrent une surface
déterminée de la famille forment un systéme cyclique. — Démonstra-
tion de la proposition réciproque. — Rappel des études antérieures sur
les systémes cycliques et étude de deux problémes nouveaux : 1° dé-
termination des familles de Lamé pour lesquelles les plans osculateurs
des trajectoires orthogonales aux points ou elles rencontrent I'une des
surfaces de la famille concourent en un méme point; 2°.détermination
des systémes cycliques formés de cercles dont les plans enveloppent
une développable. — Forme remarquable de I'équation du troisiéme
ordre donnée par M. Maurice Lévy; on prend comme variables indé-
pendantes le paramétre u de la famille et deux des coordonnées rec-
tangulaires. — Application de cette équation a la détermination des
surfaces invariables de forme qui peuvent, en se déplacant, engendrer
une famille de Lamé. — Quand le mouvement de la surface est unique
et déterming, il est nécessairement hélicoidal. — Applications particu-

liéres. — Etude du cas ou la surface peut, dans plusieurs mouvements
différents, engendrer une famille de Lamé. — Indication de divers ré-
sultats. — M. J. Bertrand a montré, par la Géométrie, que, si ces

mouvements comprennent toutes les translations, la surface est une
sphére ou un cylindre. — M. Adam a établi, par 'analyse, que le ré-
sultat subsiste si les mouvements se réduisent a deux translations dis-
tinctes. — Interprétation géométrique élégante due a M. Petot.
L’équation aux dérivées partielles qui caractérise la surface cherchée
exprime la propriété suivante : la droite du plan tangent qui joint
les centres de courbure géodésique des deux lignes de courbure ap-
partient a un complexe linéaire. — Théoréme de M. Cosserat. — Retour

Pages.
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a I'équation générale du troisieme ordre. — Formation de cette équa-

tion quand la famille est déterminée par une équation implicite
e(@, ¥, 5, u)=o. Développement de ’équation en vue des applications
ultérieures. ] ]

CHAPITRE V.

Les familles de Lamé formées avec des quadriques . .................... 95

On cherche d’abord la condition pour que des quadriques & centre
unique, ayant les mémes plans principaux, forment une famille de
Lamé, et I'on est conduit, en appliquant la méthode générale du Cha-
pitre précédent, a une relation différentielle entre les axes, qui a été
obtenue dés 1867 par M. Maurice Lévy — On fait aussi connaitre la
méthode suivie par M. Maurice Lévy, ainsi que Pinterprétation géo-
métrique qu’il en a donnée : la relation différentielle exprime que
Pune quelconque des lignes ombilicales, ¢’est-a-dire I'une quelconque
des lignes décrites par les ombilics, est normale aux surfaces qui com-
posent la famille. — Il résulte de 1a que les familles de quadriques
cherchées sont déterminées dés que I'on se donne a priori une ligne
plane quelconque qui servira de ligne ombilicale. — Qlest ce que
permettent d’ailleurs d’établir quelques considérations de Géométrie
pure relatives aux ombilics des quadriques. — Le cas particulier ou
P'une des lignes ombilicales se réduit a une droite a été rencontré par
M. G. Humbert. Alors les onze autres lignes ombilicales sont des
droites, et les surfaces qui composent la famille, tangentes a huit
plans isotropes, font aussi partic d'un réseau ponctuel; on peut dé-
terminer les deux autres familles qui complétent le systéme triple.
— Cas ot I'une des lignes ombilicales est un cercle, une conique, etc.
— Revenant au probléme général, on remarque qu’on peut encore le
résoudre sans employer la ligne ombilicale et par une méthode directe
qui peut se rattacher & un principe général. — Applications particu-
liéres de cette nouvelle méthode. — La proposition relative aux lignes
ombilicales ne s’applique pas seulement aux familles composées de
surfaces du second degré; on peut établir qu’elle est vraie pour des
surfaces quelconques formant une famille de Lamé; la démonstration
repose sur la considération de la forme des lignes de courbure dans
le voisinage d’un ombilic. — Cette proposition générale, une fois éta-
blie, conduit a la conséquence suivante : si des quadriques a4 axes iné-
gaux forment une famille de Lamé, les plans principaux de ces surfaces
coincident nécessairement; par suite, les recherches précédentes n’ont
pas un caractére aussi particulier qu’on aurait pu le supposer, et elles
font connaitre toutes les familles de Lamé composées de quadriques
a axes inégaux. — D’une manicére générale, on peut énoncer la pro-
position suivante : si une famille de Lamé est composée de surfaces
ayant chacune des plans de symétrie, les plans de symétrie de ces
silrfaces doivent coincider, excepté dans certains cas particuliers qui
sont nettement indiqués. — Démonstration de cette proposition géné-
rale; son application aux surfaces du second (.le.gré; son interpré.ta-
tion géométrique. Simple énoncé d’une proposition an:fllogue relative
aux surfaces anallagmatiques. — Le Chapitre se termine par I'étude

D. 21,
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d’un probléme qui doit conduire encore a des familles de Lamé formées
de quadriques : on sait que les surfaces lieux des points tels que la
somme ou la différence de leurs distances a4 deux surfaces fixes
(A), (B) soit constante forment un systéme double orthogonal, c’est-
a-dire se distribuent en deux familles distinctes de surfaces orthogo-
nales;  on demande dans quel cas on peut compléter le systéme et
adjoindre aux deux familles différentes une troisiéme famille composée
de surfaces coupant les précédentes a angle droit. —Mise en équation
du probléme; on démontre par la Géométrie que, si I'on néglige des
solutions déja ¢tudiées, cette troisiéme famille doit étre composée de
surfaces du second degré dont les génératrices rectilignes seront les
normales aux surfaces (A)et(B). — Les axes de ces quadriques doivent
satisfaire a des équations différentielles qui se rencontrent dans la
théorie des fonctions elliptiques et qui ont €té, pour la premiére fois,
intégrées par Halphen. — Intégration nouvelle de ces équations. —
Cas particulier des surfaces dépourvues de centre, traité par une
méthode directe; les fonctions elliptiques sont remplacées par des loga-
rithmes, sauf dans un cas spécial ou la solution devient algébrique et
a déja été donnée par M. J.-A. Serret. — Démonstration géométrique
simple relative a ce cas spécial. — Indication d’un sujet de recherche

constante.

Systemes orthogonauz ¢ n variables. Eztension des methodes preceé-
i o ool s SUeE LU VTR 119

Systéme des coordonnées clliptiques générales. — On peut de meme
généraliser le systéme des cyclides orthogonales et homofocales et
employer, pour le cas de 7 dimensions, des variables analogues aux
coordonnées pentasphériques. — Définition des systémes compléte-
ment orthogonaux 3 p variables : puisqu’il existe de tels systémes,
Pobjet de ce Chapitre sera d’appliquer 2 leur recherche la méthode
déja employée pour le cas de trois vVariables. — Probléme fonda-
mental : élant données 7 fonctions formant un systéme compléte-
ment orthogonal, éliminer toutes les fonctions moins une et former

les équations aux dérivées partielles, a.la fois nécessaires et suffi-
santes, auxquelles doijt satisfaire cette derniére fonction. — Exposé

de la méthode : ype des fonctions u étant Supposée connue, un pre-

contre lorsquon veut réduire a des sommes composées des mémes
carrés deux formes quadratiques'a z variables, ces variables étant
d’ailleurs liges Par une relation linéajre. — Les équations que 'on
obtient ainsi pour chacune des fonctions Vs W, ..., étant au nombre
de n —iu, donnent naissance i des conditions d’intégrabi“té qui con-
tiendront évidemment les dérivées de % jusqu’au troisiéme ordre. — En
€ssayant de former de g maniére la plus simple ces conditions, on
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est conduit a deux groupes bien distincts d’équations du troisiéme
<y —F =
ordre pour . — Les premiéres, au nombre de w; sont
2
analogues & I’équation formée dans le cas de trois variables et jouissent,
comme elle, de la propriété de s’écrire sous une forme simple a Paide
des dérivées secondes de Ia fonction

H=(uf +ulr...rul)e.

13l

: n— — 2 — :
Les secondes, au nombre de (")w, n’apparaissent

que lorsque 7 est supérieur 4 3. — Si 'on veut interpréter en lan-
gage géométrique les résultats précédents, on peut d’abord généraliser
la inotion de normale & une surface, ce qui conduit naturellement a
I'extension de la définition des directions principales et des lignes de
courbure. — Dans un espace a n dimensions, il Y a n— 1 directions
principales, et par suite 7 — 1 systémes de lignes de courbure, pour
chaque surface. — Deux directions principales différentes sont a la fois
orthogonales et conjuguées. — Cette notion des lignes de courbure une
fois introduite, le théoréme de Dupin se généralise immédiatement :
si une surface fait partie d’'un systéme complétement orthogonal, les
surfaces qui appartiennent aux autres familles admettent pour nor-
males en chaque point de la surface considérée les directions princi-
pales de cette surface; par conséquent, prises 7 — 2 i n— 2, elles
coupent cette surface suivant une de ses lignes de courbure. — Mais
il faut prendre garde ici 4 une propriété tout a fait nouvelle : une
surface quelconque prise dans l'espace a »n dimensions, n étant
supérieur & 3, ne saurait faire partie d’un systéme complétement
orthogonal ; pour qu’il en soit ainsi, il faut que ses lignes de cour-
bure soient coordonnces. — On dit que lJes lignes de courbure sont
coordonnées lorsqu’on peut choisir 7 — 1 fonctions dont wne seule
varie sur chaque ligne de courbure de la surface. — Lorsque les
lignes de courbure d’une surface sont coordonnées, la surface peut
faire partie d’un systéme complétement orthogonal : o.n lc'reconnai't en
généralisant la théorie des surfaces paralléles. = Apphc’auon des résul-
tats précédents aux surfaces définies par I’équation )_(‘+‘\37’—"'+Xj' =o0.
— Condition pour que leurs lignes de courb.ure so'len.t coordon‘nees._—
Systémes orthogonaux comprenant une famille .d_eﬁme par DPéquation
u=X,-...+ X,. — Généralisation des propositions de MM. Bouq'uet
et J.-A. Serret. — Systémes orthogonaux comprenant la famille

1w=zm: ... 2" — Détermination simple des autres familles. — Etude
=l

de différents systémes orthogonaux, détermination des .]ignes de cour-
bure de différentes surfaces, parmi lesquelles on peut signaler les sur-
faces tétraédrales de Lamé. — Les résultats obtenus dans ce Chapitre
donnent notamment les lignes de courbure d’.un .granc! nombre. de
surfaces du troisiéme ordre, dans l’espace a trois dimensions.
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LIVRE II.
LES COORDONNEES GURVILIGNES.
CHAPITRE 1.
Systémes orthogonauz a n variables ................. ... .. .. ... ...

On se propose de faire connaitre les formules que Lamé a données dans
ses Lecons sur les coordonneées curvilignes en appliquant et étendant
sa méthode aux systémes complétement orthogonaux & n variables.
— Définition des éléments d’une substitution linéaire orthogonale par

Jg;

Oy

donnent lieu. — Introduction de grandeurs nouvelles B, qui doivent

vérifier deux systémes différents d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre. — Indication sur la méthode de recherche d’un systéme
orthogonal. — Généralisation d’un théoréme de M. Combescure :

« A tout systéme orthogonal on peut en rattacher une infinité d’autres

qui dépendent de » fonctions arbitraires d’une variable ». — Application

de la méthode générale de recherche & Ia solution d’un probléme fon-
damental : résolution la plus générale de I’équation

les formules X% = H, — Relations différentielles auxquelles ils

At -+ dzl — /% (3 +.. .+ dp3).

Cette solution est toute semblable a celle qui est connue depuis long-
temps pour le cas de trois variables, et elle est fournie par une inver-
sion généralisée, suivie ou précédée d’un déplacement. — Cas spéeial
signalé par M. Cremona. — Indication de différentes méthodes qui
permettent de faire dériver de tout systéme orthogonal 4 n variables
d’autres systémes orthogonaux contenant le méme nombre ou un
moindre nombre de variables, — C’est ainsi qu’au systéme des coor-
données elliptiques on peut faire correspondre une suite illimitée de
systémes orthogonaux algébriques. — Théoréme de Géométrie qui
donne une généralisation de la notion, due & Gauss, de représentation
sphérique. — Application des résultats précédents a la recherche des
surfaces de Tespace a n dimensions dont les lignes de courbure sont
coordonnées. — Cette recherche exige en premier lieu la détermina-
tion de tous les systémes complétement orthogonaux dans un espace
4 n—1 dimensions, - Cette détermination une fois effectuée, des
méthodes analogues 4 celles que I'on suit dans la recherche des sur-
faces ayant une représentation sphérique donnée permettent d’achever
la solution du probléme, — Quelques propriétés des lignes de courbure

Pages.
55 :

des surfaces. — Equations d’Olinde Rodrigues. — Généralisation de la.

théorie des systémes cycliques et son extension I'espace a n di-
mensions,
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CHAPITRE II.
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Dans ce Chapitre, on étudie les propriétés des systémes triples ortho-
gonaux en les rattachant a la considération du dép lacement du
tricdre trirectangle (T) formé par les normales aux trois surfaces
toordonnées qui se croisent en chaque point de l'espace. — Rappel
des résultats déja obtenus dans nos Lecons relativement aux divers
mouvements d’un triédre qui dépend de plusieurs paramétres. — Equa- -
tions aux dérivées partielles qui relient les rotations et les translations.
— Détermination d’un triédre dont les rotations et les translations
sont données @ priori. — Systéme linéaire dont Pintégration fait con-
naitre les cosinus-directeurs des axes de ce triédre. — Formules
générales qui déterminent le déplacement d’un point défini par
ses coordonnées relatives au triédre mobile. — Application de cette
théorie générale aux coordonnées curvilignes orthogonales; on prend
pour le triédre mobile (T) celui dont les arétes sont les normales
aux trois surfaces coordonnées. — Trois des rotations sont nulles, les
autres s'expriment en fonction des coefficients. H, H,, H, de I'’élémen t
linéaire et de leurs dérivées. — Introduction des quantités B,,. —
Double systéme de relations différentielles auxquelles doivent satisfaire
ces six fonctions. — Démonstration nouvelle du théoréme de Dupin.
— Expression des rayons de courbure des surfaces coordonnées. —
Systéme linéaire déterminant les cosinus-directeurs des normales aux
surfaces coordonnées lorsqu’on connait les f;,. — Représentation
sphérique, lignes asymptotiques de chacune de ces surfaces. — Lois
de variation des six courbures principales découvertes par Lamé.
— Définition du parameétre différentiel du premier ordre AU d’une
fonction quelconque Uj; son expression en coordonnées curvilignes;

définition et expression de A(U, V). — Formule de Stokes et de C.
Neumann ; définition du paramétre différentiel ou invariant linéaire
du second ordre; son expression en coordonnées curvilignes. — On

peut rattacher 'introduction de cet invariant a I’étude de certaines
propriétés des transformations ponctuelles les plus générales. — Pour
toutes les transformations de ce genre, il y a en général trois éléments
linéaires partant d'un point auquel correspondent des éléments pa-
ralléles. Si 'on veut que ces trois éléments linéaires forment toujours
un triédre trirectangle, il sera nécessaire et suffisant que la transfor-

mation soit définie par les formules

5 5 L _9u
X:E)_{;‘:’ X—'@s Z_d;,

ot U désigne une fonction quelconque de &, y, 2. Ii existe alors une
équation du troisiéme degré faisant connaitre les dilatations des élé-
ments dont la direction n’est pas altérée, et les racines de celte équa-
tion sont des invariants. Le paramétre du second ordre de Lamé n'est
autre que la somme des racines de cette équation. — Détermination
des transformations de la nature précédente pour lesquelles les éléments
dont la direction n’est pas changée en chaque point de 'espace sont
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Recherche d’un systeme triple particulier
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normaux a trois familles, qui.détermineront nécessairement un Sys-
téme de coordonnées curvilignes triplement orthogonales. — Il y a
une infinité de transformations de ce genre qui correspondent & un sys-
téme triple orthogonal, donné a priori. — Leur détermination se
rameéne a Dintégration de trois €quations linéaires aux dérivées par-
tielles auxquelles doit satisfaire une méme fonction. — On termine
le Chapitre en donnant un complément & la théorie du déplacement
d’un tricdre mobile. Si I'on considére le systéme le plus général de
coordonnées curvilignes obliques, I’élément linéaire de Pespace pren-

dra la forme
ds*= ZZ Apdo,dg,

et 'on peut se proposer de trouver toutes les relations différen-
tielles qui existent entre les quantités A, relations différentielles
analogues a celles que Pon doit & Lamé, pour le cas ou les coor-
données sont orthogonales. — On pourrait résoudre cette question en
prenant un triédre (T) occupant une position particuliére relative-
ment aux plans tangents des surfaces coordonnées. — Il parait plus
élégant d’employer une méthode toute différente, qui repose sur la
considération des différentes décompositions en carrés de la forme

quadratique précédente ZZ Andp;dp, et qui conduit i six équa-

tions a la fois nécessaires et suffisantes. — Retour au triédre mobile
pour établir les équations aux dérivées partielles entre les rotations
et les translations.

CHAPITRE III.

Avant de poursuiyre la théorie, on veut indiquer des applications des
équ.ations fondamentales a Ia recherche d’un systéme triple parti-
culier. — Dans ses Legons sur les coordonnées curvilignes et leurs
div'ei'ses applications, Lamé a attaché une importance toute parti-
cyhére aux systémes composés de trois familles isothermes. — Défi-
mti_on d’une famille isotherme. — Condition d’isothermie; elle est
vérifiée pour e systeme des ellipsoides homofocaux. — Il existe
donc au moins un systéme triple, a la fois orthogonal et isotherme.
e Lamé s’est proposé de déterminer tous les systémes de ce genre.
En mettant le probléme en équation, on reconnait que ces systémes
particuliers ont une premiere propriété signalée par M. J. Bertrand :
lgs surfaces qui les composent sont isothermiques, c’est-a-dire sont
divisibles en carrés infiniment petits par leurslignes de courbure, Mais
cette propriété n’est nullement caractéristique; elle appartient, par
exemple, au systéme des cyclides homofocales, qui n’est pas iso-
therme. — Par suite, en se proposant la recherche de tous les sys-
tén’xes triples composés de surfaces isothermiques, on est assuré d’ob-
temrr non .seulement tous les systémes isothermes, comme le désirait
{.’.fxme’, mals'd’a:utres sys‘témes plus généraux. — Pour accroitre encore

Intérét qui s’attache i ce probléme général, on remarque que lon

Pages.
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sera encore conduit i le poser si l’on approfondit une belle décou-
verte de Lamé. — L’illustre géométre a montré que, si p, p,, s
désignent les coordonnées elliptiques d’un point de I'espace, I'équa-
ton de la chaleur admet une infinité de solutions de la forme sui-
vante : f(p) f1(py) fo(p2). — Si Pon cherche tous les systemes triples
orthogonaux pour lesquels on peut formuler une proposition analogue,
on reconnait encore qu’ils doivent étre composés de surfaces isother-
miques. — Toules ces remarques nous conduisent donc a entre-
prendre I’étude du probléme le plus général : détermination des
systémes triples composés de surfaces isothermiques. — Mise en
équation; forme des valeurs de H, H,, H,. — On exprime d’abord que
ces valeurs satisfont au systéme (B), ce qui conduit a préciser leur
forme. — On obtient ainsi trois types différents de solutions. —
Pour étudier ces trois types et achever la solution, on exprime que
les valeurs de H, H,, H, vérifient le systéme (B’). — Forme générale
des équations qui en résuitent. — Conditions pour qu’elles soient
compatibles avec celles que I'on a déduites du systéme (B). — Appli-
cation aux trois types précédemment obtenus. — Le premier type nous
conduit a trois systémes triples comprenant, soit une famille de plans
paralléles et deux familles de cylindres isothermes; soit une famille
de spheres concentriques et deux familles de cones isothermes; soit
une famille de plans passant par une droite et deux familles de
révolution ayant cette droite pour axe, et dont les méridiens forment
un systéme a la fois orthogonal et isotherme. D’une maniére géné-
rale, il faut joindre & ces systémes leurs transformés par inversion,
qui jouissent évidemment de la méme propriété. — Le second type
ne fournit aucune solution du probléme et doit étre rejeté. — Quant
au troisieme, il sera étudié dans le Chapitre suivant.

CHAPITRE 1V.

Recherche d’un systéme particulier (suite). Examen du troisieme type

242

de’ solution e SE i Sl S I s s s eI S e R
Le troisiéme type de solution du probléme que l'on a commencé a

étudier dans le Chapitre précédent correspond aux valeurs suivantes

- (pi—p)" e — pa)*
My/a

B = (e e
My a,

H (et e DL
Mya,

de H, H,, H,. Dans ces formules, M désigne une fonction quelconque,
% une constante, @, une fonction de la seule variable p,. En écrivant
que les équations de condition données au Chapitre précédent §ont
vérifiées, on obtient les solutions suivantes. — Pour la premiére,

onah=——;a(p), a;(p), a(p) sont des polynomes identiques du

I
2
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5° degré ; ces hypothéses correspondent au systéme formé par les

cyclides homofocales et 4 ses variétés. — La seconde solution corres-
pond a I’hypothése 7 — ;; a(p), a(p), ay(p) sont des polynomes
identiques du 3¢ degré. — La troisiéme solution correspond a la valeur

h=1; a(p), a(p), @, (p) sont des polynomes du second degré qui
doivent salisfaire 4 I'identité

a(p)+a,(p)+ a(p)=o.

La quatriéme solution correspond & la valeur % = 2 ; les fonctions a,
@, @, se réduisent alors a des constantes dont la somme est nulle. —
Remarques générales sur la maniére dont on pourra déterminer la
valeur de M correspondant a chaque solution. — Etude détaillée du
cas pour lequel on a h =1. — Le systéme correspondant est exclusi-
vement formé de cyclides de Dupin. — On démontre qu’il est iden-

tique & ceux qui ont été étudiés au Livre I, Ch. III. — Pour Pétude
des systémes qui corréspondent aux valeurs i =12, h— %et qui

n’apparaitront pas, d’ailleurs, dans le Chapitre suivant, il est ren-
voyé a4 un Mémoire de Iauteur.

CHAPITRE V.

Recherche des systémes isothermes et d’autres systémes qui se pré-
sentent dans la théorie de la chaleur
On a vu que, parmi les systémes déterminéds dans les deux Chapitres
précédents doivent se trouver : go les systémes composés de trois
familles isothermes; 2° ceux pour lesquels Iéquation de la chaleur
admet, dans des conditions précédemment définies, une infinité de
solutions de la forme P 7Y i or) Fullpe)e — L’objet du présent Cha-
pitre est précisément la détermination de ces deux classes parti-
culiéres, comprises dans celle que nous avons déterminée. — On
commence par la recherche des systémes isothermes en envisageant
successivement les différentes solutions obtenues dans les deux Cha-
pitres précédents. — On obtient d’abord des systémes formés d’une
famille de plans paralléles et de deux familles de cylindres isothermes,
ou d’une famille de sphéres concentriques et de deux familles de cones
isothermes, ou d’une famille de plans Passant par une droite et de
deux familles de quadriques homofocales de révolution. — On ob-
tient aussi le systéme des quadriques homofocales et un autre systéme
imaginaire qui a été signalé, mais non déterminé, par Combescure.
— Bien que ce dernier systéme ne puisse Jouer aucun réle en Phy-
sique mathématique, il Y a intérét 3 le déterminer; on montre qu’il
est formé avec des cyclides de Dupin qui sont imaginaires et
du troisiéme degré. — Aprés avoir ainsi terming la recherche des sys-
témes isothermes, on suit une méthode analogue pour la détermi-
nation de la seconde classe signalée plus haut. — On démontre d’abord
un lemme fondamental de Lord Kelvin, relatif 3

‘inversion, puis on
montre que les systémes cherchés se réduisent en

définitive au seul
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systéme des cyclides homofocales et a ses variétés. — On retrouve

cette propriété des cyclides homofocales par une démonstration directe
ot 'on emploie les coordonnées pentasphériques et une forme remar-
quable que prend, avec ce systéme de coordonnées, I'équation de
la chaleur. — Le Chapitre se termine par une remarque qui permet
d’étendre une partie des résultats précédents aux systémes de coor-
données curvilignes les plus généraux.

CHAPITRE VI.

Les systémes triples de M. Bianchi ...............ccooooo oo 2094
Dans ce Chapitre, on se propose de donner une nouvelle application de
la méthode générale de recherche en déterminant tous les systémes
triples orthogonaux pour lesquels une des familles est composée de
surfaces a courbure totale constante. — Cette application, due 4 M. L.
Bianchi, a son origine dans un théoréme de M. Weingarten qui fait
prévoir l'existence d’une classe étendue de ces systémes. — Ce théo-
réme peut s’énoncer comme il suit : Etant donnée une surface (S)

Tt
a courbure totale constante 70 i Pon porte sur la normale en chacun
de ses points une longueur infiniment petite MM’ proportionnelle

a cos %, d désignant la distance géodésique de M & un point fixe A
VK&

de (S), la surface (S') décrite par le point M, est, elle aussi, 4 cour-

bure constante i et elle fait partie avec (S) d’une famille de Lamé.

k
— Il permet évidemment de construire, de proche en proche, des sur-
faces a courbure constante et égale, qui dépendent de quatre fonc-
tions arbitraires et forment une famille de Lamé. — Examen d’un pro-
bléme auquel conduit naturellement la proposition de M. Weingarten ;
propriétés de certains systémes cycliques se rattachant 4 une surface
applicable sur une surface de révolution. — Exposé des recherches de
M. Bianchi; ce géomeétre s’est proposé de déterminer tous les systémes
triples pour lesquels une des familles est composée de surfaces a cour-
bure totale constante; mais il a donné de ’extension aux recherches
de M. Weingarten en supposant que la courbl?re totale puisse varier
lorsqu’on change de surface. — Mise en équation dEl probléme. —.En
écartant le cas spécial ou les surfaces cherchées seraient de révoluuoq,
on obtient une forme élégante de I'élément linéaire; cette forme dé-
pend d’une seule fonction w qui doit satisfaire a trois équfa\tions aux
dérivées partielles du deuxiéme et du lroistér.ne ordre. — Etude de-ce
systéme d’équations aux dériyées partielles; 1|. est.mont’ré que s?n in-
tégrale générale dépend de cing fonctio_ns arbitraires d’une vanab?e.
— Propriétés générales des systémes tl‘lp]CS' auxquels on est cotlldun.;
M. Bianchi a fait voir qu’on peut leur apphqut?r la tra.nsformatllon d(?
M. Biicklund. Il suffit pour cela d’intégrer trois c'quatxons. de Bxccau
auxquelles satisfait une méme fonction. — Examen partlcuher des
systémes de Weingarten pour Icsquelslla courbure totale ne vime pas
lorsqu’on passe de I'une des surfaces a toute autre de la méme fa-



mille. — On vérifie les propriétés gé
‘proposition énoncée plus haut. — Re

de systémes de Weingarten. — En ess

témes triples pour lesquels les neuf quantité
~seule variable «, on est conduit A un systéme ex
d’hélicoides & courbure totale constante.




